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Resumo. Protecoes térmicas ablativas sdo largamente utilizadas na drea aeroespacial. O
fenomeno é complexo, envolvendo mudanga de fase com fronteira movel com perda parcial
de massa. Neste trabalho um modelo matematico ndo linear é apresentado para solucionar o
problema ablativo na regido de estagnagdo. O desenvolvimento analitico utilizado para
resolver o sistema, equagdo diferencial parcial acoplada com a equag¢do de restricdo da
fronteira, é a Técnica da Transformada Integral Generalizada. Sdo obtidos resultados para a
profundidade e velocidade de ablagado.
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1. INTRODUCAO

Devido a interacdo com as camadas densas da atmosfera terrestre, veiculos espaciais estéo
sujeitos a um ambiente térmico severo que podem comprometer 0 sucesso da missédo. O
problema é mais critico para situacdes envolvendo a reentrada atmosférica mas também é
importante para o caso de vOo ascendente. Para evitar o comprometimento da missdo, torna-se
necessario prover tais veiculos com um adequado sistema de protecéo térmica (Hatori &
Pessoa-Filho 1998). Dentre os sistemas mais utilizados como protecdo térmica vale citar
aquele que utiliza materiais ablativos (Sutton, 1982). O fendmeno de ablacdo é complexo
envolvendo transferéncia de calor, massa e reacdes quimicas (Lacaze, 1967). Neste trabalho
avalia-se, de modo muito simplificado o fendmeno, processo de transferéncia de calor ao
longo de uma parede de um corpo de revolucéo a qual pode-se considerar como uma placa
plana no ponto de estagnacéo. Apesar da simplicidade do modelo o mesmo possibilita a
obtencdo de resultados de interesse para o conhecimento do fendbmeno fisico (Pessoa-Filho,
1997). O processo de transferéncia de calor por ablacdo considerado € ndo linear e com
movimento de fronteira inicialmente desconhecido (Chung & Hsiao, 1985; Zien, 1978). A



Técnica da Transformada Integral Generalizada, TTIG, vem sendo utilizada em busca de
solugBes exatas, e aplicada em problemas complexos, (Cotta & Ozisik, 1987). A aplicacdo da
TTIG(GITT) (Cotta, 1993; Diniz et al., 1993; Diniz & Aparecido, 1993) d& o suporte analitico
e a biblioteca do IMSL (IMSL, 1979), o suporte numérico. Os parametros de interesse
obtidos, profundidade e velocidade ablativas do material, podem ser considerados proximos
ao valor rea e comparavels aos daliteratura.

2. ANALISE

A formulacdo desse problema considera a regido de estagnacdo de um solido de
revolugdo, ogiva, na reentrada, e este € aproximado a geometria de uma placa plana com
conducdo de calor unidimensional, com temperatura inicial To,. A hipGtese de calor
unidimensional é baseada no fato de que a razéo entre a espessura da protecdo e o raio de
curvatura do nariz do veiculo ser pequena. A placa esta sujeita a um fluxo de calor numa das
extremidades e isolada termicamente em outra. A placa va se aquecendo até um certo tempo
Tm a partir do qual se inicia o processo de fusdo na fronteira sujeita ao fluxo de calor
transiente e 0 materia fundido é arrastado para 0 meio ambiente havendo um processo de
transferéncia de calor e massa que € conhecido como ablacéo.
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Figura 1. Esquema simplificado do fenGmeno ablativo no ponto
de estagnacéo do corpo de revolucéo.

As equacies que governam o problema, com as variaveis naforma adimensional sdo:
Periodo pré-ablativo:

69()(’T)+L6()(,T):O; 0<T<T,
ot O<x<1

- condicdo inicial:
8(x,T)=0; T1=0 e 0O<x<1
- condi¢Bes de contorno:

0(1)_g. = —0000T) - o) - v =
o =0; x=1 e o =Q(); x=0
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Periodo ablativo:

aegx’r)+L6(x,r):o T, <T<w

St)<x<1 4
- condicdo inicial:
e(x,r)zef(x,t) ; T=T, e 0O<x<1 (5)
onde:

0 - distribuicdo de temperatura;
T — tempo adimensional;

X — coordenada adimensional;
Q - fluxo de calor adimensional.

- condi¢Bes de contorno:

m:o X:l e e(X’T):l’ X:S(T) (6)
ox '

com a seguinte condicdo de restricdo no acoplamento, que € resultado do balanco de energia
nainterface:

- ag)(z< Do djf) =Q@); x=s() v

Onde Se v sdo respectivamente, a posicao dafronteira e o inverso nimero de Stefan.

Para 0 periodo pré-ablativo, 0<t<t,, a solugdo da equacéo (1) fornece 6(x, 1). A solucéo
da equacdo (4), para o problema de mudanca de fase pode ser obtida pela aplicacdo da TTIG,
e para tanto define-se um problema auxiliar de autovalor de condicdo de contorno

homogénea: p2w(x)=Lw(x), cuja a solugio leva aos autovalores: p, =im, autofungdes:
W, =cosp;X enorma das fungdes: N; = 1/2, parai =1, 2, ... c. (Diniz, 1996).

o [ boetcomcs [0 W) T Dy w0 g
Identificando a segundaintegral da equacéo (8), como:
—=yY, (X)@i)( e desenvolvendo, tem-se:

g"(r):_.[m l//(X)g(X r)- 09(X 7)

9:(1)=Q() ©



Definindo-se os pares de transformada integral e inversa, respectivamente:

6 (0= [ 68l b 1)
e(x.t)= Z”’N—e‘)é ©). (11)

Obtém-se a equacdo (1) transformada, com sua respectiva condicdo inicial:

B LB0=00 e Bk=0)=[nKBkT=0kx=0 (2ap
Assumindo que Q(t) = de”" .
Onde:

T b - tempo de referéncia adimensional;

r
c

t, » tempo de referénciadimensional;
2

t. -& — tempo caracteristico;
a

a - difusividade térmica;
0 — espessurada placa.
Obtém-se a solucdo para equacéo (12.a):

o)< 0,6+ 5 45,0, 09

onde B,, corresponde ao indicei = 0, que é atemperaturamédia (Mikhailov & Ozisik, 1984):
0, (@)=dt, [ ™ -1) (14)
Substituindo-se a equagdo (14) na equacgéo (13) obtém-se a equacdo para 0 campo de

temperatura adimensional no interior do sdlido, durante o periodo pré-ablativo, qua sega,
O<x<leO<t<T].

o(x.1)=drt, (e —1)+2200s(ui)() 1 d : (e”' —e'“izT) (15)

Para T > T¢ iniciase 0 periodo de mudanca de fase a qua pela fisica e geometria do
problema dar-se-a da fronteira aquecida para a direita, Figura 1. Deve ser sdlientado que a
distribuicéo de temperatura, equacdo (15), parat = T; € condicdo inicial do problema ablativo.
Umamudanca de varidvel nas equacdes de (4) a (7) se faz conveniente paratornar o problema
homogéneo. Definindo-se 8 (0,1)=6(x,1)-1; S{t)<n<1 1>T1,,0nde n=1-Y%, obtém-
se, das equactes de (4) a (7).



0" (M), o
%T)ue M1)=0 t>1, 0<n<n,() 4o

- condi¢Bes de contorno:

00" (n, T
(h1)=0 n=n,() e %r?)ﬂ: n=0 (17)
- condicdo inicial:
0" (n.t,)=6@-n,1,)-1 (18)
E aequacdo de restri¢éo de acoplamento:
09 (n,t) dn,(r
01)_ 100) o, n=n,) 09

on dt

Para a aplicagdo da técnica, adota-se um problema auxiliar de autovalor, de condicles
homogéneas, que resulta:

autovalores: 0= @i -In (20)
2n,,(t)
autofungdes: W, (n,7)=cosly, ()] (21)
norma das fungdes: 1
¢ N; :Enb(-[) (22)
Define-se uma autofuncéo normalizada:
Ki(n,T):M (23)

1/O,5r]bh )

O desenvolvimento da equagéo diferencia parcial original da fase de mudanca de fase,
equacdo (16), juntamente com o problema de autovalor, obtém-se aplicando o operador
integral a equacdo de transformacao:

IK(nr)i)dw.Z(r ;K (0¥ (1 = ; 2000000, (aa)
Definindo-se o par de transformada integral e inversa como:

M (T)
6'()= [Ki(.1)p (.t (25)
o'(0)=3 K, (LB ) (26)



Substituindo-se os pares de transformacéo nas equagdes (24) e (1) obtém-se o potencial
de temperatura e condicdo inicial transformada:

B3, 08 €260, (=0 @
condicdo inicial:
i+1 4’\/_ i+1 e (T)
i( f) ( ( 1) [9 (T ) ]]"' (2| 1)( 1) Z (2I 1)2 K2 (28)
onde:
% )_+—1/T(”” ) (29
1 an, (1) (2j-1)2i -1 (-1)" L
@ e o)) 0
A, =0, parai =j, segundo ( Diniz, 1996) (31)
com:
S
2N, (r) 2, (r) (32)
e 0, descrito na equacéo (14).

Substituindo a transformada inversa na equagéo de restricdo de acoplamento, equagdo
(19), tem-se a equacdo de restricdo da transformada:

N2 TS g -y - 20 @)

d 2 [ 22

Esta equago implica que quando T =T1,;n,(T)=1, donde se obtém o valor de T; através
da equacéo transcendental:

ofr)=1=6, )+ | K, 002 0% 412005 () »

00" (n,1)
ot

3. PROCEDIMENTO DE SOLUCAO

As equacdes (27) e (33) formam um sistema infinito de equagdes diferenciais
ordinarias acopladas de primeira ordem.

Para a implementacéo de um algoritmo que calcule os valores das incognitas deste
sistema, é necessario o truncamento do sistema infinito de equacfes por um sistema finito de



ordem N. Fazendo N suficientemente grande obtém-se a solucdo do sistema de equacles
diferenciais ordinarias acopladas, que fornecerdo os valores da espessura e velocidade
ablativa, bem como a distribuicdo de temperatura.

A obtencdo deste sistema de equacdes diferenciais resultante deu-se da aplicacdo da
TTIG, e na sua solucdo, utilizou-se as subrotinas disponiveis na biblioteca do (IMSL, 1979),
principamente o programa DGEAR e DECADRE, que supre as exigéncias desse tipo de
problema.

4. RESULTADOS

Os parametros posicdo e velocidade da fronteira do fenbmeno ablativo, (1),
V(t)=ds(t)/ dt, foram obtidos numericamente para problemas em que o fluxo de calor

adimensional no contorno era dado por Q= 0,1exp[t/ 10]. S(1) representa a espessura de
material ablativo que ainda néo foi consumido e V(t)=dS(t)/ dt representa a taxa em que o

material € consumido. A figura 2 mostra dois graficos, sendo um apresentando a profundidade
ablativa em relacdo a diferenca do tempo adimensional, tanto no Méodo de Diferencas
Finitas bem como a TTIG, e, outro gréfico apresenta para os dois Métodos a correlacéo da
velocidade ablativa com a diferenca dos tempos adimensionais. A figura 3 representa o perfil
de temperatura versus a espessura, tanto na fase pré-ablativa, como na fase ablativa denotando
o tempo adimensional.
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Figura 2. Gréfico representativo da profundidade e velocidade de ablagéo.
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Figura 3. Representacdo grafica das temperaturas nos periodos pré-ablativo e ablativo.

5. DISCUSSAO E CONCLUSAO

Os resultados obtidos pela aplicacdo da TTIG, foram comparados com agueles obtidos
pelo Método das Diferencas Finitas, (Chung & Hsiao, 1985; Zien, 1978; Chung et a., 1983),
Figura 2. Os valores obtidos pela TTIG sdo bem consistentes e mais exatos, visto que o
desenvolvimento analitico resultou em um sistema de equagdes ordinérias, de fécil resolucéo,
permitindo controlar a precisdo do processo de convergéncia (Cotta, 1993). No presente
trabalho, os resultados encontrados apresentaram uma excelente concordancia com o0s
resultados obtidos por Diferencas Finitas no que se refere a espessura, e quanto a velocidade
notamos uma dispersdo dos pontos, no inicio do processo, uma vés que, o desenvolvimento
analitico proporciona uma melhor exatiddo no resultado, como mostram a curva da Figura 2.
O perfil de temperatura apresentado no periodo pré-ablativo mostra sua convergéncia com o
decorrer do tempo, até chegar ao tempo de ablacdo. Observando o perfil de temperatura da
fase ablativa, constatamos que o valor maximo de temperatura é apresentado quando resta
uma quantidade pequena de material a ser ablatado no tempo T = 9,407 . Esta pequena regido

serve como margem de seguranca no processo. Constatamos que o tempo no periodo pré-
ablativo foi maior que o tempo de ablagéo, o que ja era esperado segundo ( Steg, 1962 ).

Neste trabalho foi apresentado uma solugdo para o problema ablativo de protecéo
térmica, considerando uma simplificacdo do fenémeno, (Lacaze 1967). Dentro de um
contexto ndo muito realistico , considerando sua simplificacdo, os valores sdo bem
significativos comparados com os valores obtidos por (Chung & Hsiao, 1985). A
continuidade na extensdo do trabalho vem sendo realizado com um problema mais realistico,
estimando um fluxo de calor no ponto de estagnacdo de um veiculo em escoamento
hipersdnico, onde € levado em consideracdo a geometria, condicdo de escoamento e as
ental pias da parede e da estagnacéo.
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ABLATIVE TERMAL PROTECTION FOR THE STAGNATION POINT OF RE-
ENTRY VEHICLES

Abstract. Ablative thermal protection is mainly used in the aerospace industry. It’s a complex
phenomenon involving heat and mass transfer, phase change moving boundary. Its
mathematical modeling leads to a nonlinear systems of partial differential equations. To solve
such a system we used the Generalized Integral Transform Technique, GITT, for an one-
dimentional slab problem. The eigenvalue problem associated to the ablative phase, is
transient and spatiality dependent. The external boundary is subjected to a transient heat flux
as an exponential function of time. After the integral transformation of the problem we got a
infinity coupled system of ordinary differential equations that can be solved by known
numerical techniques.

Keywords. Ablation Process, Phase Change, Hipersonic Flight Speed, Thermal Protection



