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Resumo. Instabilidades de combustdo em motores a propulsdo a jato podem ser evitadas com
a ajuda de um trabalho tedioso experimental e tedrico. Este trabalho apresenta uma
interpretacéo do critério de Rayleigh aplicado a sistemas propulsivos. A energia adicionada
ao campo acustico € a energia liberada pelos processos de combustdo. Esta analise propde
uma formulacéo explicita do critério de Rayleigh para analisar as flutuacfes de pressdo em
camara de combustao.
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1. INTRODUCAO

Lord Rayleigh (1878, 1945), no seu livro sobre a Teoriado Som,, afirma :

“If heat be periodically communicated to, and abstracted from, a mass of air vibrating in a
cylinder bounded by a piston, the effect produced will depend upon the phase of the vibration
at which the transfer of heat takes place. If heat be given to the air at the moment of greated
condensation, or be taken from it at the moment greatest rarefaction, the vibration is
encouraged. On the other hand, if heat be given at the moment of greatest rarefaction, or
abstracted at the moment of greatest condensation, the vibration is discouraged.”

Isto implica que o processo de combustéo deveria exibir uma taxa oscilatéria de liberacéo
de calor quando sujeito a variagdes periodicas de pressao; entdo, a amplificacéo das oscilacoes
de pressdo devido ao processo de adicdo de calor ocorrerd se 0 maximo ou 0 minimo da taxa



de liberacdo de calor ocorrer durante as fases de compressdo ou rarefacdo destas oscilacdes de
pressao, respectivamente.

Assim, Rayleigh fornecia as bases fisicas para a producdo do som pela adicdo de calor,
seu critério, foi, e € freqUentemente evocado para explicar o aparecimento de vibragoes
acusticas devido a adicéo de calor.

Putnan (1964) € um dos pioneiros a formular matematicamente este critério, numa forma
linearizada para uma grande variedade de problemas préticos. Zinn (1986) em seu livro sobre
combustdo pulsante também apresenta uma derivacdo deste principio. Nas ultimas décadas,
problemas sérios tém ocorrido devido a presenca de oscilacdes de pressdo em camaras de
combustdo de sistemas propulsivos, como pode ser constatado nos trabalhos de Culick (1973,
1987), Harrje e Reardon (1972), Guffin et al. (1996) e muitos outros. Existem muitos
exemplos nos quais as vibragdes atingem amplitudes que podem comprometer o desempenho
de tais sistemas e, em algumas situactes levando a compl eta destrui¢éo do sistema propulsivo.

A fonte de energia para tais movimentos € a energia liberada pelos processos de
combustdo. Este critério pode ser ilustrado, pela descricdo de Wood, figura abaixo, onde é
mostrado que o efeito da adicdo de calor instantanea pode ser relacionado a um aumento
instantaneo na amplitude da presséo.
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fornecido e a pressio

1. Em fase aumenta nenhum pu L
2. Fases opostas diminui nenhum \ (&) / /

3. Quarto de periodo antes nenhum aumenta \/ \/
4. Quardo de periodo depois nenhum diminui

Figura 1 - Efeitos da diferenca de fase entre a adi¢cdo de calor e a presséo

Este critério, pode ser apresentado na forma heuristica, como:

f J;T {p(xt)Qlxt)dtav} > [ LT S (%) dtav 1)

O lado esguerdo representa a energia mecanica total fornecida a oscilacéo pel os processos
de adicdo de calor durante um ciclo. O lado direito, representa a energia total dissipada pela
oscilacdo durante um periodo. Portanto, a amplitude da onda aumentara, num dado sistema,
guando a desigualdade expressa pela Eq. (1) acimafor satisfeita.

A fonte de energia para as oscilacfes de pressdo dentro de uma camara de combustéo de
um motor foguete é a energia liberada pel os processos de combust&o. Também, escoamentos
turbulentos em torno de obstéculos podem formar grandes vortices e gerar ondas acusticas e,
sofrer ainfluéncia simulténea dos processos de combustéo.



2. EQUACOES.

As equacies de conservacdo com termos fontes podem ser escritas como:

0p /ot +ulp =W 2

pou/ot+pulu=-0Op+F ©)

op/ot +yplu=-ulp+P 4
onde:

W =wg - pllu (5

F=Fs-uwg (6)

P=R/C, (Qs —uF, +wu?/2) (7

Nestas equagbes, p, p, u S0 a densidade, presséo e velocidade da fase gés;, wg, Fq,
Qs sdo as fontes de massa, momentum, e energia da fase gas, , F;e Qs geralmente incluem

contribui¢des associadas com a adicdo de massa. A energia interna do gas foi assumida como
e=C,T. Utilizando-se 0 método das pequenas perturbagbes nas equacdes de conservacéo,

pode-se obter a equacéo da onda para as flutuagtes de presséo:
0%p'-[a®)a?prot® =-(1/a?)(R/IC, )aQ /ot + g (8)

A funcéo g representatodas as influéncias outras do que a adic¢éo de calor, por exemplo,

efeitos viscosos, interacdo do escoamento com o campo acustico; influéncia de fases
condensadas no escoamento dos gases; variagdes espaciais nas propriedades do escoamento; e
variacdes na velocidade do som.

A Eq. (8), esta sujeita a seguinte condi¢do de contorno ndo homogénea:

Ad, =-f (©)

Os modos acusticos ¢/, de uma camara que tem a mesma forma do combustor, porém,

limitada por paredes rigidas podem ser obtidos através da solucdo do problema de auto
valores:

0y, + kg, =0 (0
AW, =0 (11)

onde k, =w, /a € o nimero de onda para o n-ésimo modo com frequiéncia w, . Assumindo-
se que os modos sdo ortogonais, teremos:



[[Yap,dV =6, (12)

onde
E’= Lwnzdv (13)

Multiplicando-se a Eq. (8) por ¢, e a Eq. (10) por p', subtraindo-se o resultado e

integrando-se no volume da camara; depois, utilizando-se do teorema de Green e substituindo-
se as condicdes de contorno (9) e (11), obtemos:

(@2 /0t +“’”2).W” pav =-a*f- [ az)(R/C\,)LwnaQ'lat Qv + [Y,g0V +ffu, f dsf
(14)

onde dS é o elemento de &rea da superficie. Fazendo-se uma expansdo do campo de presséo
em termos dos modos normais com amplitudes em func¢&o do tempo, teremos:

p=pY n tw.(r) (15)

Substituindo-se (15) em (14) e utilizando-se a propriedade de ortogonalidade das funcbes
,, obtemos um conjunto de equagdes diferenciais ordinarias para a amplitude, isto &

d’n, /dt* +w,n, =F 2 +F° (16)

O primeiro termo do lado direito contem apenas a influéncia explicita do processo de
adicdo de calor e, 0 segundo, contém todos os outros efeitos, incluindo-se 0s processos nao
lineares e ainfluéncia dafronteira:

FO= (R/cv)/(ﬁEnz)LwnaQ'/at dv (17)
e
F.o=—(a®/ ﬁEnz){Lwng Qv+, f dsf (18)

Ent&o, o campo ndo estacionario na camara de combust&o pode ser representado por uma
colecdo de osciladores ndo lineares acoplados. O deslocamento do n-ésimo oscilador
representa a amplitude do n-ésimo modo acUstico. Em condi¢des gerais a forca total pode ser
escritanaforma:

F,=F +F° = _i [Dni’7i + Eni] - i i[p\ﬂjqiqj + Bnijr’inj] (19)
4 BN

Os termos diagonais da parte linear fornece a constante de crescimento e o desvio da
frequéncia
an = _(1/ Z)Dnn
(zo)ab



6, = (1/2)|E,, - D,/ w, = W 2)E,, I,

Esta aproximagdo é valida para muitas aplicagdes préticas. Na auséncia de acoplamento
(D, =E, =0 parai # n) aamplitude do n-ésimo oscilador sera:

Ma(t) =110 € " sen(e0, +6, )t + 0, ] (21)

onde ¢, e n,, sS40 constantes. Dependendo dos processos que sdo levados em consideracéo as
forgas F, poderdo conter termos néo lineares em adi¢éo aos termos que aparecem na Eq. (19).

Assim, pode-se acomodar aproximagdes para 0S processos que ocorrem num combustor real.
Nesta analise vamos concentrar atencdo apenas as influéncias do processo de adicéo de calor,
entdo, aEqg. (16) torna-se:

d?n /dt? +wn, =F° (22)

A energiado oscilador é €, = Q7n2 +wn2nn2)/2 e taxanaqual a energia aumenta devido a
acdo de F.° é F.°n, . Portanto a variagéo de energiaem um periodo 1, = 271/ w, é:

1+7, Q
Ag,(t)=[ "F, n.t (29)
Substituindo-se a Eq. (17) e integrando-se por partes, obtemos:
A, t)= (R/CV)/(r)EnZ)L{[Q'm]I”“ - j:”"mQ'dt}wn av

Se 0 sistema executa um movimento periddico o termo entre colchetes se anula. Na
integral tomando-se 7j, = -w,’n,, e, lembrando que (R/C,)=y-1e p, = pn,{t)w,(r) que
representa a dependéncia temporal da pressao para o n-ésimo modo, teremos:

8y = (=D, /E2)f v [ (p,/ P)(Q/ Pt (24)

Esta Eqg. (24) representa explicitamente o critério de Rayleigh e pode ser aplicada a
problemas lineares para as quais a liberacdo de calor Q' pode ser expressa como uma

superposic¢ao linear de contribui¢des associadas com cada um dos modos normais. Neste caso
Ag, (t) € independente da amplitude e depende apenas da frequiéncia e da configuracdo do n-
ésimo modo. Note que Ag, (t) tem dimensdes de s devido a definicio de ¢, (t) para o
oscilador descrito pela EQ. (22). Se Asn(t) >0, entdo o processo de adicdo de calor tende a

excitar 0 n-ésimo modo. No caso especial no qual as flutuagbes sdo harmonicas e as
flutuacOes na taxa de adicéo de calor sdo proporcionais as flutuages de presséo, a menos de
um tempo de atraso independente da posicdo, pode-se demonstrar este critério. Assumindo-se
que:

Q=Quw,le n, +an,) (25)



entdo, se 0 =0, Q' estara inteiramente em fase com a presséo se € >0 e, fora de fase se
€ <0. A derivadatempora da Eqg. (25) € aproximadamente:

8Q /ot = Qup, (en, + 71, ) = Q. len, - 6w,n, ) (26)

A Eq. (22) paran,, torna-se:

i, = (RIC, JQu/ Plert, +w, "L+ (R/C, XQy/ P)]n, =0 (27)
Paraaqua asolucdo é dada pela Eq. (21) com:

a, =[U/2fR/C,)Q, /P
(28)ap
0, =@2RIC,)Q,/ )

Ent&o, o movimento é linearmente instavel se Q,& > 0. Substituindo-se a Eg. (25) na Eq.
(24), obtemos:

A“En = (y _l)F_)QOwnz / E“ZIwn 2dVJt.Han]n(“;‘r’n + Jnn)dt

— 20 U0 2 2| t+r, (29)
= (y-1pQuw,*{[ " n, ot + 512,

Para pequenos valores de a,,, a primeira integral € aproximadamente 7, /2 e, 0 segundo
termo é desprezivel, levando a formula:

Ae,, = ni(y —1)pQuw,& (30)

Portanto, Ag, sera positivo se Q,€ >0 requerendo que uma parte da adicéo de calor

estgja em fase com as flutuagdes de pressdo, como ditado pelo critério de Rayleigh. Se o
critério for satisfeito, entdo, pelas equagdes (28),p O, serd positivo e as flutuagbes no
processo de adicdo de calor tende afazer com que o sistema seja linearmente instavel .

A geracdo de ondas acUsticas pela adicdo de calor é essencialmente devido a trabalho
p—V . Os gases quentes se expandem e realizam trabalho durante o processo no meio a sua
volta

3. CONCLUSOES.

No projeto de sistemas propulsivos devemos ser capazes de prevenir a combustéo instavel
pois, quando elas ocorrem aumenta a transferéncia de calor para as paredes da camara
podendo causar sérios problemas. Também, um problema menos drastico seria a perda de
desempenho do sistema, levando, em muitas situagOes, ao comprometimento da misséo por
ele desempenhada. Para que o critério de Rayleigh possa ser aplicado eficientemente a
sistemas propulsivos, sd0 necessarios, também, trabalhos experimentais visando o
conhecimento do campo de pressdes dentro da cdmara de combustdo, da aclstica do



combustor para que possamos projetar um sistema de injecdo apropriado para que a
desigualdade que aparece na Eq. (1) ndo sgja cumprida. Atualmente, com o desenvolvimento
da &rea de controle, desenvolve-se sistemas ativos que agem diretamente no campo acustico,
visando eliminar estas perturbacdes de pressio.
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TITLE: RAYLEIGH S CRITERION APPLIED TO PROPULSION DEVICES

ABSTRACT: Combustion instability in the combustion chamber of jet propulsion system can
be prevented with tedious experimental and theorical approaches. This work presents an
interpretation of the Rayleigh criterion applied to propulsion devices. The energy added to the
acoustic field is the energy released by combustion processes. This analysis proposes one
explicit formulation of Rayleigh’s criterion to analyze the pressure oscillations in combustion
chamber.
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