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Resumo. No presente trabalho € analisada a instabilidade paramétrica de colunas esbeltas
submetidas a cargas axiais periodicas. A coluna é descrita pela formulacdo classica de
Navier, incluindo-se os efeitos da nédo-linearidade geométrica. As equacdes de movimento
sdo obtidas utilizando-se o principio de Hamilton, juntamente com o método de Ritz. A
equacao de movimento da coluna para o problema linear € uma generalizacdo da equacéo de
Mathieu. Sabe-se que, no espaco dos parametros de controle dessa equagao existem regides
associadas a respostas que crescem de forma ilimitada com o tempo, conhecidas como
regioes de ressonancia paramétrica. Utilizando-se rotinas numéricas para integracdo das
equacdes de movimento, para determinacdo do pontos fixos do mapa de Poincaré associado e
para obtencdo dos diagramas de bifurcacéo, obtém-se o diagrama de Strutt, que define as
fronteiras das regibes de instabilidade, e identificam-se os fenbmenos de bifurcacéo
associados a estas fronteiras. A seguir, estuda-se 0 movimento no interior das regioes
instaveis. Nota-se através dos diagramas de bifurcacdo que peguenas variagbes nos
parametros que definem a solicitagdo, podem produzir mudancas significativas na resposta
da coluna nas regides instaveis, que pode apresentar oscilagdes de periodo igual ao periodo
da forca excitadora, além de oscilagbes sub-harménicas de varias ordens e movimentos
caoticos.
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1. INTRODUCAO

Colunas esbeltas sob cargas axiais variaveis com o0 tempo podem apresentar, para certos
valores dos parametros de controle, vibracOes laterais, fenbmeno este conhecido como
instabilidade paramétrica (Stoker, 1950; Bolotin, 1964). Matematicamente, o problema é
descrito por equacbes diferenciais com coeficientes variaveis dependentes do tempo. O
presente trabalho analisa 0 comportamento dinamico ndo-linear de colunas esbeltas, com ou
sem imperfeicbes geométricas iniciais, sob cargas axiais. Admite-se que 0 carregamento
axial, responsavel pelo aparecimento dos coeficientes variaveis com o tempo nas equacdes
diferenciais de movimento, seja periodico, e que 0 amortecimento seja do tipo viscoso. Cabe
ressaltar que pouco se conhece sobre os efeitos de imperfeicdes geométricas na instabilidade



paramétrica de elementos estruturais esbeltos, embora na pratica todas as estruturas sejam
imperfeitas. O estudo do efeito das imperfeicbes € uma das principais contribui¢cbes do
presente trabal ho.

O estudo da instabilidade paramétrica de colunas tem atraido a atencdo de muitos
pesqguisadores, entretanto a maioria dos estudos esta restrito a andlise do problema linearizado
onde se procura determinar no espaco dos parametros de control e as fronteiras de estabilidade
(Stoker, 1950, Bolotin, 1964; Nayfeh e Mook, 1979; Soares, 1992). Sabe-se que, de um modo
geral, ndo existem solucdes analiticas exatas para as equacdes diferenciais ndo-lineares com
coeficientes periddicos. Em geral, o problema nao-linear € resolvido por métodos de
perturbacdo, o que restringe a solucdo a pequenas perturbactes, sendo esta hipotese valida
apenas na vizinhanca de uma solucdo estatica conhecida (Carlson et al, 1980; Nayfeh e Mook,
1979; Zavodney et al., 1989, Soares, 1992). Entretanto os métodos de perturbacdo ndo
fornecem bons resultados quando o grau de ndo-linearidade € elevado, quando o sistema
apresenta solugdes sub-harménicas de ata ordem ou movimentos cadticos. Assim, para se
analisar o comportamento dinamico da coluna no interior da regido de instabilidade, deve-se
obrigatoriamente usar métodos numéricos para se conhecer a resposta do sistema. O
comportamento da coluna no interior da regido de instabilidade € pouco estudado, sendo esta
uma outra contribui¢éo deste trabal ho.

2. FORMULACAO
2.1 Funcional de Energia Nao-Dimensional

Os funcionais de energia e as equagdes de movimento foram deduzidas para a coluna do
modelo ilustrado na Fig. 1, onde W(x,t) € o deslocamento transversal da coluna, Py, a parcela
constante e P(t), a parcela variavel do carregamento axial, X, a coordenada axial e t, o tempo.
Considera-se a coluna com uma imperfeicdo geométrica inicial descrita por uma funcéo
Ws(X), como mostra a Fig. 2. As imperfei¢des geométricas sdo consideradas como de pequena
magnitude e podem ser matematicamente modeladas como uma perturbacdo na solugdo da
estrutura perfeita. Neste caso, o deslocamento total com relagdo a configuracéo de uma coluna
perfeita e indeformada € dado por:

W, (x,t) =W, (x)+W(x.t) 1)
onde, como mostraa Fig.2, W; € o deslocamento total medido com relacéo a coluna perfeita.
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Figura 1- Coluna biarticulada com carregamento axial periodico.
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Figura2- Coluna com imperfeicéo geométrica.
Parafacilitar a analise paramétrica, utilizam-se as seguintes varidveis adimensionais:
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Considerando-se 0 material elastico e linear e utilizando-se a formulacéo cléssica de
Navier (Bazant e Cedolin, 1991), obtém-se 0 seguinte funcional para a colunaimperfeita
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onde &, é o par@metro adimensional da amplitude da parcela variavel do carregamento axial,
T, 0 pardmetro adimensional do peso especifico da coluna, Q , a freqiiéncia da excitagdo e
w,afregiiéncia natural do sistema

2.2 Equactes de Movimento

O campo de deslocamentos da coluna foi aproximado por uma fungéo do tipo
W t)= fm<t>sen(mnf) 4

onde f(t) so as amplitudes que se procura determinar e m € o nimero de graus de liberdade.
De forma similar, a imperfeicdo geométrica inicial pode ser descrita pela seguinte série de
Fourier:

w, (£)= i fo sen(kr) . ®)



sendo p 0 nUmero de termos necessarios para descrever as imperfeicBes da coluna e fo as
amplitudes modais que sdo parametrizadas em relacdo ao comprimento da coluna, ou sgja,

= I:ok
L

fo = No presente trabalho utilizou-se 0 método de Ritz e o principio de Hamilton

para se chegar as bem conhecidas equacdes de Lagrange do movimento.
Caso Linear

O sistema apresentado no presente trabalho € governado por uma equacéo que, a menos
das néo-linearidades, pode ser reduzida a forma:

f. (L (6 + 2 cos2t)f, (t) = 0. (6)

Esta equacdo, foi deduzida por Mathieu em 1868. A equacdo de Mathieu tem sido
bastante estudada e as regides de estabilidade, em que a solucéo € limitada, e de instabilidade,
regides em que a solucdo cresce indefinidamente, estdo completamente determinadas para
todos os valores dos parémetros & e ¢ (Nayfeh e Mook, 1979). A representacdo destes
pontos no plano & — € é conhecida como Diagrama de Struitt.

Equacéo Nao-Linear de Movimento

A equacdo de movimento da coluna com um grau de liberdade esta expressa em (7). A
equacéo linear de movimento e a equacdo de Duffing da coluna com um grau de liberdade séo
casos particulares desta equacdo. As equacOes do modelo com varios graus de liberdade e
usadas também no presente trabalho podem ser encontradas em Oliveira (1998). N&o sdo agui
apresentadas por falta de espaco.
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3. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Para a resolucdo numérica do sistema de egquacdes lineares e ndo-lineares, com ou sem
imperfeicdo geométrica inicial, utilizou-se o agoritmo de Runge-Kutta de 42 ordem,
implementado em Fortran para um sistema de equactes diferenciais ordinérias de primeira
ordem. Implementou-se ainda um algoritmo para tracar as secfes de Poincaré e diagramas de
bifurcacéo, para determinar os valores de transicdo da estabilidade para a instabilidade no



espago dos parametros de controle e para a verificagdo da influencia da imperfeicéo
geomeétricainicial nas amplitudes do sistema no regime permanente.

4. ANALISE DOSRESULTADOSNUMERICOS
4.1 Diagramasde Estabilidade da Coluna e Influéncia do Amortecimento Viscoso

Na andlise de problemas de instabilidade paramétrica, o primeiro passo é a determinacéo
das fronteiras de estabilidade. A Figura 3.a mostra as curvas de transicdo da coluna. As
condi¢des iniciais para o deslocamento e velocidade foram consideradas x, =0.001 para o
deslocamento e y, =0 para avelocidade. O efeito do amortecimento viscoso € o de afastar as
regidbes de instabilidade do eixo horizontal e diminuir sensivelmente as regibes de
instabilidade. como ilustraaFig. 3.b.
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a) Diagrama de estabilidade. b) Efeito do amortecimento.
Figura 3- Diagrama de estabilidade da coluna e efeito do amortecimento viscoso.

4.2 Diagramas de Bifurcacéo, Respostas no Tempo e Planos de Fase para a Coluna
Perfeita e Imperfeita

O comportamento da coluna no interior das regides de instabilidade paramétrica € um
problema pouco estudado naliteratura. Entretanto, o uso de métodos numéricos pode mostrar
com precisdo os diversos tipos de comportamento exibidos pelo sistema no interior das
regifes de instabilidade. A partir destas informagdes o engenheiro tera condicdes de avaliar a
gravidade da ressonancia paramétrica no comportamento da coluna e as possiveis mudancas
nos parametros do sistema para que se possa evita-la quando a andlise ndo-linear mostrar ser
isto necessario. Uma ferramenta bastante Gtil neste tipo de andlise sdo os diagramas de
bifurcagdo onde as coordenadas dos pontos fixos do mapa de Poincaré séo mostradas como
funcéo de um dado parametro de controle.
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Figura 4- Diagramas de bifurcacéo da coluna com um grau de liberdade e ndo-linearidades, na
primeiraregido de ressonancia paramétrica.

Um diagrama de bifurcacéo tipico da primeira regido de ressonancia (Q = 2w) estad
mostrado na Fig. 4.a. Considera-se, neste caso, 0 parametro da frequéncia da excitacdo fixo
(Q=2w) e variase a amplitude da excitagdo. Na Figura 4.b o par@metro de controle é a
freqiéncia da excitagdo, estando fixo o parémetro do carregamento, 6, =3. Nota-se no
diagrama de bifurcagdo da Figura 4 o surgimento de uma solucéo de periodo dois associada a
fronteira esquerda do diagrama de estabilidade que cresce de amplitude a medida que Q
aumenta. Na Figura 4.b nota-se 0 mesmo fendmeno, entretanto ao se entrar na regido instavel
pelo lado direito, observa-se um salto dinamico apdés o qual a coluna passa a oscilar
harmonicamente, tendo a resposta o dobro do periodo da forca excitadora. A Figura 5 mostra
o diagrama de bifurcacdo nesta mesma regido de ressonancia para o caso imperfeito onde o
parametro da imperfeicdo, f, =0.01. Nota-se que neste caso a coluna apresenta oscilactes
transversais para qualquer forca, entretanto, mesmo neste caso, ocorrem as mesmas
bifurcagdes e saltos dindmicos observados no sistema perfeito. Nota-se também que, para
grandes valores de &,, podem surgir solucfes sub-harménicas de varias ordens aém de
extensas regides de caos intercaladas por janelas periodicas.
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Figura5- Diagramade bifurcacdo da coluna com imperfeicdo geométricainicial, naprimeira
regido de ressonancia parametrica.



Mostram-se nas Fig. 6.a e 6.b os diagramas de bifurcacdo da segunda regido de
ressonancia paramétrica, tendo como parémetros de controle a amplitude e a freqiéncia da
excitacdo, respectivamente. A Figura 7 mostra os diagramas nesta mesma regido de
ressonancia, considerando-se agora a coluna imperfeita (f,, =0.01). Nota-se que neste caso,
a0 perder a estabilidade a coluna exibe movimentos periédicos com o mesmo periodo da

forca. Observa-se novamente a existéncia de satos dinamicos, que sdo potencialmente
perigosos, podendo provocar danos ou até mesmo o col apso da estrutura.
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Figura 7- Diagrama de bifurcagdo da coluna com um grau de liberdade e ndo-linearidades
considerando-se aimperfeicdo geométricainicial, f;;=0.01.

4.2 Analise da Resposta da Coluna para Py,=1.1P

Estuda-se a seguir o comportamento da coluna quando a parcela constante do
carregamento axia € superior a carga critica de Euler, no caso P, =1.1 P,;. A Figura 8 mostra
0 caminho pos-critico da coluna, o qual é simétrico estével, e nota-se que para valores da
parcela constante do carregamento axial maiores que a carga critica de Euler, a coluna pode
ter trés posicdes de equilibrio pos-critico, sendo as posicoes 1 e 3, posicdes de equilibrio pos-



critico estével e aposicéo 2, correspondente a solucdo fundamental, uma posicdo de equilibrio
instavel.

Mostra-se na Fig. 9 o diagrama de bifurcacdo da coluna tendo-se como parametro de
controle a amplitude da excitacdo e a freqiéncia da excitacdo igual a freqiéncia natura do
sistema.
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condigdes inicials.

Verificase, através do diagrama de bifurcagdo da Fig. 9 que a coluna sai da posi¢éo 1
gue é uma posicdo de equilibrio pos-critico estével e, ao variar-se o parametro de controle,
entra na regido 2 onde verifica-se a presenca de movimentos cadticos e nota-se que nesta
regido o sistema esta oscilando em torno das trés posicdes de equilibrio pés-critico. Verifica
se na regido 3 a presenca de solucdes que possuem o dobro do periodo da excitacdo e, ao
variar-se ainda mais o parametro de controle, verifica-se a presenca de um salto dinamico na
passagem daregido 4 paraaregido 5. Verificou-se naregido 5 que a coluna volta a posi¢éo de
equilibrio vertical nafaixade 3.12 a 3.44 para o parametro da amplitude da excitagdo. Testou-
se 0 mesmo modelo para outros tipos de condi¢des notando-se o retorno da coluna a posicao
fundamental de equilibrio que estaticamente é instéavel. Na regido 6 verifica-se novamente a
presenca de movimentos cabticos e na regido 7 solucdes com o dobro e com o quédruplo do
periodo da excitagdo e, ao variar-se parametro de controle, verifica-se novamente a presenca
de movimentos cadticos na regido 8. As Figuras 10, 11 e 12 mostram a resposta ho tempo
para pontos pertencentes as regides 1, 2 e 5 do diagrama de bifurcacdo da Fig. 9.
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4.3 Conclusao

A equacdo de movimento da coluna para o problema linear, nada mais € do que uma
generalizacdo da equacdo de Mathieu. Sabe-se que, no espaco dos parametros de controle
dessa equagao existem regides associadas a respostas que crescem de forma ilimitada com o
tempo, conhecidas como regides de ressonancia paramétrica. Na presenca do amortecimento,
as regides de instabilidade diminuem, e podem desaparecer completamente da regido de



interesse pratico. Portanto o aumento do coeficiente de amortecimento da estrutura € uma
estratégia que pode ser usada com bastante eficiéncia para o controle ou eliminagdo da
ressonancia paramétrica. As néo-linearidades devem ser consideradas quando se estuda o
movimento no interior das regides instdveis. A teoria linear que prevé o crescimento da
resposta, nas regides de ressonancia paramétrica, sO descreve o fendmeno fisico se os
deslocamentos forem pequenos o suficiente para que se possa desprezar o efeito das néo-
linearidades. Nota-se através dos diagramas de bifurcacdo uma diversidade na resposta da
coluna nas regides instaveis, as quais podem apresentar periodo igua ao periodo da forca
excitadora além de oscilages sub-harmdnicas e cadticas. Observa-se que, devido a presenca
da imperfeicdo, a resposta permanente ao contrario do caso perfeito, tem sempre uma
amplitude ndo nula, isto porque ao se considerar uma certa imperfeicdo, o sistema ja esta
deslocado de sua posicdo de equilibrio e a carga axia provoca consequentemente, desde o
inicio, flex&o na coluna
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CHAOTIC OSCILLATIONS OF COLUNSUNDER AXIAL PERIODIC LOADS

ABSTRACT

The main aim of the present work is to develop a formulation and some strategies for
the instability analysis of slender columns under an axial harmonic force this phenomenon is
known as parametric ressonance. An excitation is said to be parametric if it appears as time-
dependent - often periodic - coefficients in the equations governing the motion of the system,
and not as an inhomogeneous term. The column is described by Navier classical formulation.
The present work consider the column with one or three degrees of freedom with or without
nonlinearities. The equations governing the motion are obtained by the Ritz method.

The linear equation (Mathieu equation) and the Duffing equation with small damping
are solved in an approximate way using multiple scales techniques, revealing the possibility
of destabilizing the static equilibrium position in certain regions of the control space. A
similar conclusion is obtained by employing numerical methods for the solution of linear and
nonlinear equation systems with or without initial geometrical imperfections.

This enables one to obtain time response, phase space, projections Poincaré sections
and bifurcation diagrams. These numerical results show that the column with nonlinearities
and loaded by a periodic longitudinal force can present various solutions with the same period
as the forcing and subharmonic e superharmonic oscillations, as well as chaotic motions.

Keywords: Coluns, Parametric instability, Non-linear oscilations, Chaos.



