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Resumo. E proposto um modelo numérico baseado no Método Pseudoespectral de Chebyshev
para resolver trés problemas com condi¢des de contorno tipo Dirichlet. O primeiro esta4
relacionado com o escoamento entre duas placas rigidas sendo uma fixa e a outra com
vel ocidade constante, no segundo uma das placas tem movimento oscilatoério, e o terceiro se
refere a propagacdo de uma onda de choque governada pela equacéo de Burgers. Os
resultados numéricos apresentados indicam que o Méodo Pseudoespectral € capaz de
simular com grande precisio os problemas estudados.
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1. INTRODUCAO

Os métodos espectrais sd0 métodos atamente precisos que foram originamente
desenvolvidos pelos meteorologistas. A principal contribuicdo para o uso intensivo destes
métodos se deve a Orszag (1969) que desenvolveu os métodos transformados para avaliar os
termos ndo lineares, usando a Transformada Répida de Fourier (Fast Fourier Transform - FFT)
e que permitiam calcular os termos ndo lineares em qualquer espaco (espectral ou fisico) onde
eles eram mais precisos e faceis de obter. A partir de entdo os métodos transformados
passaram a formar a coluna vertebral dos calculos espectrais em grande escala e se tornaram a
principal ferramenta numérica em certas areas da Dinamica dos Fluidos Computacional (CFD).

Neste trabalho € usado um método pseudoespectral que ndo requer o uso da FFT, e que
esta baseado na multiplicacdo matriz-vetor, uma formulacdo devida originalmente a Ku e
Hatziavramidis (1984), que no contexto de colocacdo de Chebyhsev, idealizaram um método
capaz de calcular as derivadas espaciais de uma funcdo u(x) no espago fisico usando o método
das expansdes de Chebyshev (MEC). Este método € assintoticamente mais lento que o método
da FFT (O(NlogN+N) operacdes), requerendo O(N?) operacBes, mas é freglientemente mais
répido quando o nimero de pontos de colocacdo é reduzido. Contrariamente ao método da
FFT, este método é mais adequado para a vetorizacdo e a computacdo paralela



2. DESCRICAO DOSMETODOSESPECTRAIS

Os Métodos Espectrais caracterizam-se pela expansdo da solucdo de equactes diferenciais
parciais em termos de uma série truncada de polindmios ortogonais globais, chamados de
funcdes base ou funcdes de aproximacdo. As funcdes base mais freqlientemente usadas sdo: 0s
polinbmios trigonométricos (Fourier); os polindmios de Chebyshev e os polindmios de
Legendre. A principal vantagem desta aproximacao € a taxa de convergéncia exponencia do
erro entre a solucéo exata e a numérica quando se incrementa o grau dos polinémios.

Os trés esquemas de uso mais corrente sdo 0os Métodos de Galerkin, Tau e Colocacéo
(Pseudoespectral). As diferencas entre estes métodos podem ser ilustradas ao considerarmos
um problema de valor inicial-contorno da forma:

%+ L(x,t)u(x,t)= f(x,t), xOQ, t>0, Q)
u(x,0)=u,(x), xOQ, ()]
u(x,t)=¢(x,t), xdoQ, t>0 3

onde Q é um dominio espacial com contorno dQ e L(x,t) € um operador diferencia linear.
A solugdo u(x,t) expande-se em termos das fungbes base ortogonais @, como:

U (X,1)= Y an(t) @,(x) @

Substituindo a expressdo (4) na equacdo (1), se obtém um residuo Ry:

ou,,
ot

Ry = +Luy, - fy(x,t)
Seguindo-se entdo o procedimento do Método dos Residuos Ponderados (MWR) que
utiliza fungdes teste (,, obtém-se a seguinte condigéo:

IQEO‘;_tMuuM —fM(x,t)EqJndx:o 5)

Se as fungbes teste sdo iguais as fungdes base ou aproximacéo (Y, = @, ), entdo o Método
Espectral é chamado de Método de Galerkin ou 0 Método Tau. Mas, se as funcdes teste sdo as
funcbes generaizadas delta de Dirac transladadas, (), = &(x - X,), 0 Méodo Espectra é
chamado de Colocacéo ou Pseudoespectral.

3. METODO PSEUDOESPECTRAL DE CHEBYSHEV (MEC)

Uma funcdo u(x) com x[J-1,1] pode expandir-se em uma série truncada de polinbmios de
Chebyshev de N +1 termos (Ku e Hatziavramidis (1984)):



N+1

u(x)= Zapr-l(X) (6)

onde T,_;(x) € o polinbmio de Chebyshev de ordem p-1 definido como:
Tp-1(x)=cos(( p—1)cos™x) @)
Usando como pontos de colocacdo os chamados pontos de Gauss-Lobatto;

X, =cos(m(n—-1)/N); 1<n<N+1, o vaor da fungdo nestes pontos de colocacdo €
EXPresso como:

< m(p-1)(n-1)
u, =u(x,)=) a,cos 8
2% N
com os coeficientes transformados a , dados pela relagéo:
2 1 N+1 1
ap =W6_p ;an—l(Xn)un ©)

onde: C, =Cy+y =2,C, =1 para 1< p<N+1. A Eq. (9) pode ser escrita em forma
meatricial, como:

~

a=Tu (10)

Se u(x) é diferencidvel, a primeira e segunda derivada da funcdo u(x) podem ser
aproximadas como:

N+1

W(xp) =Y ap Tpa(Xo) (11)
U"( Xn ) = Z a(pZ)Tp—l( Xn ) (12)

onde os coeficientes transformados das derivadas a')’ e al” sfo definidos como:

2 N+1
ag =— Y (n-1ja"™, gq=12 (13)

p n=p+l
n+ p impar

comc, =2, ¢c,=1 p=22e g representando a ordem de diferenciagdo. As Egs. (11) e (12)
podem ser expressas em forma matricial, como:

u' =Ta® (14)

u" =Ta® (15)



onde:
a® =G%a (16)
a® =gWa® =ggWga=G@3a (17)

e G éuma matriz quadrada (N +1) x (N +1) com elementos:

EIO iZjoui+]j par
G = % caso contrério (18)
Combinando as Egs. (10), (14), (15), (16) e (17) obtém-se:
u'=G%y (19
u” =G@u (20)
onde:
GO =TG@T, q=12 (21)

3.2. Modelo Numérico

O modelo matemético é representado por uma equacdo geral de conveccdo/difusdo
unidimensional do tipo (Martinez (1999)):

@_'_(d +eu a_u—Lazu
ot X Re9x>

+ f(x,t), -1<sx<1,t>0 (22

onde d, eer sdo parametros livres, Re € o NUmero de Reynolds e f(x,t) é o termo fonte,
com as condicdes de contorno do tipo Dirichlet:

u-Lt)=a e u(Lt)=p paat>0 (23

u(x,0) =u,(x) para xO[-1,1] (24)

O modelo numérico consiste de uma discretizacdo espacial na qual as derivadas espaciais
s80 aproximadas pelas expressdes obtidas pelo Método Pseudoespectral de Chebyshev (MEC)
e uma discretizacdo temporal que € realizada com um esquema explicito-implicito ABCN,
onde usa-se 0 método de Adams-Bashforth de 2% ordem para tratar os termos convectivo e
fonte, enquanto que o0 méodo de Crank-Nicolson é usado para tratar o termo difusivo.
Finalmente, apds o processo de discretizacdo se obtém um sistema linear de equacdes que
pode ser representado em forma matricial como:



Au=b (25)

onde amatriz A eo vetor b sdo definidos como:

rAt . ...0
_q_"4tam
A a 2Re’ H

b= a +%é(2)§1n _At(15N "_05N n_l)+At(1.5f n_05f n—l)

onde N = (d - eu)G®u, | é amatriz identidade e At é o passo de tempo. Este sistema
linear de equactes pode ser resolvido usando um método direto (decomposicao LU). Assim, a
matriz A é invertida uma sb vez no inicio e para cada passo de tempo a solucéo do sistema
matricial € obtida por meio de simples multiplicagdo de matrizes e vetores.

4. SOLUCOESNUMERICAS

4.1 Placarigida movimentada bruscamente e a outra fixa

Suponha-se que o fluido entre duas placas rigidas infinitas localizadasemy=0ey=d
estgja inicidlmente em repouso, e que a placa inferior sga levada bruscamente a uma
velocidade constante U em seu proprio plano, com a placa superior permanecendo fixa. O
fluido é movimentado pela acdo viscosa e a distribuicdo de velocidade € governada pela
equacdo de difusdo adimensional:

26 _10%
ds Redn?

(26)

onde o Numero de Reynolds é definido como: Re = Ud /v com v sendo a viscosidade
cinemética do fluido; s=Ut/d, n=y/d e G=U/d sio o tempo, a distdncia e a
velocidade adimensionais, com as condigdes de contorno da forma:

G(0,s)=1, G4(1,s)=0 paa s>0 (27)

a(n,0)=0 paa 0<n<l (28)

Na Fig. 2 comparam-se os perfis de velocidade analitica e numérica ao longo do tempo
para o caso do escoamento entre as placas paralelas em movimento relativo com um Re = 200.
Aqui pode-se notar que a concordancia entre as solugdes analitica e numérica (obtidas pelo
Meétodo Pseudoespectral MEC com 65 pontos de colocacdo e um passo de tempo de 0,001 )
€ muito boa. Este modelo numérico acompanha muito bem o processo transiente do fluido
entre as placas, de maneira que pode ser apreciada a influéncia gradual da placa superior no
processo de difusdo da velocidade de tal forma que a velocidade tende assintoticamente a



distribuicdo linear que é caracteristica do escoamento de Couette com gradiente de presséo
nulo.
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Figura2. Perfisdevelocidade para variosinstantes detempo para um Re = 200, passo
detempo de 0,001 s e 65 pontos de colocacao.

Para este caso de Re = 200 e um tempo de 5,066 s, 0s erros maximos obtidos pelo
Método MEC decrescem exponenciamente, ou seja alcanga-se uma alta precisdo com poucos
pontos de colocagdo (para 33 pontos de colocacdo o erro é da ordem de 10°), e & medida que
se diminui 0 passo de tempo aumenta a taxa de convergéncia do método (para 0 mesmo
nimero de pontos e um passo de tempo de 10* a ordem do erro é de 10) (Martinez (1999)).

4.2 Placarigida oscilando e a outra fixa

Suponha-se que a placa inferior do caso anterior sgja levada a uma velocidade oscilatoria,
Ucos(wt), onde w é a freguéncia angular de oscilacdo. Como antes, a distribuicdo de
velocidade é governada pela Eq. (26), sendo a condicdo de contorno da placa oscilante dada
por:

G(0,s) = cos(ws), U(L,s)=0 para s>0 (29)
onde w =wd / U éafreguénciaangular adimensional.

Nas Figs. 3 e 4 se pode apreciar como 0 modelo numérico (usando 33 pontos de
colocacdo e um passo de tempo adimensional , ds = 0.001) acompanha muito bem o processo
oscilatorio desenvolvido pelo fluido para uma freqiéncia baixa, w = 12 (Fig. 3) € uma
freqiéncia dta, w= 61 (Fig. 4) quando se varia 0 Nimero de Reynolds para um tempo fina,
s = 0.50. Estes resultados mostram gue a espessura da camada de fluido arrastada pela placa
oscilante € inversamente proporciona a frequiéncia de oscilagdo e ao Numero de Reynolds (ou
proporcional a viscosidade cinemética do fluido v).
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Figura3. Didgribuicdo de velocidades para varios Re com uma freqiéncia de 1v2,
s=0.50, ds=0.001 e 33 pontos de colocagéo.
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Figura4. Distribuicdo de velocidades para varios Re com uma freqiiéncia de 6rr,
s=0.50, ds=0.001 e 33 pontos de colocagéo.

4.3 Propagacao de uma onda de choque

Suponha que uma onda de choque inicidlmente descontinua e centrada na origem
propague-se a direita em uma regido -1 < X < 1 e que seu perfil inicialmente descontinuo €



lentamente suavizado por um processo viscoso dissipativo. Esta situacéo fisica € governada
pela forma modificada da equacéo viscosa adimensional de Burgers (Fletcher (1983)):

odu
Js

o"u 10°%u_
Redx?

(30)

A escolha desta equacéo faz com que o sistema de coordenadas propague-se a mesma
velocidade que a onda de choque. Por conseguinte, 0 movimento convectivo é congelado e o
choque permanece fixo em x = 0 a medida que s —» «. Assim, as solugbes de estado
permanente podem ser obtidas sem requerer um dominio espacial semi-infinito. Cabe destacar
gue devido a presenca do termo convectivo néo-linear, a equacdo de Burgers pode apresentar
dificuldades na solucdo numeérica (“aliasing” e instabilidade), especialmente nos casos em que 0
termo dissipativo é pequeno ou nulo (Fletcher (1991)).

Mapeamento tipo Tangente para dominio finito

Esta transformacéo de malha mapeia os pontos de colocagdo de Chebyshev & para um
novo grupo de pontos de interpolacdo x; e permite uma melhor resolugéo no centro da malha,
regido do dominio onde ocorre a grande variacdo da solucdo. A transformacéo de malha pode
ser definida como (Don (1997)):

K= & @) =x, + el e g (31)

onde:

a>0e x(-1)sB<sx(+1)

L AB-x(-1))
Xo = X(+1) - x(-1))

K=tan " (a(l-X%,)); y=tan(a(1+Xx,))

_(k+y) _ (k-y)
°= ST T kwy)

O pardmetro a controla o grau de agrupamento dos pontos de colocagdo da malha,
enquanto que os parametros 3, x, e &, representam o ponto no espago fisico, transformado e
ndo transformado onde os pontos da malha devem ser agrupados. A Eq. (30) transformada é
expressa como:

du 1du 1 9%u & duld_
55+ (u- 05)6 % RerTE & aEn E<1,t>0 (32)



Na Fig. 5 pode-se observar a boa concordancia entre as solugdes numérica e analitica da
equacdo viscosa de Burgers modificada para os Numeros de Reynolds, Re = 10, 30, 50 e
100 em um tempo de comparacdo, s = 10.
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Figura 5. Solucbes da equacdo de Burgers modificada para varios Numeros de Reynolds
para um tempo adimensional de 10 com 65 pontos de colocacao.
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Na Fig. 6 pode ser observada a baixa taxa de convergéncia do méodo MEC na solucéo
daequacdo viscosade Burgers modificada sem mapeamento paraos NuUmeros de Reynolds,
Re = 50 e 100. Para o0 caso do uso do mapeamento tipo tangente com a equacdo viscosa de
Burgers modificada observa-se que a taxa de convergéncia melhora muito em comparacéo a
taxa de convergéncia sem mapeamento. As solugdes numeéricas foram obtidas para um tempo
de comparacdo, s = 10 e 0 mapeamento foi realizado usando os parametros a =10 e 3 = 0.

5. CONCLUSOES

Finamente, os resultados das experiéncias numéricas mostraram que o Método
Pseudospectral de Chebyshev (MEC) é capaz de simular com precisdo 0s problemas
estudados. Nos dois primeiros problemas obtém-se uma alta precisdo (precisdo espectral),
enguanto que, no problema de propagacdo da onda de choque o Método Pseudoespectral de
Chebyshev perde a precisdo espectral. Esta precisdo porém pode ser recuperada quando é
usado um mapeamento do tipo tangente para resolver a regido de grande variacdo da variavel
dependente.
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Title: Application of the Chebyshev pseudospectral method on some hydrodynamic problems.

Abstract. A numerical model based on the Chebyshev pseudospectral method is proposed for
solving three problems with Dirichlet type boundary conditions: the first related with the flow
developed between two rigid plates with one fixed and the other with constant velocity; in the
second the moving plate oscillates; and the third related with the shock wave propagation
governed by Burgers equation. Numerical results indicate that the pseudospectral method is
capable of simulating the problems studied with high accuracy.

Key words. Chebyshev pseudospectral method, Burgers' equation.



