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Resumo. O presente trabalho concentra-se em um método numérico para resolver escoamentos newtonianos
bidimensionais, transientes, incompressiveis e com superficie livre. Os termos difusivos nas equagoes de Navier-
Stokes sio tratados implicitamente por meio das formulagdes Implicita Regressiva (IR), Crank-Nicolson (CN) e
Adams-Bashforth/Crank-Nicolson (AB/CN). Os termos convectivos sio tratados explicitamente por um esquema
upwind de alta ordem limitado. As condigdes de contorno para o campo de pressao na superficie livre sdo tratadas
implicitamente, e para o campo de velocidade explicitamente. Os resultados numéricos mostram que o método
elimina a restrigio de estabilidade do método explicito original. Para baizos nimeros de Reynolds, o método é
robusto e produz resultados numéricos que comparam muito bem com solugdes analiticas e experimentais.

Palavras chave: Equagées de Navier-Stokes; método de diferencas finitas; método semi-implicito.
1. Introdugao

Em muitos problemas de escoamentos de fluidos, as for¢as viscosas sdo predominantes. Varias técnicas
numéricas foram desenvolvidas com o objetivo de solucionar problemas viscosos e incompressiveis. Neste tipo de
escoamento, o nimero de Reynolds geralmente é menor que 1. Devido a esse fato, técnicas numeéricas que utilizam
uma formulagdo explicita, como a metodologia GENSMAC descrita por Tomé & McKee, 1994, apresentam
restrigoes severas de estabilidade numérica dificultando a aplicacdo dessas técnicas nestes problemas. Uma
motivacdo no uso de métodos implicitos para equacoes de Navier-Stokes é explorar a favorédvel propriedade de
estabilidade. Autores como Roache, 1998 e Briley & McDonald, 2001 apresentam, em seus trabalhos, um resumo
de varios métodos que utilizam formulagoes implicitas para resolver as equacgoes de Navier-Stokes. Em particular,
no caso de fluidos incompressiveis, alguns dos trabalhos mais conhecidos que utilizam formulagoes implicitas sao:
Pracht, 1971, Deville, 1975, Turek, 1996, Armenio, 1997, Manna & Vacca, 1999, Vuik et al., 2000, Bijl et al.,
2002, Street, 2003 e muitos outros. Reconhecendo o interesse consideravel em solu¢oes numéricas representativas
para escoamentos incompressiveis com superficie livre a baixo niimero de Reynolds, o presente trabalho apresenta
um método semi-implicito para resolu¢do numérica de escoamentos onde as forcas viscosas sdo predominantes.
Por utilizar formulagoes implicitas este método pode eliminar as restricoes de estabilidade impostas por uma
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formulacao explicita. Desta forma, neste trabalho sera proposta uma modificacio na metodologia GENSMAC
aplicando-se formulacoes implicitas e novas equagoes para as condigoes de contorno na superficie livre.

Como na metodologia GENSMAC, a formulagio matematica do método apresentado neste trabalho baseia-se
em um método de proje¢do (Chorin, 1967 e Gresho, 1990), e utiliza a técnica de diferencas finitas, para resolver
as equagbes de conservacdo. Em forma adimensional e conservativa, as equacoes que modelam problemas de
escoamentos de fluidos newtonianos incompressiveis sao

ou 1,
aJrV.(uu)f—VerEV u+F—T2g, (1)
V.u=0, (2)

em que t € o tempo, u = [u(z,y,t),v(x,y,t)] € o vetor campo de velocidades, p = p(x,y,t) é a pressao dividida
pela massa especifica € g = (gz,9y) € 0 campo gravitacional. Os parametros Re = LU/v e Fr = U/\/gL
correspondem, respectivamente, aos nimeros de Reynolds e de Froude. L e U representam, respectivamente, o
comprimento e a velocidade caracteristica, e v a viscosidade cinemaética.

2. Método Numérico

Os métodos numeéricos propostos neste trabalho para resolver as equagbes de conservagdo Eqgs. (1) e (2)
sdo, basicamente, alteragoes do método GENSMAC. A partir da Eq. (1) define-se um campo de velocidade
intermedirio como

o o1, 1
(,%{V.(uu)VerReV u+F7’I“2 }, (3)

onde p é uma pressdo provisoria. Geralmente, o campo de velocidade u ndo é solenoidal, pois p # p. Para
t = to, considera-se u(x, to) = (x, to) satisfazendo as mesmas condigoes de contorno. As principais alteragées na
metodologia GENSMAC foram as aplicagoes das Formulagoes Implicitas (FI) apenas nos termos difusivos. Neste
trabalho, nao foi testado um método totalmente implicito, muito embora o passo de tempo nesta formulagao ser
possivelmente maior do que os necessarios nos métodos semi-implicitos. E a aplicagao de um método totalmente
implicito resultaria num sistema de equagoes nao-lineares acoplando as velocidades u e v, tornando o método
muito caro.

Duas variacoes dos métodos de projecao foram empregados. O primeiro método de projecao utilizado pelas
FI na metodologia GENSMAC é o método de projecio baseado em Chorin, 1967 e conhecido como métodos de
projecdo sem-pressao, e aqui denotado como PI. Este método elimina o gradiente de pressao tentativo da Eq.
(3). Outra modifica¢do nesta equacdo é a aplicacdo de métodos implicitos para os termos viscosos, tornando
a Eq. (3) implicita na integracido temporal. Os métodos implicitos utilizados para o método P! foram os
tradicionais Implicito Regressivo (IR) e Crank-Nicolson (CN). Com o objetivo de tentar melhorar a precisao
temporal, um método tipo Adams de 2-passos também foi utilizado. Este método utiliza o método CN para os
termos viscosos e o método Adams-Bashforth, que ¢ uma técnica explicita, para os termos convectivos da Eq.
(3). Desta forma, este método é conhecido como Adams-Bashforth/Crank-Nicolson (AB/CN). Portanto a Eq.
(3), na forma discreta no tempo, aplicando o método P1 e utilizando as formulac¢oes implicitas, é reescrita da
seguinte forma

e P1 - Método IR

~ ot 2~ n n 1 n

ufEVu:u +5t{v.(uu) +Wg}. (4)
e P - Método CN

~ ot 2~ _.n n 1 2..n 1 n

u—TRBVu—u +5t{ V. (uu) +2R€Vu +Fr2g}. (5)
e P1 - Método AB/CN

~ ot 2~ _ ..n § n 1 n—1 L 2..n L n

u—2ReV u=u +(5t{ 2V.(uu) +2V.(uu) +2R6Vu +Fr2g ) (6)

Utilizando-se a teoria dos métodos de projecdo, tem-se que um campo de velocidade final é decomposto por
um campo de velocidade intermediario u e um gradiente de um potencial escalar V. No método P1, a fungao
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escalar 1 é calculada em todo dominio. Baseado em um método de projecao com acréscimo da pressdo, as FI
foram aplicadas para uma segunda variacao dos métodos de projecdo. A conservacio do gradiente de pressao
tentativo na Eq. (3) é a diferenca fundamental do método P1. No presente trabalho, o método que conserva
o gradiente de pressao serd denotado como P2. Da mesma forma como no método de P1, os termos viscosos
foram tomados implicitamente, reescrevendo a Eq. (3) para P2, da seguinte forma

e P2 - Método IR

~ 5t 2~ n n ~ 1 n

U—EV a=nu +(5t{—V.(uu) Vp+F7'2g } (7)
e P2 - Método CN

~_ﬂv2~_ 7L+5t -V ( )n_'_LVQ "—V~+L n (8)

u 2Re u=u -ud 2Re u p FT2g '
e P2 - Método AB/CN

~ 5t 2~ _ . n 3 n 1 n—1 2. n ~ 1 n

U_TRev u=u +5t{ iv.(uu) +§V.(uu) +27R6Vu Vp-ﬁ-Fing . (9)

O desenvolvimento do método P2 utilizando FI é analogo ao método P1, com a diferenca que agora p # 0 e
seré calculada. No método GENSMAC, a equacio de Poisson para o potencial ¢ é aplicada para todo o dominio
que contém fluido, com as devidas condigoes de contorno descritas em Tomé & McKee, 1994. Nos métodos
P1 e P2 utilizando FI, além da equacao de Poisson, uma nova equacao é imposta sobre o potencial ¥ para a
superficie livre. Essa nova equacao é calculada pela equacao da pressao na superficie livre. Quando trabalha-
se na superficie livre do fluido, é necessario impor condicoes sobre a velocidade e pressao. Tais condigoes,
considerando tensao superficial nula, se resumem como

(T.n).n=0 e (T.n).m=0, (10)
em que n = (ng,ny) € o vetor unitario normal, externo a superficie, m = (m,, my) € o vetor unitario tangente a
superficie livre. Substituindo o tensor de tensodes total T = —pIl + 7, onde T é o tensor tensdo de cisalhamento
e I o tensor identidade, nas Eqs. (10) obtém-se

2 [Ou 5 Ov 4 ou  Ov
Pt e [aa;” Tay oy T o) ] 0 (11)
ou Ov Oou Ov
2%7%7% + 28—ynymy + {83; + &J (nymg + ngmy) = 0. (12)

Derivam-se as equagbes para 1 nas superficie livre por meio da equagio da pressdo Eq. (11) com as velocidade
implicitas, ou seja, as condi¢oes de contorno nas superficies livres também sdo tomadas implicitas. A aplicacao
dos métodos P1 e P2 para as formulagoes implicitas no GENSMAC resulta em 3 sistemas lineares esparsos:
2 devido as equagoes que calculam as velocidades intermediarias e 1 devido ao célculo do potencial escalar
1. Quando se aplica as formulages implicitas, como o método IR ou CN, os termos viscosos sdo tratados
de forma implicita, e desta forma é necessirio resolver os sistemas provenientes das velocidades @ e 0. Os
sistemas lineares resultantes das equagdes Eqgs. (4)—(9) sdo esparsos, definidos positivos e simétricos. Devido
a essas propriedades, um método iterativo eficiente é o método dos Gradientes Conjugados (GC). O sistema
linear resultante para o calculo de v é esparso, mas nao-simétrico, e portanto o método iterativo utilizado foi
o método dos Gradientes Bi-conjugados com Precondicionamento (GBCP). Além do método GBCP existem
outras alternativas recomendadas na literatura para problemas esparsos: os métodos GMRES (Generalized
Minimal Residual), PCGS (Preconditioned Conjugate Gradiente Squared) entre outros. Entretanto, parece
nao haver consenso de um método que seja claramente melhor. Mais detalhes do método numérico, com as
formulagoes implicitas, e das condi¢oes de contorno nas superficies livres podem ser encontrados em Oishi, 2004.

2.1. Estabilidade dos Métodos P1 e P2 utilizando Formulag¢oes Implicitas

A restricdo do tratamento explicito dos termos viscosos exige que
Styise < 0.5Re[(62)72 + (0y) 271, »

onde dt,;5. € 0 passo temporal permitido pela condigdo sobre os termos viscosos. A aplicacdo das formulacoes
implicitas, apresentadas neste trabalho, sobre os termos viscosos, como foi feita nas equagées Eqgs. (4)—(9), em
principio pode eliminar a restricio Eq. (13). Desta forma, as restrigdes sobre dt para os métodos PI e P2
utilizando FI sdo mais relaxadas que aquelas da metodologia GENSMAC.
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2.2. Algoritmo

Apos apresentar os métodos PI e P2 utilizando-se FI, pode-se escrever um algoritmo, com os passos inter-
relacionados. A seqiiéncia de passos, assim como no algoritmo do método GENSMAC, consiste em atualizar as
varidveis discretas, a partir de um tempo inicial ¢,,. O algoritmo é descrito como segue:

e Passo 1: Para o método P1, como o gradiente de pressao Vp é eliminado da formulagao, neste passo, deve-
se calcular as velocidades nas superficies pela Eq. (12). No método P2, além do célculo das velocidades
nas superficies livres, como o gradiente de pressdo é conservado, p = p", onde p™ é a pressido calculada no
tempo anterior pela Eq. (11);

e Passo 2: Calcular um campo de velocidade intermediario u(x,t) em t = ¢, + 6t. Quando utiliza-se o
método P1, se o método implicito escolhido para os termos viscosos for o IR, utiliza-se a Eq.(4), se for CN
Eq. (5) e se a opgao for o método AB/CN, entio a equagdo utilizada é Eq. (6). Analogamente, quando o
método P2 é aplicado, a Eq. (7) para o método IR é utilizada, se for CN utiliza~se a Eq. (8) ou Eq. (9)
para AB/CN;

e Passo 3: Resolver a equacao de Poisson para o potencial ¢ na regido contendo fluido, e nas superficies
livres, calcular ¢ por meio das equagbes impostas pela Eq. (11) com as velocidade implicitas. Detalhes
sobre as condic¢oes de contorno para a equacao de Poisson e das equacgbes para ¢ nas superficies livres
podem ser vistas em Qishi, 2004;

e Passo 4: Atualizar o campo de velocidade final por meio da equacdo u”t! = a1 — V¢"*!, em todo o
dominio;

e Passo 5: Atualizar o campo de pressdo final. No método P71, a pressio é atualizada pela equacao
"t =yt st (14)
e para o método P2, utiliza-se a equacgao

e Passo 6: Determinar as novas posi¢coes das particulas marcadoras virtuais resolvendo-se as equacoes
diferenciais ordinarias £ =u e gy = v, por Euler explicito.

3. Discretizagao

No presente trabalho, para resolver numericamente as equagoes Egs. (1) e (2) utilizado-se formulagdes
implicitas, uma malha diferenciada foi utilizada. Nesse tipo de malha, a indexagao das incognitas na célula,
como a pressdo, segue a mesma indexacio da célula, e as velocidades tém indexacio fracionédria. A técnica de
discretizacdo utilizada para resolver o conjunto de equagbes Egs. (1) e (2) é o método de diferengas finitas. Os
termos viscosos das equagoes Eqgs. (4)—(9) sao tratados de forma implicita e sdo aproximados por diferengas
centrais de segunda ordem. A derivada temporal é aproximada pelo método de Euler explicito, enquanto que
o gradiente de pressao é aproximado por diferencas centrais. Os termos convectivos sao aproximados pelo
esquema monotonico e anti-difusivo VONOS (ver Ferreira et al., 2002). A equacdo de Poisson é aproximada
pelo operador Laplaciano de cinco pontos. Utilizou-se o ambiente de simulacao FreeFlow2D ( ver Castelo et al.,
2000), para a modelagem, simulacédo e visualizagdo dos dados dos escoamentos com superficies livres.

4. Resultados Numéricos

Nesta secao, apresentam-se os resultados de simulagdes numéricas obtidas com as formulagoes implicitas. As
comparagoes tém como objetivo mostrar a eficiéncia dos métodos P1 e P2 utilizando-se as formulacoes IR, CN
e AB/CN, em relagdo ao método explicito em problemas de escoamentos com Re < 1. Tal eficiéncia é clara nos
resultados apresentados para tamanho do passo temporal, o ntimero de iteragoes, o tempo de processamento e
outras propriedades importantes para comparar as formulacGes explicita e implicitas.

4.1. Validagao

Para a validagao dos métodos numéricos PI1 e P2 com FI, utilizou-se o escoamento de Hagen-Poiseuille, isto
é, o problema de escoamento de um fluido entre duas placas paralelas. Este problema confinado particular foi
escolhido porque, até presente, os autores nao conhecem na literatura especializada dados de um problema com
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superficies livres envolvendo nimero de Reynolds menor que 1. Nesta validacao foram realizadas comparagoes
entre as solugoes numéricas e a solucao analitica para este problema, que pode ser encontrada em Batchelor,
1970. Nesta simulacdo, as placas paralelas estdo separadas pela distancia adimensional L = 1, formando um
canal inicialmente vazio. Ao injetar fluido na sec@o de entrada utilizando um perfil parabolico, este vai escoando
com superficie livre até a saida do canal, e o estado estacionario se estabelece. Os métodos P e P2 utilizando
as FI foram aplicados para o escoamento de Hagen-Poiseuille sobre trés malhas, definidas respectivamente,
como grossa (M1, onde dz = oy = 0,1m); intermediaria (M2, onde dz = dy = 0,05m), e fina (M3, onde
0z = oy = 0,025m). Para avaliar os resultados numeéricos e mostrar a convergéncia dos métodos apresentados
neste trabalho foi feito o calculo do erro relativo na norma Iy entre as solucbes numéricas e a analitica. Esses
resultados sdo apresentados na Tab. (1). Para uma melhor visualizacdo, a Fig. (1) apresenta os resultados
numéricos. Como pode-se observar nesta figura os resultados sao bastante semelhantes & solucao analitica, ou
seja, os valores numeéricos obtidos pelos métodos P1 e P2 utilizando as FI, sobre as trés malhas, estao em boa
concordancia com a solucdo analitica.

Tabela 1: Resultados do 0t e do erro relativo (Er) para o escoamento de Hagen-Poiseuille para Re = 0.1 nas
malhas M1, M2 e M3.

Meétodo M1 M2 M3
ot(s) Er 0t(s) Er 0t(s) Er

Explicito 1,0x 10~% [ 2,5BE—05 | 2,5 x107° | 1,8E—06 | 6,25 x 10~ | 1,3E—07
PI-IR 1,25 x 1073 | 7,1E-04 | 2,5 x10~* | 3,7E—05 | 6,25 x 10~ | 3,2 E—06
Pi-CN 2,0x 1073 [ 5,6E—04 | 5,0 x 10~* [ 4,5bE—05 | 1,25 x 10~* | 3,2E—06
P1-AB/CN | 2,0x1073 | 1,6E—04 | 5,0 x 10~* | 2,5E—05 | 1,25 x 10~% | 2,1E—-06
P2-IR 1,0 x 1072 | 2,5E—05 | 1,25 x 102 | 1,8E—06 | 6,25 x 10~3 | 1,2E—07
P2-CN 2,0 x 1073 | 2,FBE—05 | 5,0 x10~% | 1,8E—06 | 5,0 x 10~* | 1,1E—07
P2-AB/CN | 2,0x 1072 | 2,5E-05 | 5,0 x 10=*% [ 1,8E—06 | 5,0 x 10=* | 1,1E—07

Para problemas tipo creep flow, as FI apresentaram ser mais estaveis que o método explicito. A Tab. (2)
mostra os resultados dos valores maximos de dt permitidos pelas formulacées implicitas e pelo método explicito.
Como jé era de se esperar, os métodos que utilizam a formulacdo IR admitiram valores de dt maiores que a
formulacao explicita. Entretanto, para nossa surpresa, o 6t usando IR tornou-se maior que os das formulacoes
CN e AB/CN. Apesar de Re diminuir, a restrigdo do passo temporal para o método explicito Eq. (13) foi
superada pelos métodos PI e P2 utilizando as FI. Como pode ser visto na Tab. (2), os métodos que utilizam
a formulacdo IR exigiram §t cerca de 500 & 500000 vezes maiores que o método explicito, quando Re diminuiu,
enquanto que as formulacbes CN e AB/CN apresentaram 0t cerca de 20 vezes maiores para toda faixa de
ntimeros de Reynolds considerada.

Tabela 2: Limite de estabilidade para 6t(s) no escoamento de Hagen-Poiseuille sobre a malha M2, com diferentes
valores para Re.

Método Re=0,1 Re=0,01 [[ Re=0,001 [[ Re=0,0001
Explicito 2,5x107° || 2,5 x107% [[ 2,5 x 10" 2,5 x 1078
PI-IR 1,25 x 1072 || 1,25 x 1072 [[ 1,25 x 1072 || 1,25 x 102
PI-CN 5,0x107% || 5,0x107° [[ 5,0x107F 5,0 x 107
P1-AB/CN | 5,0x10~% || 5,0x 1075 [[ 5,0 x 107 5,0 x 10~7
P2-IR 1,25 x 1072 || 1,25 x 1072 || 1,25 x 1072 || 1,25 x 1072
P2-CN 5,0x10~% [ 5,0x107° || 5,0x 1076 5,0 x 10~7
P2-AB/CN || 5,0x10~* || 5,0x 107> [ 5,0 x 107 5,0 x 10~7

4.2. Preechimento de uma caixa

Na simulagao apresentada a seguir, considera-se o preenchimento de uma caixa por um fluido newtoniano
com Re = 0, 1. Nesta simulacao foi realizada uma comparacao de tempo de processamento utilizando os métodos
P1 e P2 com as FI, e 0 método explicito. Para estes modelos, uma malha de J, = ¢, = 0,00050m foi utilizada
para todos os métodos. O campo gravitacional age sob o escoamento e o tempo final das simulagoes foi t = bs.
Uma ilustragio dessa simulagdo é apresentada na Fig. (2) onde pode-se observar o comportamento do fluido.
Como os resultados obtidos pelo método P1 utilizando as formulagées IR, CN e AB/CN e aqueles do método P2
utilizando as formulagées IR e AB/CN foram muito proximos daquele do método P2 utilizando a formulagao
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Figura 1: Comparacgao entre solugdes numeéricas obtida pelo método P1 e P2 utilizando FI e a solucao analitica,
sobre as trés malhas, com Re = 0,1. As figuras a)-c) correspondem ao método P1 utilizando as formulagGes
IR, CN e AB/CN, e d)-f) o método P2 utilizando as formulages IR, CN e AB/CN respectivamente.
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CN, apenas um desses resultados foi apresentado na Fig. (2). A comparacio entre os métodos que utilizam as
formulagoes implicitas e explicita, verificando o valor de dt permitido para cada método, o nimero de iteracoes
e o tempo de processamento, para o tempo de simulacdo ¢ = 0,28s podem ser vistos na Tab. (3). Novamente,
as formulacOes implicitas superaram a restricdo de estabilidade do método explicito, como era de se esperar, e
utilizaram menos iteracGes para se obter a solucao no tempo t = 0, 28s.

Figura 2: Resultado numérico para a simulacao do preenchimento de uma caixa, com Re = 0,1 e tempo de
simulacao t = 0, 28s, para o método P2 utilizando a formulacao CN.

Tabela 3: Resultados para o escoamento de um jato preenchendo um caixa de L = 0,05m, U = 1,0 ms™!,

Re = 0,1 no instante t = 0, 28s.

Método ot(s) Numero de iteragoes | Tempo de processamento-(m:s)
Explicito 5,0 x 10~7 559998 430 : 59
PI-IR 3,0 x 107° 11200 41:52
P1-CN 1,0 x 107° 28000 99 :16
Pi1-AB/CN | 1,0 x107° 28000 106 : 18
P2-IR 6,0x10 7 8960 91 - 41
P2-CN 1,0 x 107 28000 92:51
P2-AB/CN | 1,0 x 107° 28000 96 : 25

4.3. Comparacgao com resultados experimentais

Finalmente, apresenta-se comparacoes qualitativas das simulagées numéricas com os experimentos descritos
em Tomé et al., 1999. Para este modelo, uma malha de ¢, = ¢, = 0,00050m foi utilizada para todos os
métodos, com o campo gravitacional agindo sobre o escoamento e o tempo final das simulacoes foi ¢ = bs.
A Fig. (3) apresenta a comparacdo entre as solugbes numéricas e o experimento. Nesta figura, o método
numérico utilizado foi o método P2 com a formulagdo IR. Os outros métodos que utilizam as formulacoes
implicitas, ndo sao apresentados com o resultado experimental de Tomé et al., 1999, pois apresentaram resultados
bastante semelhantes ao método P2 utilizando a formulacao IR. As formulages implicitas apresentaram, como
anteriormente, valores maiores para d0t, superando a restricio do método explicito descrito por Tomé et al.,
1999. Apenas como ilustracdo, na Fig. (4) s@o apresentadas comparagdes entre o método explicito (método
original GENSMAC) e os métodos P! e P2 utilizando as FI, para a velocidade v.

5. Conclusoes

Neste trabalho foram apresentadas modificagoes na metodologia GENSMAC. Essas modificagdes incluem
formulagoes implicitas em variagoes do método de projecao. Outra modificagao é o tratamento implicito das
condicoes de contorno nas superficies livres para a pressao. As formulacgoes implicitas apresentaram um desem-
penho satisfatorio para problemas transientes com superficie livre. A validacdo mostrou a comparacao entre
a solugao analitica e a solugdo numérica dos métodos PI e P2 utilizando FI. Nas simulacoes de jatos, os re-
sultados numéricos obtidos foram préximos entre si. Os resultados comprovaram a capacidade desses métodos
de simular problemas com superficies livres. Entretanto, as formulagbes CN e AB/CN introduziram oscilagoes
numéricas, e como consequéncia, o valor de 6t permitido foi mais restrito do aquele da formulagdo IR. Mais
detalhes sobre as oscilagdes numéricas do método CN podem ser encontrados em Hirsch, 1989 e Turek, 1996.
Embora as formulagées CN e AB/CN tenham permitido um passo temporal maior que o método explicito,
a formulagdo IR mostrou ser mais estavel permitindo valores de d¢t bem maiores. Recomenda-se escolher o
valor do passo temporal com muito cuidado, para que a precisao numeérica nao seja afetada. Em todas as
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b)

Figura 3: Solucao experimental (esquerda) e numérica (a solucdo da direita é obtida pelo método Projecdo-2
utilizando a formulagdo IR). a)t =0, 14s e b)t = 0, 34s.

simulacoes, as formulagoes implicitas superaram o valor do passo temporal do método explicito, sendo que em
alguns casos, como no escoamento no canal, o §t foi aproximadamente 500000 vezes maior que o do método
explicito. Portanto, no problema de Hagen-Poiseuille, os métodos P1 e P2 utilizando as formulagoes implicitas
apresentaram erros relativos préoximos ao do método explicito com nimero de iteracdes bem menor. Em todas
as simulagoes, o tempo de processamento exigido pelas formulacoes implicitas foram significativamente menores
que a formulagdo explicita. Portanto, os métodos P1 e P2 utilizando as formulacoes implicitas mostraram ser
capazes de resolver problemas viscosos com superficies livres.
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formulactes IR, CN e AB/CN.
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Abstract. The present work is concerned with a numerical method to solve the two-dimensional time-dependent incom-
pressible Navier-Stokes equations in primitive variables formulation. The diffusive terms are treated by Implicit Backward
and Crank-Nicolson methods, and the convection terms are, explicitly, approzimated by the high order upwind VONOS
(Variable-Order Non-oscillatory Scheme) scheme. The boundary conditions for the pressure field at the free surface are
treated implicitly, and for the velocity field explicitly. The numerical method s then applied to the simulation of free
surface and confined flows, and the numerical results show that the method eliminates the stability restriction in the
original explicit method. For low Reynolds number flow dynamics, the method is robust and produces numerical results
that compare very well with the analytical solutions.
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