Paper CIT04-0649

SOLUCAO ANALITICA APROXIMADA PARA CONVECCAO FORCADA
LAMINAR TRANSIENTE DE FLUIDO NAO-NEWTONIANO PARA
PROBLEMAS COM MODELO PARABOLICO-HIPERBOLICO

Jacques Cesar dos Santos
(*) Laboratério de Energia Solar(LES) da UFPB, Cidade Universitdria -Campus I, 58059-900, Jodo Pessoa/PB
e-mail: jacquescesarsantos @ig.com.br

Jean Pierre Veronese
(*), e-mail: jpveronese @ig.com.br

Carlos A. Cabral dos Santos
(*), e-mail: cabral @les.ufpb.br

Romberg Rodrigues Gondim
(*), e-mail: romberg @les.ufpb.br

Resumo. Uma solugdo analitica aproximada, de baixo custo computacional, é apresentada para a convecgdo forcada transiente de
fluido ndo-newtoniano em canais de placas planas paralelas submetido a condigdo de entrada em degrau. A Técnica da Expansdo
em Autofungoes é usada aliada a Transformada Cldssica de Laplace para encontrar a solugcdo analitica para um escoamento
hidrodinamicamente desenvolvido e em desenvolvimento térmico, com condigdo de entrada em degrau e condigdo de contorno do 3°
tipo na parede. A solugcdo apresentada permite uma analise apurada em todo o dominio para diferentes tempos.
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1. Introducao

O estudo dos fendmenos relativos a transferéncia de calor na conveccido forcada interna tem sido realizado,
essencialmente, para atender a uma necessidade pratica, uma vez que a maioria das solu¢des encontradas para este tipo
de fendmeno, notadamente, na regido de entrada térmica e desenvolvimento simultdneo, podem ser tteis no projeto de
dispositivos térmicos de melhor desempenho. Portanto, componentes eletrdnicos, condensadores, evaporadores,
trocadores de calor, entre outros, sdo exemplos da possivel utilizagdo. Com a crescente miniaturizag@o e a necessidade
de otimizacdo destes equipamentos, este estudo tem se tornado uma necessidade mundial. Assim, a motivacdo da
pesquisa deixa de ser um exercicio puramente académico, em decorréncia do crescimento da sua importincia pratica
nos diversos processos industriais e em outros segmentos da economia, onde os fluidos apresentam comportamento
Nao-Newtoniano. Exemplos tipicos de substincias com este comportamento sdo: suspensdo de sélidos em liquidos,
polimeros, plasticos, petrdleo, fluidos biolégicos e farmacéuticos. Notadamente em diversas dreas da engenharia, tais
como engenharia nuclear, espacial, petroquimica entre outros.

Um outro fator importante neste estudo € a crescente busca de solucdes exatas e de referéncia para problemas de
engenharia, cada vez mais complexos em intervalos de tempo curtos. Por esta razdo, a abordagem teérica vem
ganhando espaco sobre a experimentacdo e os métodos analiticos tradicionais. Isto ocorre, primeiro porque a
experimentaciio é geralmente demorada, alem do fato de ser muito dispendiosa, pois para cada experiéncia tem-se
novos gastos tais como a utilizagdo e afericdo de novos equipamentos para adaptacido da nova situa¢do no problema em
andlise; segundo porque os métodos analiticos tradicionais apresentam certas limitagdes, onde as dificuldades
matematicas sido reduzidas através de simplifica¢des, que por vezes tornam os modelos muito distantes da realidade
fisica, possuindo assim utilidade do ponto de vista académico ou didético, mas raramente de aplicacdo pratica. Com o
desenvolvimento dos computadores digitais com velocidades de processamento cada vez maiores, tem-se avangado
bastante na simulag¢do de problemas em mecénica dos fluidos e transferéncia de calor, minimizando o tempo de trabalho
e possibilitando assim um menor custo.

Utilizou-se a Expansdo em Autofun¢des, que é um método de facil manuseio e que pode apresentar solugdes
completamente analiticas, ou para casos de maior complexidade apresenta solu¢des hibridas, analitico-numéricas, onde
se tem um controle preestabelecido sobre o erro, aliada a Transformada Classica de Laplace. A idéia basica consiste na
transformacdo de um sistema de equagdes diferenciais parciais em um sistema de equagdes diferenciais ordindrias,
através da eliminacdo de dependéncias direcionais, com a vantagem de produzir uma solug@o analitica aproximada mais
econdmica em relagcdo aos métodos numéricos, além de ndo necessitar da geragdo de malha e permitir ainda o
acompanhamento e a variagdo dos pardmetros de interesse préiticos determinantes presentes na solucdo. O presente
trabalho pode ser inserido no contexto dos problemas de conveccao for¢ada transiente, sendo considerado uma extensao
dos trabalhos realizados por Cotta(1994), Gondim(1997) e outros; na resolucdo da equacdo da energia com condi¢do de
entrada em degrau e considerando condi¢@o de contorno do terceiro tipo.
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2. Formulacao do Problema

O problema fisico considerado consiste de um escoamento laminar hidrodinamicamente desenvolvido no interior de

N

um duto de placas planas paralelas, submetido a convecgdo forcada, com temperatura de entrada periddica, como
ilustrado na Fig. 1. O sistema em estudo é constituido por um canal de placas paralelas infinitas na largura, de
comprimento L, no interior do qual escoa um fluido ndo-newtoniano. O sistema assim definido esta inicialmente em
equilibrio térmico a uma temperatura T,. E entdo provocada uma perturbacio em degrau na temperatura de entrada do
fluido T,+AT(y'). O sistema possui uma condi¢io de contorno com convecgdo na parede do canal. As paredes sdo
s6lidas e impermedveis. O escoamento ocorre na dire¢do X, sendo simétrico em relacdo a y, conforme esta representada
na Fig. 1. O escoamento em estudo é considerado incompressivel, com propriedades constantes, desprezam-se os efeitos

da dissipagdo viscosa.
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¥
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Figura 1. Representagdao Esquemadtica do Problema.

Para o problema proposto sdo considerados os seguintes grupos adimensionais:

s y=2 u=t g2 e Bi=heb; t=m2 ;AT(y)=—AT(y)
i AT k b AT,

e

(1.1)

Com a utilizacdo dos grupos adimensionais, o problema pode ser representado pela equag¢do da energia, e suas
condicdes de contorno e de entrada como:

06(x, v,t) culy) 06(x, v,1) _ 9%6(x, y,1)

, 0<y<1,x>0,t>0 1.2.

o o e Y (2

8(x,y,0)=0 . x20, 0<y<I (1.2.b)

0(0,y,t)=AT(y) , >0, 0<y<l1 (12.¢)

96(x01) _, >0 %20 120
dy

Bi@(x,l,t)+M=0 , t>0 x>0 (1.2.¢)

dy
(o, y,1)=0 , >0, 0<y<l1 (1.2.9)

Segundo Mikhailov & Ozisik (1984), o perfil de velocidade adimensional Nao-Newtoniano em Lei de Poténcia é

dado por:

1+c
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u\y Itc (- yT) para o escoamento completamente desenvolvido; (1.2.g)



Onde ¢ é um pardmetro do modelo, segundo Mikhailov & Ozisik (1984), ¢ é igual a 1 para fluido newtoniano.

3. Metodologia de Solucao

Seguindo os passos apresentados por Gondim (1997), aplica-se a Transformada Classica de Laplace sobre a
varidvel tempo no sistema de Eqgs. 1.2.a-f , obtendo-se :

96" (x,y) _2°6"(x, y)

560" (x,y)+uly) , 0<y<1,x>0,t>0 (2.1.)
ox dy’
9L9(0,y)=AT(y) , >0, 0<y<l (2.1.b)
S
L
99 (x0) _,, , 1>0, x>0 210
dy
L
BieL(x,1)+ag—(x’1)=O : >0, x>0 2.1.d)
dy
0 (0, y)=0 , >0 , 0<y<l 2.1

Onde 6"(x,y) éa transformada de Laplace do potencial 8(x, y,1).

3.1 Problema de Autovalor na Direcao y

Como primeiro passo para resolver o problema definido pelo sistema de Eqs. 2.1. a-e, usando a Expansdo em
Autofungdes, define-se um problema de autovalor na dire¢do y. Com o objetivo de encontrar uma solucao analitica pra
o problema, Eqgs. 2.1. a-e, serd utilizado um problema de autovalor que apresenta solug@o analitica.

2
dY—"z(y) +8.Y,(y)=0 (2.2.2)
dy
av,(0) _ 0 (2.2.b)
dy
BiY, (1)+ av, (1) =0 (22.0)
dy

Onde as autofungdes sdo dadas por:

Y, (v)=cos(8,) (2.2.d)

Os autovalores sdo obtidos da solucdo da equagdo transcendental:
Bi=p Tan(p,) (2.2.¢)
A norma € dada por:

_Bi’+ . +Bi

1 2
N =Y dy = 2.2.
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Obedecendo a propriedade de ortogonalidade:

1Y (y)Y, o, =1, n=m
j "(1/);) S/z)dy 0, . onde (2.2.9)
NS N 0, =0, n#+m
3.2 Par Transformada-Inversa
Escrevendo a funcdo 6" (x, y) como uma expansio que tem como base as autofuncdes oriundas do
problema de autovalor Egs. 2.2a-c e observando a propriedade de ortogonalidade Eq. 2.2.g temos:
6L, (x)= 0%@ (x,y)dy TRANSFORMADA (3.1.a)
RS (y ) L
(x,y)= 2—1/20 INVERSA (3.1.b)
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3.3 Transformacao do Problema na Direcio y

Y, ()

1/2

1
Operando a Eq. 2.1a com o operador I dy, tem-se:

Y,(y) . 96" (x.y) . _pY,(y)2°6" (x.y)

0 )dy + dy=|~ d
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Aplicando-se a equagdo da Inversa, Eq. 3.1.b, em cada termo, e utilizando a propriedade de ortogonalidade, Eq.
2.2.g, tem-se:

Termo (A)

[ Yn(y)i v, (y)

o N & N (v)s0" (x. y)dy =

m
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O problema fica transformado no sistema diferencial ordinario:

oo nL
Sg’,,L(X)JrZAmaeé"—(x):—ﬁf@L(x) (5.1.2)
m=l X
(A) (B) ©
,(v)

1Y
Aplicando o operador jo N dy  na condigdo inicial, tem-se :

590 Nl/2

AT (y)dy (5.1.b)

—, 1Y (y) AT 1Y,
o (O)_J’O N(V);) S(}’)d _ J’ (v)

0" (0)=0 (5.1.0)

Onde o termo A, € dado por : J-; in\/(l/); ) ( ) Y]:] (1/); ) dy

4. Solucio do Sistema de Equacdes Diferenciais Ordinario

O sistema diferencial ordindrio acoplado Egs. 5.1. a-c, ndo possui solu¢dio analitica. Porém, da andlise do
comportamento da matriz A, observa-se que com a eleva¢do do numero de Biot os termos diagonais tornam-se
dominantes. Assim, uma solu¢do aproximada pode ser obtida desprezando-se os termos ndo diagonais na Eq. 5.1.a.
Com o decréscimo do nimero de Biot a importancia dos termos ndo diagonais cresce, ¢ ndo considerd-los provoca o
aumento do erro na soluciio aproximada. Com estas consideracdes o sistema de equagdes serd aproximado por:

nL
56,1 (x)+ Annag"—m=—ﬁf@L(x) (6.1.2)
0x
éL(o)—ljlY"(y)AT( )d 6.1b
n - 590 N;/z yyay ( A )

O sistema de equagdes diferenciais, ordindrio desacoplado, Egs. 6.1a-b, tem como solucdo:

— (B} +5)x

nn

—~ 1Y
6, (x)=~ jj%AT(y)dyEw( ) )

4.1 Recuperacao do Potencial Original

Para a recuperagdo do potencial original, inicialmente substitui-se a Eq. 7 na Eq. 3.1.b, equacdo da Inversa,
obtendo-se:

te &Y, ()Y, (y) — (B +9)x
6" (x.3)=2 NS [/ i AT O Ep (=== ®)

nn

Observando-se que o potencial original é dado pela inversdo da Transformada Classica de Laplace da Eq. 8. Aplica-
se este procedimento matemdtico, o que pode ser efetivamente simplificado pelo emprego de um programa de
computador que execute a manipulacio simbélica, obtendo-se:
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Esta equagdo € a solucdo analitica aproximada do sistema de equagdes diferenciais do problema, Eqgs. 1.2.a-f, onde

Yn()’), (y\Y ( )

N,l,/z Nl/2

n

1
o termo A,, é dado por: j dy e nt € o numero de termos no somatdrio.
0

5. Resultados e Discussao

Com o intuito de avaliar, a presente solucdo € testada através da convergéncia. Os resultados sdo mostrados na Tab.
1, que representa a convergéncia da solucdo analitica aproximada para diferentes posi¢cdes ao longo da linha central do
duto para o instante t=5. Observa-se que, para X = (0.1, com dois termos na série ¢ atingida a convergéncia com 4
casas decimais. Préximo a entrada do duto, no ponto X = 0.01, com 5 termos na série a convergéncia € atingida,
também com 4 casas decimais. Para os outros pontos da tabela, 1 termo € suficiente para a convergéncia requerida ser
atingida. A distribuicdio da temperatura para entrada do duto adotada nos cdlculos serd a apresentada por Li (1990),
AT(y)=1-y* , entretanto, outras condicdes de entrada podem ser implementadas na presente solugdo.

Tabela 1. Convergéncia da temperatura ao longo da linha central, para : Bi=10’ , AT(y)=1 -y2 J1=5,y=0, c=1.
x/nt 1termo | 2termos | 3 termos Stermos | 7termos | 9 termos
0.01 1.0127 0.9818 0.9863 0.9856 0.9856 0.9856
0.1 0.8541 0.8496 0.8496 0.8496 0.8496 0.8496
0.5 0.4006 0.4006 0.4006 0.4006 0.4006 0.4006
1 0.1555 0.1555 0.1555 0.1555 0.1555 0.1555

Na Tab. 1 observa-se uma rdpida convergéncia dos valores apresentados pela solu¢do aproximada, o que indica que
a solugdo analitica apresenta facilidade na estimativa de parametros de interesse pritico para o problema aqui estudado.
Segundo Mikhailov & Ozisik (1984) c=1 indica um fluido Newtoniano. A Tab. 2 apresenta uma estimativa da
temperatura para a linha central do canal para uma faixa de valores do pardmetro c. Segundo Mikhailov & Ozisik
(1984) c=1/3 indica um fluido pseudoplastico e c=3 indica um fluido dilatante, todos os cdlculos foram efetuados com
nove termos nas series. A Tab. 2 mostra a influéncia do pardmetro ¢ nos valores da temperatura ao longo da linha
central, mostrando que quanto maior este nimero, menor a troca térmica ao longo do canal.

Tabela 2. Temperatura ao longo da linha central para: Bi = 10 3 AT(y )=1-y* t=5, nt=9, y=0.

X/c 1/3 1 3
0.1 0.8354 0.8496 0.8569
0.2 0.6831 0.7063 0.7184
0.3 0.5564 0.5849 0.6000
04 0.4529 0.4841 0.5009
0.5 0.3687 0.4006 0.4181
0.6 0.3001 0.3316 0.3489
0.7 0.2442 0.2744 0.2913
0.8 0.1988 0.2271 0.2431
0.9 0.1618 0.1879 0.2029

1 0.1317 0.1555 0.1693




A Tab. 3 apresenta uma estimativa da temperatura para a linha central do canal para uma faixa de valores do

numero de Biot, sdo utilizados valores crescentes para o nimero de Biot. Para Bi = 10° observa-se da Eq. 1.2.eque a
condi¢io de contorno torna-se de temperatura prescrita, ou de primeiro tipo, Mikhailov & Ozisik (1984). Todos os
célculos foram efetuados com nove termos nas series. Observa-se que com o acréscimo do numero de Biot aumenta a
troca térmica ao longo do canal, até o limite atingido com a temperatura prescrita. O estudo da influéncia do numero de
Biot € estendido na Tab. 4 para o fluido Newtoniano e na Tab. 5 para o fluido dilatante.

Tabela 3. Temperatura ao longo da linha central para: c=1/3, AT(y )=1-y*, t=5, nt=9, y=0.

X /Bi 10 50 100 1000 10°
0.1 0.8323 0.8353 0.8354 0.8354 0.8354
0.2 0.6961 0.6868 0.6851 0.6833 0.6831
0.3 0.5846 0.5634 0.5600 0.5568 0.5564
0.4 0.4914 0.4620 0.4575 0.4534 0.4529
0.5 0.4131 0.3788 0.3738 0.3692 0.3687
0.6 0.3473 0.3105 0.3054 0.3006 0.3001
0.7 0.2919 0.2546 0.2495 0.2448 0.2442
0.8 0.2454 0.2087 0.2038 0.1993 0.1988
0.9 0.2063 0.1711 0.1665 0.1623 0.1618

1 0.1734 0.1403 0.1360 0.1321 0.1317

A Tab. 4 apresenta uma estimativa da temperatura para a linha central do canal para uma faixa de valores do
numero de Biot, todos os calculos foram efetuados com nove termos nas series.

Tabela 4. Temperatura ao longo da linha central para: c=1, AT(y )=1-y*, t=5, nt=9, y=0.

X /Bi 10 50 100 1000 10°
0.1 0.8421 | 0.8486 | 0.8491 | 0.8496 | 0.8496
0.2 0.7130 | 0.7086 | 0.7075 | 0.7064 | 0.7063
0.3 0.6062 | 0.5904 | 0.5877 | 0.5852 | 0.5849
0.4 0.5158 | 0.4917 | 04880 | 0.4845 | 0.4841
0.5 0.4388 | 0.4094 | 04051 | 04011 | 0.4006
0.6 0.3734 | 03410 | 03363 | 03320 | 0.3316
0.7 03177 | 02839 | 02792 | 02749 | 0.2744
0.8 02704 | 02365 | 02318 | 02276 | 0.2271
0.9 02301 | 0.1969 | 0.1924 | 0.1884 | 0.1879

1 0.1958 | 0.1640 | 0.1598 | 0.1559 | 0.1555




A Tab. 5 apresenta uma estimativa da temperatura para a linha central do canal para uma faixa de valores do
numero de Biot, todos os calculos foram efetuados com nove termos nas series.

Tabela 5. Temperatura ao longo da linha central para: ¢=3, AT(y )=1-y*, t=24.1996, nt=9, y=0.

X /Bi 10 50 100 1000 10°
0.1 0.8474 | 0.8554 | 0.8562 | 0.8568 | 0.8569
0.2 0.7219 | 0.7200 | 0.7193 | 0.7185 | 0.7184
0.3 0.6176 | 0.6047 | 0.6024 | 0.6003 | 0.6000
0.4 0.5287 | 0.5076 | 0.5043 | 0.5012 | 0.5009
0.5 04527 | 04261 | 04222 | 04185 | 04181
0.6 0.3876 | 03577 | 03534 | 03494 | 0.3489
0.7 0.3319 | 03002 | 02958 | 0.2917 | 0.2913
0.8 0.2841 | 02520 | 0.2476 | 0.2435 | 0.2431
0.9 0.2433 | 02116 | 02073 | 0.2033 | 0.2029

1 0.2083 | 0.1776 | 0.1735 | 0.1698 | 0.1693

A Tab. 6 apresenta uma estimativa da temperatura para a linha central do canal para uma faixa de valores do tempo,
todos os cédlculos foram efetuados com nove termos nas series.

Tabela 6. Temperatura ao longo da linha central para: Bi=107, c=1/3, AT(y )=1-y*, nt=9, y=0.

X/t 0 0.2 04 0.6 1
0.1 0 0.8354 0.8354 0.8354 0.8354
0.2 0 0.6831 0.6831 0.6831 0.6831
0.3 0 0 0.5564 0.5564 0.5564
04 0 0 0.4529 0.4529 0.4529
0.5 0 0 0 0.3687 0.3687
0.6 0 0 0 0.3001 0.3001
0.7 0 0 0 0.2442 0.2442
0.8 0 0 0 0 0.1988
0.9 0 0 0 0 0.1618

1 0 0 0 0 0.1317

A Tab. 7 apresenta uma estimativa da temperatura para a linha central do canal para uma faixa de valores do tempo,
todos os cdlculos foram efetuados com nove termos nas series.




Tabela 7. Temperatura ao longo da linha central para: Bi=107, ¢=3, AT(y )=1-y*, nt=9, y=0.

X/t 0 0.2 04 0.6 1
0.1 0 0.8569 0.8569 0.8569 0.8569
0.2 0 0.7184 0.7184 0.7184 0.7184
0.3 0 0 0.6000 0.6000 0.6000
0.4 0 0 0.5009 0.5009 0.5009
0.5 0 0 0 0.4181 0.4181
0.6 0 0 0 0.3489 0.3489
0.7 0 0 0 0.2913 0.2913
0.8 0 0 0 0.2431 0.2431
0.9 0 0 0 0 0.2029
1 0 0 0 0 0.1693

6. Conclusao

O procedimento aqui desenvolvido mostrou ser ttil no estudo da conveccdo for¢ada transiente de fluido ndo-
newtoniano, em um canal de placas planas paralelas submetido a uma temperatura de entrada em degrau, o que indica a
validade deste enfoque na avaliacdo de parametros de interesse pratico, tendo em vista, a facilidade apresentada pela
solucdo final, representada por uma equacdo analitica.
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Abstract: A aproximate analytic solution, of low computational cost, to the transient forced convection of non-newtonian fluid in
parallel plates channels is presented. The Expansion in Eigenfunctions Technique is used to find the analytic solution for a
completely developed flow and in thermal development, with step change in inlet temperature and convection in the walls. The
developed computacional code allows a fast analysis for the problem, in all dominion, for different times.
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