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Resumo. A solução de um grande número de problemas inversos, não apenas em engenharia bem como em

outras áreas particularmente importantes tais como a astrofísica, oceanografia física (hidrologia óptica), sensoria-

mento remoto e radiação atmosférica entre outras, parte da solução da equação de transferência radiativa. Quando

empregam-se formulações implícitas para resolver os problemas inversos em transferência radiativa em meios par-

ticipantes unidimensionais com a aplicação de métodos de otimização local, procura-se minimizar o funcional dos

resíduos quadrados entre os valores calculados e as medidas experimentais. Como os problemas inversos são matem-

aticamente mal-postos devido ao ruído presente nos dados experimentais, utiliza-se a noção de regularização que

tem por objetivo limitar o efeito do aumento do erro proveniente dos dados. O funcional de Tikhonov tem sido

usado em diversos trabalhos como termo de regularização. Neste trabalho propõem-se resolver o problema inverso

usando um outro funcional, denominado q-discrepância, advindo de uma família de termos de regularização onde é

utilizado o conceito de distâncias de Bregman. No problema inverso em questão, tem-se interesse na determinação

da espessura óptica, do albedo de espalhamento simples e das reflectividades difusas na parte interna das superfícies

de contorno do meio. São empregadas medidas experimentais da intensidade de radiação que sai do meio como uma

função do ângulo polar.

Palavras chave: transferência radiativa, problema inverso, método de otimização determinístico, distâncias de

Bregman, momentos da q-discrepância.

1. Introdução

A solução de um grande número de problemas inversos, não apenas em engenharia (Varma and Mengüç,
1989; Anderson et al., 1989; Howe and Yang, 1993; Carita Montero et al., 2001; Kauati et al., 2001) como em
outras áreas particularmente importantes tais como a astrofísica (Schuster, 1905; Menzel, 1966), oceanografia
física - hidrologia óptica - (McCormick, 1992; Yi et al., 1992; Mobley, 1994; McCormick, 1996; Stephany et al.,
2000), sensoriamento remoto (Ramos et al., 1999) e radiação atmosférica (Kondratyev et al., 1992) entre outras,
parte da solução da equação de transferência radiativa.

Os problemas inversos, segundo Tikhonov e Arsenin (Tikhonov and Arsenin, 1977) são matematicamente
mal-postos no sentido definido por Hadamard (Hadamard, 1923), isto é, as condições de existência e unicidade

das soluções e estabilidade (suavidade) dos problemas direto e inverso não podem ser asseguradas. Isso faz com
que os problemas inversos sejam de difícil resolução.

Resolve-se isto com a flexibilização da noção de solução, procurando-se, não uma solução interpolante, mas
uma aproximação.

Caso, no problema inverso, a segunda condição não seja satisfeita, são buscadas restrições adicionais que
levem à escolha de uma única solução.

A terceira condição para os problemas inversos é tecnicamente a mais complexa. Pode-se falar de suavidade

ou continuidade. É comum entre aqueles de Tipo II e III (Silva Neto and Moura Neto, 1999) ter-se problemas
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Figura 1: Meio participante unidimensional sujeito à radiação isotrópica.

inversos que são mal-condicionados.

É neste contexto que entra o conceito de regularização em que se busca um problema próximo ao original,
mas que seja melhor condicionado.

O método da regularização consiste na determinação da solução aproximada mais suave compatível com os
dados de observação, para certo nível de ruído. A busca da solução mais suave (regular) é uma informação
adicional, que transforma o problema mal-posto num problema bem-posto.

Similar à bem conhecida técnica de regularização de Tikhonov, neste trabalho é proposta a solução do
problema inverso usando um termo de regularização que foi denominado q-discrepância. As distâncias de
Bregman usadas estão baseadas na medida de Csiszár (Csiszár, 1991).

Neste problema inverso em transferência radiativa tem-se interesse na determinação da espessura óptica, do
albedo de espalhamento simples e das reflectividades difusas na parte interna das superfícies de contorno do
meio.

São empregadas medidas experimentais da intensidade de radiação que sai do meio como uma função do
ângulo polar.

2. Problema direto em transferência radiativa

O fenômeno associado com a interação de radiação em um meio participante, representado esquematicamente
na Fig. (1), isto é, meio absorvedor, emissor e espalhador é normalmente resolvido pela equação linearizada de
Boltzmann, adimensionalmente escrita como (Özisik, 1973)

µ
∂I(τ, µ)

∂τ
+ I(τ, µ) =

ω

2

∫ 1

−1

I(τ, µ′)dµ′ + S(τ, µ) (1)

com as seguintes condições de contorno

I(0, µ) = f1(µ) + 2ρ1

∫ 1

0

I(0,−µ′)µ′dµ′, µ > 0 (2)

e

I(τ0, µ) = f2(µ) + 2ρ2

∫ 1

0

I(τ0, µ
′)µ′dµ′, µ < 0 (3)

onde I é a intensidade da radiação, τ é a variável óptica, τ0 é a espessura óptica do meio, µ é o cosseno do
ângulo formado entre o eixo-τ positivo e a direção da intensidade de radiação, ou seja, o cosseno do ângulo
polar, ω é o albedo de espalhamento simples, f1 e f2 são as intensidades de radiação incidente, respectivamente,
em τ = 0 e τ = τ0 . As reflectividades difusas nas superfícies τ = 0 e τ = τ0 na parte interna ao meio são dadas,
respectivamente, por ρ1 e ρ2, e S(τ, µ) é o termo fonte.

Os efeitos devidos a uma possível diferença dos índices de refração do meio em estudo com relação a sua
vizinhança não são levados em consideração.

Sendo as condições de contorno e as propriedades materiais conhecidas, o problema direto (1-3) pode ser
resolvido fornecendo, então, os valores da intensidade da radiação em todos os pontos do domínio espacial e
angular.

3. Problema inverso em transferência radiativa

O problema inverso em transferência radiativa é aquele em que as propriedades do meio, o termo fonte ou
as condições de contorno são desconhecidas, mas valores, informações da intensidade da radiação (ou de seus
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Figura 2: Representação gráfica da distância de Bregman. [FONTE: adaptada de Butnariu and Iusem, 1999].

momentos, onde o momento zero é a densidade da radiação e o primeiro momento é o fluxo radiativo) estão
disponíveis, podendo-se, então, tentar estimar as grandezas desconhecidas (Silva Neto and McCormick, 2002).

No problema inverso considerado, a espessura óptica τ0, o albedo de espalhamento simples ω e as reflectivi-
dades difusas ρ1 e ρ2 são desconhecidas. Como não se pode medir estas propriedades diretamente, são medidas
as intensidade da radiação que sai do meio em τ = 0 e τ = τ0, para diferentes ângulos polares, e a partir desta
informação procura-se resolver o problema inverso.

Utilizando os dados medidos Yi, i = 1, 2, . . . , Nd, determinam-se os elementos do vetor de incógnitas ~P que
é definido como

~P = (τ0, ω, ρ1, ρ2)
T (4)

onde o superescrito T é indicativo da transposta.

4. Solução do problema inverso com o funcional de Tikhonov

Os problemas inversos de transferência radiativa formulados implicitamente requerem a minimização de uma
função objetivo representada pelos mínimos quadrados entre os valores calculados e observados de tal medida.

Como o número de dados experimentais disponíveis Nd é superior ao número da parâmetros Ni a ser
estimado, o problema inverso é resolvido como um problema de otimização de dimensão finita (Silva Neto
and Moura Neto, 1999), onde procura-se minimizar o funcional dos resíduos quadrados mais um termo de
regularização.

A noção de regularização tem o objetivo de limitar, na solução do problema, o efeito do aumento do erro
proveniente dos dados, através de uma alteração do problema.

Para a solução do problema inverso foi usado o método de Levenberg-Marquardt, que é semelhante ao uso
do funcional de Tikhonov com o termo de regularização quadrático (Silva Neto and Moura Neto, 1999). A
aplicação deste método na solução de problemas inversos foi descrita com um razoável grau de detalhamento
(Pinheiro, 2001), não sendo aqui repetida.

4.1. Distância de Bregman

A distância de Bregman (Bregman, 1967) pode ser interpretada como uma medida da convexidade de F (·).
A representação gráfica de F (·), bem como a medida da convexidade de F (·) é mostrada na Fig. (2). No caso
unidimensional, a distância de Bregman é facilmente visualizada: desenhe uma linha tangente a F passando
pelo ponto q, a distância de Bregman BF (p, q) é a distância vertical entre esta linha e o ponto F (p) (Butnariu
and Iusem, 1999; Della Pietra et al., 2001; Lafferty et al., 1997).
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4.2. Momentos da q-discrepância

As distâncias de Bregman Dm,q(~P , ~PR) usadas foram construídas a partir da medida de Csiszár (Kapur
and Kesavan, 1992), que foi denominada q-discrepância. O funcional do momento de i-ésima ordem m da
q-discrepância ηm,q é definido como

ηm,q(~P ) =

Ni
∑

i=1

pm
i

1 − p
q
i

q
(5)

Este funcional representa o desvio do valor esperado de cada propriedade do meio pi elevado a uma potência
q das informações da intensidade da radiação disponíveis no problema inverso. O número q é um número real,
variável, sendo tomado como q > 0.

4.3. Termo de regularização

Neste trabalho é proposta a solução do problema usando um outro funcional, que foi denominado q-

discrepância, advindo de uma família de termos de regularização onde é utilizado o conceito de distâncias
de Bregman (Bregman, 1967)

Q(~P ) =

Nd
∑

i=1

[Icalci
(~P ) − Yi]

2 + αDm,q(~P , ~PR) (6)

que de outra forma pode ser escrito como

Q(~P ) = ~FT ~F + αDm,q(~P , ~PR) (7)

onde Icalci
e Yi são respectivamente as intensidades calculadas e medidas que saem do meio em τ = 0 e τ = τ0

e os elementos de ~F são dados por

Fi = Icalci
(~P ) − Yi, i = 1, 2, . . . , Nd (8)

ou na forma,

~F =











Icalc1
− Y1

Icalc2
− Y2

...
IcalcNd

− YNd











(9)

O parâmetro de regularização α fornece um ajuste para a precisão e a estabilidade da solução, sendo nor-
malmente um valor pequeno, e Dm,q(~P , ~PR) é a distância de Bregman entre ~P e ~PR, definida como

Dm,q(~P , ~PR) = Dm,q[ηm,q(~P ), ηm,q(~PR)]

= ηm,q(~P ) − ηm,q(~PR) −
〈

∇ηm,q(~PR), ~P − ~PR
〉

(10)

onde

∇ηm,q =
∂ηm,q(~PR)

∂ ~PR
=

{

∂ηm,q

∂p1

∣

∣

∣

∣

~P R

,
∂ηm,q

∂p2

∣

∣

∣

∣

~P R

, . . . ,
∂ηm,q

∂pNi

∣

∣

∣

∣

~P R

}

e ηm,q é uma função de Bregman (Della Pietra et al., 2001).
A variante do funcional de Tikhonov é o método de Levenberg-Marquardt, que resulta em

Q(~P ) =

Nd
∑

i=1

[Icalci
(~P ) − Yi]

2 + α(~P − ~PR)2 (11)

A solução do método de Levenberg-Marquardt é baseada na minimização do funcional dado pela Eq. (11).
São introduzidas, neste ponto, notações que serão usadas no decorrer do desenvolvimento das equações

D ≡ Dm,q(~P , ~PR); D~P
≡

∂D

∂pi

; Q ≡ Q(~P ); Icalci
≡ Icalci

(~P )

Aplicando o funcional ηm,q(~P ), definido na Eq. (5), na distância de Bregman Eq. (10), obtém-se

D =

Ni
∑

i=1

pm
i

1 − p
q
i

q
−

Ni
∑

i=1

pRm

i

1 − pRq

i

q
−

Ni
∑

i=1

(pi − pR
i )

∂

∂pi

(

Ni
∑

k=1

pRm

k

1 − pRq

k

q

)

(12)
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A forma final da distância de Bregman pode ser escrita como

D =

Ni
∑

i=1

pm
i

1 − p
q
i

q
−

Ni
∑

i=1

pRm

i

1 − pRq

i

q
−

Ni
∑

i=1

(pi − pR
i )pRm−1

i

(

m
m − (m + q)pRm−1

i

q

)

(13)

5. Minimização do funcional de Tikhonov

Para minimizar o funcional dado pela Eq. (6), aplicando-se a Eq. (13), escreve-se a equação do ponto crítico,

∂Q(~P )

∂ ~P
= 0 →

∂Q(~P )

∂pj

= 0, j = 1, 2, . . . , Ni (14)

A diferencial ∂Q

∂ ~P
, com relação a cada incógnita do problema, pode ser escrita na forma

∂Q

∂p1
→ 2

Nd
∑

i=1

[Icalci
(~P ) − Yi]

∂Icalci
(~P )

∂p1
+ α

∂Dm,q(~P , ~PR)

∂p1
= 0

∂Q

∂p2
→ 2

Nd
∑

i=1

[Icalci
(~P ) − Yi]

∂Icalci
(~P )

∂p2
+ α

∂Dm,q(~P , ~PR)

∂p2
= 0

...
...

...
...

∂Q

∂pj

→ 2

Nd
∑

i=1

[Icalci
(~P ) − Yi]

∂Icalci
(~P )

∂pj

+ α
∂Dm,q(~P , ~PR)

∂pj

= 0

...
...

...
...

∂Q

∂pNi

→ 2

Nd
∑

i=1

[Icalci
(~P ) − Yi]

∂Icalci
(~P )

∂pNi

+ α
∂Dm,q(~P , ~PR)

∂pNi

= 0

ou, na forma geral

∂Q(~P )

∂pj

= 2

Nd
∑

i=1

[Icalci
(~P ) − Yi]

∂Icalci
(~P )

∂pj

+ α
∂Dm,q(~P , ~PR)

∂pj

= 0, j = 1, 2, . . . , Ni (15)

A Eq. (15) pode, ainda, ser reescrita do seguinte modo

JT ~F + αD~P
= 0 (16)

onde a matriz Jacobiana é definida como

Jrs =
∂Icalcr

∂ps

, r = 1, 2, . . . , Nd, s = 1, 2, . . . , Ni (17)

sendo que J e D~P
podem serem escritos na forma matricial, respectivamente, na forma

J =













∂Icalc1

∂p1

∂Icalc1

∂p2

. . .
∂Icalc1

∂pNi
∂Icalc2

∂p1

∂Icalc2

∂p2

. . .
∂Icalc2

∂pNi

. . . . . . . . . . . .
∂IcalcNd

∂p1

∂IcalcNd

∂p2

. . .
∂IcalcNd

∂pNi













(18)

e

D~P
=























∂D
∂p1

∂D
∂p2

...
∂D

∂pNi























(19)

O ~F é expandido em uma série de Taylor, sendo apenas retidos os termos até a primeira ordem

~F (~Pn+1) = ~F (~Pn) + Jn∆~Pn (20)
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onde

~Pn+1 = ~Pn + ∆~Pn (21)

sendo n o contador de iterações.
Também é feita uma expansão de Taylor para o termo de regularização (αD~P

), onde também são mantidos
apenas os termos até a primeira ordem.

D~P
(~Pn+1) = D~P

(~Pn) + Jn∆~Pn (22)

onde os elementos da matriz Jacobiana de D são dados por

JDst
=

∂Dps

∂pt

, s = 1, 2, . . . , Ni, t = 1, 2, . . . , Ni (23)

Como

Dps
=

∂D

∂ps

, s = 1, 2, . . . , Ni (24)

os elementos da matriz JD correspondem a

JDst
=

∂

∂pt

(

∂D

∂ps

)

, s = 1, 2, . . . , Ni, t = 1, 2, . . . , Ni (25)

Agora, deriva-se a distância de Bregman dada pela Eq. (13) com relação as incógnitas do problema

∂Dm,q(~P , ~PR)

∂pj

= pm−1
j

(

m − (m + q)pq
j

q

)

− pRm−1

j

(

m − (m + q)pRq

j

q

)

(26)

A Eq. (26) pode ser reescrita como

∂D

∂ps

=
m pm−1

s − (m + q)pm+q−1
s

q
− pRm−1

s

(

m − (m + q)pRq

s

q

)

(27)

Então,

∂

∂pt

(

∂D

∂ps

)

=
∂

∂pt

[

m pm−1
s − (m + q)pm+q−1

s

q

]

(28)

∂

∂pt

(

∂D

∂ps

)

=

[

m (m − 1) pm−2
s − (m + q)(m + q − 1)pm+q−2

s

q

]

δst (29)

Logo,

∂

∂pt

(

∂D

∂ps

)

= pm−2
s

[

m (m − 1) − (m + q)(m + q − 1)pq
s

q

]

δst, s = 1, 2, . . . , Ni , t = 1, 2, . . . , Ni (30)

ou seja,

∂

∂pt

(

∂D

∂ps

)

=

{

∂2D
∂p2

t

= pm−2
t

[

m (m−1)−(m+q)(m+q−1)pq

t

q

]

se s = t

0 se s 6= t
(31)

então,

JD =















∂2D
∂p2

1

0 . . . 0

0 ∂2D
∂p2

2

. . . 0

...
... . . .

...
0 0 . . . ∂2D

∂p2

Ni















(32)

Levando as Eqs.(20) e (22) na Eq.(16), obtém-se

JnT

(~Fn + Jn∆~Pn) + α (Dn
~P

+ Jn
D∆~Pn) = 0 (33)
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Logo,

(JnT

Jn + αJn
D)∆~Pn = −(JnT

~Fn + αDn
~P
) (34)

A solução da Eq. (34) fornece correções para os valores das incógnitas a serem utilizadas no procedimento
iterativo sendo esta solução representada formalmente por

∆~Pn = −
[

(JnT

Jn + αJn
D)
]

−1

(JnT ~Fn + αDn
~P
) (35)

Um procedimento iterativo pode então ser construído para a determinação do vetor de incógnitas ~P que
minimize o funcional ~Q sendo conhecidos os dados experimentais, Yi, e valores calculados, Ii, que dependem
das incógnitas a serem determinadas, ~P .

Partindo-se de uma estimativa inicial ~P 0, são calculadas, de forma seqüencial, correções obtidas a partir da
Eq. (35), ou em alguns casos da solução direta do sistema (34), sendo as novas estimativas para o vetor de
incógnitas ~Pn+1 = ~Pn + ∆~Pn obtidas, calculando-se as correções ∆~Pn com a Eq. (34), até que um critério de
parada

∣

∣

∣

∣

∣

∆~Pn
i

Pi

∣

∣

∣

∣

∣

< ǫ, i = 1, 2, . . . , Ni (36)

seja satisfeito, onde ǫ é um número pequeno, por exemplo, 10−5 e n é um contador de iterações.
Ao longo do procedimento iterativo, busca-se reduzir o parâmetro de regularização α para que ao se atingir

a convergência tenha-se a solução do problema original.

6. Resultados numéricos e discussões

Como dados reais não estavam disponíveis, foram gerados dados experimentais sintéticos da intensidade da
radiação que sai do meio, Ymedido, a partir da adição de erros aleatórios e apresentando distribuição normal com
média zero e desvio padrão σ, às intensidades Iexato, calculadas pela solução do problema direto com valores
exatos de τ0, ω, ρ1 e ρ2, i.e.

Ymedido = Iexato + σe (37)

É considerado que para cada ponto de colocação empregado na quadratura Gauss-Legendre (Abramowitz
and Stegun, 1970), um dado experimental possa ser obtido de forma que o número total de dados experimentais
é idêntico à ordem da quadratura, i.e., Nd = N , onde N = 20 (Pinheiro, 2001).

Inicialmente, o problema inverso foi resolvido para alguns casos-teste empregando o método de Levenberg-
Marquardt (LM).

No exemplo foi assumido o vetor da solução exata como sendo ~Pexato = (1, 0; 0, 5; 0, 1; 0, 95) e a estimativa
inicial como sendo ~P 0 = (5, 0; 0, 95; 0, 95; 0, 1). Neste caso, não foi considerada uma fonte interna ao meio termo
fonte, i.e. S(τ, µ) = 0 na Eq. (1). O LM não convergiu para a solução exata. Os resultados são apresentados
na Tab. (1).

Tabela 1: Resultados para ~Pexato = (1, 0; 0, 5; 0, 1; 0, 95) e ~P 0 = (5, 0; 0, 95; 0, 95; 0, 1) usando LM.

Iteração τ0 ω ρ1 ρ2 Função objetivo
0 5,0 0,95 0,95 0,1 10,0174
1 5,7602 0,9624 7, 51e− 2 1, 0e − 4 1,7609
2 6, 9969 0, 9952 1, 0e − 4 1, 0e − 4 2, 4828
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
20 9, 1117 0, 9950 1, 0e − 4 1, 0e − 4 2, 4584

Solução exata 1, 0 0, 5 0, 1 0, 95 0, 0

A dificuldade encontrada na convergência para a solução exata no método LM se deve ao platô que existe
no espaço de projeto para valores de τ0 entre 6,0 e 10,0. Neste intervalo, a função objetivo tem uma pequena
variação.

Usando o funcional geral de regularização chamado q-discrepância foi possível obter a convergência para a
solução exata com uma malha espacial discretizada em 4000 intervalos conforme a Tab. (2).
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Tabela 2: Resultados para ~Pexato = (1, 0; 0, 5; 0, 1; 0, 95) e ~P 0 = (5, 0; 0, 95; 0, 95; 0, 1) usando o funcional geral
de regularização (q = 1 e m = 0).

Iteração τ0 ω ρ1 ρ2 Função objetivo
0 5,0 0,95 0,95 0,1 10,0174
1 15,9316 1,1269 0, 9321 1, 0e − 4 2, 8823e− 1
2 21.2195 9.9500e− 1 9.9500e− 1 1, 0e − 4 1.8332e− 2
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
20 1, 0000 0, 4999 0, 0999 0, 9994 2, 7755e− 17

Solução exata 1, 0 0, 5 0, 1 0, 95 0, 0

Nos casos apresentados foram considerados dados experimentais sintéticos sem ruído experimental, i.e. σ = 0
na Eq. (37).

Nos casos em que q = 1 para m = 0, m = 1 e m = 2, respectivamente, observa-se que com o aumento do
valor de m a convergência se torna mais rápida, ou seja, os resultados foram obtidos com um número inferior a
20 iterações.

7. Conclusões

Com a abordagem proposta empregando como termo de regularização no funcional de Tikhonov as distâncias
de Bregman construídas com momentos da q-discrepância foi possível resolver o problema inverso de estimativa
de propriedades radiativas mesmo usando estimativas iniciais distantes do valor real que com o método de
Levenberg-Marquardt não levavam à convergência do método.
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Abstract. The solution of inverse radiative transfer problems has several relevant applications, not only in engineering,

but in many different areas such as astrophysics, physical oceanography (optical hydrology), remote sensing and atmo-

sphere/hydrosphere optics, among many others. When formulated implicitly inverse radiative problems usually require the

minimization of a cost functional related to the squared residues between an observable quantity and the calculated value

for such quantity. As inverse problems are usually ill-posed they are affected by noise present in the experimental data.

An effective strategy is to replace the original inverse problem of interest by another one that is close to the former but

is less affected by the experimenmtal data noise. Such approach was put foward by Tikhonov. In Tikhonov’s approach is

developed a regularized functional. In the present work we build a family of regularizing terms using Bregman’s distances
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constructed using moments of a q-discrepancy functional. Such approach is applied for the solution of inverse radiative

transfer problems. In these problems we are interested in the estimation of the single scattering albedo, optical thickness

and inner boundary diffuse reflectivities in a one-dimensional participating medium. Only experimental data acquired by

external detectores is considered. As experimental data we consider the intensity of the exit radiation as a function of

the polar angle.

Keywords: radiative transfer, inverse problem, deterministic optimization method, Bregman’s distances, moments of

the q-discrepancy.
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