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Resumo. A solucio de um grande mimero de problemas inversos, nao apenas em engenharia bem como em
outras dreas particularmente importantes tais como a astrofisica, oceanografia fisica (hidrologia dptica), sensoria-
mento remoto e radiagdo atmosférica entre outras, parte da solug¢ido da equagdo de transferéncia radiativa. Quando
empregam-se formulagdes implicitas para resolver os problemas inversos em transferéncia radiativa em meios par-
ticipantes unidimensionais com a aplica¢cdo de métodos de otimizagdo local, procura-se minimizar o funcional dos
residuos quadrados entre os valores calculados e as medidas experimentais. Como os problemas inversos sao matem-
aticamente mal-postos devido ao ruido presente nos dados experimentais, utiliza-se a nog¢do de reqularizagdo que
tem por objetivo limitar o efeito do aumento do erro proveniente dos dados. O funcional de Tikhonov tem sido
usado em diversos trabalhos como termo de regularizacdo. Neste trabalho propéem-se resolver o problema inverso
usando um outro funcional, denominado q-discrepdncia, advindo de uma familia de termos de regularizagdo onde é
utilizado o conceito de distdncias de Bregman. No problema inverso em questao, tem-se interesse na determinac¢@o
da espessura optica, do albedo de espalhamento simples e das reflectividades difusas na parte interna das superficies
de contorno do meio. Sao empregadas medidas experimentais da intensidade de radiacao que sai do meio como uma
fungdo do dngulo polar.

Palavras chave: transferéncia radiativa, problema inverso, método de otimizacao deterministico, distdncias de

Bregman, momentos da q-discrepdncia.
1. Introdugao

A solugdo de um grande ntamero de problemas inversos, ndo apenas em engenharia (Varma and Mengiig,
1989; Anderson et al., 1989; Howe and Yang, 1993; Carita Montero et al., 2001; Kauati et al., 2001) como em
outras areas particularmente importantes tais como a astrofisica (Schuster, 1905; Menzel, 1966), oceanografia
fisica - hidrologia optica - (McCormick, 1992; Yi et al., 1992; Mobley, 1994; McCormick, 1996; Stephany et al.,
2000), sensoriamento remoto (Ramos et al., 1999) e radiagdo atmosférica (Kondratyev et al., 1992) entre outras,
parte da solugao da equacgao de transferéncia radiativa.

Os problemas inversos, segundo Tikhonov e Arsenin (Tikhonov and Arsenin, 1977) sdo matematicamente
mal-postos no sentido definido por Hadamard (Hadamard, 1923), isto é, as condigbes de existéncia e unicidade
das solugoes e estabilidade (suavidade) dos problemas direto e inverso ndo podem ser asseguradas. Isso faz com
que os problemas inversos sejam de dificil resolugao.

Resolve-se isto com a flexibilizagao da nogao de solucao, procurando-se, nao uma solugao interpolante, mas
uma aproximagao.

Caso, no problema inverso, a segunda condi¢ao nao seja satisfeita, sao buscadas restrigoes adicionais que
levem & escolha de uma tnica solugao.

A terceira condigao para os problemas inversos é tecnicamente a mais complexa. Pode-se falar de suavidade
ou continuidade. E comum entre aqueles de Tipo II e III (Silva Neto and Moura Neto, 1999) ter-se problemas
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Figura 1: Meio participante unidimensional sujeito & radiagao isotropica.

inversos que sao mal-condicionados.

E neste contexto que entra o conceito de regularizacio em que se busca um problema proéximo ao original,
mas que seja melhor condicionado.

O método da regularizagao consiste na determinagao da solu¢ao aproximada mais suave compativel com os
dados de observagdo, para certo nivel de ruido. A busca da solugdo mais suave (regular) é uma informagao
adicional, que transforma o problema mal-posto num problema bem-posto.

Similar & bem conhecida técnica de regularizacao de Tikhonov, neste trabalho é proposta a solugao do
problema inverso usando um termo de regularizacdo que foi denominado g-discrepdncia. As distancias de
Bregman usadas estao baseadas na medida de Csiszar (Csiszar, 1991).

Neste problema inverso em transferéncia radiativa tem-se interesse na determinacao da espessura oOptica, do
albedo de espalhamento simples e das reflectividades difusas na parte interna das superficies de contorno do
meio.

Sao empregadas medidas experimentais da intensidade de radiacao que sai do meio como uma funcao do
angulo polar.

2. Problema direto em transferéncia radiativa

O fenoémeno associado com a interagao de radiacao em um meio participante, representado esquematicamente
na Fig. (1), isto &, meio absorvedor, emissor e espalhador é normalmente resolvido pela equacao linearizada de
Boltzmann, adimensionalmente escrita como (Ozisik, 1973)

OI(T, 1) w [!
p 20 g =% [ sy + () 1)
T -1
com as seguintes condi¢oes de contorno
1
100,1) = fi (1) + 21 / 10, ~p)ldi, >0 (2)
0
e
1
I(10, 1) = folp) + 2p2/ I(ro, p")p'dp/, <0 (3)
0

onde I é a intensidade da radiagao, 7 é a variavel 6ptica, 79 é a espessura dptica do meio, p é o cosseno do
angulo formado entre o eixo-7 positivo e a diregao da intensidade de radiagao, ou seja, o cosseno do angulo
polar, w é o albedo de espalhamento simples, f; e f5 sao as intensidades de radiacao incidente, respectivamente,
emT=0e7T =7y . As reflectividades difusas nas superficies 7 = 0 e 7 = 79 na parte interna ao meio sdo dadas,
respectivamente, por p; e pa, e S(7, 1) é o termo fonte.

Os efeitos devidos a uma possivel diferenga dos indices de refragdo do meio em estudo com relagao a sua
vizinhang¢a nao sao levados em consideracao.

Sendo as condigoes de contorno e as propriedades materiais conhecidas, o problema direto (1-3) pode ser
resolvido fornecendo, entao, os valores da intensidade da radiagao em todos os pontos do dominio espacial e
angular.

3. Problema inverso em transferéncia radiativa

O problema inverso em transferéncia radiativa é aquele em que as propriedades do meio, o termo fonte ou
as condigoes de contorno sdo desconhecidas, mas valores, informagoes da intensidade da radiagdo (ou de seus



Proceedings of the ENCIT 2004, ABCM, Rio de Janeiro — RJ, Brazil — Paper CIT04-060/

Br(p,q)

= T A
v

- SRR R R R R R RN

Figura 2: Representacao gréfica da distancia de Bregman. [FONTE: adaptada de Butnariu and Iusem, 1999].

momentos, onde o momento zero ¢ a densidade da radiagido e o primeiro momento é o fluxo radiativo) estao
disponiveis, podendo-se, entéo, tentar estimar as grandezas desconhecidas (Silva Neto and McCormick, 2002).

No problema inverso considerado, a espessura 6ptica 7, o albedo de espalhamento simples w e as reflectivi-
dades difusas p; e ps sao desconhecidas. Como nao se pode medir estas propriedades diretamente, sao medidas
as intensidade da radiacao que sai do meio em 7 =0 e 7 = 7¢, para diferentes 4ngulos polares, e a partir desta
informagao procura-se resolver o problema inverso.

Utilizando os dados medidos Y;, ¢ = 1,2, ..., Ng, determinam-se os elementos do vetor de incégnitas P que
é definido como
ﬁ: (T03w7p15p2)T (4)

onde o superescrito T' é indicativo da transposta.
4. Solucao do problema inverso com o funcional de Tikhonov

Os problemas inversos de transferéncia radiativa formulados implicitamente requerem a minimizacao de uma
funcao objetivo representada pelos minimos quadrados entre os valores calculados e observados de tal medida.

Como o numero de dados experimentais disponiveis N4 é superior ao ntmero da pardmetros N; a ser
estimado, o problema inverso é resolvido como um problema de otimizacdo de dimensdo finita (Silva Neto
and Moura Neto, 1999), onde procura-se minimizar o funcional dos residuos quadrados mais um termo de
regularizagao.

A nocao de regularizacao tem o objetivo de limitar, na solu¢ao do problema, o efeito do aumento do erro
proveniente dos dados, através de uma alteracao do problema.

Para a solugao do problema inverso foi usado o método de Levenberg-Marquardt, que é semelhante ao uso
do funcional de Tikhonov com o termo de regularizacdo quadratico (Silva Neto and Moura Neto, 1999). A
aplicagao deste método na solugao de problemas inversos foi descrita com um razoavel grau de detalhamento
(Pinheiro, 2001), néo sendo aqui repetida.

4.1. Distancia de Bregman

A distancia de Bregman (Bregman, 1967) pode ser interpretada como uma medida da convexidade de F'(-).
A representagao grafica de F(+), bem como a medida da convexidade de F(-) é mostrada na Fig. (2). No caso
unidimensional, a distancia de Bregman é facilmente visualizada: desenhe uma linha tangente a F' passando
pelo ponto ¢, a distancia de Bregman Br(p, q) é a distancia vertical entre esta linha e o ponto F(p) (Butnariu
and Tusem, 1999; Della Pietra et al., 2001; Lafferty et al., 1997).
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4.2. Momentos da ¢-discrepincia

As distancias de Bregman Dm7q(ﬁ, ]3R) usadas foram construidas a partir da medida de Csiszar (Kapur
and Kesavan, 1992), que foi denominada ¢-discrepdncia. O funcional do momento de i-ésima ordem m da
g-discrepdncia 1, q é definido como
o d 1— pq
g (P) =Y pi'—" (5)
i=1 q

Este funcional representa o desvio do valor esperado de cada propriedade do meio p; elevado a uma poténcia
q das informagoes da intensidade da radiacao disponiveis no problema inverso. O nimero ¢ é um ndmero real,

variavel, sendo tomado como g > 0.
4.3. Termo de regularizagao

Neste trabalho é proposta a solucao do problema usando um outro funcional, que foi denominado g-
discrepdncia, advindo de uma familia de termos de regularizacao onde é utilizado o conceito de distancias
de Bregman (Bregman, 1967)

Q(P) = [leate;(P) = YiJ* + @Dy 4(P, PF) (6)

i=1
que de outra forma pode ser escrito como
Q(P) = F'F + aD,, ,(P, P®) (7)

onde I.qi, € Y; sao respectivamente as intensidades calculadas e medidas que saem do meioem 7 =0e 7 =Ty
e os elementos de F' sao dados por

Fi: calci(ﬁ)_Y; i:172)'-'aNd (8)
ou na forma,
Icalcl - Yl
- Ical52 - Y2
F= : 9)

IcalcNd - YNd

O parametro de regularizacao « fornece um ajuste para a precisao e a estabilidade da solugao, sendo nor-
malmente um valor pequeno, e Dy, ,(P, P?) ¢ a distancia de Bregman entre P e P®, definida como

Dmyq(PvPR) = Dmyq[nm,q(P)vnmyq(PR)]
= Dng(P) = 1y (PR) = (Vi o (PF), P = PR (10)
onde .
= Om.q(PT) _ {377m,q IMim.q 9Mim.q }
e PR Ip1 ﬁR, Ip2 ﬁR, ’ Ipn, PR

€ Nm,q ¢ uma fungdo de Bregman (Della Pietra et al., 2001).
A variante do funcional de Tikhonov é o método de Levenberg-Marquardt, que resulta em

Ng
Q(P) = [leaie,(P) = Vi) + a(P — PR)? (11)
i=1
A solucao do método de Levenberg-Marquardt é baseada na minimizagao do funcional dado pela Eq. (11).
Sao introduzidas, neste ponto, notagoes que serao usadas no decorrer do desenvolvimento das equagoes

N oD o _,
D= Dm,q(Pva); Dﬁ = a_p; Q = Q(P), Icalci = lecalc; (P)

Aplicando o funcional nmyq(ﬁ), definido na Eq. (5), na distancia de Bregman Eq. (10), obtém-se

N; N; q N; N; q
m 1 —Dpf g1 —pf Ry O rm 1 —pg
T S LT RN g 12
=1 =1 =1 k=1
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A forma final da distancia de Bregman pode ser escrita como

N; N; q N; m—1
S o l=p! S pml-pf - m1 [ m—(m+q)pf
T D S ST M W (A ®
=1 =1 =1

5. Minimizacao do funcional de Tikhonov

Para minimizar o funcional dado pela Eq. (6), aplicando-se a Eq. (13), escreve-se a equagao do ponto critico,

dQ(P dQ(P
Q(_,)ZO — @ ):07 7=12...,N; (14)
OP Ip;
A dlferen(:lal , com relacao a cada incégnita do problema, pode ser escrita na forma

Ol qie, (P) ta 0Dy o(P, PR)

aQ ~
a_ - 2 calcl P =0
Op1 Z v op1 Op1
_ O ate, (P dD,, (P, PR
9Q 22 Leaie,(P) — Y] zl()+ al ) _ o
Op2 Op2 Op2
~ 0l qic oD,, P PR
__) 22 Loate, (P) = Y]] lw()_i_ al )_0
Opj Opj Opj
N4 5 SR
0 ~ Ol eqie, (P 0D, P P
_Q N QZ[IC‘”C%(P)_Y;] lz( )+ q( )_0
apN-L i—1 apN-L apN
ou, na forma geral
" aIcalc ( ) aD7n (P P ) .
72 Teaie; (P) — Y] + 4 =0, j=12,...,N; (15)
617] Z Ip; Ip;
A Eq. (15) pode, ainda, ser reescrita do seguinte modo
JTF+aDs=0 (16)
onde a matriz Jacobiana é definida como
61(,’(1 C
Jpg = —er 21,2, Ny, s=1,2,...,N; (17)
Ips
sendo que J e D podem serem escritos na forma matricial, respectivamente, na forma
Olcalcy Olcalcy Olcalcy
Op1 Op2 T OpN;
Olcalc, Olcaley Olcalc,
J = op1 Op2 T opn; (18)
6Ic'a.lctNd alc..a'lc.Nd 6Ic.a'lchd
Ip1 Op2 T Opn,
e
9D
Op2
Dp= . (19)
oD
6pN,L

O F é expandido em uma série de Taylor, sendo apenas retidos os termos até a primeira ordem

F(P™1) = F(P") 4+ J"AP" (20)
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onde
Prt = Py AP

sendo n o contador de iteragoes.

(21)

Também é feita uma expansao de Taylor para o termo de regularizacao (aD ), onde também sao mantidos

apenas os termos até a primeira ordem.
Dy(P"*Y) = Ds(P") + J"AP"

onde os elementos da matriz Jacobiana de D sao dados por

oD
JDst:—pS, s=1,2,...,N;, t=1,2,....N;
Opy
Como
oD
Ps — O 521725"'3Ni
Ops

os elementos da matriz Jp correspondem a
0 ( oD
apt aps

Dsy —

), 821,2,...,Ni, t:1,2,...,Ni

Agora, deriva-se a distancia de Bregman dada pela Eq. (13) com relagdo as incognitas do problema

0D (P, PR (m—=(m+@p]\  puos (m—(m+apf
— a9 — Dy - | —Pj e —
Op; q q

A Eq. (26) pode ser reescrita como

OD _mpy ™! — (mA @)yt g (m — (m+q)p” )

Ops q * q
Entao,
K2 (G_D) _ 0 [mPTl - (m+q)p’s”+ql]
Op: \ Ops Opt q
KA <3D> B [m(ﬂ”bl)p?2 (m+q)(m+q1)p2”+q2} 5
Opr \ Ops q B
Logo,
_ _ — q
ai<gD> ?Q[m(m D= (m+g)(m+g 1)p8]55t, s=1,2,...,N;, t=1,2,...,N,
Dt Ps q
ou seja,

9 <8D> _ { 6627? = pin2 [m(mfl)*(mJgtJ)(erqfl)pi’} se §—
Ipt \ Ops 0 se s#t
entao,
o0
Jp = %21-01:3) ;
0 0 gpf

Levando as Eqgs.(20) e (22) na Eq.(16), obtém-se

TV (F" 4+ AP + a (D% + JRAP") = 0

(22)

(23)

(26)

(27)

(30)

(31)

(32)
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Logo,
(JV T+ @B AP = —(J" F" 4 aD') (34)

A solugéo da Eq. (34) fornece corregdes para os valores das incognitas a serem utilizadas no procedimento
iterativo sendo esta solugao representada formalmente por

— T -1 T
AP = — [ an)} (J"F" 4 aDT) (35)

Um procedimento iterativo pode entao ser construido para a determinagao do vetor de incoéognitas P que
minimize o funcional Q sendo conhecidos os dados experimentais, Y;, e valores calculados, I;, que dependem
das incognitas a serem determinadas, P.

Partindo-se de uma estimativa inicial ]30, sao calculadas, de forma seqiiencial, corregoes obtidas a partir da
Eq. (35), ou em alguns casos da solucao direta do sistema (34), sendo as novas estimativas para o vetor de
incognitas Prtl = pn 4 AP obtidas, calculando-se as corregoes AP" com a Eq. (34), até que um critério de
parada

APr

<e  i=1,2,....N; 36
2 € i (36)

seja satisfeito, onde € é um nimero pequeno, por exemplo, 1075 e n é um contador de iteracdes.
Ao longo do procedimento iterativo, busca-se reduzir o parametro de regularizacao o para que ao se atingir
a convergéncia tenha-se a solugao do problema original.

6. Resultados numeéricos e discussoes

Como dados reais nao estavam disponiveis, foram gerados dados experimentais sintéticos da intensidade da
radiagao que sai do meio, Yedido, & partir da adigao de erros aleatorios e apresentando distribuigao normal com
média zero e desvio padrao o, as intensidades Ie;q10, calculadas pela solugao do problema direto com valores
exatos de 79, w, p1 € pa, i.c.

Ymedido = Iexato +oe (37)

E considerado que para cada ponto de colocacdo empregado na quadratura Gauss-Legendre (Abramowitz
and Stegun, 1970), um dado experimental possa ser obtido de forma que o nimero total de dados experimentais
é idéntico & ordem da quadratura, i.e., Ny = N, onde N = 20 (Pinheiro, 2001).

Inicialmente, o problema inverso foi resolvido para alguns casos-teste empregando o método de Levenberg-
Marquardt (LM).

No exemplo foi assumido o vetor da solugao exata como sendo Porato = (1,0;0,5;0,1;0,95) e a estimativa
inicial como sendo P° = (5,0;0,95;0,95;0,1). Neste caso, nao foi considerada uma fonte interna ao meio termo
fonte, i.e. S(r,p1) =0 na Eq. (1). O LM néao convergiu para a solugao exata. Os resultados sdo apresentados
na Tab. (1).

Tabela 1: Resultados para P.yqto = (1,0;0,5;0,1;0,95) ¢ P° = (5,0;0,95;0,95;:0,1) usando LM.

Tteracao T0 w 1 02 Funcao objetivo
0 5,0 0,95 0,95 0,1 10,0174
1 5,7602 | 0,9624 | 7,5le—2 | 1,0e — 4 1,7609
2 6,9969 | 0,9952 | 1,0e—4 | 1,0e —4 2,4828
20 9,1117 | 0,9950 | 1,0e—4 | 1,0e —4 2,4584
Solugao exata 1,0 0,5 0,1 0,95 0,0

A dificuldade encontrada na convergéncia para a solugao exata no método LM se deve ao platoé que existe
no espago de projeto para valores de 7y entre 6,0 e 10,0. Neste intervalo, a fungao objetivo tem uma pequena
variacao.

Usando o funcional geral de regularizagao chamado g¢-discrepancia foi possivel obter a convergéncia para a
solugdo exata com uma malha espacial discretizada em 4000 intervalos conforme a Tab. (2).
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Tabela 2: Resultados para Pogaro = (1,0;0,5;0,1;0,95) ¢ PO = (5,0;0,95;0,95;0, 1) usando o funcional geral
de regularizagéo (¢ =1 e m = 0).

Tteracao To w 1 02 Funcao objetivo
0 5,0 0,95 0,95 0,1 10,0174
1 15,9316 1,1269 0,9321 1,0e — 4 2,8823e — 1
2 21.2195 | 9.9500e — 1 | 9.9500e — 1 | 1,0e — 4 1.8332e — 2
20 1,0000 0,4999 0,0999 0,9994 2,7755e — 17
Solugao exata 1,0 0,5 0,1 0,95 0,0

Nos casos apresentados foram considerados dados experimentais sintéticos sem ruido experimental, i.e. o = 0
na Eq. (37).

Nos casos em que ¢ = 1 para m = 0, m = 1 e m = 2, respectivamente, observa-se que com o aumento do
valor de m a convergéncia se torna mais rapida, ou seja, os resultados foram obtidos com um nimero inferior a
20 iteragoes.

7. Conclusoes

Com a abordagem proposta empregando como termo de regularizacao no funcional de Tikhonov as distancias
de Bregman construidas com momentos da g-discrepancia foi possivel resolver o problema inverso de estimativa
de propriedades radiativas mesmo usando estimativas iniciais distantes do valor real que com o método de
Levenberg-Marquardt nao levavam a convergéncia do método.
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Abstract. The solution of inverse radiative transfer problems has several relevant applications, not only in engineering,
but in many different areas such as astrophysics, physical oceanography (optical hydrology), remote sensing and atmo-
sphere/hydrosphere optics, among many others. When formulated implicitly inverse radiative problems usually require the
minimization of a cost functional related to the squared residues between an observable quantity and the calculated value
for such quantity. As inverse problems are usually ill-posed they are affected by moise present in the experimental data.
An effective strategy is to replace the original inverse problem of interest by another one that is close to the former but
is less affected by the experimenmtal data noise. Such approach was put foward by Tikhonov. In Tikhonov’s approach is
developed a regularized functional. In the present work we build a family of reqularizing terms using Bregman’s distances
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constructed using moments of a q-discrepancy functional. Such approach is applied for the solution of inverse radiative
transfer problems. In these problems we are interested in the estimation of the single scattering albedo, optical thickness
and inner boundary diffuse reflectivities in a one-dimensional participating medium. Only experimental data acquired by
external detectores is considered. As experimental data we consider the intensity of the exit radiation as a function of
the polar angle.

Keywords: radiative transfer, inverse problem, deterministic optimization method, Bregman’s distances, moments of
the q-discrepancy.
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