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Resumo: Este trabalho apresenta uma revisdo enfocando sistemas de medi¢do de propriedades termofisicas de materiais com
aplicagdo ao Método Flash Laser. A revisdo apresenta uma nova forma de tratamento dos problemas frequentemente encontrados
nestas técnicas. Foi desenvolvida uma modelagem fisico-matematica onde a solugdo inversa da equagdo de difusdo térmica, obtida
a partir da aplicagdo de um algoritmo de otimizacdo, baseado no método das coordenadas descendentes (Luenberger, 1984), tem
[por objetivo minimizar a fung¢do desvio entre os resultados experimentais e a solugdo numérica. As variaveis de busca secundarias
do modelo foram ajustadas a bancada de medi¢do de propriedades termofisicas pelo Método Flash Laser do Centro de
Desenvolvimento da Tecnologia Nuclear — CDTN. As vantagens deste tipo de formulagdo fisico-matematica, proposta para o
Método Flash Laser, sdo: determinag¢do simultdnea da difusividade térmica, calor especifico e condutividade térmica do material;
eliminagdo dos métodos de corre¢do propostos na literatura; possibilidade de aplica¢do da modelagem fisico-matematica em
outros métodos para determinagdo de propriedades termofisicas, considerando um menor grau de simplifica¢do das condigdes
iniciais e de contorno, conferindo maior adequabilidade do modelo matemadtico ao experimento, um maior significado fisico aos
resultados e consequente diminuicdo das incertezas.

Palavras-chave: Modelagem Fisico-Matematica, Determinagdo de Propriedades Termofisicas, Método Flash Laser, Solugdo
Inversa do Problema de Difusdo de Calor, Algoritmos de Otimizagdo.

1. Introducao

As propriedades termofisicas de materiais retratam o comportamento das interagdes intermoleculares da matéria em
processos de transporte de energia. Assim, tais propriedades sdo importantes na caracterizacdo e distincdo dos
diferentes tipos de materiais, visando a adequabilidade de determinados tipos em detrimento de outros.

Os avangos atuais na area de novos materiais (metalicos, cerdmicos, compositos, biomateriais etc.) e as suas
aplicacdes industriais, em tecnologias de ponta e nas faixas mais extremas de temperatura, t€m mostrando a importancia
da determinacdo das propriedades termofisicas destes materiais (difusividade térmica, condutividade térmica, calor
especifico) em funcdo da temperatura (Feit e Shaw, 1991).

Os varios métodos existentes para determinagdo de difusividade térmica sdo baseados na natureza do processo de
transferéncia de calor em regime transiente, podendo ser uma analise de fluxos de calor periédicos ou de fluxos de calor
ndo periddicos. Alguns inconvenientes como longo tempo requerido na realizagdo das medic¢des, necessidade de
amostras grandes do material ou ainda elevados percentuais de incertezas de medi¢ao, impdem limitagdes na aplicagdo
de alguns destes métodos para determinagdo de propriedades termofisicas.

O Meétodo Flash Laser, apresentado e discutido primeiramente por Parker et. al. (1961), ¢ baseado na solucdo
analitica da equacdo de difusdo térmica unidimensional. O método analisa os resultados de um experimento no qual
uma amostra cilindrica, sob condigdes de contorno adiabaticas, ¢ submetida a um impulso inicial de energia em uma das
faces. A variagdo no perfil de temperatura da face oposta ¢ medida durante o periodo de teste que ¢é de
aproximadamente 3 segundos. Com base na curva de temperatura, obtida experimentalmente, a difusividade térmica é
determinada a partir da espessura da amostra e do tempo no qual a temperatura na face oposta atinge a metade da
variagdo maxima de temperatura.

Apesar das inumeras vantagens do método flash laser, algumas obstaculos experimentais vem sendo encontrados. A
solugdo analitica da equacdo de difusdo térmica, proposta por Parker et al. (1961), impde algumas simplificagdes que
induzem a limitagdes de ordem fisica. Os problemas sdo basicamente gerados pela dificuldade em fornecer as condigdes
iniciais e de contorno exigidas pelo método. Algumas solugdes corretivas sdo relatadas e discutidas, na literatura, com o
intuito de amenizar as principais dificuldades. As principais corre¢des apresentadas sdo:

° influéncia da forma do pulso de energia emitido pelo laser, (Parker et al., 1961; Heckman, 1972; Grossi 2003;

Grossi et al. 2002);

° efeito do tempo de pulso finito do laser, que teoricamente deve ser infinitesimal, em relacdo ao transiente de
temperatura na face oposta da amostra, (Grossi 2003; Grossi et al. 2002; Cape e Lehman, 1963; Taylor e Cape,
1964; Heckman, 1972; Takahashi e Murabayashi, 1975);
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° efeito do aquecimento ndo uniforme da amostra, (Takahashi e Murabayashi, 1975);
° incerteza na medic¢do da variagdo de temperatura na face oposta (Grossi 2003; Grossi et al. 2002; Taylor, 1978);
° efeito das trocas térmicas entre a amostra ¢ o ambiente durante o experimento, (Parker ¢ Jenkins, 1962; Cowan,

1962; Cape e Lehman, 1963; Watt, 1966; Heckman, 1972; Grossi 2003; Grossi et al. 2002).

Os modelos adicionais propostos estdo voltados para a corre¢do dos efeitos citados acima. Por se tratar de ajustes a
posteriori, em sua maioria requerem tempo excessivo ¢ dificeis formas de implementagéo, e desta forma, ndo se t€m
notado avangos significativos no desenvolvimento do Método Flash Laser.

Os objetivos principais deste trabalho sdo apresentar de um modelo fisico-matematico que revisa e propde uma
nova forma de tratamento dos problemas freqlientemente encontrados em técnicas de determinacdo de propriedades
termofisicas e uma aplicagdo desta revisdo ao método Flash Laser.

2. Aplicacao do Modelo Fisico-Matematico ao Método Flash Laser

A motivagdo para propor uma revisdo ou reavaliagdo para o Método Flash Laser estd vinculada aos problemas
encontrados ao se propor uma montagem experimental para medicdo de propriedades termofisicas baseada na
metodologia apresentada por Parker et al. (1961).

Grossi (2003) apresenta uma metodologia de analise de sistemas experimentais de determinagdo de propriedades
termofisicas que divide a montagem em trés modulos: fonte de calor, amostra e sistema de medicdo de temperatura. A
Figura. 2.1 visualiza os médulos da bancada experimental do Laboratorio de Medicao de Propriedades Termofisicas do
Centro de Desenvolvimento da Tecnologia Nuclear - LMPT/CDTN

Feixe de Laser Sinal do sensor de temperatura

. ; Forno e porta amostra . .
Fonte de Energia - Laser CO, Sistema de Medigao

Figura 2.1 - Esquema da Bancada de Medi¢do de Propriedades Termofisicas de Materiais através do Método Flash
de Laser do LMPT-CDTN.

Esta divisdo permite atuar de uma forma mais eficaz nos emergentes problemas decorrentes das limitagdes praticas
de cada montagem experimental.

Modelos fisicos que consideram diferentes processos fisicos como transformacdo de energia elétrica em térmica,
transferéncia de energia para a amostra (por condugdo ou radiagdo), difusdo de calor no interior da amostra e
transformagdo de energia térmica em elétrica (no processo de medigdo dos transientes de temperatura) sdo condensados
em uma estrutura matematica que busca uma otimizagao de todas as variaveis envolvidas nos processos.

Grossi et al. (2004) e Grossi (2003) apresentam as principais variaveis relativas aos processos fisicos envolvidos
em aplicacdes praticas do Método Flash Laser. Uma estrutura matematica obtida a partir da aplicagdo de um algoritmo
de otimizacdo, baseado no método das coordenadas descendentes (Luenberger, 1984), minimiza o desvio entre os
transientes de temperatura experimentais ¢ os obtidos a partir das simulagdes numéricas obtidas por técnicas de volumes
finitos (Patankar, 1980) no mddulo referente & amostra e técnicas de identificacdo de sistemas (Aguirre, 2000) nos
moédulos de fonte de calor e sistema de medigdo de temperatura. As simula¢des numéricas consideram faixas de valores
para as condigdes iniciais, de contorno e experimentais que mais se adaptem modelo fisico utilizado pelo Método Flash
Laser. Assim, as simplifica¢des propostas por Parker et al. (1961) ndo necessitam serem feitas, pois os fenomenos e
processos fisicos, objeto das simplificagdes, agora estdo incorporados ao modelo fisico-matematico. A formulagio para
o problema € concretizada da seguinte forma:

Min f(x) sendo x=[k,p,c,, T, ¢, ¥, L& 01" (2.1)

onde x ¢ o vetor que contem as variaveis de busca associadas aos fendmenos fisicos presentes em processos de
determinag@o de propriedades termofisicas. A variavel ¢ ¢ a forma do pulso laser, ¥ ¢ o coeficiente caracteristico de
trocas térmicas, I1 é o coeficiente amplitude do transiente da solugdo numérica, relativo & composi¢do do valor da
energia entregue a amostra ¢ das perdas de amplitude introduzidas pelo sistema de medi¢do de temperatura, € é a
emissividade da superficie da amostra e o € a absortividade da face frontal da amostra.
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A fung@o objetivo, f(x), € uma fun¢do discreta no tempo, definida como:
t=t,
2
£ = D [Te(0) - Ty (0] (22)
t=0

onde t ¢ que se comporta como uma variavel discreta (sendo incremento temporal definido pela freqiiéncia de
amostragem do sistema de medi¢o), Tg representa os valores de temperatura experimentais na face oposta e Tsy sdo os
valores de temperatura na face oposta obtidos pelas solugdes numéricas baseadas em técnicas de volumes finitos (para o
processo difusivo na amostra) e técnicas de identificacao de sistemas (para os processos de aplicagdo do fluxo de calor e
medicdo de temperatura).

A minimizacdo de f(x) estd sujeita a restricdes que sdo impostas para conferir uma interpretagao fisica confiavel aos
resultados. Sendo assim, uma estimativa inicial da faixa mais provavel para os valores das variaveis do problema
possibilita uma convergéncia mais rapida e garante uma interpretagio fisica para os resultados. O niimero de faixas e o
tamanho de cada uma irdo depender da quantidade de informagdes que se tem a respeito do material, da influéncia das
alteragdes de cada variavel e da velocidade que se deseja para a convergéncia. Dessa forma, um processo de restricdo
que considera os valores mais comumente encontrados ou esperados, define as faixas de variacdo das variaveis,
aplicadas aos interesses deste trabalho. Essas faixas sdo apresentadas a seguir:

Condutividade térmica (k): o espectro para esta propriedade esta entre 10° ¢ 10° [W/(m.K)], abrangendo desde
materiais altamente condutores, até os altamente isolantes.

Densidade (p): os valores de densidade dos materiais se encontram na faixa entre 10* ¢ 10° [kg/m’] que é
relativamente pequena, sendo que para a maioria dos casos é da ordem de 10°.

Calor especifico (c ,): em geral assume valores da ordem de 10° e 107 [J/(kg.K)], representando a capacidade de
retencdo de energia na estrutura do material.

Estas trés primeiras variaveis influenciam diretamente no valor da difusividade térmica do material, portanto
merecem uma atengdo especial, pois estimativas incorretas podem comprometer a interpretagdo fisica do processo de
solugdo do problema inverso. Sendo assim, estas variaveis sdo consideradas variaveis de busca primarias do processo de
otimizagdo. As variaveis mostradas a seguir serfio consideradas variaveis de busca secundarias ou de influéncia indireta.
Para as demais variaveis secundarias também devem ser estabelecidas faixas de dominio para os seus valores:

Tempo de duragdo do pulso laser (t): possui um valor relativamente bastante estavel em torno de 0,1 s. Estima-se
que sua incerteza esteja na faixa de 5% (Grossi, 2003).

Forma do pulso laser (¢): esta variavel pode representar diferentes tipos de perfis de irradiacdo da superficie da
amostra. Os perfis mais representativos sao os triangulares, os paraboélicos e os trapezoidais.

Coeficiente caracteristico de trocas térmicas (W): variavel que modifica o transiente de temperatura de maneira
similar a trocas térmicas. E efetivamente a composi¢do coeficiente global de transferéncia de calor (h ), cujo valor
inicial poder ser calculado para os trés modos de transferéncia de calor, e as alteragcdes causadas pelo sistema de
medigdo, como por exemplo a saturagdo do sensor, que podem causar na saida um efeito similar ao de perdas de calor
muito elevadas. Por este tipo de efeito nos resultados ocorrer de forma isolada, ele é de facil deteccdo, sendo que
estimativas iniciais inexatas ndo comprometem a solugao final do problema inverso.

Coeficiente de amplitude do transiente da solugdo numérica (IT): variavel que afeta a magnitude do transiente de
temperatura. E determinada pela composi¢do de P ., cujo valor pode ser variado e medigdes instantineas sdo
realizadas por uma célula Peltier, e as variagdes de amplitude introduzidas pelos efeitos do sistema de medicdo de
temperatura.

Emissividade e Absortividade superficial da amostra (g € o,ps): possuem valores adimensionais que podem variar
entre 0 e 1. Para faixas estreitas de variagdo de comprimento de onda, os valores de emissividade e absortividade podem
ser considerados iguais, representando, respectivamente, a eficiéncia na qual a radiacdo infravermelha é emitida para o
sensor de temperatura e a eficiéncia de absor¢do da energia emitida pelo laser. A solugio numérica condensa estas duas
varidveis em uma s6 que influencia diretamente na amplitude do transiente na face oposta.

De uma maneira generalizada, a influéncia do sistema de medi¢do ¢ minimizada ao ser incorporada pelas variaveis
¢, W e I1, que realizam um tratamento similar a aplicacdo de um filtro inverso no transiente de temperatura.

O método das coordenadas descendentes tem como principal objetivo encontrar um valor 6timo, para cada das
variaveis de busca, que minimiza a fungdo objetivo. A procura ¢é realizada individualmente para cada uma das variaveis,
podendo realizar a otimizagdo de uma forma ciclica até que se atinja um valor minimo exigido para a fung@o objetivo.

Grossi et al. (2002) realizou um trabalho similar, entretanto mais simplificado. Utilizando como parametros as
mesmas varidveis mostradas na Eq. (2.1), obteve, sem utilizar uma técnica de otimizagdo, uma curva bem mais proxima
da obtida experimentalmente. Realizou também uma comparagdo dos erros percentuais, nos pontos de amostragem,
entre as curvas experimental e simulada (de maneira similar ao que faz a funcdo objetivo, Eq. (2.2). Entretanto ndo
correlacionou estes resultados com valores das propriedades térmicas do material.

A validagdo da técnica mostrada neste trabalho, sera baseada nos dados empiricos fornecidos pela bancada de
medicdo pelo Método Flash Laser descrita por Ferreira et al (2002) e Grossi et al. (2001).
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A Figura (2.2) apresenta um fluxograma da metodologia a ser utilizada pelo modelo fisico-matematico. Uma
implementag¢do computacional do modelo fisico-matematico foi realizado em linguagem Fortran, acoplando, sob a
forma de uma sub-rotina, o programa CONDUCT a um programa principal de Otimiza¢do que visa @ minimizag¢ao da
fungdo objetivo dada pela Eq. (2.1). O programa desenvolvido que foi adaptado / configurado para o Método Flash
Laser. Realizou-se o ajuste de suas variaveis de busca secundarias as caracteristicas da bancada de medi¢ao. Este
programa esta sendo utilizado também no Laboratério de Medigdo de Propriedades Termofisicas através do Método
Flash Laser, do Centro de Desenvolvimento da Tecnologia Nuclear (CDTN), para a corre¢do dos efeitos de tempo de
pulso finito, forma de pulso, trocas térmicas e influéncia do sistema de medi¢do de temperatura.

( Inicio )

y
Leitura dos Dados Experimentais

y

Leitura das Faixas de valores de cada variavel de busca, aplicaveis as
caracteristicas do Sistema de Medigao de Propriedades Termofisicas

y
Solugdo Numérica da Equagéo de Difusdo de Calor

y

Comparagao da Solugdo Numérica
aos Dados Experimentais

y

Determinacdo de Valores Otimos Locais

. . Satisfez o
Redefini¢do das Faixas de Critério de
cada Varidvel de Busca Convergéncia?

Impressdo dos valores de Propriedades
Térmofisicas da Amostra

Figura 2.2 - Fluxograma do programa de modelagem fisico-matematica aplicada a sistemas para determinagdo de
propriedades termofisicas.

3. Resultados e Discussoes

Com base nos valores medidos de k e p, apresentados nas Tab. (3.1) e (3.2), e no valor de calor especifico estimado
em 440 J/kg.K (com base na literatura) para uma amostra padrao de Ago, foram realizadas simulag¢des do tipo Problema
Inverso. A busca dos valores 6timos consiste em ajustar as variaveis secundarias de busca do modelo fisico-matematico
as caracteristicas da bancada de medicao do CDTN. A Tabela (3.3) apresenta os valores 6timos obtidos a partir deste
ajuste.

Tabela 3.1 - Valores das medidas de condutividade para a amostra padrdo de Ac¢o medidos pelo Laboratério de
Propriedades Superficiais do Departamento de Fisica da UFMG.

Amostra Condutividade Termica obtida Condutividade Térmica Média
(W/m"C) (W/m°C)
23
Aco (Padrao) 26 (28£3)
30
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Os desvios mostrados sdo desvios estatisticos dos valores de condutividade térmica nas varias medidas realizadas e
foram usados para dar uma ideia da flutuagéo nos resultados quando se usa condi¢des diferentes (cargas de 10gr e 50gr)
para a realizagdo das medigoes.

Tabela 3.2 - Valores de dpnsidade da amostra padrao de A¢o medidas pelo CDTN através do Método de Penetracdo e
Imersdo em Agua Deionizada.

Pesonzlaa;ln;;)stra Peso em agua (g) Densidade (kg/m’) Densidade Média (kg/m’)
0,7613 0,6617 7643,5743
0,7613 0,6605 7552,5794
0,7607 0,6595 7516,7984 7552,7931
0,7610 0,6590 7460,7843
0,7613 0,6610 7590,2293

Esta técnica se baseia na diferenca de empuxo entre o peso da amostra no ar € o seu peso na agua.

Tabela 3.3 - Valores 6timos para o ajuste das variaveis secundarias de busca do modelo matematico em relagdo a
bancada de medicao baseado em uma amostra padrdo de Aco.

Variavel de Busca Valor Otimo do Ajuste

0,1
Trapezoidal
19562
150
0,96

O abs 0,96

n e a

A estimativa da variavel 1T se baseou no valor minimo de tempo de pulso que ¢ bastante estdvel em torno de 0,1 s
para esta montagem experimental. A variagdo € estimada em 5% e se deve a inércias mecanicas do sistema de aplicagdo
do pulso como mostrado por Grossi (2003).

A norma ASTM 1461 - 92 adota para a forma de pulso do laser ¢ um perfil de irradiag@o triangular. Entretanto, de
acordo com a natureza mecanica de geragdo do pulso na bancada apresentada, o perfil de irradiagdo 6timo ¢ um perfil
trapezoidal.

A estimativa da varidvel ¥ foi baseada no percentual de decaimento do transiente de temperatura apds o ponto de
temperatura maxima. O valor 6timo encontrado ¢ igual a 19562 onde se estima uma variagdo média de 15% para a sua
faixa de amplitude.

A estimativa para I1 se dé a partir da amplitude do transiente de temperatura. Um valor inicial é dado pela medida
de poténcia do laser, fornecida por uma célula Peltier. O valor de poténcia do laser é variavel e estabelecido de acordo
com o tipo de material ensaiado. A este valor sdo adicionados os efeitos relacionados a variagdo de amplitude do sinal,
induzidos pelas caracteristicas do sistema de medigdo de temperatura. Desta forma, a magnitude da faixa de I possui
uma incerteza de 20% em relagéo ao valor 6timo de ajuste, que ¢ 150.

Para a estimativa dos valores de emissividade ¢ absortividade superficiais das amostras utilizou-se uma
metodologia de tratamento das superficies com uma pre-deposi¢do por vaporizagdo (metalizagdo) com ouro antes da
deposicao de uma finissima camada de "carbon black" / grafite nas superficies das amostras (Joo et al., 2000; Minato et
al., 1997 e Degeldre et al., 1997). Obteve-se a padronizagdo dos valores de absortividade e emissividade das amostras,
que passaram a ser igual aos da camada de carbono. De acordo com MIKRON (2003) a emissividade e a absortividade
da grafite, para a faixa de comprimento de onda de interesse desse artigo sdo iguais a 0,96.

Para melhor visualizagdo dos resultados obtidos a Fig. (3.1) mostra uma comparagdo entre a solugdo numérica
utilizando os valores 6timos das variaveis de busca secunddrias, a curva experimental e a curva teorica obtida com base
na solugdo analitica proposta por Parker (1961) para a amostra padrao de ago.
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20 - —— Transiente de Temperatura Experimental

19 4
18 4
17 4 —— Solugdo Analitica (condigdes ideais Parker et al. 1961)
16 -
15 4

O  Solucio Numérica Otima
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13 |
AT (°C) 12

3 ‘| Desvio percentual
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T I I I T T

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
tempo (s)

Figura 3.1 - Comparagdo entre o transiente de temperatura experimental e transiente numérico considerando os
valores 6timos de ajuste a bancada de medigdo do CDTN.

4. Conclusdes e Sugestoes

Os resultados de validacdo e ajuste do modelo matematico mostraram-se adequados a bancada de medigdo
experimental de propriedades termofisicas através do Método Flash Laser. Observou-se a diminui¢do da incerteza de
medigdo das propriedades térmicas com a utilizagdo deste modelo. Desta forma é possivel evitar a perda de significado
fisico do resultado final de medigdo e garantir a convergéncia do programa de busca da solugdo 6tima.

As vantagens deste tipo de formulagdo fisico-matematica de simulag@o para a analise de dados, proposta para o
Método Flash Laser, sdo:

o Determinagdo simultdnea das propriedades termofisicas, da Difusividade Térmica (o), da Capacidade Calorifica
Volumétrica (p c,) e da Condutividade Térmica (k);

o Eliminacdo das necessidades de aplicagdo dos métodos de corre¢do propostos na literatura, muitas vezes
trabalhosos e que nem sempre alcangam resultados satisfatorios;

o A aplicacdo da modelagem fisico-matematica ao Método Flash Laser mostrou-se bastante adequada, apresentando
resultados satisfatorios que incitam e encorajam a aplicagdo desta modelagem fisico-matematica a outros sistemas de
determinacgdo de propriedades termofisicas;

o Utilizagdo de um modelo fisco-matematico que considera um menor grau de simplificacdo das condi¢des iniciais e
de contorno em relagdo as encontradas experimentalmente, conferindo maior adequabilidade do modelo ao
experimento, um maior significado fisico aos resultados e conseqiiente diminui¢do das incertezas.

Visualizando a aplicagdo ¢ desenvolvimento de trabalhos futuros, podem-se indicar as seguintes pesquisas:

o [Estimativa das incertezas de medi¢ao dos valores das propriedades termofisicas, observadas ao se utilizar o modelo
fisico-matematico proposto;

o Expansdo da técnica de modelagem fisico-matematica com aplicagdo a outros sistemas de determinagdo de
propriedades termofisicas;

o Intercomparag@o entre os valores dos resultados finais de medigcdo e suas incertezas utilizando as corregdes
propostas pela norma ASTM 1461 - 92 e o modelo fisico-matematico proposto;

o Realizagdo de novas medigdes do valor de poténcia de emissdo laser, utilizando métodos mais precisos, como
calorimetros de fluxo, visto que o sistema de medigido adotada se mostrou inadequado;

o Melhoria do sistema de medigéo de temperatura.
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(Abstract: This work presents a revision focusing systems of measurement of thermophysics propertiesof materials with application to
the Método Flash Laser. The revision presents a new form of treatment of the problems frequently found in these techniques. A
|physical-mathematics modelling was developed where the inverse solution of the equation of thermal diffusion, obtained starting
from the application of an optimization algorithm, based on the descending coordinates method (Luenberger, 1984), that minimize
the deviation function between the experimental results and the numeric solution. Secondary search variables were adjusted to the
thermophysics properties measurements carried out in the bench of the CDTN. These measurements were done in a standard
sample. It was observed a good concordance between results. This kind of physics-mathematics modeling applied to flash laser
method allows simultaneous determination of thermophysic properties (a, c , and k), elimination of the correction methods
|proposed in the literature and incentive the application of this kind of modeling in other methods used for determination of
thermophysic properties. This modeling works with less constraints in initial and boundary conditions and leads to a better fitness
between mathematical model and experimental results. As a consequence, the physical meaning of thermophysic properties is
improved and the uncertainty in the results is reduced.

Keywords: Modelling Physical-mathematics, Determination of Propriedades Termofisicas, Método Flash Laser, Inverse Solution of
the Problem of Diffusion of Heat
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