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Resumo. Neste artigo, descreve-se o modelo matemático de um sistema de climatização do tipo fancoil. Esse sistema foi inserido 
num ambiente computacional desenvolvido na plataforma MATLAB/Simulink para análise e controle do comportamento 
higrotérmico de edificações. O modelo é descrito em termos de variáveis de estado que representam os resultados dos balanços de 
energia e de massa para cada componente do fan-coil.Uma estrutura de sintonia  IMC é utilizada para seleção dos ganhos do PID 
para controle de umidade. Para concluir, resultados comparativos em termos de eficiência no controle de temperatura e umidade e 
de economia de energia são apresentados. 
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1. Introdução 
 

Inicialmente, a preocupação principal dos fabricantes de sistemas de climatização era manter as condições de 
ambientes em valores pré-estabelecidos, entretanto, já no início da década de 70 o alto custo da energia aumentou o 
interesse em equipamentos que utilizassem o mínimo de energia possível. Neste sentido, faz-se necessária uma 
otimização dos parâmetros de sistemas de climatização a fim de reduzir custos com energia. Para a otimização é preciso 
um modelo matemático para cada componente do sistema de climatização. A modelagem dos componentes é difícil 
devido à complexidade do fenômeno físico e as diversas incertezas, como por exemplo, os coeficientes de troca de calor 
e de massa por convecção. 

A fim de solucionar esses problemas alguns pesquisadores têm-se dedicados na obtenção de modelos que possam 
representar adequadamente esses sistemas, em particular os sistemas HVAC do tipo expansão indireta, que são os 
sistemas abordados no presente artigo. Um dos trabalhos que descreve o modelo do sistema secundário de climatização 
de HVAC do tipo expansão indireta é Clarke (2001). Este trabalho apresenta um modelo simplificado para 
representação de cada componente do secundário. Estes modelos são analisados por diversos autores, entre eles Barbosa 
e Mendes (2003) que abordam o problema sob diferentes condições de contorno para simulação de estações quente e 
fria. Outro trabalho que contém modelos para o sistema secundário é Brandemuehl, et al. (1993). Baseado neste 
trabalho e em Clarke (2001), Nassif et al. (2003) apresentam uma validação da serpentina de resfriamento, da caixa de 
mistura e do ventilador para um sistema de VAV (Volume de Ar Variável).  

Uma questão associada à modelagem de sistemas térmicos, dentre eles, o HVAC, é a utilização da ferramenta de 
software adequada. Nesta linha, Lebrun (2001) apresenta a simulação de sistemas HVAC utilizando o EES 
(Enginneering Equation Solver). Com os modelos simplificados dos componentes do sistema de climatização, um 
conjunto de equações polinomiais é gerado e facilmente conectado ao ambiente. Araújo et al. (2003), Mendes et al. 
(2003) e Oliveira et al. (2003) descrevem o projeto de um novo ambiente computacional desenvolvido na plataforma 
Matlab/Simulink para simulação térmica de edificações e análise de estratégias de controle para sistemas de 
climatização (ASTECCA - Análise de Sistemas Térmicos e de Estratégias de Controle para Condicionamento de 
Ambiente). Este ferramenta computacional contempla um grupo de equipamentos/fenômenos que podem afetar a 
performance térmica da edificação, os quais podem ser listados como: i) construção; ii) climatizador; iii) sensor iv) 
controlador v) clima externo e perturbações. Os grupos construção, climatizador e sensor contêm modelos de zonas 
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térmicas, equipamentos de HVAC e equipamentos de medições. Já o grupo controlador contém algoritmos de controle 
como on-off e PID. O grupo clima externo e pertubações contêm arquivos climáticos de cidades brasileiras. 

No entanto, nenhum dos trabalhos supracitados aborda a simulação e controle de um sistema de HVAC integrado a 
uma edificação. Desta forma, este trabalho descreve um modelo matemático dinâmico para um sistema de 
condicionamento de ar do tipo fan-coil o qual será uma das ferramentas disponíveis na biblioteca do programa 
ASTECCA (Araújo et al. ,2003). Para ilustrar a dinâmica do sistema em malha fechada, dois exemplos de simulação 
com diferentes estratégias de controle de umidade são apresentados. 

Nas seções 2 e 3, o modelo matemático do sistema de climatização e o modelo do controlador são apresentados. O 
procedimento de simulação é apresentado na seção 4, enquanto a análise dos resultados é descrita na seção 5 e, na seção 
6, têm-se as considerações finais. 
 
2. Sistema de climatização 
 

O modelo referente ao sistema de climatização (HVAC - Heating Ventilation and Air Conditioning), ilustrado na 
Figura 1, está baseado nas equações descritas em Clarke (2001). A fim de fornecer informações para simular edifícios 
higrotermicamente condicionados, apresenta-se a formulação matemática para cada componente de um condicionador 
de ar do tipo fan-coil através da aplicação do princípio de conservação de energia e de massa em um volume de 
controle. 

 
Figura 1 – Representação esquemática dos componentes do fan-coil. 

 
As equações diferenciais que representam cada componente são dadas por: 
 

Componente 1 – Caixa de mistura 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 11100
1

11 err qthmthmthm
dt

tdh
V +−+= ���ρ , (1) 

 
( ) ( ) ( ) 0110 =−+ twmtwmtwm rro ��� , (2) 

 
Componente 2 – Serpentina de resfriamento e desumidificação 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 222211
2

22 xecc qqthmthmthm
dt

tdh
V −+−−= ���ρ , (3) 

 
( ) ( ) ( ) 02211 =−− tmtwmtwm c��� , (4) 

 
Componente 3 – Umidificador 
 

( ) ( ) ( ) 33322
3

33 eqthmthm
dt

tdh
V +−= ��ρ , (5) 

 
( ) ( ) 03322 =+− umtwmtwm ��� , (6) 

Componente 4 – Reaquecedor 
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( ) ( ) ( ) 444433

4
44 xe qqthmthm

dt
tdh

V ++−= ��ρ , (7) 

 
( ) ( ) 04433 =− twmtwm �� , (8) 

 
Componente 5 – Ventilador 
 

( ) ( ) ( ) 55544
5

55 eqthmthm
dt

tdh
V +−= ��ρ , (9) 

 
( ) ( ) 05544 =− twmtwm �� , (10) 

 
onde i  é o índice correspondente a cada componente ( )5,,1 �=i , im� é a vazão de massa da mistura ar/vapor (kg/s), ih é 
a entalpia específica da mistura (kJ/kg), eiq  é a troca de calor com a vizinhança de cada componente (kW), 2xq  é a 

transferência total de calor da serpentina de resfriamento (kW), 4xq  é a transferência total de calor da serpentina de 
aquecimento (kW), iρ  é a densidade do componente (kg/m3), iV  é o volume total do componente (m3), iw  é a 

proporção de umidade (kg/kg), cm� é a vazão de vapor extraído da serpentina de resfriamento (kg/s) e um�  é a vazão de 
vapor  adicionado ao  umidificador (kg/s). Os índices o  e r indicam os estados do ar ambiente e de retorno. 

O fluxo de calor ( )tQHVAC  fornecido/ retirado pelo sistema é dado por 
 

( ) ( ) ( )( )ththmtQ AHVAC −= 55� , (11) 

 
onde 5m�  e 5h  são a vazão de massa e a entalpia de insuflamento de ar no ambiente, respectivamente e Ah é a entalpia 
interna do ambiente. 
Por outro lado, o fluxo de umidade pode ser escrito como: 

 
( ) ( ) ( )( )twtwmtJ AHVAC −= 55� , (12) 

 
onde ( )tw5  é a umidade especifica de insuflamento. 

O modelo de serpentina (nó 2) utilizado está descrito Brandemuehl (1993) que apresenta um modelo simplificado 
de serpentina (CCSIM), baseado no conceito de efetividade entálpica, assumindo que os coeficientes de transferência de 
calor por convecção são constantes e calculados a partir do calor sensível e latente fornecido pelo fabricante. O cálculo 
do fluxo de massa de vapor condensado é efetuado para condições de serpentina totalmente seca e totalmente úmida. 
Comparando os resultados obtidos para estes dois regimes, considera-se o valor mais elevado. Através desse modelo os 
valores de 2xq e cm�  da equação (3) são obtidos. 

Para o fornecimento de água gelada um modelo simplificado do chiller é apresentado como: 
 

( )chillerentchillersaidaOHpchillerOHchiller TTcmQ ,,,, 22
−= � , (13) 

 
onde  chillerQ é a capacidade do chiller, chillerOHm ,2

� é vazão de massa de água que passa pelo chiller, OHpc
2, é o calor 

especifico da água,  chillerentT , e chillersaidaT , são as temperaturas de entrada e saída do evaporador do chiller 
respectivamente. 

O cálculo da energia consumida dos equipamentos do HVAC é calculado através de modelos de regressão para as 
condições de cargas parciais de trabalho como descreve Zmeureanu et al. (2002) e Brandemuel (1993). 
 
Chiller 
 

)().().(.. ,,, PLRZTTZTTZEIRCapCap EIRoutinEIRoutincapchillernomchiller = , (14) 

 
onde, chillernomCap , é a capacidade nominal do chiller, EIR é o Energy Input Ratio (fabricante), )( , outincap TTZ  é o fator de 

correção da capacidade do chiller através das temperaturas de entrada no condensador e saída do evaporador do chiller, 
)( , outinEIR TTZ é o fator de correção do EIR através das temperaturas de entrada no condensador e saída do evaporador 

do chiller, )(PLRZ EIR é o fator de correção do EIR através do PLR (Part Load Ratio). 
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Ventilador 
 

)(., PLRZCapCap capventnomvent = , (15) 

 
Sendo que estes fatores são descritos da forma: 
 

yxfyeydxcxbaZ ...... 22 +++++= , (16) 

 
onde, a, b, c, d, e, f são constantes para as curvas dos equipamentos (Tabela 1), x e y são variáveis que dependem da 
temperatura da água ou do PLR. 
 
Tabela 1 – Coeficientes dos fatores de correção. 
 a b c d e f 

ZCap(Tout,Tin) 0,41943 0,41943 -7,81x10-5 -1,65x10-3 -4,44x10-5 7,95x10-5 
ZEIR(Tout,Tin) 0,90475 -0,016318 3,88x10-4 0,0108634 2.266x10-4 -5,39x10-4 Chiller  
ZEIR(PLR) 0,302943 0,3223124 0,3751948 0 0 0 

Ventilador ZCap(PLR) 0,190063 0,3129909 0,4969465 0 0 0 
 

3. Estratégia de controle (projeto baseado na estrutura IMC) 
 
O sistema opera com duas malhas de controle, uma das malha é responsável pelo controle de temperatura, e atua na 

vazão de água gelada fornecido pelo chiller, enquanto que a outra é responsável pelo controle de umidade, e atua no 
reaquecedor e no umidificador alternadamente. Controladores tipo on-off e PID podem ser utilizados em ambas as 
malhas. 

Os controladores PID, são compostos de três parâmetros:  proporcional (P), integral (I) e derivativo (D). Para que o 
sistema de controle seja eficiente e robusto esses parâmetros devem ser determinados a partir de métodos específicos 
conforme a dinâmica do sistema. Nesse sentido, Rivera et al. (1986) apresentam uma metodologia baseada no 
controlador IMC (Internal Model Control) para determinação dos parâmetros do PI. Esse método relaciona os 
parâmetros do PI com dados experimentais. A seguir são apresentados os fundamentos de estratégias de projeto PID 
baseado em IMC. 

O algoritmo IMC (Internal Model Control) Rivera et al. (1986) é baseado em diagramas de blocos mostrados na 
figura 2b. 

 
Figura 2 – Estrutura de controle (a) convencional (b) IMC. 

 
Nesta Figura 2, )(sG  representa a função de transferência do sistema a ser controlado, )(

~
sG  é o modelo do 

sistema, y é o sinal de saída do processo, y~  é a resposta do modelo para o sinal de controle, d  representa um sinal de 
perturbação e  u é o sinal de controle.  

O procedimento de projeto do IMC é executado através de duas etapas. Na primeira etapa, fatora-se o modelo do 
sistema )(

~
sG em dois termos +G

~
 e −G

~
, i. e, 

 

−+= GGsG
~~

)(
~

 , (17) 
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onde +G

~
 que contém todos os zeros do lado direito do plano “s” da função . 

Na segunda etapa, o controle IMC é definido como: 
 

FGG o
C

1~ −
−= , (18) 

 
onde 1~ −

−G  é estável e F  possui propriedade de filtro passa baixa com ganho 1. Uma função comumente utilizada para 
este fim é: 
 

( )rs
sF

1.

1
)(

+
=

ε
, (19) 

 
onde ε  é um fator que determina a velocidade de resposta e a robustez do sistema em malha fechada e r  é um inteiro 
suficiente grande para tornar o

CG  causal. 

Para sistemas lineares, o controlador IMC ( o
CG ) (Figura 2b) é relacionado com um controlador convencional ( CG ) 

(Figura 2a) através da seguinte transformação: 
 

GG

G
G

o
C

o
C

C ~
.1−

= , (20) 

 
Em alguns casos particulares da função )(

~
sG , Rivera et. al. (1986), a função )(sG  pode ser reescrita na estrutura 

PID. Neste trabalho, assume que o sistema a ser controlado pode ser representado por uma função de transferência de 1ª 
ordem com atraso de transporte. Assim, a seleção dos parâmetros do controlador PI é apresentado a seguir: 

 
( )

1.
.1

1.
)(

~ .

+
−=

+
= −

s
sk

e
s
k

sG s

τ
θ

τ
θ , (21) 

 
onde na função )(

~
sG  utiliza-se a aproximação de Padé para representação do atraso de transporte.. 

Assim a primeira etapa é a fatoração do modelo ( )(
~

sG ), 
 

sG .1
~ θ−=+  (22) 

e 

1
~

+
=− s

k
G

τ
. (23) 

 
Na segunda etapa, um filtro é selecionado como apresentado na Equação (8) , onde o filtro do IMC tem a forma da 

Equação (9) com 1=r , fazendo com que o controlador IMC seja dado por: 
 

( )1.
1.

)(
~ 1

+
+== −

− sk
s

sFGG o
C ε

τ
, (24) 

 
Portanto, pela Equação (20), o controlador na estrutura convencional feedback é 

 
( )
( )ssk

s
sGc ..

1.
)(

θε
τ

+
+= . (25) 

 
Reescrevendo a transformação de )(sGc  em uma estrutura semelhante a um controlador PI (Proporcional-

Integral), obtém-se: 
 

�
�

�
�
�

� +=
sI

PsGc .
1

1)( , (26) 

 
onde 
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( )θε
τ
+

=
k

P  ; 

τ=I . 
(27) 

 
4. Procedimento de simulação 
 

A análise do sistema de climatização é feita através da implementação das equações dinâmicas do modelo no 
programa ASTECCA que é baseado em Matlab/Simulink. Com o uso das ferramentas disponíveis na biblioteca do 
programa ASTECCA, faz-se uma simulação utilizando o sistema de climatização. O ambiente de simulação é 
construído como ilustra o diagrama da Fig. 3, onde os blocos de dados climáticos (“wheather data”), climatização 
(“HVAC”), controle de temperatura e umidade (“controller”) e edificação (“building”) são interligados. O bloco 
“building” contendo o modelo matemático da edificação está descrito em Oliveira et al. (2003). O modelo matemático 
do fan-coil, equações (1) a (12), e do chiller, equação (13), são inseridos na forma de equações de estado num bloco 
denominado “fan-coil” e “chiller”, respectivamente, os quais fazem parte do bloco “HVAC”. As entradas do bloco são 
os fluxos de calor do chiller ( chillerQ ) e do reaquecedor ( 4xq ), o fluxo de massa de vapor de água do umidificador 

( um� ), as condições externas e as condições higrotérmicas do ambiente e as saídas são os fluxos de calor ( HVACQ ) e de 
umidade ( HVACJ ).  

 

 
Figura 3 – Modelo esquemático de simulação combinando o sistema de climatização (HVAC) com a edificação. 
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Figura 3a – Expansão do modelo de diagrama do bloco do sistema de climatização (HVAC). 

 

 
Figura 3b – Expansão do modelo de diagrama do bloco edificação (building). 

 
 5. Resultados e discussões 
 

Nesta seção, primeiramente é feita uma sintonia (ajuste) dos parâmetros do controlador IMC. Em seguida, dois 
exemplos de simulação envolvendo dois tipos de controladores atuando no controle de umidade (on-off e PI-IMC) 
mostram a dinâmica do sistema em malha fechada. O algoritmo PI-IMC foi implementado com antiwindup Franklin et 
al. (1994). 



Proceedings of ENCIT 2004 -- ABCM, Rio de Janeiro, Brazil, Nov. 29 -- Dec. 03, 2004 
 

Para sintonia do controlador PI-IMC, é necessário um modelo aproximado da dinâmica do sistema em função do 
acionamento do umidificador e reaquecedor. Para tanto, aplicou-se um degrau unitário nos dois equipamentos 
(alternadamente) considerando que as condições higrotérmicas externas permanecem constantes, 28ºC de temperatura e 
80% de umidade relativa. 

 
Figura 4 - Evolução da umidade relativa interna com um degrau unitário aplicado ao umidificador. 

 

 
Figura 5 – Evolução da umidade relativa interna com um degrau unitário aplicado ao reaquecedor. 

 
A Figura 4 mostra o comportamento da umidade relativa interna quando um degrau é aplicado ao sinal de controle 

do umidificador. Nota-se que a umidade interna do ambiente demorou aproximadamente 4 horas para entrar em regime 
e que no tempo de 48 horas um degrau é aplicado obtendo um ganho de 37,01% na umidade relativa interna. Já a Figura 
5 mostra o comportamento da umidade relativa interna quando um degrau é aplicado ao sinal de controle do 
reaquecedor, obtendo um ganho de 3,93% na umidade relativa interna.  

Com as curvas mostradas nas Figura 4 e 5, e com as Equações de (17 – 27), é possível determinar os parâmetros do 
sistema e conseqüentemente do PI-IMC.  A Tabela 2 mostra os parâmetros do controlador para cada situação. 

 
Tabela 2 – Parâmetros do controlador. 

 100=ε  10=ε  5,0=ε  
 

k * T** 
P I P I P I 

Umidificador 37,01 3780 1,0213 2,70x10-4 10,2134 2,70x10-3 204,2691 5,40x10-2 
Reaquecedor 3,93 468 1.1908 2,54x10-3 11,9083 2,54x10-2 238.1679 5,08x10-1 
Modelo considerado*** 20,47 2124 1,0376 4,885x10-4 10,3761 4,88x10-3 207,5232 9,77x10-2 

* Ganho, ** Constante de tempo, *** média de k e T. 
 
Os exemplos a seguir mostram a dinâmica do sistema, operando com controles de temperatura e de umidade do 

ambiente. A variação de temperatura e umidade externa é obtida através de dados de arquivos climáticos para a cidade 
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de Belém no mês de julho. Para conforto térmico (set-point) foi estipulada uma temperatura de 22ºC com intervalo 
diferencial para controle de 1ºC e uma umidade relativa de 65% com intervalo de 5%. Devido à dificuldade no tempo 
de processamento, o tempo total de simulação é de 48 horas com um passo de tempo de 10 segundos e o controlador de 
umidade começa a operar no tempo de 10 horas. A Tabela 3 apresenta as configurações para simulação. 
 
Tabela 3. Dados de parâmetros térmicos e geométricos (Belém) 
Fan-coil Chiller e Bomba Ambiente 

om�  
(kg/s) 

rm�  
(kg/s) 

4xq  
(W) 

um�  
(kg/s) 

Potência 
Ventilador 

(W) 

chillerQ
 (W) 

OHm
2

�  

(kg/s) 

Potência 
Bomba 

(W) 

V  

(m3) 
infm�  

(kg/s) 
ventm�  

(kg/s) 

0.0035 0.0320 400 2x10-4 300 800 0.019 300 62,5 0.0001 0.0001 
 

O primeiro exemplo de simulação mostra a dinâmica do sistema operando com três controladores on-off, um para 
controle de temperatura e dois para o controle de umidade.   

A Figura 6 ilustra a evolução da temperatura interna sendo controlada pela vazão de água gelada na entrada da 
serpentina de resfriamento. Nota-se que o sistema demorou 0,15 horas para levar a temperatura interna do ambiente até 
a faixa de conforno pré-estabelecida.  

A Figura 7 mostra a evolução da umidade relativa interna feita através de dois controladores on-off, atuando no 
umidificador e no reaquecedor alternadamente para que o ar umidificado não seja aquecido. Nota-se às 10 horas no 
momento que controle de umidade começa a operar, a umidade relativa interna já se encontra na faixa pré-estabelecida, 
devido à influência das condições externas inseridas no ambiente através da renovação de ar, infiltração e ventilação.  

 
Figura 6 – Evolução da temperatura com controlador on-off para temperatura e umidade. 

 
Figura 7 – Evolução da umidade relativa com controlador on-off. 
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O segundo exemplo de simulação mostra a dinâmica do sistema operando com dois controladores, um controlador 

on-off para controle da temperatura e um controlador IMC para o controle de umidade.  

 
Figura 8 – Evolução da temperatura com controlador on-off para temperatura e PI-IMC para a umidade. 

 
Figura 9 – Evolução da umidade relativa com controlador PI-IMC( 100=ε ). 

 
A Figura 8 mostra a evolução da temperatura interna sendo controlada pela vazão de água gelada. A Figura 9 

mostra a evolução da umidade relativa interna feita através do controlador IMC. Nota-se que o controlador demorou 0,2 
horas para levar a umidade relativa interna à umidade relativa estabelecida. Observa-se que durante o tempo de 
simulação a umidade relativa teve uma variação de apenas ±1,5% na umidade relativa estabelecida. A variação em 
torno da referência para o PI-IMC pode ser reduzido utilizando-se um ε com constante de tempo menor, por exemplo 

5,0=ε  e 10=ε . 
Na Figura 10, apresenta-se o consumo de energia do sistema (chiller, bomba, reaquecedor e ventilador), obtidos 

através das Equações (14 – 16), para as estratégias de controle apresentadas durante um tempo de simulação de 48 
horas. Nota-se que a simulação utilizando a estratégia de controle PI-IMC apresentou uma economia de energia de 7,95 
kWh (17,33 %) em relação à estratégia com controlador on-off para o período simulado. 
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Figura 10 – Energia consumida para todo o sistema. 

 
6. Considerações finais 
 

Este artigo apresentou a descrição matemática para representação de um sistema de climatização do tipo fan-coil e 
detalhes para implementação na plataforma Matlab/ Simulink, o qual permitiu verificar a influência de estratégias de 
controle (on-off e PI-IMC) no ajuste de temperatura e umidade e no consumo de energia. 

Através dos exemplos de simulação foi possível mostrar a facilidade de integração do modelo proposto com outros 
tipos modelos, como edificação, controle e arquivos climáticos.  

Notou-se através dos exemplos que o ambiente computacional apresentado para simulação de sistemas de controle 
em edificação (ASTECCA) é de fácil uso e de fácil inserção de novas bibliotecas e modelos matemáticos. Este aspecto 
é extremamente importante quando se visa o desenvolvimento de uma ferramenta computacional a longo prazo, pois 
permite a adição de novos modelos e dados provenientes de trabalhos de pesquisa de diferentes grupos afins com o 
tema de simulação e análise e controle de processos térmicos em edificações. 

Para trabalhos futuros, pretende-se inserir no modelo descrito o modelo da torre de resfriamento, podendo assim 
simular e analisar sistemas com chillers resfriados a água e analisar a dinâmica do sistema com controle entálpico. 
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Abstract 
 

In this paper, the mathematical model of HVAC equipment is described. This system was inserted into a computer code 
developed in Matlab/Simulink platform devoted to the analysis of buildings hygrothermal behavior and performance of 
closed-loop control systems. The model is presented in terms of state-space variables that represent the energy and mass 
balances for each component of the fan-coil. The IMC structure is used for tuning procedure of the PID for relative 
humidity control. Results comparative results are provided in terms of energy efficiency and stabilization of indoor air 
temperature and humidity. 
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