SOLIDIFICACAO DE GOTAS—UM MODELO MATEMATICO.

Jor ge Alexandr e Onoda Pessanha — jonoda@uol.com.br
Universidade Cruzeiro do Sul
RuaDr. Ussiel Cirilo 225, CEP 08060-070, S8o Paulo , SP, Brasi

RESUMO Este artigo apresenta o desenvolvimento de um modelo matemético para o
processo de solidificagdo de uma gota que movimenta-se sobre uma superficie inclinada. O
modelo foi validado através da comparacdo de resultados previstos pelo modelo com
resultados experimentais.
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1-INTRODUCAO

O processo de solidificagdo de gotas, principamente de materiais metélicos, tem
recebido grande atencdo na Ultima década devido a novos processos de fabricacdo que
utilizam a deposicéo de material em forma de pegquenas gotas de aerossol. Estas gotas
a0 se solidificarem acabam fornecendo as caracteristicas fisicas, propriedades e a
forma final, das pecas metdlicas em processos de fabricac8o especiais, como 0 Shape
Deposition Manufacturing (SDM) (Amon e Schmaltz, 1995). Trabalhos, tanto
experimentais como o de Curreri e Kaukler, 1996) ou tedricos como os de (Amon e
Schmaltz, 1995), (Rangel et al. 1997) e (Wadvogel e Poulikakos, 1997), tem sido
dedicados a descricéo destes processos. Devido a complexidade da solidificacéo de
ligas metalicas assim como a descri¢cdo do impacto entre as gotas e a superficie, 0s
modelos acima mencionados séo complexos e, mesmo 0s que tratam o fenémeno de
forma unidimensional, dependem de solugdes numeéricas complexas.

Este trabaho apresenta um modelo simplificado para descrer o fendmeno
conhecido como candling , que é o processo de solidificagdo de gotas & medida que
estas escorrem sobre superficies solidas frias. O objetivo do modelo € prever a
distancia percorrida pela gota antes que esta se solidifique totalmente assm como
estimar a camada de material depositado sobre a superficie solida.

2- MODELO TEORICO

A modelagem do processo de solidificacdo de gotas liquefeitas envolve a solucéo
combinada das equacbes de quantidade de movimento e energia para uma massa, liquida, que
solidifica a medida que se desloca no espaco. No aspecto geral, 0 modelo apresentado neste
trabalho é formado pela combinagdo da equacdo de condugdo unidimensional transiente com a
solucdo do problema de “linha de contato mével. A equacdo de energia foi aplicada no
dominio da gota para determinagdo de sua taxa de solidificacdo. A equacdo da quantidade de



movimento foi utilizada para determinar as caracteristicas. geométricas e cinematicas do
movimento da gota.

Uma avaliagdo rigorosa do processo de solidificacdo € obtida através da solucéo
simulténea das equagdes de energia e quantidade de movimento. No modelo proposto neste
trabalho, o acoplamento entre as equacdes foi discretizado. Em outras palavras, as equacdes de
balango foram resolvidas aternativamente, i.e, apés a solidificacdo de uma fragdo da massa
instantanea da gota (cerca de 5 %), a velocidade da gota era recalculada. Esta nova velocidade
seria entdo utilizada para obter a nova posicdo da gota assim como um novo intervalo de
tempo para a integracéo das equacfes. Este processo € repetido até que a massa da gota sgja
inferior a um valor especifico. Neste ponto, a gota ndo mais se move e 0 processo de
solidificag&o acontece com um corpo estacionario.

2.1 Modelo Térmico — Equacdo da Energia

O modelo de troca de calor entre a gota e sua vizinhanga, i.e. a parede solida e a atmosfera
em redor foi baseado nas seguinte hipéteses. 0 processo de solidificagdo é dominado por
difusdo molecular, ou sgja, o efeito de circulacéo interna do material da gota foi desprezado; a
temperatura da superficie sdlida permanece constante durante o contato com a gota; a
espessura da gota, para o processo de troca de calor foi considera uniforme.

Utilizando as hipoteses acima listadas, a distribuicéo de temperatura no interior da gota,
incluindo as regides solida e liquida € dada por:
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Foram consideradas as seguintes condi¢desiniciais:
T(0.X) =Tin> Tmet (6)

o(t) =0 (7)



onde: Ty é atemperatura da interface (parede/gota), o é a espessura da camada solidificada, L
€ 0 comprimento equivalente da gota, k, A, a sdo a condutividade térmica, o calor latente de
fusdo e a difusividade térmica (do material da gota) respectivamente, Ti, € a temperatura
inicial da gota, g"ox € 0 fluxo de calor na superficie da gota devido a reagdes quimicas, Tg € a
temperatura do meio ambiente, Trgt € a temperatura de fusdo do material da gota e H
representa o coeficiente efetivo de troca de calor entre a gota e o ambiente. Este coeficiente
englobatroca de calor por radiac&o e convexao.

Solucbes exatas, para problemas envolvendo mudanca de fase sdo restritas a
configuragdes muito simples, tais como corpos semi-infinitos com distribui¢cdo de temperatura
constante como apresentados por (Carsow e Jaeger, 1959). Formulagbes mais complexas
dependem de solugBes numeéricas aproximadas (Babuska et al., 1983) ou métodos integrais
(El-Genk, 1979). O presente trabalho propde um refinamento do Método Integral que
combina o Método Integral Duplo (DIM) (Volkov, 1965) e o Método Integral Simples (SIM)
(Schilichting, 1979). As vantagens do DIM decorrem deste proporcionar uma maior
acuidade com o mesmo perfil de temperaturas assumido e, ndo necessitar da diferenciacéo de
um perfil aproximado.

A integracdo do problema de valor de contorno descrito pelas Egs. (1) a (7) € conduzida
em dois passos. O primeiro passo para a camada solidificada e o segundo para o restante da
gota (parte liquida). Integrando duplamente a Eq. (1), primeiramente de 0 ax (onde 0 < x <
0) e entdo entre 0 e d, obtém-se:
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A condicdo de salto nainterface solido/liquido é dada por:
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Onde 6, = T) — Tt (T) € atemperatura do liquido). Apds alguma agebra e utilizando a Eq.
(9) obtém-se,
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A Eq. (11) pode ser escrita como,
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Como as variagdes temporais em 05" sfo lentas quando comparadas com as ateraces
experimentadas por &(t), foi assumido que o primeiro termo da Eq. (12) é desprezivel quando
comparado com 0 segunda termo da mesma equagdo. Assim sendo, a Eq. (12) pode ser
utilizada para avaliar 3(t) uma vez que 8™ e 36/0x passam a ser conhecidos. Este Ultimo
termo é obtido integrando-se a Eq. (1) em toda a regido liquida. Dois casos serdo tratados
neste trabalho sdo eles:

To

a) o(t)y<L-0 eqe=0 b) or > L-0 elouq’ >0

Figura 1. Um diagrama do processo de solidificacéo de uma gota em contato com uma parede
friaonde: L representa a espessura equivalente da gota, o € a espessura da camada solidificada
e &r é a espessura de penetracao.

Casoa) Seq’et = 0 e aespessura de penetracdo ainda ndo alcancou a superficie externa da
gota (i.e., ot (t) <L - O (t) ver Figura(1)). O DIM é usado para a regido liquida da gota. A
equacao resultante pode ser expressa como :
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Onde 6 = Tin— Tmat - De maneira similar ao tratamento da camada solidificada, a equacéo
final para a espessura de penetracéo pode ser obtida como:
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Similarmente a hipotese utilizada para a camada solidificada, o primeiro termo a direita da
Eq. (14) pode ser desprezado em presenca dos outros termos. Desta forma, obtendo-se &y (t)
da Eq.(14), o termo 06/ 0x [l=s+ pode ser facilmente avaliado. Esta derivada, por sua vez, é
utilizada na Eq. (12) para fechamento da equacéo diferencia que fornece a espessura da
camada solidificada. Assumindo que as propriedades fisicas dos materiais nas duas fases sdo
iguais, esta equacao pode ser expressa como:
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Como pode ser demonstrado, a Eq. (15) é satisfeita se,
3(t) = CJat (16)

Substituindo a Eq. (16) na EQ. (15) obtém-se o valor para o parametro C, dado por:
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Onde St = - ¢, 6/ A é conhecido como niimero de Stefan.

Caso b) Quando a espessura de penetracéo &r alcanca a superficie externa da gota ou, quando
existe um fluxo de calor significativo na superficie da gota, de modo a afetar a distribuicdo de
temperatura no seu interior, 0 sistema de equacdes completo, Egs. (1) a (7), € integrado através
do DIM no dominio da camada solidificada e o SIM €, entdo, utilizado para o restante da
gota. Integrando-se a Eg. (1) através da camada solidificada obtém-se:
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Onde, para este caso, 6, = [dx/ (L-0)
o

O primeiro termo do lado esquerdo da Eq. (18), desprezado no caso anterior, € fornecido
agora, pela condicdo de contorno expressa na Eq. (5). Para obtencdo do segundo termo
daguela equagdo, utiliza-se uma distribuicdo de temperatura parabdlico cuja forma gera
pode ser expressa como:

9= A(x-3) /L + B (x-8)%/L? (19)
onde A e B sdo obtidos pela combinacéo das Egs. (3) e (4) resultando em:

A=L {qec/k—=60"/L?} /[1-3(L-8)/L] (20)

B=36"-15A (21)

Nestas condicdes, a Eq. (18) pode ser reformul ada como:
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Onden;=(1-0)/ L. Combinando as Egs. (21) e (22), tem-se,
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2.2 Modelo Cinematico — Equacdo da Quantidade de Movimento

A velocidade de reposicionamento da gota foi obtida através de uma modificagdo da
solucdo do problema da linha de contato movel (moving contact line problem) primeiramente
tratado em (Dussan et a., 1983). Originamente, nesta referéncia, a solucdo apresentada se
limita a gotas hidrodinamicas ou sgja., gotas com massa constante. No modelo apresentado
neste trabalho, um esquema de integragéo alternativo foi utilizado paralevar em consideragéo
a reducéo de massa da gota devido ao processo de solidificagdo. No modelo proposto, assim
como na referéncia acima mencionada, uma condicéo de contorno de ndo deslizamento foi
adotada na interface liquido/sdlido. A comprovacédo experimental desta hipdtese encontra-se
em (Dussan et a., 1974)

A velocidade da gota pode ser obtida através da seguinte equacéo de conservagéo da
guantidade de movimento:

O=-Onp+p 0%un/dx?+pg (24)

0 = - 9plox +pgy (25)



Onde: p é a pressdo, U a viscosidade dinamica, u o vetor velocidade e g o vetor
aceleracdo da gravidade. O subscrito h refere-se aos parametros ou variaveis projetadas na
direcéo do plano de movimento da gota e x é a variavel na direcdo normal ao movimento da
gota. O sistema de coordenadas (X, Y ,z) nas Egs. (24) e (25) move-se com a gota e sua origem
€ 0 centro de massa da gota.

Fig.2 — Esguema da movimentagdo da gota sobre um plano inclinado.
As seguintes restri¢oes e condi¢des de contorno sdo utilizadas:
a) Conservacdo de massa da gota:
oh/ot + [0, (huy,) =0 (26)
onde h(x, y, t) representa alocalizacdo da superficie livre, contorno, da gota e
um(y,z):[j(;1 udx]/h
e avelocidade média da gota para cada ponto no plano do movimento desta.
b) A superficielivre da gota € obtida & partir de:
p=-c0°h em x=h (27)
ou/ox =0 em x=h (28)
onde o € atensdo superficial.
¢) Nainterface entre a gota e o plano inclinado, a condi¢éo de ndo deslizamento implica que:
Uny (0,y,2)=up , Unz(0, ¥,2)=0 (29)
onde up € a velocidade do plano inclinado em relagdo ao centro de massa da gota

Resolvendo o sistema de egquagles acima obtém-se as seguintes expressdes para o volume
critico da gota, V¢ , definido como o volume da gota quando esta inicia seu movimento



devido a gravidade, para a area de contato entre a gota e a superficie solida, representada por
Aont , epara avelocidade ug

6, % % (30)
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Onde: 6, €0 angulo deavango, € =1- 04/ 6g, Ka =[dug/dB] em 6 = B, e Kg = = [dug/db]
em 0 = 6; e, Br €0 angulo de recuo.

A razdo entre o volume critico da gota e a érea de contato foi utilizada para determinar
uma espessura equivalente da gota para 0 modelo de transferéncia de calor, esta razéo é dada

por:
/2
L= ieAE 20, é %ﬁ%% (33)
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A Eq. (33) por sua vez foi utilizada para determinacdo da érea de contato, agora, em
funcéo do volume da gota

Acont = VdlL (34)
e davelocidade dagotaatravés daEg. (32) .

O modelo matemético final para o fendmeno de solidificagdo de gotas que se deslocam sobre
superficies inclinadas € composto pelas Egs. (32) e (33) e as Egs. (16) e (23).

No modelo proposto, os efeitos da aceleracdo inicial e final da gota néo foram incluidos
no modelo fisico, por serem consideradas insignificantes.. Esta hipdtese foi confirmada
posteriormente através de experimentos.

3- COMPROVACAO EXPERIMENTAL

Para verificar a validade do modelo proposto neste trabalho os resultados de suas
previsdes foram comparados com valores obtidos experimentalmente. Nesta comparacéo
foram estudadas, principalmente, as influéncias da massa inicial da gota, da inclinacdo do
plano sobre o qual a gota se movimenta e, a temperatura inicial da gota na taxa de
solidificacéo e na distancia percorrida pela gota.



O experimentos foram conduzidos utilizando gotas de parafina que se moviam sobre
superficies inclinadas fabricadas com o mesmo material. No procedimento experimental os
planos inclinados foram mantidos & temperatura ambiente (valor constante de 25 C).

Os seguintes valores foram utilizados para os outros parametros do problema:

- Condicdo 1 - massa inicial da gota de 0,033 g e angulo de inclinagéo da parede de 31°,
temperaturasiniciais, 55, 60, 65, 70, e75;
- Condicdo 2 - massa inicia da gota de 0,049g e angulo de inclinaggo da parede de 45,

temperaturas iniciais, 55, 60, 65, 70 e 75 .

A figura 3 apresenta o grafico que resume os resultados da comparagcdo. Os pontos
agrupados em Exp.1 e Exp.2 representam, os valores experimentais das distancias percorridas
pelas gotas da condicdo 1 e da condicdo 2, respectivamente. As curvas denominadas de
Teoria 1 e Teoria 2 representam as previsdes do modelo para as gotas da condicdo 1 e
condicdo 2 respectivamente.
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Figura 3- Comparacéo gréfica dos resultados previstos para a disténcia percorrida pela gota
antes de sua parada e solidificacéo estatica.

4-CONCLUSOES

A concordancia entre os resultados tedricos e experimentais, comparacdo entre Exp.le
Teoria 1 assim como entre Exp.2 e Teoria 2, foi considerada suficiente para validar o
modelo. Uma andlise dos resultados, tanto tedricos quanto o experimentais mostrou que:

- A distancia percorrida pela gota aumentou com um aumento na temperaturainicia e, com
um aumento na inclinagcdo da superficie plana;



- Um aumento na massa inicial da gota ndo necessariamente no aumento da distancia
percorrida em alguns casos, foi observado um reducdo na distancia percorrida. Isto pode
ser explicado pelo fato de que gotas mais pesadas tem uma érea de contato maior o que
tende a aumentar a taxa de solidificacéo e reduzir a distancia percorrida pela gota;

- A massa com a qua a gota interrompe seu movimento e completa o processo de
solidificacéo, sem mover-se, dependeu mais fortemente do angulo de inclinagéo da parede
fria do que do superaquecimento inicial;

Apesar de intuitivas, as conclusdes do modelo tedrico, indicam que este, apesar de
simples, consegue uma boa representacdo fenomenoldgica do processo de solidificagdo da
gota.
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