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FOREWORD 

The two volumes of these Proceedings contain the scientific presentations at the ]'h Brazilian 
Congress of Engineering and Thermal Sciences, ENCIT98. The event has the support of ABCM 
(Brazilian Society of Mechanical Sciences) and PUC-Rio (Pontifícia Universidade Católica do 
Rio de Janeiro). 

This series of conferences began in Rio de Janeiro, in 1986, and have been held every two 
years since then. The goals of the ?'h Brazilian Congress of Engineering and Thermal Sciences 
remain the sarne as for the previous conferences: to present research and design results in 
engineering and thermal sciences, to promote valuable discussion and opportunity for exchange 
of knowledge among the thermal sciences community and to educate engineers and 
engineering students starting in the field . 

Ali papers were submitted for formal review. A total of 519 abstracts have been submitted, 
resulting in 290 submitted manuscripts. The result of this effort is represented by 260 papers in 
their final version, out of 272 that have been accepted (as submitted or with modifications). We 
take the opportunity, on behalf of ABCM, to encourage authors to submit their papers to the 
Journal of the Brazilian Society of Mechanical Sciences. More details on the format of 
manuscripts for submission could be obtainectat abcm@fem.unicamp.br. 

The organizing committee wholeheartedly thank the sponsors for their timely support to the 
event. Also, the organizers are indebted to the numerous authors who have responded to the 
Call for Papers, bringing excellent contributions to the conference, the reviewers for their effort 
in ensuring the high quality of the papers, and ali persons who have taken part in this exchange 
of knowledge, which is so essential for any technology in progress. Finally, we would like to 
thank Eliane Ferreira Albernaz, conference secretary, and ali members of the staff from the 
Technogical lnstitute (ITUC) and from the Department of Mechanical Engineering, both from 
PUC-Rio, for their valuable assistance. 

We hope that these Proceedings will be well received within the community and that they will be 
an enduring representation of the state of knowledge in the engineering and thermal sciences 
area, as have their predecessors. We also extend a warm welcome to ali participants of the 
conference and we hope your stay at Rio de Janeiro is a pleasant one. 
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ABSTRACT 

ln the first part of this work a general methodology for computing the first and the second arder 
uncertaimies for physical systems in the global conditions is presented. ln the second part of this work, 
we present the development of a very simple but ver)' powe1full procedure in which by varying ali the 
parameters once by a positive or a negative value of the standard deviation, we get the response 
variation ofthe system. This response variation tums to be the upper limit ofthe response uncertainties 
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PROBLEM DEFINITION 

A useful feature of experimentation is that measurements 
data can be used to estimate the ensemble mean and variance 
which cannot be directly measured. For example, in a material 
balance, if ali the random variables, except one, are measured, 
the ensemble mean and variance of the remaining variable can be 
estimated. We now inquire how the engineer can predict the 
ensemble mean and variance of an unmeasured variable from the 
ensemble mean and variance of measured variables. 

ln the Taylor series expansion within the vicinity of nominal 
values of h0, let us keep only first and second order terms related 
to variations ohi=(hi - h0 i) 

We are presenting in the first part of this work the general 
methodology for computing the first and the second order 
uncertainties in the global conditions. Only simple cases have 
been already solved. (Himmelblau, 1970) 

We recognize that to have an idea about the uncertainties 
affecting the computed responses, it will be fastidious to use 
developed second order or even first order decomposition 
staightfull. The number of sensitivity coeffients increases very 
rapidly even for very small systems. Therefore it is better to have 
preliminary estimation in terms of upper limits about the 
expected uncertainties and to select the ones which will affect the 
ultimate responses without computing ali the first and the second 
order sensitivity coefficients. 

ln the second part , we present the development of a very 
simple but very powerfull procedure in which by varying ali the 
parameters once by a positive ora negative value of the standard 
deviation, we get the response variation. This response variation 
tums to be the upper limit of the response standard deviation. 
The great advantage of this approach lies in the fact that ali 
calculations are made in two rounds: (I )computation of 
responses values, (2) computation of responses variations 

OUTLINE OF THE METHOD 

For a given physical system, let us consider the responses 
vector Q which is a real function of scalar variables h. 

(I) 

The vector h represents the set of the measured variables 
and Q the vector of non-measured variables. 
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N N 

Q(h) = Q(h0 ) + I siohi + _!_ I 
i=l 2 i ,j=l 

T ·8h·8h · 
IJ I J (2) 

Q(h0 ) is the nominal value of the response and the terms Si, Tii 

(3) 

are the first and second order sensitivity coefficients. The 
variance of Q in relation to Q(ho) is given by 

N 

<(Q-Q0)2> = I sisj <ohiohj> 
i,j 

N I N +I sk Tij<ohiohjohk> +- I Tij T ki < ohiohjohkoh,> 
ij.k 4ij.kJ 

where, by definition 
(4) 

(5) 

and f(h 1 , .. . hN) is the joint density probability function . The 

relations <Ohi,8hj> are known. Hereafter the explicit form of 

these relations 

o r 

(6) 

(7) 

i=j (8) 



cri is the standard deviation of hi and rij are the non diagonal 

elements of the correlation matrix. 

-I < rij < I 

For non linear responses , the expected value <Q> is not equal to 
Q(h0 ); in fact, the equation (2) may be used for showing that 

(9) 

The variance of Q is defined the following manner 

var(Q) = < (Q- Q )2 > 

With the replacement of Q by the computed value in (9) we 
obtain 

N N 

var(Q) = I sisj< Õhiõhj >+ I sk Tij <Õhiõhjõhk> 
i ,j i,j ,k 

1 N 
+ - L sijsk.l < ohioh}hkoht > 

4 i. j.k. l 

I N -- L sikSkt<Õhiõhj><ÕhkÕhm> 
4 i.j .k.l 

The above writing may be simplified 

(10) 

var(Q) = <(Q-Q(h0))2>- _.!._ Í, Tij T km<Ôhiôhj><Õhkôhm> 
4 i,j.k.l 

(li) 

Normally, only the terms <Õhiõhj> are evaluated; in fact, these 

are the only needed terms for linear cases. For non linear 

systems, the quantities <Õhiõhjõhk> and <ÕhiõhjõhkÕhm> must 

be calculated in order to determine var(Q). The joint probability 
density function must be known. ln many problems, the 
distribution function is not known and the widely accepted 
hypothesis is the normal distribution for parameters h; in the 
absence of gross errors (Jaynes, 1957). 

USE OF CHARACTERlSTIC FUNCTlON 

ln order to calculate the quantities in the relation( IO) we have to 
utilize a characteristic function. For any random variable x, with 
a distribution f(x), the characteristic function of f(x) is a function 
defined for the real values of t by the relation 

<l>(t) = I exp(itx)f(x)dx (12) 

For a N-dimensional case, the characteristic function is defined 
by the vector 

tT =(tl, ... ,tN) 

which satisfies 
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- -
<l>(t) = I ... I exp(ixt)f(x 1 ,x2, ... xN)dx 1 ... dxN (13) 

where x = (x 1 ,x2, .. . xN)· ln the case when f represents a normal 

distribution 

1 
<l>(t) = exp (-- tTc t) =é 

2 

C is the covariance matrix with 

Defining Ai in the following manner 

A· =dA 
I dti 

i=l , ... k 

Ai= d ( L riis;si t ;t ) = rijcricrjtj 

dt ; 

(14) 

(15) 

(16) 

and using the characteristic function, we can obtain the moments 
of the function f 

-d<l>(t) I (ix)exp(itx)f(x)dx 
dt 

(17) 

For t=O 

~t) -ii xf(x)dx 
dt 

(18) 

The relation (18) is the first order moment multiplied by i 
[i =(-1 )0

·
5
]. For N-parameters system 

d N cf>(t) 

dt 1 .... dt N 

=iN I ... I X 1 ... XN f(x 1 ... XN)dx 1 .. . dxN 

(19) 

ln order to get the first order moment for N parameters, we 

calculate the N1h derivative of the characteristic function for 
tT =Ü 

d N C/>(t) 

dt 1 .... dtN 
(- 1) i I ... I 

(20) 

Let calculate the left member of the relation (20) and consider 
the situation when N=4. For that, we have to calculate the 
derivatives of the first, second, third and fourth order. 

(2 la) 

2 A . . 
d e = A·A·eA + eA dA 

1 

=dA 
1 

= -r .. cr·cr· 
--- I J -- -- IJ I J 
dt i dt j dt j dt j 

(2lb) 



(21c) 

dAdA . 
(non zero terrns) =e A ' J + 

dtmdtk 

(2ld) 

From the relations (2 1 a,b,c,d) we get very simple results . ln fact 
for n even 

<Õh 1 ... Õhn> =O 

and for n odd 

<Õhl ··· Õhn > = L riJ/i2if·· rintli nt2 cri~ ·· · · cri n12 
i,<j, 

We have to make the sum for every pai r of indexes i l ··· in. It 

becomes very easy the get the value of the expression (I O) 

< Õhi >=o 

N 

var(Q) = L SiSjcov(hihj) 
i,j 

The final results are valid for non-correlated parameters 

N 

Var(Q)= L 
i=l 

N 

+L 
i=l 

(22) 

(23) 

The sarne procedure can be applied for computing the terrns 
cov(R,Q). 

i,k i,j 
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(24) 

with 

THE UPPER LIMITS OF UNCERTAlNTIES 

There is evidence that the sensitivity matrices will be 
necessary in ali steps of the determination of uncertainties on 
computed responses. But it will be fastidious to use a second 
order or even a first order decomposition as above. As a matter of 
fact , for a very simple system with 22 parameters and 8 
responses, the total number of sensitivity coefficients is 176 for 
the first order and 3872 for the second order. And such system 
is apparently very si mple. 

The real problem for any analyst is to delimit the problem 
selecting the parameters which have little influence from those 
which have a very big one. Consequently, he needs to know at 
the beginning the upper limits of the uncertainties expected for 
every response. The early attempts to solve the problem did not 
succeeded in presenting a powerful and practical methodology 
(Perey, 1981 , Caccuci , 1981 ) 

Fortunately, it is not necessary to compute ali the sensivity 
coefficients. The analysis of multivariate sensitivity will simplify 
the selection of the coefficients necessary to the computations. 
Having an idea about the expected uncertainties, the analyst will 
choose the parameters to be submitted to further detailed 
analysis. 

Let us consider a response Q computed from the parameters 
vector h. The variance of Q in the first approximation is given by 

2 
(JQ 

N 

= I .SiS /iP p 
I, J 

aQ aQ 
N Q Q 

= ~j a h i a h j r ija i(J 

h i h j 

(25) 

cri is the a standard deviation relative to the parameter hi; the 
standard deviation of the response is cr0, and Si is the sensivity 
coefficient of the response Q with respect to the parameter hi. rii 
are the elements of the correlation matrix and -l<riJ< I . 

The direct application of the relation (25) does not simplify 
the calculations. From physical considerations it is possible to 
determine the sign of the sensivity coefficients; in fact it is 
known that increasing the value of parameter hi will affect 
positively or negatively the value of the response. 

Knowing the signs of the sensivity coefficients, it is possible 
with very simple methods to determine the upper limit of the 
standard deviation of the response. Let us operate in each 
response, a standard deviation variation: if Si is positive, we will 
change hi by cri and if si is negative, we will change hi by -cri. 

The relative variation of the response will be 

(26) 

The square of the variation is: 

(27) 



Because of the choice of the signs of cri 

(28) 

o r 

(29) 

With this simple procedure in which we vary ali the parameters 
once by a positive or negative value of the standard deviation, we 
get the response variation. This response variation turns to be the 
upper lirnit of the response standard deviations. 

We have applied this methodology to a standard thermal 
system described in a companion paper (Uwimana, I 998) and we 
have shown that the equation (29) holds always (table 1.) 

Table I . Upper lirnits of uncertainties on computed values 

Response cro (%) D.Q/Q (%) 

I. Preheating Coil QPA 6.22 7.01 
Preheating coil _QDE 12.0 13.51 

2. Hurnidifier QHA 6.1 8.32 
3. Cooling Coil QCW 4.5 5.20 

Cooling Coil _QCO 3.25 4.08 
4. Reheating coi l QRA 3.55 4.45 
5. Global deperditions 15.18 17.49 
6. Infiltrations 7.62 10.98 
7. Exfiltrations 7.17 9.42 
8. Intake air hurnidity 3.25 5.49 

The great advantage of this approximation lies in the fact 
that ali calculations are made in two rounds: 

• computation of responses values Q 
• computation of responses variations D.Q for the 

variations (h i ± cri) 
There is no need to compute sensitivity coefficients and 

there is no need to know the elements of correlation matrix. This 
upper lirnit gives a clear indication how to conduct any further 
analysis wthout any compicated calculations. If the upper lirnit 
is too small compared to the discrepancies between the data, it 
will be necessary to reanalyze the evaluation of uncertainties and 
the formulation of the system modeling before any adjustment 
procedure. 

The advantages of this procedure are very clear for Jarge 
scale thermal systems, when the detailed analysis for every 
parameter is out lirnits of available ressources. 
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RESUMO 

Este trabalho apresenta um estudo comparativo entre duas diferentes concepções de técnicas de 
problemas inversos. Os métodos aqui empregados são o Método do Gradiente Conjugado e o Método de 
Função Especificada Seqüencial. Vários casos testes são simulados buscando-se estudar as particularidades de 
cada metodologia e verificar a eficácia de cada uma para a solução de um problema de condução de calor 
bidimensional com uma evolução de fluxo de calor desconhecida com variação espacial e temporal. É ainda 
realizada uma breve revisão bibliográfica sobre outras metodologias presentes na literatura. 

INTRODUÇÃO 

Os problemas inversos de condução de calor possuem 
aplicações em vários campos da engenharia e ciência. Na 
literatura várias metodologias de problemas inversos de condução 
de calor bidimensional têm sido propostas. Estas técnicas 
geralmente buscam, a partir de medições de temperaturas 
experimentais, estimar um parâmetro desconhecido que pode ser 
uma condição de contorno, propriedade térmica ou ainda a 
condição inicial. Dentre estas metodologias podemos citar o 
Método de " Mollification" (Murio, 1989), o Método de 
Programação Dinâmica (Busby et ai. , 1985), o Método de Monte 
Cario (Haji-Sheikh, 1993), o Método de Extrapolação de 
Temperatura (lmber, 1974), o Método do Coeficiente de 
Sensibilidade Direto (Tseng et. ai. , 1995), o " Método da Marcha 
Espacial'' (Raynaud et ai. , 1994 ), o Método do Gradiente 
Conjugado (Alifanov, 1985; Alencar Jr. et ai. , 1997; Lima et ai. , 
1998) e o Método de Função Especificada Seqüencial (Kurpisz, 
1990; Lima, 1996; Osman et ai. , 1997). 

Este trabalho apresenta um estudo comparativo da 
aplicabilidade do Método do Gradiente Conjugado e do Método 
de Função Especificada Seqüencial na solução de um problema 
inverso de condução de calor bidimensional. O Método do 
Gradiente Conjugado permite estimar qualquer parâmetro 
desconhecido como por exemplo a condutividade térmica, a 
capacidade térmica, a condição inicial de temperatura ou ainda o 
fluxo de calor superficial (Jarny et ai. 1991) através de um 
processo iterativo baseado num problema de otimização. Já o 
Método de Função Especificada Seqüencial desenvolvido 
originalmente por Beck et ai. ( 1985) permite estimar a 
distribuição de fluxo de calor e temperatura superficial, e baseia
se na minimização de uma função erro. 

No problema proposto simula-se uma condição de contorno 
desconhecida, isto é, a evolução de fluxo de calor superficial 
presente em uma das faces de uma placa plana. Nesse sentido, 
faz-se a simulação de campo de temperatura experimental a partir 
de uma evolução de fluxo de calor exata. 

Ambas metodologias são descritas sucintamente e os 
resultados são apresentados buscando-se ressaltar as concepções 
construtivas e aplicabilidades de cada método apresentado na 
solução de problemas inversos de condução de calor 
bidimensionais. 
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PROBLEMA TÉRMICO 

O problema térmico simulado, mostrado na Figura I, 
refere-se a uma placa plana de aço carbono, cujas propriedades 
térmicas foram consideradas constantes e dadas por 
K =40,0 W/m°C e a = l ,Ox!O-~ m 2/s , com dimensões 

L = 0,015 m e I= 0,1 m. A temperatura inicial e temperatura 

ambiente são respectivamente, T0 = 30,0 °C e r_ = 30,0°C . Os 

coeficientes de transferência de calor nas faces y = O e y =I são 

ha=20,0W/ m2 °C e h1 =20,0Wi m 2 °C. Na face x=L não 

existe transferência de calor, pois simulou-se a presença de 
isolamento térmico. Ainda nesta face simulou-se a presença de 
quatros sensores de temperatura localizados eqüidistantes e 
definidos respectivamente por a, b, c e d, onde são obtidas as 
temperaturas experimentais simuladas, Y(y ,t) . Em x =O a 

condição de contorno desconhecida foi simulada por uma 
distribuição de fluxo de calor exata com variação espacial e 
temporal , q(y,t) . Ou seja, o parâmetro no qual deseja-se estimar. 

I 

Figura I - Problema térmico simulado 

I 

I 

I 

sensores de 

terrperatura 

!d ~ 
isoilrl> 



METODOLOGIA 

A) Método do Gradiente Conjugado 

O Método do Gradiente Conjugado consiste numa técnica 
iterativa baseada num problema de otimização. A formulação 
matemática do Método do Gradiente Conjugado para a solução 
do problema inverso é obtida através da minimização do 
funcional abaixo em função do parâmetro a ser estimado, que 
pode ser uma condição de contorno desconhecida, a condição 
inicial, a geração de calor ou ainda as propriedades térmicas do 
material (Jarny et ai. , 1991 ). No presente trabalho o objetivo é 
determinar evolução de fluxo de calor presente na face em x =O 
logo, 

J(q )= C/ J.~ [r(L ,y,t,q )- Y(L ,y,r )P dydt (I) 

onde T(L,y,t,q) e Y(L,y,t) são respectivamente temperaturas 

calculadas e experimentais. Para a minimização do funcional um 
problema auxiliar (problema adjunto) é introduzido. Nesse 
sentido, faz-se o uso de uma função conhecida como 
Multiplicadores de Lagrange definida por J..(x, y,t). 

A formulação do problema adjunto é semelhante à 
formulação de problema direto, entretanto verifica-se que nesse 
caso o mesmo é um problema de valor final (Ozisisk, 1993), logo 

J..(x ,y, t 1 )=O (2) 

A função desconhecida q(y,t) pode ser determinada por um 

processo baseado na minimização do funcional J(q) com uma 

aproximação iterativa de n até n +I , 

q"•1(y,t)=q"(y, t)- f3" P"(y, t) (3) 

onde {3 " é o tamanho do passo entre n até n +I e P" (y, t) é a 

direção descendente definida como 

. C1 J;: [T(L ,y, t,q)-Y(L,y,t)]U(L,y, t)dydt 

{3 = c~ r:: rõr(L,y, t)] ' dydt 
(4) 

(5) 

r (y,t )= J' "+ r" r -I (y,t) (6) 

sendo que por definição (Alifanov, 1974) 

J'{y,t)= J..(O,y,t) (7) 

e dentre as inúmeras definições matemáticas do coeficiente 

conjugado r" (Ozisik, 1993) optou-se por 

n J,',:f J~ [J'•(y,/ )]' dyd/ 

r =r:/ r:~ [J'•-I(y,t)]' dydt 
(8) 

onde ro =O e n = 1,2, .. ·, N iterações. 

O Método do Gradiente Conjugado pode ser resumido no 
seguinte algoritmo computacional : 

Passo 1: Resolver o problema direto e obter T(L, y,t ,q); 
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Passo 2: A partir de T(L,y,t,q) e Y(L,y,t) resolver o 

problema adjunto e obter J..(O,y,t); 
Passo 3 : Conhecendo-se J..(O, y, t) , problema adjunto, 

calcular J'(y, t) da Eq. (7); 

Passo 4: Conhecendo-se J'{y,t) , calcular r" pela Eq. (8) 

e r {y,t) pela Eq. (6); 

Passo 5 : Fazer óq"(y,t)= r(y,t) , que é a excitação no 

problema de sensibilidade, para obter óT(L, y, t) ; 
Passo 6 : Conhecendo-se óT(L, y, t) , calcular o tamanho do 

passo {3" pela Eq. ( 4 ); 

Passo 7: Conhecendo-se {3 ", calcular q'"1(y,t) da Eq. (3) 

e T(L,y,t,q) do problema direto; 

Passo 8 : Verificar se o critério de estabilidade é satisfeito. 
Senão, repetir todos os passos. 

B) Método de Função Especificada Següencial 

O Método de Função Especificada Seqüencial consiste 
basicamente na minimização de uma função erro, S, definida pelo 
quadrado da diferença entre temperaturas experimentais e 
calculadas, isto é, 

(9) 

onde i= 1,2, .. ·,r tempos futuros, i= 1,2, .. ·, J sensores de 

temperatura (lembrando-se que no problema térmico este 
sensores foram denominados por a, b, c e d, mas para uma 
melhor manipulação numérica optou-se por usar índices 
numéricos), M é o instante de calculo, Y e T representam 
respectivamente a distribuição de temperatura experimental e 
calculada. 

O termo função especificada refere-se a atribuição de uma 
forma funcional , que descreve o fluxo de calor desconhecido em 
intervalos de tempos futuros ao instante de calculo, ou seja, pode
se considerar que o fluxo de calor tenha comportamento 
constante, linear, parabólico ou qualquer outro tipo de perfil 
(Beck et ai. , 1985). Nesse sentido, optou-se por um 
comportamento constante, logo 

q _l/+1 = ... = q _l/ +i-1 (I O) 

A minimização da função erro S resulta na expressão 
abaixo (Lima, 1996) 

' J J k .s k.l 

L L L qJk_j qJ k_, q-" -' = 
i= l j=ls=l 

if(rk.J - Tk~)xqJ~> i ff qJ ~:; qJ~ :~ q;~., 
f= l j=l ' "" ' j=- l s.-:1 

( 11) 

onde qJ:.; é o coeficiente definido pela derivada da temperatura, 

Tk .j (Kurpisz et ai. , 1990). Os índices k = M +i -I e i 
representam respectivamente o instante de medição e a posição 
do sensor ao longo da direção y em x =L . Os coeficientes de 

sensibilidade representam fisicamente a resposta do sistema a 
uma excitação unitária relacionada ao parâmetro a ser estimado. 

Na Eq . (11) faz-se necessário a utilização de uma 
temperatura experimental arbitrária. A obtenção deste campo de 
temperatura pode ser feita por várias técnicas, como por exemplo 
pelos métodos diferenças finitas ou volumes finitos , expressão 
analítica ou ainda pelo uso do Teorema de Duhamel. Nesse 
trabalho optou-se pelo emprego desta última técnica, cuja 



expressão expandida para temperatura com variação temporal e 
espacial é encontrada em Lima ( 1996) e dada por 

(12) 

com 

(13) 

onde n = 1,2,. · ·. k , ou seja. que a temperatura arbitrária calculada 

no instante k = N é uma função de todas as componentes de 

fluxo de calor desde o instante inicial k =I até o tempo final de 

calculo N, e s = l,2. ···, J , refere-se a variação espacial da 

evolução de fluxo de calor arbitrária (que assume o valor da 
componente de fluxo de calor estimada no instante anterior ao 
cálculo). 

O Método de Função Especificada Seqüencial pode ser 
resumido no seguinte algoritmo computacional: 

Passo I: Obter os coeficientes de sensibilidade para todo o 
domínio do tempo e armazená-los; 

Passo 2: Atribuir uma forma funcional para q(y,t) , 
Eq. (10); 

q.ll .j; 

Passo 3: Minimizar a função S, Eq . (9) ; 
Passo 4: Estimar componentes de fluxo de calor, Eq. (II); 
Passo 5: Armazenar as componentes de fluxo de calor 

Passo 6: Adicionar uma unidade ao índice M e repetir os 
passos 2 a 6 até que se obtenha a evolução de fluxo de calor 
superficial para todo o domínio do tempo. 

RESULTADOS 

As temperaturas experimentais, Y(y ,t), foram simuladas 

através da solução direta do problema térmico a partir de 
evoluções de fluxo de calor conhecidas (exatas). Para simular os 
erros de medições, adicionou-se erros aleatórios às temperaturas 
calculadas, na forma 

(14) 

onde E é uma função erro aleatório que situa-se na faixa 
-2,0 <E < 2,0°C e simula as incertezas presentes numa medição 

experimental através do uso de sensores como termopares. 

O fluxo de calor exato em W /m 2 foi imposto em quatro 

diferentes localizações ao longo de y para x = O , isto é, a, b, c e 

d que correspondem respectivamente a y, = 0,01625m , 

yh=0,03875m , y,=0,06125m e y.=0,08375m. Essas 

localizações correspondem também aos termopares simulados em 
x =L . Para estudar as aplicabilidades de cada método foram 
realizados três casos testes dados por: 

A) Fluxo de calor linear: 

(15) 

B) Fluxo de calor triangular: 

{
q= l,4xl06 y ·t O$t$25,0s 

( ) 
(16) 

q= -l,Oxl06 t+6,0xl01 y 25,0s$t$t1 
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C) Fluxo de calor parabólico: 

(17) 

onde t 1 = 60,0s para um intervalo de tempo M =!,Os. 

No Método do Gradiente Conjugado, o problema direto, de 
sensibilidade e adjunto foram resolvidos através de algoritmo 
próprio baseado no método de volumes finitos (Patankar, 1991) e 
as integrais duplas foram calculadas numericamente utilizando-se 
o método de Simpson (Press et ai. , 1989). Além disso, conforme 
estudo realizado em Lima et ai. , ( 1998) padronizou-se o número 
de iterações em 75 para todos casos testes. 

No Método de Função Especificada Seqüencial, os 
coeficientes de sensibilidade foram calculados similarmente ao 
Método do Gradiente Conjugado, embora nesse caso eles devem 
ser calculados para todo tempo de medição apenas uma vez e 
armazenados em arquivo de dados. 

Em ambas metodologias os algoritmos computacionais 
foram desenvolvidos nos programas GRAD2D e SEQ2D em 
linguagem Turbo C++. 

O Método do Gradiente Conjugado, por ser um método 
iterativo e conter um elevado número de aproximações 

numéricas, principalmente na obtenção de r" e {3 " ' pode 
apresentar valores estimados bastante instáveis. Assim, conforme 
Alifanov et ai. ( 1985), é necessário que se faça um estudo prévio 
do número de Fourier, uma vez que este parâmetro leva em conta 
a propriedade tisica do material , o intervalo de tempo e a 
dimensão espacial da amostra, isto é, 

(18) 

e minimiza os efeitos de inconsistência numérica do algoritmo. 
Nesse trabalho. utilizou-se o estudo do número de Fourier em 
Lima et ai. ( 1998). 

Nos gráficos a seguir os resultados são apresentados 
comparando-se a evolução de fluxo de calor exata com as 
evoluções de fluxo de calor estimadas pelo Método do Gradiente 
Conjugado e Método de Função Especificada Seqüencial. As 
curvas apresentadas são respectivamente denominadas por exato, 
grad. e seq . 

Na Figura 2 os resultados estimados para um fluxo de calor 
linear, Eq. ( 15), apresentam ótima concordância para o Método 
de Função Especificada Seqüencial. Para o Método do Gradiente 
Conjugado os resultados apresentam-se oscilando em torno do 
valor exalo, mas mesmo assim demonstram-se consistentes. 
Entretanto, devido a concepção deste método o valor estimado 
para o tempo final t 1 = 60,0s será sempre zero, conforme a Eq. 

(2). Este tipo de restrição é uma desvantagem para o Método do 
Gradiente Conjugado em problemas cuja evolução de fluxo de 
calor desconhecida tenha comportamento linear e crescente. 
Além disso, esta restrição implica em resultados menos precisos 
tendo em vista que o método é iterativo e tem concepção de 
domínio global do tempo, ou seja, em cada iteração todas as 
variáveis discretizadas no tempo influenciarão a convergência do 
método, Eq. (2). Para problemas com fluxo de calor desta 
natureza sugere-se que os resultados obtidos pelo Método do 
Gradiente Conjugado sejam considerados somente até 15% do 
valor final. No Método de Função Especificada Seqüencial 
também existe uma restrição quanto ao valor final de estimação 
devido a utilização de variáveis do algoritmo em tempos futuros, 
Eq. (lO). Nesse caso, para se estimar as componentes de fluxo de 
calor até o tempo final t 1 = 60,0s foi necessário conhecer as 

temperaturas experimentais simuladas e os coeficientes de 
sensibilidade para o tempo final mais r tempos futuros, que em 
todos os casos testes foram padronizados em r= 8 . Esse 



procedimento visa estabilizar os resultados estimados, onde o 
número de tempos futuros deve ser sempre maior ou igual que o 
número de sensores (Kurpizs et ai , 1990) para se obter uma 
solução trivial para o sistema formado pela Eq. (13). 

Observa-se ainda, que em ambas metodologias os valores 
iniciais estimados não apresentam resultados com boa 
concordância em relação ao valores exatos. Esse aspecto é melhor 
explorado na Figura 3. 

E 
;3:: 
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X 

;:.:; 
1::1-

3,0 ..---------------, 

1,5 
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exato 
___ grad. 

........ seq. 
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Figura 2 - Fluxo de calor linear. 
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Figura 3- Fluxo de calor linear (detalhe do início da estimação). 

No Método de Função Especificada Seqüencial este 
comportamento é devido também a utilização das componentes 
de tempos futuros, ou seja, no instante inicial o valor estimado já 
sofre influência de todas as temperaturas experimentais simuladas 
e coeficientes de sensibilidade de r tempos futuros. Já no Método 
do Gradiente Conjugado a concepção de tempo global faz com 
que todas componentes de fluxo de calor se relacionem a cada 
iteração até que se obtenha a convergência. Assim, a restrição 
imposta pela Eq. (2) novamente influenciará as componentes de 
fluxo de calor iniciais, obtendo-se então valores discordantes e 
imprecisos em relação as evoluções de fluxo de calor exato. Este 
influência é minimizada quando o fluxo a ser estimado possui 
comportamento ascendente e descendente, conforme poderá 
visualizado na Figura 4. 
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Na Figura 4 os valores estimados pelo Método do Gradiente 
Conjugado demonstraram uma maior acuracidade em relação aos 
valores estimados pelo Método de Função Especificada 
Seqüencial. Observa-se nesse caso, que as componentes de fluxo 
de calor estimadas no instante inicial e final pelo Método do 
Gradiente Conjugado não apresentam as distorções apresentadas 
na Figura 3. Esse comportamento se deve pela natureza do fluxo 
de calor a ser estimado, isto é, fluxo ascendente e descendente, 
Eq. ( 16). No Método de Função Especificada Seqüencial os 
valores iniciais apresentam o mesmo comportamento da Figura 3, 
ou seja, no início da estimação os resultados são bem imprecisos. 
Além disso, os valores próximos ao instante de tempo final 
apresentam grandes distorções devido a utilização de informações 
de tempos futuros. Nota-se que as componentes de fluxo de calor 
estimadas se desviam do fluxo exato próximo ao instante de 
tempo t =52, 0s que correspondem a r= 8 tempos futuros 

(Figura 4). Para fluxos com comportamento ascendente e 
descendente (tipo triangular) o Método de Função Especificada 
Seqüencial demonstra não ser tão eficaz quanto observado na 
Figura 2. 
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Figura 4- Fluxo de calor triangular. 
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Figura 5 - Fluxo de calor parabólico. 

Na tentativa de se verificar as aplicabilidades de cada 
metodologia em relação a natureza do fluxo de calor a ser 
estimado, são apresentados na Figura 5 os resultados estimados 



pelo Método do Gradiente Conjugado e pelo Método de Função 
Especificada Seqüencial para um fluxo de calor exato com 
comportamento parabólico. Eq. (17). Nesse caso, em ambas 
metodologias resultados se mostraram bastante concordantes em 
relação ao fluxo de calor exato. Entretanto, para o Método de 
Função Especificada Seqüencial observa-se novamente que os 
resultados estimados apresentam distorções para o instante inicial 
e instante final de cálculo. 

CONCLUSÃO 

Do ponto de vista computacional, o Método do Gradiente 
Conjugado exige uma elevada memória devido as inúmeras 
variáveis a serem armazenadas durante o processo iterativo. 
Verifica-se que no algoritmo computacional são necessárias três 
sub-rotinas de volumes finitos para a solução do problema direto, 
do problema de sensibilidade e do problema adjunto e ainda de 
duas sub-rotinas de integrais duplas para a obtenção do tamanho 

do passo {3 " e do coeficiente conjugado y". A manipulação 

dessa grande quantidade de variáveis resulta também no aumento 
do tempo computacional. 

A implementação computacional do Método de Função 
Especificada Seqüencial não requer um grande número de linhas 
de programação em relação ao algoritmo do Método do Gradiente 
Conjugado, contudo quando se analisa a Eq. (13) verifica-se a 
presença de uma variável com múltiplos índices referente ao 
coeficiente de sensibilidade, que neste caso é representada por 

1/J:.; . Deste modo, a manipulação de uma variável desta natureza 

torna-se complexa do ponto de vista computacional, tendo em 
vista que se faz necessário o armazenamento de dados em 
matrizes tridimensionais e cujo procedimento possui limitações 
de memória computacional. Entretanto, apesar dessas limitações, 
o Método de Função Especificada Seqüencial é mais ágil em 
relação ao Método do Gradiente Conjugado, isto é, exige um 
menor tempo de execução computacional. 

De acordo com os resultados obtidos pode-se concluir que 
ambas metodologias de problemas inversos apresentam-se 
eficazes para a obtenção de um campo de fluxo de calor 
desconhecido em um problema de condução de calor 
bidimensional. No entanto, deve-se analisar as características 
específicas de cada problema térmico, tendo em vista as 
diferentes concepções de cada uma das técnicas utilizadas neste 
trabalho. Nesse sentido, para problemas em que supõe-se que o 
fluxo de calor desconhecido tenha comportamento ascendente 
(essencialmente transiente) conclui-se que o Método de Função 
Especificada é mais apropriado. 

Para problemas onde supõe-se que o fluxo de calor 
desconhecido tenha um comportamento ascendente e descendente 
(tipo pulso), conclui-se que o Método do Gradiente Conjugado 
apresenta-se mais eficaz. 

Assim, conclui-se que o uso de técnicas de problemas 
inversos pode se tomar uma poderosa ferramenta para a obtenção 
de campos térmicos superficiais em regiões de dificil acesso com 
resultados de relativa acuracidade. 
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RESUMEN 

Las actividades propias dei funcionamiento de una planta química (control, optimización, planeamiento gerencial) se sustentan 
en un conocimiento confiable dei estado actual dei proceso. Para obtener la información requerida es necesario ubicar los instrumentos 
en lugares adecuados. Dado que en las plantas modernas bien instrumentadas deben instalarse una gran cantidad de sensores , la elección 
dei conjunto de mediciones que minimiza el costo de instrumentación tiene un fuerte incentivo económico. 

El presente trabajo propone desarrollar un modelo matemático para el diseil.o óptimo de instrumentación en procesos químicos cuya 
operación se describe mediante relaciones funcionales lineales y no lineales entre las variables dei proceso. 

INTRODUCCION 

La información que brinda el monitoreo de una planta química 
debería permitir una estimación completa de las variables que se 
requiere conocer a los fines de realizar tareas de control, 
optimización, planeamiento gerencial, regulaciones ambientales, etc. 
Esto se consigue con la instalación de un conjunto adecuado de 
instrumentos. La selección de la instrumentación necesaria tiene un 
rol fundamental durante la etapa de diseiio de una planta nueva y en 
la modificación de las existentes para adaptarias a nuevos 
requerimientos de producción o de tipo ambiental. 

La clasificación de mediciones y variables no medidas es la 
herramienta esencial en el diseiio o revamp de instrumentación. 
Una vez fijado el grado de conocimiento requerido dei proceso, 
esta técnica se aplica varias veces hasta completar la selección de 
los instrumentos que permiten conocer toda la información 
deseada. Sin embargo esta selección no es óptima, ya que el 
procedimiento se basa en una búsqueda tipo prueba y error 
sustentada en la experiencia· ingenieril, que no involucra un 
análisis de costos. 

El presente trabajo desarrolla un modelo matemático para el 
diseil.o óptimo de instrumentación en un proceso químico cuya 
operación se describe mediante relaciones funcionales lineales y 
no lineales entre las variables dei proceso. 

Para esto se analizará el caso de localización óptima en una 
red de intercambiadores de calor con vistas a optimizar un 
criterio de desempeno de carácter económico y elaborar una 
herramienta de cómputo que permita resolver el problema citado 
conectando un algoritmo genético con un algoritmo de 
clasificación de variables. 

La técnica utilizada para la clasificación de variables es la de 
factorizaciones ortogonales y se propone, para la resolución dei 
problema de optimización planteado, la implementación de un 
algoritmo genético ya que éstos aparecen como una técnica 
adecuada para resolver problemas combinatorios. 

FORMULACION DEL PROBLEMA 

Se propone minimizar el costo de instrumentación necesario 
para determinar todas las variables involucradas en un proceso 
sin requerimientos de redundancia. 

Primeramente se plantean las ecuaciones de balance que 
describen el proceso en estado estacionario : 
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Balance de masa: 

Balance de energia 

L.,Ljk fj hj +LX +qk =0 
kr 

A continuación se describe la aplicación de transformaciones 
ortogonales tipo Q-R para la clasificación de variables 
involucradas en balances bilineales. Se utiliza el esquema general 
desarrollado por Crowe, intoduciéndose cambios que mejoran su 
empleo para el diseil.o de monitoreo y, con posterioridad, para la 
reconciliación de datos (Sánchez y Romagnoli , 1996). 

La clasificación de variables en sistemas bilineales utilizan 
cálculos matriciales, donde se realiza en principio una 
clasificación de variables extensivas , es decir: flujos totales, y 
entálpicos ya que éstos forman sistemas lineales . En base a los 
resultados alcanzados , se obtiene una primera clasificación de 
temperaturas y flujos. 

La topologia dei proceso está representada por la matriz de 
incidencia L. El proceso está descripto por las ecuaciones de 
balance ya planteadas. 

No se efectúan cambios en los términos lineales de las 
ecuaciones . En cambio, los bilineales se modifican utilizando la 
clasificación de los flujos entálpicos. Los flujos se dividen en tres 
categorias dependiendo de la combinación de mediciones de flujo 
total (f) y de temperatura (t) en la corriente, tal como lo indica la 
Tabla I . 

Categoría f T 
M M 

2 u M 
3 M/U u 

Tabla I 

En cuanto ai tratamiento de los balances energéticos, 
obtenemos expresiones de las entalpías específicas de las 
corrientes sólo en función de la temperatura (t) , asumiendo que 
pueden representarse por una función cuadrática de la 
temperatura , dei siguiente tipo: 



h· = V1· +V 2· t · +v 3. t 2 
I I I I I I 

Donde: 

i :corriente 
v 1; ,v2; ,v3; constantes de la ecuación de entalpía 
especifica. 

En el cálculo de las entalpías se asume que la presión 
es constante. 

Las ecuaciones que presentan términos bilineales son 
escritas de manera general para cualquier proceso como: 

B1 fch + B2 V d + B3 v= O 

Balance energético: 
Donde: 
f eh :flujos por componentes y entálpicos de categoria I. 
d: vector de concentraciones medidas y entalpías 

específicas calculadas para los flujos de la categoria 2. 
v: vector de flujos por componente y entálpicos de la 

categoria 3, extensiones de reacción , flujos energéticos 
puros. etc. 

fM :representa los caudales medidos. 
fu :representa los caudales no medidos. 
V: indica la matriz diagonal de caudales totales no 

medidos para los flujos por componente de la Categoria 2. El 
número de entradas en V correspondiente a una corriente es igual 
ai número de elementos de d de la misma. 

Para hacer explícito los caudales totales de las corrientes con 
flujos específicos pertenecientes a la categoria 2 se define la 

Cada columna de la matriz 8 4 contiene la suma de las 
columnas de la matriz 8 2 • multiplicadas por las correspondientes 
entalpías específicas. Para agrupar todos los caudales no medidos , 
se agregan columnas nulas a 8 4 si resultara necesario. Se obtiene 

8 5 (d)fu =B 2 Vd 

una nueva matriz 8 5 : 

Se pueden utilizar diferentes conjuntos linealmente 
independientes de ecuaciones dei proceso. Un conjunto puede 
incluir : balances de masa total , balances de energia y ecuaciones 
de normalización . Otro puede contener los balances por 
componentes y energéticos y las ecuaciones de normalización . 

Si se utilizan las expresiones indicadas previamente , el último 
conjunto de ecuaciones se formula: 

A partir de este punto la clasificación procede como en el 
caso lineal (Sánchez, 1996). 

En una segunda etapa de clasificación de variables se 
involucra la utilización de restricciones intensivas , esta es 
igualdad de temperaturas. 
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TECNICA DE OPTIMIZACION: ALGORITMOS 
GENETICOS 

El enfoque fundamental en optimización consiste en formular un 
índice cuantitativo, la función objetivo, que representa el valor de una 
decisión, y mejorar iterativamente el valor asumido por la misma 
mediante una adecuada selección entre las alternativas disponibles. 

El caso de estudio en este trabajo involucra la resolución de un 
problema dei tipo combinatorial. Para pequenos sistemas la búsqueda 
exhaustiva con algunos criterios de detención que hagan a esta más 
eficiente es una opción válida considerando los castos de ejecución 
de un programa en un computador. Sin embargo para grandes 
sistemas este método no aparece como viable y las técnicas de 
optimización evolutiva surgen como una alternativa robusta 

En particular, el uso de Algoritmos Genéticos (AG) no es 
nuevo ya que sus principias básicos fueron propuestos en la 
década dei setenta, ampliándose cada vez más su uso en 
ingeniería. Un AG es un algoritmo de búsqueda basado en los 
mecanismos de la genética natural que simula la evolución de 
.. organismos" (soluciones) a través de la supervivencia dei más 
apto, hasta llegar a una solución óptima (Goldberg, 1993). 

El funcionamiento básico de un AG supone el mantenimiento 
de una población, un conjunto de indivíduos que generará 
descendencia y competirán entre sí posteriormente. 

Un individuo es un conjunto de genes que lo caracteriza. Un 
gen puede tomar valores determinados pertenecientes a un 
conjunto de datas posibles. Dichos valores son llamados alelos. 

Desde el punto de vista de estructura de datas podemos 
representar una población como un arreglo de individuas 
(cromosomas) cada uno de los cuales estará representado por un 
valor real o una string de bits. 

En función de la representación elegida, distintas funciones 
proveerán las conversiones que sean necesarias. 

La estructura de un algoritmo genético se muestra en el 
siguiente pseudo código (Michalewicz, 1995). 

Procedimiento AG 
t=O 
inicializa poblacion(t) 
ajuste(t)=jitness(poblacion(t)) 
mientras (criterio _de_ detencion) 

t=t+l 
Selección Poblacion(t) de Pob/acion(t-1) 
Cruzar poblacion(t) 
Mutar poblacion(t) 
ajuste(t) =jitness(poblacion(t)) 

jin_de_mientras 
jin 

Se genera una población inicial de una determinada cantidad 
de individuas, cada uno de los cuales representa una solución 
potencial ai problema en cuestión. Posteriormente se somete 
iterativamente a los individuas a la acción de· tres operadores 
genéticos a saber: selección, cruzamiento y mutación. 

El operador selección intenta simular la selección natural de 
los indivíduos vivos. Este operador selecciona los padres de la 
próxima generación (los que sobrevivirán) en función de su 
adaptación al media (fitness). De esta forma, los mejores 
individuas pasarán a la próxima generación sus características 
genéticas. La clave de la selección es que los más aptos tengan 
mayor probabilidad de recombinarse y contribuir con sus hijos a 
la próxima generación. 

El cruzamiento es simplemente un intercambio de 
información genética entre los padres de tal manera que los hijos 
que resultan sean también cromosomas válidos. Esto es, si los 
cromosomas son strings de bits los hijos deben serlo también; si 
los cromosomas representan asignaciones de instrumentos 



posibles, ellos deberán generar hijos que representen también 
asignaciones válidas (Díaz, 1995). El cruzamiento depende de la 
representación elegida. 

El operador de mutación también dependerá, como ya se 
expresó, de la representación de los cromosomas. En general la 
mutación implica la modificación parcial y aleatoria de un gen 
dei cromosoma, teniendo en cuenta que el resultado de la 
mutación debe generar un individuo válido. 

CASO DE ESTUDIO 

Se analiza la asignación óptima de instrumentación en una 
red de intercambio de calor de la Fig. I. En este sistema la 
corri ente f recibe calor de la corri ente A. 

A 
' 

( 
I 

( 
' 

A A 
' 

( 
I 

( 

' 

A, 

Fig. I 

Para cada tlujo másico se dispone de medidores de tlujo de 
un costo unitario de 800. Para la medición de las temperaturas se 
cuenta con termocuplas de un costo unitario de 500. 

Los valores reales de los tlujos másicos y de temperaturas se 
muestran en la Tabla 2 y los coeficientes de las ecuaciones de la 
entalpía específica se muestran en la Tabla 3 . 

Corriente Caudal Tem.....l!_eratura 
ft 963.63 466.33 

f2 555.77 481.91 
f 407.85 481.91 

f4 407.85 530.09 

AJ 253.20 618. 11 
A, 253 .20 543.90 

AI 253.20 486.51 
Tabla 2 

Coeficiente f A 

v -6.8909 -14.8538 

v, 0.0991 0.1333 

v, I. I 081. I O-" 0.7539. 10-4 

Tabla 3 

El cromosoma que representa las soluciones potenciales a 
este problema está relacionado con los tlujos másicos medidos y 
las temperaturas medidas. De esta manera el cromosoma tendrá 
un largo igual ai doble dei número total de corrientes 
(largo_cromosoma= 14 ) y tiene una representación vectorial de 
números binarios : 
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Donde: 
f;= {O, I} 
t; = {0,1} 
tA;= {0, I} 
A; ={0,1} 

Cada elemento de P toma el valor uno si la corriente i de 
tlujo o temperatura es medida , y toma el valor igual a cero en el 
caso contrario. 

El algoritmo genético selecciona a los individuas en función 
de su fitness. Este valor es proporcionado directamente por la 
función objetivo penalizado, si corresponde, por el algoritmo de 
clasificación de variables, en caso de existir variables 
determinables. La estructura de la función de fitness utilizada se 
describe en el siguiente pseudocódigo. 

Funcion fitness(p) 
Loca/ización de instrumentos. 
C/asificación de variables. 
Si verifica restricción de observabilidad 
Penalizacion=O 

Sino 
Penalizacion=P I 

Fin de si 
C os to = Icosto _instrumentos+ Penalización 

La convergencia dei método puede apreciarse en la Fig. 2 , en 
la que se muestra el mínimo obtenido por el AG 

El cromosoma óptimo obtenido es: 
P = (O I O O O O O I I I I I I I ). 

Este resu ltado indica que es conveniente medir só lo un flujo y 
todas las temperaturas. Se realizaron corridas dei problema con 
distintos costos de los medidores, siempre que el costo de los 
medidores de tlujo se asumió mayor que los de temperatura la 
solución coincidia con la mostrada. Si el costo de los medidores 
de temperatura se asumia mayor que los medidores de tlujo, la 
solución presentaba otras combinaciones. 

75001,---~--~--~--~--~--

c 6500 
o 
s 
T 6000 
o 

5500 

5000 

4500 

4000 Optint> 

Costo 6ptint>:3800 

Prob. Cruzarriento: 65% 
Prob de tTIJtaci6n:0.1% 
Tama"o de la población: 20 

\ 
3500'----~--~--~--~--~----' 

o to 15 20 25 30 
twmero de iteraciJnes 

Fig. 2 

CONCLUSIONES 

Se formuló y resolvió el problema de asignación óptima de 
sensores en un proceso. Se usó una estrategia basada en el planteo 
de un problema de optimización, el que por su carácter de tipo 
combinatorio fue resuelto mediante un AG. Los resultados 
obtenidos fueron satisfactorios con la ventaja adicional que 
proporcionan los AG de arrojar un conjunto de buenas soluciones 



además de la distribución óptima. 
Otra ventaja de los algoritmos genéticos radica en que no 

incorporan restricción alguna a la función objetivo. La misma 
puede no ser continua ni derivable y tener cualquier 
característica. De hecho en este trabajo se presenta un AG puesto 
a resolver un problema donde el espacio de búsqueda está 
formado por combinaciones. 
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RESUMO 

É analisado o comportamento de um contaminante inerte na interface de uma camada misturada sob ação de 
diferentes fluxos de calor turbulento com uma camada termicamente estável. O contaminante é lançado na meia 
altura da camada misturada e, dependendo do fluxo turbulento de calor na fronteira inferior pode penetrar de 
diferentes modos na camada estável. Os gradientes dos campos de concentração e os fatores de intermitência são 
analisados e os resultados podem ser úteis na avaliação de formação do tensor difusividade turbulenta. 

INTRODU CÃO 

A região em que se dá o '· entrainment'' em escoamentos de 
importância para apl icações em engenharia é bem estudada, 
levando ao estabelecimento de algumas formulações 
parametrizadas para a velocidade descritora deste fenômeno. No 
caso de escoamentos de longa escala e nos quais haja 
predominância das forças de empuxo sobre as forças de fricção 
no estabeleciemento na manutenção da turbulência, alguns 
trabalhos recentes buscam evidenciar a relação de deformação da 
a ltura da zona de mistura com a velocidade de entrainment. 

Wyngaard e Brost ( 1984) provaram a existência de 
dependência entre o processo de difusividade total para uma 
camada limite convectiva e o perfil do fluxo do escalar 
considerado e a possibilidade de singularidades no processo. 
Usando resultados de simulação de ·• large-eddies .. (LES). com 
base na assimetria vertical da produção, por empuxo, da energia 
cinética turbulenta, os autores provaram também a diferença entre 
as difusividades de topo (top-down) e de base (bottom-up), com 
esta última sendo consideravelmente maior. 

Moeng e Wyngaard ( 1986), usando resultados de LES e 
ana lisando a covariância da pressão na equação de conservação 
de fluxo de escalares na camada limite convectiva, provaram que 
a escala de tempo em escoamentos dessa natureza depende não 
somente das escalas da camada misturada mas, também, da razão 
dos fluxos do escalar no topo e na base da camada limite. 

Hosltslag e Moeng ( 1991 ), aplicando as análises citadas 
anteriormente e a derivação feita por Deardorff ( 1972) para fluxo 
de calor contra-gradiente no topo da camada limite convectiva 
atmosférica introduziram uma parametrização empírica para o 
termo de transporte na equação de fluxo de calor, o que levou 
diretamente à derivação de uma forma para a componente vertical 
do tensor difusividade turbulenta de massa, dependente da 
relação entre os fluxos de topo e de base do escalar. 

Neste trabalho é avaliada experimentalmente a zona de topo 
de um ambiente convectivo no que concerne ao comportamento 
do escalar concentração, visando fornecer dados que permitam 
futuras comparações com formulações de componentes do tensor 
difusividade turbulenta de massa, incorporando os efeitos de 
difusão contra-gradiente através de uma velocidade de 
entrainment. O campo de concentrações analisado é proveniente 
de um lançador puntual direcionado verticalmente, que lança o 
contaminante com mínima velocidade, depositando-o no 
ambiente e submetendo-o à ação das estruturas de turbulência 
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geradas fundamentalmente por forças de empuxo. São mapeados 
o campo de concentração. os gradientes da concentração nas 
direções vertical e horizontal e a intermitência. todos na interface 
entre a camada misturada e a região estáve l superior, confinadora 
do ambiente. 

PROCEDIMENTO EXPER IMENTAL 

O procedimento experimental adotado é baseado em algumas 
adaptações àquele descrito em Queiroz e Loureiro ( 1997). É 
utilizado um tanque convectivo com 800 litros de água, preparado 
para o estabelecimento de um gradiente de temperaturas de até 
0. 15K/ cm, através de aquecimento em sua superficie inferior 
seguida de repouso por, no mínimo, quatorze horas. Um ambiente 
típico anterior a um experimento é mostrado na Figura I , obtida 
por termografia. O aquecimento inferior que permite a geração de 
turbulência por empuxo é feito por vapor em condensação com 
contato através de superficie de aço. Um campo de captura de 
imagens de 320 x 240 mm foi isolado na interface entre a região 
de mistura e a região estável, permitindo obtenção de resolução 
de 2 pixels por milímetro. 

l 32 . 7 
32 .0 
31. 4 

30 . 7 

30 . 1 
29 . 4 
28.7 

28.0 

27 . 3 
Z& .r. 

s. zs .a 

Figura I - Vista frontal da estrutura térmica do ambiente 
preparado para os experimentos. Exposição termográfica. 

A escala de Kolmogorov no ambiente é da ordem de I mm. 
Após a aquisição das imagens as seqüências foram tratadas e 
isoladas aquelas que mostravam a chegada da evolução à zona de 



interface e sua posterior movimentação descendente. As duas 
imagens analisadas neste trabalho são as primeiras de cada série 
experimental após ser atingida a posição mais alta da evolução, 
correspondendo a II segundos após o lançamento. O corte das 
imagens analisado foi de 240 x 200 pixels. Dentro das imagens 
totais adquiridas, estes cortes correspondem às coordenadas dos 
extremos superior esquerdo e inferior direito, em pixels, de (180, 
55) e (420, 255) respectivamente. 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Os resultados para o grupo experimental A são mostrados nas 
Figuras 2 a 7. Na Figura 2 pode ser visto o perfil de temperaturas 
no tempo na placa aquecida (base do escoamento) e no termopar 
situado a 45 mm de altura. A injeção do contaminante se deu 30 
segundos após o início do aquecimento. A imagem mostrada na 
Figura 3 é da evolução do contaminante no interior da interface, 
sendo o limite inferior desta situado a 250 mm da placa aquecida. 
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Figura 2- Variação de temperaturas do grupo experimental A. 

Figura 3 - Imagem da evolução II segundos após o lançamento, 
feito 30 segundos após o início do aquecimento. 

Na Figura 4 pode ser visto o perfil de temperaturas ao longo 
da altura da câmara, obtido 30 segundos após o início do 
experimento, mostrando o máximo atingido pela temperatura da 
base. 
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Figura 4- Perfil de temperaturas correspondente ao máximo 
alcançado pela base. 

Na Figura 5 é mostrado o mapeamento das concentrações, 
adimensionalisadas pelo maior valor de intensidade de tons de 
cinza encontrado na imagem da Figura 2. 
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Figura 5 - Concentrações da Figura 3, adimensionalisadas pelo 
máximo valor de intensidade. 

A soma dos quadrados dos gradientes nas direções ortogonais 
da evolução é mostrado na Figura 6 enquanto a intermitência, 
definida como o número de pixels acima do background que estã 
presente em vãrias seções verticais de altura igual à máxima 
atingida pela evolução dentro da imagem, estã mostrada na 
Figura 7. 



Figura 6 - Soma dos quadrados dos gradientes nas direções ortogonais da evolução. 
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Figura 7- Fator de intermitência para a imagem da Figura 3. 

Na seqüência de Figuras de 8 a 13 são mostradas, para o 
grupo experimental B as mesmas quantificações anteriormente 
vistas para o grupo experimental A. Neste grupo a injeção do 
contaminante se deu 60 segundos após a injeção do vapor sob a 
placa inferior da câmara, correspondente ao miCIO do 
aquecimento. Como pode ser observado os dois grupos tiveram 
como característica diferenciadora fundamental o estado térmico 
do sistema quando da injeção do contaminante. No grupo A isso 
se deu antes da placa aquecida atingir a temperatura mais alta e 
no caso B, após a placa ter atingido o máximo. O reflexo térmico 
estã na variação temporal instantânea da temperatura a 45 mm de 
altura, que é menor no caso B, correspondendo a um menor fluxo 
de calor turbulento naquela região e nas camadas acima. 
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Figura 8- Variação de temperaturas do grupo experimental B. 

Figura 9 - Imagem da evolução li segundos após o lançamento, 
feito 60 segundos após o início do aquecimento. 
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Figura 10- Perfil de temperaturas correspondente ao máximo 
alcançado pela base. 
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Figura 11 - Concentrações da Figura 9, adimensionalisadas pelo 
máximo valor de intensidade. 

Figura 12- Soma dos quadrados dos gradientes nas direções ortogonais da evolução da Figura 9. 
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Figura 13- Fator de intermitência para a imagem da Figura 9. 
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O perfil de temperaturas ao longo da altura do ambiente, 
correspondente ao máximo alcançado pela placa aquecida da base 
difere nos dois casos. A temperatura máxima da placa da base no 
grupo 8 foi de 49°C enquanto no grupo A foi de 45°C. Não 
obstante haja semelhança nos perfis até a altura de 200 mm a 
característica de um ambiente convectivo penetrativo é mais 
visível no grupo 8 , embora o aumento de temperaturas com a 
altura a partir de 200 mm esteja também presente no grupo A. A 
temperatura próxima à altura de lançamento difere em 3°C, sendo 
maior no grupo 8 . Pode então ser notado que o fluxo de calor foi 
o elemento dominante na determinação da evolução do 
contaminante, fazendo com que o grupo A, embora sob menores 
temperaturas apresentasse características de maior penetração na 
interface. 

De fato, a quantidade de contaminante presente acima da 
linha base de análise é muito maior no grupo A, o que pode ser 
visto no mapeamento mostrado nas Figuras 5 e 11 . Concentrações 
mais elevadas são também observadas na região de interface para 



o grupo A. Quando considerados os potenc1a1s dissipativos, 
caracterizados pelos quadrados dos gradientes, observa-se uma 
clara predominância de picos no grupo A, indicando que, 
paralelamente à presença de maior quantidade de massa 
contaminante e maiores concentrações, apresentam-se, ainda, 
mais fortes condições de manutenção da dissipação. 

O fator de intermitência calculado para os dois grupos 
experimentais mostra que a irregularidade é acentuadamente 
maior no grupo A, abrangendo vários picos e vales ao longo da 
porção lateral do domínio em que se dá a presença do 
contaminante. O fator de intermitência para o grupo B apresenta 
menos variações. O valor máximo alcançado pelo fator de 
intermitência avaliado para o grupo A foi sempre maior em todas 
as posições, indicando que prevalece, naquele caso, uma 
capacidade maior de imposição de troca do escalar na região de 
transição. Esta imposição pode ser quantificada e relacionada 
com fluxos de entrainment. 

CONCLUSÕES 

Os resultados experimentais da análise da evolução de um 
contaminante inerte lançado em um ambiente com características 
térmicas similares aos ambientes convectivos instáveis limitados 
por uma camada estável mostraram que é possível inferir a 
influência do fluxo turbulento de calor, avaliado pela variação 
temporal de temperaturas em camadas adjacentes à base da 
evolução, sobre a região de interface através de características 
macro do campo de concentrações. 

Parâmetros como a soma dos quadrados dos gradientes em 
direções ortogonais da evolução e o fator de intermitência podem 
ser usados para avaliar características da difusão top-down 
presente em interfaces do tipo estudado. O mapeamento da 
evolução por técnicas de processamento de imagens com 
resolução na ordem de grandeza da escala de Kolmogorov 
mostra-se suficientemente robusta para permitir a aplicação de 
critérios estatísticos mais aprofundados, gerando informações 
que devem ser mais úteis na avaliação de desempenho de 
modelos de trubulência do que grandezas médias. O trabalho ora 
apresentado deve ter prosseguimento com o uso dessas técnicas 
estatísticas aplicadas sobre a região da interface e em escalas de 
maior definição, não sendo porém possível , nas condições atuais, 
atingir ordens de grandeza da escala de Batchelor, o que seria 
desejável em estudos de difusão. 
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ABSTRACT 

The behaviour of an inert contaminant in the interface 
between a mixed layer under different turbulent heat fluxes and a 
thermal stable layer is analysed . The contaminant is released in 
the middle of the mixed layer and, depending on the turbulent 
heat flux at the bottom boundary can penetrate under different 
ways in the stable layer. The gradients of the concentration field 
and the intermittence factor are analysed and the results are 
believed to be useful in evaluation of formulations for the eddy 
diffusivity tensor. 
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RESUMO 

Indicadores estatísticos são usÇJdos para caracterizar a evolução do campo de um contaminante inerte 
lançado em um ambiente instável. A evolução do campo é analisada através de séries de imagens obtidas 
quando uma mistura de rodamina 6G e água emite energia no espectro visível, acima de 560 nm, quando 
exposta a um feixe de laser de argônio de alta intensidade a 514 nm. Os terceiro e quarto momentos, as 
funções densidade de probabilidade de intensidade de cinza, as funções densidade de probabilidade dos 
gradientes de cinza e fatores de intermitência são calculados nas imagens geradas. Os resultados são 
comparados àqueles obtidos para esteiras em torno de clindros circulares e jatos e podem ser úteis para 
avaliação de soluções numéricas das equações de conservação de energia, massa e momentum. 

INTRODU CÃO 

Vários conjuntos de dados experimentais existem relacionados 
a escoamentos totalmente convectivos em que as estruturas de 
turbulência são mantidas fundamentalmente pela ação do 
empuxo. O problema de determinação do campo de concentração 
de um contaminante inerte em tais escoamentos foi abordado 
principalmente por Deardorff e Willis (1985) e Willis e 
Deardorff (1978) e (1987), sendo os resultados decorrentes de 
seus experimentos usados com frequência para comparação da 
resolução numérica das equações de conservação de quantidade 
de movimento linear, massa e energia. Como tais soluções 
dependem, em sua maioria, de formulações do tensor 
difusividade turbulenta para os ambientes altamente convectivos 
e de submodelos de turbulência, o que implica um pesado 
exercício de previsibilidade de um fenômeno em parte aleatório, 
há uma visível necessidade de indicadores estadsticos e 
probabilísticos para que comparações em bases de razoável 
confiabilidade sejam feitas. Esta lacuna é flagrante nos estudos 
do uso de métodos numéricos que limitam as análises à 
concordância entre grandezas quase sempre médias. 

Prasad e Sreeni vasan ( 1989) estudaram a estrutura de um 
escalar passivo em escoamentos turbulentos em tomo de 
cilindros e em jatos e quantificaram indicadores estatísticos e 
probabilísticos além de dimensões fractais e intermitência nas 
regiões de interface entre o escalar (no caso, concentração) e o 
escoamento não contaminado. 

Meneveau e Sreenivasan (1991) avaliaram as estruturas de 
turbulência relacionadas à dissipação e concluíram pela sua 
natureza multifractal. 

O estudo ora apresentado tem corno base os experimentos 
descritos em Queiroz e Loureiro (1997) e alia a quantificação da 
intensidade de tons de cinza em imagens de um contaminante 
evoluindo em um ambiente altamente instável a indicadores 
estatísticos que têm poder suficiente para descrição de campos 
com aleatoriedade espacial e temporal. São usados como 
indicadores o terceiro e quarto momentos (skweness e flatness), 
funções densidades de probabilidade do campo em si e de seus 
gradientes nas duas direções que definem o plano da evolução, 
funções de probabilidade conjunta de concentrações e gradientes 
e a intermitência, definida como em Prasad e Sreenivasan, op. 
Cit, pela quantidade de elementos que denotam existência do 
contaminante em regiões de interfuces interiores do campo de 
concentrações. 
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TÉCNICAS EXPERIMENTAIS 

Os elementos componentes do aparato experimental e as 
técnicas utilizadas são exaustivamente descritos em Queiroz e 
Loureiro, op. Cit. Em síntese, em um tanque de água de 
oitocentos litros é criado um ambiente que pode ser 
termicamente descrito por uma superposição de uma camada 
altamente instável, submetida a um fluxo de calor constante na 
sua fronteira inferior, e uma camada estável, proveniente de um 
aquecimento prévio da água seguido de quatorze horas de 
estabilização com um isolamento lateral na metade superior do 
tanque. Os 200 mm inferiores de lâmina de água tormam a 
região em que é lançado o contaminante a 110 mm de altura e, 
estando em contacto direto com a superficie aquecida pelo vapor 
experimenta uma vigorosa mistura pela turbulência gerada pelo 
empuxo e os 120 mm superiores formam a região estabilizada 
com temperatura superior em 5°C à temperatura média da região 
misturada. O contaminante lançado é uma mistura de rodamina 
6G e água com uma concentração média de 200 ppb durante a 
dispersão e com capacidade de ser excitada a 514 nm por um 
feixe de laser de argônio de 4 watts. A excitação da rodamina 
provoca uma emissão a 560 nm que pode ser capturada por 
câmera CCD e filtragem óptica passa-alta. Sendo a concentração 
muito pequena, o caminho óptico interfere minimamente com a 
relação entre concentrações e intensidades dos tons de cinza 
capturados, conforme estudos realizados por Coppeta e Rogers 
( 1997) para um amplo espectro de substâncias com capacidade 
de fluorescência sob luz concentrada 

Dois grupos de experimentos foram realizados com 
diferentes fluxos de calor que geraram diferentes alturas da 
camada de mistura. O contaminante foi sempre lançado a 11 O 
mm, permitindo o estudo simultâneo da influência da altura de 
lançamento e da velocidade convectiva, caracterizadora da 
importância relativa do empuxo sobre a fricção na formação e 
manutenção das estruturas de turbulência. 

As características dos experimentos estão mostradas na 
Tabela I , sendo Zl a altura de lançamento e Zi a altura de 
mistura. 

A ordem de grandeza estimada das escalas de Kolmogorov 
para os dois experimentos foi I mm. As sequências de imagens 
capturadas nos experimentos foram tratadas por um pré
processador proprietário (Global Lab - Data Translation) e as 



matrizes geradas, avaliadas estatisticamente por programas 
desenvolvidos em ambiente Oelphi. 

Tabela I - Características dos grupos experimentais 

Grupo Fluxo de Duração 
experimental calor Zl/Ztotal Zi (mm) (s) 

------------- ---~j _________ - --------- ----··------ --- ---- - ... 
1 4.40 0.34 220 30 
2 2.14 0.34 185 30 

O fluxo de calor indicado na Tabela 1 foi medido através da 
derivada temporal da temperatura em um termopar situado à 
meia altura da camada de mistura, conforme discutido em 
Deardorff e Willis ( 1985). 

TÉCNICAS ESTATÍSTICAS 

Embora haja uma grande tendência de uso apenas de 
indicadores robustos para grandezas estatísticas representativas 
de fenômenos com amplos espectros de acontecimento de uma 
ou mais variáveis, os momentos superiores podem fornecer 
ordem de grandezas para efeito comparativo entre fenômenos 
simulados e reais. 

Para análise de momentos de ordem superior fui necessário 
o estabelecimento de um valor estatistico do background de cada 
imagem. Isto foi realizado por testes de dez áreas de várias 
dimensões aleatoriamente tomados em cada imagem. Um 
intervalo das médias de todas as áreas analisadas em uma 
imagem foi calculada com um coeficiente de confiabilidade de 
95%. Para cada imagem foi , assim, usado um intervalo de 
background próprio além do qual eram considerados os tons de 
cinza válidos para as análises. 

O terceiro momento (ou skewness) é uma escala adimensional 
que caracteriza o grau de assimetria de uma distribuição em 
relação à sua média. É expresso pela equação ( 1 ). 

-]3 1 N Xj - X 
Skew(x1···· xN) = Ni~[ -a (1) 

As grandezas x~, ... XN são as intensidades dos tons de cinza 
acima do background de cada pixel da imagem. 

No caso de uma amostra, a pode ser usado como o melhor 
estimador do desvio padrão da população. Nas análises de cada 
imagem, a é o desvio padrão da população de pixels acima do 
background estatístico. 

O quarto momento (kurtosis ou flatness) pode ser calculado 
pela expressão (2) e avalia a planeza relativa da distribuição da 
população em relação à normal que pode ser calculada com o 
primeiro e o segundo momentos da amostra, usados como 
estimativa da média e desvio padrão. 

Kurt(x, ... ~)={~f[~]lr -3 
Np,1 a ~ 

(2) 

A função densidade de probabilidade conjunta fui calculada 
para os grupamentos intensidade e a soma dos quadrados dos 
gradientes nas direções vertical e horimntal. Em um sistema de 
mistura, a dissipação é proporcional ao quadrado do gradiente a 
menos do produto pela propriedade difusividade. 
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O fator de intermitência das imagens, ou fator de interface, 
definido como a fi-ação de tempo que um sensor residiria em 
uma região turbulenta ettquanto a estrutura turbulenta passa por 
ele, foi calculado pela avaliação de várias seções verticais 
paralelas de dois pixels de largura e altura igual à maior 
dimensão observada para a evolução. Em cada seção foi contado 
o número de pixels representativos de matéria no interior da 
região misturada. 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

A caracterfsitica mais marcante do grupo experimental com 
maior fluxo de calor é a mais vigorosa mistura vertical, enquanto 
o grupo sob menor fluxo de calor permite a formação de 
estruturas com maior tendência à simetria lateral e de vórtices 
de evolução lenta. Os valores dos limites superior e inferior dos 
intervalos das médias com 95% de nível de confiança para as 
dez imagens de cada grupo experimental, correspondendo a dez 
segundos de evolução com início idêntico em relação ao instante 
de lançamento não diferiram em mais de três tons de cinza. Seus 
valores típicos foram em tomo de 67 a 70. 

Na Tabela 2 são mostrados os valores de skweness para os 
dois grupos experimentais e para os limites dos intervalos das 
médias e na Tabela 3 os valores do flatness. Pode ser observado 
que alguns valores são fOrtemente dependentes do critério de 
avaliação utilizado para expressar a média. 

Tabela 2- Valores de skewness calculados para os dois grupos 
experimentais. 

GRUPO I GRUP02 

- ------
Imagem Skew Skew Skew Skew 

na alto baixo alto baixo 
s~uência 

I 1.52 1.27 1.53 1.35 
2 1.53 1.29 1.52 1.41 
3 1.62 1.50 1.73 1.51 
4 1.25 1.04 1.82 1.56 
5 1.72 1.29 1.85 1.59 
6 1.93 1.61 1.87 1.62 
7 1.75 1.47 1.71 1.56 
8 2.90 2.75 1.66 1.56 
9 2.02 1.61 1.81 1.70 
lO 2.78 2.42 1.72 1.63 

Tabela 3- Valores de kurtosis calculados para os dois grupos 
experimentais. 

GRUPO! GRUP02 

Imagem Kurt Kurt Kurt Kurt 
na alto baixo alto baixo 

sequência 
I 2.04 1.35 1.75 l.ll 
2 2.11 1.41 1.67 1.29 
3 2.85 2.45 2.48 1.62 
4 0.82 0.31 2.89 1.75 
5 2.95 1.58 2.98 1.87 
6 4.22 2.93 2.98 1.93 
7 3.42 2.44 2.35 1.78 
8 13.17 12.52 2.20 1.79 
9 4.61 2.95 2.88 2.36 
lO 11.73 9.31 2.52 2.10 



Para esteiras de um cilindro foi observado por Prasad e 
Sreenivasan (1990) o valor tipioo de 1.08 a 1.31 para o 
Skewness e 4.80 a 4.52 para o flatness. O grupo I por ter mais 
potencial dissipativo apresenta maior assimetria e mais 
homogeneidade quando comparados os terceiro e quarto 
momentos com aqueles do grupo 2. · 

Nas Figuras 1 a 5 são mostradas em sequência a imagem 
experimental utilizada para ilustraç11o do grupo I, a função 
densidade de probabilidade dos tons de cinza, a intermitência, a 
soma dos quadrados dos gradientes das intensidades de pixels 
nas direções vertical e horimntal da evoluçlo e a probabilidade 
oonjunta de acontecimento dessa soma e das intensidades. 

Figura I -Imagem extraída da evolução do grupo I, 26 segundos 
após o lançamento do c:ootaminante 
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Figura 2 - Probabilidade de acontecimentos de tons de cinza na 
imagem da figura 1 . 

691 

1 ................................ ,: ............................................... . 

8.81ZS ............................ dl ...................................... . 
~ ... 
i! 
1:1 

8.6ZS ... 
~ 
E ... 

8.1315 "\ ·· . ··· ·······r·············· ·············T···<····-r 
. . . 
: : : . . . 

B.ZS L....L....~~........._. ......... _._ .......... _._.........._~~-'-~-...o..J 
188 Z2l 2líl - 341 -POSIOO (!'liCEU 

Figura 3 - Fator de intermitência para a imagem da figura I. 

Nas Figuras 6 a 1 O são mostradas as mesmas grandezas 
calculadas para o grupo 2. A probabilidade de acontecimento de 
tons de cinza acima de 80, oos dois grupos nas imagens 
anal.isadas é bastante similar nllo permitindo comparações 
diretas. Há um decréscimo acentuado entre os patamares de O. 1 8 
e 0.03 para o mesmo instante experimental dos dois grupos, 
ilustrado neste trabalho, mas este comportan1ento é bastante 
diferente ao longo da evoluçlo. De tàto, dados dois patamares 
que podem ser escolhidos como ordens de grande2a 
representativas, as variações de probabilidades de 
aoontecim.entos de tons de cinza podem ser usadas como 
parâmetro comparativo entre duas evoluções. 

Em esteiras de cilindros uma funçao deaescente com os 
tons de cinza foi obtida por Prasad e Sreenivasan (op. Cit) com 
uma irregularidade onde se apresenta uma ooncavidade mais 
acentuada com awnento seguido de diminuiçlo da primeira 
derivada, no primeiro sexto do espc:ctro. 

Os fàtores de intermitência mostrados nas Figuras 3 e 8 
além de demarcarem a influência espacial do campo de 
coocentrações no instante analisado permitem inferir a 
homogeneidade da presença do oontaminante na regillo. Na 
imagem do grupo 2, sob menor fluxo de calor, uma regillo mais 
ampla (ocrca de 70 pixels na borimntal) mostra uma 
intermitência acima de 0.8 enquanto no grupo 1 esta regillo é 
limitada a 30 pixels. 

Comparando-se os resultados do presente trabalho com as 
análises realizadas por Prasad e Sreenivasan (op. Cit) pode ser 
verificada a mesma tendência à simetria l.atera1, com distorções 
próximas a regiões especificas que se repetem como um padrilo 
para uma sequência de im.agens de 10 segundos. 

Existe uma diSQISSIIo, citada por Prasad e Sreenivasan 
(Op. Cit) sobre a validade do cálculo do fator de intermitência 
como definido neste trabelho. Entretanto, por rames históricas, 
a sua apresentaçllo é útil para efeitos comparativos. Talvez o 
mais coerente seja o estabelecimento de uma funçlo temporal, 
válida para toda uma série de experimentos, que tenha a 
capacidade de mostrar o pm:entual de prccnchimc:nto de cada 
seção das imagens pela massa de contaminante, acoplado a wn 
fator denotativo do potencial dispersivo turbulento, como o 
quadrado de derivadas espaciais e temporais. 
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Figura 4 - Soma dos quadrados dos gradientes das intensidades nas direções vertical e horizontal da imagem da figura 1. 
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Figura 5 - Funçllo densidade de probabilidade conjunta entre soma dos quadrados dos gradientes das intensidades nas 
direções vertical e hori1mtal e intensidades de tons de cin1Jl para a imagem da figura 1. 
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Figura 6 - Imagem extraída da evolução do grupo 2, 26 segundos 
após o lançamento do contaminante 
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Figura 7 - Probabilidade de aoontecimentos de tons de cinza 
na imagem da figura 6 
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Figura 8 - Fator de intermitência para a imagem da figura 6. 

A soma dos quadrados das derivadas da intensidade nas 
direções vertical e bori.mntal (observe-se que a origem das 
Figuras 4 e 9 refere-se ao canto superior esquerdo das imagens) 
mostra mapeamento muito mais vigoroso no grupo I , 
caracterizando de maneira inequívoca um maior potencial 
dissipativo. 

No grupo 1 toda a regi.llo ocupada pelo contaminante ainda 
mostra capacidade de dispersllo com certa assimetria na p<rçllo 
inferior onde também está presente o máximo da funçlo. No 
grupo 2, apenas na regillo central é enc:ootrado um poder 
dissipativo notável com aoontecimento de um máximo também 
na porçlo inferior. 

A caractcrinlçlo da fdp oonjm1ta da soma dos quadrados dos 
gradientes (X••2) e da intensidade é marcante. O grupo mais 
dispersivo alia aoontecimentos de pixels de intensidade até SO às 
mais altas faixas de X .. 2 enquanto o grupo menos dissipativo 
só alia intensidades de pixels a baixos valores de X .. 2, 
denotando que o poder dispersivo está-se esgotando. 

Figura 9 - Soma dos quadrados dos gradientes das intensidades nas direções vertical e hori..zoo.tal da imagem da figura 4 
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Figura 10- Função densidade de probabilidade conjunta entre soma dos quadrados dos gradientes das intensidades nas direções 
vertical e horizontal e intensidades de tons de cinm para a imagem da figura 4. 

CONCLUSÕES 

O uso de indicadores estatísticos e probabilísticos na análise 
da evolução de contaminantes inertes mostra-se como uma 
ferramenta com poder para comparações. O terceiro momento 
e o quarto momento indicam características da evoluçao em 
relação à distribuição normal. A probabilidade conjunta de 
acontecimento de tons de cinza e da soma dos quadrados das 
derivadas nas direções vertical c horizootal da evolução 
permite urna comparação segura entre a capacidade dispersiva 
de ambientes diferentes. O uso desses indicadores pode ser 
útil quando da avaliação de desempenho de modelos de 
turbulência e de componentes do tensor difusividade 
turbulenta quando usados para o mapeamento de campos do 
escalar concentração, complementando as usuais comparações 
entre valores médios e linhas de isoconcentrações. 
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ABSJRACT 

Statistical indicators are used to characterise the field 
evolutioo of an incrt contaminant released in an unstable 
ambient The field evolution is analysed through series of 
images obtained when a rhodamine 6G and watcr blend 
emits encrgy in the visible spectrum. above 560 nm, when 
exposed to a high intcnsity argon ion laser at 514 nm. The 
third and fourth moments, the grey intensity leveis density 
probability functions, the grey gradients density probability 
functions and intermittency factors are calculated in the so 
generated images. The results are oompared to those obtained 
for wakes behind circular cylinders and jets and can be useful 
for evaluation of numerical solutions of the momentum, mass 
and energy conservation equations. 
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RESUMO 

O escoamento ao redor de um obstáculo quase sempre ocorre com o aparecimento de uma esteira de 
vórtices emitidos numa detenninadafreqüência. O presente trabalho usa a Laser Doppler Velocimetria( WV ) 
acoplada a um sistema sincronizador de tempo ( encoder) para detenninar as dimensões dos vórtices, o qual 
pennite individualizar sinais de Doppler espaçados de até JMHz. O obstáculo em análise é uma placa plana 
com um dngulo de ataque com relação à direção axial do tubo. O WV pennite medir as componentes axial e 
circunferencial do escoamento. Para análise qualitativa dos vórtices foram feitas imagens com uma cdmara de 
vídeo CC.:D. 

INTRODUCÃO 

Os vórtices ou turbilhões têm aplicação em medidas de 
vazão. Eles aparecem quando se introduz um obstáculo, ou 
quando se provoca uma determinada mudança de direção no 
escoamento de um fluido. 

Segundo De Cario ( 1984 ), para velocidades muito baixas, 
as linhas fluidas acompanham a forma do obstáculo, não 
havendo nenhum turbilhão. Quando a velocidade do escoamento 
aumenta, as linhas não podem mais acompanhar a forma do 
obstáculo e se separam do seu contorno. Esta separação provoca 
o aparecimento de velocidades locais muito elevadas, 
correspondendo a zonas locais de baixa pressão, resultando em 
tendências à reversão de direção com consequente aparecimento 
de turbilhões: os vórtices. 

Para velocidades médias, o vórtice permanece em posição 
fixa relativamente ao obstáculo, mas passando determinados 
limites, o vórtice aumenta em dimensão e intensidade, separa-se 
do obstáculo e continua a jusante levado pelo fluido. 

Os medidores de vórtices são usados principalmente para 
líquidos leves, podendo ser usados para vapores e gases, sendo 
necessário um número de Reynolds para o escoamento igual ou 

superior a 10 
4 

, sendo o fluxo máximo limitado por problemas 
de cavitação, devendo uma pressão mínima ser mantida. 

A separação da camada limite e formação de vórtices são 
descritas por Kármán e Rubach ( 1912) e por Fage e Johansen 
( 1927 ), segundo Goldstein ( 1965 ), num fluxo ao redor de uma 
placa plana, por Schilichting ( 1968 ), num fluxo ao redor de 
wn cilindro e mais recentemente por Zhang e Ko ( 1996 ) e 
Achenbach e Heineck ( 1981 ), entre outros. 

O número de Strouhal , Sr , uma constante usada para o 
estudo de fenômenos oscilatórios, aplica-se também à frequência 
de sucessão de turbilhões, sendo a freqUência diretamente 
proporcional à velocidade do fluido. · 

O n° de Strouhal para um escoamento ao redor de uma placa 
plana é defmido por: 

S = n·b r --

V 
(1 ) 
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onde : 
n = freqUência do escoamento, em Hz 
b = projeção da largura da pá, em m 
V = velocidade média do escoamento, em m/s. 

Segundo Kármán e Rubach ( 1912 ), de forma idealizada, 
ocorre uma dupla linha de vórtices alternados e em sentidos 
opostos, sendo h a distância entre as linhas, a a distância entre 
dois vórtices consecutivos numa linha e b a projeção da largura 
da placa plana, de acordo com a fig. 1, sendo h/a = 0,30 

3 alb = 5,6 e Sr = 0,144, para Ret, = 2 x 10 , havendo wn 

aumento de Sr para um acréscimo de Ret, . 

~~é\ 
I 
~ 

a 

1 
~h ~ 

" " " 
Fig. 1 - Desenvolvimento teórico dos vórtices 

Fage e Johansen ( 1927 ), obtiveram para o escoamento ao 
redor de uma placa plana, com a = 90°, que h/a cresce de 0,25 
na distância 5b a jusante da placa até 0,38 em 10b e 0,52 em 

3 
20b, Sr = 0,146 e alb = 5,25 para Reynolds da ordem de 2xl0 . 

Baseado no no de Strouhal para o no de Reynolds, Rq, , do 
escoamento estudado, procurou-se determinar a freqUência da 
sucessão de vórtices ao redor de uma placa plana e a 
caracterização da geometria dos vórtices . 

DESCRIÇÃO DO EXPERIMENTO 

A técnica de Velocirnetria Laser Doppler é não- intrusiva. 
No caso específico de Mecânica dos Fluidos esta caracteristica é 



fundamental, visto que se deseja a menor interferência possível 
da instrumentação na investigação dos fenômenos. 

O efeito Doppler é a interação entre uma partícula em 
movimento e uma onda eletromagnética. Basicamente relaciona
-se a frequência do laser com a freqUência espalhada, decorrente 
da passagem de uma partícula pelo feixe. A diferença entre as 
duas frequências é a freqUência Doppler, variável a ser 
relacionada com a velocidade. 

A determinação do campo de velocidades e da frequência 
dos vórtices foi realizada numa bancada de calibração de 
medidores de fluxo líquido. A bancada possui um circuito 
fechado para circulação de água através de uma bomba 
centrífuga. 

Foi colocada uma placa plana de 3mm de espessura, 18mm 
de largura e 48mm de comprimento, no interior de um tubo de 
acrílico de 52mm de diâmetro. A placa foi posicionada 
horizontalmente, com um ângulos de ataque de 0°, 45° e 90°, em 
relação à direção axial do tubo. 

O escoamento ao redor da placa plana foi de água a 20°C 

numa vazão de 3.13 kg/s ± 2.56%, Reo de 7,6 x 104 (R~ de 

2,6xl0
4 

para ângulo de ataque de 90°) e velocidade média de 
1,47 m/s. 

Para escolha das frequências a serem testadas no 

experimento, adotou-se um número de S,. de 0,148, igual ao 
Reynolds médio do escoamento estudado por Fage e Johansen 
( 1927 ). 

Substituindo-se estes dados na eq. l , chegou-se às 
freqUências de sucessão dos vórtices de acordo com a tabela 1. 

Tabela I - Freqüências de vórtices ( n) em função do ângulo de 
ataque ( a ) e da projeção da largura da placa ( b ) 

nCO) b(mm) f( Hz) 

o 4,5 48 
45 12,7 17 
90 18,0 12 

Decidiu-se trabalhar no experimento com freqUências 
múltiplas de 6Hz, em vista dos dados obtidos na tabela 1. 

Para determinação do campo de velocidades e da freqUência 
do escoamento foram utilizados, conforme fig. 2, os seguintes 
equipamentos: 

Laser Doppler Anemômetro ( LDA ) ~ detecta a presença 
de partículas contidas na água, as quais têm a mesma velocidade 
do escoamento; 

Gerador de funções ~ para aplicação de funções 
triangulares, senoidais ou quadradas, variando-se a frequência 
de 6Hz a 96Hz, de 6 em 6Hz. 

Analisador de velocidade de fluxo ( FV A ) ~ transmite os 
dados adquiridos no experimento a um programa de computador 
e ao oscilóscópio; 

Osciloscópio ~ serve para monitorar a presença do efeito 
Doppler, a frequência da onda produzida no gerador de funções 
e a atuação do encoder, 

Encoder na frequência de lMHz~ serve para interromper o 
envio do sinal da fotomultiplicadora do laser, num período fixo, 
função da freqüência aplicada no gerador de funções .Entre duas 
interrupções sucessivas detecta-se a freqUência dos vórtices 
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através do campo de velocidades de conjuntos bem definidos de 
partículas no período correspondente; 

Microcomputador PC ~ plataforma que executa o programa 
Floware versão 3.2 ( DANfEC, 1990 ), que permite adquirir, 
processar e apresentar os dados coletados. 

----l _ ______..., "' • 

Computador 

Figura 2- Sistema de medição com seção de testes 

A fonte de laser utilizada é de íon argônio com 4W de 
potência. O raio laser é decomposto em dois pares de feixes, um 
com comprimento de onda de 514,5nm ( verde ) e outro com 
comprimento de onda de 488nm ( azul ). O comprimento focal 
da lente da sonda é de 400nm. Com este equipamento pode-se 
portanto, determinar o campo de velocidades do escoamento em 
duas dimensões, axial e circunferencial. 

A localização correta da sonda é feita através de um 
posicionador com uma escala de deslocamento na direção axial e 
na direção radial da seção de testes. 

O fluxo de luz espalhada devido à passagem de uma 
partícula na interseção de dois feixes de laser devidamente 
alinhados é coletado pela sonda. Uma fotomultiplicadora 
converte este fluxo de luz numa corrente elétrica. Variações 
nesta corrente elétrica são analisadas para a determinação da 
velocidade da partícula. 

A fig.3 apresenta o esquema de funcionamento do encoder, 
onde : 

] Sinal do gerador de funções 

·-~6t -3 T1 

i 
a~ 
j t( J.U) 

Figura 3 - Exemplo da atuação do encoder 

Llt ( s) =l/1MHz é o intervalo de tempo em que é desativada a 
ação do laser, 
n ( Hz ) = freqUência da sucessão de vórtices; 

T1 ( s) = 1/n (Hz) é o período de emissão dos pulsos do encoder. 



Para cada freqUência aplicada no gerador de funções, foi 
medida a velocidade do escoamento, como função do tempo de 
chegada das partículas, em seis posições na direção radial ( Y ), 
a uma distância de X=l5mm da placa plana, para ângulos de 
ataque a de o•, 45° e 90°. 

As figs. 4 e 5 apresentam as vistas superior e frontal da 
seção de testes. 

D 
Placa 

5 r---,_ __________ ~ 
J 

1 

15mm 

Figura 4 - Vista superior da seção de testes 

} 

D 

Figura 5 - Vista frontal da seção de testes 

Também foram medidas as velocidades de 5 a 210mm da 
placa plana, com incremento de 5mm, nas posições O a 5, 
conforme figs . 4 e 5, com ângulo de ataque de 45°. 

RESULTAOOS 

A presença de vórtices foi detectada através da medição da 
série temporal da componente U(m/s ) no ponto localizado 
conforme fig.6, onde não há interferência da camada cisalhante. 

5 

DI I Placa 

........ P~.!.P.t ~ 1 

~-----------------n 

~~1 50z80m, 

Figura 6 - Análise de um ponto do escoamento fora da 
camada cisalhante- a = 45•, n =24Hz 

1 
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A fig.7 mostra a série temporal de U (rnls ) no ponto 
localizado ·de acordo com a fig.6. 

U ( rnls ) 

f\ . f\ I 

/\ . (\ . /V 
Ol ~· . \/'-J. ~./ 

lO 4t .. 81 100 

t ( s ) 
Figura 7 - Série temporal - Velocidade axial U(rnls ) no ponto 
representado na figura 6. 

A fig. 8 representa o comportamento do fluido, de O,OOs a 0,04s 
que corresponde ao período da função aplicada no gerador de 
funções, no mesmo ponto representado na fig.6 . 

U(mls) 
2,32, .. 

24,4Hz = 1!0,04s 

1,40 
.. 

0,49 .. .. .. .. .. .. 
-0,431 .. .. .. 

.. .. .. .. .... 
-1,35 

0,00 0,01 0,02 0,03 0,84 

t(s) 

Figura 8 -Atuação do encoder no ponto representado na figura 6 

A fig.9 mostra os vetores UV na posição X= 80mm . 
ao longo da direção radial , conforme fig.6. 

200 

i lSO ._ 
>< 
'i 100 ·a 
c 
•Gil ... 
.b 
~ 

50 

Vttorts UV 

+- /~'" 
0~--------------------------

13 26 39 52 

Dtreçllo radial- Y ( mm ) 

Figura 9- Vetores UV em X=80mm ao longo da direção radial 



As figs . lO e ll mostram o comportamento dos vórtices em 
função do ângulo de ataque e da freqüência aplicada ao 
escoamento. 

Pontos medidos . ~--~--~,---~--~----~--~--.-~--~ 

o ~:r1··00 
f-(1$~~r~-" 

) o ~C) Q .... 

~n~otiJ 'JJ.C)'l~t'J-'01 (·';~· 
-cvvoo ) ~\\ C)l ~ 

o o , ro o\. \ 
;\0~ ~~·~~ OOJ\ ~ 

=-) \. oJ ., 
~ r~ 

~o ... to(}" o9·)~oJ ) 
..--o \. .... J' 

.o 

:'i J O I:; 20 :25 30 3'i 40 

t 1 s) 

Figura lO- U = f( t, Y) para X = l5mm , a. = 90°, n =18Hz 

U(mls) 

4 

s 

_: ·-vA J. o :v, .. ... ....... '!. 
-Z~~--:-:-----------,-,----

1,2 0,4 U,l 1,8 
t ( s) 

Figura II- Série temporal no ponto X=l5mm, a.= 0° e 
n =66Hz 

Conforme figs. J2 ·e 13, as imagens do escoamento obtidas 
por câmara de vídeo a montante e a jusante da placa plana, com 
ângulo de ataque de 45°, permitem verificar a diferença de 
perturbação do escoamento. 

D Figura 12 -Imagem do escoamento a montante da placa plana. 

Figura 13 -Imagem do escoamento a jusante da placa plana 

As figuras 14 e 15 mostram o desenvolvimento dos vórtices 
de X = O a 21 Omm ( direção axial ) e de Y = O a S2mm ( direção 
radial) para um ângulo de ataque a.= 45° e freqUência aplicada 
ao escoamento n = 24Hz. 

DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 

Pelas configurações dos vórtices nas figuras apresentadas e 
pelos dados em todos os pontos analisados, verifica-se a 
presença de vórtices em todas as freqUências e ângulos de 
ataque utilizados. 

Os vórtices desenvolveram-se ao longo de toda a seção de 
testes ( 21 O mm ). 
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Figura 14- Desenvolvimento dos vórtices U = f (X, Y)- a.= 45° e n = 24Hz 

Pontos medidos 

'};~~ 
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Figura IS -Desenvolvimento dos vórtices- Vista Superior- U = f (X, Y ) -a. = 45° e n = 24Hz 
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A tabela 2 apresenta as freqüências obtidas 
ell:perimentalmente onde predominam os vórtices, para cada 
ângulo de ataque utilizado e o correspondente número de 

Strouhal , Sr . 

Tabela 2- Número de Strouhal , Sr, e frequência da sucessão 
de vórtices, n ( Hz ), obtidos experimentalmente neste 
trabalho 

Presente trabalho 

Reo = 7,6x10 
4 

(l (o) n ( Hz) Sr Ret, 

o 66 0,202 6,57xl0 
3 

45 24 0,220 1,85 xlO 
4 

90 18 0,207 2,60x10 
4 

Entre os autores citados por Goldstein ( 1965 ), Fage e 
Johansen ( 1927 ), Tyler ( 1931 ) e Blenk, Fuchs, Liebers 

( 1935 ) encontraram um número de Sr médio de 0,148, 

0,158 e 0,18, respectivamente , para Ret, de 2xJ0
3 

Segundo Goldstein ( 1965 ), o número de Strouhal , Sr, 

cresce com o número de Ret,. 
A justificativa para a utilização neste experimento de um 

número de Reynolds, Reo = 7 ,6x 1 O 
4 

( Ret, = 2,6x I O 
4 

) se deve 

à necessidade de Ren superior a 10
4 

para utilização de 
medidores de vórtices para determinação da vazão de um 
escoamento. 

A aplicação de outras freqUências menores, próximas de 
18Hz, 24Hz e 66Hz, pemUtirá refmar as faixas de freqUências 

utilizadas para atingir-se um número de Strouhal, Sr , mais 
preciso. 

A tabela 3 apresenta a relação alb, que caracteriza a 
geometria dos vórtices na direção axial, comparada às obtidas 
por outros autores. 

Tabela 3 - Comparação da geometria dos vórtices entre o 
trabalho apresentado ( fig. I 5 ) e Kárrnan e Rubach ( 1912 ) e 
Fage e Johansen (1927) segundo Goldstein ( 1965 ) 

(l ( o) alb Xlb 
Fage e 90 5,25 5 

Johansen(1927) 
Fage e 90 5,25 10 

Johansen(1927) 
Fage e 90 5,25 20 

Johansen(l927) 
Kárrnan e 90 5,60 -

Rubach (1912) 
Presente 45 3,62 7,87 a 11 ,81 
trabalho X=!OO a 150mm 

Segundo Goldstein ( 1965 ), os valores experimentais de 
h/a são maiores que seu valer teórico ( 0,28 ) e crescem a 
jusante da placa, crescendo o valor de h e a permanecendo 
constante. 
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CONCLUSÕES 

A metodologia utilizada é válida para a determinação da 
freqUência da sucessão de vórtices e a caracterização da 
geometria dos vórtices, para um escoamento ao redor de urna 
placa plana, baseado nos resultados apresentados. 

Na seqUência da pesquisa será medido o campo de 
velocidades num plano ortogonal ao utilizado neste trabalho, 
para que seja possível a medição de h. 

Em trabalhos posteriores serão estudados vórtices 
produzidos por obstáculos de geometrias mais complexas, 
usados em medidores de fluxo tipo geradores de vórtices. 
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ABSTRACT 

The flow around an obstacle happens with the appearance 
of a wake of swept vortex in position with a frequency that 
depeneis on the average flux. Determining this frequency is 
rat1Íer sirnple. The perfect characterization of the vortex 
geometry in time, however, has not been a trivial work. The 
higher Reynold's nurnber corresponds the higher instability 
and vortex geometry variation. This work uses the Laser 
Doppler Velocirnetry (LDV) coupled to a tyrne syncronizer 
system ( encoder) to determine the vortex dimensions. The 
syncronizer is able to recognize Doppler signals up to 1 MHz 
and works with an externa! adjustable reset signal. The test 
section is part of a water flowrneter calibration rig that has an 
uncertainty of ±O, 1%. The LDV used consists of a 2D probe, 
allowing flow field determination for axial and circurnferential 
components. So that qualitative ana1ysis of the vortex was 
perforrned, a CCD vídeo carnera was used to record irnages of 
the flow. 
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SUMARIO 

Este trabalho descreve o desenvolvimento de uma macrotermobalança, acoplada a um reatar de 
carbonização, utilizada para estudar a cinética de carbonização da biomassa. São apresentados resultados 
operacionais e uma comparação destes com os resultados obtidos em ensaios de uma termobalança 
convencional. 

I. INTRODUCÃO 

O uso de fontes renováveis de energia tem ganho um 
novo alento face às atuais restrições ambientais, ligadas ao efeito 
estufa. A biomassa é uma das fontes de energia renovável mais 
promissora. Sua principal vantagem ambiental é a geração de 
energia sem liberação liquida de co2. 

A pesquisa e a utilização da biomassa como fonte 
geradora de energia térmica tem se intensificado. Para otimizar a 
utilização da biomassa como combustlvel, novos métodos de 
avaliação devem ser desenvolvidos. 

O carvão vegetal é uma matéria prima de grande 
importância na siderurgia brasileira. Entretanto, apesar do seu uso 
intensivo, existem muitos aspectos ainda obscuros no seu processo 
de fabricação e na sua utilização. Assim, é necessário desenvolver 
uma tecnologia que tome sua produção e utilização mais eficiente 
e desenvolver tecnologias para qualificar o carvão vegetal sob o 
ponto de vista de suas propriedades flsico-qulmicas . 

As termobalanças são instrumentos que medem a 
variação da massa de uma substância em função da temperatura ou 
tempo, permitindo determinar a cinética de reação, as temperaturas 
inicial e final de cada reação e as faixas de temperatura nas quais 
ocorrem liberação das substâncias contidas na amostra. 

As termobalanças convencionais utilizam amostras de 
poucos mg, de modo a detectar com precisão as temperaturas e 
massa de transição, . bem como assegurar uma temperatura da 
amostra mais homogênea e a exposição à atmosfera mais uniforme. 
Entretanto, o uso de pequenas amostras não permite analisar os 
fenômenos relacionados com a transmissão de calor e a difusão de 
gases produzidos durante a carbonização e combustão. 

A fim de analisar alguns fenômenos que ocorrem durante 
a carbonização e combustão da biomassa, e que não podem ser 
analisados em uma termobalança convencional (condução de calor 
na amostra, a liberação dos gases formados, identificação de 
reações endotérmicas e exotérmicas ocorridas durante a 
carbonização) foi construlda uma macrotermobalança. 
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2. MACROTERMOBALANCA 

A figura I mostra um diagrama esquemático da 
macrotermobalança. A balança é o principal equipamento da 
termobalança, e necessita ter exatidão, sensibilidade, tara adequada, 
construção robusta e estabilidade face às variações da temperatura 
ambiente. A balança utilizada na construção da macrotermobalança 
foi uma balança marca Ohaus, Modelo CT200 (202g x O,Oig), de 
precisão ±O,Olg. Esta balança possui um dispositivo de sustentação 
da amostra por baixo do prato. Ela é dotada de uma porta serial 
RS232, de modo a permitir a transmissão dos dados de pesagem 
a um microcomputador PC. O microcomputador faz a aquisição 
dos dados, o tratamento matemático e gráficos. A comunicação dos 
dados entre a balança e o computador foi realizada pelo software 
(shareware) Telix (http://www.deltacom/delta/deltacom/tfdl). 

Controlador 

Figura 1. Macrotermobalança 

. -...... . -
,.."' 

O fomo deve ser capaz de aquecer a amostra linearmente, 
de acordo com a taxa de aquecimento desejada. O fomo utilizado 
na macrotermobalança foi um fomo tubular elétrico com potência 
nominal de 576W (120V). A cavidade do fomo tem diâmetro 
interno 50mm e comprimento de 160mm. 

Dentro da cavidade do fomo foi colocado o reator de 
carbonização. O reator foi construido com um tubo de aço inox 
AISI 304 de 50mm e comprimento de 150mm. O diâmetro interno 



do reator é de 48mm. No reator foi adaptada uma tampa de aço 
inox AISI 304, dotada de um tubo inox para retirada dos produtos 
da combustão e carbonização e de um furo por onde passa o fio de 
inox de diâmetro 0,2 mm que amarra e sustenta a amostra ao 
dispositivo da balança. 

Figura 2. Macrotermobalança. 

Para controlar a temperatura do forno foi utilizado um 
controlador de temperaturas PID marca Therma, modelo TH2131· 
301 , capaz de programar a taxa de aquecimento, em forma de 
rampa linear, e fixar a temperatura final em um patamar. As 
temperaturas foram medidas com termopares tipo K (cromel
alumel) de diâmetro l ,Smm e comprimento SOem. O controlador 
envia um sinal de controle (4-20mA) para um módulo de potência 
marca ECI, de potência 3,2kW (25A, 127V), ligado em série com 
a resistência do forno. 

A aquisição de dados foi realizada por uma placa de 
aquisição Quatech, modelo DAQ-801 (8 entradas A/D, 2 Saídas 
DIA, 12bits, 40kHz e amplificação lOOOx). A escolha desta placa 
de aquisição se deveu ao seu baixo custo (USS300,00 no Brasil). 
A aquisição de dados foi realizada pelo software DaqEZ 1.0 
(http://www.quatech.com/public/dez.htrn). 

3. RESULTADOS 

Inicialmente foram realizados uma série de testes 
preliminares a fim de determinar as condições de operação da 
macrotermobalança, o perfil de temperaturas no interior do reator, 
as taxas de aquecimento e a influência do diâmetro das amostras 
nos testes. 

Todos os .ensaios foram realizados com amostras de 
Eucalyptus Camaldulensis, de diâmetro médio 27,0±0,9mm, 
comprimento 74,0±0,3mm e massa 27,5±0,5g, em atmosfera 
auto gerada. 

A figura 3 mostra o perfil de temperaturas no interior do 
reator da termobalança, durante o aquecimento (10°C/min), e 
estabilização da temperatura final (200, 400 e 600°C). Pode-se 
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notar que, quanto maior a temperatura, maior a diferença de 
temperatura nos diversos pontos no interior do reator. No ensaio a 
600°C esta diferença foi inferior a ±22°C (±3,8%). Considerando 
admissível um gradiente térmico de até 5% (Keattch, 1969; Tye 
1994), o gradiente térmico encontrado foi aceitável. A temperatura 
no interior do reator é sempre inferior à temperatura da parede do 
reator, devido às perdas térmicas pela tampa superior do reator. A 
partir destes resultados o termopar de controle da temperatura da 
amostra, foi instalado na linha de centro, a 2 cm do fundo do 
reator, imediatamente abaixo da amostra a ser analisada. Nesta 
posição obteve-se a temperatura média do interior do reator. 
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Figura 3. Perfil de Temperatura no Reator. 

A figura 4 mostra a temperatura no interior do reator em 
função da taxa de aquecimento programada. Pode-se verificar que 
a taxa de aquecimento real obtida é bastante próxima da taxa 
programada, viabilizando o controle desejado. 
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Figura 4. Perfil de Aquecimento do Reator. 

As figuras S e 6 mostram os resultados da análise 
termogravimétrica (Termogravimetria TG e termogravimetria 
derivada DTG) dinâmica (I 0°C/min) obtidas na macrotermobalança 
(amostra 28g) e em uma termobalança convencional (amostra 
15mg). A variação da massa da amostra em relação ao tempo e 
temperatura permitem a determinação dos parâmetros cinéticos da 
reação de carbonização da biomassa (Wendlandt, 1986). A 
diferença existente existente entre os dois experimentos deve-se aos 
mecanismos de transferência de calor e massa no interior da 
amostra de madeira. É justamente esta diferença que permitirá 



estudar estes mecanismos de transferência de calor e massa na 
macrotermobalança 
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Figura 5. TG Macrotermobalança e Termobalança convencional. 
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Figura 6. DTG macrotermobalança e termobalança convencional. 

A figura 7 mostra a influência da taxa de aquecimento na 
carbonização. Em todos os ensaios, após atingir 500°C, a 
temperatura foi mantida constante neste valor. Acima de 500°C o 
ganho de carbono fixo é pequeno comparado com o consumo de 
energia necessário para atingir tal temperatura (Oliveira et alii, 
1984). Pode-se notar que quanto maior a taxa de aquecimento, 
menor o rendimento em carvão vegetal produzido. Pode-se também 
notar que a altas taxas de aquecimento, a amostra continua a se 
decompor, mesmo após o fomto ter atingido a temperatura 
programada (500°C). Isto é devido à existência de uma diferença 
de temperaturas entre o fomo e o interior da amostra, diferença 
esta que que é função da taxa de aquecimento e dos mecanismos 
de transferência de calor e massa no interior da amostra. 
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Figura 7. TG do Euca/yptus Cama/du/ensis a diferentes taxas de 
aquecimento. 

A figura 8 mostra os ensaios termogravimétricos à 
temperatura constante (termogravimetria isotérmica) realizados na 
macrotermobalança A amostra foi colocada no fomo na 
temperatura ambiente, e submetida a uma alta taxa de aquecimento 
(75°C/min) até à temperatura estabelecida para o ensaio. Pode-se 
notar que quanto menor a temperatura final de carbonização maior 
o rendimento em carvão vegetal , mas menor o teor em carbono 
fixo (Seye, 1998) . 
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Para se verificar a influência do tamanho da amostra 
durante o processo de carbonização, amostras de Eucalyptus 
camaldu/ensis, com diâmetros 8, 11 , 14, 17, 19 e 25mm foram 
carbonizadas na macrotermobalança, com taxa de aquecimento 
l0°C/min e temperatura final de carbonização 500°C (figura 9). 

Pode-se notar que quanto maior o diâmetro da amostra, 
mais demora a iniciar perda de peso. Isto é devido ao mecanismo 
de transmissão de calor para o interior da amostra. Também quanto 
maior a amostra, menor o rendimento gravimétrico, indicando 
maiores temperaturas de carbonização. A reação de decomposição 
da lignina é uma reação exotérmica, e quanto maior o diâmetro da 
amostra maior as temperaturas existentes no seu interior. 
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4. CONCLUSOES 

A macrotermobalança desenvolvida mostrou-se um 
instrumento confiavel, capaz de analisar o processo de 
carbonização da biomassa, com amostras de dimensões próximas 
às utilizadas nos processos industriais. 

Os resultados obtidos permitiram verificar a influência da 
temperatura final de carbonização, da taxa de aquecimento e do 
diâmetro da amostra no rendimento gravimétrico do processo de 
carbonização de amostras de Eucalyptus camaldulensis. 

5. TRABALHOSFUTUROS 

Esta macrotermobalança ainda necessita de 
aperfeiçoamentos, de modo a aumentar a confiabilidade e utilidade. 
Será desenvolvido um software em linguagem C++, de modo a 
permitir a aquisição dos dados da balança (via porta RS232) e de 
temperatura (via placa de aquisição de dados), e armazena-los em 
um único arquivo. Este software também será capaz de traçar as 
curvas termogravimétricas (TG e DTG) e determinar os 
mecanismos cinéticos das reações envolvidas. 

Deverá ser instalado também, um sistema de alimentação 
de gases (C02, N2, ar atmosférico), de modo a controlar a 
atmosfera no interior do reator de carbonização. Isto permitirá o 
estudo de outros fenômenos relacionados com a combustão e 
carbonização da biomassa. 

Será desenvolvido um modelo matemático da combustão 
e carbonização do eucalipto, tendo em vista a dimensão das 

amostras. 
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ABSTRACT 

This paper describes the development of a macrothermalbalance 
coupled to a carbonization reactor, used for the study of the 
biomass carbonization kinetics. This paper shows operational 
results and compare these with the obtained results into tests of the 
conventional thermalbalance. The tests showed the operation of the 
macrothermalbalance as a analytical unit has be successfull. 
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SUMÁRIO 

O objetivo principal de trabalho é a comparação entre dois modelos propostos na literatura para 
medições de título e vazão mássica em escoamento bifásico do tipo gás-líquido. Do modelo teórico é 
possível relacionar a vazão mássica total e o título com a [ração de vazio e a queda de pressão. Neste 
trabalho, a [ração de vazio foi medida através de um sistema de válvulas de fechamento rápido e a queda de 
pressão no venturi com transdutores diferenciais. Uma boa concordância foi encontrada entre valores 
experimentais e teóricos da vazão mássica total e do título da mistura, mostrando o po.tenc(al de aplicações 
dos modelos propostos. 

INTRODUCÀO 

A resposta da maioria dos instrumentos para escoamentos 
bifásicos depende da vazão mássica e do título da mistura. 
Portanto, se a vazão máss ica for conhecida, o título pode ser 
determinado através da resposta de um instrumento de medida e 
vice-versa. Porém, se nem a vazão mássica nem o título forem 
conhecidos, então dois instrumentos de medidas diferentes são 
necessários para determinar estes dois parâmetros. Em geral são 
utilizados um instrumento para medir a fração de vazio e um 
outro para medir a queda de pressão do escoamento através de 
um dispositivo. Segundo Hewitt ( 1978), a maior dificuldade 
encontrada na utilização deste sistema de medida está relacionada 
com a dependência de resposta dos instrumentos em função do 
padrão de escoamento. 

Os sistemas de medidas de vazão mássica e título em 
escoamentos bifásicos têm sido baseados em instrumentos de 
medida de pressão diferencial (combinados com outro 
instrumento de medida). O uso de placas de orificio e de venturi 
para medida de vazão mássica e de título da mistura foi descrito 
por Collins e Gacesa ( 1971 ), Fouda ( 1975), Lorenzi e Muzzio 
( 1979), Lavagno e Panella ( 1979), Reimann et ai. ( 1979), Lin 
(1982), Reimann et ai. (1982), Chisholm (1983) e por Pai & 
Rodhes ( 1984 ). 

MODELO TEÓRICO 

A vazão mássica total e a fração mássica do gás (ou título da 
mistura) de um escoamento gás-líquido podem ser relacionadas 
com as medidas de fração volumétrica do gás (ou fração de vazio) 
e com a queda de pressão no venturi , através de um modelo 
teórico simplificado. 

A relação entre o título da mistura e a fração de vazio pode 
ser escrita da seguinte forma: 
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X=---,---

1 + 12_( 1- (X)_!_ 
Ps a S 

(I) 

onde: S, x, p1 , p
8 

e a são a razão de deslizamento, o título da 

mistura, a densidade do líquido, a densidade do gás e a fração de 
vazio, respectivamente. A razão de deslizamento é definida como 
a razão entre a velocidade do gás (V 8) e a velocidade do líquido 
(VI). 

A razão de deslizamento depende da fração de vazio 
volumétrica. Uma nova correlação para a razão de 
deslizamento foi desenvolvida a partir dos resultados 
experimentais obtidos no trabalho de Moura et ai. ( 1994 ), 
através do ajuste de uma função exponencial. 

A vazão mássica total pode ser relacionada com a perda 
de pressão no venturi , desde que seja conhecida a densidade 
de mistura, através da seguinte expressão: 

m = C0AT~2pmt::..P (2) 

onde: m , C0 , AT , Pm e t::..P são a vazão mássica, o coeficiente 

de descarga, a área da garganta, a densidade de mistura e a perda 

de pressão, respectivamente. 
Existem diferentes modelos para a densidade de mistura. 

No modelo da quantidade de movimento a densidade é obtida 
do equacionamento unidimensional do escoamento bifásico 
em regime permanente dentro de um tubo: 

x2 (l-x) 2 

[ ]

- 1 

Pm = ap
8 

+ (I- a)p
1 

(3) 

As Eqs. (I), (2) e (3) permitem calcular a vazão mássica total 
e o título da mistura a partir das medidas de fração de vazio e de 



perda de pressão no venturi, desde que sejam determinados 
experimentalmente o coeficiente de descarga e a correlação para a 
razão de deslizamento. 

Já Fouda ( 1975) estabelece uma relação entre o título da 
mistura e a fração de vazio na forma de potência. Com o título 
teórico calculado, juntamente com as Eqs. (2) e (3) determina-se 
a vazão mássica teórica. 

RESULTADOS EXPERIMENTAIS 

As medidas de fração de vazio e de perda de pressão em um 
venturi foram realizadas em uma seção de testes vertical com um 
diâmetro interno de 21 mm. Um misturador localizado no início 
da seção de testes era alimentado por vazões de ar e de água 
medidas através de placas de orificio calibradas e de transdutores 
de pressão diferencial. Após uma seção de tranquilização do 
escoamento, a fração de vazio foi medida através de um sistema 
de duas válvulas de fechamento simultâneo. O trecho da 
tubulação compreendido entre as duas válvulas era de acrílico, 
permitindo tanto a observação do padrão de escoamento quanto a 
leitura do nível de líquido capturado após o fechamento 
simultâneo das válvulas, e consequentemente a fração de vazio. O 
venturi encontrava-se posicionado logo após a seção de acrílico e 
a medida da perda de pressão foi realizada através de transdutores 
de pressão diferencial , conforme a Fig. (!). Considerou-se o 
sistema isotérmico, pois as pequenas variações de temperatura 
ambiente foram desprezíveis nas medidas experimentais. 

Reservatório 
Separador 

Válvulas 
de Fecha-

Modelo de Moura et ai. ( 1994 ). O valor experimental da 
razão de deslizamento foi calculado a partir das medidas de 
fração de vazio volumétrica e das velocidades superficiais do gás 
e do líquido, através da seguinte relação: 
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Foram realizados vários ensaios experimentais para diferentes 
padrões de escoamento. A Fig. (2) mostra os pontos 
experimentais na forma de um mapa de padrão de escoamento, 
obtido através da visualização do escoamento. 
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Figura 3 - Razão de deslizamento em função da fração de vazio 
(Dados de Moura et ai. , 1994) 
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Figura 4 - Valores medidos e calculados do título da mistura 
(Modelo de Moura et ai. , 1994) 

S=(~)!.!. 
a Jl 

(4) 

A Fig. (3) mostra os valores experimentais da razão de 
deslizamento em função da fração de vazio, assim como a curva 
ajustada para o conjunto de dados experimentais, obtidos por 
Moura et ai. (1994) : 

S = exp(3, 180 l-a2
) (5) 

O título da mistura foi calculado através do modelo teórico, 
Eq. (1), usando a correlação desenvolvida acima para a razão de 
deslizamento. A Fig. (3) apresenta uma comparação dos valores 
calculados do título com os valores obtidos experimentalmente. 
Para 90% dos pontos experimentais, a incerteza esteve em tomo 
de37%. 

Pode-se observar uma concordância razoável dos valores do 
título da mistura calculados a partir do modelo teórico 
simplificado, apesar das variações de razão de deslizamento 
observadas para valores altos de fração de vazio,. 

A vazão mássica total foi calculada a partir do modelo teórico 
simplificado, Eq. (2), usando o valor teórico do título da mistura 
para a determinação da densidade da mistura, Eq. (3). O 
coeficiente de descarga foi calculado através do método dos 
mínimos quadrados, comparando-se os valores calculados e 
experimentais da vazão mássica, tendo sido obtido o seguinte 
valor: 

C0 =0,9802 

A Fig. (5) mostra uma comparação entre valores calculados e 
medidos da vazão mássica. 
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Observa-se na Fig. (5) que o comportamento do modelo 
teórico é adequado, exceto para os valores mais baixos da vazão 
mãssica total, onde o modelo superestima a vazão. Para 90% dos 
pontos experimentais, a incerteza esteve em torno de 14%. 

Modelo de Fouda (1975). Neste método, o titulo da mistura 
foi obtido em função da fração de vazio volumétrica: 

C1 ·ac, ·.JP: 
(6) X=----:-=~-=-

C1 ·ac, ·.JP: +(1-ac' ) · /P: 

Sendo que para o conjunto de dados experimentais utilizado 
neste trabalho, usando um método iterativo de resolução dos 
coeficientes, obteve-se C1 = 6,8634 e C2 = 8,8983. A Fig. (6) 
mostra o título em função da fração de vazio. 

De posse desse resultado, pode-se agora comparar o título 
teórico com o título experiemental, conforme pode ser visto na 
Fig. (7). 

O cálculo da vazão mãssica foi feito, utilizando-se as Eqs. 
(2), (3) e (6). Na Fig. (8) tem-se uma comparação entre a vazão 
mãssica experimental e teórica. 
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Figura 7 - Valores medidos e calculados do título da mistura 
(Modelo de Fouda, 1975) 

O coeficiente de descarga foi calculado de modo análogo ao 
anterior, sendo que para este caso, foi obtido o seguinte valor: 

C0 = 0,9741 

Os valores da vazão mãssica estão bem correlacionados, 
acontecendo o mesmo comportamento do caso anterior, ou seja 
para vazões baixas, o modelo superestima a vazão mássica. Para 
90% dos pontos experimentais, a incerteza esteve em torno de 
14%. Para o título, observa-se que para 78% dos pontos 
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experimentais, a incerteza esteve em torno de 50%, sendo que o 
erro aumenta para o cálculo de títulos bem pequenos, ou seja da 
ordem de I o-4 para baixo, onde o modelo subestima os valores 
experimentais. 
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CONCLUSÃO 

Neste trabalho foram analisados resultados experimentais 
com escoamento ascendente ar-água em uma tubulação vertical 
de 21 mm de diâmetro interno, envolvendo medidas de fração de 
vazio com o sistema de válvulas de fechamento simultâneo e 
medidas de perda de pressão no venturi . 

O modelo teórico simplificado descrito por Moura et ai. 
( 1994) apresentou resultados razoáveis na determinação da vazão 
mãssica total e do titulo da mistura, a partir das medidas de 
fração de vazio e de perda de pressão no venturi . O titulo teórico 
em função do título experimental apresentou menos distrorção do 
que no caso do título calculado pelo modelo de Fouda ( 1975). 

Para o caso de vazões muito baixas, ocorre uma dispersão nos 
dois modelos. Estes modelos são os mais confiáveis para vazões 
mais altas. 

Na determinação teórica do título da mistura, para o caso do 
método de Fouda, os valores estão subestimados, o que não 
ocorre no caso do método de Moura. 

Na determinação teórica da vazão mãssica, em ambos os 
casos, os pontos apresentam a mesma dispersão. Para 90% dos 
pontos, houve uma incerteza de 14% e para 95% dos pontos, 
houve uma incerteza de 20%. 

Apesar dos dois modelos apresentarem boa concordância 
entra a vazão mássica teórica e a vazão mássica experimental, o 



método de Moura tem a vantagem dos pontos do título teórico em 
função do título experimental estarem melhor correlacionados. 

No futuro pode-se investigar outras correlações e melhorar as 
funções teóricas de cálculo da razão de deslizamento e do título 
em função da fração de vazio. Até agora, a função que melhor se 
adaptou para a razão de deslizamento em função da fração de 
vazio, foi uma função do tipo exponencial. 

Em ambos os casos, é preciso determinar uma função, seja ela 
razão de deslizamento em função da fração de vazio (método de 
Moura) ou título em função da fração de vazio (método de 
Fouda) para que se possa calcular a vazão mássica teórica. 

ABSTRACT 

The main objective of this work is the comparison between 
two models proposed in the literature for the measurement of 
mass tlow rate and quality in gas-liquid two-phase flow. From the 
theoretical model, it is possible to relate to the total mass flow 
rate and the mixture quality to the void fraction and the pressure 
drop measurements. ln this work, the void fraction was measured 
with a quick closing ball valves system and the pressure drop in 
the venturi meter was measured with diferential transducers. A 
good agreement was found between theoretical and experimental 
values of the total mass flow rate and the mixture quality, 
showing the potential applications ofthe proposed models. 
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RESUMO 

Este trabalho consistiu na utilização de uma nova técnica experimental, baseada na utilização de termopares, para 
medições de flutuações de temperatura e da velocidade média em escoamentos turbulentos de gases de combustão. Essa 
técnica consiste em realizar uma compensação digital dos efeitos da inércia térmica de termopares. Ao comparar as 
equações diferenciais obtidas para dois termopares, chega-se a uma equação algébrica simples para a temperatura do gás, 
a qual pode ser resolvida em cada ponto do conjunto de dados medidos. A solução é comparada com a temperatura do gás 
corrigida por meio de uma constante de tempo média e, como esperado, os resultados mostram uma maior amplificação 
das flutuações de temperatura. 

INTRODU CÃO 

O objetivo deste trabalho é o desenvolvimento de uma nova 
técnica para medir flutuações de temperatura e velocidade média 
em escoamentos turbulentos de baixa frequência usando 
termopares. Essa técnica procura fazer, principalmente, as correções 
necessárias em medidas feitas por termopares em escoamento de 
gases de combustão, através da compensação da inércia térmica de 
termopares. Como uma extensão, a técnica permite também obter 
a velocidade média do escoamento. 

É conhecido que a principal dificuldade em medidas feitas por 
termopares se encontra na transferência de calor entre o gás e o 
termopar. As medidas de temperatura obtidas por termo pares, além 
de serem atenuadas, sofrem um atraso de resposta devido aos 
efeitos da inércia térmica do sensor. Para corrigir isto, geralmente 
é determinada a constante de tempo do termopar. A constante de 
tempo representa praticamente o tempo de atraso de resposta do 
sensor e está relacionada portanto com a mudança de fase e 
atenuação nas medidas realizadas. 

Após a obtenção da constante de tempo um método de 
compensação da inércia térmica é aplicado aos dados medidos e a 
real temperatura do gás é determinada. 

O termopar, atualmente, constitui apenas mais uma das muitas 
técnicas de medidas de temperatura existentes. Os grandes avanços 
ocorridos nas últimas décadas em eletrônica, em tecnologia material 
e em computadores permitiram o surgimento de várias técnicas 
modernas de medidas em campos de escoamento. Essas técnicas mais 
avançadas e mais sofisticadas proporcionaram uma análise mais 
detalhada dos campos medidos, bem como uma grande contribuição 
em áreas complexas de Mecânica dos Fluidos Experimental. 
Chamadas de diagnósticos óticos, ou técnicas laser, esses processos 
de medidas, discutidos por Joulain e Cottereau (1996), vieram 
complementar as técnicas de sondas existentes. As técnicas laser 
utilizadas para medir temperaturas são as técnicas Raman (incluindo 
CARS) [Lückerath et ai. (1995)], espalhamento Rayleigh [Chandran 
et ai. (1985)] e Fluorescência Laser Induzida (LIF). 

Apesar das vantagens oferecidas pelas novas técnicas de 
medidas elas apresentaram alguns inconvenientes como algumas 
dificuldades operacionais e, principalmente, exigências de 
equipamentos sofisticados que elevam bastante os seus custos. 
Além disso elas não são adequadas para utilização em ambientes 
industriais severos. Devido a esses inconvenientes a preferência 
pelas sondas antigas, como termopares, continua sendo maior 
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porque são técnicas de medidas de custo muito mais baixo. 

Para medidas de temperatura o termopar é ainda o 
instrumento mais utilizado por apresentar além do baixo custo, 
respostas rápidas de variações de temperatura no escoamento. É um 
instrumento bem simples, de fácil manuseio e instalação, cobre um 
amplo intervalo de temperaturas e, diferente de muitos outros 
transdutores de temperatura, o termopar não está sujeito a 
problemas de auto-aquecimento. O termopar continua sendo usado 
extensivamente como um diagnóstico de combustão em chamas 
turbulentas. É frequentemente usado para calibrar e documentar a 
exatidão de técnicas laser como observado nos trabalhos de 
Chandran et ai. ( 1985) e Luckerath et ai. ( 1995). 

Há dois métodos para fazer a compensação dos efeitos da 
inércia térmica de termopares em medidas de flutuações de 
temperatura: a compensação elétrica, onde todo o processo de 
transformação do sinal é feito eletronicamente, e a compensação 
digital, onde os dados de temperatura de termopares são 
transformados no computador. Utilização recente da compensação 
elétrica pode ser vista no trabalho de Park e Ro ( 1996). A 
compensação digital é mais utilizada atualmente. No trabalho de Son 
et ai. ( 1989), o método usado é descrito de uma maneira simples. 

Neste trabalho, o método de compensação, primeiramente 
proposto por Reis ( 1996), se baseia na comparação das respostas de 
três termopares, como descrito mais adiante. 

Além de sua utilização comum em medidas de temperatura o 
termopar também pode ser utilizado para medidas de velocidade 
como é feito no trabalho de Motevalli et ai. ( 1992). Uma técnica é 
descrita, a qual se baseia na utilização de dois termopares para 
medidas de velocidade e temperatura em escoamentos turbulentos 
de baixa velocidade. Nessa técnica, referida como CCV ("Cross
Correlation Velocimetry"), os registras de temperatura dos dois 
termopares são correlacionados para determinar a velocidade média 
do escoamento. A técnica CCV se baseia no conceito de "vórtice 

congelado" no qual as estruturas vorticais retém suas formas e 
características em um curto período de espaço e de tempo em 
escoamentos de baixa turbulência. 

O MÉTODO DE COMPENSAÇÃO 

Em muitas situações na área de combustão os efeitos de 
convecção no escoamento de gases em torno de termopares 



predominam sobre outros fenômenos. Portanto, é comum em medidas 
feitas por termopares considerar apenas a transferência de calor por 
convecção. Outro efeito significativo em combustão é a radiação, porém, 
cálculos aproximados mostram que os efeitos de radiação não influem 
muito sobre as flutuações de temperatura e, portanto, a temperatura 
média da radiação pode ser acrescentada posteriormente, após a 
realização da compensação para a inércia térmica. 

Com as hipóteses acima mostra-se pela conservação da 
energia aplicada à junção (sensor) do termopar que 

dr (t) 
M Cp--= h A (r

8
(t)- r (t)). 

dt 
(I) 

onde r g(t) e r(t) são as temperaturas do gás e da junção do termopar 
no instante de tempo t. CP, Me A são o calor específico, a massa e 
a ãrea superficial da junção do termopar, respectivamente, e h é o 
coeficiente de transferência de calor. Reorganizando obtém-se: 

dr (t) = r lt) - r (t) . r - cl ' 
dt 

(2) 

sendo t , a constante de tempo, dada pela relação abaixo: 

Mcp r = -- . (3) 
h A 

A constante de tempo é praticamente uma medida do tempo de 
resposta do sensor ás mudanças do meio. Geralmente são utilizados 
alguns procedimentos para avaliar o tempo de resposta do sensor do 
termopar antes da utilização em medidas transientes de temperatura 
Esses procedimentos consistem em seções de testes onde o sensor é 
submerso em um banho de temperatura conhecida. A temperatura do 
banho é variada e então observada a resposta resultante. 

Segundo Paranthoen e Lecordier (1996), há dois métodos 
para determinar a constante de tempo: o método de aquecimento 
interno, onde o sensor é aquecido por efeito Joule através de uma 
corrente que passa pelos fios dos termopares, e o aquecimento 
externo, onde o sensor é aquecido por algum procedimento externo. 
Nestes métodos de aquecimento, o sensor é aquecido a uma 
temperatura acima da temperatura do banho. A seguir, o 
aquecimento é removido e observado o decréscimo da temperatura 
do sensor. A constante de tempo representa o tempo necessãrio para 
a temperatura atingir 63% da diferença de temperatura inicial. 

Outros métodos mais recentes para determinar a constante de 
tempo têm surgido. Esses métodos usam dois ou mais termopares no 
escoamento e a constante de tempo é deduzida por comparação das 
respostas dos termopares sujeitos às mesmas flutuações de temperatura 
do escoamento. Nestes métodos não há necessidade do conhecimento 
exato do campo de temperatura externo. Estes métodos podem ser vistos 
nos trabalhos de Tagawa e Ohta ( 1997) e de Boutrif e Thelliez (1995). 

Usualmente uma constante de tempo média é usada tanto na 
compensação digital como também na compensação elétrica Poucos 
estudos utilizam mais de uma constante de tempo média ou uma 
constante de tempo instantânea envolvendo medidas simultâneas de 
temperatura e de velocidade, como no trabalho de Yoshida et al.( 1989). 

Neste trabalho a constante de tempo é avaliada em termos 
das diversas correlações de números de Nusselt, Nu0 , existentes 
para um escoamento sobre uma esfera, uma vez que o formato da 
junção de medida do termopar pode ser considerado como 
esférico. Essas correlações de Nu0 apresentam uma forma 
semelhante à relação dada abaixo pela Equação (4). Para a grande 
maioria dos gases o número de Prandtl pode ser admitido como 
aproximadamente constante e igual a O, 7. Com isto, uma forma 
bem razoável para Nu0 em um escoamento sobre uma esfera de 
diâmetro D é admitida: 

Nu 0 =2,0+c, Reom' (4) 
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onde c 1 e m são constantes; c 1 é uma constante envolvendo o 
número de Prandtl. 

O coeficiente de transferência de calor é dado por h = Nu0 
k/D, sendo k a condutividade térmica do gás. O número de 
Reynolds é dado por Re0 = pvD/)1, onde p e J..L são a densidade e a 
viscosidade do gás, respectivamente, e v a velocidade. 
Considerando as propriedades do gás (p, k e J..L) e do termopar (pr, 
Cp; Pr = densidade do material do termopar) constantes, o inverso 
da Equação (3) para a constante de tempo pode ser colocado na 
seguinte forma : 

!.._ = ~ + C;Vm , 

r D2 D2-m 
(5) 

onde c2 = 12klpr CP e c3 = (6kc/Pr CP ){p/J..Lr. Admitindo 
pequenas variações de k, p, )1, Pr e CP com a temperatura, c2 e c3 

podem ser consideradas como constantes. A Equação (2), com t 

dado pela Equação (5), torna-se: 

_r_·- =~ + c;vm ' 
rg-r D2 D2

- m 

(6) 

onde o ponto sobre r indica derivada com respeito ao tempo. 
Aplicando a Equação (6) para dois termopares de diâmetros 

pequenos diferentes e separados por uma pequena distância ao 
longo do escoamento, podem-se admitir as seguintes considerações 
para efeito de cálculo: devido a distância entre os termopares o 
fluido leva um determinado tempo para ir do primeiro ao segundo 
termopar à jusante. Considerando que o fluido se propaga 
convectivamente com a velocidade média do escoamento entre os 
dois termopares, essa velocidade média é simplesmente 
determinada dividindo a pequena distância pelo tempo gasto pelo 
fluido para ir de um termopar ao outro. Esse tempo é determinado 
com base nas correlações entre as curvas dos dois termopares. 

Com os termopares separados por uma distância pequena a 
diferença de fase entre os sinais dos termopares também será 
pequena, e, além disso, pode-se admitir que a velocidade na posição 
do primeiro termopar é aproximadamente igual a velocidade no 
segundo termopar (v1 . v2) e também a temperatura (r81 . T82). 

Combinando então as duas equações chega-se à seguinte equação 
algébrica simples para a temperatura do gás: 

2 
AT8 +Br8 +C=O , (7) 

sendo os coeficientes A, B e C dados por 

A = ...E2.__ ( D2 )2- m_ ..E..!_ 
2 2' 

D2 D, D, 

B . ( D2 )1-m . A ( ) =r,-- r 2- r, + r ] . 
D, 

C ( D2)2- m . . A = - T2rrr,r2+ T,r2-
D, 

A temperatura do gás é simplesmente obtida resolvendo a 
Equação (7). Nota-se nos coeficientes da Equação (7) a 
independência da velocidade, naturalmente, e da constante c3• 

O uso de dois termopares foi a primeira tentativa para se resolver 
o problema proposto, porém surgiram algumas dificuldades. A principal 
foi devido ao mau condicionamento da Equação (7), ou seja, qualquer 
erro mínimo no cálculo dos coeficientes A, B e C implicava num 
grande erro na solução r8 . Os coeficientes da Equação (7) 
envolvem derivadas das temperaturas dos termopares I e 2. O 
esquema utilizado para as derivadas de T1 e T2 foi o esquema de 



diferença central, um dos que ocasionam menos erros. No entanto, 
mesmo pequenos erros nas derivadas, e consequentemente nos 
coeficientes A, B e C, provocam grandes desvios na solução Tg· 

Além disso a diferença de fase originada pela distância entre 
os termopares, a qual não foi considerada nas hipóteses anteriores, 
contribuiu muito para o surgimento de grandes erros na solução. 
Porém, se a diferença de fase fosse considerada, analiticamente, 
uma equação bem mais complexa seria obtida no lugar da Equação 
(7). Uma solução seria diminuir a distância entre os dois termopares 
mas isto pode não ser muito conveniente. 

Alguns autores utilizam dois termopares bem próximos para 
as medidas e com uma constante de tempo média. No entanto nesse 
procedimento deve-se verificar até que ponto uma medida feita por 
um termopar não influencia na medida feita pelo outro quando os 
dois estão muito próximos. Por outro lado se os termopares forem 
colocados muito distantes um do outro surgirá uma grande 
diferença de fase e consequentemente grandes erros ocorrerão na 
solução final. 

O procedimento então adotado consistiu na utilização de três 
termopares, descrito como a seguir: 

X Primeiramente dois termopares foram usados como 
anteriormente mas, desta vez, o segundo termopar 
possuía um diâmetro igual ao do primeiro. As medidas 
então realizadas, em um certo intervalo de tempo, 
tiveram como objetivo apenas calcular as constantes a e 
b da Equação (8), mostrada abaixo. 

X A seguir o primeiro termopar (a montante do segundo) foi 
substituído por um terceiro com um diâmetro diferente e 
novas medidas de temperatura foram realizadas. 

X Com as constantes a e b determinadas, e com as novas 
medidas do segundo termopar, a temperatura do primeiro 
foi obtida como função da temperatura do segundo 
usando a Equação (8). 

X A Equação (7) foi calculada usando essa temperatura do 
primeiro, obtida do segundo, e a temperatura do terceiro 
(com o índice 2 nos coeficientes substituído por 3). Com 
isto eliminava-se a diferença de fase que havia 
anteriormente, uma vez que o primeiro e terceiro 
termopares ocuparam a mesma posição no escoamento. 

X As derivadas das temperaturas dos termopares T1 e T3 

foram obtidas através do esquema de diferença central e 
assim os coeficientes A, B e C foram calculados e a 
temperatura do gãs obtida. 

Para obtenção da temperatura do primeiro termopar como 
função da temperatura do segundo foi admitida a seguinte hipótese, 
Como os termopares I e 2 estão relativamente próximos é possível 
admitir um comportamento linear da mudança de temperatura entre 
os dois termopares. Desse modo, uma relação para a temperatura do 
primeiro termopar como função da do segundo foi considerada na 
seguinte forma: 

r' ,= ar'1+ht1, (8) 

escrita em termos das flutuações de temperatura dos dois 
termopares, onde as constantes a e b foram determinadas no 
intervalo de tempo considerado. Utilizando a técnica de mínimos 
quadrados sobre as medidas de dois termopares idênticos, estas 
constantes são obtidas de uma maneira fácil. 

As flutuações T1 e T1 nas equações acima são referentes às 
primeiras medidas. Para obter a temperatura do primeiro termopar 
deve-se somar a temperatura média, a qual é praticamente a mesma 
temperatura média do segundo termopar. 

ARRANJO EXPERIMENTAL 

Os principais componentes do sistema de medidas são o 
queimador, o qual produz uma chama turbulenta, o sistema de 
aquisição de dados, incluindo os termopares, e o computador para 
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análise e redução dos dados. Na Figura I os componentes I a 6 
formam o sistema do queimador e os números 7 a li , incluindo a 
placa de aquisição de dados instalada no microcomputador (li), 
constituem o sistema de aquisição de dados. 
Figura I -Sistema de medidas: I) vãlvulas, 2) mangueira, 3) rotâmetro, 
4) suporte p/tubo externo, 5) tubo externo, 6) cuba, 7) suporte 
p/termopares, 8) fios de extensão dos termopares, 9) banho de gelo, I O) 
osciloscópio, li) computador, 12) impressora, 13) bancada 

O queimador completo consiste de um tanque de combustível 
GLP, um sistema de alimentação da chama constituído por 
mangueiras, válvulas e um medidor de vazão (rotâmetro), uma cuba 
por onde o gãs penetra antes do ponto de ignição e o bocal do 
queimador onde a chama é produzida. Isto pode ser visto nas 
Figuras I e 2. 

tubo externo (5) 

mangueira 

Figura 2 - Projeto do queimador 

A cuba e o bocal do queimador, foram projetados e 
construídos de acordo com a Figura 2. A cuba por onde passa o 
combustível, vindo através do sistema de alimentação da chama, 
constitui a base do queimador. Nessa cuba, uma borracha rígida, 
mostrada na Figura 2, permite a vedação necessária e serve de 
suporte para uma agulha farmacêutica. O gãs sob pressão, 
proveniente do tanque de combustível, é controlado por uma 
válvula na saída do tanque e por uma válvula de controle de vazão 
próximo à entrada do rotâmetro. O gás penetra no interior da cuba 
e sai através da agulha sendo introduzido no interior do tubo 
interno do queimador (bocal), onde é feita a ignição (Figuras I e 2). 

O bocal do queimador (tubo interno) é formado por um tubo 
de aço inoxidável de diâmetro interno igual a 112" e comprimento 
de 59 mm. A chama turbulenta que sai do tubo interno, e também 
os gases da combustão, ficam envolvidos pelo tubo externo, de 
diâmetro e comprimento iguais a 4" e 25", respectivamente, 
evitando assim a influência de vento lateral. A chama turbulenta 
produzida nesse queimador possuía flutuações de baixa frequência, 
como esperado. O tubo externo é apoiado sobre uma pequena 
bancada perfurada (suporte 4) para permitir a entrada de ar inferior 
(Figura 2). 
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Figura 3 - Posicionadores: a) vista superior dos posicionadores, 
b) corte BB. 

Os suportes para os termopares são constituídos por 
posicionadores do tipo mostrado na Figura 3a e interligados do modo 
mostrado na Figura 3b. Para evitar vibrações excessivas os fios dos 
tennopares passam por dois pequenos furos de um cilindro cerâmico 
(miçanga). Essa miçanga se encaixa, adequadamente, dentro de um 
pequeno tubo de aço inox, ligado aos posicionadores, ficando 
somente a junção do termopar livre para as medidas (Figura 3). 

A interligação dos posicionadores, como mostrado na Figura 
3b, permite a translação dos termopares dentro dos gases 
produzidos pela chama. Os dois termopares podem ser aproximados 
um do outro, na direção vertical , em até 4,0 mm. Na direção 
horizontal as junções podem se movimentar até 25 mm em relação 
ao eixo da chama. 

A aquisição de dados é feita através de uma placa eletrônica 
instalada no microcomputador, a qual faz a conversão dos sinais 
analógicos de tensões (f.e.m.) medidos pelos termopares para sinais 
digitais. O acesso à placa é feito por meio de um programa que 
transfere os valores de tensões, faz a contagem de tempo de 
aquisição e armazena estes valores no computador. Os valores de 
tensões foram mudados para temperaturas através de tabelas 
padrões de f.e .m. x temperatura, ou curvas polinomiais, contidas no 
manual da ASTM ( 1988). 

RESULTADOS 

Os termopares tipo K, usados neste trabalho, foram colocados 
aproximadamente 500 mm acima do bocal interno do queimador, 
imersos nos gases de combustão. A chama produzida pelo queimador 
tinha uma altura de aprox.imadarnente de 250 mm. Inicialmente os testes 
foram feitos com dois termopares de mesmo diâmetro, cujas junções de 
medidas eram separadas verticalmente de 7 mm. 

Para os resultados apresentados a seguir, a freqüência de 
amostragem foi colocada em 200 Hz, ou seja, a cada 0,005 
segundos a placa fazia a leitura dos sinais nos dois canais ligados 
aos termopares. O tempo total de amostragem foi de 5,0 segundos 
e, portanto, urna tabela de 1000 dados de tempo e temperatura, 
correspondente a cada termopar, foi gerada e armazenada em um 
arquivo. Os resultados mostrados na Figura 4 são registras típicos 
de flutuações de temperatura de baixa freqüência em gases de 
combustão. A Figura 5 mostra a Densidade Espectral de Potência 
(PSD) das medidas do primeiro termopar, indicando freqüências 
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bem menores que 20 Hz das componentes de flutuações de 
temperatura. A PSD é uma medida da amplitude quadrática de um 
sinal e, basicamente, é estimada tornando o quadrado do módulo da 

transformada discreta de Fourier do sinal. 
Figura 4- Temperaturas de 2 termo pares iguais com rui dos 
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Figura 5 - Densidade espectral de potência de flutuações de 
temperatura do termopar I 

Afim de eliminar ruídos de alta freqüência, as curv~ de 
temperatura foram suavizadas com a utilização de filtros digitais. A 
filtragem digital utilizada foi feita calculando a média aritmética de 
pontos consecutivos do conjunto de dados. Na Figura 6, em cada 
ponto foi calculada a média aritmética dos valores de temperatura em 
5 pontos, sendo 2 pontos anteriores, 2 posteriores e o ponto 
considerado. Nota-se que as curvas são bem suavizadas com relação 
a Figura 4 e que são muito bem correlacionadas. Este tipo de 
filtragem simples foi preferido em lugar de outros procedimentos de 
filtragem mais sofisticados, os quais, geralmente, utilizam a 
transformada rápida de Fourier (FFT) para passar os dados ao 
domínio de freqüência e assim cortar as freqüências mais altas. 

Após a filtragem dos dados, foi medido o grau de correlação 
entre as duas curvas da Figura 6. O grau de correlação é 
determinado pela função de correlação, R XIxz• definida a seguir: 

I J.'• ' Rx x = lim- X 1(t)X2(t +r )dt 
I l t, -+- ls O 

(lO) 



onde X, e X, são as componentes de flutuação dos dados (isto é, X 
= x- x, o valor médio subtraído do sinal original) e I, é o tempo de 
amostragem. Como os dados são coletados em um tempo finito, a 
função de correlação é normalizada para eliminar o efeito de 
variações de amplitudes dos registras de temperatura. Segundo 
Motevalli et ai. ( 1992), estas variações são devidas à difusão de 
energia que ocorre enquanto os vórtices viajam de um sensor ao 
outro. A função de correlação normalizada é chamada de 
coeficiente de correlação, Pxm• e pode ser escrita na seguinte forma 
numérica: 

Px1x, 
Rx1x, (li) 

[-~ - IX,2(n)]' ' 2[_I _fxi(n)]' ' 2 
N-m n=l N-mn=m 

onde 
J N-m 

Rxx (m)=--.L,X,(n)X2 (n+m) 
I , N-m n=l 

(12) 

e N é o número total de pontos de dados. O número inteiro m 
corresponde ao número de pontos em que um registro é defasado 
em relação ao outro, ou seja, m está relacionado à diferença de fase 
entre as duas curvas de temperatura. O coeficiente de correlação 
varia entre O e I, correspondendo a O e I 00 por cento de correlação, 
respectivamente. O valor de m a priori não é conhecido, mas 
fazendo m variar de um certo valor negativo até o oposto positivo, 
obtém-se um máximo coeficiente de correlação. Para as curvas da 
Figura 6, o coeficiente de máxima correlação foi Pxm = 0,96, 
correspondendo a m = 2. 
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Figura 6- Temperaturas de 2 termopares iguais após filtragem 

A taxa de amostragem dos registras de temperaturas na Figura 4 
ou 6 foi de 0,005 segundos. Multiplicando o valor de m por esta taxa de 
amostragem obtém-se 0,01 seg., o tempo de defasagem entre as duas 
curvas. Pode-se dizer que este é o tempo médio que um vórtice leva para 
ir de um termopar ao outro a jusante no escoamento. A distância entre 
os dois termopares no caso acima foi de 7 mm, aproximadamente. Então 
a velocidade média aproximada do escoamento dos gases da combustão 
ficou em tomo de 0,7 m/s. 

Seguindo o procedimento descrito pelo método de compensação, 
os registras de temperatura dos dois primeiros termopares T, e T, (da 
Figura 6) foram utilizados apenas para determinar as constantes a e b da 
Equação (8). Com as constantes a e b calculadas pode-se determinar, em 
qualquer tempo, a temperatura de um termopar em função do outro 
através da Equação (8). 

Os resultados de novos registras de temperatura com 
termo pares de diâmetros diferentes estão mostrados na Figura 7, 
após os procedimentos de filtragem descrita anteriormente. Na 
Figura 7, a curva mais atenuada corresponde ao terceiro termopar 
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que possui um diâmetro duas vezes maior. Os diâmetros neste caso 
foram , aproximadamente, 70 pm para o segundo termopar e 140 J.Un 
para o termopar 3. A curva do termopar 2 foi usada para calcular a 
temperatura na posição do termopar 3 (na mesma posição do 
termopar I) através da Equação (8). 

Figura 7 - Temperaturas de termopares de diâmetros 
diferentes: D, = 70!lm e D, = 140!lm 
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As derivadas temporais das temperaturas acima foram 
calculadas usando o esquema de diferenças centradas, ou seja, a 
derivada em um ponto é a diferença entre a temperatura no ponto 
seguinte e a do ponto anterior dividida pelo intervalo de tempo 
entre esses dois pontos. As constantes utilizadas pelo método, 
relacionadas com o material do termopar e com o gás, foram 
baseadas nas temperaturas médias medidas. 

Com as constantes acima e as temperaturas dos termo pares e 
suas derivadas, foram calculados os coeficientes A, 8 e C da 
Equação (7) e obtida a temperatura do gás compensada. Foi 
também calculada a temperatura do gás baseada em uma constante 
de tempo média, a qual serviu como um meio de comparação. 

A constante de tempo média, tanto para o primeiro quanto 
para o terceiro termopar, pode ser obtida da Equação (5), usando a 
velocidade média (v= 0,7m/s) anteriormente calculada através do 
coeficiente de correlação. A temperatura do gás baseada nessa 
constante de tempo média é simplesmente obtida resolvendo a 
Equação (2). Os resultados estão mostrados na Figura 8, abaixo, 
além da temperatura do termopar de maior diâmetro. Na Figura 9, 
a temperatura do gás calculada por meio da constante de tempo 
média do termopar I é comparada com o resultado do método. 
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Figura 8 - Temperaturas do gás calculadas com as constantes de 
tempo médias e temperatura do termopar 3 
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Figura 9- Temperaturas do gás obtidas pelo método e pelo uso 
da contante de tempo do termopar I 

Como se verifica, a compensação com a constante de tempo 
média amplifica os sinais dos termopares e, também, as curvas 
compensadas apresentam o mesmo comportamento. No entanto, era 
esperado que as duas curvas compensadas da Figura 8 fossem 
praticamente coincidentes. Verifica-se que a temperatura corrigida 
do termopar 3 (de maior diâmetro) ainda apresenta uma atenuação 
em relação a temperatura do gás correspondente ao primeiro 
termopar. Provavelmente, isto é devido às incertezas nos diâmetros 
dos termopares. Os resultados de T, são muito sensíveis aos 
diâmetros, os quais não foram ainda medidos com uma boa 
precisão. 

Os resultados apresentados na Figura 9 são os resultados da 
Equação (7) , do método de compensação, e os da temperatura do 
gás obtida com o uso da constante de tempo média do termopar 1. 
Os resultados se combinam muito bem e a solução apresentada pelo 
método de compensação consegue ampliar ainda mais as flutuações 
de temperatura, como esperado, uma vez que o resultado do método 
não se baseia em um valor médio para a constante de tempo. 

CONCLUSÃO 

Este trabalho consistiu em realizar uma compensação digital 
dos efeitos da inércia térmica de termopares com o objetivo de 
obter e corrigir as flutuações de temperatura medidas em 
escoamentos turbulentos de baixa frequência de gases de 
combustão. A técnica utilizada permitiu também obter a velocidade 
média do escoamento e uma compensação baseada numa constante 
de tempo média. 

Resumidamente, os dados de temperatura de termopares 
foram transformados usandos filtros digitais, para eliminar ruidos 
de freqüências mais altas, foram correlacionados, com o objetivo de 
obter a velocidade média do escoamento e uma constante de tempo 
média, e compensados, para obter as flutuações corretas da 
temperatura do gases. 

Os dois modos de compensação apresentados (o método de 
compensação e a compensação baseada na constante de tempo 
média), mostram uma boa concordância e os resultados do método 
apresentam uma melhor compensação, como era esperado, por não 
se basear em uma constante de tempo média. Como visto na Figura 
9, o resultado do método consegue ampliar mais ainda as flutuações 
de temperatura em relação à compensação calculada através da 
constante de tempo média. 
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ABSTRACT 

This paper reports the utilization of a new experimental 
technique that is based on thermocouples to measure lhe 
temperature jluctuations in combustion gases. This technique 
consists in performing a digital compensation of lhe thermocouples 
thermal inertia effects. Comparing the diferential equations oftwo 
thermocouples, introduced in lhe gasjlow, ii is obtained a simple 
algebric equationfor lhe gas temperature in which lhe coefficients 
are depende n/ only of thermocouple temperatures and consta n/ 
properties. The gas temperature calculated is compared to lhe 
temperature obtained using an average time constant for lhe sensor 
and the results show a larger amplification of the temperature 
jluctuations. 
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RESUMO 

No trabalho são descritos os resultados da avaliação de métodos de medição da radiação solar difusa, disco e anel de 
sombreamento em relação ao método de obtenção por diferença entre as radiações global e direta projetada num plano 
horizontal. O método do disco mostrou ser dependente da anisotropia da radiação difusa, apresentando um desvio 
relativo médio da ordem de 7, I%, com percentuais em função do tipo de cobertura do céu de li ,56% para os dias de céu 
aberto; 4,8% para dias parcialmente nublados e 2,43% para dias nublados. O método do anel de sombreamento mostrou 
também ser dependente da cobertura do céu apresentando um desvio relativo médio de 8,0% com parcelas de 8,99"/o para 
dias de céu aberto; 7,70% para parcialmente nublado e 2,5% para nublados. 

I. INTRODUÇÃO 

O conhecimento do comportamento da radiação 
difusa é de grande importância para áreas das ciências térmica e 
agrária, visto que permitem a elaboração de projetas otimizados 
quanto ao aproveitamento da energia solar em edificios e casas 
de vegetação que estão diretamente interligados as propriedades 
tisica e fisiológica de cu lturas. A dificuldade existente 
atualmente na caracterização desta componente solar, encontra
se no custo elevado dos radiômetros solares envolvidos nos 
métodos de medida: direto (disco) ou indireto (diferença entre a 
radiação global e direta projetada na horizontal), que necessitam 
de dispositivos para acompanhar o movimento relativo do sol, 
que normalmente requerem manutenção e ajustes permanentes. 

Uma técnica simples e de baixo custo, amplamente 
aceita mas questionada, é o método de sombreamento por anel. 
Neste, o anel obstru i a radiação direta sobre um piranômetro 
posicionado na área sombreada, permitindo apenas a detecção 
da radiação difusa. A desvantagem deste método em relação aos 
demais é que o anel além da direta, também intercepta uma 
parcela da radiação difusa, obrigando a utilização de fatores de 
correção que dependem do local (latitude), época (declinação 
solar) e parâmetros geométricos do anel (largura e diâmetro) 
quando a radiação difusa é considerada isotrópica. Muitos 
pesquisadores: ROBINSON e STOCH ( 1960, 1964), 
DRUMMOND (1956), MELO (1994), LE BARON et ai ( 1980), 
BUREK et ai (1988), INEICHEN ( 1982, 1983), STEVEN e 
UNSWORTH (1980), RAWLINS e READINGS (1986), SIREN 
(1987), KUDISH e IANCIZ ( 1993), BATTLES ( 1995) têm 
procurado o desenvolvimento de modelos teóricos ou numéricos 
que executem a correção, porém, os resultados da literatura 
mostram que a difereça das medições da radiação difusa dos 
métodos de sombreamento ainda é elevada, mesmo quando os 
métodos consideram outros fatores tais como condições de 
cobertura do céu, ângulo zenital, turbidez, entre outros. O 
objetivo do trabalho foi quantificar os métodos do disco e anel 
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na medida da radiação difusa para a latitude sul, visando uma 
proposta de correção numérica para os métodos de 
sombreamento do disco e anel. 

2. MA TERIA L E MÉTODOS 

O experimento foi realizado na EST AÇÀO DE 
RADIOMETRIA SOLAR DA UNESP de Botucatu (latitude 
22°54'Sul , longitude 48°2TOeste, altitude 786m), junto ao 
departamento de Ciências Ambientais na FCA, no período de I 
de junho de 1996 à 30 de março de 1998. 

A densidade de fluxo difusa (ld) foi monitorada por 
três métodos: diferença, disco e anel de sombreamento (Figura I). 

1- Método da diferença: a densidade de fluxo difusa 
(ld) foi obtida pela diferença entre as densidades de fluxo global 
(1 0 ) e direta de incidência normal (1 0 ) projetada na horizontal, 
através da equação: 

ld = lo - 10 cos Z ( I) 

onde Z é o ângulo zenital. 

Na medida da densidade de fluxo global (10 ), foi utilizado 
um piranômetro EPPLEY PSP, com fator de calibração igual a 
8, l 3J.lY /Wm-2

, posicionado no plano horizontal. 
Na medida da densidade de fluxo direta na incidência 

normal OoN), foi utilizado um pireliômetro EPPLEY -NIP, com fator 
de calibração igual a 7,731J.V/Wm-2, acoplado a um rastreador solar 
EPPLEY modelo ST-3, instalado na direção norte-sul geográfica e 
ajustado na latitude local. Como o rastreador solar ST-3 possui 
apenas um grau de liberdade automatizado (sentido leste/oeste), no 
decorrer do experimento, antes das 7 horas de cada dia, regulava-se o 
posicionamento angular do instrumento para compensar a 



declinação solar no rastreador, a fim de se manter a incidência 
normal da radiação direta no sensor do pireliômetro. 

(N) 

(a) 

(b) 

Figura I. (a) Esquema do pireliômetro e instalação do disco de 
sombreamento no rastreador solar; (b) plataforma do 
piranômetro sombreado pelo anel e piranômetro. 

2- Método direto com uso de disco: a densidade de 
fluxo foi obtida através de um piranômetro EPPLEY 
(black/white), com fator de calibração de 9,05J.lV/Wm"2, 

sombreado por um pequeno disco de alumínio, acoplado ao 
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rastreador solar, com dimensão de 2mm de espessura por Sem 
de diâmetro, numa distância de 40cm do sensor. 

3- Método direto com uso de anel fixo : a densidade de 
fluxo difusa foi medida através de um anel de sombreamento 
com diâmetro externo de 80 cm por I O cm de largura, alinhado 
na direção leste-oeste e inclinado no sentido norte, com um 
ângulo igual a latitude local (cj> = 22°54'). O sensor posicionado 
no eixo horizontal foi um piranômetro EPPLEY -PSP, com fator 
de calibração igual a 8, I7J.lV/Wm·2. Para manter o 
posicionamento do piranômetro no centro das respectivas faixas 
de sombra, a cada dia o piranômetro sobre a base móvel era 
deslocado com finalidade de compensar a variação diãria da 
declinação solar. 

Para correção da radiação difusa, utilizou-se o fator 
FCD de Drummond (1956) : 

[ 
2L J-1 FCD = 1-1tR cos3 ô(t 0 sen cp.sen Õ+cos cp.cos ô.sen t 0 ) 

onde: R = raio do anel (cm); õ = declinação solar (rad); cp = 
latitude local (rad); L= largura do anel (cm); t0 = ângulo horãrio 
no pôr do sol (rad). 

Foi utilizado um sistema de aquisição de dados 
"micrologger" da CAMPBELL SC1ENTIF1C-!NC modelo 21X, 

com uma placa multiplexadora AM 416 de 32 canais, programado 
para realizar uma leitura por segundo de cada canal e armazenar a 

média aritmética de cinco minutos. O sistema de aquisição de 
dados ficava ligado 24 horas por dia e no início de cada dia as 
médias eram transferidas para um microcomputador com auxílio 

de uma interface SC232, na forma de arquivo, com estrutura fisica 
de 35 colunas: código de registro, dia juliano, hora e sinais em mY 
dos 32 canais. A separação das sete colunas (hora, sinais dos 

sensores e dia juliano) relacionadas ao experimento, no intervalo 
das 8 às 17 horas, foi efetuada, a cada dia, com auxilio de um 
programa computacional específico (SPLIT). Um programa no 

"MICROSOFT ORJG!N", elaborado especificamente para 
processar os dados, permitiu dividir as colunas de sinais em mY 

pela respectiva constante de calibração de cada radiômetro, 

transformando-as em W/m2 (irradiância), fazer multiplicações das 
colunas de irradiância difusa obtidas com o uso de anel por fator 

de correção, construções de grãficos, valores de irradiação 

(MJ/m2
) , cãlculo estatístico e outros. 

3. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

3.1. Níveis médios mensal da irradiação difusa 
A Figura (2) mostra os níveis médios mensal das 

irradiações difusa obtidas pelo método da diferença, disco e anel 
de sombreamento, em Botucatu. Os níveis da irradiação difusa, 
independente do método de medida, mostraram ser dependentes 
das condições climáticas e local. Quando o sol declinou no 
hemisfério norte, tanto no sentido do equinócio de outono 
(março) para o solstício de inverno Uunho) como no solstício de 
inverno para o equinócio de primavera (setembro), ou seja, 



quando a declinação solar é positiva, a cobertura do céu em 
Botucatu é caracterizada por elevados índices de horas de brilho 
solar e, portanto, baixo nível de irradiação difusa. 
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Figura 2. Médias mensal das irradiações difusa medidas pelos 
métodos da diferença, disco e anel de 
sombreamento. 

Quando o sol declinou no hemisfério sul, tanto no 
sentido do equinócio de setembro para o solstício de verão 
(dezembro), como do solstício de verão para o equinócio de 
março, período caracterizado por elevada nebulosidade, os 
níveis de irradiação difusa foram elevados. Em termos da 
variabilidade, tomado o método da diferença como o real , a 
irradiação difusa apresentou como limites médios: mínimo de 
2,08 MJ/m2 (Junho de 1997) e mâximo de 1 O, 15 MJ/m2 
(Janeiro de 1997). Em termos percentuais, os valores médios 
extremos representam 15% e 25% da irradiação que atingiu a 
superficie atmosférica. No total , a irradiação difusa média foi de 
6, 13 MJ/m2 que representa 19,44% da irradiação do topo da 
atmosfera. 

Os níveis da irradiação difusa obtida pelo método do 
disco alternou, periodicamente, com a do método da diferença: 
quando o sol declinou no hemisfério norte. a irradiação difusa 
obtida pelo método do disco foi maior que a obtida no método 
da diferença, como pode ser observado ao longo dos meses de 
abril, maio, junho, julho e agosto, e quando o sol declinou no 
hemisfério sul, a irradiação difusa obtida pelo método de 
diferença foi superior à do disco, como mostram os meses de 
outubro, novembro, dezembro, janeiro e fevereiro . Os meses de 
março e setembro, por encontrarem-se na interface de mudança 
da declinação norte/sul, apresentaram inversões nesta 
sistemática, porém numa ordem de grandeza muito pequena. 

A Figura (2) mostra que o método do anel de 
sombreamento subestima a medida da irradiação difusa em 
relação aos outros métodos, independente da época. 

3.2. Dist r ibuição do desvio r elativo diá r io 
Considerando a irradiação difusa obtida pelo método 

da diferença como referência, os desvios das irradiações difusas 
medidas pelos métodos do anel e disco, foram calculados 
através da expressão: 

Õ(%) = { [(R..i),.r- (Rd)med] I (R..i),.r} x I 00 (2) 
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Como o objetivo foi avaliar os desvios percentuais 
dos dois métodos, disco e anel, em relação ao método da 
diferença, nesta análise é importante considerar que a irradiação 
difusa de referência, obtida através da diferença da irradiação 
global e direta projetada na horizontal , não é absoluta, mas sim 
relativa, pois são medidas por instrumentos de detecção solar 
secundários, estando assim sujeitos a erros inerentes aos dois 
detectores (pireliômetro e piranômetro). O mesmo aconteceu 
com os piranômetros que mediram a radiação difusa nas 
sombras do anel e disco. 

A Figura (3) mostra a distribuição dos desvios diários, 
calculados através da equação (2), entre as irradiações difusa de 
referência e disco, em MJ/m2 dia. 
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Figura 3. Desvio relativo entre as medições da irradiação difusa 
através dos métodos da diferença e disco. 

Como já foi discutido anteriormente, quando o sol 

declinou no hemisfério sul, a irradiação difusa obtida pelo 
método de referência foi maior que a irradiação difusa do disco 

e, portanto, o desvio é positivo. Quando o sol declinou no 
hemisfério norte, a irradiação difusa do disco foi maior que a 
irradiação de referência, tornando o desvio negativo. A ordem 

de grandeza dos desvios indica o nível da dependência da 
declinação solar e cobertura do céu. Quando o sol declinou no 

hemisfério norte, o método do disco superestimou a irradiação 
difusa do método de referência em até 25% e quando o sol 

declinou no hemisfério sul, o método do disco subestimou o 
método referência em uma dispersão bastante ampla, atingindo 

valor extremo de 55%. 

A Figura (4) mostra a curva de distribuição de 
frequência de desvio relativo entre os métodos. Apesar do largo 

intervalo de variação do desvio relativo entre as irradiações 

difusa, a distribuição se aproxima de uma distribuição normal, 
ligeiramente deslocada no sentido positivo. comprovando que, 

no total, o método do disco subestima a medida da irradiação 

difusa. Percentualmente, em 51 ,33% dos dias, os desvios 

re lativos estiveram entre -5,0% e 5,0%, nos intervalos de -5 ,0 à 

I 0,0% e 5,0 à I 0%; em 25% dos dias, entre os desvios -I 0,0% à 

-15% e 10% à 15%; 12,53% dos dias; desvios de -15 à -20% e 

15% à 20%; em 4, 71% dos dias e, assim por diante. O desvio 

relativo médio sob todas as observações, situou-se na faixa de ± 
7, I%. Numericamente, a diferença média de 7, I% entre os dois 

métodos de medida da densidade de fluxo difusa foi considerada 



elevada, visto que ambos são considerados os mais precisos. A 
fonte de erro mais provável que contribuiu para não 
concordância entre os mesmos foi a anisotropia da radiação 
difusa, que é diferente em função da cobertura do céu. 
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Figura 4. Distribuição de frequência dos desvios relativos da 
irradiação difusa entre os métodos da diferença e 
disco. 

Representando graficamente as irradiações global, 
direta e difusa, utilizadas no método da diferença é possível 
estabelecer condições distintas de cobertura do céu através do 
índice de claridade K, (razão entre as radiações global e topo da 
atmosfera). 

Figura S. Distribuição das irradiações global, difusa e direta na 
incidência em função do índice de claridade (K,). 

Na Figura (5), onde estão representadas as três 
irradiações simultaneamente, pode-se distinguir que : para K, 
entre O e 0,3, as irradiações global e difusa são praticamente 
iguais e a irradiação direta é próxima de zero, situação que 
classifica a cobertura do ceú como nebuloso; para K, entre 0,3 e 
0,65, temos a situação de alternância entre as irradiações difusa 
e direta, mantendo a global constante pontualmente; de 0,3 à 
0,45 a irradiação difusa é maior que a direta; de 0,45 à 0,6 
ambas são da mesma ordem de grandeza e acima de 0,6 até 0,65 
a irradiação direta é superior a irradiação difusa. Estas condições 
estabelecem para a cobertura de céu parcialmente nublado. Para 
K, acima de 0,65 , a irradiação direta tende a se aproximar da 
irradiação global, enquanto a irradiação difusa tende a um 
mínimo, o que class ifica a cobertura do céu como isento de 
nuvens. Com base nesta classificação de cobertura do céu, 
selecionou-se, dos 487 dias, em função de K, e efetuou-se novos 
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cálculos dos desvios relativos para cada situação de cobertura do 
céu: nebuloso, parcialmente nublado e limpo, cujos resultados 
estão apresentados na Tabela (1): 

Nota-se, através dos percentuais, que o método de 
medição da irradiância difusa pelo disco apresenta dificuldades 
de medição na condição de cobertura do céu sem nuvens, 
razoável para dias parcialmente nublados e regular para bom nas 
condições de elevada nebu losidade. 

T abela l. Desvios relativos da irradiação difusa entre os 
métodos da diferença e disco, em função da 
cobertura do céu. 

Cobertura do céu 

Desvio nebuloso p_arcialmente nublado limp_o 

8~ 2,43 4,77 11 ,56 

A ordem de grandeza dos desvios relativos 
acompanha, na sequência, as condições de anisotropia da 
radiação difusa: para céu limpo, onde a anisotropia desta 
componente é mais acentuada, o desvio de II ,56% é maior; para 
dias de céu parcialmente nublado, onde pode-se ter as condições 
isotrópica e anisotrópica alternadas, dependendo da cobertura 
do céu ao longo do dia, o desvio é intermediário apresentando 
um valor de 4,8%; e para dias de céu nublado, onde a radiação 
difusa é praticamente isotrópica tem-se o menor desvio (2,5%). 

Outra fonte de erro possível que pode ter contribuído 
pela não concordância entre os dois métodos são os fatores de 
calibração dos instrumentos EPPLEY utilizados que, apesar de 
serem de I • classe e de pouco uso, podem não serem os mesmos 
fatores de calibração dos certificados de fabricação. A falta de 
um detector primário não permitiu uma aferição dos 
piranômetros e pireliômetros utilizados neste estudo. 

A Figura (6) mostra a distribuição dos desvios 
relativos diários entre as irradiações difusa obtidas pelos 
métodos da diferença e do anel. Contrariamente ao método do 
disco, o método do anel não apresentou simetria à linha do zero 
do desvio em relação ao método da diferença. 
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Figura 6. Desvio re lativo entre as medições da irradiação difusa 
através dos métodos da diferença e anel. 



A grande maioria dos pontos estão posicionados na 
faixa superior, com valores positivos, ou seja, a irradiação difusa 
obtida pelo método da diferença, quase na totalidade, foi 
superior ao do anel. Em outras palavras, o método do anel , 
utilizando o fator de correção apresentado por Drumrnond, 
subestima os valores da irradiação difusa. 

A curva de frequência dos desvios apresentados na 
Figura (7) mostra que a distribuição dos desvios relativos entre 
os métodos não é simétrica, apresentando 92% dos dias acima 
do desvio de referência zero, enquanto 8% se apresentou abaixo. 
Numa escala de desvios, 158 dias, que corresponde a 32,44%, 
estiveram na faixa de ±5,0%; 203 dias, que corresponde a 
41 ,68%, estiveram entre ±5,0% e ±10,0%; 87 dias, que 
corresponde a 17,86%, estiveram entre ±10,0% e ±15,0%; e 39 
dias, correspondentes a 7,99%, acima dos desvios de 15,0%. O 
desvio relativo médio sobre todas as observações situou-se 
aproximadamente em 7,6%. 
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Figura 7. Distribuição de frequência dos desvios relativos da 
irradiação difusa entre os métodos da diferença e 
anel. 

A causa da dispersão dos desvios relativos não 
simétrica à irradiação difusa de referência pode ser atribuída a 
dois fatores : o primeiro é inerente à natureza característica da 
radiação difusa de anisotropia, que é dependente da cobertura do 
céu, e o segundo é o fator de correção, que é dependente apenas 
da geometria do anel (diâmetro e largura) e do local (latitude e 
declinação solar), e não inclui nenhum termo dependente da 
cobertura do céu como, por exemplo, razão de insolação ou 
índice de claridade. 

Em relação a anisotropia, cálculos realizados para as 
três coberturas de céu, similares aos efetuados anteriormente, 
mostram diferenças acentuadas nas condições de dias nebulosos 
em relação a dias parcialmente nublado e limpo. A Tabela (2) 
mostra os resultados dos desvios relativos. 

A exemplo do método do disco, os dias de céu aberto 
são os maiores responsáveis pela elevação do desvio relativo 
médio, na concordância entre o método do anel e o da 
referência, com uma parcela próxima de 9,0%; os dias de céu 
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parcialmente nublado contribuíram com valor de 7,7%, 
portanto, superior à contribuição do método do disco; os dias 
nebulosos, com 2,44%, apresentam desvios similares ao método 
do disco. 

Tabela 2. Desvios relativos da irradiação difusa entre os 
métodos da diferença e anel , em função da cobertura 
do céu. 

Cobertura do céu 

Desvio nebuloso garcialmente nublado limgo 

õ~ 2,44 7,70 8,99 

Quanto à aplicação do fator de correção proposto por 
Drummond ( 1956), variando entre 18% para dias próximos dos 
equinócios e 8,0% para dias próximos do solstício de inverno, 
conforme mostra a Figura (8), não atingindo os níveis da 
irradiação difusa obtida pelo método de referência, mostra que o 
mesmo necessita ser reformulado, não só quanto aos parâmetros 
geométricos, mas também incluindo um fator de anisotropia da 
radiação difusa. O próprio Drummond ( 1956) já havia sugerido 
o aumento de 7% no fator de correção para dias de céu aberto, 
5% para dias parcialmente nublado e 3% para nublados. 
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Figura 8. Comportamento do fator de correção isotrópico de 
Drummond no decorrer do ano. 

A Figura (9) mostra a distribuição dos desvios 
relativos diários calculados através da equação (I) entre as 
irradiações difusa, obtidas pelos métodos do disco e anel, 
tomando como referência o método do disco. 

Em função da dependência da irradiação difusa obtida 
pelo método do disco da declinação solar (Figura 3) e o mesmo 
não ocorrendo através do método do anel , a concordância entre 
os mesmos variou em elevada amplitude, de -5,0% até 30,0%, 
onde a maior densidade dos desvios relativos situaram-se acima 
da 1 inha zero de referência. Graficamente, é possível se verificar 
que os desvios relativos mais elevados ocorreram quando o sol 
declinou no hemisfério norte, período característico de cobertura 
de céu sem nuvens e desvios relativos menores, no período 
quando o sol declinou no hemisfério sul, período com cobertura 
do céu parcialmente nublado e nublado. 
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Figura 9. Distribuição dos desvios relativos da irradiação difusa 
entre os métodos do disco e anel. 

Na média geral , o desvio relativo entre os dois 
métodos foi da ordem de 8,0%, resultado esse superior aos 
citados na literatura, como mostram os trabalhos de: lneichen et 
ai. (1983), que obtiveram 5,0% e Rawlins & Readings (1986), 
que obtiveram 6,5%, em média, sobre estações de inverno e 
verão. 

4. CONCLUSÕES 

O método de medida de irradiação difusa através do 
disco, em relação ao método referência, mostrou ser altamente 
dependente da anisotropia da radiação difusa, apresentando um 
desvio relativo médio da ordem de 7, I%. Considerando o tipo 
de cobertura do céu, os percentuais foram de II ,56% para dias 
de céu aberto; 4,8% para dias parcialmente nublados e 2,43% 
para dias nublados; Os desvios relativos obtidos com o método 
do disco, em relação ao método da diferença, apresentou uma 
distribuição não simétrica em relação à época do ano, de até 
25% quando o sol declina no hemisfério sul e 55% no 
hemisfério norte; A distribuição de frequência dos desvios 
relativos da irradiação difusa, entre os métodos do disco e da 
diferença, mostrou que 51,33% dos dias estiveram abaixo de 
±5%; 25% dos dias entre ±5% e 10%; 12,58% dos dias entre 
±10% e 15% e 4,71% dos dias entre ±15% e 20%; O método de 
medida da irradiação difusa através do anel, utilizando o fator de 
correção de Drummond, comparado ao método diferença, 
subestima a medida da irradiação difusa em aproximadamente 
8%; O método do anel mostrou ser também dependente da 
natureza anisotrópica da radiação difusa, apresentando desvios 
relativos maiores para dias de céu aberto com média de 8,99%, 
7, 70% para dias parcialmente nublado e 2,44% para dias 
nublados. 

Apoio Financeiro: FAPESP (97/02475-1), CNPq (302624-0) 
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ABSTRACT 

The evaluation results from measuring methods of the 
diffuse solar radiation, disc and shadow ring are described 
compared to the method by difference between the global 
radiation and the direct radiation projected in a horizontal plane. 
The disc method is dependent on the diffuse radiation 
anisothropy, with an average relative deviation around 7.1 %, 
with percentages according to the sky cover; 11 .56% for open 
sky days; 4.8% for parthy cloudy days and 2.43% for cloudy 
days. The shadow ring method is also sky cover dependent with 
an average relative deviation 8.0% ranging from 8.99% for open 
sky days; 7. 70% for parthy cloudy and 2. 5% for cloudy days. 
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RESUMO 

O desempenho de transdutores de fluxo de calor está diretamente relacionado com as incertezas envolvidas 
no processo de calibração. Nesse trabalho é apresentado uma análise simplificada do processo de calibração 
(método "a transdutor auxiliar"), mostrando o erro envolvido na determinação da constante de calibração em 
função de diversos parâmetros. É analisada a influência da temperatura da vizinhança, assim como a influência 
do coeficiente de troca de calor, da densidade de fluxo, diâmetro dos tios de conexão e área dos sensores. A 
análise teórica é comparada com alguns resultados experimentais. lndicar-se-á diretrizes a serem adotadas no 
processo de calibração, em especial o nível de densidade de fluxo de calor dissipado na resistência aquecedora. 

INTRODU CÃO 

O posicionamento de um transdutor de fluxo de calor sobre 
uma superflcie perturba o campo de temperatura desse corpo, 
além de interferir nas trocas convectivas e radiantes. Análises de 
incertezas na utilização de fluxímetros são correntes na literatura 
(Ciarke e Kingston , 1951 ; Philip, 1961 ; De Ponte e Maccato, 
1980; Guimarães et ai. , 1987, Beasley e Figliola, 1981 ). 

Durante o processo de calibração ocorrem fugas de calor 
pelas superflcies laterais e através dos cabos de conexão em 
função da diferença de temperatura entre o sistema e a 
vizinhança. O desempenho dos fluxímetros é fortemente 
relacionado com os erros envolvidos no processo de calibração. 
Entretanto há uma escassez de trabalhos referente à análise dos 
parâmetros envolvidos. 

Nesse trabalho, é apresentado uma análise simplificada do 
processo de calibração (método "a transdutor auxiliar"), 
mostrando o erro envolvido na determinação da constante de 
calibração basicamente em função das fugas de calor. A análise 
teórica é comparada com alguns resultados experimentais. 

PRINCÍPIO DO MÉTODO DE CALIBRACÀO 

O dispositivo de calibração "a transdutor auxiliar" é mostrado 
na Figura I. Numa montagem experimental o fluxo de calor que 
atravessa o fluxímetro a calibrar (qcul) é dado pela seguinte 
expressão mostrada na Eq. l . 

fluxímetro 
auxiliar 

isolante térmico Tco 

q roo 

fluxímetro 
a calibrar 

·\if\/\Z\N;fVV\7\ZvQ _ < tf~ 

----+ ..,.._ 
~ __,.......-.., cal 1 ,(j 

placa fria (Tfria) 

Figura I - Dispositivo de calibração "a transdutor auxiliar" 
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q cal = q res - q aux (I) 

onde qres é o de fluxo de calor gerado pela resistência aquecedora 
e qu .. x é o fluxo de calor medido pelo transdutor auxiliar. A 
constante de calibração (c) de um fluxímetro é, então, expressa 
por: 

c 
qres - qa,Lr 

V cal 

onde V cal é a tensão medida no sensor a calibrar. 

FLUXÍMETRO "A GRADIENTE TANGENCIAL" 

(2) 

Os fluxímetros utilizados nesse trabalho foram do tipo "a 
gradiente tangencial" descrito por Güths ( 1994) e Güths et ai 
( 1995). Esse transdutor é construído a partir de técnicas de 
fotogravura, possuindo uma termopilha a eletrodos depositados 
( cobre/constantan) disposta paralelamente à superflcie de 
medição (Figura 2). 

Assimetrias tisicas na forma de pinos metálicos provocam 
diferenças de temperatura sobre a termopilha gerando uma tensão 

flUXO de COIOI 

cobre ~ ~ "-' ~ 

I( >I 
diferenço de temperatura m 

Figura 2 - Corte do transdutor de fluxo de calor a gradiente 
tangencial 



proporcional ao fluxo de calor. A espessura desse sensor é de 
300 Jlm, apresentando uma resistência térmica de 
aproximadamente 6 x 10-4 m2KJW. Esse transdutor possui ainda 
um termopar (tipo T) na região central. 

MODELO TEÓRICO 

Esse modelo avaliarã basicamente os erros envolvidos no 
processo de calibração quando a vizinhança estiver a uma 
temperatura diferente da temperatura do dispositivo. Existirão 
trocas de calor pelas superficies laterais dos sensores e pelos 
cabos de conexão, modificando a constante de calibração c 
apresentada na Eq. (2). A constante real de calibração c' poderã, 
então, ser expressa por: 

c' 

n 

q res - qaux - Lqi fio - qlat 
t=l 

v cal 
(3) 

onde n é o número de fios , qfio o fluxo de calor trocado por cada 
fio e q1a1 o fluxo de calor trocado pelas superficies laterais dos 
sensores. O erro percentual da constante de calibração pode ser 
expresso por: 

n 

L q; fio + qlat 

erro(%) = -'-1=-=-1----
q,es- qaux 

X J00 (4) 

Esse modelo, conforme apresentado na Figura I, avaliarã as 
fugas pelas superficies laterais (q101) de forma global, expresso 
pela Eq. (5) 

qlat =h lat Atat ( r s -r_ ) (5) 

onde h1a1 é o coeficiente de troca de calor da superficie lateral, 
A1a1 é a ãrea lateral, r, é a temperatura na superficie lateral do 
dispositivo e T _ a temperatura ambiente. 

O coeficiente de troca de calor na superfície lateral (h1a~) é 
determinado a partir da relação apresentada por Churchill e Chu 
( 1975), considerando apenas as trocas por convecção natural. As 
trocas radiantes poderiam ser incluídas, mas nos casos analisados 
(com baixas diferenças de temperatura) a influência é 
negligenciãvel. 

O número de Rayleigh é determinado a partir da temperatura 
média da superfície. Para o caso típico que serã analisado o erro 
gerado por essa hipótese simplificativa é insignificante 
(< 0.02%). 

Para o cãlculo das perdas pelas conexões (qfio), os fios são 
considerados como aletas infinitas, com ãrea transversal de seção 
uniforme (Ac), trocando calor a um coeficiente de troca "hfio" com 
a vizinhança a r_, conforme mostrado na Eq. (6). 

q f io = ~h fio P k A c . ( Tb - T _ ) (6) 

onde P o perímetro, k a condutividade térmica e T6 é a 
temperatura na base do fio. 

Nesse tipo de sensor os terminais encontram-se juntos a uma 
das superficies, dispostos conforme mostrado na Figura I. As 
perdas pelos fios dos fluxímetros são integradas no próprio sinal 
de medição, restando apenas as perdas pelos fios da resistência 
aquecedora. 

O coeficiente de troca de calor (hfio) é determinado a partir da 
relação apresentada por Morgan ( 1975), considerando apenas as 
trocas por convecção natural. O número de Rayleigh é 
determinado a partir da temperatura média da superficie. Para o 

723 

caso típico que serã analisado, o erro gerado por essa hipótese 
simplificativa é inferior a 0.05%. 

Para o cãlculo necessita-se, então, das temperaturas da base 
do fio e da superfície lateral dos sensores. Elas poderiam ser 
obtidas através do conhecimento das resistências térmicas dos 
fluxímetros e da resistência aquecedora. 

Contudo, com o objetivo de minimizar os erros referentes às 
resistências de contato, partiu-se para uma experimentação onde 
determinou-se diretamente a resistência total do dispositivo. 

MEDICÀO DA RESISTÊNCIA TERMICA 

O dispositivo de medição da resistência térmica (Figura 3) é 
idêntico ao dispositivo de calibração mostrado na Figura 1. 

fluximetro isolante ténnico 

auxiliar 

resistência 

aquecedora -..........._~~ZS:z'!J;.Q:Q:sl~i:SZS:z'!~~:EIIf 
fluximetro ·~ 
a calibrar -._ ( 

T111o T ... 

Figura 3 - Dispositivo de medição da resistência térmica e perfil 
de temperatura 

A constante de calibração do transdutor auxiliar é 
previamente conhecida, permitindo dessa forma a determinação 
da resistência térmica do sistema através da relação mostrada na 
Eq. (7), onde a simbologia "··" representa densidade de fluxo de 
calor. 

R 
Taux- Tf ria 

qres -qaux 
(7) 

sendo T.mx e Tfrw as temperaturas medidas no fluxímetro auxiliar e 
na placa fria, respectivamente. Os valores medidos para diferentes 
densidades de fluxo são apresentados na Tabela I , chegando-se 
assintoticamente a um valor igual a (2.80 ± 0.0 I) x I 0"3 m2KJW. 

Tabela I -Resistência térmica (R) em função da potência 
dissipada na resistência aquecedora 

qres iiaux Tuux- rfria R 

(Wi m2
) {W/m2

) 
(K) (m2K )/W 

169 3.3 0.4 0.00268 
400 8.9 1.0 0.00278 
674 14.5 1.8 0.00281 
1051 22.2 2.8 0.00281 
1271 26.7 3.4 0.00280 
1514 31.7 4. 1 0.00280 
1776 36.7 4.8 0.00281 

Como o fluxo de calor perdido pelo isolamento é de 
aproximadamente 2 % do fluxo dissipado na resistência 
aquecedora, a temperatura do fluxímetro auxiliar pode ser 
considerada igual à temperatura da resistência aquecedora. A 
distribuição de temperatura é mostrada esquematicamente na 
Figura 3. 

O modelo teórico englobarã os resultados experimentais, 
podendo as temperatura da base do fio da resistência aquecedora 
(T6) e a temperatura da superficie lateral (Tata) serem calculadas 
em função do fluxo de calor dissipado na resistência aquecedora. 

T 



DISPOSITIVO EXPERIMENTAL 

A dispositivo experimental de calibração está representado na 
Figura 4. Os fluximetros são do tipo "a gradiente tangencial" 
descrito por GUths, 1994, e GUths et ai., 1995, com dimensões de 
50 x 50 x 0.3 mm. A resistência aquecedora é do tipo planar, com 
dimensões de 50 x 50 x 0.15 mm. A resistência de contato entre 
os sensores é minimizada com a aplicação de pasta com elevada 
condutividade. O calor gerado pela resistência aquecedora é 
evacuado por uma placa trocadora de calor em alumínio onde 
circula água proveniente de um grande reservatório. A variação 
da temperatura do banho é inferior a 0.1 K dentro de intervalo de 
I hora. 

Figura 4 - Representação do dispositivo de calibração 

O sistema é mantido sob pressão (0.08 kg/cm2
) com o auxilio 

de um sistema basculante montado no interior de uma caixa 
estanque com temperatura controlada. Um trocador de calor em 
forma de serpentina, alimentado por um banho termostático, 
garante manter a temperatura com variações inferiores a 0.1 K 
durante o intervalo de I hora. 

RESULTADOS 

A primeira análise cons1st1u em avaliar a influência da 
temperatura da vizinhança (T_) no processo de calibração. A 
Figura 5 mostra uma comparação entre os valores do erro na 
determinação da constante de calibração obtidos através do 
modelo teórico comparados com a variação da constante de 
calibração obtida experimentalmente em relação à diferença de 
temperatura entre a placa fria e o ar ambiente. 

l 
r----------- g~------~ 

~ 

4 
)" •• ; 1f • • '} / j Trna· T a:JK) 

,j . ~ 2 

~- • J / 
4 

I x experim. 100Wim' 
o experim. 1000 W/m' ------.. 

- teórico 
--- aiuste linear exoer 

Figura 5 -Erro da constante de calibração em função da 
lliferença de temperatura: comparação entre resultados teóricos e 

experimentais 
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As linhas tracejadas representam uma regressão linear dos 
valores experimentais para cada densidade de fluxo (com 
coeficiente de correlação em tomo de 0.8) e as linhas cheias o 
resultado da análise teórica realizada a partir dos dados 
apresentados na Tabela 2. 

Tabela 2- Condição padrão para análise teórica 

Especificação Valor 

dimensão fluximetros (mm) 50 X 50 X 0.30 

dimensão resist. aquecedora (mm) 50 X 50 X 0.15 

diâmetro fios (mm) 0.45 

Trna · T_ (K) 3.0 

Apesar da dispersão, possivelmente causada pelas pequenas 
variações da temperatura dos banhos termostáticos, nota-se uma 
razoável correlação entre os resultados teóricos e experimentais. 

Esses resultados indicam claramente a forte influência da 
temperatura da vizinhança no processo de calibração, 
especialmente em baixas densidades de fluxo . 

Maiores diferenças de temperatura propiciam fugas de calor 
acentuadas induzindo maiores erros na determinação da constante 
de calibração. Erros negativos acontecem quando a temperatura 
ambiente está a uma temperatura superior à temperatura da placa 
fria e ocorrem ganhos de calor pelas superficies laterais e fios de 
conexão. 

A Figura 6 mostra resultados da análise teórica indicando a 
forte influência da densidade de fluxo de calor. Esse resultado 
vem a ser a mais importante contribuição dessa análise, 
concordando inclusive com os resultados experimentais 
apresentados na Figura 5. 

-~ e_. 
o ... ... 
Cl) 

5 

4 

3 

2 

1 j 
o 

o 500 1000 1500 2000 
densidade de fluxo de calor (W/m 2 ) 

Figura 6 · Erro da constante de calibração em função da 
densidade de fluxo de calor. 

Para o caso analisado (Tabela 2) recomenda-se, então, 
realizar a calibração com densidades de fluxo superiores a 
1000 W/m2 

A Figura 7 mostra a influência do diâmetro dos fios de 
alimentação da resistência aquecedora e dos fluxímetros para 
diferentes densidades de fluxo. 

Fio com diâmetro mais elevado significa maiores perdas, e, 
portanto, maior erro na determinação da constante de calibração. 
Fio isolado com material plástico aumenta as fugas de calor, pois 
o raio crítico para o caso analisado é de aproximadamente 0.5 m. 
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Figura 7 - Erro da constante de calibração em função do diâmetro 
dos fios 

O erro residual quando o diâmetro do fio tende a zero indica 
a parcela de erro devido às perdas de calor pelas superfícies 
laterais. Para o caso analisado a perda de calor pelas superfícies 
laterais representam aproximadamente 28 % das perdas pelos fios 
de conexão, independentemente da densidade de fluxo de calor 
dissipado na resistência aquecedora. 

Cabe ressaltar que essa análise é restrita à configuração e aos 
tipos de sensores apresentados. A fuga de calor pelos fios pode 
ser alterada significativamente, por exemplo pela disposição dos 
mesmos em contato com a superfície da placa fria. 

A Figura 8 mostra o erro da constante de calibração em 
função da área de medição do fluxímetro para densidades de 
fluxo de 1000 W/m2 e nas condições apresentadas na Tabela 2. 

~ 
e 

4 

lii 3 

0 ~--~~~====~====~==~-+ 
o 100 200 300 400 

área (cm2
) 

Figura 8- Erro da constante de calibração em função da área de 
medição do fluxímetro 

Nota-se que fluxímetros com maior superfície apresentam 
menores erros. Já o erro tende a aumentar com o acréscimo da 
espessura (para T _ < T1r1a) devido ao acréscimo da superficie 
lateral, mas principalmente devido ao acréscimo da temperatura 
média do dispositivo. Essa característica pode ser observada na 
Figura 9 . 

Quando a temperatura ambiente é superior à temperatura da 
placa fria, o erro passa por um valor nulo em uma dada espessura 
do fluxímetro. Esse fenômeno é devido ao próprio aquecimento 
dos sensores, que atingem uma temperatura média próxima à 
temperatura ambiente, minimizando as trocas de calor. 
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Figura 9 - Erro da constante de calibração em função da 
espessura do fluxímetro 

CONCLUSÃO 

A análise teórica do dispositivo de calibração mostrou-se 
importante na análise qualitativa dos erros envolvidos no 
processo. Os resultados experimentais confirmaram a tendência 
do aumento do erro em função da diferença de temperatura entre 
o dispositivo e a vizinhança. A influência da densidade de fluxo 
de calor é marcante, apontando claramente a necessidade de 
realizar a calibração com altas densidades de fluxo . 

A perda de calor pelos fios é a parcela mais importante na 
formação do erro, indicando a necessidade de utilização de fios 
com pequeno diâmetro. Transdutores com pequenas dimensões 
superficiais apresentaram maiores erros; conseqüência da fração 
de fluxo de calor trocado pelos fios tomar-se importante face ao 
fluxo de calor que atravessa o sensor a calibrar. 
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ABSTRACT 

The perforrnance of the heat fluxmeters is directly related with 
the uncertainties involved in the calibration process. ln this work, 
a simplified analysis of the calibration process is presented 
(method "auxiliary sensor", showing the error involved in the 
deterrnination of the calibration constant in function of severa! 
parameters. The influence of the temperature of the neighborhood 
is analyzed, as well the heat transfer coefficient, the heat flow 
density, the wires diameter and area ofthe sensor ones. 

The theoretical analysis is compared with some experimental 
results. It will be indicated guidelines to be adopted in the 
calibration process, especially the levei of heat flow density 
dissipated in the heater. 
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SUMMARY 

ln ceramic ti/e industry, delamination is an important and difficu/t problem to detect. Among the different 
non-destructive measurement methods, optica/ inspection techniques seem to be particularly suitab/e for 
on-line monitoring. ln this work. a method based on the acquisition and processing of IR thermal images 

has been proposed. The performances ofthe techniques have been evaluated experimental/y and the 
results show that the examined defects in the measured samples have been correctly detected. Testing 

time and results uncertainty seem to be appropriate for on-line applications. 

INTRODUCTION 

Ceramic tile is one of the more important and ancient 
materiais to cover tloors and walls. The worldwide production 
and consumption or ceramic tiles has increased considerably over 
the last years (current production is around 2,500 million m2 

compared to less than I ,000 million m2 in 1985). With regards to 
ceramic tile production, Italy and Spain are the firth and the 
second producers, covering about 30% and 15% of the world 
exports respectively [Hernandez, 1995). 

The current strategy in the European ceramic sector 
consists in complex product options and strict quality standard 
production. The quality and durability of the tile depend, 
therefore, directly and strongly on various aspects (raw materiais 
used, planning and design of the production line, tile production 
process, installation and maintenance ofthe tiled surface). 

Ceramic tile process can be schematically seen in Figure 
I. The raw materiais used for the til e body are a mixture of clay 
(to provide plasticity), quartz sand (to provide structural strength) 
and carbonates or feldspars (to provide fluxing actions). They are 
carefully mixed and ground, in order to obtain a perfectly 
homogeneous material for pressing. After forming, the tiles must 
be dried to remove most of the water and then fired (in the case of 
unglazed tile) or glazed and fired (in the case of the glazed tile). 
At this point of the production cycle, the tiles are sorted to 
eliminate defective tiles and separate the higher quality tiles from 
those of lower quality as well as to divide them into 
homogeneous groups according to work size and shade 
[Palmonare et ai. , 1989). 

ln the production line of ceramic tile industry, severa! 
problems can turn into failures of the final product. Among these 
failures, one of the most important and difficult to monitor is 
delamination or void. lt manifests itself through layers of parallel 
scales or lamellae of the pressed material that retain air 
englobings. Since delamination produces stress concentrators 
with high propagation of the failures, timely detection of cracks 
in the structure may help in preventing such failures. 

The aim of the present work is to show the possibility to 
detect the delamination by Non-Destructive Thermal Evaluation, 
NOTE, based on IR thermografic imaging and the applicability of 
this measurement techniques for on-line applications. The control 
station for delaminations should be positioned between pressing 
and drying, as reported in Figure I. 
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NON-DESTRUCIIVE EV ALUATION METHODS FOR 
DELAMINATION lN CERAMIC TILES 

Delamination or void can have severa! origins which can 
be reconnected both to preparation of the paste and to pressing. 
With regards to powder preparation, the most important problems 
to be taken into consideration are humidity irregularity, scarce 
humidity or excessively fine granulometry of the powders to be 
pressed. For the pressing process the problems are excessive 
descending velocity of the press during the first pressing, 
insufficient time between the first and the second pressing or the 
size of the stamp during manufacture. Non-destructive 
delamination inspection in this phase of the process, after 
pressing and before firing, is important, because raw materiais are 
still uncooked; therefore they can be recovered. 

A variety of non-destructive evaluation methods, NDE, 
have been developed in literature. General NDE techniques 
applicable to ceramics and their composites are optical 
examination, liquid penetrant inspection, radiography and 
ultrasonics [Vary et ai. , 1993). ln particular, the optic1ll inspection 
technique appears to be both physically and economically 
suitable [Cielo, 1992] . 

Ultrasonic-evaluation methods use ultrasonic velocity 
attenuation to measure mechanical properties. This particular 
evaluation method is well established in non-destructive 
techniques, because the acoustic wavelength range is such that 
the sensors are relatively insensitive to the roughness of the 
inspected surface. One ofthe major limitations is the use of liquid 
couplets at the transducer and test material interfaces [Bhardwaj, 
1990). For obvious reasons, the use of liquid couplets for the 
analysis of green and porous materiais might lead to erroneous 
and unreliable ultrasonic observations, and destroy the test 
material during the process of non-destructive characterisation. ln 
order to circumvent this problem, a simple but nove) dry coupling 
technique was developed by Bhardwaj ( 1997). ln this case a hard 
and high acoustic impedance protective face is replaced with an 
acoustically transparent solid compliant transitional layer 
[Bhardwaj, 1997]. The problem of this technique is the testing 
time required for inspection of large surfaces, which creates 
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Figure I- Scheme ofthe ceramic tile process. 

serious limitations to on-line applications. 
Radiography-evaluation methods use high frequency 

electromagnetic radiation (X-rays and gamma rays) or particular 
beams (mainly beta rays and neutron radiation) to inspect a wide 
range of materiais. Radiographic techniques are widespread in 
industry because they require no contact with the inspected work
piece, making them suitable for the inspection of moving products 
or sheets. Radiographic imaging is employed for detection of 
hidden internal flaws, which can lead to a premature failure of the 
piece. Oefects such as void and porosity in weld, castings and 
forging, or crushed-core defects in adhesively bonded honeycomb 
laminates are readily detected . The most important drawback of 
radiographic techniques is due to human exposition to radiation, 
which imposes costly and complicated installations. 

Also microwave-evaluation methods have long been 
considered an attractive tool for materiais inspection. Similarly to 
radiography and in contrast to ultrasound, microwaves do not 
require contact with the inspected piece. For the inspection of non
metallic materiais, microwaves have greater penetration depth 
optical beams. Oefects can be detected only if their size is of the 
order of magnitude of the wavelength, typically in the mm or cm 
range [Cielo, 1988]. 

Thermal-evaluation methods are attractive techniques for 
the non-destructive evaluation of industrial materiais [Cielo, 1992; 
Cielo et ai., 1987; Bichard et ai. 1976]. The NOTE is a technique 
for obtaining qualitative information for the delamination in the 
sub-surface on a structure from temperature surface profiles, direct 
problem [William, 1980], or quantitative information for the 
delamination from the modifications of the thermal parameters, 
reverse problem [Krapez et ai. , 1991 ; Krapez et ai. , 1991]. The 
thermal diffusivity or effusivity is the main informative parameter 

for active thermal test [Grinzato, 1994]. 
A sampling of the rather extensive NOTE literature 

indicates the widespread application ofthe technique. The ranging 
is from the detection of voids in metais, debonding in adhesive 
joints and honeycomb structures and voids in ceramics and to 
detection of delaminations and cracking in composites [Kubiak, 
1968; Green, 1971 ; Cielo et ai. , 1987; Madrid, 1990; Wilson et ai. , 
1991 ; Mandic et ai., 1998]. However, to ou r knowledge, no 
previous attempts have been made to use this technique for on-line 
application in ceramic tile industry. NOTE has been here used 
since this seems to solve the problems connected to the other 
methods above. ln fact IR thermal imaging is non-intrusive and 
has full-field measurements capabilities. It does not require 
complicated installations and presents high sensibility also to 
small defects. 

NON-OESTRUCTIYE THERMAL EV ALUA TION METHODS 
PRINCIPLE 

ln order to understand the NOTE in the direct problem, the 
related diffusion heat transfer problem must be analysed. The 
structure to be considered is a flat plate containing an inclusion 
tlaw as shown in Figure 2. The one-dimensional assumption 
permits the independent evaluation of the temperatures in the 
untlawed and the flawed regions. This assumption is valid if the 
lateral dimensions of the tlaw are much greater than the thickness 
of the plate (as it is in a ceramic tile). The existence of the tlaw 
alters the thermal resistance of the structure within the tlawed 
region, thus resulting in different temperatures on the surface of 
the structure in the untlawed and the flawed region. Mathematical 

728 



models were presented in literature [Williams et ai., 1980; Boras 
et ai., 1998). The diagnostic problem can therefore be faced 
through the evaluation of the surface temperature on the structure 
directly above the flaw comparing it with the surface temperature 
away from the flaw, when the plate surface is subjected to 
spatially-uniform step heat flux input Q. 

surface temperature in the tlawed region 

T ~ "''~ «mp"""" ;" ili< ""''~' reg;o" l / ~; -.\ \ 
-m m l '"•••••\ mo .. 

Q 

I ~ 
tlaw 

Figure 2 - Cross-section of model of plate containing 

delarnination tlaw. 

Because of its non-contact nature and full-field 
measurements capabilities, the IR thermographic technique is a 
convenient approach to measure the superficial temperature of the 
sample and for the rapid visualisation of shallow surface defects 
[Bichard et ai. ( 1976)]. Furthermore, it seems to be suitable also 
for on-line applications, as shown in the following tests. 

EXPERIMENTAL FACILITY 

A laboratory test bench, Figure 3, has been set in order to 
obtain the superficial temperature profile versus time. Three 
different types of samples with known induced defects have been 
tested. Two of them have a small defect with an average size of 20 
x 30 x 7 mm, positioned in central or lateral locations, while a 
sample without defects has been used as a reference. The samples 
have a dimension of 55 x 110 x 7 mm. Also real tiles from the 
industrial press have been investigated. 

The thermal energy distribution of samples has been 
measured by Radiancel lnfrared Camera System by AMBER, 
with a 256 X 256 eco array of photo-voltaic lnSb detectors 
working in the 3 to 5 [..lm spectral range (short wave). This system 
has a Noise Equivalent Temperature Oifference (NEt.T) of about 
0.025 K. 

On line NOTE technique measurements with an IR camera 
requires a fast and precise positioning of the measurement objects, 
in order to compare spatial distributions of temperature. Therefore 
the developed facility has been realised with an automatic system 
for moving, heating and tile positioning. ln the tests here presented 
the sarnples have been heated for 5 seconds using a I kW quartz 
lamp. The signal from the retlection optical sensor, checking the 
position of the tile, has been used as a trigger for image 
acquisition. 

MEASUREMENT RESUL TS 

digital IR 
camera 
signal 

Figure 3 -Experimental facility. 

IR 

Figure 4 shows an integral sarnple image and the 
temperature profile after heating. As one expects, in this case the 
temperature distribution is extremely regular, because there is no 
defect. 

Figure 5 shows a centrally defected sample IR image. The 
temperature distribution is modified with respect to Figure 4, due 
the central defect presence. This causes an evident increase of the 
temperature in the central region . 

ln Figure 6 the result measured on the lateral defected 
sample is shown. ln relation to Figure 5, the temperature profile is 
modified, since in this case the lateral defect moves the higher 
temperature zone to the left. ln Figure 7 the temperature profiles 
measured on the three samples along the line indicated in Figures 
5, 6 and 7 are reported overlapped. These curves clearly highlight 
the presence and the position of the defects in the delarninated 
region, where the temperature remains at a higher levei. 

At the end, also a tile of 320x320 mm with a real 
delamination from the production line has been tested, in order to 
assess the on-line applicability of the system. As shown in Figure 
8, the real delamination is usually very large and therefore it 
significantly modifies the thermal image recorded during the 
transient cooling. Also the profile extracted from Figure 8 (see 
Figure 9) demonstrates that image analysis can be used for 
darnage identification in cerarnic tiles. 

OJSCUSS IONS ANO CONCLUSIONS 

ln this work, a suitable non-invasive measurement 
technique to detect delaminations in cerarnic tiles by acquisition 
and processing of IR thermal images has been proposed. Its 
performance has been evaluated experimentally and ali the 
examined defects in the measured sarnples have been detected. 

The technique has given satisfactory results both on the 
samples with known induced defects and on tiles with a typical 
real delarnination from the press (which usually has a larger size 
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reference line for 
temperature pro file 

Figure 4- Transient cooling image ofthe integral sample. 

delaminated area 

Figure 5- Transient-cooling image ofthe lateral defected 
sarno I e. 

delaminated area 

Figure 6 - Transient cooling image ofthe central defected 
sample. 
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Figure 7- Temperature profiles for the tiles in Fig. 4, 5 and 6. 

delaminated area 

Figure 8 - Transient cooling of a til e (320 x 320 mm) with 
real delamination from the press. 
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Figure 9- Temperature pro file for the til e in Fig. 8. 

240 

with respect to the delaminations induced in the samples here 
investigated). The measured temperature differences in 
correspondence of the defects are in the order of 2 °C, which are 
easily detected using IR imagings. ln fact , measurement 
uncertainty can be considered significantly lower, in the order of 
the sensor noise levei (NEd T=0.025 K), if the test is performed in 
controlled conditions ( e.g. other irradiating sources are not 
present: this problem must be checked for on-line applications). 
Furthermore, if we assume the emissivity to be uniform on the 
surface, the uncertainty due to the determination of the emissivity 
value is not influential, since we are interested only in the 
measurement of temperature gradients. 

A first series of tests has been performed in order to 
evaluate the measurement time required for heating the sample 
and for acquiring images during the following cooling transient. ln 
ali cases it took about 5 seconds after the lamp switched off to 
visualise the defects. Thus, global measurement time is about lO 
seconds, which seems to be appropriate for industrial applications. 
ln order to further decrease the measurement time, it is necessary 
to increase the power of the heat source; this is certainly possible 
for on line inspection ofthe tiles. 
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Using low temperature gradients and short testing time, 
the shape of the defect is non-perfectly reproduced. However, this 
is not important for industrial applications, where only deviations 
with respect to a reference situation must be detected. 
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RESUMO 

Uma ferramenta para minimização de incertezas em circuitos de linearização de termistores baseada em 
Algoritmos Genéticos é apresentada. A ferramenta maximiza a sensibilidade do circuito de linearização, 
minimizando, simultaneamente, o erro de linearidade. As principais formas de linearização de termistores 
são apresentadas, sendo realizado um estudo de caso para uma rede de linearização de 3 termistores. 
Foram obtidos circuitos com erros de linearidade menores do que 0,05°C e sensibilidade em torno de 30 
QfOC para a faixa de (O a IOO;oC; e, 0.00/ °C de linearidade e 175 n;oc de sensibilidade, entre /0°C e 30°C 

lNTRODUCÀO 

Aplicações da termometria com transdutores elétricos são 
cada vez mais freqüentes. Temperatura é grandeza fundamental 
em uma série de processos e grandeza de influência na medição 
de quase todas as demais grandezas. Embora esteja crescendo, a 
aplicação de termistores é pouco representativa se comparada 
com outros transdutores como termorresistores e, especialmente. 
termopares. O termistor apresenta como características principais 
alta sensibilidade, boa repetitividade e estabi lidade, baixo custo e 
diversidade de formas fisicas e tamanhos, se comparado aos 
transdutores alternativos. A principal desvantagem desse 
componente encontra-se na sensibilidade variável ao longo da 
faixa, resultando em uma característica de resposta não linear. 

A automação tem muitas vezes viabilizado a aplicação de 
transdutores não lineares. Porém seu emprego dificulta 
sobremaneira o projeto e a implementação de sistemas de 
controle. Também na termometria, quando medições de grande 
exatidão são requeridas, há dificuldades em se trabalhar com 
transdutores não lineares já que a compensação das componentes 
sistemáticas da incerteza (tendência) fica extremamente 
dificultada e por vezes até inviabilizada. 

Diversos métodos são aplicados para minimizar o efeito 
dessa deficiência, permitindo ampliar sua gama de utilização. 
Dentre eles, destaca-se, devido ao baixo custo e sua boa 
estabilidade, a rede de termistores e resistores fixos ligados de 
forma a propiciar a linearização do circuito. Usualmente a 
construção da rede é realizada com a prévia escolha dos 
termistores a serem utilizados e posterior determinação dos 
valores dos resistores fixos, de forma a otimizar simultaneamente 
a linearidade e a sensibilidade. 

Parâmetro metrológico fundamental associado à 
característica de resposta de um circuito de linearização é seu erro 
de linearidade residual. A minimização dessa fonte de incerteza, 
através de ferramental matemático convencional, é algo já 
bastante estudado. Entretanto esses métodos assumem grande 
complexidade e podem até mesmo não conduzirem a resultados 
plenamente satisfatórios quando aplicados a circuitos em que um 
maior número de parâmetros deve ser determinado. 

Este trabalho propõe a utilização de um Algoritmo 
Genético como ferramenta de otimização e demonstrou que esse 
apresenta uma série de vantagens sobre os métodos de ot imização 
convencionais utilizados. A ferramenta proposta, a partir do tipo 
de circuito que vai ser utilizado- isto é, quantos termistores terá o 
circuito - dos parâmetros dos termistores - característ ica de 
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resposta de cada termistor - , e da faixa de temperatura que 
deseja-se cobrir, fornece os valores das resistências fixas do 
referido circuito, o erro máximo de linearidade e a sensibilidade 
possível naquelas condições. 

LlNEARlZACÀO DE TERMISTORES 

O termistor possui uma característica não linear similar a 
uma relação exponencial inversamente proporcional entre 
temperatura e resistência, implicando uma maior sensibilidade 
para temperaturas mais baixas. 

Para minimizar essa dificuldade, diversas soluções vêm 
sendo propostas, podendo ser classificadas em: 
I) circuito composto de um termistor e um resistor fixo : 
circuitos que utilizam apenas um termistor podem ter o valor de 
sua resistência fixa calculado deterministicamente, como foi 
demonstrado por Diamond (1970) e ratificado por White ( 1984) 
(Figura I a,b). Entretanto, quando se deseja obter uma faixa de 
medição mais ampla, os erros de linearidade tendem a aumentar 
na medida em que as extremidades da faixa distanciam-se do 
ponto de linearização. Também fazem parte dessa categoria: as 
pontes de Wheatstone e sua variações com os amplificadores 
operacionais (Broughton, 1974), utilizadas para linearizar em 
faixas um pouco maiores de medição (Figura I c,d,e). 

R1 Vs 
~~ 

RT l 
(a) 

R3 

(d) 

Va~ 

~ 
RT @ R3 

R1 

(b) (c) 

v~ 
~Vs 

R4 f Legenda: 

(e) 

RT - Termistor 
Rn - Resistências 
Va - Tensão Aliment. 
Vs - Tensão de salda 

Figura I - Linearização com I termistor 

2) uso de múltiplos termistores e resistores: são utilizados 
dois ou mais termistores de forma combinada com resistores de 
valores fixos. A Figura 2 apresenta um circuito com 2 e 3 
termistores, respectivamente, onde os RT's representam os 



termistores e os R' s os resistores fixos. Segundo Trolander et ai. 
( 1972), na prática, o número de termistores é uma função da faixa 
de temperatura a ser coberta e do grau de linearidade desejado. 
Complementa, ainda, que utilizando-se 2 ou 3 termistores, 
satisfazem-se os requisitos usuais de linearidade, custo e faixa de 
medição. Atualmente essas configurações continuam sendo as 
mais empregadas. 

R1GI R2 RT2 = Req RT1 
R1 R2 

R3 RT3 = 

RT2 

Req 

RT1 

Figura 2 - Circuito de linearização com 3 termistores 

3) circuito composto de uma rede logarítmica/divisora de 
compensação ativa: consiste na utilização de amplificadores 
logarítmicos para compensação da não linearidade do termistor 
(Crakavarty, 1977). A desvantagem reside na necessidade de um 
amplificador especial, aumentando a complexidade da cadeia de 
medição. 

4) um termistor utilizando circuito de conversão 
temperatura/fregüência: O circuito de conversão temperatura/ 
freqüência consiste no uso da variação do termistor para mudança 
na base de tempo de um oscilador (Sandvist, 1983) (Sankaran et 
ai. , 1994). Esse circuito apresenta uma resolução bastante baixa 
(alguns inferiores a milikelvin), entretanto bastante susceptível à 
variação dos componentes utilizados (capacitores, transistores) 
em relação ao valor nominal e ao ambiente. 

5) uma combinação de termistor e resistor com uma rede 
logarítmica: esse tipo de circuito consiste na conversão do sinal 
de saída de uma rede com termistor e resistor através de um 
circuito de linearização logarítmico (Figura 3). Diversas são as 
técnicas utilizadas, geralmente de concepção complexa (Khan, 
1987). 

+Vo 
R1 •Vo 

RT 

Figura 3 - Linearização por rede logarítmica 

6) linearização através de software: Com o 
desenvolvimento da conversão analógica-digital (ADC) tornou-se 
mais fácil a aquisição e o tratamento digital de sinais, permitindo 
a compensação da não-linearidade através de equações 
matemáticas (Figura 4). Essas permitem abranger toda a faixa de 
medição, utilizando diferentes polinômios de interpolação de 
acordo com o grau de incerteza requerido (Ghosh et ai. , 1992). O 
inconveniente dessa técnica está na necessidade de um ADC e 
processamento digital incorporado, nem sempre presentes no 
instrumento de medição. 

Dentro deste contexto, os circuitos de múltiplos termistores 
e resistores são de interesse devido a sua simplicidade, robustez e 
baixo custo. Adicionalmente, permitem ilustrar, de forma clara, a 
potencialidade da utilização da técnica de algoritmos genéticos 
para minimização do erro de linearidade do circuito. 

No projeto desses circuitos os termistores são escolhidos tal 
que cada um predomine numa determinada faixa de medição. A 
solução analítica para encontrar os valores dos resistores fixos 
para estes circuitos ou é muito complexa ou pode até não existir 
(Trolander et ai., 1972). O procedimento usual é obter uma 
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solução por meio de uma modelagem do circuito e utilizar-se um 
método de otimização para obter-se os parâmetros do circuito. 

RT 

Figura 4 - Linearização por software 

BUSCA EM ESPACOS MULTIDIMENSIONAIS ATRAVÉS 
DE ALGORITMOS GENÉTICOS 

Algoritmos Genéticos (AGs), uma das técnicas da área de 
computação evolucionária, inspirada nos conceitos de genética e 
Teoria da Seleção Natural de Charles Darwin, é um mecanismo 
de busca de soluções em espaços complexos (Mitchell , 1996). A 
teoria da seleção natural estabelece que indivíduos mais aptos aos 
requisitos ambientais sobrevivem e se reproduzem, e os menos 
aptos acabam desaparecendo. 

O AG é um método para. a partir de uma população de 
indivíduos (pontos iniciais de busca), evoluir para uma nova 
população, através da utilização de seleção natural e operadores 
inspirados na genética. Um indivíduo consiste de uma cadeia de 
caracteres (string''), normalmente uma seqüência binária com 
comprimento /, que codifica uma possível solução. 

De uma maneira mais formal , um AG é um mecanismo de 
maximização de uma função f(s) , onde s é o indivíduo da 
população. Os AGs são vistos freqüentemente como otimizadores 
de funções, embora a faixa de problemas aos quais eles têm sido 
aplicados seja bem maior (Mitchell, 1996). 

Funcionamento 

É útil observar o funcionamento do AG como um processo 
cíclico, segundo Whitley ( 1994 ). Inicia-se com uma população 
corrente, que será a população iniciada aleatoriamente se for a 
primeira vez que se executa este ciclo do AG. A seleção é 
aplicada na população corrente para criar uma população 
intermediária. Então o cruzamento (recombinação) e a mutação 
são aplicados na população para criar a nova população. O 
processo de ir da população corrente para a próxima população 
constitui uma geração na execução do GA. Uma vez que uma 
geração foi encerrada, todo o processo é executado novamente 
com a nova população tomando o lugar da população corrente, 
até que o critério de parada do algoritmo seja atingido. A Figura 5 
fornece uma representação gráfico do ciclo do AG. 

O mecanismo de seleção escolhe membros da população e 
permite que esses se reproduzam, enquanto retira da população os 
outros indivíduos. Para isso, avalia-se os indivíduos e aloca-se 
oportunidades reprodutivas de tal modo que aqueles indivíduos 
que representam melhores soluções ao problema tenham maiores 
chances. O método mais simples de seleção no AG é o da 
·roleta' , descrito por Mitchell (1996), caracterizado por ser um 
método estocástico com reposição. Nesse método, cada um dos p 
indivíduos recebe uma probabilidade de reprodução (P~) 

proporcional ao seu " fitness" (F;}, definido por: 

A; 
F; =MA 

(I} 

onde A; é o resultado da função de avaliação sobre a " string'' i, e 
MA é a média das avaliações das ·' strings" da população. 

Percebe-se que, para que o AG possa existir, é necessário 
que haja uma forma de quantificar o desempenho de cada 
indivíduo, e isto dá origem à função de avaliação. 
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Figura 5 - Esquema Básico do Ciclo de Funcionamento de um 
AG 

O operador de cruzamento ('crossover" ), é o responsável 
pela troca de blocos de seqüências de caracteres entre os 
indivíduos. Deve ser aplicado a pares de seqüências de caracteres, 
formados de indivíduos selecionados aleatoriamente com uma 
determinada probabilidade. Considere-se duas " strings", onde 
cada uma representa uma solução para um problema hipotético. O 
operador de cruzamento realiza a troca de trechos de código entre 
dois indivíduos selecionados, gerando outros dois novos 
indivíduos que vão fazer parte de uma nova população. O ponto 
de cruzamento é escolhido aleatoriamente. 

Depois de realizado o cruzamento é aplicado o operador de 
mutação. Cada caractere na seqüência poderá sofrer uma 
mutação com uma determinada probabilidade, geralmente baixa. 
O operador de mutação possibilita que o indivíduo afetado faça 
parte de uma nova região do espaço de busca. Esse operador cria 
novas soluções e previne o AG de convergir num ótimo local. 

Vantagens e Aplicacões 

Os AG' s apresentam uma série de vantagens sobre outros 
métodos de otimização. São relativamente imunes à alta 
dimensionalidade, a mínimos locais e a ruídos. São métodos 
indutivos, e não dedutivos, porque procuram soluções através 
da justaposição de hipóteses. Usam regras probabilísticas, e não 
regras determinísticas, para guiar a busca. Consideram uma 
população de pontos e não um só ponto como o fazem os outros 
métodos. 

Atualmente os AG ' s estão sendo utilizados em variadas 
aplicações, em diferentes áreas, com diversas publicações em 
segmentos como engenharia mecânica, " data warehousing" e 
finanças (McCormick, 1997). Entre os produtos de software 
baseados em AG 's disponíveis no mercado atualmente, destacam
se o Microsoft Excel que possui a função " Evolver" incorporada 
e as diversas " toolboxes" de AG ' s que se integram a pacotes de 
software tais como o MatLab. 

APLICACÀO DO AG AO PROBLEMA 

Devido às características dos termistores existentes no 
mercado, suas especificações possuem apenas valores pré
determinados e de reduzida variedade. 

Geralmente, tem-se os dados dos transdutores não lineares, 
a forma do circuito de linearização e informações relativas aos 
requisitos metrológicos e operacionais (como a faixa de medição 
que deseja-se cobrir, por exemplo). Com base nos dados 
disponíveis, parâmetros do circuito de linearização devem ser 
determinados de forma a minimizar a incerteza associada ao 
transdutor e a maximizar a sua sensibilidade. 

Para resolver esse problema explorar-se-á diferentes 
combinações, a partir de um conjunto de N termistores diferentes 
entre si , tomados de tabelas de diferentes fabricantes. Para cada 
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combinação, os valores que necessitam ser encontrados, portanto, 
são os valores das resistências fixas. 

Foi estabelecida a seguinte seqüência de etapas para 
resolver o problema: 
a) selecionar combinações de termistores; 
b) submeter essas combinações a um AG; 
c) adequar os valores encontrados como ideais para os 

resistores do mercado; 
d) realizar a avaliação das incertezas. 

Foram selecionados 9 termistores, com resistências a 25°C 
diferentes entre si ( 2252 n, 3 kn, 5 kQ, I O kQ, 25 kQ, 30 kQ, 
50 kn, I 00 kQ e 150 kn). Seus coeficientes de acordo com a 
equação 7 (vista adiante) são listados na Tabela I. Para o circuito 
com 3 termistores, tendo-se 9 termistores disponíveis, tomados 3 
a 3, tem-se um total de 84 combinações possíveis. 

Tabela I - Coeficientes dos Termistores 

R's Coeficientes 
(kQ) ao. l0° a1 . l<Y a2. lõ' a3.107 

2,252 -6.5056 4.4328 -0.1220 -1.3366 
3 -6.0240 4.2607 0.3825 -1.8282 
5 -5 .5567 4.3031 0.2451 -1.6800 
lO -5 .0117 4.9015 -1.9868 0.0462 
25 -9.4368 7.4187 -5 .9212 3.5545 
30 -4.9370 5.2672 -2.1414 -0.0290 
50 -4.4604 3.4427 6.3289 -8.9743 
100 -3.7672 3.4427 6.3289 -8 .9743 
150 -3.3618 3.4427 6.3289 -8.9743 

Cada circuito produto da combinação de termistores passa 
pelo AG. A partir dos parâmetros dos termistores e da faixa de 
temperatura que deseja-se cobrir, o AG fornece quais são os 
valores dos resistores a serem aplicados no referido circuito, bem 
como o erro máximo de linearidade e a sensibilidade possível 
naquelas condições. 

Para adequar os valores dos resistores desejados àqueles 
disponíveis no mercado permite-se que sejam realizadas 
combinações de 2 resistores em série ou em paralelo (mesmo que 
isso sign ifique aumentar a incerteza associada aos resistores), 
caso não se encontre um resistor que sozinho resolva o problema. 
Logicamente são recalculados o erro máximo de linearidade e a 
sensibilidade fornecida pelo circuito. 

Uma característica importante a ser otimizada em circuitos 
linearizadores é a sua sensibilidade resultante, pois essa afeta 
diretamente a magnitude das incertezas associadas. Além disso, a 
maximização da sensibilidade é importante porque deve-se fazer 
com que o sistema de medição como um todo tenha uma boa 
relação sinal/ruído. 

Em circuitos de linearização de transdutores existem certas 
componentes de incerteza que não podem ser alteradas (a deriva 
térmica de um resistor, por exemplo), porque variam somente em 
função das especificações dos componentes do circuito de 
linearização. Entretanto existem outras que variam em função do 
arranjo entre esses componentes e dos valores que esses podem 
assumir e que, portanto, podem ser minimizadas. O erro de 
linearidade residual é um exemplo dessa última classe de 
componentes, sendo que é um erro sistemático, porém não 
compensável na prática. 

Equacionamento 

Para empregar com êxito uma ferramenta que ot1m1ze a 
linearização é necessária uma função de avaliação. Para 
minimização do erro de linearidade (E) e maximização da 
sensibilidade (S), tal função poderia ser umaf(E,S) , por exemplo. 

Quer-se encontrar o menor erro de linearidade possível, que 
pode ser expresso por: 

E= max(abs(T- TR)) 
(2) 



onde T é o vetor que contém a faixa de temperatura 
considerada, discretizada em intervalos de dT; e, TR é a 
temperatura resultante encontrada nas equações do circuito 
linearizado nos pontos de temperatura equivalente em T. O vetor 
TR é dado por: 

TR (3) 

onde, utilizando regressão linear, obtém-se: 

(4) 

sendo que : 

U=[1 1]r 
T1 T2 Tn 

(5) 

onde X1 é a sensibilidade fornecida pelo circuito. R.,q é a 
resistência equivalente do circuito da Figura 2, dada por: 

Req = 
I 

- + - - + - - - - + ---- (6) 

Utilizando a equação de Steinhart e Hart (incluindo o termo 
de segunda ordem}, o comportamento dos termistores (Rt's) pode 
ser expresso por: 

(7) 

onde T é a temperatura de interesse expressa em K e [ao, a" 
a2, a3] são coeficientes originados do ajuste de um polinômio de 
terceira ordem aos dados de resistência em função da 
temperatura, tabelados por fabricantes. 

Funcão de Avaliação 

O AG necessita que se especifique uma função de 
avaliação. Como o objetivo é determinar os valores de 
resistências fixas utilizadas para linearização de termistores, com 
erros de linearidade mínimos e sensibilidade máxima, deve-se 
obter uma maneira de equacionar essa função de avaliação de 
forma a relacionar o erro de linearidade com a sensibilidade 
fornecida pelo circuito sugerido. 

Tabela 2 - Resultados de simulações de diferentes funções de 
avaliação 

Função de Erro Máximo Sensibilidade 
Avaliação f(E,S) (O C) (Q/"C) 

EIS 0, 1590 -21 ,71 
E2/S 0,0665 -16,60 
E' IS 0,0282 -13,01 

Com o intuito de determinar a melhor função de avaliação 
foram realizadas simulações com AGs, considerando o mesmo 
circuito publicado por H. W. Trolander (Trolander et ai , 1972), 
que conseguiu erros de linearidade na faixa de 0,05 °C e 
sensibilidade de -9,17 ill°C. Os resultados médios de 5 
execuções das diferentes funções simuladas estão expressos na 
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Tabela 2. Pelos dados das simulações pode-se perceber que a 
última função avaliada fornece um circuito que possui um erro de 
linearidade bastante pequeno (quase a metade do que encontrou 
Trolander, e com uma sensibilidade bem melhor). Portanto daqui 
para adiante, quando for referenciada a função de avaliação, 
estar-se-á utilizando a última função do quadro da Tabela 2. 

Resultados 

Com cada uma das 84 combinações possíveis foram 
realizadas 3 simulações. Como o AG é um método de procura 
estocástico, deve-se executá-lo repetidas vezes até que tenha-se 
certeza que não consegue-se obter uma outra resposta melhor do 
que a encontrada. As lO melhores combinações são apresentadas 
na Tabela 3, em ordem de resultado de f(E,S). A Figura 6 fornece 
uma representação da forma do erro de linearidade do melhor 
circuito . Cada simulação, consiste de um AG com 1000 
indivíduos, sendo avaliados por 10 gerações. Para efeito de 
simplicidade de comparação, a faixa de medição considerada é de 
(O a 100) °C. 

E 
~ 
~ .. 
~ 
·~ .. 
~ 

0.01 

:3 .Q 01 
~ . 
o 

Jj .0.02 
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Erros de Lineandade na Melhor Combinação 

.o.CJ.4 o~-:':,o:---:20:':---::'3J:---40-::----::so'::--60~---=7'::-o --:':oo:---=oo:':---'., ao 

Tempen~lura ("C) 

Figura 6 - Erros de linearidade na melhor combinação 

O resultado do estudo pode ser facilmente estendido tanto 
para circuitos com mais de 3 termistores, como também para 
circuitos onde se deseja linearizar a relação entre tensão e 
temperatura e ainda para outros circuitos em que se deseja a 
cobertura de faixas de medições diferentes de (O a 100) °C. 

Tabela 3 - Resultados das simulações para a faixa de medição de 
(O a 100) °C 

Termistores Resistores Erros Sens 
RO (kn) (Q) Linea. (Q/"C) 

(O C) 
Rtl Rt2 Rt3 RI R2 R3 
5 30 150 21476 8706 6652 0,0320 -31 ,36 

2,252 lO 50 5738 2118 1716 0,0383 -8, 13 
5 50 150 15133 10405 5813 0,0685 -27,03 

2,252 lO 30 8234 3551 1885 0,0545 -8,40 
lO 100 150 16520 19902 8368 0, 1140 -43,21 
5 50 100 14047 12023 6188 0, 1366 -31 ,65 
3 lO 30 14676 6293 3131 0, 1464 -15, 19 

2,252 25 50 6474 5316 2916 0, 1481 -14,68 
5 30 100 18117 9660 6697 0, 1996 -34,13 
5 25 30 10902 13818 3291 0, 1596 -17,24 

Para verificar com mais rigor a capacidade do esquema 
sugerido em fornecer boas respostas, foram realizadas simulações 
visando buscar qual a melhor combinação de resistores para um 
circuito comercialmente disponível. Este circuito possui como 



termistores Rt I =2000, Rt2= 15000, Rt3=45000; e R I =88200, 
R2=38000, R3=231 00 como resistores. A rede foi planejada para 
uma faixa de medição (FM) de (-50 a +50) °C, com erro de 
linearidade de 0,09 °C e uma sensibilidade de -129 Q/"C. A 
Tabela 4 fornece o resultado de lO simulações realizadas, já com 
os valores de R I, R2 e R3 corrigidos para valores de resistores 
comercialmente disponíveis. É interessante observar que, em 
alguns resultados (em negrito ), tanto as sensibilidades 
encontradas quanto os erros de linearidade são melhores do que 
aqueles do circuito comercialmente disponível. 

Tabela 4 - Resultados de Simulações Realizadas para a faixa de 
medição de (-50 a +50) oc 

Resistores Erros 
(Q) Linear. Sens 

R1 R2 R3 (°C) (Q/"C) 

90280 38190 23516 0.0527 -132 
92770 39200 24112 0.0588 -136 
91423 38657 23804 0.0602 -134 
83000 35587 21750 0.0670 -121 
80080 34610 21036 0.0746 -116 
101020 42720 26139 0.0851 -149 
76180 33260 20078 0.0877 -110 
109370 47347 28508 0. 1101 -163 
109320 47400 28500 0. 1130 -163 
98860 41574 26460 0.4081 -151 

É usual que se necessite de faixas menores do que aquelas 
especificadas pelos fabricantes. Exemplos são aplicações 
relativas à medição ou ao controle de condições ambientais. 
Supondo-se uma faixa de medição de (+ I O a + 30) °C, pode-se 
observar que os erros de linearidade possuem uma grande 
diferença em termos de ordem de grandeza para aqueles 
apresentados no caso anterior, conforme apresentado na Tabela 5. 
Nessa faixa de medição, os erros de linearidade do circuito 
poderiam até serem ignorados. É interessante ressaltar que se o 
erro de linearidade de 0,0 I °C for aceitável, pode-se conseguir 
sensibilidades em torno de 2200./"C. 

Tabela 5 -Resultados de Simulações Realizadas para a FM de 
(+10a+30) °C 

Resistores Erros 
(Q} Linear. Sensib. 

RI R2 R3 (O C) (Q/"C) 
138020 32656 20460 0.0001 -125 
108853 28332 17780 0.0004 -105 
140121 36833 23327 0.0004 -142 
148800 37230 23492 0.0005 -144 
161400 37360 23426 0.0006 -145 
166210 34958 21750 0.0007 -136 
149260 39098 24775 0.0007 -152 
100610 46887 31540 0.0011 -176 
108980 45764 30416 0.0011 -174 
216960 38030 23370 0.0015 -150 

Análise de Incertezas 

A análise de incerteza do transdutor de temperatura 
linearizado é realizada com base no Guia para expressão de 
Incerteza de Medição (ISO GUM) (ISO/IEC/IUPAC/BIPM, 
1997). 

O resultado da medição é determinado através da equação 
8. Para expressar a correlação existente entre os resistores quanto 
à sua variação com a temperatura, incluíram-se parcelas L'l.R; que 
explicitam essas variações. 
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(8) 

Para a análise, tratou-se as fontes de incerteza como 
incertezas de avaliação Tipo B (obtidas por meios não 
estatísticos) e as tendências (erros) existentes não foram 
corrigidas. 

Utilizou-se como fonte de incertezas as seguintes 
componentes: 

onde: 

Termistores: 
a) intercambiabilidade: compreende a máxima variação 

decorrente do processo produtivo. Os fabricantes dos 
termistores analisados especificam uma 
intercambiabilidade de ±0,2°C. Portanto a incerteza 
padronizada é: 

0.2 
u(Rt)=--

1 ()Rt; .J3 
ar 

(9) 

aRT;IaT : sensibilidade do termistor em determinada temperatura; 
..J3 : divisor para padronizar a distribuição retangular 

b) auto-aquecimento: compreende o erro máximo 
causado pela passagem da corrente de excitação na 
medição da temperatura. Segundo cálculos, se forem 
utilizadas correntes inferiores a 50 ~ para medição 
em água corrente (coeficiente em torno de I Om W /"C) 
(Omega, 1995), o erro causado é inferior a I mK. 

Resistores: 
a) tolerância: é a máxima variação apresentada no 

processo de fabricação. Os resistores utilizados 
possuem tolerância de ±0, I%. 

Ro.O.Olo/o 
u(R;)= ..J3 (10) 

onde: Ro - Resistência nominal a 25°C 

b) variação com a temperatura: os resistores utilizados 
possuem um coeficiente térmico de ±15 ppmi"C 
[~Q/(Q°C)] com um ambiente variando entre 0°C e 
50°C. Deve-se notar que L'l.Ri tem valor nominal O. 

-{i 
R0 .15.10 .25" C (II) 

u(M;) = .J3 

Segundo o ISO GUM, a determinação da incerteza 
padronizada para R.q é exposta na equação 12. O termo de 
r(L'l.Ri ,L'l.Rj) representa a correlação existente entre as duas 
variáveis. Supôs-se que as grandezas são completamente 
correlacionadas, de valor igual a I . 

A incerteza expandida combinada (U95) para fator de 
abrangência igual a 2 e com nível da confiança de 95% foi para 
os melhores circuitos simulados de ±0,27°C, já considerado o erro 
de linearidade de ±0,032°C, melhores em linearidade e 
compatíveis quanto aos demais circuitos comercialmente 
disponíveis (Omega, 1995). 

A Figura 7 mostra a forma de contribuição das fontes de 
incerteza ao longo da faixa de medição considerada. Percebe-se 
claramente a influência das incertezas dos termistores em faixas 
onde a atuação de cada um predomina. Se as incertezas dos 
termistores forem minimizadas (através de calibração, por 
exemplo), a tolerância do resistor R3 passará a ser mais 
significativa. 
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Figura 7 - Gráfico das Incertezas Padronizadas para o Melhor 
Circuito Encontrado 

CONCLUSÕES 

Embora, geralmente, o erro de linearidade não seja uma 
grande fonte de incerteza é importante que seja reduzido o 
máximo possível, pois é somado algebricamente à incerteza 
combinada do circuito de linearização. 

Neste trabalho foi exemplificado o potencial de utilização 
do algoritmo genético para linearização de termistores. Foram 
obtidos circuitos com erros de linearidade menores do que 0,05°C 
e sensibilidade de 30 Qf'C, numa faixa de medição de (O a 
100)°C, através de combinações de termistores disponíveis no 
mercado. 

Também foi realizado um estudo comparativo dos 
resultados obtidos com o algoritmo genético em relação a um 
circuito comercial, representativo do estado da arte em termos de 
disponibilidade de mercado. Para a faixa de medição de (-50 a 
+50)°C, obteve-se tanto sensibilidade quanto erro de linearidade 
melhores do que o fabricante dispõe. Além disso, quando a faixa 
de medição foi reduzida para (I O a 30)°C, verificou-se que, 
através do Algoritmo Genético. atingiu-se melhores valores de 
sensibilidade e erros de linearidade extremamente menores 
(inferiores a I mK). Percebe-se também que, se for suportado um 
erro de linearidade em torno de O,Ol °C, pode-se obter uma 
sensibilidade maior; em torno de 220 Qf'C. Esse procedimento 
permite que o circuito comercialmente disponível possa ser 
adequado às necessidades metrológicas do usuário. 

O Algoritmo Genético é adequado para o problema em 
questão e facilmente aplicável a um número qualquer de 
termistores. Pode, também, ser aplicado em um grande número de 
outras situações em que seja desejável a linearização otimizada 
da característica de resposta de transdutores. 
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ABSTRACT 

A tool for mm1m1zation of uncertainties in thermistors 
linearization circuits based in Genetic Algorithms is presented. 
The tool maximize the sensitivity of the linearization circuit, 
minimizing simultaneously the linearity errar. A review of 
thermistors linearization circuits is presented. A case study with a 
three thermistors linearization circuit is reported. The obtained 
circuit present linearity errors smaller than 0,05°C and sensitivity 
around 30 Qf'C in the range of (O to I 00)°C and linearity errar 
below 0.00 I °C and linearity around 175 Qf'C for the range of ( 10 
to 30)°C. 
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RESUMO 

Neste trabalho objetiva-se mostrar a viabilidade da utilização de biodiesel, combustível obtido a 
partir de óleos e gorduras de origem vegetal, como um aditivo ou mesmo substituto do óleo diesel 
convencional, em motores de combustão interna. Discute-se a obtenção do biodiesel a partir de óleos 
vegetais " in natura ", e a partir de óleo usado. Analisa-se a utilização de misturas biodiesel de óleo de 
fritura e diesel puro em um motor estacionário e em ônibus urbanos de Curitiba. Analisa-se o nível de 
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INTRODUCÃO 

Este trabalho tem como objetivo mostrar a viabilidade 
da utilização do biodiesel, combustível obtido a partir de óleos e 
gorduras de origem vegetal, como um aditivo ou mesmo 
substituto do óleo diesel convencional, em motores de combustão 
interna. Analisa-se a obtenção do biodiesel a partir de óleos 
vegetais " in natura", e a partir de óleo usado (proveniente dos 
processos de fritura que acontecem no setor de refeições 
industriais). Discute-se o processo de transformação do óleo de 
fritura usado, em óleo possível de ser utilizado em motores de 
combustão interna. Analisa-se a utilização de uma mistura de 
20% de biodiesel de óleo de fritura e 80% de óleo diesel puro 
convencional em um motor de combustão interna estacionário. 
Discute-se sobre a utilização dessa mistura em ônibus da frota 
urbana da cidade de Curitiba. Foram levantados parâmetros de 
desempenho do motor quando os veículos utilizavam 
porcentagens de biodiesel incorporado ao diesel comum. 
Discorre-se sobre o desempenho do motor utilizando essa mistura 
combustível. Analisa-se o nível de emissão de particulados dos 
ônibus utilizando o biodiesel de óleo de fritura na proporção de 
20% e discute-se o desempenho geral do veículo. 

DESCRI CÃO DO PROBLEMA 

A reciclagem de resíduos atualmente tende cada vez 
mais a ganhar espaço, não somente porque os resíduos 
representam "matérias primas" de baixo custo, mas, 
principalmente porque o meio ambiente já está necessitando da 
reciclagem de todo tipo de resíduo possível , uma vez que os 
processos naturais de reciclagem demandam um tempo muito 
grande. Logicamente, até o momento, o sucesso do 
reaproveitamento de resíduos está atrelado ao " lucro" obtido 
pelas empresas. Dentre os processos de reciclagem, de sucesso no 
Brasil , destacam-se materiais como o papel, plásticos, metais, 
óleos lubrificantes usados em automóveis, soro de leite, bagaço 
de cana etc. Entretanto, muitos outros materiais estão poluindo o 
meio ambiente e merecem atenção especial. Outro tipo de resíduo 
que não tem um destino definido, são os óleos e gorduras 
descartados de frituras. A grande diversidade dos 
estabelecimentos que utilizam esses óleos, dificultam ,um 
levantamento preciso da sua quantidade. Segundo a Associação 
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Brasileira das Empresas de Refeições de Curitiba (ABERC), 
estima-se que somente nos restaurantes industriais da região 
metropolitana de Curitiba, são descartados por mês mais ou 
menos I 00 toneladas desse resíduo, cujos destinos são os mais 
variados: produção de sabão, massa de vidraceiro, comida para 
porcos. Além disso, boa parte vai para terrenos baldios e esgoto 
doméstico. 

DEGRADAÇÃO DE ÓLEOS PELO AQUECIMENTO 

A fritura por imersão é um importante processamentos 
de alimentos no mundo inteiro, que utiliza óleos ou gorduras 
vegetais como meio de transferência de calor. Os óleos ou 
gorduras sofrem degradações, reações hidrolíticas e oxidativas 
(Arellano, 1993), que os tomam inadequados para o 
processamento de alimentos. A oxidação é acelerada pela alta 
temperatura do processo na presença de oxigênio e é a principal 
responsável pela modificação das características físico-químicas 
e organolépticas do óleo. Este toma-se escuro, viscoso, tem 
aumentada sua acidez e apresenta odor desagradável, comumente 
chamado de ranço (Costa Neto, 1995). Sua purificação com 
materiais adsorventes, não é viável do ponto de vista econômico 
(Costa Neto, 1996). 

O óleo de fritura depois de descartado toma-se um 
resíduo, que na maioria das vezes é eliminado através da rede de 
esgoto doméstico, colaborando para agravar os problemas do 
meio ambiente. Sua reciclagem como biodiesel, atende de uma só 
vez duas necessidades básicas dos tempos modernos, retira do 
meio ambiente um poluente e aproveita seu potencial energético 
(como combustível). 

PODER CARBURANTE DE ÓLEOS VEGETAIS 

Os óleos vegetais são produtos naturais, constituídos da 
mistura de ésteres derivados do glicerol, triglicerídeos (Fig. I) , 
cuja cadeia de ácidos graxos contém de 8 a 20 átomos de 
carbonos. Tanto a composição química como o número de 
insaturações, variam conforme a espécie oleaginosa. A análise da 
composição de ácidos graxas constitui-se no primeiro óleo 
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Fig. I Reação de Transesterificação (alcoólise de óleos vegetais). 

procedimento à avaliação preliminar da qualidade carburante do 
bruto, ou de seus produtos de transformação. 

Segundo Brasil ( 1985), a avaliação da qualidade 
carburante de óleos vegetais requer a determinação analítica 
principalmente: do poder calorífico, do índice de cetano, da 
curva de destilação, da viscosidade e do ponto de névoa. O poder 
calorífico permite alcançar a potência máxima a ser atingida pelo 
o motor em operação, enquanto o índice de cetano define o poder 
de autoinflamação e de combustão do óleo. Seu valor condiciona 
o desempenho global do motor, refletindo na partida a frio , nível 
de ruídos e gradiente de pressão. Comparado ao óleo diesel 
convencional, os óleos vegetais apresentam menor calor de 
combustão (Tabelas-I e 2) e índice de cetano ao redor de 40. 

Tabela.l - Propriedades Físicas de Alguns Óleos Vegetais e do 
Óleo Diesel (Fonte: Brasil , 1985). 

Características Óleo de Oleo de Oleo 
Dendê Babaçu Diesel 

Poder Calorífico (kcal/kg) 8946 9049 10950 
lndice de Cetano 38-40 38 40 
Viscosidade 37,8°C (cSt) 36,8 30,3 2,0-4,3 
Ponto de Névoa (0 C) 31 26 o 
Temperatura p/ Destilar 90% do 359 349 338 
Volume (0C) 
Resíduo de Carbono(% peso) 0,54 0,28 0,35 

Tabela.2 - Propriedades Físicas de Óleos Vegetais e do Óleo 
Diesel (Fonte: Brasil, 1985). 

Características Óleo de Óleo de Óleo 
Amendoim Soja Diesel 

Poder Calorífico (kcal/kg) 9458 9421 10950 
lndice de Cetano 39-41 36-39 40 
Viscosidade 37,8°C (cSt) 41 ,1 36,8 2,0-4,3 
Ponto de Névoa (0 C) 19 13 o 
Temperatura p/ Destilar 90% 349 370 338 
do Volume (0 C) 

Resíduo de Carbono(% peso) 0,49 0,54 0,35 

A viscosidade, medida da resistência interna ao 
escoamento de um líquido, constitui outra propriedade intrínseca 
dos óleos vegetais. É de considerável influência no mecanismo de 
atomização do jato de combustível, no funcionamento do sistema 
de injeção. Também influencia o processo de combustão, de cuja 
eficiência dependerá a potência máxima desenvolvida. Em 
relação ao diesel convencional, os óleos vegetais apresentam 
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valores de viscosidade bastante elevados, podendo exceder a I O 
vezes a do óleo diesel, ·e em alguns casos, como no óleo de 
mamona, essa relação pode atingir índices 100 vezes maior 
(Brasil, 1985). 

O ponto de névoa, que corresponde à temperatura 
inicial de cristalização do óleo, influencia negativamente o 
sistema de alimentação do motor, bem como o filtro do 
combustível, sobretudo quando o motor é acionado sob 
condições de baixa temperatura. Para evitar-se a solidificação, 
mesmo que parcial, do óleo, deve-se proceder ao seu pré
aquecimento. Este pré-aquecimento pode ser realizado com a 
própria água de arrefecimento do motor ou através da sua 
diluição com outros óleos insaturados, de modo a assegurar a 
completa fluidez do combustível. Por outro lado, os pontos de 
fulgor e de inflamação, são propriedades determinantes do grau 
de inflamabilidade e de volatilidade do combustível. Enquanto o 
ponto de fulgor indica a temperatura mínima na qual o óleo forma 
uma mistura inflamável com o ar, o tempo de inflamação, 
representa a temperatura na qual o óleo queima durante um 
tempo mínimo de 5 segundos. 

Ao contrário dos óleos vegetais, os óleos derivados do 
petróleo são estáveis à temperatura de destilação, mesmo na 
presença de excesso de oxigênio. No caso dos óleos vegetais de 
estrutura predominantemente insaturada, a decomposição térmica 
inicia-se em temperaturas próximas a 250°C, onde os glicerídeos 
sofrem uma série de reações químicas, com a formação 
subsequente de compostos poliméricos. Observa-se 
comportamento semelhante com os óleos de frituras . A presença 
de compostos poliméricos, aumenta a temperatura de destilação 
dos óleos vegetais, eleva o nível de fumaça e reduz a viscosidade 
do óleo lubrificante. A queima incompleta dos produtos 
secundários, acarreta diminuição de potência do motor. Tal 
comportamento, não é observado com derivados metanolisados 
ou etanolisados (biodiesel), cuja mistura é destilada quase 
integralmente em temperatura inferior a 350°C (Tabelas-3 e 4), 
não se verificando qualquer decomposição do óleo (Brasil, 1985). 
Comportamento semelhante pode ser observado para ésteres 
metílicos de óleo de fritura (Tabela-5). 

Tabela 3. Características físico químicas do biodiesel (éster 
etílico) de várias espécies de óleos vegetais e do óleo diesel. 

Características Biod. de Biod. de Óleo Diesel 
Óleo de óleo de Conv. 

Mamona Milho 
Massa específica a 20"C 0,9190 0,8760 0,8050-
(l!fcm3) 08650 
Viscosidade 37 8" (cSt) 2160 5 40 2 00-5 40 
Inflamabili dade ("C) 208 196 55 
Ponto de Fluidez ("C) -30 -9 -6 
Destilação 50% ("C) 326 341 250 (65 %) 
Destilacão 90 % ("(;) 334 343 350 (85%) 
Corrosividade o o 2 
Teor de Cinzas(%) o o o 01 
Teor de Enxofre(%) o o 08 
lndice Diesel 390 570 530 
Cor (ASTM) 20 1,5 25 

O BIODIESEL 

O termo biodiesel aplica-se ao combustível substituto 
do óleo diesel, constituído de ésteres obtidos a partir de óleos 
vegetais, por processo de transesterificação com álcoois em meio 
ácido ou básico (Fig 1). O biodiesel é uma forma de combustível 
que ainda carece de muitos estudos, embora sua utilização teve 



origem no início deste século. Por exemplo, um dos princi pais 
problemas com a uti lização do biodiesel está relacionado com a 
qualidade de ignição em relação ao diesel convencional. 
Entretanto, aminas e amidas terciárias de ácidos graxas são mais 
eficientes que os ésteres e podem corrigir essa deficiência 
(Stoumas et. ai., 1995). 

Tabela 4. Características físico químicas do biodiesel (éster 
etflico) de várias espécies de óleos vegetais e do óleo diesel. 

Características Biod. de Biod. Oleo Diesel 
Óleo de de Óleo Convencional 
Algodã de 

o Pi qui 
Massa específica 20"C (g/cmJ) 0,8750 0,8650 o 8050-0,8650 
Viscosidade 37 8" (cSt} 600 5 20 2,00-5 40 
Inflamabili dade ("C) 184 186 55 
Ponto de Fluidez ("C) -3 +5 -6 
Destilação 50 o/o ("C) 340 336 250 (65 %} 
Destilação 90 o/o ("C) 342 346 350 (85 %) 
Corrosividade o o 2 
Teor de Cinzas (o/o) o o o 01 
Teor de Enxofre(%} o o 08 
Indice Diesel 57,5 600 53 0 
Cor (M_TM) 10 05 25 

Tabela 5. Características físico químicas do biodiesel (éster 
metílico) de óleo de fritura. 

Características Diesel Biodiesel 
Massa específica 15 "C (Kg/m3

) 0,849 0,888 
Ponto Inicial de Destilação ("C) 189 307 I 

10% 220 319 I 

20% 234 328 
50% 263 333 I 
70% 286 335 
80% 299 337 
90% 317 340 
Ponto Final de Destilação ("C) 349 342 
Aromáticos (%v/v) 31 ,5 I 
CariJQnQ {%) 86,0 77,4 

Os trabalhos desenvolvidos em nosso país, com vários 
tipos de óleos vegetais transesterificados, puros ou misturados ao 
diesel convencional na proporção de 30%, demonstraram bons 
resultados quando uti lizados por caminhões, ônibus e tratares. 
Nesses testes, foram percorridos mais de um mi lhão de 
quilômetros e os principais problemas apresentados foram 
pequeno acúmulo de material nos bicos injetores e um 
decréscimo da viscosidade do óleo lubrificante (Brasil, 1985). 

EMISSÃO DE POLUENTES 

A utilização de biodiesel no transporte rodoviário 
pesado, oferece grandes vantagens para o meio ambiente, tendo 
em vista que a emissão de poluentes é menor que a do óleo diesel 
(Clarck et. ai . 1984, Masjuk et. ai. 1993). As emissões de 
monóxido e dióxido de carbono, enxofre e material particulado 
foram inferior ao diesel convencional, enquanto, os níveis de 
gases nitrogenados foram maiores (Chang et. ai. 1996). 

As emissões de hidrocarbonetos provenientes da 
utilização de biodiesel de óleo de soja é, de um modo geral, 
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inferior ao diesel convencional, mas em motores turbinados, que 
se util izam de trocadores de calor para aquecer o ar de admissão 
em baixas cargas, houve redução de 40% no nível de 
hidrocarbonetos, em comparação com o óleo diesel (Brasil, 
1985). 

No caso da combustão de ésteres de óleos vegetais, 
acredita-se que a emissão de aldeídos seja superior àquela 
proveniente da combustão do óleo diesel convencional, devido à 
existência de oxigênio na molécula do éster. Os resultados 
mostram que o teor de aldeídos pode atingir valores 5-l O vezes 
maiores que os obtidos na combustão do diesel. Apesar disso, o 
número de mutações no teste de Ames foi em média três vezes 
menor para o óleo vegetal do que para o óleo diesel (Brasi l, 
1985). 

O odor proveniente da queima do éster de óleo vegetal 
é sensivelmente diferente daquele do óleo diesel e tem sido 
considerado como aceitável por algumas pessoas e enjoativo por 
outras. A ausência de enxofre nos ésteres de óleos vegetais deve 
eliminar a emissão de S0 2 que ocorre nos gases de escape dos 
motores a óleo diesel. 

A uti lização de biodiesel de óleo de soja misturado ao 
diesel convencional na proporção de 20%, com o propósito de 
redução da poluição está sendo testado nas cidades de Curitiba e 
São Paulo, no Brasil e Rosário e Buenos Ai res, na Argentina 
(Vianna, 1997) . 

O grau de fu maça para biodiesel de óleo de piqui fo i 
comparado com o óleo diesel convencional, (Fig. 2), cujos 
resultados são nitidamente favoráveis ao óleo esterificado, 
principalmente acima de 4000 rpm. Esse comportamento é 
observado para outros tipos de biodiesel (Brasi l, 1985) 

Fig. 2 Comparação da Emissão de Graus de Fumaça (Índice 
Bosch) do Diesel e do Óleo de Piqui Esterificado (fonte: Brasi l, 
1985). 
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Na Fig. 2, à exceção do primeiro par de colunas, a 
primeira coluna do par representa a emissão de fumaça com o uso 
do diesel convencional. A outra coluna do par refere-se à emissão 
de fumaça em ensaio uti lizando o biodiesel. 

BIODIESEL DE ÓLEO USADO 

A utilização de biodiesel de óleo usado em frituras, foi 
pouco estudada. Nye et. ai . (1983) e Mittelbach et. ai . (1988), 
real izaram alguns estudos de desempenho do combústivel em 
motores, observaram as emissões de poluentes e obtiveram 
resultados satisfatórios. Segundo Mittelbach et. ai. (1988), os 
testes foram realizados em bancada dinonométrica e em veículo 
médio de carga com motor turbinado. 



A Tabela 5, apresenta algumas características físicas e 
químicas do biodiesel (ésteres metílicos), de óleo de fritura sem 
especificação definida e compara com o óleo diesel (número.2). 
Através de algumas dessas características, verifica-se que o 
biodiesel de óleo de fritura não é muito diferente de outros tipos 
de biodiesel de óleos não usados, descritos anteriormente 
(Tabelas I e 2). 

EMISSÕES 

Quanto a emissão de poluentes, provenientes da 
combustão do biodiesel de óleo de fritura usado, Mittelbach et. 
ai. (1988), observaram que os níveis de hidrocarbonetos, 
monóxido de carbono e materiais particulados, foram inferiores, 
tanto no teste com motor estacionário e principalmente com o 
motor em movimento. Neste último teste, os resultados das 
emissões de hidrocarbonetos e materiais particulados foram em 
tomo de 50% menores. Por outro lado, as emissões de gases 
nitrogenados foram superiores. Portanto, essas emissões do 
biodiesel de óleo usado não apresentam comportamento diferente 
do apresentado por outros tipos de biodiesel citados 
anteriormente. 

EMISSÃO DE COMPOSTOS CARCINOGÊNICOS 

A emissão de compostos policíclicos aromáticos e 
hidrocarbonetos foi também investigado por Mittelbach et. ai. 
( 1988). Entre as substâncias citadas estão o fluoranteno, pireno, 
benzo(a)pireno, benzo(k)fluoranteno, benzo(ghi)perileno, 
benzo(b)fluoranteno, antantreno, perileno e indeno(l ,2,3-
cd)pireno. Sendo que as emissões de fluoranteno e pireno 
constituem 70% do total , mas a presença de compostos que 
apresentam atividade biológica reconhecida, como o criseno, 
benzo(a)pireno, benzo(b)fluoranteno e indeno(l ,2,3-cd)pireno, 
caracterizaram esses compostos como carcinogênicos. Muito 
embora a emissão desses compostos tenha sido em tomo de 28% 
a mais para o biodiesel de óleo usado em relação ao diesel 
convencional, essa incidência não representa nenhum risco, tendo 
em vista que a concentração é muito baixa e está dentro dos 
limites de tolerância. 

TESTES COM BIODIESEL DE ÓLEO USADO 

Testes preliminares com biodiesel, proveniente de óleo 
de fritura usado, foram realizados em bancada dinamométrica 
para o levantamento de alguns parâmetros de interesse como a 
emissão de material particulado, a potência do motor, o torque e 
o consumo de biodiesel. Essas informações aparecem na Tabela 
6, a seguir. Os testes foram realizados para duas diferentes 
proporções de mistura biodieseUdiesel. 

Tabela 6 Levantamento de parâmetros preliminares quando da 
utilização de mistura biodiesel/diesel puro. Teste em bancada 
dinamométrica. 

Parâmetro 20% de és ter 50% de éster Diesel puro 
Material Partic. (%) 7.55 6.60 7.58 
Potência (CV) 2.42 2.53 2.39 
Torque (N.m) 8.38 8.8 8.28 
Consumo (1/h) 1.57 1.65 1.60 

Em seguida, foram realizados testes com misturas de 
20% de biodiesel , em ônibus da frota de transportes coletivos do 
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Município de Curitiba. Nesses testes foi utilizado um ônibus da 
marca " Mercedez Benz" , com motor 355 turbinado de 238 CY 
de potência máxima. O ônibus percorreu um total de 915 km nas 
ruas da cidade de Curitiba em duas etapas, utilizando uma 
mistura de 20% de biodiesel proveniente de óleo de fritura 
transesterificado, e 80% de diesel convencional , sob condições 
normais de operação (observe a Tabela 7). 

Analisaram-se as emissões de materiais particulados, 
quando da utilização de biodiesel pelos ônibus (mistura de 20%). 
Observou-se uma redução média de 41,5% (medidos em escala 
BOSCH), no que se refere à emissão de materiais particulados, 
sendo que o desempenho geral e o consumo do motor não foram 
afetados. No primeiro teste, realizado entre os dias 24 e 26 de 
dezembro de 1997, o ônibus percorreu 443 km e apresentou 50% 
na redução da emissão de particulados. Em função desse 
resultado auspicioso, foi realizado um segundo testes, entre os 
dias 04 e 06 de fevereiro de 1998. Desta feita o veículo percorreu 
472 km com um registro de 33%, em escala BOSCH, de redução 
na emissão de particulados. A diferença entre esses dois testes 
pode ser decorrente do fato de que no primeiro teste, o motor do 
ônibus havia recém saído da revisão, enquanto que o outro não 
estava tão bem regulado. Entretanto, a própria metodologia 
utilizada (sonda BOSCH) pode apresentar diferentes variáveis, 
tendo em vista que a medição é feita na rua, com o veículo em 
movimento. 

Tabela 7. Resultados obtidos em testes com o Biodiesel de óleo 
de fritura transesterificado, utilizado por ônibus urbano. 

Ensaios Biodiesel Diesel Mistura Normas 
(puro) (ouro) (20%) 

Viscosidade cSt 5,14 3,05 3,54 ABNT 
(40°C) MB-293 

Ponto de Fulgor 151 38 34 ABNT 
COq MB-50 

Ponto de 191 45 43 ABNT 
Combustão (0C) MB-50 
Massa específica 0,8828 0,8359 0,8449 NBR-

(g/cm3) 7148 
Sedimentos neg neg neg ABNT 

MB-38 
Cloretos e neg neg neg NBR-
Sulfatos 5779 

Umidade (ppm) 1390 58 350 NBR-
5755 

CONCLUSÕES 

A utilização de biodiesel de óleo de fritura como 
combustível alternativo, tem um potencial promissor no mundo 
inteiro. Em primeiro lugar, por contribuir para a redução de 
poluição no meio ambiente. Em segundo lugar, como é uma fonte 
de energia renovável, poderá vir a ser utilizado como substituto 
do óleo diesel a partir do momento que houver diminuição das 
reservas de petróleo, e este, passe a ser destinado somente para 
aplicações mais nobres, como a petroquímica. 

Atualmente, os Departamentos Acadêmicos de Química 
e Mecânica do Centro Federal de Educação Tecnológica do 
Paraná, integrado ao Departamento de Química da Universidade 
Federal do Paraná, em parceria com a Companhia de Urbanização 
de Curitiba, vem desenvolvendo um projeto para o 
reaproveitamento de óleos de fritura usados, coletados junto a 
restaurantes industriais da região metropolitana de Curitiba, como 



biodiesel, para o uso em motores de combustão interna na 
movimentação de veículos. 

O objetivo maior desse convênio refere-se à 
substituição da finalidade do óleo de fritura usado. Este óleo, é 
comumente, como dito neste trabalho, endereçado à preparação 
de ração animal. Com a mudança de finalidade, estaria sendo 
direcionado para a utilização em motores de combustão interna, 
Desta maneira, estaria-se evitando que um material já oxidado 
(óleo de fritura) o fosse novamente (na produção de ração 
animal) e terminasse em nossa dieta alimentar. 
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ABSTRACT 

ln this work one discusses the necessity to re-utilise the 
wastes from the foods and agricultura! sectors, specifically oils 
used in frying processes as biodiesel. The performance of the 
biodiesel in engines, as well as the emissions of pollutants from 
these processes, are also discussed 
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RESUMO 

Investigou-se a existência de correlação entre o torque médio indicado e componentes espectrais da 
aceleração angular do bloco de um motor, calculados respectivamente a partir da pressão no interior de uma 
de suas câmaras de combustão e da aceleração linear em uma direção pe1pendicular e não concorrente ao 
eixo motor. Obteve-se um coeficiente de correlação linear de 0,91 entre Iorque médio indicado e a 
componente espectral da aceleração angular do bloco no dobro da freqüência de explosões, sem a 
necessidade da modelagem do motor e da identificação de seus parâmetros. 

INTRODUCÃO 

Atualmente são grandes os esforços realizados para o 
desenvolvimento de motores de combustão interna com o 
objetivo de reduzir a emissão de poluentes, a geração de ruídos e 
o consumo de combustível, bem como melhorar o rendimento e 
alcançar maiores potências com motores cada vez 
menores. Destacam-se nesses esforços alguns trabalhos que 
utilizam a análise espectral para o controle da queima e para a 
detecção e correção de falhas dos motores, (Othman, I 989) 
(Connolly e Rizzoni, I 994), (Charbonnier e Champoussin, 
1992), (Archambault, 1992), (Sauw et ai., 1993), (Azzoni e 
Marseguerra, 1995), (Azzoni et ai. , 1992) e (Ordubadi, 1982). O 
estudo da evolução da pressão no interior da câmara tem sido o 
melhor enfoque para a análise da combustão (Powell, 1993). 
Esta análise é normalmente realizada em laboratórios dotados de 
instrumentos que permitem a avaliação e o controle do torque e 
da rotação desenvolvidos sobre uma ampla faixa de condições de 
operação do motor. 

No caso de veículos em condição de tráfego, os motores 
podem ainda ser submetidos a uma ampla faixa de torques e de 
rotações, porém a medição da pressão na câmara de combustão 
exige o arrefecimento do sensor, uma vez que este fica 
submetido às altas temperaturas da câmara, o que dificulta seu 
uso nestas condições. 

Medidas indiretas da pressão na câmara, (Azzoni e 
Marseguerra, 1995), (Azzoni et al., 1992) e (Ordubadi, 1982), ou 
do torque por ela provocado têm sido obtidas através da 
aceleração angular do eixo motor calculada a partir de sua 
velocidade, (Connolly e Rizzoni , 1994), (Charbonnier e 
Champoussin , 1992) e (Rizoni , 1989). O método que mostrou
se mais simples e promissor foi proposto, inicialmente, por 
Ri bens (1981 ), e mede a aceleração angular do eixo motor a 
partir de um sensor indutivo magnético que detecta a passagem 
dos dentes da engrenagem do volante solidário ao eixo 
motor. Neste caso, é necessário fixar rigidamente o sensor com 
uma pequena folga entre este e os dentes da engrenagem. Em 
muitos veículos isto só é possível perfurando-se a carenagem que 
envolve este volante. 

Da mesma forma, a aceleração angular do bloco do motor 
pode ser utilizada na avaliação do desempenho de motores, pois 
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também tem sua origem no processo de combustão e nas forças 
por ele provocadas, direta ou indiretamente. Entretanto, poucos 
esforços têm sido realizados para utilizá-la na estimativa do 
torque ou na detecção de falhas. 

Com o objetivo de avaliar o torque médio indicado a partir 
da aceleração angular do bloco de um motor, este trabalho 
verifica a existência de uma correlação entre o torque médio 
indicado e as componentes espectrais da aceleração angular do 
bloco de um motor de quatro tempos e quatro cilindros. Este 
motor foi instrumentalizado de forma a permitir a medida da 
pressão no interior de uma das suas câmaras de combustão e a 
medida da aceleração angular do bloco na direção do eixo 
motor. A existência desta correlação é verificada sem a 
necessidade de levar-se em consideração os efeitos dos torques 
de inércia do motor. 

O uso das componentes espectrais correspondentes à 
freqüência de explosões e aos múltiplos desta freqüência é 
justificado pela simulação efetuada por Silva e Santos, 
(1997). Nesta simulação foi constatado que as componentes 
espectrais do torque devido à pressão do gás são proporcionais 
ao torque médio indicado. Usando este resultado e 
considerando que um sistema linear relaciona os torques sobre o 
bloco com a sua aceleração é possível, embora não exista a 
aceleração angular média do bloco, avaliar o torque médio 
indicado a partir das demais componentes espectrais d<f 
aceleração angular do bloco . Além disso, em Silva e Santos, 
( 1997) constatou-se que as componentes espectrais do torque 
devido às inércias alternativas decaem, com o aumento da 
freqüência, mais rapidamente do que o torque devido à pressão 
do gás. Portanto, quando se deseja desprezar a contribuição dos 
torques de inércia na avaliação do torque médio indicado a partir 
da aceleração angular do bloco, é conveniente utilizar-se de suas 
componentes espectrais de ordens superiores. 

Esta proposta, abordada na tese de doutoramento de 
Silva (1998), apresenta a vantagem de eliminar o processo de 
isolamento dos efeitos dos torques de inércia, que seria 
necessário antes de estabelecer a correlação entre a aceleração 
angular do bloco do motor e o torque médio indicado, 
eliminando, desta forma, seu respectivo custo computacional e a 
necessidade da modelagem e identificação dos parâmetros do 
motor. 
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SUMMARY 

lnlniSive phase detection probes are wtdely used in associatton with numerfca/ processing techmques to obram bubble stze 
dtstribuuons m gas-J·olid bubbly jlow. Under these cirwmstances a numertca/ problem must be solved whicll consists in determining 
bubble si=e htstograms from measured chord or pterced length histograms. This can be done by mvertmg a Fredholm mtegra/ operator 
of the flrst kmd, wluch is known to be ofien tll-conditioned Consequently the solwion wi/1 be extremely senstltve r o sma/1 e/tanges or 
errors m tlte input measured data nus work describes the application of wave/et thresholding teclmiques in the numerfcol solution of 
lhe problem. Resulrs are presented for se,·eral signo/ to notse rouos (SNR) and for wa1·ele1 as we/1 as for classtcal Fourier lhresholdmg 
techniques. The superiority oftheformer ts evtdent smce proper result~· can sti/1 be obtalned, even at relatively poor SNR leveis. 

INTRODUCliON 

Gas bubbhng fluidizcd bcds are used in mdustry for a 
variety of purposes. The catalytic cracking of hydrocarbons and 
the combustion of coais are major applications. A gas bubbling 
fluidtzcd bed may be regarded as an arnbicnt comprised of two 
phases. a bubble phase and a paniculate or cmuls1on phase The 
bubble phase is dispersed throughout Lhe continuous emulsion 
phasc. Bubblcs are formed as the fl uidizing gas is injected at thc 
bottom of thc bed. and move upwards dragging wakes of 
paniculate. The bubbles frequenLly coalcsce to othcr bubbles. split 
and rccoalescc. Coalcscencc causes the bubblc sites. shapes, 
vclocmes. frequenc)' and distribution to vary along the bed height 
Bubbles formcd close to the walls coalesce to mtcrnal bubbles 
cnforcing an horizontal movement towards thc a.xis ofLhe column. 
The resulting increased conccntration of bubbles Lowards the core 
of Lhe bed causes coalesccnce to intensify, and at hcights 
cquivalent to the diarneter of the column virtual!) ali bubblc flow 
occurs along lhe central ax1s ln shallow beds w1th largc cross 
sections, severa! prefcrential bubble tracks are formcd m lhe a.xial 
direction. ln general Lhe emulsion phasc moves upwards in 
rcgiom; of high bubble activny, and downwards in regions of low 
bubble activity. The scale of the column. the design of lhe gas 
mjectors. and the panicle propenies define the paucms of 
bubbling and recirculation in gas fluidized bcds. 

Therc is no defincd interface between the phases. and 
the emulsion JS permcable to the gas of lhe bubbles. The proccss 
of transpor! bctween the phascs is accomplishcd through diffusion 
and mamly through convection. A continuous throughflo\\ 1s 
cstablished through the bubblcs, with gases penetrating at the 
bouom and lcaving at the top. The developmcnt of bubbles and 
their interacuon with lhe emulsion are major factors deLermining 
thc intcnsiry of transpon in gas fl uid1zcd beds. Thcrcfore. 
chemical reacuon is decply affected by bubbling. 

The devclopment and properties of bubbles in gas 
f1uid1zed beds are investigatcd using eithcr intrus1vc or non
intru.slve measuring techniques (Lim et ai., 1995). Mcasuremcnts 
through capacaive and electroresistive externa! probes, optical 
nnd X rny observations through phOLography and filming, and the 
use of gas tracers are among lhe non-intrusivc meLhods. The 
intrusive techniqucs are based on phase detection probcs for 
measurcments of internal local physical propert1cs. Most of lhe 
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commonly used probes are capac111ve, opucal. of d11ferential 
pressure. and electroresistive The non-intrusive melhods, despite 
not disturbmg lhe process, are c1Lher hmiLed to small beds or 
allow observations confined to parietal reg1ons. The mLrusivc 
probcs. despite disturbing the process in some degree. are 
applicablc to beds of any size. lf the concem IS tumed to large 
scale beds. intrus1ve methods should be applied 

The mcasurement principies of intrus1ve probcs are baseei 
on the detecuon of changes in a local property of the scnsing field. ln 
fluidized bcds lhe probes can detect lhe rclative presence of gas and 
solids on a sensing region, indicaung lhe mstantaneous presence of 
bubbles. I lowevcr. the conversion of such informotion into bubblc 
parameters such as size. shape and velocuy 1s not straightforward. 
Only occasionally a bubble is intcrsected by the probe along 11s 
vertical axis. ln fact, the mtersection IS randomly accomplished at any 
chord or pierccd length through the bubble. Also, the bubbles may 
develop in a variety of shapes, such as flaL hcmispherical or 
elongated. and Lhrough a fixed point insidc lhe bed it may flow 
bubbles ofseveral shapes and siz.es. Sull.lhe motion oflhc bubbles is 
predominantly ascendant with latem! movcments towards the column 
axis though favouring transversal intersection Considcring thc 
difficulties suitable procedures are rcqUJred for allowmg intcrprctation 
and conversion of acquired signnls into the actual parameters of 
inll . .'rest 

TI1e literature presents a number of studies on bubblc 
parameters in fluidizcd bcds usmg intnlSivc probcs. ln general. 
pierced lcngths are measured nnd used to determmc bubble 
par3merers. Wenher and Molcrus ( 1973a. 197Jb) considcrcd 
bubbles rismg ramdomly through the bed. and assumed the mean 
pierccd length to be a measure of thc mcan s1z.e of Lhe bubbles 10 
thc bed. Wittmann ct ai. ( 1981) and Hilligardt and Werthcr(l986) 
followed this view. Rowe and Masson ( 1981) and Jones and 
Ghcksman ( 1986) cstabhshcd thc ratio bctween the mean bubblc 
diameter and lhe mean measurcd pierced lcngth to be I 5 
Ghcksman and McAndrews ( 1985) esumated a ratio of 1.35, 
whilc Kagc et ai. ( 1991) found a value of 1.3. Sitnai et ai. ( 198 1. 
1982) found lhe bubble d1ameter to be equal to 1ts he1ght Chan et 
ai. ( 1987) observed lhat dccreased mcan pierced lengths indicatc 
dccreased mean bubble sii'CS. van Lare et ai. ( 1997) uscd Oanon's 
correlation to establish a relauon bet\\een the mean bubble 
diameter and the mcan pierced length, and found a ratio from 2.5 
to 3.0 for hemispherical bubbles. Valenzuela and Glicksman 



(1984). Choi et ai. (1988). Olowson and Almstcdt (1990) and 
O lo" son ( 199~) madc no attcmpt to correlate the1r measurcd 
p1crced lengths to bubblc diarnetcrs. Stub1ng1on et ai. (1984). 
Hatano et ai. ( 1986), and Glicksman et ai. ( 1987) applicd arrays of 
probes. directly rcconstructing bubblc sizes from sets of 
simultancous measurcmcnts. 

Methodologics for establishing bubble diameters from 
measured pierced lengths havc bcen dcvcloped by some authors. 
P1erccd length distributions can be related to bubblc size 
d1stnbu11ons prov1ded suuable conditional probability la"s are 
established. Such 1&\\S can bc demed from h)potheses on 
d1stribution, velocities and geometrical shapcs of the bubbles in 
the bed. Wcrther (1974a, 1974b) assumcd bubbles of ellipsoid 
shape uniformly distributcd throughoul the bcd. rising al constant 
velocity. The aulhor solvcd lhe problem of determining sizc 
distributions from pterced lcngths by invening arid numerically 
mtegrating thc appropnate integral equauon (see next section). 
Clart... and Tunon ( 1988) and Turton and Clark ( 1989) applied 
\\erther's method nssummg bubbles of truncated cllipsoid shapc 
untforml.> distributcd through the bed cross section. considering 
thc mherently h1gher probab1lily of p1crcing larger bubbles, and 
accounting for bubblc velocity dependencc on bubble sizes. Liu 
nnd Clark ( 1995) and Clark et ai ( 1996) cnhanced the 
mcthodology by proposing a technique for infcrring statistical 
paramcters such as mean and standard dev1ation of bubble sizes 
from the mean and standard deviation of picrccd lengths The} 
abo proposed anal~ucal forrns for the d1stribution of pierced 
lcngths (Rayleigh und Gamma probability functions) and thereby 
generated analytical soluuons for the bubble size distributions. 
Tsuitsui and Miyauch1 ( 1980) applied a statistical analysis for 
obtammg the size distribution of thc bubbles from measured 
picrccd lengths. The method accounts for the fact that the 
probab1lity of detccting large bubbles is inheremly higher than the 
probabihty of detecung small bubbles. Lim and Agarwal (1990) 
used dig1tal image anai)SIS techniques to obtatn lhe pierced 
lcngths of bubbles intcrcepted b)' an "imaginary" probe in a 2-D 
Ouidizcd bed. The mcnsured pierced lengths along with assumed 
bubble shapes wcrc used to obtain thcorctical predictions of thc 
bubble sizcs using geometncal probability. A Gamma distnbution 
function was fittcd to the observed pierced lengths distribution. 

Methodologics are available for convcrting mcasurcd 
p1erced length d1stnbut1ons 1nto bubble sue d1stributions 
IIO\\C\Cr. no ''orl.. has been published considcnng the effect on 
the siLcs distnbution caused b) noises on the pierced lengths 
meusurements. Thc com crsion from picrccd length to sizc 
distributions is an invcrsc 111-condilloncd problem. Unlike thc 
dircct problem. this is vcry scnsitivc 10 noisc which are grcatly 
amplified. ln conscquence, the resulting s11e distribution may 
bccome tremcndously corrupted. ln this work. the efTects of noise 
are assessed. and de-noising techniques are considered. A ''a\ elct 
thresholding de-no1stng technique is suggested. applied and 
evaluatcd tn comparison to class1cal Fourier thresholding. More 
prec1sely. the calculul> of chord histograms is preceded by a 
wavclet or a Fourier based de-noising algorithm in ordcr to 
rccovcr the signal from lhe noisy measurcmcnts. and to improve 
the accuracy of the final solution. Wavelet thresholding is clcarly 
well adapted to this tas!.. because of the possibiltty of restoring thc 
mformation lost in thc smoothing operation (the integral equation 
relating chord and si7e h1stograms). ln other \\Ords, 1f thc shape of 
thc probe signal is kno,,n, the choice of a specific de-noising 
wavelet can be made in accordnnce w1th th1s a priori information. 
i e. with a similar form. 

THE SIA TEMENT o r JJIE PROBLEM 

Cons1der an 1deal intrusive probe and its corresponding 
sensing line defining a bubble column. as depicted in Figure I . As 
already mentioned, chord or picrced length histograms, denoted 
by P,hunl( y ). can be directl) obtained from the probe time traces. 
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provided thc bubble ristng velocity is measured or known from 
some adequate cmp1ncal correlation. The relation between 
P,~rcr./ y) and P,.M,,f r). which stands for the bubble s1zc 
distributton charocterued by its rad1us r, can be establishcd 
through P( y I r), '' hich is the conditional probabilit) of 
measuring a chord y from a bubble of radius r, integrated o ver the 
range of ali possiblc bubblc sizcs. ln mothematical terms this 
becomes 

J P( ylr )Pbuhbl~( r )dr 

o 

/ 
CIO!: 
I r I r I 

Figure I. Measurement scheme and bubble shape model 

(I) 

Since in the maJorit) of prac11cal si tuations ''hat is 
read1ly measured IS P,~or./ y ), to determine P,.b~Jk(' r) n 1s 
necessary to invert Eq. (I). what corresponds to soh tng a 
Fredholm integral equation of Lhe first kind 1 h1s type of integral 
cquation is known to be ofien ill-conditioncd. Consequently, Lhe 
solution will bc cxtrcmcly sensitive to small changes or crrors of 
experimental as wcll as of numerical nature, to the point of 
compromising Lhe physical meaning or even complctely 
corrupting thc results. To bener illustratc th1s. consider. wnhout 
loss of gcnerality, that thc bubble shape can be modeled b) an 
clongated ellipso1d '' tth a larger horizontal sem1-a..xis given by r. 
and a shape factor a (0 < aS I) dcfined by the ratio of the 
vertical and horizonwl semi-axes. This model is also shown in 
Figure I . 

Under thesc circumstances. thc condiuonal probab1lit}' 
function bccome!> (Tunon and Clark, 1989) 

l Pf ylr) 

P(yir) = 

and Eq. ( I ) results 

y 

2a2 r 1 

o 

-

O SyS2ar 
(2} 

elsewhere 

Pchord( Y) = f ~ , Pbuhbt~f r )dr (3) 

11 2a r· 
Y a 

ln order to solve Eq. (3) numerically. it IS necessary to discretize y 
and r, which can bc done according to thc following rule 

Yt = i ây 
(4) 

r1 = j Jj.r 

The values assumed by the probability funct1ons at these discrete 
pomts can be denoted 



Py, = Pchorrd Yi ) 

Pr1 = Phubhle (ri ) 

Adopting zero-order interpolation functions 

{ ~1(r)=l 
~/r)= O 

r1 $ r $ rJt-l 

elsewlzere 

P hllbhl•( r) can be writtcn in tcrms of its nodal valucs Pr1 as 

,v 
Pbul>hh·( r) = L Pr1 ~J (r) 

J<=O 

(5) 

(6) 

(7) 

where N is the number of subintervals in the discretization of r. A 
further simplification can be achicvcd if Lhe discretization step on 
y ts tnken to bc 

L1y = 2a Llr 

in which case Lhe integral equation (3) bccomes 

'L1rN[ Py, = -1 -~ Pr 
' a L., J 

j=l 
f ~dr 

( j+l).á.r l 
r2 

Jllr 

(8) 

(9) 

Alter calculating the integrais, cxpression (9) can be wrillen in 
matrix for as 

{ Py } = ( K ]{ Pr } (lO) 

where [ K] is an upper triangular matrix with coefficicms given 
by l K,, = -- iS.JS.N 

JO+l) 

K,.J = o if 1101 

(II) 

Eq. (I O) can be scen as the numerical version of the 
integral Eq. (3). ln praetical situations. lhe chord probability 
distribution is determined from the probe time traces and the 
radius probability distribulion calculatcd by inverting [ K,J) (the 
numcrical equivalem of lhe integral operator in Eq. (3)) and 
applying it to { Py, ) 

{ Pr } = ( K f 1 { Py } (12) 

ln fact. this is a very delicate task due to the ill
conditioned nature of lhe problem. To better illustratc this, 
consider lhe following pair of size and chord probability 
distributions satisfying Eq. (3). · 

{;;3 
Phuhhl~ ( r ) = ./ V7 r 

1 
exp( -a r 

2
) (13) 

fc·hord( Y) = ~ [ l-er12k )] (14) 

Consider now the direct problem of retrieving Pe~tortl from a 
perturbed P6,bbt• and the invcrse one of obtaining Phubbt• from a 
perturbed Pci>ord· Through Eqs. (10) and (12), lhis can bc written 
as 

{ Py } = ( K ]( { Pr }+ {a}) (15) 
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{?r}= [K]-1 ({Py}+{a}) (16) 

where { a } is a centcred white noisc vector of maximum 
amplitude parameterized by a. The plots in Figure 2 compare the 
direct and the inverse problcm for increasing noíse amplitudes 
(i.e. respectively E.q. (15) with Ph,bb/,· taken as Eq. (13) and Eq. 
(16) with P <.Jtcrd taken as Eq. ( 14)). 

1t is obvious from these figures that the size probability 
distributions are completely corrupted. even for almost 
imperceptible disturbanees. ln consequence, obtaíning size 
histogrnms from chord histograms directly from the experimental 
signals is unfeasible without specific signal processing algorithms 
to handle the influencc of noise. As already mcntioncd. one way 
of doing this is by fitting a convenicnt theoretical chord 
distribution in order to be able to solve Eq. ( l) analy1ically (Clark 
el ai., 1996, Liu and Clark, 1995 and Lim and Agarwal, 1990). 
This method works adequately only if the titted analytical form 
(in general a continuous Oamma function) is close to lhe real 
chord distribution, which is not known a priori. 

As an altemative to this, we propose the application ofa 
pre-proccssing de-noising method bascd on thc conccpt of 
orthogonal wavelet analysis, which will be detailed in lhe seque!. 

WAVELET ANAL YSlS ANO SIGNAL DE-NOISING 
TECHNIOUES 

Wavelet ana.lysis has been originally introduced in the 
comext of signal by J. Morlet for the study of seismic signals 
(Grossmann and Morlct. 1984). Since lhcn, many researchcrs 
havc workcd to establish its theorctical background as well as to 
extcnd its range of applications. ln the present days, beyond 
classical signal analysis problems, wavelcts have been applied 
successfully in a grcat number of problems as. for instance, the 
characterization of coherent structures in turbulent now (Farge et 
ai., 1996), analysis of thc lhree-dimensional organization of 
galaxies (Bijaoui and Giudicelli. 1991) and computer vision 
(Mallat. 1989). 

The continuous wave1et transform of the finite energy 
temporal signal x(l} é L3(':R) is lhe joint time-scale function 
Wx./ a, b) E e( 'JI X':Jl) defined as 

Wx'l'(a,b) = (x(I),IJI0 ,b(l)} (17) 

where the analyzing function IJ!ub( 1) is lhe shifted and scaled 
version of the fundamental wavelct IJI( 1) é L1 (':R). generally 
well located in time and frequency. ln mathematical terms this 
becomes: 

I ( t-b ) 
ll'at/1) = ra"' -a- (18) 

(the factor 11/ã is used to makc lhe L2-norm of Eq. (18) 
unitlll)' for ali possiblc va1ues of lhe description parnmcters a and 
b). The denomination wave1et comes from Lhe necessary 
condition on IJI( t) to be an admissib1e analyzing function, which 
rcquircs lhat its Fourier transform vanishcs at the origín. Since 
IJI( t) must also vanish for 1 ~ ±"" (finitc cncrgy). a consequencc 
is that any admissible wavc1et decays and oscillates. Thus, Eq. 
( 17) can be intcrpreted as a measure of resemblance between the 
original signal and the analyzing wavelet wilh respect to its 
essential temporaJ support and a characteristic frequency. 
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Figure 2. Direct (left) wulmverse problem (right) for distribwions (I 3) and (I 4) and different noise amplitudes: a - 0.0001 (2a and 
2b), a - 0.0002 (2c and 2d) anda - 0.0003 (2e and 2!). 

ln what conccms signaJ decomposition and 
reconstruction, the main property of the wavelet transform is that 
for some classes of analyzing functions and values of the 
description paramctcrs a and b. Vlob( t) cstablishes an orthogonal 
decomposition of thc llilbert space. More precisely, for some 
Vlab( t ) and 

a, = oõ and b,..n = a,. nt.t (19) 

\~here m and n are integcrs, t.t is the fundamental sampling period 
of x( t) and a0 can be set at 2, any finite energy signaJ .r:( t ) can be 
canonically decomposed as 

X( I ) = L W m.n VI o,..h,. • (I ) 
nl.ll 

(20) 

when: Lhe dccomposuion coefficients W,.,_, can be caJculated by 
thc simple formula 

11'"'•" = ( x( t ).V/ a,. .h .... ( t)) (2 1) 

or, using Lcsbaigues inncr product definition for functionaJ 
H i I bert spaces 

..... - nt 

wm.n = J r:ft ;2 T W(r"' t-nt.t )d, (22) 

Thc good timc-frequency localization of Vlail t ), 
togethcr with its orthogonalit) at the dyad1c grid o, and b,..n 
(ao = 2), resuhs in coefficients w._, with minimum redundancy. 
One veT) important applicauon of this is in signaJ recovery from 
noisy data The general procedure IS accomplished in three steps: 
I) transform the origmal data in noiS) coefficients W,_, through 
Eq. (21 ), ti) apply sofi or hard thresholding to the resulting 
coefficients 10 order to eliminate those not rcflecting Lhe basic 
structure of the signal and, finally, iti) reconstruct a de-noised 
version of the original signal through Eq. (21 ). ln lhe context of 
wavelet transforms this procedure IS aJso known as wavelet 
shrinkage and has bcen successfully applied to a great variety of 
experlmentaJ signals. Good cntry rcfercnces on this subject are 
Berger et ai., 1994 (rcmoving noisc from music), Mallat and 
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Zhang, 1993 (matching pursuits) and those of D.L. Donoho and 
colaborators (see for instance Coifman and Donoho, 1995). 

Thcse ideas can be illustrated with an artificial signal, 
representative of the output of an ideal phase detection probc 
immersed in bubbly two-phase flow (Figure 3a). The plateaus 
(representative of the chords) obcy the probability distribution of 
Eq. ( 14) (a • 0.25) and Lhe distances between them vary 
randomly accordmg to a uniform Jaw. White centered noise is 
subsequenlly added (Figure 3b) resulting in a signaJ to noise ratio 
(SNR) of 5.0. The result of a standard hard thresholdmg in Lhe 
Haar basis is shovm in Figure 3c. As expectc:d, the SNR has been 
significantly improved with good prcservation of Lhe edges of the 
signal, which is a known good characteristic of the Haar basis (a 
negative onc, ahhough not restrict1ve in this case, is Lhe 
generation of pseudo-Gibbs art1facts in Lhe vicinity of 
discontinuities). 

Figure 3 Example of /Jaor wavelet dt-notsing: a) pure signo/, 
b) noísy signo/ wult S.VR 5.0 and c) recovered signo/ (lrard 
tltresltolding levei at O 08) 

NUMERICAL EXPERIMENTS AND RESULTS 

ln order to validate Lhe methodology proposed hcre, a 
serics of numencaJ expcnments were conduct.ed with signals 
similar to those shown in Figure 3 More specifically, lhe error 
between Lhe theoretical (Eq. (13)) and Lhe expcrimentaJ radii 
distribution is calculated for increasing noise leveis. The basic 
steps of Lhe procedure are: 1) gcneration of Lhe noisy signal (high 
noise amplitudes are used aiming to simulatc more reaJistic 
experimental conditions), ii) recovery ofthe structure ofthe signal 
by wavelet or classical Fourier de-noising, iii) determination of 



chord histogram, i v) dcterminntion of radii histogram by applying 
Eq. (I 6) and v) calculus of the error defined by 

e = 11 {Pr}-{Pr}~ (23) 

Figure 4 brings thcse resuhs. I o illustrate thc severe 
10fluence of noise in this ill-conditioned problem, the error 
associated with thc use of unprocessed signals is also ploued. lt is 
important to emphas1ze that errors below 1.0 imply in good 
agreement bel\\een experimental and theoretical radii 
distributions Errors between I O and 2.0 are associated with 
poorly comparable rad1i distributions. yet the a"erage values and 
standard deviations are still accurate. Errors above 2.0 correspond 
to completely corrupted distributions 
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Figure 4. Error (Eq. (23)) mjimction ofrhe amplitude ofthe noise 
l'I!Ctor: a) no de-noising, b) Fourier hard de-noising and c) 
wavelet hard de-noismg (1/aar basis). 

CONCLUSIONS 

This work concems thc determination of bubble site 
histograrns !Tom pierced length or chord h1stograms. This 1s done 
by numerically solving an inverse ill-cond1t10ned problem, whieh 
1mplies that lhe solution '' 111 be extremely affected by noise. 
Surprisingly this aspect of the problem h as not been pre\ iousl) 
considered in the liternture. 

Numerical experiments \\erc conducted 10 ''h1ch it was 
sho''" that e\en for 1mpercept1ble disturbances of the chord 
histograms the calculmed s1ze histograms are completely 
corrupted. ln 'ie'' of this, S1gnal-processing algorilhms are 
mandato!)' for handling lhe 10flucncc of noisc 1f real experimental 
data are to be used 

A de-noising methodology was employed for signal 
recovery bascd on wavdets as wcll as Fourier thresholding 
techniques. J'o verify the potcnllality of lhe mcthod. numcricaJ 
simulations werc pcrfbrmcd in which increasing noise leveis were 
added to signals representat1vc of a virtual phasi.! deteclion probe 
immersed 10 bubbly flows. "I he superiority of wavclct 
thrcsholding is evidcnt since good rcsuhs can still be obtained 
evcn at relatively poor SNR leveis 
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SUMMARY 

Tlus paper describes a method of measurement of local mterjac10l area concentra11on usmg a double 
sensor resiSinmy probe The ttme averaged value of lhe interfacial area is gtven "' terms of the numbcr of 
illlerfaces per untt time and the mean value of the mterfacial velocity. ln arder to 1•a/idate the double sensor 
probe data, an independem global measuremenl method based on the dljferenttal pressure wc1s employed 
Experimental results were obtaínedfor atr-water upwardjlow mside a 52 mm diameter ptpe. The rcsults show 
that rhe double sensor probc method ts accurate and re/iable for the local measurement of void fraction. 
interfacia/ veloctfy and ulletfacia/ area concentration in bubbly two-phasejlows. 

JNTRODUCTION 

Experimental infonnation on the two-phase now radial 
distributions of lhe 'oid fraction, phasc velocities, as well as 
mterfucial nrea concentrauon IS essential for the development ofa 
realistic multidimensional models Some of the data may lead to 
closure relations for these models 1vhile others would be 
appropriate for model validation 

ln lhe stud} of two-phase no,, thcre has been a strong need 
for instruments able to measure thc detatled d1stnbut10n of 
various local pararneters ln a recent rcvle\\ ''ork. Cartelher and 
Achard ( 1991) h ave shown lhat the most powerful probc 
tcchniques are clect.rical resistivit) probc, opt1cal probe and hot 
film anemometl) . Among these techmques, the advantage of 
electrical rcs1st1vil) probe is that both thc sensor and the 
detecting electronic circuit are easy to bc realized. ln this ''orl<, a 
doublc sensor resistivíty probc ''as used for thc measurement of 
the radial profiles of void fraction. bubblc frequency, bubble 
interface vclocity and interfac1al arca conccntratton. 

Since the fundamental works of Scrizawa ct ai ( 1975) and 
Herringe and Davis ( 1976), continuous progrcss h as been made 
with respcct to the application of clectrical resistivity probe 
technique to studying local two-phase Oow ptlramctcrs. Progress 
has becn donc both on the sensor geomctry and on thc thrcshold 
proccdure. Thc experimental work of Van der Wellc (1985) was 
dedicated to lhe local mcasurcmenl of thc void fmction, bubble 
velocity and bubble size in oir-watcr flows. usmg a double probe. 
Kataota et ai. ( 1986) introduced a local fonnulation of the 
interfacial arca conccntration and proposed a lhrec double-sensor 
probe. Teyssedou and Tapacu ( 1988) used a singlc probe for the 
measurement of the void fraction pro file m ai r-\\ ater nows. ln lhe 
\\Ork of Bamea and Shemer ( 1989) a smgle probc "as used for 
lhe mcasurcment of lhe void fmcllon at the centerhne of a ven1cal 
pipe in upward air-watcr now. Kocamustafaogullnrí and Wang 
( 1991) presented an extens1ve work on thc local measurement of 
lhe void fmctton, tnterfacial area conccntrauon. mean bubble 
diameter and bubble interface vcloclt) in a horizontal air-water 
no1\, usíng a double probe. Liu and BankoiT ( 1993) de,eloped a 
miniature double probc for thc local measuremcnt of thc 'otd 
fraction bubble velocity and bubblc si te in air-water bubbly flow. 
ln lhe \\Ork of Lcung et ai ( 1995) a doublc probe "as used to thc 
study of lhe ax1al dcvelopmcnt of the imcrfactal arca and void 
fraction profilcs. 
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DOUBLE SENSOR RESISTI VI ry PROSE TECIIN!OUE 

Measuring Princjple. Thc elcctrical rcsistivil) probe 
technique consists of a instantanc:ous measurcment of the local 
electricaJ resisti vil) in thc l\\O-phase now by means of a sensor 
clcctrodc. A !)'PICai res1stiv1l)' probe IS dcp1cted 10 figure I . 

uninsulated 
length 1 

sccond • • electrode 

msulation 

wire 

Figure I - Typical rcsistivity probe. 

The sensor \\·orks as an idcnlificr of a phasc surrounding lhe probe 
tip. Sincc lhe circuit is opened or closcd dcpcnding on whelher lhe 
sensor is in contact with gas or liquid. the probe behaves in principie 
Jike a switch, yielding a two-stagc signal Such a signo! shows a nearly 
immediate responsc to watcr contact w1tl1 the probc, but a delayed 
respoJlS(! to bubble contact, due to lhe rcqutn.'d dc\\etung time of lhe 
probc típ. lndeed. lhe sensor does not penctrate lhe mterfacc w1lhout 
defonning iL Moreo\ier, lhe 11\Stallt.'Ulcous re:.istivity depends on thc 
fraction of lhe sensiti.,.e llp arca \\crted by one phase, and lhcreforc. 
long scnsitive length mduces smoolh s1gnal transJUons Minimtzation 
oflhis delay, i.c., approximatíon ofa square \\ave !thape. ts dcsirable 
for signal conditioning. HO\\C\Cr, to obtam a true square ~Vavc type 
signal. a proper threshold \'Oitagc has to be used as a tnggenng 
criterion. 

Signal Conditioning. The most common method of signal 
conditioning is based on a smgle thrcshold levei whosc 
intersections wilh thc rn'' signal detcnninc thc stan and the end 
of rectangular wavcs, producing thus a succession of gas 
residence times. This approach has thc inhcrent disadvantage that 



signals which do not rcach lhe thrcshold levei will be undetected. 
Hence lhe lhreshold levei must be sei as close to the liquid signal 
levei as possible, in order to minimi1e Lhe influeocc of Lhe 
dewetting tunc and to lakc accounl of small bubbles. 

No agrccmcnt ex1~ts in the literature, nc1ther for Lhe 
recommended threshold levei, nor for Lhe resulting performanee. 
Nevenheless, Lhe Lhreshold levei usually ranges from 10% to 50% 
oflhe static high levei s1gnal. 

The problem IS funher augmented 10 practice b) shills in Lhe 
hqu1d s1gnal levei Th1s problem can bc avoided by companng 
the samples \~llh a self-adjusting thrcshold le,el Before each 
data set entered a phasc d1seriminat10n rouune. Lhe maximum M 
and the minimum N values of s1gnal were determined in advance. 
The threshold levei Tis given by. 

T= (M- N) ·S+ N {I) 

\\here S ranges from 1ero to one. 
The main advantngc of lhis phasc discrimination method is 

that evcry data set has n flcx1ble threshold levei, even for thc 
sarne valuc of S. I h is i~ of praclical imponance if the liquid 
signal levei drills. 

Signal Proecssing. As thc eonditioncd signal eonsists of a 
train of square ''aves, lhe signal has to be processed such that lhe 
local paramelers can be obtnined. 

The local vo1d fraction is defined as lhe time average of the 
phase indieator function X by· 

r 
a= lim~ J X(x,r)dr 

, ..... T o 
(2) 

in "hich X as a function of posuion x and lime t equals one for 
the gas phasc and 1ero for the liqu1d phase. 

As the condít1oned signal is g1ven 10 diserete bioary form. 
equation {2) can be \\nttcn as. 

I ·" 
a=-L, X(i) 

N,l 
(3) 

in which N 1s thc lotai numbcr of samples and X(i) lhe binal)' 
signal. 

The residence time for a bubblc follows from lhe bloek length 
of thc squarc wave signnl. i.e .. from lhe number of continuous 
samples n in lhe gas phase. and from the sampling frequcney f: 

n r;,=-
! 

(4) 

TI1e local bubble int~:rface velocll) may be deLermined from 
Lhe s1gnals of two probe~ placcd 10 Lhe fio,~ d1rection. A bubble 
wh1ch contacts the front probe \\III. m general, subsequentl) 
makes contact with lhe rear probe. rhe ume delay bet'' een Lhese 
mo contact signab IS o me<l!.ure for the 'eloctl) of Lhe bubble. 1t 
is of course poss1ble that a bubble IS onl) ptcrced by one of the 
probes. th1s crror source should not cause any problems provide 
this stochasllc proccss is observed over an adequate length of 
time. A correlation tcchnique '~111 be required to determine the 
most probablc lime dela) bCI\\CCn two stochastic signals. Thc 
cross-eorrelation function of the two probe signals a and b is 
defined by: 
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/' 

Fh(x;r) = lim~Ja(x,t)b(x+d,t +-c)dl (5) 
u ,..,..T 

o 

where d is lhe disumce between the probes and T is Lhe time 
dclay The ma.ximum of the correlalion function yiclds lhe most 

probable time dela) T 0 • from which Lhe bubble interface velocity 

componenl 10 thc 3.\lal d1rec11on IS de1ermined as: 

d 
v=-

1 T 
o 

(6) 

For '''o 1dcntícal s1gnals sh1fled relat1vc to each other the 
corrclation function ) 1elds a triangular shapcd function ln case of 
nonidentical s1gnals. 1.e .• \\hcn the w1dth ofthe blocks differs.. the 
lop of the eorrelallon function is broadened. which may generate 
di niculties in dctermin10g 1' 

0
• ln pracllce. however, lhe 

corrclaLion funclions sho'' a single ma>.imum. 
Thc 111nc-averaged intcrlàcial arca concenlration a, can be 

oblained by counLing lhe number of interfaces passing tJ1e probe 
per unit time N, and knowing Lhe mterfacial vclocity v, and thc 

angle </> bctwcen lh1s velocity and the normal veclor of thc 

interface (Kataota e1 ai, 1986) 

a,(x) = 2N, I I v, cosrp 
(7) 

ln pracuce. it IS difficult 10 determine Lhe anglcçb . Ho\\ever. 

with the assumpuon that the mterfaces are composed of spherical 
bubbles. lhe probe pas~c~ evel) pan of bubble with an equal 
probab1ht) and thc ínterfac1al 'eloc11) has Lhe sarne direction of 
lhe probe 11ps. the mtcrfacial arca concentration can be 
determincd ( Vetau. 1981) by 

I 
a,(x) =4N, ~ 

EXPERIMENTA!. RESUI ,TS 

(8) 

Descrip!ion of the hpcrimental Facjhty. A schematic 
diagram of thc experimental facllity is illusLrated in figure 2. The 
tcsl seeuon is made of a 52 mm ID Ple.>.iglas tubc which is 2.40 
m long. 

Thc air flO\\ was supphcd from Lhe building central air 
system. The \\Oicr \\OS pumped from a large water tank. Both air 
and water flowrale wcre measured with calibrated orifice-platc 
mcters. Air and watcr were lnJCctcd into Lhe mi>.ing chambcr 
placed ai thc bonom of Lhe test scction. Thc bubble gcnerator 
consís1cd of a porous plate. At Lhe top of Lhe test section a 
conslant levei S) stem aiJO\\ed thc ajr to be exhausted and Lhe 
''ater to bc rctumed to thc tanl.. b) gra\lt). 

The double sensor probe was mounted on Lhe displacement 
mechanism made of the m1crometer sere'' gauge. The probe was 
placed at I 92 m (L.JD 37) from the inlet of Lhe test section 
Usmg thc displaccment mechamsm, Lhe double probc can be 
moved radial!\ from the cen1er towards Lhe p1pe wall up to 2.0 
mm from thc 'wall. Measurements wcre performed at 9 different 
radial pOSIIIOns. 
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Figure 2- Schematic ofthe experimental facility. 

ln the experimenl thc superficial gas velocity was varied from 
0.0 I O to 0.040 mls and the liquid superficial vclocity was varicd 
from 0.041 to 0.200 mls. given a set of 25 experimental 
conditions. 

The Electrical Resistiv1t'. Double Probc. The local 
measurement station cons1sts of a probe displaccment 
mechanism. the clectncal resistivity double sensor probe and the 
driven voltage-sensílivc c1rcuit. The double sensor probe was 
inserted in the test scction through a probe support tube ( 1.2 x 0.8 
mm) flXed to thc disrlacement mechanism. A micromelcr screw 
gaugc, with graduations to an accuracy of 0.05 mm, was used to 
traverse the probc in lhe radial direction. A high resolution 
mechanism was necessary to evaluate probe positions in now 
stream accurately and to ensure rcproducible results. 

The des1gn of thc elcctrical rcsistivity sensor is sho'"n in 
figure 3. For each sensor. one electrode is lhe exposed tip of an 
otherwise isolated ''ire and the retum electrode IS the supporting 
tube. The inner electrode is a 127 ~m diameter coppcr wirc, 
msulated wilh a varnish and a.ccurately cut under a microscope at 
the up. The copper wircs \\Cre inserted into supporting stainless 
steel tube. Epmcy insulation was applied to the entire sensor and 
allowed to run back whilst drying. to cxpose only a small tip arca. 
Thc exposcd length was about 100 ~m. The axial distancc 
between thc tip ofthe two sensors was 3.7 mm. 

Each sensor WQS driven by a voltage-sensitive circuit 
consisting of a I 5 volt battery and a 2 MO potcntiometer 
connccted m series ''ith the probe to the ground The 
potentiometer \\as adjusted to give an optimum output 
voltage for measurcmcnls lf the sensor tip is 1n the ltquid 
phase, the circuit will be closed and the voltage output will 
be Jower. Whcn a gas bubble hits the sensor tip, the circuit 
continuity will be broken and the output will read a high 
vollage. The voltage drop across the probc during closed 
circuit (liquid signal) approximatcd 0.5 volts. This low 
voltage effectivcly reduced elcctrochemical phenomena at the 
sensor. 

For each presei experimental condition the probe s1gnals 
were digitized by a data acquisition system utilizing a 
personal computer and a high-speed analogue-dig1tal 1/0 
expansion board. 
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Figure 3- Design ofthc clectncal res1stivity double probe. 

Owing to the large volume of data gcncrated. thc sampling 
rate of the data acquisition was sel at18 kllz, and thc total 
sampling time was 30 s. lt was found that 1h1s combination 
provided a sufficicntly numbcr of bubbles for thc statisucal 
analysis ofthe nm.-. 

h ís to be notcd that thc sampling rate may scen 10 be vel) 
lo" ''hen compared w11h some mvestigat1ons carried out on 
vertical bubbly two-phase no\\ S. However, Íl IS lmportanl to note 
that for lhe present experimental conditions the bubble vciOCIIles 
are \ery low. and thus it becomes esscntial 10 have a total 
sampling time as long as possible to gel cnough bubbles. This 
simultaneously leads to a lO\~ sampling rate due lo the overall 
limitations ofthe data acquisition system. 

As mcntioned above, a proper threshold levei has to be 
applied to lhe raw signal in order to obtaín a lruc squarc wave 
type signal. Whcn the threshold levei S. defined as a percentagc 
of lhe voltage gap between the static leveis. cvolves from 0% to 
I 00%. so does the local voíd fraction Ali the experimental 
resultS presented in this paper ''ere obtained by using a threshold 
levei S=0.15. 



A manomcter connectcd across Lhe length of the test pipe 
g1ves an accurate measurement of two-phase pressure drop in the 
test section. This can be comerted to two-phasc gravítauonal 
head to obtain thc global vo•d frac110n data. Note that under the 
present experimental conditions lhe frictional loss was almost 
completely neghg•ble in comparison with the head loss. 

Void Fracuon Measurcmcnts. The mcasured profiles of local 
vo1d fraction at various gas superficial velocitics (for JL=0.200 
m/s) are shown in figure 4. Thc void fraction vnlues are nearly 
conslant in lhe radial direction cxcept near thc wall where thcsc 
values decrease toward zero atlhc 11all. 

ln ordcr to validate Lhe double probe data comparison with 
other global measurement method was made. For this purpose Lhe 
different.al prcssure measuremcnt data was utilizcd. The radial 
profiles ofthe void fraction wcre first arca averaged to obtain the 
avcraged void fraction at cach superficial gas and liqu1d 
vcloc•ties. As shown in figure 5. the void fraction values obtaincd 
from Lhe double sensor probe mcasurements are about 2~o lo11 er 
than those obtained from Lhe diiTercntial pressure mcasuremcnts. 
The diffcrence belween thesc two averaged vo1d fraction valucs 
may be explained by thc fact that the local void fraction values 
werc slighlly underestimated (some bubbles wcre no! detected by 
Lhe probc) and thc global void fraction valucs wcre overestimated 
(the friction pressure drop ''as neglcctcd). 
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Figure 4- Radial void fraction profiles 
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rigure 5- Comp;1rison ofaveragc void fraction obtaincd from doublc probe with global measurements 

Bubble Interface Veloclt) . ln thc measurement ofthe 'elocil) 
the double sensor probe in cfTect measures the interface velocity. 
Thc mean velocity of the front mtcrface of the bubble is laken as 
the mean axial vclocity of Lhe bubble. Herc il should be noted 
that for large and non-spherical bubbles this assumplion may lead 
to considernblc error 

As it was menuoned abo' c. the bubblc mterface velocity ma) 
be determincd from thc time dday bctween the S1gnals of two 
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probes placcd in Lhe tlow direction. A correlalion function. 
equation (5), 11as used to determine Lhe most probable time dela) 
bet\\·een two stochastic signals. The maximum of the corrclauon 
function yiclds the most probable time delay, from whtch Lhe 
bubble interface velocity component in the axial direction is 
dctermined by equation (6). 

The radial bubble velocit) profiles are prcscntcd m figure 6 
for diff.:rent values of gas superficial velocit) (JL-0.089 m/s) 



The bubble velocity profiles show basically the power law profile 
with the maximum at the pipe center for ali gas superficial 
veloc1ties. 

lbe measured bubble velocities are close to the values 
prcdicted by the drift flux modcl (Zubcr and Findlay, 1965). 

Jnterfacjal Arca Cooccmration. The local interfacial arca 
concentration may be determined from the bubble interface 
velocity and bubble frequency measurements, by using equation 
(8). This cquation was obtained with the assumption that the 

interfaces are composed of spherical bubbles, the probe passes 
cvery pan of bubble with an equal probability and thc interfacial 
velocity has the sarne direction of thc probe tips. Thc radial 
profiles of mtcrfacial arca concent.ration (JL=0.200 mls) are 
presentcd in figure 7. Gencrally, the interfacial arca concentration 
incrcases as the gas superficial velocity increases. On lhe other 
hand, it was not innuenced by thc liquid superficial velocity. lt 
should be noted that thc interfacial arca decreases near the pipe 
wall, certainly becausc the bubble frequency reduction in this 
region. 
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Figure 6- Radial bubble veloc•ty profilcs 
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Average Gas SuoerGcial Velocily. Thc average gas 
superficial vclocity may be obtained from the local 
measurements of the vo1d fraction and the bubble interface 
velocity. First, the pipe arca is dividcd into concentric rings 
according to the radial position of thc local measuremenl. 
Thc arca averaged gas superficial velocity is obtained by 
multiplying the local void fracuon and bubble interface 
vclocity by the area ratio and summing them togethcr: 

J,= ~!'~crM=~[(; r -(;rl' '~a · (9) 
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where t"o , 'i and R are respectm:ly the ou ter and the inner 

radius ofthc concentric nng and the pipe radius. 
Figure 8 shows the comparison of the arca average gas 

superficial vclocities obtaincd by lhe probe mcthod and by thc 



inlet measurcrnents. Most of data were with a 200/o error range 
cornrared to the inlet flow measurement. The disagreemcnt for 

high gas superficial velocity is probably due to thc effect of thc 
undcrcstimation ofthe void fraction, as it was mentioned above. 
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Figure 8 - Comparison between arca averagc and inlet gas superficial velocity 

CQNCLUSIONS 

The electrical resistivity double probe technique for 
mcasuring localmterfacial arca conccntration in a two-phasc flow 
has been described. Data on the local void fracuon. bubble 
interface velocuy. and mterfac1al arca concentration were 
obtained for diiTerent gas and liqu1d superficial velocities in a air
water vertical bubbly flow. 

The void fraction radial prolilcs sho\\ed a relatively flat 
pattcm in the core (r/R<0.8). Near the wall (r/R>0.8) thc void 
fraction values decrease toward zero at the wall. lncreasing the 
gas superficial velocit). for a constant liqu1d superfic1al velocll), 
increased lhe vo1d fracuon, both in the core region and near the 
wall. 

The bubblc interface velocities, obtamed from lhe cross 
correlauon funcuon of the signal of the double sensor probe. are 
close to the vnlues prcdicted by the drift flux modcl. lt ranges 
from 0.25 mls (near the wall at lowcr gas llow rate) up to 0.60 
mls (core region nt higher gas flow rate). 

Thc intcrfacial arca concentration prolilcs, obtnined from the 
void fraction. bubblc frcquency and bubblc interface velocity, 
sho,,ed the sarne behavior as lhe v01d fraction profiles. 

Finally. the area avcrage gas superficial velocities, obtained 
from the local rneasurements ofvoid fraction and bubble velocity, 
were compared to thc inlct gas llow rate and a good agreement 
wa.s found. 
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SUMMARY 

TJ1c present work proposes a lcx·a/ model for a pl.l.rticultJJe suspension flow t'mployirlg tlJC' 
c-o.niinuum Uleory o{ mixture- specinJJy deve/oped t.o deal with multiplltlse p/1enonwna. T/Je flow 
of a Newto.nian fluid witb small solid particles ÍJl suspension - i11 wllic/1 thermnJ non-('quilihrium is 
t~llowed- is describro tlS a mixture o{ solid 8Jld fluid consUtuents coexisting superposf!d. Thenm.r 
dynamica//y c-onsisteiJt consLituUve bypotheses are derivt.'Ci in order Lo build MJ adequate model 
for suspcnsions. 

I NTRODUCTION 

Fluiel-pa.niclc suspension nows play ~HI illlport.ant rolP 
iu muntle~ prad.ica.l engiu<.'ering a.pplications with major 
Pf'OIIOrni<'..aJ importance. TIH'SC indud<' lhe S( udy of ÜOVv'S 
of miniHg proúuc:tt< in suspen~ion in liquids, su(:h a.!' W!l.tP-r, 
the fl ow íh<l~ orcur::t in petrol exploiti'ltion- in whicb rock 
pa.rticlE'S now Íll 1:illf'pens ion wit.ltilJ t.he fluid, fiuidizrd beels 
m1d nudl'ar rNwt.or lo&< of eoolant l'll'cielenti!. The int.P.re~,;t in 
mocldling r:;uch plwnomena is increasing s igniAf'antly nowa

da.ys mainly duc t.o thc import anc.;e attached to problems 
t.hal impacl t.hc em ·ironmcntal statc - e.g. liuid-pollutiou 
particles ftows - ciLher in rivers or in Lhe air. 

This work presents n local modcl for l.hc flow of a Nl"w
t.onian fluid wH.h rigid solid pa.rt i ele~ in suspens iou in a 
t hcrmal IIOJH'qtúlihrium c<)lltP.xt , bAJ:.E'd on t h e Tlwory of 
Mixl ures. a convenient mPthod for modelling multicornpo
uenl sy:,tem::t, whkh W'8.S firsl p re«eul.eu withiu lhe frame
work of C..ontinuum Mechaui~ by 'T'rnel'dell (1957). lt.s ha
sir- assumption is t.hat, a.t any timt>, all t.hc constitucnts are 
pr~ent in every point of thc mix:ture. Thc fluid-pa.rliclc 
Oow is 1nodelled as a rnixture of t wo overlapping coulinuous 
eonslituents: one :;olid (rigid, homogeneous a nd iw t.ropic 
partidt"l;) aud one Ouid (n.n incompres::~il>le 1\ewtonian Ouid). 

Additional (,pfln.", playi ng ( ile role of momPnt.um and 
t>nergy source-.s, ~thsenr in thf' cla.ssical Oontinuum Mechan
it't:' a pprmwh, a re req11ired in lhe bala nce cquations 1 o ac
c·ount for lhe t.Jwrmod)'li8IIIÍC'al Ín(.eraci ion IJt'lwceU thc C'OD

:::titllt'lllb. T hf' ITIAS~:o, mmnenl.um a nd energy balance equa
l iom;, which mu..-;t be solved for bl1th eonstitucnLs of Lhe mix
ture, combined with thennodynamieally consistcnt const.i
tutive assumptions for the pa.J1·ial !'tre8s ten1'or, lhe partia! 
h<.'at liux and for the above mentioned momentum anel cn
rrgy sourl'cs, rcsull!" in a syste matic descripLion for t hPrmaJ 
tiows with part ide<' in t'Uspens iou . T he rP.l:lulting mat hemat
ical rcprescnLation tom;it>t t' of a set of t en partia l diiferent.ial 
t>qua.l io llb tm bjrct ed tn c·onvenient boundary conclit ious, 
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whoSP unkno-w1lS are lhe fiuid anel the solid c'OJlStituent.s 
wlocil.ies and l.empcratures, t.hc lluid frae~ion and thf' prf's
f'lJre. 

Partkulate sm•pf'llSÍOn flmvs ha.vc aln'ady descrvod scv
eral studies, probably d uP to t hl'ir a.ppli('alinn in thc des<)rip
ti cm of Jml.ny prO<'PSSes of cuginPcring mtcrC'Sl. Passman PL 

al. (1980) havf' modellcd stk'pcusioJlS of pa.rt irle:. in a fluid 
employin g a núxlllre theory approach a.iming to predict. rhf'
ological properties of suspe-ns ions. A~uming l.hat. the sus
pension is dilute, t hey have prop~ed n rheological equat.ion 
of s tate for an isothenna l suspensiou aud have a.ualys(>(l 

a simple shearing problem. J eru1 and Pedd ieson ( 1997), 
in a recent work, havc presenteei lhe simulation or oue
dimensional two-ph~e lluid j part icle t<uspens ions, st.ressing 
t llt' llll:l.LheJnat ica.l aspe<'tb or different model::; to describe t.he 
motion of a suspeusio11 a.nd applying them t.o st.eady inje<:
t.ion of particles inl.o a quie&:enl. fluid, unst ea.dy Oow ftl low 
volume fractions a nd fully dewlopP.d s l.cady \'crtical pipe 
flnws. Although thcir work dealt with c;omplex proc;es1:ieS 

wit.h cngineering intercsl, thcrmaJ cquilibrium has been a."" 
sumed throughout the articlc. 

G OVERNING E QU ATIONS 

A Continuum ~1echanics approad1 would de~criht> ad
equat.ely phenomena such ~'s a fluiel flow with a s inglc solid 
particle itmnen;ed in ii .. Stokes, in 1851, has a lready bOived 
a simpliftf'd vers ion of the problem in whkh n sphcrical par
lide falis through an infinite viscous fluid duc lo gravity 
e[ cd. fiowever, iu the prese1we of a great numbPr of pa.rti 
cles, whotif' shapes might be not as conv<'nicnt as the above 
mentioncd spherical pa rtide, Cont innum M<>chanics would 
be no more a 11 adequaLe choi<.'E' for de.sl'ribing the rcs11IUng 
part icula tf'-SUBpension flow. A11 a.lternat.ive a.ppr.oa<'h a.rÍ!'f't' 
naLurally if one 'b~an; in minei t.lla.t l.llt> Cont.inuum T heory or 
Mixtures has been specia lly developed to model mult.ipllase 
pheuornena. 



Thc balauct- t>qual.ions used t.o describe U1e solid-fluid 
mixLure whicl1 represent:s Lhe pa.rticulate suspension Uow are 
sLated assuming a chemica.lly nonreacLing continuous mix
ture. This hypothesis asaures that Lhe mass of each con
st.ituent ofthe mixture is preserved- a.nd, according lo Atkin 
and Craine (1 976), the balances of mass fo r lhe solicl anel 
t he fiuid constit.uents are sla.tecl as 

ôps 
- .,. \l· (psv s) - O 
8t 

( I ) 

(2) 

iu which Ps and pp RTP. thc solid and fluid const ituent.s' 
ma...::s dPn.<>.ities nnd v .o; and v p I hcir velocilies in the mi.x
ture. T he lleld p, TPpr~nts tbP local ra.Lio betwt>eu the 
mass of lhP i - I h cúnsl.ituent a11d t.he corresponding vol
ume of mixture. 

T he ha.lanet' of lineo.r 0101 nent.mn i!:i post.ula.t.cd by 
applying t.he first axiom of Euler Lo each <~cmstituenl. of 
t he ('hemically nou-rcad.iug coutiuuous mixturt! ( Atkin 11.11d 
Craine, 1976): 

Ps [ â;t -1 (\lvs)v s] 
(3) 

'V·Ts- ros I psgs 

PF [
8;t 1 (Vvp) v p] = 

(4) 

'V·T p r m /<· I ppgp 

where T s snd T F represenL lhe partial slress t.eusorg asso
dat.ed Lo lhe b<>Lid and t.he fluicl t:onsl.i t uents, m s and m p 
lhe momentum interact.io11 force!:i, per unít. volume, ucling, 
respectively, on t.he sulid aud on the fluid constiLuentl:i duc 
t.o their internct.ion wilh lhe remainjug constituem of t.lle 
mixture a.nd g s and g p specifi1· body forces acting on thc 
solid and Lhe fluid const.ituents. The momentum ínLerac
tiou forces play a role of momentum sources, being present 
in t.he balance eqnations in order to guaranLee dY11amical 
inleraction among lhe I"OllSW uent s of a mixt.ure. 

The mollleutum bala nce for t.he mixturc as a whole, 
wquíres that Lhe ::lurn of momenl.um sourccs nmst be zero 
cYerywhere. This a&lumption is simplificd wbether a t:wo

co~lituent.s' mixt ure (i - 1 , 2) is considered, so that in 
order t.o ensurc the momentum balance for lhe mixt.nre ii. 
8ulnces Lhat 

2 

Em·i - 0 ~ ms - rop 
' I 

(5) 

Tn the prrscnt work T s and T p a.re as.>umed symmet.
rical, so tlw a ugular mornent,11m balance i~ autornatically 
sa.lisfied. 

Considering once a.gain a chemically non-reacting con
Linuous mixture, aecording to Atkín and C'ra.im• (1976), lhe 
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energy bA.IancP for boLh lhe solid and the fluid constituents 
is given by 

Pscs [ ~~s -+- (\!Ts)v s] = 
(6) 

- \l· qs-r T s· D s I q~' + IIs 

[
ôT ] ppcp ar+ (\!Tp)v p 

(7) 

-'V . q p -t T F . D F + q; 1- li F 

in whil'h rs A.nd c r-• are lhe solid m1d the fluid sp<'Ci lle hPat11 
- mea.•mrecl in a co11t.inuum mccha1úcs frmncwork. Thc re
maiuing variablcs must bf' t:onsiderPd wiLhin a mixl.ures the
ory context: Tp a.ud 'l's reprf'seut. the fluid eonslituf'nL and 
solid constilueuL t.Pmperature fields, q p 1md qs t hc (ron
duct.ion ) part,ia l hea.t fiuXf'<' for lhe fluid a nd Lhe wl id con
!:' l.it.uent.~. D s and D F are t11 P syrmnetrical part of Vs a.nd 
v p gra.dif'nt.::J and, finalJy, q;: aud q;' the flnid and sol id 
<"onstitueuts heat gfmeration I.Prms. 

T lw int.f'nutl contribution t.erm;; li p a.nd lls represem 
Lhe cnergy generation f1mction, a risiug from thennal non
cquilibrium - a llowed a mo r1g the coustit.ucnt.s nf a mixturf' 
T hey are t.emperalnre-depcndcm sourccs for each energy 
equaLion a11d represenf the energy Sllpply t.o a. g iven !X>n

stit uenl. arising from its t.hermal interact.ion with lhe other 
cousliLuents of the mixture. ln Lhe pa.rt icular case of a bi
nary 1nixture, fl p l'f'presenhl lhe energy tra.usfer per unit 

t.ime and unit. volume from lhe oolid cot'k't.it.nenL to I he fluid 
r.onsWt•ent - wl1ile ris :;~t ands for the tran!:'fer from t he Auíd 
coustituent to thP solid onc. Now, eonsideriug the mixture 
as a whole (i = I, 2), an analogy wilh lhe energy balanc~> 

proposed by Martins-Costa el ai. ( 1993) lf'ads t.o 

2 

I)rt =o ~ Op = - Us (8) 
·& I 

CONSTITUTIVE ASSUMPTIONS 

Ac(·ording t.o .)c>an a.ud Pf'cldieoon ( 1997) pari i1·nla(,p 
~U!'.[>Pn~ion Oow rnodcls - which a re :,l.ill heiug con:>tnwt t'<.l 
- ma) bf' asaumed as g()WniC'd by eqnat.ion::- mathemali
ca Uy ana.logom; to thosc a$so<'ialro wilh E~inglc ph~f' fiow 
of a compressible Ouid through a porous medium. ln a ll 
thc conslitutive equa t.ious d~>rived in this item t.v.ro relevant. 
aspccts wcrc t.aken int.o accouuL Tlw fonuer ww lhat I hc 
s imples! constitui ive form a.mong t hose 1 haf. :::a.tis fy ll lf' S('('

ond Ja.w of ThPrmodynamiCEt lllld thc principl<> of ohjt><·t ivif.y 

has a.lways hi"E' II >'f'.<l.r<:hcd for a nd llw la tt.f'r \VllS to stale Lhe 
cquatious in t.erms of variable.t> tl1al. r.ould bt' relat.!Xl Lo usual 
cont inuum me<:hau ic.:s variables. 

The dynamical inLerad ion bel ween t he constit uems 
(arisiug from t,he s im nltaneous ex:istencc> of two disLincL ve
locity fie lds in the considerro dorna.in- corrcspoudiug lo the 
fiuid a.nd lhe oolid c:onstituents velocities) is t.akcn into ac
!:onnt in a mom.entum source lcnn. 'l'he mow entum source 



associated Lo Lhe fluid constitucnt ~ a~umed l O be propor
tional t.o itfl relative wlocity (VJ.·- v5 ) M well as to the 
gra.dient of fluid frarti ou in !.h<' mixture (Williams, 1978; 
Martins-Coota and Saldanha da Gamo., 1996): 

m p = 0>1 (v F- v s) + 0'2~1;? (9) 

where tbe fluid fract ion '{' is 51Wh t hat l;? _er_P , reguJting 
flvod 

m the followin g relat.io~ for thP :>olid and f!Utd con.-tituent s 

lllik"S den.sities 

Ps - (1 - 'f)Psolid 

PF = lfPJluul 
( l O) 

in which Psol&d and PJiutd are thf' t;O)id and t hE' fluid m&~ 
dPm;itics, measured within a Continumn Medumic·~:~ frame-

work, and O:t and 0>2 are givPn by 

O't -({!2 17 

a2 - - V 
(1 1) 

wbcrP 17 is thc actual fluid visc~ity (considering a <~ontin

uum mechanics frarnework) and V i:; n diffu~:>ion coefficient 

which may depcnd on ;p. 

Assuming the solid constituem as compo:;ed by rigid 
;:1parrely distribut!:'d particl~- in such a ·way that du;tanccs 
bf't.ween part ide$ are much grcater lhtm thcir size$ - it is 
r<'S..."'()Jlable to supJX>;'e thP ~hf'ar l'ffPct nPglig•ble (Je-an and 
Prodie:;on. 1997). T im::: the :;<>lid ('()Jl:<t it ut>nt part.ial stresg 

tensor may bE' simplifif'd as 

T s = -p(l- .p)l (J 2) 

in whid1 the prC$sure ad,mg on tht> mtxlurP tt" repr~ented 

by p, ..o that (1 - .p)p is tht' partia! pr~urc act mg on the 
~olid <'Ollill ituPnl, which rPpre,ent t> t h<' t;Oiid part icl('S. 

C'<lnsidering a 1\'Pwl.onia n incornprf'l:'tlibl<' Auid, tltP par
tial !!tress tensor a.."!'ocia.~ed t.o t.hf' rluid <·on~;;l it uc-nL may be 
statro as (Williams, 1978): 

T p - -p<,ol I 211D p ( 13) 

where .pp stands for the pr~sur<' acting on LhE' fluid con
stituent, D p for the symm<'t.rkal part of ~VF aud Ji is 
rc-laled to the Auid constitucnt vit-c•o::;ity 1/, 111 HUt h a wa.y 

that 

1, w·2>. (14} 

111 wlúch >. is a ~calar paromt'ter, wh1ch IWCOUill!:! for the 
pre;ence of solid particl~ in the mixturP - ~ugg~tcd by 
\\'illiams (1976) to account for thP drag cnhan<'Cment in a 
:,olid-fluid mixturc- whcn comparcd to lhe mixtures of fluids 
com,ideroo in the a rt idf' by SRmpaio and \\ illiams (1977), 
in whicb th~ relation bct wPPII llw vb~Wllt~ has b<'Cn first, 
proposed. 

Constitut.ivc equations for lhe pa.rtial henL Ouxe!> are 
proposed, a.hning to oblain t.he ~:~implest eletnt'll~ary equa
tions in which alJ t.he mea.ningful <'ffect.t~ are iududf'd. A lin
ear dependency on t.he r.p varia.bl<' it> <>xp<'<'i<'<i, for instanec, 
since it represents the actually "oc<·upied '' volu111e (from a 
continuum medmnics vit-WJX>int) An annJogy wilh lhe heat. 
t.ransfer process in r igid :;01id mixtur('(;. (Saldanha da Gama, 
1989) leads to tht- following equ11t.iom• 

q s : -Aks(1 - -r)~Ts (15) 

q p : -l\kp.p~TF (16) 

in which A represents an al"'-'8.)~ pc><'illve parameter that 
depends on bot h Lhe intcmal bl rudun• and lh<' kmPmat
ics of the mixture and J.·p and k,· are thc uduai!!Oiid and 
Ouid therrnal conduet.ivitirs- obtaincd wit hm a continuum 
mechanics viewpoint. 

FinaJJy, sin<~e thc mixturc tlwory a llows a t.hcrmnl inde
pendence betwef'n the two const.it.u<'nt.s, a. linear rl'la.t.ions lúp 
on the loca] lcmperat ure diffrr('ll('!' ís ~8UIIWd in t.lw con
stitutive assumption detleribing t.he l'llt>rgy gcneration fuuc
tion 0 F - wbich ac.count.s for t.lw energy t.rnnsfer among thf' 
con.stituents of a mixturc, so that tlw following equat iou 
is proposed (~lartins-C.h-ta and Saldanha da Gama., J 996; 
Saldanha da Gama, 191<9) 

Op--:: - Os Hps(Ts- TF) (17) 

where Rps is an a lwa)'fl p0$ltiw fartnr whi<'h nmy dPJ><'nd 
ou (v F - v s ), on lhe t>palta l ptJtOit um and on t he nnx
ture constituents' th<'rmal pro~rtil';,< anel inlt>rnal strurture 
(Martins-Costa et ai., 1992) 

At t his point it i:l impor1ant to ment ion t llat l ht- col'k't i
tutive relations propO:>cd in th<' pr~cnl ~·<1.inn for momeu
tum and energy somces, partia! ~tn·~ lC'll:<Orl:l 11nd partia! 
hea.l fluxes satisfy tbt' SN'OIId law of t.hermmlynanúcs, r P

gardless the geomctry, t he f'X\ Prnal tl.C't.ionH or llw boundary 

conditions (Cost.a ... Malt.O$ PI til. , l!m:J). 

AN APPLICATION 

C>Ombining ma...;;s, mmnPntum nnd r n<'rgy balll.ll<'t' equa,. 
t.ions for each com>titut-nt. in U1C' mixt.mf' (l'qs. (1}-(ij), (6)
(7)), tbe relations derivcd from momcntum Rntl encrgy bal
ance equation::; for tht> mixturf' 8!:! a whol(' (('(!='· (fi),('<)) and 
the const.itutivc a.."Bumption" (t-q:< (!l), ( 11)-(16)) ~latro in 
the previom~ sections, on<' ohtauu. tlw following ,p( of equa
i tons - which descrih~ the flow of R 'lt•wtonian Omd with 
:;mall solid part.icles in s~p<'tl.í'IOII 
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â 
Ôl (l -I{J) ~ (1 - VJ)V~ 

Ôl;? ~ ~· ( ;pv F) - O 
8l 

o (lh) 

( 19) 



[8vs ] (1 - .P)P~uità Tt I ('Vvs)vs 

- 'V (1- cp)pj- O:t (vp- vs) 

-a2 'Vcp I ( I - CI')Psolld gs 

f
/)v f' 

C/'PJiu•d ()( I ('Vv p)v P] 

- - 'V1:pp 1- 'V I2JlD F) 
rna(v f'- vs) 

~ 0:2 'V{:' <PPJlutd g F 

[
lJTs ] 

( I - <P )Psollà ('S 8; - ('VTs )v s 

'V · l'"'~s(l - cp)'V7s] 
I { 'V1{ I - cp)pj} · D s 

I q~' 1 RFs(Tp- Ts) 

8Tp 
CI'PJtuidcF[m 1 ('VTp)vF] 

- - 'V ·IAkpt.p'VTFJ 

{ -'V 'PP -t 'V· 2JlD FJ} 

D " q~: I RFs(Ts- TF) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

Corll:>idering appropriat.c• initral and boundary condi
tions, the above prol>h-m may lw uumerirally simulated. For 

a steady-statc ca.."l', for in~tarwe, inlet vahtes for cp, p, v F. 

vs, TF and '/ 's muld be givttn. lf a flow lhrough a chan
nel iti ~>imultltcd, t.hl' fluid m n.stit uent velocity should sat
isfy no-tllip and irnp('rTIINtbilit.y hounda.ry eondilions at lhe 
cha.nncl's rolid bouncln.ri <>::~, whil<' for lht" solid constituenl 
(repr~enling lhe t~olid part.ides), only impermeabilily ota 
the solid walls would lw rl'quir('d . 

An intcr~ting t'ÍtnpliAcaliou of thc above s ta.ted prob
Jem may hf' achi<>Vf'(l wht>n 11 ~;t('ndy-stal.e t.v.'o-dimensional 
flow through a plan<> dumnel i:; analysed, neglecting lhe 
terrns analogous to tlw viil<'Oll~ di~ipation T, · D, and thc 
extemal heat generation q;"-~ t.hat lhe resulling equalions 
which descrillP lhe :<Olid 11nd 0111d COJl..<;tituenls are: 

â â 
n-1{1 - t.p)usl I -:-lO- t.p)t·s] = O (24) OJ: i)y 

[ 8us 8us] 
(1 - .P)Psohd U.s iJJ' 1- t's i:)y 

l) 
= - l).I'[( l - cp)p]- Ot ( u.p - us) {25) 

f)cp 
-a2 a.r ( l - CI')Psolid 9.r 
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[ ôus 8us] 
( 1 - '{) )P~olid US ():r Us i:)y 

a 8cp 
- - - (1-lp)p -Ot(l'F -trs) -Cl2-

{)y {)y 

I (l - .P)P.oltd !Jy 

[ âTs aTs] 
(1 - <P)Ptwhd cs us ().r t•s i:)y 

()2 
= - lJJ·2 [i\ks(l- cp)Ts] 

â2 
- 8Y2 (Aks0- cp)Ts ] 

I Rps('f',.. - Ts) 

D fJ 
- [t.pup] t -. <pl'F] - O 8:r 8y · 

[ IYFF 8'FF] 'PPJiutd Cp Up-- I t•p--
ÔJ' 8y 

(26) 

(27) 

(2tl) 

(29) 

{30) 

{)2 82 (31) 
= - a.r2 Akp;,pTF] - f}y2 IAkFt.pTF) 

f RFs(Ts -1 F) 

where v p and v F arf' v F l'Ornponents and us and 115 are 
Vs components on x nnd y dire<:t.ions, rcspectivcly. ln or
der lo solve thi$ problcrn v s, v ,.., cp, p 15 a.nd TF must 



be known at. Lh<:> channel's inlet and at both inferior and 
superior cha nnel wa.l ls v p = O o.nd Vs = O (uo-slip and 
in1penneability boundary condiLions). 

FINAL REMARKS 

A mixture i.hcor) approadt had been use<l Lc1 uescrihe 
a. flow of a Ne,vtonian fluid wil.h small solid particles in 
su:>pension. lhe fluid and the pa.rt.icles have been rcp
rest"nted by two overlapping eont inuons co11stit.uent.t~ of a 
mixture: a solid one st.anding for the rigid part.icles, while 
lhe fluid cous tit.uenL rc>prescnls a NcMonian incomprcssib lc 
fluid . Ba lall('P f'qua.Uons for cach consLiLuent and consli
t.nt.ivP hypot heses have been considPred to b1tild a ttimplc 
modl-'1 for t hf' partic'ltlaLe su!:lpent<ion flow - in such a way 

t.haí the problem was mat.hE>matit·ally des<~ribcd hy a Sf't, of 
i.<>n pa.rt.ial d iffcrenL iA I ~>quaL ions. 
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On the Interaction Between a Ga.s-Liquid Bubble Plume and a Wall 

by Philippe P . M. M enut, Jader R iso Barbosa Jr. & Atila P. S ilva Freire 
M<'<'hRmt'a l Enginecring Program (PE~ljC'OPPE/LFHJ), 

C.P. 6R503, 21!l45-9i0 - Rio dt' Janeiro - 13razil. 

Abs tract 

Tim 7mpr1· npe1'i111Rnlallq dc•.sc·r'ibn lhe ga5 frartiun clt~ll'lbulum tn llw lu•o-phow j1ouo of cr gel\ ltquid tvtmd 
bubblc plume sei to det't'lop mlJON'Ili lo a wail. The /()('a/ ga\ fmrlron meruuremcnls an rtwntYI oul uMng lhe 
fkriiTH'PSI.Sin>tly probe it:dmtque m an n11·-water sy~lc·m. Thc ~g\lrm r.omprises a c ubu· mcltT r'Oiume waler 
lanl.. and atJ· m;cctwn no.;;:;lt•s u•lw~r jlow mies range /mm 1.2 lo J.5 ltln prr mmulc ll'ltt·ll a Hvude nurn.ber 
bcMnl on tlu dnlam:e bdu>ecn lhe ga.s .som-ces 1S lugh. lhe plvmt' crhtbrt.s a lype of a Com1da t'fft·rt. bendtng 
tou•anls tlu· v•all. A bnf'/ lhc·oniiC·al anaiysrs, ba.sed on Taylor·~ eulmmment hypolhe.51.s. u rondurtcd so that 
a Nmablt • rntminmenl c.Qt'ffinc•nl mn be prvposed m lhe fuluw. C:atJ.Htan dt.slnbulions obscn•cd lo ensl for 
tU?symmt'fru· smglf' plurru·.~ m't' .slt owr1 no I to occur •in jfow gromrl1it>~ wher'f> lhe Coandn rjT1·rl H ttllowrd lo SI' I 
m. J>hologmph.s of lhe jlO'U' o.n• .slwum l o iiiii.SÚn.te III I' pht"''wrnolo!l. 

KEl'WORDS: b11bble plume\, gru ftnct·&Otl dtsl!•tbutwn, eleclf'O-rrusliuily pmbe!>. Uoandct t•[ferl. nLim:inmenl. 

l l\ THODl. (TIO~ 

Ga., :;t írn'<.l m~lt ladlt'l:; are a <'llllllnom ocurrence in thl' 

~tt'\•l mnking mdustry. T he upv.:ard lllOVl'lll~nt. of an inl'rt 

ga.s into a hath provokes a large agitation in the molten 

nu•tnl, r~ult ing in t hc chmucnl aud t.hcnnal hornogeniza

tiou o f tlw mixt ure, &" wcll 8b in OJI flf•<·elera.t.io n of lhe 

<lh:~orpt ion o f hu.r111ful non-mctallic indu:~ions int.o an over

laying t;lag. 

Tlt1• liquid metal homog~ni~t ion cau indh;t inct ly be 
perfonuro by a t~ingle gas plume, b.) a. C'Otnhination of goo

metricalh arranged plumes or by a curtam of bubblt>S. Tht> 

d egr(>(• of Hgítal íou and con~>qUl'll( I) I hc flow propeniP:< 

prov1d•>d h) ri><ing bubbl~ of ru1 í1wrt gn~> in the liquid 

uwtal nu'Ciiutn nm~t hent~ lw dl'tt'rmnwd ::c> M lo achiE>vC' 
mimmu111 mix ing timf't' and mn.ximuu r{'(·owries of alloy 

nddit. iom~ ot opl imum flow rut~. 

Th<· Oow prop<'rl ie!:l will, <>f t:cm~<'. rc·~ult fro m t.he geom

l'try o f t lu• problcm, in partic·ulnr, frnrn t lw ~p<'<'ifit- rllilnner 
in whit'h gu.,... is injf'<' l.ed in lhe lad lc•. For rno:,;l l>iudies in 

lit r rnt un•, ju~t a ~:oingle sourcP of g&~ i.s <'On.sid~red , whirh 

í~ takPII to lw axí::;~,mllE't r i<·. I'hU< i~, in fact, a mandatory 

prO<•f•dun• whPn an mtegral Hpproach lo t lw problem i::. u~ 

and tlw l'lllra ímn\'ll1 hypothf'ilh< c'OJl.'-ldPrl'd. F'or diffe rf'ntial 

appmad1C't:l, I lu.-. 11N'd not lw t.lw t'tll:-<'; t.nrbulence modeb 
\Vit.h 11 rl'a."(lnflhlc• dl'gre~.• of g<'liPralit.y ~llould bc> capable of 

ac·com1t.ing for tlw brcak iu ~:oymnwt ry I:'CI t hat., in t.hcory, 

one or mon• phmiC'S could bc• c:on.sidered in t l1e a.naly~:o is. 

Llufort.nnat.c•ly, M we shall M'l.', t h i.tl i.s nul th~ ca~:>e. 

Tlu> purpo~ of this pap<'r i:l to iuv~ugat<.' lhe behaviour 
of a buhhll' p lumc that de,elops uear to a wall Under thU. 

condit io n I hl' p lum!' is ~n I o d<•wlop not axi~ymmet ricall.), 

bul drtl('('tNI to thr !'ide of tht> wall. Tlw ~>mphazis ber<> 

~ on undl'~tandiug bow t b P pmxmuly of t he wall defi<'Cl<l 

tlw phmw and allers its mean propc•rti~. The present. 

flow g;•ornt>try has bcen cho..Pn for 11 I'Xhibits lhe t!8DI" 
typt' o f phyt'it-al e(fecttt as tho,;l' that 1\PIX'Ar in th~> o \..,p 

of l wtJ pluml"l:> l:>t'l. ~id<> by t'ide. lndt'l.'(], P!'ra and Gebhar1 
( 1975) have shown Lha I lhe cff<'M of an adjacc'nl wa.ll cm t.ht> 
ind ination o f a plum~> ~ abont 1 tw t.'OIIIt> & tht> efft'<'t of 1\ll

ot.her plume of equal s trengt.)J and I wict• tll:l for nv..ray. Tlm!', 

Lhrough l hc a rt.iflce o f s t udying Uw plumn cl<>wlop• nent. dmw 

lo a 'IVRII WP cxpcct. lo uuden;tand t lw prohl!'m of mult.iple 

plumc~ whi<'h dPvelop clo::;c cnou~h lo c•nch ol hcr to hav(• 

Uwir onginn] o..xisymmctry brukC'II ln addillon, the prc~>nt 

t:a..,p ' " of gr!'al interf',:,i to I ht> uu•tallurgkal industf). 

Figurt" I : Doubll:' soun'í' arrays ~howi ng (tl) no interact,ion 

aud (h) plunws deOert ion. 
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To a..~ the plume'!> mai11 cha.radl'ristic:s an el<'Ciro

r<'81l:'l1Vily pwl>e system '1\IS.S lk-;('(] 1111~ ~'tE'm was C'hO...;('ll 

for l>emg r~>lat ively simplc wlült• :-t ill being capa ble of txm

wving mnny u:;eful ir1fonnat 1011 ou I h1• phenomenon; 1l will 
be di::<'lk<...;('() in delail in au appropriote t;eC"tlon. Herc, it 



t::mffict'$ lo t-Oy that. by a carefull analy~it< of tlw exp~>rimen
tal dnt a t hrough t he void frad ion prnfii<>S, t he dcnt>ction 
of t.lu' plunw hat< lwen f'valuat('(l w A fundion of ~veral 

paramcten~ of intf're8t induding ~he ga:t now rate and thc 
d~:>tance lwtween lhe pomt :;our<-.>.::;. 

1\ geu<'rnl flow field i::~ sclwmat.ically E<hown in Pigurl' 
I. Figur!' li\ illu,.trate::- the t<ttuation whcr<' lhe di~tane<> 
belWI'<'n t ht' sonrc<'S is lo.rge ~::~o that lhe plumes do not 
mtcrfcrc wit h cach ot hPr Pigurt> I b sho'w l hl' int f'ra.ct ion 
and t h c COII:<<'QUCnt. deflcrt ton of llte plumes ('COI re I me:;. 1\ 
snilablc s~tem of <'o-ordina.tes is alt«> bbown. 

The single buhhll' plume flow has h('('n t'xtensiwly stud
ied hc,th th('(>reLkally (Ditmart:t and CrdenWIII, 1974; Mil
gram, 19~3. Brevik and Killie, 1996) and t•xp~>rim~>nt,aJJ) 
(Milgram, 19~3; Castillejos and Dritna<'ombe, 1 !)87; Uarbo~:~tt 

and Uradbury, 1996) h) many authon. in lhe p&t tbr(>(' 
df'<·adt's. Tlu> studiell cover a large rangi' of cond iti()J ill bnt. 
fail to proposed 11 singiE' model capahle of dealing wilh 
ali po<~siblc variat.ions in rtow ccmdil.ion,.;. For t hc mtcgral 
approncbt>S, the ftow h~ bt>en dividt'<l imo 1 ltr(>{' dL.::t.in<'t 
regimH> wlwre dtffc•rPnt duminant efft><'lt< prP\ltil (\1tlgram, 
19~3). Thl' huoyanc>y dominatrd rt>gion i.-; normally refem'<l 
1 o a..~ I h c "'7,one of l·.:.. .. tabht<hed Flow''. Thi:; will br l hP n'gion 
of trutin i nt c•r<-sl , hrre. 

For flow geonwtri""' where t wo or more• plurnt>:< are' 
pr<'!'4~nl, lh<' numhf'r of wurJ..-;~ i~ C'Oll:o;idrrahly 8ml'lllrr. i\ 
rt-lat tVd) rmnpletc- work cm mult1ple plume :<)'~·te~ has rr
ccnLiy been publislu'Cl (Joo a nd Guthric>, 1992). ln thit< work, 
t he t win buhble plume arrAngcnwnt flow h&l hcen t-l udit'<l 
bot.h fmm 1111 expt'rnnentn.l and a numt>rícal point nf "iew 
llsing 11 lnwt>r trchniquc- to quantify lhe- total mixing timl' 

th<' ti me 111tervalt hat !lfí<l(, of tlw I nu'('r m>ed:r to l>t' rnixc'<.l 
in lh<' flow ~:>everul plumc atTIIIIgcmPIIls WI'TI' le.sl<'d ThP 
flow puHem for t h~ arrangem~>nls '1\'PTP lht•n num•'rif'ally 
reproduced wit,h tlw h<'lp of a H - 1 turlniiPu('l' modcl. ln ali 

mmu•ric-al c'tllculauolli', t ht' plum~ prPi't'nted n de.ar uprighl 
posit ion, irrf'l\pcct.tve of t.lwir proximity lo lhe wall. Thub, 
no E~ign of t lw Coanda cffpd. waE o~rwd in lhe nunwric:al 
eomputat iom•. Sontt' pkt ure::1 of tlte pht'nomenon, ho\\'CV<'r, 
wer<' very dt>ar in f'Xhibil ing t.hf' piUtn<''s df'rlection. Th<' 
mal lwmatwal modelling of thP Onw wa~. I hcrdore, m dtmr 
disagn>eniC'nt with the cxp<'rim<' nlal evidcnc·p lu thiH sim
ulatwn, thl' oc'tion of tlw lmbbh':.' ~ limitl'cl onl) to th.
buoynncy tcrm, rl'$ulting in a. VPry t~impk• mud<'l for tlw ga.::

pha...;{' thal <"ould n<>t prro wt t ht' im !'r~c1 ion bct W•'('ll tlw 
pJUilll'::<. 

1\':! far a.. t ht' iutE'ract ion l><·t WN'tt adjaf'E'nt hubblf' 
plum~ IS com'f'rru>d, no ltllal)'l:'i<' (t•xrwrimentn l or tlworeti
c-.al) ltn<t bl'f'tt ident.ifk'CI by t.he prP,.;eut U\11 hon- i11 lilt>raLur<'. 
The mtPra<'t 1011 bt't ween laminar t henual plumt'$ h~ been 
:~tudiC'd usiug a. Mor h-Zt.'hndcr interff'rornelcr (Pera a.ml 
GE'hhart, 197!í). For this c-a..--e, a :-implt.' model wn.s d<>' ~>loped 
in ordcr to lak<> into arc~ounl t he di'OeC'tion nnglf' of tlw 
C'ent re linE'!:< of I bt' plu~. Pera. nnd Gebbart. observro that 
piam• plum~ manift'::'t strongf'r C'l'ul rP linE> indination:" than 
axisynnnct ric plunws. 

To study t ht' intt•ract ion effi'M~ l>t'l wren a buhhl<' plttml' 
and !UI adjac·Pnt wnU, W!' will ndopt t he following pllm. 
Section 2 of lhe papcr fo<·us on und<'n-1anding the physic::; 

of the Coanda pf[cct in prol>lf'n~r> dominatro hy buoyan("(' 
fon'<'s. Soction 3 provides n brief mal ltematical anaJyt<is 
of t h e problem l>&rd on t lw <'nt nlirunPnt hypot hesb of 
Taylor. Such analysit; ailru; nt E'!:llo.biL~hing a t.ltrorct knl 
frrunework from whieh a. \1\rtabll' t•nt rainment c·Of'lfl<'il'nt 
cm1 bc modellcd in lhe futur<'. Thc rxpt'rinwntal procrdure 
and the apparol.us arl' de:<cribcd in ><Pction 4. Th<• ~>1('('1 ro
rE'tlibtivtty prolw tcchniqur r~ult:; arf' prt'N'nted in St><'ticm 
5 when• profil~ of luc·nl ga...; fract.ion nr<' t<hOWll f<>r St:'Wral 
flow <'Onditiou~; photographl- are .. hown IIC'rP to ilhJ .. --trnlt• 
lht' bending of lhe plmne uttcler lhr intrmd.ion t-rfedH of 
lhe v.'Bll. Condusion~ arr pret-:en(('() in ~'('tion 6; a..; will 
he shoWll, thc presenet) of a n ndja('1mt wnll doi'$ nltcr t hP 
Gau8Silln form of lhe gM fra<1 ion pro file:~. 

TllE COANDA EFFECT 

Thc Coa.nda Efl't'C·t is I ht• tend<•ucy of a Ouid, eitht'r 
ga,;eous or Jiquid , to ding lo a vrrt icul surface llutt. is ll<'nr 
to an orifice from which the Ruid t•nwrget< (Heba, 1966) 

An l'l~ily vrrifl(>d C'Xperimenta1 fud i~ I hat wlwn poittt 
;~<IU r<X>$ of buoyancy (or of momentum) an• placNJ :<idl' hy 
siclf•, thC' l wo n~~ulting lt1rbulent plume8 (m jPt~) tend lo 
lwnl t<>wards <'nch ot lter. ln t h is <'!l.--e, t h<' hE'ndmg of I hc 
plmnes t::. nol moi i\-at.c>d by a presstlrl' d ifl'rreuce, tU; obsPrwd 
wlwu thl' r~ulting phml<'f' nn•laminar (l'rrn and Gebhurl, 
1!li5). 

\Vh<'n lhe Oc>w i~ lurbul<•nt, I h<' plumf':l bend dur t.o a 
T~triclion Íll tJW PlllTI\IIllllE'lll of PX(PruaJ ftuid b) the Jllf'All 

flow. PHrticularly in t hf' axisymnwtrk gPometry, tlw rnlf' 
plnycd hy pre:t..~ure dilfc•rcn<'\' is twgligibiP when <·ompar('(l 
\\ilh t hnt of t urhulent t•ntrainment . Dc:-pit P tlw di rfert'nN> 
in lhe nature of thc forc·es tltat. govcrn endt phf'noml'non, 
!101111' a ui hor::~ l:'l iii C'l.msidl'r hoth (prt>:>:;url' diffl'r<'ll(.'e 1md 

c•nl rA inmrnt. T<'t-<t raint) as <'Xnrnpl<':l of t hr Connda pff('<'f 
(1'ritton, 19~~). 

ln t.lw pre&•nt. Wtlrk, tlw a ul!Jon; t<ugg~t lhat tltl' bcnd
ing of a lttrbulc>nt round buhllll> phune b c'at~:>Pd hy a mo

mrutum flux ltllha lan<'t' rclall'd to t lw ~>utrninment rc'Stramt 
dtw to t lw pr('S('ttc-e of an a.dja('<'nl wnll. 1'1w anal~it; in tlw 
bllllt>C'Qll<'lll scd.tnns of I !tis pap<'r WIIJ bP Pnt irt'ly )laS{'() cm 
t hit< prPlllitl('. 

J\:-JALYTIQAL f3AC'I\Wl.Oli'JD 

Th<' "'ubsequl'nlanaly~is ninlilat .-xplainmg tht' ha>'i<~ of 
t lw E'ntraimneut hypot.lwsiE> of 1'aylur (Mortmt f't Hl., I !l!'i()) 
and at t.':'tnhl~hing tlw tcmlt' in whid1 tltt• Jwnding of tlw 
phtrnf' c·ftn be Pxplain<'d as a c·onSI'CJIIC'nc·í• of loc·Hl C'hangt'::> 
i n t br ent rairull<'nl c-oc•ffi!·ient. 

Thl' t>ntrainmf'nt hypot h~ i~ "'~ first adva.rtN'<l hy Tay
lor iu I!H!l in unpubli!llwd noll's. Suhf'('(Jttc•nlly, i11 19.'"16 a 
<xmft•renc-e pap1•r that di~u~Pd I hc• h)1J<,t he:<ii' was pub
li~hed hy Mortun et nl. lu lhit>o d<l1'siC'ul pnpPr, lh•• a.uthors 
stntc tbP assumption l::'impl~ & folloM<, 

"I lw ral<> of enlraimncnt at t.lte l'dg(' of the plutn<' o r doud it; 
propor! l()llalto some <"har<U'tc•ri.slie wlocity nt thal IIE'ight •· 

ln otlwr wordb, tlw metm infiow wloctly, t', acrcJ&" thc
edge of a t.urhulc•nt Oow iii' pmport ional to Lhe loC'al time
awragcd maximum mt'rul wlodly or I hP mE'an vrlodt v uvc>r 
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l.he c'rt)l;t'-<l('('l iou a i tlw levd of inflow. ln terms of the 
volunwl rk flow rate, Q, W<' may write 

d(J vdA (.WobdOdz (1) 

where O' as t he entrainment t'Oefficienl , u.o is Lhe maximum 
mean vclocit) of the Hquid phase (a.t lhe centre line of lhe 
plume) and b ü- the plumc radiw. 

For therrnal plumt'<l and jel~ in a.xi..")''Illnetric conditions, 
lhe em rainment roeflicaent~> LUI' c·m~.t~lant and equal to 0.&3 
and 0.054, T(>,;J>('c1.ivt?l). 

~alfluid 
~~ent 

b~-~--
F'igure 2. 'l'hc cntrainment iu thc nxisyrnmelric geometry. 

'The intl'gral l.hNirics for bubblo plumes 1ne based on an 
analogy with thcnnal plunw:~. In addition lo the inclusion o f 
a new equation for thc EI('('Ond phl.lbe, the thoory considers 
a. variable entrainnwnt merrident o.nd wbat is ca.Jied the 
momentum o.mplific-at.ion paramc1er (oee Milgram, 1983). 
'Th('S(' paro.metrrs a im AI <'om,idl!rmg the al'tion of the bub
bles on the liquid phlli'(> Tlw t hrorif>s. as developed today, 
can be u."'N.. l:'llt't'l'~fully for t'mall and large scale bubble 
plumcs. 

ln I he prt'Sent analyt;a:-, t h~> twnding of 1 he plume centre 
line it' a.<>sumrd to bt> c·au."f'<l duf' to an entrainment restric
tion, whidl i~ C'au.-.('() by the prPl:-en<'E' of an adjacent plume 
or a wa.JI. 'Tln:~ i:; I'Qlll\'lll<'nt I o t<-ay I hat tbe entrainment. 
coefficienl \'llri~ nlong tlw angular co-ordinmc e and the 
beight z. 

The angle of dt>flf'<'tion of tlw plurn(•, cp, is geomctric.ally 
defined by (figlarc l.b) t<ind> s/z,. f;i ll d> a lso equals the 
mtio bctweE-11 lhr fnn·t> lhflt lu~ to h!> f'XPrLt>d on lhe plume 
to owr<.'Ornt• tlw dt>llt'<·t ion and t h<' nwan momentum along 
llw z <'0-ordinat.r (SAnt<J~> a11d ! ~Pi re, 1993), 

t'iu d> = 
z~ foz' M(z)dz' 

f0,
1 j0

2
n Pt a 2 UÕ bd(}dz 

= %~ fo 1 foT. 2r. Pt (1 -c) u} rdrdz' 

where p,, c c(r. z) and 111 u,(r,z) are lhe liquid 
den1-1ity, thP gas fradion profilt• ruad the wlocity distribution 
of t h e laqu id phal>(•. 

The ab<lw t'<Jll8l ion l"l:-tahht<hl'<l a relation for t lw a..:;
~anent of l ht> rnt mimm•nt cot>rricieut provided lhe 01 hf'r 
unknown:;, 4>, uo and b, art> ~>XJ>f'rimenlally dctrmüned. 

Before lhis I'Qllnt ion can be uscd, bo'\W\"PT, it is im
ponant to drtrrminl.' t h!' type of functional dependence 
panunl'ler a hru; on t.he m h<'r rtow paramctcrs. To t>Stablil'h 
t hi8 ~ prrform a dimctl::>ional analy~is on t he problem to 

obt.ain 

. [ q2 6.pq2] cp - ---! g ss' u s3 

whert> g i!.l thr ac"<·elc>ration of gravity, q i!.lthe gas flow rate 
i:;suing from ell('h t;Ourcl:', u a.s lhe surface t emiun and ó.p 
is lhe dcn"ity differl:'m'(' lwlwt>cn tbe pha..-.es. The quantitii'S 
in brll('ket:; arP, r~J)«lively, the modified Froude, F,., a11d 
\\oebcr, ~\' .. , numhen; bat«< ou the hah·t>d dh;tam'f' lx>twt'f'll 

tbe 80l1J'('t>,;, s, or thc di:~tru1c'C from a '1\'llll. 

EXPER!i'IE~TAL \\'ORK 

T lw J>TO)>I'rlÍt>:; of l hP now will be Tll<'.a:mrl'd l hrough tht> 
clertro-rf't'i&tivity probt' trdUiiqu<•. The working principie of 
this tcdmiqur i~ to rt>mgnuw thc pha.o;e that surrounds the 
t ip of an riN't.rodr wit hin t lw flow b) c·mnpnring its clcdrical 
conductivity wit.h a l'('ferE'nC'c valuc. llsually, an electronw 
circ·uil is uscd liO t lmt a vollagc drop <·a.n bP a.."'bbcia.tf'd with 
th<' passngt> of !til intt>rfacoc. For more delails about. t.Jw 
technique Lhe rcnd!'r i ~:~ rvf<'m-'d to Barbosa and Bra.dbury 
( 1996). 
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Table I - Expc'rinwutal t,f'l:-t l'<mditiont:J 

!I l'm] q Jlmiu] F,. IV, 

2 1.2 1.13 c-3 1.16 
31!; 2 3.6.'í ~3 o.qg 
3.1.'í :3 ~.22 o-3 :too 
6. 1 2 1.31 1'--4 0. 12 
6. 1 :J 3.02 ~4 0.2 
9 1.2 6.91 ~6 1.37 <'-2 
9 3.fi 5.~7 <'-5 0.12 
13 1.2 1.10 <'-6 4.55 e-3 

Thc rxprrinwntal apparaltas is !.lhown in Figure 3. !t 
consists of a wnlcr lank, on air iuj(>('tion S)'8lem, a 20 
traVl'rl:1ing g(•ar aud a dat R Rl'q llhlit. iou and ru1alysis system. 
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Figure 3. Tlw !'Xpt•rinu~mal opparal us. 

' l'hc g)a.."-t' v.'lltt•r t <lllk lu~:< dimPruimtS lxlx I nlt'lt'r lllHI i.' 
lillPd v.ilh a :JOO unlhr.-ram p<'r lit ri' :;odium chloridt• <"ohn11m 
(hnnt>). Thf' a1r lllJt't.-t iuu ,.,r-tPm inrludt>:> a uw:~..-. flow llll'lt'r 

11ml an injt>cl.loll 11o:uh• llw fllr io. tnjf'("tt"<lthrouP-h t III' Hoz

tlt> locatcd on t ht• hot tum of t lw t11nk. Tlw dut.n w·qu~:~it ion 
nud nualyl>il:' o.y,;tt·IH t'Oll:4i>'t.t; of tl mil·roc·oiiiJlllll'r wllll nu 
iut .• •rfaJ.>e dat n <Wqllihil iou hoard, nn oscllhJ..">>'OJW, n ::~igwll 
mndlllont•r modull' uud llw t>ll'dro-r~il>ti\'ity proht' 

l'lw t>lt>dro-r<':<L .. tl\ity prnht• is ~hown in Figltn' :1 ti 

<'<>ll:-Í::.1:::. o f a O 2 111111 dinliH'II'r ,tninh~ ::-t•~·l ,,,r,• whwll ...... 
dt't1ricalh m. ulnt ·~I, \\ii h t'.X<~~pt iou of Íl:' t 1p. mui o•mht'<l 

dt'tl in a O. I mm OD 0.2 mm ID hypodl'rmi<: 1 uhuw rtw 
l<mgth uf t}ll' \\"lfP. frt~• uf Ín::-n(ufl<lll 1;' 8JlJlTOXlllUII t•h 11. 1 

mm. 

l'h<' prol"K• i~:- plntvd po•rp<'ndi<-ularly i u t lw t n nk hui 
tom. I'hP wnll•r dPpth i~:- 'kt•pt. t'OI~tllnt. a11d ••cpwl to O."'f1 
111. Approxiumlt•]y I :l n•inul.t'l:' !lff' tlt't't~::-ary t.o gt IHrt~ 11t •'~' 

ll Sh'ady ~fllt" ("Oilditioll ,VI<'a:-.un•meul.t< of b11hhh• pJunH' 
propt•rt il'<' arP llltUh• fur l:'t'Vt•ral nozzlP :~ptwing a mi 1~11..' flnw 
ralt' t'<mditinu:' wit h t III' nu I of a t raw•r:~11tg gN•r 'I' h•• 11oulo• 

luko a "'ingl<' onfi,··~ of :L! 111111 diRtn<'ter. 

Thc ga.-; frndion at 11 point in lhe Oow i,; a t illlt'-H\'t'TH~•'~J 

propt>rty giwn by, 

c(·r, z.l) I 17' r J(r.z,l)dl 
ft 

( 4) 

wlwrf.' T i::o t lw totnl Nllllpling t.imt> and i 1 t III' dipitnl 
ou I put ,:ignn I frolll t lu• l'olld it iuuing modull' n ••• Olll Jllll 
:<1gnal. /, ('()n,.bt,. of n ~<'riP~ uf pu!~ whkh t·om~poHd to 

thP tnllli'it of huhhlt':> through lht' proht• Furtlwr dt•tnil,: 
('()J'('('ming l h<' out plll :-lgnal 11rP availuh)t' iii 1 ho• wt~rk uf 

Barbo.-<a and Brnclhun, l!lH6. 
Tht> datll \\'t'Tt' AI'CJIIITt'<l nt a i'alnplinv; mlP or 2.!"1 kllz 

and approxinltl.(.C'J) !"1 >'IIIHpliHg hlock!' of 10,000 rC'n<lin~ 
(Bt~rbo&l aud Hrndhur), I !l!}fi) for t'll.dl nwa:-~ur1'tl point Wl'r•• 

~nffk-iomlln dl'h<·rilw t hl' flow. i\ v~'ry f'\Plllf'tlt nrv prnlw c·nll
hmt ion wn<' carrit'(l ont 111 A vo'rt ic.11l pi I><' mul un \IIH'•'rt ntnl y 

of 10('; in tlw ga:~ fnwl iun rt"•''llll"' wlk' c·Hh'nllltl'tl 

HLSn;rs 

Tlw gt'Jwral fio\\ pallt•ru for hol11 nu IIXJ ~111111t'lri• : 
plumP and a h••nt. plnnw 1.~ :;huwn in FigurP ·I Tlw pwt un·~ 
wPrC' lakPu wíth ddl't•ro•nt ••xpo:~ilion tirlll':' ~"~' 111111 dilf,•ro•nl 
P<'ft'<'pltoJk' <lll t.lw plmrw ~~ ruti urP coulcl lw ndiH'\c'd. l'or 

tliC' pidur1>::- willt lt111~ I'Xpo ...... itimt tiuw lht> clt•ll•rmntiun ~tnd 
tlw rndiut' uf t lu• pluiHt' nrl' <'!Pari) I:!<'Pn. 

FigurP 1 C:t'llt'ral flom· patl•~m for boi h 1111 nxi~JIIIIlll~l ric· 

plumt> llll<l a llt'nl phmu' 

Figurt> ;, :ohow- locnl \'old frad ion prolik~ for ·t'Wml z
:;tat.ion::-. nw fir::-1 t \\'0 prolilt•t' llt'<lr to IIII' gn.· t-tlllrn• hn\,(> 1\ 

Gnu~t'iau fw111, nnwh 111 tlw t'!'lllll' \WlY n .... [;,r IIXItl)lltllli'lru 

plunw::.. Tlw ot lwr prolilt•t' \t'T) lll'arly <apprmwh 11. :-~ixt l1 
ordPr polytlomiu.l dit4rilllll ioll. Tlw puiuit~ of IIIHXÍ1111llll void 
frnNmu nr1• ~hm\11 111 lltP liguro• ns wrll. l'llt'\ will lw tnk••n 
<~.." our rPfl'n'HI't' for 1 ht' 1'\llluntum of t h•• pcJo<it ioll of t h•! 
t•t>ntr<' lim• of t III' pluuw From prcviou:< :ol udit•:>, '": knuw 
I h~P pomt:; I o <'orrt':-pond to l h<' poinb whl'n~ I hc• liquid 

pha......-• \l'lV<'ll~ L" 111!\XIllllllll 8:< \\'f'll. 
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Figure S. Local void fractioo pofiles for sevcra1 z-stations, rl lS cm, q=2 Vmin. x[an] 

D + s (cm] q (1/min] 

<> 
a 
J:J. 

a 
J:J. 

+ 
• 

4 6 8 lO 12 14 

Figure 6. Deflcction of the pl~me for severa! gas Oow rates and distanccs ftom the wall. 
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Figtre 7. Defloction angle versus Weber runber and Fraude numbcr. 
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Figure 8. Dcflection angle versus rate flow and distan:e from lhe wall. 
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Tht• dcflect ion o f t lw pltmw for :IPV<'r!ll gat:> flmv r a t t~ ancl 
d ib"'taJlCes from lhe wall MI' ::~lmvm in Figurr 6 in tlilllP.ll::'ional 
coordinates. This flgurr showR I hnt mo:.'lt of t lw trnjf•ctori e::; 
can reasonably bc approximated hy n t;t rnigln line. Por lhe 
phnne;; whose distanc<' from t.he wnll Íli lnrgt-> tl1it:> lrend i.t; 

partk·ula.rly Wl'll drfinrd. \VI' nu\) t hu:~ <·<m~t rtK'\ grapl~ 

fur t l1e variation of t hr drlled ion nnglt> dt>finf'd hy thE':.'l(' 
~traight lillc:~ as n fund mn uf I lw Froudf' num lx-r and of t bE' 
Weber num\x>r. T ht>c.C' graph:~ an• ::~h n'>''ll in Figure 7; t hey 
:>bow that. fi> incrP&-ffi logur ithmwHlh and moootonkally 

with both Fr and \ \', an'Ording to the two dkplaycd curve:.'~. 

Th~c curve;~ could, perhap::~, bc approxinuul'd hy :;tnught 
line;;. 

Although apparent ly obviml::', thf' abo\'l~ condm-ion 

cuuld not baw bwn arri"'t'<l at 1f grapht< m c.limt'll:iional forro 
were lli'ed. Figure ~ df'l:-Crilx~ I hl' pheHouwnou Ln ti'Tlll.::' of 
q rutd of s. Notl' that no condu~ion ran lw tnkf'n from tlús 

fignn• regarding thE' deflt'CI ion of t lw pi III I H\ t III' n't'ult::; for q 
iu ::!!)('Ciol do not tnake a ny t'lt>llt:\l'. No t.n•nd ou t.hP t•mlut iou 

of t hP defiection an~k crut hr t'XI rapolnt.toc.J from t IIi~> graph. 
T he eOPfficient o f m rrelat.ion (H-~>quart'd vnltw) hPt Wl't'll Uw 
dcllc>d.ion angle and Uw g~l.tl flow rat.l' i~ O I (i. Th!> dell<'<'tÍou 
of t.lw plnme dirninish~ whrn t !le phmu• t<f'pnml !"t' frmu Lhe 
wall. Figur<' H :;;hov.~ t.lu~l s iB uot ~:~unici<•uL to d(..,;<'Tilw tile> 
<'Volut.ion of t.hP plnmt>; on<' VH hw o f .~ 11111 gi w t wn di!fPrt>nt 
\'8]UI'S of dt>fle>dion. 

J\ow, if tht> ht>nding of flw pluuw 1'1111 lw <'X plained 

through <-quaHon (~). it i,- dt>11r th11t tl1" PntmiumPnt <'<X'ffi
<'l<'llt , a. mu::;t be a fund .ion of t lw lcwnl F, unc.l \1 ·,. numb<•rs. 
lhwmg tlu~ fad })(>t'Jl re>gognilf'<l, 11 ht't'Olll<~ n~ary to 

rnnkf' ml'..a:,"lJremenb o f the Pntrninf'd flow lo n<h'llnf't' a 

<-orrf'lat mn for a. Th~ r<'>-('ar<'h is lwm~ undt•r1ak~>n and 
will l'w rf'port f'<l ai ruwtlwr I mu• 

C'O'ICLUDI'W HE\It\RI\S 

The pr~nl work hlt::' ~~tuhh.,.lw<l 11 firm <'111\lwdion ht>
IWl'f'll lhe bcnding angll' of u lmhhll' pluuu• nud llw vaiUf~ 

of F,. and ~V .. nurnhPr~:o. 'fiH' Wt>rk lu~ hf'l'n impor1nnt t<• 
idenlify some rell'vanl parmnPif'Tl' l o I lu• prnhll'tn and to 
work out a stral.('gy tu ciPIPrmi•w o. ( 'urn•nlly, 9 major 
l'ffort is h~>ing dlrl'ctt>d n.l df'vdopiug rPiiahll' nll'rumremmt 
t.f'dmique;; for lhe PHtntÍIH'cl lluid. 
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RESUMO 

Foram rea/i:ados estudos de avaliações experimentais das caracteríslícas lndradtnâm1cas (reg1me de 
borhullwmento e retenção gasosa) e de transferência de massa gásllíqwdo (k1a) com análise da veloc1dade 
superjlc1al do gás, da altura tnicial do liquido, da viscosidade efeuva de soluções aquosas de 
carboxunetilce/ulose (CMC) e da tensão superficial de soluções aquosas de isopropanol em coluna de 
borbullwmento de I m de alwra e 0,06 m de diâmetro, funcionando a temperatura ambiente (30 ° C) e 
pressão próxima à atmosférica. operando em sistema fechado para a fase liquida e jlll.'(O ascendente para a 
fase gasosa. Com base nestes eswdos, concluí-se que: a variação da retenção gasosa acompanha as 
flutuações do reg1me de horbulhamento; existe uma correspondência direta do k1a com a retenção gasosa; e 
dispõe-se de um banco de dados hidrodinâmicas e de transferência de massa gásl/lqwdo que podem ser 
aproveitados em estudos reacionais de processos gás/líquido e gás /fquido1sólido 

INTRODU CÃO 

As reaçôes gâs/llqu1do têm uma tmponância considerável em 
processos tlp1cos. mcluindo a oxidaçAo, hidrogenação. cloraçào, 
sulfonação e purificação de gases por lavagem Ainda que na 
maioria das vezes seJa passivei desenvolver muitas dessas 
reações em fase gasosa. a operação gâs/liqu1do é, todavia, 
favorecida por várias razOes, mclus1ve econOmicas. Um simples e 
efetivo sistema de contato para reaçào gâslllqu1do pode ser 
alcançado pelo uso das colunas de borbulhamento. devido às altas 
ãreas interfaciais c à forte turbulência na mterface gãslllquido que 
esses contatores podem apresentar 

O uso das colunas de borbulhamcnto vem crescendo nos 
últimos anos nas áreas de biotecnologia e tratamento de efluentes 
liquidos. Apesar do emprego das colunas de borbulhamento em 
muitos processos envolvendo a manufatura de importantes 
produtos em diferentes áreas, a maioria dos trabalhos 
apresentados na literatura se referem ao sistema usual ar/ãgua, 
mas grande pane das colunas de borbulhamento usadas cm 
processos mdustriais operam numa faixa larga de propriedades do 
liquido. O uso de liquidas altamente viscosos e nào-ncwtonianos 
é freqOcnte em processos biotecnológicos. e alimentícios. e a 
adição de agente tensoativo (por exemplo um álcool) em soluções 
reacionais pode ser usada na redução de fenômeno de 
coalescência das bolhas e no aumento dos fluxos de transferência 
de massa em processos gâs/liquido c gâs/liquido/sólido. 

O conhecimento das caracterlsllcas hidrodinâmicas e de 
fenômenos de transporte de massa é fundamental no 
dimensionamento c e:\trapolação das colunas de borbulhamento. 
O regime de escoamento e a retenção gasosa {t<;) sâo 
características importantes no componamento hidrodinâmico das 
colunas de borbulharnento. O conhecimento da €(;, 

interdependente do reg1me de borbulhamcnto. é importante na 
avaliação dos tempos de residência, da velocidade de ascensão e 
da área intcrfac1al efeuva das bolhas de gás contidas numa 
dispersão gás/liqu1do ou gãslllquido/sólido. A quantificação da 
transferência de massa gás/liquido. principalmente pela avaliação 
do coeficiente volumétrico de transferência de massa gás/líquido 
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(lado ,liquido) kLa. é pane fundamental - qualquer que seja o 
processo reacional a desenvolver (bifàsico ou trifásiCO) - na 
estimativa da velocidade global de reaçâo podendo muitas vezes 
controlar o desempenho do reator 

O objetivo deste trabalho é o estudo experimental das 
caracterlst1eas h1drodinãm1cas (reg1me de borbulhamento e t<;) e 
de transferência de massa gâslliqutdo (kLa) com análise da 
velocidade superficial do gás. da altura inicial do liquido, da 
v1seosidade efeuva de soluções aquosas de carbox1metilcelulose 
(CMC) e da tensao superficial de soluções aquosas de 
isopropanol cm coluna de borbulharnento. 

MATERIAIS E MÉTODOS 

Os estudos hidrodinfimicos e de transferência de massa 
gás/liquido sao realizados no dispositivo experimental 
representado na figura I, onde pode-se observar uma coluna de 
vidro de 0,06 m de diâmetro interno e de I m de altura. A mesma 
é alimentada com ar comprimido fornecido por um compressor 
de vazão máxima de 1,25x I o·) m3/s (303 K e I atm). 

A vazão do gás é med1da por meio de dois rotâmetros. O gás 
se distribui através de uma placa perfurada em teflon constitulda 
de 91 onficios de 0,5 mm de diâmetro com um passo triangular 
de 5,5 mm. O sistema gâs/liquido estudado é ar/soluções aquosas 
de carboximet1lcelulose e 1sopropanol.. As condições 
operacionais foram: vazao volumétrica do ar comprimido entre 
2. 77x I o·S m3 Is e 2,5x I o·l mJ/s (303 K e I atm) que corresponde a 
uma fa1xa de variação de veloc1dade superficial do gás de 0,0 I 
mls a 0,12 mls, al tura mic1al do liqu1do variando entre 0,368 m e 
0,483 m: pressão da coluna de borbulhamcnto mu1t0 próxima da 
pressão atmosférica c a temperatura do liquido igual à do 
ambiente, 303 K. 

Foram analisadas 5 concentrações mássicas de CMC com 
água destilada a 0,05; 0.10; 0,20; 0,30 e 0.50%. As misturas 
álcool/água foram preparadas com percentagem mâssica de 
isopropanol respectivamente de I; 5, lO; 50 c 100%. 
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Frgura I - Descrição esquemática da montagem experimental 

A viscosidade efetiva correspondente à cada uma das 
concentrações analisadas foi determinada considerando que o 
modelo de Oswald-de Waele caracteria o componamento 
rcológrco das soluções aquosas de CMC, seja: 

't= K"{' (I) 

sendo 't a tensão de cisalhamento, y a taxa de cisalhamento. K o 
lndice da consistência e no lndicc de escoamento (n<l) e 

J..lcr = Ky.,""' (2) 

sendo IJ.r a viscosidade efetiva c Y.r a taxa de cisalhamento 
efetiva na coluna calculada. Usando a relação de Hishikawa et ai. 
(1977). dada pela equação seguinte: 

Y.F5000 U0 (3) 

e considerando as equações 2 e 3, temos: 

J.lcF K(5000Uc;)"'1 (4) 

Os valores de K e n usados na avaliação da viscosidade efetiva 
de cada uma das soluções de CMC expenmentadas são aquelas 
determinadas nos trabalhos de Kantak et a.l ( 1995}. Dependente da 
velocidade superficial do gás e da concentração de CMC, a 
viscosidade efetiva varia entre 0,003 e 0,04 Pa.s. 

A aná.lise do regime de borbulhamento da coluna em função da 
velocidade superficial do gás foi feita através da técnica da 
fotografia. O procedimento consiste em aumentar progressivamente 
a velocidade do gás e tenta.r identificar o regime de borbulhamento 
correspondente. O regime homogêneo é identificado pela presença 
de bolhas pequenas e bem definidas, de tamanho uniforme e 
igualmente diStribuídas ao longo da coluna. No regime 
heterogêneo, são encontradas além de bolhas pequenas as bolhas 
grandes que apresentam velocidade de ascensão maior. 
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provocando a recirculação do liquido. O regime ·'slug flow" é 
identificado pelo estado de estabilidade ou quase estabilidade da 
formação de ''slugs'' ou de bolhas de diâmetro equivalente ao 
diâmetro da coluna. 

A retenção gasosa é determinada usando a técnrca de medição 
de deslocamento da altura inicial do liquido após sofrer uma 
expansão devido ao borbulhamento do gás. A retenção gasosa, 
Eo, é avaliada a partir da relação segumtc. 

Ec; = I 1.,..11,/HF (5) 

sendo HF é altura da d1spersão gás/liqu1do e H1 é a altura do 
liquido em repouso. 

A determinação do kLa é feita pelo método de oxigenação 
dinâmica. A descrição da técnica de oxigenação dinâmica e a 
metodologra seguida para a medição do kLa foram apresentadas 
nos estudos realizados por Malta ct ai ( 19% ). 

RESULTADOS EXPERIMENTAIS E DISCUSSÕES 

Efeito da Velocidade Superficial do Gás fUlll· O efeito da 
velocidade superficial do gás em sistema ar/água foram 
realizados com velocrdades variando numa faixa de 0,01 a 
O. I 2 m/s. Os resultados da análise do regime de 
borbulhamento estão listados na tabela I. Constata-se que para 
baixas velocidades do gás (<0,05 m/s) o regime de 
borbulhamcnto observado é do tipo homogéneo. c 
caracterizado pela existência de bolhas individuais pequenas e 
distnbuldas de modo unrforme na massa llqu1da. com 
interações bolha-bolha insignificantes. A panir de Uc; = 0,05 
m/s aparece uma zona de transição de regime homogêneo para 
heterogéneo. o qual é caractenzado pela presença de bolhas de 
gás grandes, que sobem ao longo do eixo central da coluna 
com velocrdade de ascensão maior que das bolhas pequenas e 
individuais, provocando. assim, recirculaçao do liquido. As 
bolhas grandes, resultado do fenômeno de coalcscência de 
bolhas pequenas, apresentam tamanhos desiguais com uma 
distribu1çào espacial não uni forme. Reese ct ai (I 993) 
identificaram o regime de borbulhamento por uma técnica 
sofisticada que se baseia na velocidade de imagem da 
partlcula PIY (Panicle lmage Yeloc•metry) e indicam que a 
zona de transição dos regimes homogêneo/heterogêneo se 
situa na fah.a de veloc1dade compreend1da entre 0.042 e 0.048 
m/s. muito próximo daquele observado pela técnica 
fotográfica utilizada neste trabalho. 

Tabela I - Regime de Borbulhamento para água destilada 

u~ 
0,01 
0.03 
0,05 
0,07 
0,09 
0.12 

Re&ime de Borbulhamento 
Homogêneo 
Homogéneo 
llomogêneo 
Transição 
lleterogênco 
llctero&éneo 

Os resultados relacionados à retenção gasosa (Ec;) estão 
resumidos na figura I. que apresenta os valores da Ec; cm função 
da velocidade UG para diferentes alturas do liquido (água 
destilada}. É evidenciado um aumento da €(; com a velocidade 
superficial do gãs. Todavia, observa-se que até a velocidade 0,05 



rnls há um aumento linear da Eo com U0 . Isto ind1ca que. nestas 
cond1çOes. o regime de borbulhamento é do tipo homogéneo. 
confirmando assim as observações cfetuadas nas Identificações 
do reg1me de escoamento das bolhas (tabela I). A partir da 
veloc1dade de 0.05 rnJs. a ta'<a de aumento da €(; com UG se 
reduz Isto se e'<plica pela existência de bolhas grandes 
resultante:. da coalescênc1a de bolhas vi1inhas menores. 
conduz1ndo, conscqOentcmentc. ao aparecimento do regime 
heterogeneo, confirmando, então. mais uma vct, as observações 
feitas durante os experimentos de análtsc do regime de 
borbulhnmento. O aumento da retenção gasosa de modo 
proporcional a U0 cm regime homogéneo foi também observado 
por Rcesc et ai. ( 1993). que constataram redução da retenção 
gasosa na 1ono de transição (0.0-U s U0 s 0.048 m/s). 

... ....---------------. 

.. , 
• ... 

• 

l'tguro I - Vanação da retenção gasosa em função da 
'elocidade do gâs paro diferentes alturas de liquido 

Os re!>ultados referentes ao efeito da velocidade superficial do 
gás sobre o coeficiente volumétrico de transferência de massa 
gáslllquido k1 a estão resumidos na figura 2. levando às mesmas 
conclusões anteriormente encontradas paro a retenção 

.... ... 
OIJ 

~ ... 
~-J ••• .,. 

.... 
• 

IIJ4 

"'' 
U <m<l .. 

f-igura 2- Vanação do kLa cm função da 'elocidade 
supcrfictal do gâs paro dtfcrentes alturas de líquido 

gasosa. ou seja o coeficiente volumétrico de transferência de 
massa J...1 o aurnenw com a velocidade superficial do gãs; a 
mudança do coeficiente angular da curva J...1_11 f (Uo) ocorre. na 
mesma velocidade do gâs Ua 0,05 m/s que corresponde 
aparentemente da passagem do regime homogêneo ao regime 
heterogêneo com formação de bolhas maiores, o que causa uma 
redução da ârca 1nterfacial. e então do kLa O aumento do kLa 
com a veloc1dade do gâs foi ressaltado por \'ários autores 
(\VIIktnc;on et al .. 1994) 
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Efeito da Altura Inicial do Liquido li !l. Para anâlise do efeito 
da altura tnlciaJ do llqu1do sobre a natureza do regime de 
borbulhamcnto e a retenção gasosa foram estudadas três alturas 
(água dc)trlada) 0.368: 0.408 e 0,483 m Os resultados estão 
apre!>entados na tabela 2 Evidencia-se que para uma altum inicial 
do liqu1do entre 0.368 e 0.483 m o reg1me de borbulhamento 
parece não ser afetado notavelmente pela altum inicial de líquido 
Foram também quantificadas as retenções gasosas relacionadas a 
essas altums e os resultados estão apresentados na figura I 
Observa-se que a altura inicial de liquido não afeta nem o 
regtme de borbulhamento 

I abela 2 - Regime de Borbulhamento paro água destilada 

Uo (rnls) 
0.01 
0.03 
0.05 
0.07 
0.09 
0,12 

Regime de Borbulhamento 
0.368 m Q,408 m 

llomogêneo 
llomogêneo 
llomogêneo 
rransiçào 
l-leterogêneo 
l-letcrogêneo 

llomogenco 
Homogênco 
llomogêneo 

Transição 
lleterogêneo 
lleterogêneo 

0.483 
Homogéneo 
Homogêneo 
l-lomogêneo 

Transição 
lleterogêneo 
lleterogêneo 

nem a €(;. logo. pode-se pensar que esta variação nl!o é 
sufictente para provocar mudanças de regime, e. 
conseqüentemente. das retenções gasosas através do fenômeno 
de coalescência que pode se promover pelo aumento do tempo 
de ascen!>ão das bolhas que cresce com a altura do liquido 
Tsuchíya et ai. ( 1992) estudando o efetto da altura inicial do 
liquido sobre a Ea chegaram o mesmo resultado obtido neste 
estudo 

A vanação do kLa em funçllo da altura inicial do liquido, 
conduz à mesma conclusão encontrada para e0 , a saber: o "-t.a 
parece nllo ser afetado pela altura inicial do liquido, dentro da 
fai'a de variação analisada (figura 2). Vários trabalhos 
apresentados na ltteratura ressaltam que o kLa é praticamente 
Independente da altura 1nictal do liquido em SIStemas usando 
água como fase líqutda (Grund et ai • 1992) . 

Efctto da V1scosídade J;fetn a da tase l.lguida Cucd.Os 
resultados da anâlise do regime de borbulhamento em função da 
concentração de CMC estão tndicados na tabela 3. Observou-se 
que para uma percentagem mássico de CMC menor ou igual a 
0.30 %e na faixa de velocidade do gãs estudada (0,0 I 'mts s U0 

S 0,12 m/s), o regime de borbulhamento identificado e suas 
10nas de transição são exatamente aqueles desenvolvidos em 
presença de água desulada pura (tabela I) O aumento da 
'll>COS1dadc do meio liqu1do, nru; fa1xas de concentração de 
CMC e da \Ciocidade do gâs. parece não ter afetado de modo 
s1gn1ficauvo o tamanho e a dtstnbu1çllo do tamanho das 
bolhas para uma mudança senslvel do regime de 
borbulhamento. o que é consolidado pelas med1das da €(; CUJOS 
valores est11<> representados na figura 3. que relaciona a €(; em 
função da velocidade U0 para soluções aquosas de CMC de 
percentagem mássica compreendida entre 0,05 e 0.50 %, com o 
valor da viscosidade efetiva variando entre 0,0436 e 0,0481 
Pa.s. Vê-se que a to em meios aquosos de CMC até 0,30% não 
apresenta valores diferentes daqueles registrados em água 
dcsulada pura. 



Todavia, na concentração de 0,50 %, o regime heterogéneo 
começa a prevalecer já a partir de U0 0,05 m/s, o que indica 
que o fenômeno de coalescllncia nestas condições 
operacionais 

Tabela 3 -Regime de borbulhamento para soluções de CMC 
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Figura 3- Variação da retenção gasosa cm função da 
,·elocidade U0 para diferentes concentrações de CMC 

ocorre antecipadamente em comparação ao meio de água pura. 
Isto se deve provavelmente ao meio liquido que começa a ficar 
viscoso e o fluxo gasoso suficientemente alto para se ter uma 
probabilidade de maior interação entre as bolhas vizinhas. A 
promoção da coalescéncia ocorre com o aumento do tamanhos 
das bolhas. A análise da natureza do reg1me de borbulhamento 
para concentração de CMC 0.50 % é consolidada à luz das 
medições das retenções realizadas nestas condições. Para a 
percentagem mássica de CMC 0.50 o/o, evidencia valores menores 
de to em comparação a água destilada. Além disso, o aumento da 
EG é linear até U0 = 0,03 m/s, o que caracteriza o regime 
homogéneo, enquanto para U0 maior que 0,03 m/s, a ta.xa de 
crescimento da Eo diminui com U0, o que é uma indicação de um 
regime heterogéneo, confirmando, assim, as observações de 
identificação do regime de escoamento das bolhas. Entretanto, 
constata-se que para a concentração de CMC 0.50 %c U0 $ 0.03 
m/s. o regime é homogéneo, e as retenções são prat1camente 
iguais às obtidas em meio aquoso puro. A part1r de U0 = 0.03 
m/s. a coalescência se imcia e as bolhas resultantes deste 
fenômeno ficarão. conseqUentemente, relativamente maiores que 
na água destilada conduzindo, ass1m, à retenções ga:;osas 
relativamente mais baixas. Finalmente. conclui-se que neste caso 
o fenômeno de coalescênc1a ocorre com a contribuição 
simultânea de dois efeitos: a \iscos1dadc do liquido c a 
veloc1dade do gás. Barxas veloc1dades do gás. mesmo com altas 
viscosidades do líquido, simuladas por soluções aquosas de 
CMC. podem não afetar significativamente a distribuição e o 
tamanho das bolhas, c. conseqUentemente, a natureta do regime 
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de borbulhamcnlo c a to. Altas velocidades do gás promovem a 
coalescência das bolhas, mas este efeito se encontra acentuado 
pela viscosidade do meio liquido a partir de um valor mínimo 
determinado do concentração de CMC. Neste trabalho, este valor 
mínimo foi avaliado experimentalmente em 0,50 o/o Para valores 
de concentração de CMC maiores que 0.50 % a to deve ser 
reduzida de modo ainda ma1s Slgllllicativo. 

A figura 4 confirma as observações Já realitada:; sobre a 
retenção gasosa: a percentagem mâss1ca de CMC 0.50 % é, 
também. a concentração a partir da qual há uma redução 
significativa do kLa. observa-s valores de kLa para soluções de 
CMC de 0.50 % bem aba1xo dru; demais soluções 
experimentadas. Vale salientar que a vanação da retenção gasosa 
com a viscosidade do me1o Já fo1 ressaltada por 'ános autores e 
que muitos deles observaram uma diminUição da retenção com 
aumento da viscosidade (Godbolc ct ai. 1984). Todavia autores 
como Kantak et ai. ( 1995) não cv1dcnciaram este resultado 
usando concentrações de CMC de 0.50% c velocidades do gás de 
0,01 aO,LS m/s. 
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Figura 4 -Variação do kta em função da veloc1dade superficial 
do gás para diferentes concentrações de CMC 

A figura 5, que relaciona o coeficiente volumétrico de 
transferência de massa com a v1scos1dade cfeuva J.lcr para 
diferentes velocidades superficiaiS do gás, confirma também que 
valores de J.l.r para soluções de CMC de 0.50 % - últimos pontos 
das curvas iso-velocidade- apresentam os valores mais baixos do 
kt.a, ao passo que para as demais soluções o kt.a fica praticamente 
constante quando a velocidade superficial do gás fica menor ou 
igual a 0.03 m/s. 
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A diminuição do kLa pode ser explicada em razão do 
fenômeno de coalescência das bolhas pequenas cm bolhas 
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SUMMARY 

!mrus1ve phase detectlon probes are w1dely used in association with numerical processmg lechmques to obram bubble st::e 
distributions in gas-solid bubbly jlow Under these ctrcumstances a numerical problem nmst be solved wluch conststs in determmmg 
bubble si::e histograms from measured chord or p1erced lengtlt histograms. This can be done by invernng a Fredholm mtegral operator 
of the first kind, which is J..nown to be ojlen íll-condttioned. Consequently the solwion wi/1 be extremely senstltve to sma/1 changes or 
errors in the inplll measured data Tltfs work describes tlte application of wavelet tltresholding tecltniques 111 tlte mtmerical solutíon of 
the problem. Results are presented for severa/ stgnalto noise ratios (SNR) and for wavelet as we/1 as for classlcal Fourier thresltolding 
techniques. The superiortty of the formet· is evident sfnce proper resrtfts can sli/1 be obtained. even at relcrltvely poor SNR leveis. 

INTRODUCTION 

Gas bubbling fluidizcd beds are uscd in industl') for a 
variety of purposes. The catalytic crackmg of hydrocarbons and 
the combustion of coais are major applications. A gas bubbling 
Ouidized bed may be regarded as nn amb1cnt compriscd of I\\ O 

pbascs. a bubble phase and a paniculate or emulsion phase. The 
bubblc phase is dispcrsed throughout the continuous emuls1on 
phasc. Bubbles are fonned ns the flu1dizmg gas is inJccted at the 
bottom of the bcd. nnd move upwards draggmg "akes of 
particulate. The bubbles frequcnt ly coalesce to othcr bubbles. split 
and recoalesce. Coalescenee causes the bubble s1zes. shapes, 
veloc1UCS. frequency and d1stnbution to "ary along lhe bcd heighL 
Bubblcs fonncd close to lhe \\alls coalescc to internal bubbles 
enforcing nn honzontal movement towards thc a.xis ofthe column 
The resultmg increased concentrauon of bubbles towards the core 
of lhe bed causes coalescence to intensify, and at hc1ghts 
equivalentto lhe diameter of thc column v1nually ali bubble flow 
occurs aJong the central axis. ln shallow beds with large cross 
sections, severa! prcferential bubble tracks are formed in thc axial 
direction. ln general the emulsion phase moves upwards in 
regions of high bubble activity. and downwards in regions of low 
bubble activity. TI1c scale of the colurnn. lhe design of lhe gas 
injectors, and the particlc propenics define lhe pattems of 
bubbling and recirculation in gas fluldizcd beds. 

There is no defined interface bctwccn the phases. and 
the emulsion is penneable to the gas of the bubbles. The process 
of transpon between the phases is aceomplished through díffusion 
and mainJy lhrough convection A continuous throughflow is 
established lhrough lhe bubbles. with gases pcnetrating at the 
bouom and leaving at the top. fhc dcvelopment of bubblcs and 
their interaction with lhe cmulsion are maJOr factors dctcrmining 
the inte.nsit) of trnnspon m gas flu1d1zcd beds. Therefore. 
chemicaJ reaction is deeply aiTected by bubbhng. 

Thc development nnd propert1es of bubbles in gas 
fluidi7ed beds are investigated using either mtrushe or non
intrusive measuring techniques (Lim e1 ai., 1995). Measurements 
through capacitivc and electroresistive externa! probes. optical 
and X ray observa11ons Lhrough photography and filming. and the 
use of gas tracers are among thc non-intrusive methods. The 
intrusive techniques are based on phase detecllon probcs for 
measurements of internal local physical propertics. Most of the 
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commonly used probcs are copacitivc. optical, of diffcrential 
pressure. and electroresishvc. The non-intrusivc methods, despite 
not disturbing the proccss. are cithcr hmitcd to small bcds or 
aJlow observations confined to parietal regions. The intrusive 
probes, despite disturbing the proccss 1n some dcgrcc. are 
applicable to beds of nny s1ze lf thc concern IS turned to large 
scale beds. intrusive methods should be apphed. 

The measurcment pnnc1ples of mtrus1'e probes are based 
on lhe dctecúon of changes m a local propert} of lhe sensing ficld. ln 
fluidized beds lhe probes cnn detect lhe relall\c prc:scnce of gas and 
solids on a sensing region. ind1catmg lhe mstnntanoous presence of 
bubbles. Howcver, lhe com·crs1on of such mfonnation mto bubble 
pararneters such as size, shape and velocit} IS not straightforward. 
Only occasionaJiy a bubble is intersectcd b) lhe probe ulong íts 
vertical axis. ln fact, lhe intersection is rnndomly accomplished at any 
chord or pierced length lhrough lhe bubblc. Also, the bubbles may 
develop in a varicty of shapes, such as flaL hcm1sphencal or 
elongated. and Lhrough a fixcd p01nt inside lhe bcd 11 may flow 
bubbles of scvcrul shapes and si~:cs. Still, lhe motion of lhe bubbles is 
predominantly ascendnnt wilh lateral movcmcnts towards lhe colurnn 
axis lhough favouring transversal interscction. Considcring the 
difficulties suitable proccdures are rcquircd for allowing interpretation 
and conversion of acquircd signals into thc actual parumeters of 
inter<:l>'t-

The literaturc prcscnts a number of studies on bubblc 
paramctcrs in fluidiLed beds using 1111rusive probes. ln general. 
pierced lengLhs are measurcd and used to determine bubble 
parametcrs. Wenher and Molerus ( 1973a. 1973b) considered 
bubbles rising ramdomly through the bed. and assumed lhe menn 
pierced lcngLh to be a measure of thc menn siLC of the bubbles in 
the bed. Wittmann et ai. ( 1981) and llllligardt and Wenhcr (1986) 
followed this view. Ro\ve and Masson ( 1981) and Joncs and 
Glicksman ( 1986) estabhshed the ratio bctween the mean bubblc 
diameter and Lhe mcan mcasured p1erced lcnglh to be 1.5. 
Glicksman and McAndre\\ S ( 1985) esllmated a ratio of 1.35, 
\\hile Kage et ai. (1991) found avalue of 1.3 Sitnai et ai (198 1. 
1982) found lhe bubble diamcter to be equal 10 1ts height. Chan el 
ai. ( 1987) observed lhat decreased mean p1erced lengths md1ca1e 
decreased mean bubblc sizes. van Lare et ai ( 1997) used Darton's 
correlation lo establish a relatlon betwccn lhe mean bubble 
diamcler and lhe mean pierced lcngth, nnd found a ratio from 2.5 
to 3.0 for hcmisphcrical bubbles. Valcnt.uela and Glicksman 



(1984). Choi c1 ai. (1988). Olowson and Alms1cdt (1990) and 
Olo,,son ( 199~) made no aucmp1 to correla1e 1hc1r measured 
p1crccd leng1hs to bubble d1runetcrs. Stubington e1 al. (1984). 
llaHmo e1 ai. ( 1986), and Glicksmon e1 ai. ( 1987) applled arrays of 
probes. directly reconstrucling bubble sizcs from scts of 
sunultaneous measuremcnts. 

Methodologies for establishiog bubblc diameters from 
measured p1erced lcngths havc becn developed b) some aulhors 
Pierced length distributions can be related 10 bubble sile 
distributions prov1dcd sunablc conditional probabllity laws are 
established. Such laws can bc dcrived from hypothcses on 
distribution, velocitics and geometrical sbapcs of lhe bubbles in 
the bed. Wenhcr (1974a. 197-lb) assumed bubblcs of cllipsoid 
shape uniforrnl) distributcd lhroughoul lhe bed. nsmg at constant 
\elocity. The author solved lhe problem of dctcrrnining sile 
distributíons from p1crccd lcngths by invening arid numerically 
intcgrating thc appropriale integral cqualion (sce ncxt section). 
Clart. and Tunon ( 1988) and Tunon and Clark ( 1989) applicd 
Wenher's method assuming bubbles of truncated cllipsoid shape 
uniforrnl) dlstnbuted through the bed cross sc:cuon. considering 
lhe inherenll) h1ghcr probabilily of p1crcmg largcr bubbles, and 
accounting for bubblc vclocily dcpcndence on bubble sizes. Liu 
and Clark ( 1995) and C lar!. et ai. ( 1996) cnhanced the 
methodology h) proposing a lcchnique for infcrnng statistical 
pararneters such as mean and standard deviation of bubble sizcs 
from lhe mean and standard de\ muon of pierced lengths. The) 
also proposed nnalyucal forms for the distribulion of p1erced 
lengths (Rayleigh and Gamma probability functions) and lhereby 
generated analytical solulions for the bubble size distribulions. 
Tsuitsui and M1yauchi (1980) appllcd a statis1ical analysis for 
oblaining lhe sile distribution of the bubbles from measured 
p1erced lenglhs. fhe rnelhod accounts for the fact that the 
probabilily of detecung large bubblcs 1s mheremly h1gher lhan lhe 
probability of detecting small bubbles. Lim and Agarwal (1990) 
used digital imoge analysis techniqucs to obtain Lhe picrced 
lengths of bubbles intercepted by an "tmaginary" probe in a 2-D 
tlu1d1zed bed. The measured pierced lenglhs along \\ilh assumed 
bubblc shapcs ''ere used 10 obtam theoreucal prcd1c11ons of the 
bubble sizes using geometrical probabihty. A Gamma d1stribution 
funcuon was fitted to the observed pierced lengths distribution. 

Melhodologies are nvailable for convening measurcd 
pierced lcngth distributions into bubble sitc distributions. 
However, no \\Orl. has becn pubhshed considering lhe effect on 
lhe sizes d1stnbu11on caused by noises on lhe pierced lengths 
measurements I he convers1on from pierced lenglh to size 
dislnbutions is an mvcrse ill-conditioned problem. Unlike the 
direcl problem, lhis is very sensitlvc to noisc which are grea1ly 
amplified. ln consequcncc, 1he resulling size distribution may 
become tremendousl) corrupted ln lhis work. thc effects of no1se 
are assessed. and de-noising 1echniques are cons1dered A wavelet 
thresholding de-noising lcchnique is suggested. applicd and 
evalua1ed in comparison 10 class1cal Fourier 1hresholding. More 
precisely. thc calculus of chord hislograms is pn:ceded by a 
wavelel or a Founcr based de-noismg algorithm in order 10 
recover lhe signal from lhe nois} measurements, and to impro\c 
lhe accurac) of 1hc final solution Wavelet lhresholding is clearl) 
well adapted to this task bccause of the possibility of restoring the 
mforrnation losl in the smoolhing operation (thc integral equation 
relating chord and si1e histograms). ln other words, ifthe shape of 
lhe probe signal is known. the choice of a specilic de-ooising 
'' avelct can be made in accordance '' 1th this a priori inforrnation. 
1 e. wilh a sim1lar forrn 

Til E ST A TEM EN f OF THE PROBLEM 

Considcr an ideal intrusive probe and its corresponding 
sensing tine defining a bubble column. as depicted in Figure I. As 
already mentioned. chord or p1erced lenglh histograms. denoted 
by Pclroni y ), can bc dircctly obtaincd from lhe probe time traces. 
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provided lhe bubble rismg velocit)• ts measured or known from 
some adequme cmpirical correlation. The relatioo bet\\ een 
Pc/1<,./ y) and Pbubbl•( r). wh1ch stands for the bubble size 
distribullon characterized by its radius r, can bc established 
through P(y r) , which is lhe condilional probabilily of 
measuring a chord y from a bubble of radius r, integrated over lhe 
range of ali possible bubble sizes. ln mathemat1cal terms lh1s 
becomes 

.. 
P,·hord ( Y) = I P( Y I r) P!Jubbl~ (r ) dr (I) 

o 

/ 

Figure I .\1easurement se/reme and bubble shape model 

Sincc in the majority of practical situations whal is 
readily measured is PciHx./Y), lo detcm1ine Pb,bblc(r) it is 
necessary 10 invert Eq. ( I). what corresponds to solving a 
Fredholm integral equation of thc first kind ll11S t) pe of mtegral 
equation is t.now n lo be ofien ill-conduioncd. Consequentl). the 
solution \\iii be cxtremely sens111ve to small changes or errors of 
experimental as well as of numerical nature. to the poinl of 
compromising the physical meaning or even completely 
corrupting the rcsults. To better illustratc 1his, consider, withoul 
loss of generalit)'. that the bubblc shape can be modcled by an 
elonga1ed ellipsoid '' ilh a larger horizontal sem1-a.'<1S given by r. 
and a shape factor a (O< aS/) delined b) the ratio of the 
venical and horizontal semi-axes. This modcl is also shown in 
Figure I. 

Under lhese circumstances. the condilional probabihty 
function becomes (Tunon and Clark. 1989) 

I P( y r) = 
P( ylr) 

and Eq. (I) results 

.. 

O !.y!.lar 

e/sewhere 

Pchrmf( Y) I ~ 2 Pbuhhlc{ r )dr 

11 
la r 

)' a 

(2) 

(3) 

ln order to solve Eq. (3) numencally. it is neccssary to discreti.Le y 
and r. which can be done according to lhe foliO\\ ing rule 

Yl = iily 
(4) 

rJ =jilr 

The vatues assumed by lhe probability func1ions at these discrcte 
points can be deno1ed 



Py, 

Pr1 

P,·horrd Y I ) 

Phuhhlc ( r 1 ) 

Adopting zero-ordcr intcrpolation functions 

{ 
9/ r)= I 

4J1 (r) =O 

r1 S r S r1+1 

elsewhere 

P~.l>bh(r) can be \Hitten 1n tcnns oflls nodal values Pr1 as 

\ 

Phuhble (r ) = L Pr, 9 J (r ) 
}"(/ 

(5) 

(6) 

(7) 

'' here .V is the number of subinten ais 1n the dtscrcll7.allon of r A 
funher simplification can be achteved tf the discreuzauon step on 
y is taken to be 

tly = 2a tJr (8) 

in which case the integral equation (3) bccomes 

N ( (j-.l)tJr l 
Py, = í: ~ Pr1 J r~ dr 

J=:l jár 

(9) 

After calculating the integrais. expression (9) can be wrillen in 
matrix for as 

{ Py } = ( 1\ ){ Pr } (lO) 

"'here l K] is an upper triangular m:um. wtth coefficients gtven 
by 

l "'·' "'·' 

I 

JO+IJ 

= o 

ISjS;\ 

( 11 ) 

if 1101 

Eq. (lO) can be seen as the numcrical vcrsion of the 
integral Eq. (3 ). ln practical sttuations. the chord probabihty 
distribution is detennined from thc probe ume traces nnd the 
radius probability distribution calculated by inverting [ K~,~ 1 (the 
numerical equivalent of lhe integral operator in Eq. (3)) and 
applying it to { Py, } 

{ Pr } = ( K ) 1 
{ Py } (12) 

ln tàct, this is a very delicatc task due to the ill
conditioned nature of lhe problem. To bcucr illustrate this. 
considcr the following pair of sizc and chord probability 
distributions satisfying Eq. (3) · 

{;J, 
Pbuhhlc(r) = 4v-;- r· exp(-ar 1

) (13) 

fchorofY) =~[l-er~ 
2
Ta )] ( 14) 

Consider nO\\ the direct problem of retricving P,lttJnl from a 
perturbed Pm.6bk and lhe ln\Crsc onc of obtainíng P~nt6bk from a 
perturbed Pc~~on~· Through Eqs. (I O) and ( 12). this can be written 
as 

{ Py } = ( 1\ )( { Pr }+ {a } ) ( 15) 

{i>r}= (Kj1({Py}+{a}) (16} 

where { a } is a centered white noisc vector of maximum 
amplitude paramctcri7cd by a. Thc plots in Figure 2 compare the 
direct and the inversc problem for mcrcasing noise amplitudes 
(i. e. respcctivcly l:.q ( 15) wtth P~.~hl• taken as Eq. ( 13) and Eq. 
(16) with Pcltanl taken as Eq. ( 14 )). 

lt is obvious from these figures thnt the stze probability 
distributions are completely corrupted. C\ cn for almost 
imperceptible diSturbanccs. ln consequencc, obtaining size 
histograms from chord histogran1s directl> from the experimental 
signals is unfeasible without spectfic signal process1ng algonthrns 
to handle lhe influence of notse As alread) menuoned, one \\3) 

of doing lhis is b) fining a convenient theoretícal chord 
distribution in ordcr to be able to solve Eq. ( I) anal)1tcally (Clark 
el a/. 1996, Liu and Clark. 1995 and Ltm and Aganval. 1990) 
This method works adequately onl) if thc fitted anal}1ical fonn 
(in general a continuous Gnmma functíon) i~ close to lhe real 
chord distribution, whích is not known a pnori. 

As an altemath e to this. we pro pose the application of a 
pre-processing de-nois1ng method based on the concept of 
onhogonal wavelet analysis, which will be detailed 1n the sequei. 

WAVELET ANALYSIS ANO SIGNAL PE·NOIS!NG 
TECI-lN I OU ES 

Wavelet analysis has bcen onginally introduced in lhe 
conlext of signal by J. Morlet for the study of setsmic signals 
(Grossmann and Morlet, 1984 ). Since then. many rcsearchers 
have worked to eStablish its theoreticnl background as well as to 
extend its range of applications. ln lhe prcsent da)'S, beyond 
classical stgnal analysís problems, wavelcts have bcen applied 
successfull> in a great numbcr of problems as, for instance. lhe 
charactenzauon of coherent structures 1n turbulent flow (Farge e1 

a/.. 1996). analysis of the three-dtmensíonal organizatíon of 
galaxies (BiJaoui and Gtudtcclli. 1991) and compu ter vision 
(MallaL 1989) 
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The continuous wavelet transform of lhe finttc eners> 
temporal signal x( 1) E L: ( 9{) is the jomt umc-scale functton 
Wx.,f a, b) E e r 9{ x9i) defined as 

Wx'l'(a,b) = {\(1),1j10 .h(t)) (17) 

whcre lhe analyzing function "'"b( 1) IS the shtfted and scaled 
vers10n of the fundamental wavelet ljl( 1) E L: ( 9{ ). generally 
well located in time and frequency. ln mathematical tenns this 
becomes: 

, rt-b] 
'Iludi) = .Ja"' -a- J (18} 

(the factor 11 Jã is used to make the L1-norm of Eq. (18) 

unit81) for ali possible values of the dcscription pararneters a and 
b). The denominatíon wavelet comes from the necessnry 
condillon on ljl( 1) to be an admissíblc annlyting function, which 
requires lhat its Fourier transfonn vanishes at the origin. Since 
ljl( 1) must also vanish for 1 ~:too (finite energy). a consequencc 
is lhat any admissible wavclet deca) s and osctllntes. Thus, Eq. 
( 17) can be mterpreted as a mcasure of rcsemblance bctween lhe 
original sígnal and the anal>ting "avelet with respect to its 
esseotialtemporal support and n chnractcnStic frequenc) . 
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Figure 2. Direct (lefl) and mverse problem (right) for distributions (13) and (/4) and differentnoise amplitudes: a - 0.{)()01 (2a and 
2b). a • 0.0002 (2c and 2d) anda 0.0003 (2e and lj). 

ln what concems signal decomposition and 
reconstruction. thc main propeny of the wavelel transform is that 
for some classes of ana1yLing functions and valucs of Lhe 
description paramctcrs a and b, 1(101,( t ) establishes an onhogonal 
dccomposilion of Lhe llilbert spacc. More prec1sely. for some 
Vlu~l 1) and 

a'" = aõ and b,.n = a, ntll (19) 

\\-herc m and " are mtegers. tJJ IS Lhe fundamental sampling period 
of x( 1) and a0 can be sct at 2, any finite energy signal x( t) ean be 
canonically decomposed as 

x( I) = L w,.n VI a., .h • .• (I) (20) 
m,n 

where the decomposition cocfficients W,..,, can bc calculated by 
Lhe simple formula 

W,.,, = ( .T(I).Ifla.,.b,. .• (tJ ) (21) 

or, using Lesbaigucs inncr product definition for functional 
Hilbert spaces 

+- "' 

W, ,11 = f T(l )2 l w(rnr 1-nfll ~I (22) 

The good time-frequency localization of li' e( 1 ), 

together wilh its onhogonality at thc dyadic grid a, and b,,,. 
(a11 2), results in coefficients w ... , wilh minimum rcdundancy. 
One very imponant application of this IS in signal recovery from 
noisy data. The general procedure is accomplished in Lhree steps: 
1) transform the onginal data in noisy coefficients W ... ,. through 
Eq. (21 ), ii} apply soft or hard thresholding to Lhe resulting 
coefficients in order to clim1nate Lhose not retlecting the basic 
structure of Lhe s1gnal and, finally, iií) reconstruct a de-noised 
version of the original s1gnal Lhrough Eq. (2 I). ln the context of 
wavelct transforms this procedure is also known as wavelet 
shrinkagc and has been successfully applied to a great variety of 
experimental signals. Good entry references on Lhis subject are 
Berger et a/., 1994 (rcmoving noise from music), Mallat and 
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Zhang, 1993 (matching pursuils) and Lhose of D.L. Donoho and 
colaborators (scc for instance Coifman and Donoho, 1995). 

These ideas can be illustrated with an artificial signal, 
rcpresenlative of the output of an ideal phase detcction probe 
immersed 10 bubbly two-phase flow (F1gure 3a). The plateaus 
(representative of the chords) obey the probability distribution of 
Eq. ( 14) (a = 0.25) and the distances between Lhem vary 
randomly according to a uniform law. White centered noise is 
subsequently 8dded (Figure 3b) resulting in a s1gnal to noise ratio 
(SNR) of 5.0. The result of 8 standard hard Lhresholding in Lhe 
Haar basis is shown in Figure 3c. As expected, Lhe SNR has been 
significantly improved with good preservation of Lhe edges of Lhe 
signal, which is 8 known good characteristic of the Haar basis (a 
negative one, 8lthough not restrictive in this case. is Lhe 
generation of pseudo-Gibbs anifacts in lhe vicinity of 
discontinuities). 

Figure 3. Example of Haar wavelet de-noismg. a) pure s igno/, 
b) noisy signal witlr SNR 5.0 and c) recovered signal (11ard 
thresholding leve/ at 0.08) 

NUMERICAL EXPERIMENTS ANO RESULTS 

ln order to validate the melhodolog) proposed here, a 
series of numerical expenments were conducted wilh signals 
similar to those shown in Figure 3. More specifically, lhe error 
between Lhe theoretical (Eq (13)) and Lhe experimental radii 
distribution is calculated for increasing noise leveis. The basic 
stcps of the procedure are: 1) generation of Lhe noisy signal (high 
noise amplitudes are used aiming to simulate more realistic 
experimental conditions), i1) recovery ofthc structure oflhe signal 
by wavelct or classical Fourier de-noising, iii) determination of 



chord histogram, iv) detennination of radii histogram by applying 
Eq (I 6) and v) calculus ofthe error defined by 

e = I{Pr}-{Pr}l (23) 

Figure 4 brings these results. lo illustrate the severc 
mfluence of noise in this ill-conditioned problem, thc error 
associated '' ith the use of unprocessed signals is also plotted. lt is 
importam to emphasize that errors belo'' 1.0 imply in good 
agreement bctween experimental and theorct1Cal radii 
distributions. Errors between 1.0 and 2.0 are associated with 
poorly comparnble radii distributions, yet the averagc values and 
standard dev•ations are sull accurate. Errors above 2 O correspond 
to complctcly corruptcd distributions. 

8 

(a) 
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----,,------ -.---~ 11 {8 }li 
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F1gure 4. Error (Eq {23)) mfimction oftlre amplitude oftlre noise 
\'ector: a) no de-noising. b) Fourier lrard de-no1sing and c) 
WO\·elet hard de-no1sing (llanr basi.s) 

CONCLUS!ONS 

Th1s ''ork concerns the dctennination of bubble sizc 
histograms from pierced lcnglh or chord histograms. This is donc 
by numerically solving an invcrse ill-conditioncd problem, which 
implies that the solution ''iii be cxtrcmely afTected by noise. 
Surpnsingly this aspect of the problem has not been previousl) 
considered in lhe líteralure. 

Numcrical experimcnts werc conducted in which it was 
shown that evcn for 1mpcrceptible d1sturbances of the chord 
histograms the calculated s.,e histograms are completely 
corrupted. ln v1e\\ of this, s1gnal-processing algorithms are 
mandatory lbr handling the influence of noise if real experimental 
data are to be used. 

A de-no1sing methodology was employed for signal 
rccovery based on wavelets as \vell as Fourier threshold.ing 
tcchniques. To verify Lhe polcntiality of thc method. numerical 
simulations werc perlormed in which incrcasing noise leveis were 
addcd to signals n:prcsentative of a virtual phase detcction probc 
immersed in bubbly flO\\S The superiorit) of wavelet 
thrcsholdmg IS cvident smce good results can still be obtained 
evcn at relati-.cly poor SNR leveis. 
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SUMMARY 

Tlus paper describes a method of measurement oflocal mle!facwl area concemration using a double 
sensor resistivity probe. The time averaged value of the inrerfacial area is given ln terms ofthe number of 
interfaces per rmit time and the mean value ofthe interfacial velocity. ln order to valida/e the doub/e sensor 
probe data, an independent global measurement method based on the differential pressure was employed. 
Experimental results were obtainedfor air-waler upwardjlow ínside a 52 mm diameter pipe. The results show 
that the double sensor probe method is accurate and reliable for lhe local measurement of void fraclion, 
inlerfacial velocity and imerfacial area concentration in bubbly Mo-phase jlows. 

lNTRODUCTION 

Experimental information on lhe two-phase llow radial 
distributions of thc void fraction, phase velocities, as well as 
interfacial area concentration is essential for lhe development ofa 
realistic multidimensional models. Some of the data may lead to 
closurc relations for lhese modcls while others would be 
appropriate for modcl validation. 

ln the study of two-phase llow thcre has been a strong need 
for instruments ablc to measure the detailcd distribution of 
various local parametcrs. ln a rcccnt review work, Cartellier and 
Achard (1991} have shown lhat thc most powerful probe 
techniques are electrical rcsistivity probe, optical probe and hot 
film anemometry. Among these techniques, the advantage of 
electrical resistivity probc is that both the sensor and thc 
detecting elcctronic circuit are easy to be realizcd. ln this work, a 
double sensor resistivity probe was used for the measurement of 
lhe radial profiles of void fractioo, bubble frcqucncy, bubble 
interface vc/ocíry and interfacial arca concentration. 

Since lhe fundamental works of Scrizawa et ai ( 1975) and 
Herringc and Davis ( 1976}, continuous progress has been madc 
wilh respcct to lhe application of electrical resistivity probe 
technique to studying local two-phase llow paramcters. Progress 
has bcen done both on the sensor geomet·ry and on the lhreshold 
procedure. The experimental work of Van der Welle ( 1985} was 
dedicated to the local measurement of thc void fraction. bubble 
velocily and bubble Sile in air-water llows, using a doublc probe. 
Kataota ct ai. ( 1986) introduccd a local formulation of lhe 
interfacial area concentration and proposed a thrce double-sensor 
probe. Teyssedou and Tapacu ( 1988) uscd a singlc probe for the 
measurement ofthe void fraction profile in air-water tlows. ln lhe 
work of Bamca and Shemer ( 1989) a single probe was used for 
the measurcment of thc void fraction at the centerline of a vertical 
pipe in upward air-water llow. Kocamustafaogullari and Wang 
( 1991} prcsenled an extensive work on lhe local measurement of 
thc void fraction. intcrfacial arca concentrat.ion. mean bubble 
diameter and bubble interface velocity in a horizontal air-water 
Oow, using a double probe. Liu ond BankoiT ( 1993) developed a 
miniature double probe for lhe local measurement of the void 
fraction bubble velocity and bubble size i o air-water bubbly now. 
ln thc work of Leung cl ai. ( 1995) a double probe was used io the 
study of thc axial dcvclopmcnt of the interfacial arca and void 
fraction profiles. 
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DOUBLE SENSOR RESISTIVJTY PROBE TECHNIOUE 

Measuring Principie. The electrical rcsistivity probe 
technique consists of a instantaneous mcasuremcnt of the local 
eleclrical resistivity in Lhe two-phasc Oow by means of a sensor 
elcctrode. A typical resistiviry probe is depicted in figure I. 

uninsulated 
length l 

• • second 
electrode 

insulation 

wire 

Figure I - Typical resistivity probe. 

The sensor worl<s as an identi fier of a phase surrounding lhe probe 
tip. Since lhe circuit is opened or closed depending on whelher tbe 
sensor is in contact with gas or liquid, the probe behavcs in principie 
like a switch, yielding a two-stagc signal. Such a signal shows a nearly 
immediate response to water contact wilh the probe, but a delayed 
response to bubble contact, due to lhe required dewetting time of the 
probe tip. lndeed, lhe sensor does not penetrate the interface without 
deforming iL Morcover, lhe ínstantaneous resistivity depends on lhe 
fraction of lhe sensitive tip area wened by one phase, Wld lhercfore, 
long sensitive length induccs smooth signal transttions. Minimiz.atioo 
of lhis delay, i.c., approximation of a square wave shape. is d~-sirable 
for signal conditioning. Howcver. to obtain a trUe square wave type 
signal, a proper thrcshold voltage has to be used as a triggcring 
criterion. 

Signal Conditioning. The most common melhod of signal 
conditioning is based on a single threshold levei whose 
ínterscctions with the raw signal determine the start and the end 
of rectangular wavcs, producing thus a succession of gas 
rcsidencc times. This approach has lhe inhcrcnt disadvantage lhat 



s1gnals which do not reach the threshold levei will be undetected. 
Hence the threshold levei must bc set as close to the liquid signal 
levei as possible. in order to minim1ze the innuence of lhe 
dewetting ume and to tal..e account ofsmall bubbles. 

No agrecmcnt ex1sts in the hterature, neilher for lhe 
recommended threshold levei, nor for the resulling performance. 
Nevertheless, the thrcshold levei usually ranges from 10% to 50% 
ofthe static high levei s1gnal 

The problem IS further augmented in practtce by shifts in the 
hqu1d s1gnal Je,cl Th1s problcm can bc avoided by comparing 
the samples "ith a self-adjusting threshold le,el. Before each 
data set cntercd a phase discnmination routinc. the maximum M 
and thc mintmum N valucs of signal \\Cre determmed in advance. 
The threshold Jc,cl Tis g1ven b) 

T = ( M- N) · S + N (I) 

'' hcre S ranges from 1cro to onc. 
Thc maín advantagc of this phase discrimination mcthod is 

that cvcry data sct has a ne,iblc thrcshold levei, even for the 
sarne value of S. This IS of pracucal importance if the liquid 
signallevel drifts. 

Signal Proce~smg A~ thc cond1tioned signal consists of a 
rrain of squarc waves. the signal has to be processcd such that lhe 
local pararneters can be obtained. 

The local void fracuon IS defincd as lhe rime avcrage of the 
phase mdicator functíon X by. 

I r 
a= lim-J X(x,t)dt 

r-- T 
0 

(2) 

tn \\h1ch X as a functíon of posíuon x and lime t equals onc for 
the gas phase and 1ero for thc ltqu1d phase. 

As thc condllloned s1gnal 1s gh.en tn d1screte binary form. 
equation (2) can bc wrmcn as· 

I .v 
a=-L, X(i) 

N •I 

(3) 

in which N 1s thc total numbcr of samples and X(i) the binary 
signal. 

Thc residencc time for n bubblc follows from Lhe block length 
of thc square wnvc signnl. i.e., from the number of continuous 
samples n in thc gas phase, and from lhe sampling frequency f: 

T. _!!._ 
h-

! 
(4) 

The local bubblc mterface velocit)' may be dctermined from 
lhe signals of t\vO probes placed tn lhe nO\~ d1rcction. A bubble 
which contactS thc front probe '' 111. tn general, subsequentl) 
makes contact \~tlh the rear probc lltc ttme delay bctween thesc 
two contact s1gnals IS a mcasure for the vclocil) of the bubble. 1t 
is of course poss1blc that a bubble is onl) pierccd b) one of lhe 
probcs, thís error source should not cause any problems provide 
this stochasuc process IS observed ovcr an adequatc length of 
time. A corrclauon techntquc \\ill bc requircd to determine lhe 
most probablc time dclay bctwcen two stochastic signals. The 
cross-correlation function of the two probe signals a and b is 
defined b)•: 
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r 
F,h (x, -r)= lim _!_ J a( '1:, t)b(x + d,t + -r)dt (5) 

~ .... To 

\lherc d IS the d1stance between the probes and 'r is lhe time 
delay The max1mum of the correlation function ) iclds lhe most 

probable time dela) 't' 0 • from ''h1ch lhe bubblc interface vclocny 

component in the axial d•rect1on is detcrmincd as: 

d 
(6) 

For I\\O 1dcnucal s1gnals shifled rclat1ve to each other the 
correlatton funcuon y1elds a triangular shapcd function. ln case of 
nontdentical s1gnals, 1 c .. whcn thc w1dth ofthe blocks differs, lhe 
top of the corrclation function is brondened. which may generatc 
difficulties in detcrmm1ng T 

0
• ln practice. ho\vever, the 

correlauon functions show n single maximum. 
1 he time-avcragcd mterfac1al arca concentrntion a, can be 

obtaincd by counting the number of interfàccs passing the probe 
per unit time N1 and knowing thc interfacial velocity v, and the 

angle <P bctween this velocity and the normal vector of the 

interface (Kataota ct al.. 1986). 

(7) 

ln pracuce. 11 is dífficult to determine lhe angle<f> . Hol\cver, 

'' ilh thc assumptton that the mterfaces are composed of sphencal 
bubbles. lhe probc passeS CVCT) pan Of bubble \\ith an cquaJ 
probab1lit) and thc mtcrfac1al \.Ciocil) has lhe sarne direction of 
lhe probe ttps. thc interfacial arca concentrauon can bc 
dctcrmined (Vetau. 1981) b) 

(8) 

EXPERIMEN'J t\L RESUL rs 

DcscriOljon of lhe Experimental Facility. t\ schematic 
diagran1 of the experimental facihty is 11lustr~ted in figure 2. The 
test scction 1S made of a 52 mm LO Plcxiglas tube which is 2.40 
m long 

1 he ai r tlO\\ was supplied from the butldtng central ai r 
S)stcm Thc water was pumped from a large \laler tank. Both a1r 
and water no11rate \\ere measured w1th calibratcd orificc-plate 
meters. Air and \\ater ''ere inJected 1nto lhe m1xmg chamber 
placed at thc bottom of thc test secuon The bubble generator 
consisted of a porous plate. AI lhe top of lhe test section a 
constant levei system allowcd the a1r to be cxhausted and lhe 
''ater to be retumed to the tanl.. b) gra1 tl) 

1 he double sensor probe ''as mounted on thc displacement 
mechan1sm madc of the m1crometcr screw gauge. Thc probe was 
placed at I 92 m (U0=37) from lhe inlet of the tcst section 
Using the displacement mcchanism. the double probc can bc 
moved radially from the ccnler towards the pipe wall up lo 2.0 
mm from the wnll. Mcasurcmcnts ''cre performed at 9 different 
radial posiuons. 
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Figure 2 • Schematic ofthe experimental facility. 

ln lhe experiment thc superficial gas vclocity was varied from 
0.0 I O to 0.040 m/s and the liquid superficial velocity was varied 
from 0.041 to 0.200 m/s. given a set of 25 experimental 
conditions. 

The Electricnl Resistivj!Y Double Probe. Thc local 
measurement station consists of a probe displacement 
mechanism, lhe electrical resisti\ ll)' double sensor probe and thc 
driven voltage-sensitive circull. The doublc sensor probe was 
inserted in the test section through a probe support tube ( 1.2 x 0.8 
mm) fixed to the displacement mechantsm A micrometer screw 
gauge. "ith graduations to an accuracy of 0.05 mm. was used to 
tra"erse the probe m the radial dtrection A high resolution 
mechanism \\as nccessary to evaluate probe positions in now 
stream aceurately and to ensure reproducible results. 

The design of the electrieal resistivity sensor is shO\\n in 
figure 3. For each sensor. one electrode is the e:-.posed tip of ao 
otherwisc isolated wire and the return eleetrode is the supporting 
tube. The inner elcctrode is a 127 1-1m diameter copper wire. 
insulated with a varnish and accurately eut under a microscope at 
the tip. The copper wires were insened into supporting stainless 
steel tube. Epoxy insulation was applied to the entire sensor and 
allowed to run back whilst drying, to exposc only a smalltip arca. 
The exposed length was about I 00 ~tm. Thc a.xial distancc 
between the tip of the two sensors was 3. 7 mm. 

Each sensor w~s driven by a voltage-scnsitive ctrcuit 
eonsisting of a I 5 volt battery and a 2 MO potentiometer 
eonnected in scries with thc probe to thc ground. The 
potentiometer was adjusted to give an optimum output 
voltage for mcasurements I f the sensor tip is m the liqutd 
phase. the circuit will bc closed and the voltage output will 
be lower. When a gas bubble hits the sensor tip, the eircuit 
continuit) will be broken and thc output wtll read a high 
voltage. The voltage drop across the probe during closed 
circuit (liquid signal) approximated 0.5 volts. This low 
voltage effeetivcl) redueed electroehemical phenomena at the 
sensor. 

For cach presct experimental conditton lhe probe signals 
were digitized by a data acquisition system utilizing a 
personal computer and a high-speed analogue-digital 1/0 
expansion board. 
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Figure 3 • Design ofthe clectncal rcsistivity doublc probe. 

Owmg to Lhe largc volume of data gcncratcd, the sampling 
rate of thc data acquisition was sei atl8 kllz, and the total 
sampling time was 30 s 11 was found that this combination 
provided a sufficicntly number of bubblcs for lhe statistical 
analysis of the no\o'. 

lt is to be notcd Lhat thc sampling rate may seco to be very 
low whcn compared with some investigations carned out on 
vertical bubbly rwo-phase nows. IIO\\evcr. it tS tmponant to note 
lhat for the prcsent experimental condittons the bubble velocities 
are very low, and thus it becomes essential to have a total 
sampling time as long as possible to gct cnough bubbles. This 
simullaneously leads to a low sampltng rate due to the O\Crall 
limitations ofthe data acquisition system 

As mentioncd above. a proper threshold levei has to be 
applicd to the raw signal tn ordcr to obtam a truc square wave 
t) pe signal When the threshold I e\ el S. defincd as a percentage 
of the voltage gap between the static le\els, cvohes from 0% to 
100%. so does thc local void fractton. Ali the expenmcntal 
results presented in this papcr \\Crc obtained by using a threshold 
levei S=O.I S. 



A manometer connected across the length of the test pipe 
gives an accurate measurcment of two-phase pressurc drop in the 
test secúon. This can be converted to two-phase gravitational 
hcad to obtain the global void fraction data. Note that under lhe 
prcsent experimental conditions the frictional loss was almost 
completely negligible in comparison wilh lhe head loss. 

Void Fraction Measurcments. Thc measured protiles of local 
void fraction at various gas superficial velocities (for JL=0.200 
m/s) are shown in figure 4. The void fraction values are nearly 
constant in the radial direction cxcept near the wall where these 
values decrease toward zero at thc wall. 

ln order to validate the double probe data comparison with 
other global measurement melhod was made. For this purpose the 
differential prcssure measurement data was utilized. Thc radial 
profiles ofthe void fraction were first area averaged to obtain the 
averaged void fraction a1 each superficial gas and liquid 
vclocities. As shown in figure 5. the void fraction values obtained 
from the double sensor probe measurements are about 20% lower 
than those obtained from the diiJerential pressure measurements. 
The difTerence between these two averaged void fraction values 
may be explained by the fact that the local void fraction values 
were slightly underestimated (some bubbles wcrc not detected by 
the probe) and lhe global void fraction values wcre overestimated 
(the friction pressure drop was neglected). 
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Figure 4 - Radial void fraction profiles 
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Figure 5 - Comparison of average void fraction obtained from double probc with global measurements 

Bubble Interface Velocitv. ln the measurement of the velocity 
the double sensor probe in elfect measures the interface velocity. 
The mean velocity of the front interface of the bubble is taken as 
lhe mean axial velocity of lhe bubble. Here it should be noted 
that for large and non-spherical bubbles this assumption may lead 
to considerable erro r. 

As it was mentioncd above. thc bubble interface vclocity may 
bc determined from thc time delay bctween thc signals of two 
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probes placed in the Oow direction. A corrclation function. 
equation (5), was used to determine the most probablc time delay 
between tv.·o stochastic signals. The maximum of the corrclation 
function yields the most probablc time delay, from which the 
bubble interface velocity component in the axial direction is 
determined by equalion (6). 

The radial bubble velocity proliles are presented in figure 6 
for ditTerent values of gas superficial velocity (JL=0.089 m/s). 



The bubble velocity profiles show basically lhe power law protile 
with the maximum at the pipe center for ali gas superficial 
velocities. 

The measured bubble vclocities are close to lhe values 
predicted by the drift flux model (Zuber and Findlay, 1965). 

lnterfacial Area Concentrntton. The local interfacial area 
concentration may be determined ffom the bubble interface 
velocity and bubble frequency measurements, by using equation 
(8). This equation was obtaincd with the assumption that the 

interfaces are composcd of spherical bubbles, the probc passes 
every part of bubble with an equal probability and the intcrfacial 
velocity has the sarne direction of the probe tips. The radial 
profiles of interfacial arca concentration (JL-<>.200 mls) are 
presented in figure 7. Generally, lhe interfacial arca concentration 
increases as the gas superficial velocity increases. On lhe other 
hand, it was not influenced by lhe liquid superficial veloc1ty. h 
should be noted lhat lhe interfac1al arca decreases near the pipe 
wall, certainly because the bubble frequency rcduction in this 
region. 
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Figure 6 • Radial bubble vclocity profiles 
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Figure 7 • Radial mterfacial arca conccotration profiles 
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JR = ~! J'hadA = f:[(; r-(~ r1 Vhkat 
(9) 

Avcragc Gas Superficial Velocity. The average gas 
superficial velocity may be obrained from thc local 
measurements of the void fraction and the bubblc interface 
velocity. First. the pipe area is divided into concentric rings 
accordiog to the rad1al position of the local measurement. 
The arca averaged gas superficial velocity is obtained by 
muhiplying the local void fraction and bubble interface 
velocil) b) the area ratio and summing them together· 

\\here r", r, and R are respectively the outer and the mner 

radius ofthe concentric nng and lhe pipe rndius. 
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Figure 8 shows lhe comparison of lhe area averngc gas 
superficial velocities obtaincd by lhe probe mcthod and by thc 



tnlet measurements Most of data were with a 20% errar range 
compared to the tnlct tlow measuremenL The disagreement for 

high gas superficial velocil) is probably due to the effect of thc 
underestimauon ofthe void fraction, as it was menuoned abo,c. 
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0,04l 
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Figure 8 - Comparison between arca average and inlet gas superficial velocity 

CONCLUSIONS 

The electrical res•st•v•ty double probe technique for 
measuring local interfacial arca concentration in a 1wo-phase flow 
hns been des<mbed. Data on lhe local void fraction . bubble 
interface velocity, and inlcrfaciBI arca conccnlralion were 
oblained for d1fferent gas and liquid superficial velocities in a air
water vertical bubbl) flow. 

The void fraction radial profiles shO\\Cd a relatively flal 
paliem in the core (r!R<0.8). Ncar the wall (r/R>0.8) the void 
fraction values decrease toward t.ero at the wall. lncreasing thc 
gas superficial vclocity, for a constant liquid superficial velocity. 
increased the void fraction, both tn lhe core region and near the 
wall. 

The bubblc Interface veloc•ties, obtained from the cross 
correlation function of the signal of lhe double sensor probe. are 
close to lhe values predicted by lhe drifi nux model. lt ranges 
from 0.25 mls (near the wall at lowcr gas flow rate) up to 0.60 
mls (core region at higher gas now rate) 

The intcrfacial arca concentrallon profiles. obtatned from the 
vo1d fraction, bubble frequenc) and bubble tnterface velocity, 
showed the sarne bchavior as the void fraction profiles. 

Finally. thc arca nvcrage gas superficial velocitics. obtained 
from the local mcasuremcnts ofvoid fraction and bubble velocity, 
were compared to the inlet gas now rate and a good agreement 
was found. 
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A MIXTURE THEORY MODEL FOR A PARTICULATE SUSPENSION FLOW 
IN A THERMAL NON-EQUILffiRIUM CONTEXT 
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SUMMARY 

!'lu• prffient work propOt;t'S a local mod<'l for a particulal•• 811!-JX'nsinn flow cmpi()J iug I tw 

contmuwn Llwory of mi.xtun•- specially dcwlupcd to deal witl! mu/1 ip/!m;t• pltenolllc'lllt. l'Jw 1/ow 

of 11 M•wt.ouiMI fluid wit.l! sm11JI solid particlC's iu suspf'llSion- in wlli<'h t.ltc•rrnal IWll·("(]flilihriuw i~ 

111/owr'C/- is descrilxvl 11.."1 11 mixt.urc of solid !lnd fluid constitucnts m<•xisting superpoS('(I. '/'lwrmo

dynrulJÍI•a/ly <'Onsislent ronslilutive bypotlu~ Me dl'rived in ord<'r lo lmild an adequa te' wodt>l 

for sUSfWII!<ÍUIJS. 

INTRODUCTION 

Fluid-part id<' ::IU!>p()n:;ion nmw phtv ~ 11 impm'lant roh• 
111 eounllcss pra<"lknl engilwering npplii'Htion.s v.rit h major 
t'f."onumicaJ imponmwc. Th~ indudt> t hc• :<t udy of Oo\\11 

of lllining produd!' in :-u.;pension in liqui<b, 1...uch ~ watPr, 

t hP fiow t hat U<"<'llr:o in p<'trol <'Xplolll\lH>II - in whkh r<wk 
part 1d~ flow m ><U"]>C'l~iou wit.hin t lw fluid, lluidiz<'d lwd:< 
nnd nuclear rPnrtor lo~ of C'O(Jlaul. twc·ldtmt ~:<. The int.err:-t in 
lllndPlliug t'luch plu•nomf'lla iB incrensiug ~<ign ificantly nowa

dnw mainly dw• tu llw impunruwt' at todu>d to prohl<'mfc' 
t hAt nnpact t h<' t'llnronmPntal :otntP - t•.g. flnid-pollution 
partlcles flow:< - t>it ht>r m riven; or 111 t hP ai r 

This work prt':o{'llt!-l a local mod<'l for t l1f' fluw of a 'll<'w
i omnn flmd with rigid t'lol id par! idt'» in ttu::.pension 111 a 
tlwrmal non-Pqui librimn cunt~>xl. , ha~(·d on I he 'TlH'ory of 
Mix1 ur~. a <"ollwniPut m<'l bod for modeUing mull.icomp~ 

rwnt :;y:>temto, whwh WM fin.-t pn•,:pul.t'<.i wit hin tl1t> fmtll<'
work of Cont inuum J\lt'f'hanic:,o hy 1'rut~PII (19:i7). !tt'l ha 
,.,i<· a..~umpt ion Í" t hllt, at auy timP, nll t ht> <"otlStilucnt~ A ri' 
pn~nt in <'VPry point of l hr mixf nn•. T lw fluid-PArt klf' 
llow it~ modf'll<'<l a.~ n mixturf' oft.wn owrlnpping cont.imron:o 
c·um:~t.it ucnts: Oll t' ~olid (rigid, hom<>gi'HP<>us and i!i'Ot.mpic 
part iclf'.t') and oHP fluid (an incompn•::;.-;ihk ~cwtonian Ouicl ). 

Addit ronal t t•ru~.e, playing llt<' roiP of momcntnm and 
t•nt>rgy ::our<'<~. nh::;<>nt 111 I he da....:swal C'ominuum ~le<'han
u~ npproarh, tU•' r•'quirt>d in lht> hnlnm·p pquation" to 8<'
c·ouut lor t h1' tlwnnod) namkalmt <'rll11 ion hrt "'I'(>U t lu' ('(>n

HI. it.m•nltt. TI H' mm<>~, mnml'nLm11 11 nd c•ut>rgy balancC' f'qtm
t iou:;, whkh mu~t lw t~nl wd for boi h c·ou~>tit tr<'nL,.: of t bC' mix
t.uw, combinNI wtt.h thennodynanlic·ltlly <'Oil:c"istenL c·or~t i

tutrw a.."i8umption<- for tlw partml :<trP.:~>~ tPJt.."'<>r, LhP pnrtinl 
hPat flux anel for llw nl>o,·c mcnlronNI mornentum and f'tl
t>rgy ffiUr~. rt~uh:o in a systemati<" dt•;;eription for tht>rmal 
llow1:1 with partrdt':llll t<ll:-opension. TliP rt>t~ulting malhf'mllt
kal rcprc:::ent ati ou nm~>iii!lt> of a sC'I of l.t>ll partia I diffcr<'nl.ml 
<-'fJllRt ions ::.u hjt'C'It•d l.o <"OliVPtÚ<'tll. bonnclnry co11dif ion~>, 
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whOSE' UTikllOWll!> l).ft' tbe rhrid a ud (]I(' 1..'1)\id C'Oiltlllt lll'llfl'o 

v\'locit. iC$ tllld l.<'lltpPral ur~. t ht> lluid frncl io11 and thc• prc•:~
sure. 

Part.i<'ulat<' l:'U::opPnt>iou flow;;~ h11vt" Hlrt"<uly df'll4"rwd ;;c•v

E'ra l :>t.udi~. probahly dut> lo 1 hPir applic·nt ion in t he cl<'::'<·r ip
lion of tnall) pr<~"<'>' uf Prtgint>i•rmg lllll'n~t. Pa..~man l't 
al. ( 19~0) haw modl'lled ::;·u,(wr~ion~ uf J)Art ic-1& in a fluir! 

employing tt mtxturP theory approarh allllll~ to prcdict rhf'
ological prop<'riiE's of suspcnsions. 1\ !'..~uming that tlw :ous
pPnsion is d ilul P, l.ht"y havl' propo~c.'fl n rhc'<Jiogkal <'<JHAI ion 
of s t.at{' for 1111 tt<otlwrmal :>UPJ>C'llHOII and haw anAly~ro 
a :<im.p]C' ,;Jwminl! problcm .l<'nll nnd P<'ddic:oon ( l!l!l7), 
m a rN"E'nl work, Ira v<' pre,;t>nt t>tl t ht• ~imulat ion of ow'
dimen.siunal t wn-ph&f' fiuid , part ic-h-• ~u.:<pt'lll>Íons, ,;I n~mg 

tlte mathPmlll in1l n.~peds of difft>rt'lll lllodeb lo de'Scribl' lht> 
motion of a suspf'nbion a ud applying tl1Pm lo :!tt>ady iuj<'<'· 
tion of parl.iri<'R into a quiescN1t fluir! , tm:otNtdy flow at low 
volmn<' fraC't 1011" and fuily de,<'lop<><l t~t<•ady vcrtkal pipi' 
ftm,~. Although lhl'ir work dt•alt with complt>x proct'N:'f'::õ 
wit h engim•Pring llllf'r<'::'t, I hernml t'<Jnihlmum I~&> h('i'll u ...... 

:;umed t hroughouf t he articlf'. 

GOVERNJNG EQUATIONS 

A Cont.rnuum !\lr"<'hanic'.!' ~pprmwh wnuld d<'::'<-rilw nd· 
pqnately phcnomrna ~·uch a.:; a fluid flow wil h a :;inglc• :O<>lid 
J>llrt icle imnwn-<·d m it. Stok<':o, in t:--r, I, ha.:; already ,;ol\'("(1 

a ~implifiro V<'l'l:'iun of the problf'm 111 whi<"h a. :;phcrwal par
tidf' fal.ls through un infinil<' vrl:wout~ fluid due Lo gT!Wity 

t>ff('('t. HoWf'\'Pr, in t I1P prPs<'nr·(' nf n. grc>al. nuruo<'r of pn rt 1-
dt'!:l, whm;(• :oh!lflt'>' might. bf' not att c·onwniPnt as thc al><w(• 
menlionP<.i :;phl'ric·al pari ide, ( 'ont mmmr f\ ledtanic~ \\~mld 

~ no mor<> rut n<IPC{UIItE' choi<'C' for cl<>·wrihing th<' rf'l<ultmg 
particulat<'-:'11:-pen .. ~inn Oow. ,\n ali c•nmf in• approadt nri:w,; 
naturally tf oní' hc•ar::> in mind t hat t lw ('untilmum Tlwm) CJf 
l'vUxturcs ha .. 'l hPI'll H[><·dally dcwlop<'d t.o ntodel mult.ipha .. "*' 
phenornena. 



Thl' bala1Wt> c>quatmn~ u::.ecl to de!;<'ribc thf' t<Oiid-flmd 
mixturí' which r.•presents I he part.il'ulate s nspensimt flow art' 

~Lat(>() a.""'uming a chemkally nonreacting rontinuotl$ mix· 
t un> Thb. hypot hesis a.....sures t hat the ma...qg of PaC'h ron 
~Lit,uput. of the mixtur(' ~~ preservcd - and, a.<·cordirtg tu Al.kin 
and C'raine (1976), lhe balanc~ of ma..~ for lllc wlid aud 
the fluid COD..<:t. tlllPillS 8rt> stated 8.~ 

( I) 

(2) 

in whid1 (JS and PF arP t he t<olid and íluid rou:<t it ueult-' 
m&..~ dl'lt:;itit>t< tmd vs nnd Vp t.hPir wlodtÍE'$ ÍJl thP mix 
ture. ThP tirld p, rPprf'N'!nt."' I IIC' lo<·al ml.io ))(>t Wl'Pn t lw 
ma.~ of t h~> i I h <'Cllk-1 it Ul'llt nnd t bc> <'OTT!';tponding vo l
ume of IOIXlUT!'. 

Tlw halanc<' u[ litwt'r mouwnlum ib prut.ulnlrd by 

applyíug t hf' fi ri' I nxiom of Eu lP r I o ead1 cmt:;l ii m•nt of 

the dwuucally non-n•su·liug cnntilmou;; mixt.ure (,\tkin and 

Craiur, 1 !)76) · 

Ps [ ~;t I (V'v,.;)vs] 

V' T o; l m s l Ps &s 

[
i:Jv p 

Pf· Dt 

V'·T r-

(V'vp)v F] 
ffi {<' ~ ppg p 

(4) 

wher1' T s sncJ T ,,. reprc>t«'nt. Lhe> partia! ~:~t. rr&; Leut'OT!:' a.~:::>O

datcd to the ~:oo ltd and tlw flutd <'Oll$tÍLucnts, m s n11d m f' 

the momentum 1111Pradum fort't..,_, per uml volunw, acting, 
respoclivcly, cm l hc w lid n.ttd on t he fluid consliluf'nL8 due 
to tlwir intcrat't io11 wilh lhf' rf'uuuning I."<Ht:;Litucnt of lhe 

mixturt• and g .-; anel g F t-JWdfic h<>dy fon·<>,o act uag on t.Jw 
~:«>lid nnd Lhe lluid c·orlblituenh;. The moarwntum iulenw
t ion fure~ pia) a roiP of momcnt um sou r<'(';', beilt~ prt>Senl 
in lhf' hnlaJI<'(' f'CjUation .... in ordPr t.o guarantt'f' dynamical 
inlcrad.ion aHH>IIg t hc I'Ollf't.i tut'llt!' of a mixlurc. 

Tlw monll'ntum balm1ce for the mixture a.. 8 wbolt>, 
reqUITI'<' that tJtP RUlll uf ll10 1111!11LU1TI EOUrt"f'S Dlllb t, bf' Zf'W 

Pvcrvwlwre. Tim~ 8.S8llll1Jll ion i~ 1:\ianpliiiPd wbdlwr a Lwo

romttlut'nt s' nuxturr (i 1, 2) ..... I'Oll:Hdt•red, t-o th8t UI 

order lo E'llSllrl• t h<' naolllcntmu bnlance for Lhe naixt.ure it 
~ufficP~ t hat 

2 

L m• O => m s - - m F (5) 
I I 

ln t.hf' pr~;·ul work T s and T F arr ll.t«illllWd :~ymnaet 
ncal, ~' llw angular utomcnt um balant'(' 1:1 autonl!ltically 
Miisfit>d. 

Ülll:'lidf' rinJ.T onet-> agnin a dll'mic-aUy non-re<u1 ing con
tinuou~ mixtnn', U<'C<Irdmg to ;\tkín and ('rninf' (Hl7fi), lht> 
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f'llf'rgy bRlalH.., for hot h I ht• ~llid and t h(' fiuid c•onsLituPnt s 
lli givPn by 

p::;c.c; [o;s t (V'Tc;)v s J 

-V'· q .!> T s Ds ~q'~ t fl s 

[
OFr ] Pf'C'F Dt. + (V'Tp)Vf 

-V' q ,., 1- T p. DF+ q~' f. l l f· 

(6) 

(7) 

Í.ll whidt ('ç mtd Cf' arP lhe ~:>olid AUd l!H' nuid ~)WCÍ Üe lwat.:< 

- nl{'ll~ured 111 u c-ommnum lllt'<'haniuc framt>~,1rk ThP r•'
mainmg varaahl<'S nau~t . be con:-tdcred w1t hin a mixt.urE>::< t lw
ory context: '/'p and 'l'ç repn'.'t'llL Ll te nnid cont-t iluent nml 
&>hd m n«t.it llt'llt t <'lliJWrat ur<• fiekk, q F and q _, t be (t•on
duction) partia ! hí'at. fluxet~ for thl? lluid and tlw ::;olid m l1-

~t. il.1Jl'llt !>, Ds nnd D p flr<' tlw t:<)111111Pt.ric•RI {mrl. uf Vs Hlld 
v f' g radiPnlt- and, lhtnlly, q; a11d q~' t hc tlUJd and ~-olad 
l'< •l l...., t H ucnt~ ht'al gt>liPrntion I f'TlliE'. 

'J'hP iut c•ntal c-out ri but i nu tt>rTTJS I I F tmd li ,, rPprP:<<'IIl 
t h•' P lii"Tg) grn<'ration fnnctinn, aril:'ing from tlwrmal 11on
pquilihrium R llowed Hmong tlw con~t il.twuts of tt mixt liTP. 

Tlwy nre l f'IIIP•'ratun~ependí'nl sour<'!'S for f'tll'h f'IWC'VY 
c>quu t 1011 and repre,{'llt the erwrgy ::upply w n given c·on

st.iLut'nt arisíng from it~ lhcruml intcrnrtion wit.h t.lw utlu•r 
con~t itnent:: of thc mixtur!'. ln tbe particular c·n~ of a bt
nary núxlurP, fl F rt•pr~lll !; I h<' l?llf'Tgy I ramfl'T per Ulllt 
time und mail voluuw from Llw :~olid r•on"t it ut>nt to Uu:- lluid 
cort.~t it UPnt - whill' I I,.; :'land!' for the t rnnsfer from Lia• fluid 
col k-1 ítucm I o t h<' ~,Jac) oue. "\Jow, C'OIH·IdPring I h(' mlXI urt' 
88 a wholl' (1 I.~). an amt logy witlt t.hc eu<•rgy balAtH"(' 
propo.~ro lly \lnrt in~-C'c~ta rt ftl. ( 199:3) l<>ack to 

2 

L::n. - o => nF- -ns (~} 

' 1 

CONSTITUTIVE ASSUMPTIONS 

J\c-cordut~ lo .lmn aml. J>Pdd it~nn ( 1997) partin1lat<' 
SU::JWrt.:<iou llow mod!•b - whkh nre :<t iii lwing <'mt.-.l.nt<1<'<1 
- nmy be n~mn<'d H."" govr•nu'<l by .-quat.ionb mutlwmat í
cally attalogou:< t o t !to~ as~wintf'CI wit h singlt> phaH• flow 
of a •·ompn~-ihle flu i<! through n porem:< nwdmm. ln nll 
t.lw t"nllBtitu t.iw f'(l\181 ions di'Ti\c'<l i.n t h is item t.wn rclt~ \1'1\.nl. 

a,.Jwd.t" wr•rt> takeu int.o acnm11t . T hl' former wn.~ thal tlw 
;;implt~1 con.!íl uliv• ' fc1rm among thc.t..~· lhAI ~tí.•f\ tlw :-<'<'c 
ontlln.w o[Tiwrmodyt1nmi~ and Lhe principie of objf'cl Í\ aty 
hw u lways ht'l'tl searcht'd for llltd tht• lnttt'T w&' to ::t.at e thP 
equntions in t ('!llll< of variable;; I hat rould bc> relu h><! to u~ual 

cont.muum IHN·hanic's variabll':l. 

l'he dynnmical int eract iou bel W\'<'11 the ml~titut•nt f' 

(ara:-mg from tht> :timultaneou" existeltc't' of t.'"'n d1stinct '"'" 
locity fields in t he ccut«idcred domain - m rrcspouding to t.hc 
fiuid and tll<' a;.olid t•ma.~t it.ucul~:< wlo<·itit'>') i» lnken into nC"
rounl iu 1:1 moment.um :'OUn't' t erm. Tl11• momPnlnm sou r<'<' 



a&ociated to the fluid consliluent. is as::mmed lo be propor
tional lo it.s re ltüive vdodt.y (vp - vs) as w~.>ll as to Lhe 
gradicnt of flnid fraction in the mixturt> (Williams, 1978; 
\la rtín.c;..C-oota and Saldanha da Gama, 1996): 

m p - Ot (vp- vs) + o2V'cp (9) 

where lhe fiuid fTad ion cp is such that cp _E.t!_P , resulting 
f l u ld 

iu lh<' fo llowing rdations for the solid and rimd const.ituentl:> 
11111..~ d cm i t i e~ 

Ps (I - 'P)Psohd 

PF ifJP f luid 
(LO) 

in which Psol.td and PJtuod are thc solid a nd the fluid mas.<~ 

df'n;<it ies, measurt>d witlun a Continuum \1!'Chanics framc
work, and O'J and 02 are given by 

Ct t = -cp2
17 

02 =-V 
( 11 ) 

whcn' 17 is t he a.ct.ual fluJd v iscosity (com-idcring a contin
uum mecbani~ fram t> work) and 1) is a diffwion coefficient 
whk h may depend ou cp. 

As:;uming lhe solid <·onstiluenl M rom posed by rigicl 
topan;ely distribui('(! ~lriicles- in such a way t.ha t d istancc.." 
b dWl'eU parlid<'~:> are rnuch greater lhan tl1cir sizes - it is 
nJa..o.;onable to suppo.._Q() lhe sbcar efft>Ct. neglig ible (J ean and 
Pt>ddieson, 199i ). T IIU::. l he solid conl:ililul'nt panial stre& 
tt'J~r may lx> simplüicd M 

T s - p(1 - cp)l ( 12) 

in which the pre:;surc acting on tlw mix~urc is represented 
by p, so tha t ( I - cp)p i~ lhe partia! pri.':;Sure ading on lhe 
!'<11id <'<>IJSti tuent, which rf'pre::ent~ thl' sohd panicles. 

C'o&idenng a l\cwt onian in< .. 'Omprl'l;Siblc flmd , the par
tia I ~:<tn~ tensor ~~>I" tal l"d to the fluid ror!St ituent may bt> 
::.ta t('(! o~ (William~. l9~): 

T F - - p<pl + 2pD p (1 3) 

wht>rt> 'PP stand~ for t ht> pressure acting on the fluid ron
~:>tit ut>nt , D F for l hl' ~:~ymmetrical part of V' v F and J.L is 
rC'ln(.f•d to Lhe flnid con~:<t ituent vi.<;c·o:;;ity IJ, in such a way 
thut 

Jl 1J<p2 ).. (1 4) 

m whicb ).. i:a a scalnr parame1er, wluch accounts for the 

pr~ence of solid part idt>s in t he mixture - suggestro by 
'vVillia m::t (197~) t.o !l<X'OUJll for Lhe drog ~>uhaucement in a 
:;olid-nuid mixt.un•- whcn compareci to the mixlures of fluidlil 
t'<m:.oidered in lhe nrtide by Sampaio a.nd Williams ( 1977), 
in whk h this relation hct.W('CD t ht> VÍ::<'<>t-itíes ha.s been fin>t 
propo.-ed. 
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Constitut.ivc ('Qua.Lions fo r the part.ial heat fluxes a.r<' 
proposed, ahning lo obtain tlw simplt's~ elememary rqua
lionl> in which a li the meaningful cífl'<'llil are included. A lin
<>ar dep endency on t.he :.p variable itt <'Xpl'clcd, for instam-e, 
:!ince it repre8(>nt~ the ad.ually "occupied'' \'Olume (from a. 
rootinuum mC<'ham~ viewpoint). An analogy with thc> hPat 
lransfer process in rigid soHd mixturCb (Saldanha da Gam a, 
1989) leads to t lw fo llowiug eqnatiom; 

Qs - Aks(1 - ..p)V''l 's ( 15) 

q p -1\l.:pif\1 r,.. (16) 

in whkh A reprl'scnts an always pt~ít.i ve para.mctcr lha t 
depends on both lhe internal strud.urt> and the kin<'ITU\1-
ics of the rnixt urP and kF and kF 11rt> t he ad ual solid a ud 
fiuid lberma l rondutti \·ities- obtaint>d wit lún a t'Ontinuum 
mechanics VÍ<'Wp OÍIIt. 

Finally, s ine\' llw mixture t.hcory a llows a iberiTU\lmd~ 
pendence betwt'Cn Lhe two cons titur nls, a linear relationship 
on the local t.empr mt.nre differcncl" is 1\&;unu?d in l.hc con
tot iitJt iv<> assumpt ion de:;cribing thr Pllf'rgy genera tion func· 
t ion fl F- whteh at'OOilnt~ for th<' t>lll'rgy t rafu'fer among thl' 
C'on.:.tituent~:> of a mixture, l;;O that th~· follmdng cquat íon 
is proposed (Ma rt in~C'o.:;t a and Saldanha da Gama, 1006; 
Saldanha dn Gmnfl, l9fl.9) 

fl F = - fl s = RFs('t:., T,..) ( 17) 

whcre RFs i<' an nlways positiw fat·lor which may depmd 
ou {v F - vs). on th~> spat ia l po..ition nnd on thc mix
turP ronstituPnts' 1hermal properLi<':! nud int<'rnal sLruclur<' 
(Martins-Costa. <'l ai. , 1992). 

At this po inl. it. i~ important l.o Jnf'nt ion lha l thc con • .;t.i 

t u t ive rela tio~ prop1>~ in lhl' prei'Pn( :-Ntion for morn<'n 
tum and en ergy liOnr~. partia l ~trP* tenron< and part ial 
beat. fluxes :!81 bfy lhe <Õt>Cond law of llwn nodynamics, rl'
gardlcss t he g<'onwlry, t he externa I tl.c't ionl' or lhe houndnry 
conditions (Cost.a M ntt.01> f'l al. , 199:3). 

AN APP LICATION 

Combining mll&', momentum and 1'1\l"rgy balance rqua
t iow for each •'on:;ttluent in the mixturt> (rq~. (1)-(4), (6)
(7)), lhe relation!! derivcd from mornt>nlum and energy bal
auc-e equal.ions for t hc mixtme 8.8 n wholt• (cqs. (5), (8)) and 
lhe constitut iw ~mnptions (eq,:;. (9), ( 11)-(16)) slalcd in 
tbc previam>~~ tons, on<> obtains t h<' fullowmg &?l of rqua
t ion::. - whiclt d('l:'('r ib c>.s t h e flow of a 1\ t>wtoniru1 fiuid w1l h 
::.m all solid partid~ iu i'U:>-perJSion 

f) 
dl ( l -<p)+ \1· ( l -ip}vs () 

8:.p t- V · ( {JV F) = o 
/) / 

( I !:1) 

( 19) 



&v.:; 
(1- .P)P .. oltd [ot" l (Y'vs)v s] 

- Y'l( l - .p)p]- 0'1 (v,..- vs) 

-0:2 V''{)- ( I - .P)P,ohd gs 

ôv,.. 
<PPJiuod[Dt l (\i'v p)v ,..] 

- Y'['PPI V' 2Jill F 

I O:t ( VF- vs) 

I o'l V' <r I 'PP Jlu•d gp 

ôTs 
( I - 'P)Psohrl cs[Tt 1- (Y'Ts)vs] 

- V' · [Aks( l - tp) V''l's 

I { V'[( I - 'P)P]} · Ds 

1 q:~'-! Ups(Tp- Ts) 

ôTp 
'PPJiu•d l'F[i)f + (\i'TF) v p] 

-V' ,\kF.pV'T,..j 

{ V'(.pp j1 V'· 21JD FI} 

D F I q;: I R Fs(Ts- T,.. ) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

Cmtsídt'ring nppropriato.> iuítial and boundary condi
tions, thP abovt> prohlt>rn ma) he nurnE>ricaJiy sirnulated. For 
a steady-~tat <' ca.~f'. for in~tnncE>, inlet values for<{), p, v ,.., 
Vs, Tp anel 7:<; could h<> given. rr a Oow through a chan
nel is simulai ('(I, t,h(• fl11id cou~tituent velocity should sat

isfy no-slip nnd imp<>nnE>ability boundary conditions at the 
channel's solid boundarics, whilc for lhe solid constiluem 
(rE>prc>dNlling tlw solicl part.id<>s), only impermea.bility on 
lhE' solid walls woulcl bP. rcquired. 

Au int<'rC'$liug s implifkation of t.he above s tated prob
lcm mA.y hf' achi<>vNI when a Pl t>ady-~:o1ate tv.-o-dimensional 
Oow through a pi811P dmnnt>l is a.naJytWCI, negJecting l11e 
tenns analogous to I hl' viB<·ous di.'<Sipation T, · D, and the 
extcmaJ hcat gt>Jwrat ion q:" -fiO that t he resulting equations 
which drscril)(' thP ~lid and fluid conBtituents are: 

() I) 
ÔJ' (I - <p)u.s 8Y [(I - :p)t's] O 

[ 
é)u,.., ôus] 

(1-<P)P!Joltd U.s-. ...,- r /ls -8 
OX y 

t) - v)<l - ;p)p]- a, (u,..- us) 

IJ.p 
-0'2 i\ I ( I - .P) Psol,d 9x 

tJ:r 

(24) 

(25) 
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[ 
811s Ot,s] 

(1- .P)Psohd U.s 8.;. - !Is lYJ~ 

8 f}tp 
= Vy 10 - .p)pJ- Ot (t'F- us)- 02 fJy 

+ (l - .P)P•ol&d Y11 

fYr a·r 
( 1 -<P)P:~oltd c.s[u.s a: 1- I 'S a~"] 

82 
= - 'J 2 [Ak.s(l-<p)Ts] 

(J' 

ô2 
-

8
!12 [Aks( l -'{))Ts] 

Rps(TF<' - Ts) 

o 

8t•p DIIF 
'PP Jluu.l [ u f? ÔJ' I t• F ôy ] 

ô 82 
= - -8 'PP] I ~ [A<P2

1JVF] 
!J (J:J.' 

')2 
-1 ~y2 (Acp21fi'F] O'J (t•p- t•s)+ 

Ô'{) 
0'2 8y j :PP/h.Hd 9y 

8TF &T,.. 
<f>PJLutd CF[IlF 8X -r l1F Ôy ] 

(26) 

(27) 

(~8) 

(29) 

- - {)2 Ak,..:.pTF]-
82 

Ak,...pTp (3l ) 
l)x2 8y2 . 

t- R Fs('J:ç- Tp) 

whcrc 'U F a.nd 11 F arE' v F componcnl.s and us and vs ar\' 
vs componcnts on x and y dirPCtions, rcspcctively. ln or
der to solve th í.$ prohlmu vs, v ,.-, '{), p Ts and Tp must. 



he known at the <'ha.nnel's inlet a 11d a.t b oth inferior and 
superior channcl walls v F O and Vs - O (no-slip and 
impermcabiliLy boundary conditions). 

FINAL REMARKS 

A mixture tboory approad1 had beeu u::>ed to describe 

a IJow of a Newtonian fluid with ~mail solid partide:! in 
suspcns ion. Thc fluid and Lhe parLiclcs have been rep
rescnlcd by two overlapping conLinuous constit.uents of a 
mixturc: a solid onc standing for Lhe rigid part icles, while 
the nuid constituent represents a Ne·wtonian incomprcssible 

nuid . Balance equat.ions for each constitucnl and consLi
t.uli w hypot he;Jf>S have bE>en corutidert'd to build a. simple 
modul for Lhe particulat.e susperution tlow - in sucb a way 

that the problem was mathematically describcd by a scL of 
t.en pa.rt ial d iffe rent.ioJ equat.iom,. 
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On t he Interaction Between a Gas-Liquid Bubble Plume and a Wall 

by Philippe P . M. Menutt Jader R iso Barbosa Jr. & Atila P . Silva Fre ire 
Mechanic-al Engint>ering Program (PE~f COPPE liFRJ}, 

C'.P 6"\:1()3, 2191;)...970- Hio dt' Jant>iro- 13nv•l 

Abstract 

/'h1s 1>ap1'l «'J711TITW:ntally dt·~n'tbev lhe ga.s fmctum. drslnbul10n 111 1/u lu•o-phast· fiou• of ct gas-ltqutd I'Ound 
bubblt' plumt H•l to du~t·lop ad)acent to a u•aJI. The local ga.s fmrtum. mwsu1nm·nts an can1cd o-ui usmg tlw 
l.'it't IITJ-n sMiwtl'l 1nvbt> h•rhtlllfllt' m an au·-wate-r system. Tht .syslt'm rompnsn a ntb·tc melt'1' t·olume wa/1?1' 

temi. (III(/ Glt' UIJtdum tw.:::zlt·s whost ftow mll.'.s rYJ.rtgl' fn>m 1.2 to 3.5 ltlrt pn· nunult. Whn1 a Fmude nvmbt'1' 
ba~('(f on lhe tlrs/(mrt bd wet•n lhe ga.5 .5om'C'es is high. tht' plume 1 rlubtls a lyflt.' of a Coarula effert. bending 
towatYls tht u•all. 1l bnef them'l!tU'al anaiysts. based otl Taylor·'s enlmllmtt•nl lt!IIJOihe!m. ts rondt1rled so thal 

o 11anablr enlmmml'll f roeffincnt can be p1vposed in fht> future. Uau.5MOtl dntnbulion.s ob.srr·1•ed l o t>2'Ísl for 
ti.LH.If'lltlll' lnt .singll' plumc'.~ n.T't' shown nof lo occ117' m ftow geomel 7"ie.'l wh<•n• lhe (.'()(mdr& t>ffer. l 1-~ aLlowed to se/ 
in Phot og1Y17JI~e~ of l he jlow mv> shown l o illu..~Únfe lhe phmomf'1101t. 

K/!J) WO IWS.· bubblr 71lumes, g11s fmctwn dt.Stribuhou. l'll'clm-rr.siMI.IIit.y pwbr·.~. Coanlla cfferl , t>nlnJi.ument. 

J~TROOUC'TI OJ'., 

C:as ~:-lirn>d nwlt lsHIIt';; nrl' 11. l'ouunom ocurrcoce in t!te 

:;tt'C'I mnking indu:-t ry. J'hc- upward movement of an inert 

g& imo a hath prov<>kt~ a lar~ agitation in tbe molten 
metal, r(';..ult ing 111 t.ht' l'ht•mtcal and t hennal bomogenb.a

lion o f Uw mLxt un>, a:- v. d i & in 811 acceleration of tht> 

abt10rpl ion of ht\n nful non-mcta11k ind&ions into an over
laying :;lag. 

ThP liquid mNal homogt'•lisation can indistinctly IX' 
perfonned hy a >-lllj!IP gn. .. -4 phunP, by a ("(>mbination of gro

metricaUy arr!lngr•d plumf'l> or hy a curtam of bubbles. Th(' 

degret> of aglll\t 1011 Ulld I 'Clll1;1f'qiJ('UlJy t IW now propertif':> 
- pmvidt><l h.) ri~:<ing huhhlc:; of sut inf>rt. gm:; in lhe liqnid 

nu•taJ nu'<.liulll mu:-t lu•nct• lw del.••rminPd t10 as to achieve 

minimum mixing t urw,. und lll!I.Ximun rccoveriü8 of a lloy 
addit. ion~ nt optimtllll now ral {'l:!. 

T h(' now propc>r~ iP8 wUI, of ('Oll n<O, rcsull from Lhe geom

cLry uf t IIP prohlt'lll , iu part i<'ular, fro m lhe spt'<:iric manner 

in which gu.s i!- ÍIIJPctPd in Uw lad lf'. Por most studies in 

litf'rature, ju::;l, n :-iuglt• ~:~nu r!'f' of gu.oo ib t·on!."idt>rt><:l, wbkh 

it< t.akPu t.<J h<' axi::;yuHIH'tric-. Thil:! iii', iu fa(·t, a mandatory 

pnx.'t'Ciurt' wlwu nu Ílltl'gmlnpproad• to t he problf>m is us.<.'<l 

and t he c•nt ra.inmPul hypot he>~ i:~ rtm~:<iden>d. For differcntial 
approa.dlt~, L h ii' llN'<I no! ht• t hc <'8..'40; t urbulence models 

wit h a n•a..••Hnah!P d<'fTC'i' of gt'IWrnlity t<hould be capable o f 

accouming for I hc> brt•ak in t<.)'lmn~>try :;o t hat, in theory, 

one or mort' plunu~ <'tmld hf' <'OIIl:'idert'<l in t he analysi><. 
Llnfortunatelv, ti<' W<' t~hall se>(', thu; ~ no t tht- c·ase. 

The purpo:-f' of I lu:; papl'r i:; t u inve.t 1gatt> tbe behaviour 

of a bubhll' plunw t hat Ut'Winpt~ m-ar to a wall. Under t h i:; 

rondit iun t h<• phmw i ~:~ :-N'Il to dt'vl'iop not a.xisymmet.rically, 

but d<'nrcted to tlw ~ide of tlw wall. Thf> emphazis herf' 

Í!! on unden;tancJing how tlw proxunity of lh<' wall deflects 

the plume anel nlt pn; it s uu.•an propl'rt •~· The presenl 
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now gf•Om<'lry h&< bc'<'ll rhO:;Pil for it exhibits tbe ::'8111<' 

lyp<' of phy8ical Pfi'N·ü~ l~ th<~ that appear in the <'.8 .. '"<' 
of t wo p hllllt>!' t'et t<ldt• by t>ide. Jnd<"Cd, Pera and C.:ebhart 

(197:>) havc ~>hmvnthat. tlw effl'>c·t of an adjacent wall on tlw 
incHnai io11 ufa plmw• í:- 1\hout I he sarne M tltP f>ffec-t of an
other p lume o f cqual :; t rt>ngt 11 and I wice 8..." far a.way. Thus, 
t hro ugh III(' nrt i fi<~ of :-I udying t lw plnm•' df>,·elo pml'nt dr~ 

to a wall wl' f'XJX'<'l tu un<lt'r~:-tand ! ht> pmhlPm of mull1ple 

plumt':.'l whid1 dPwlup dcJt.t' c>nough to ea~:h ot her to han• 

l hei r uriginal A.XI:-.) nunt'l ry hrokf'n. l n add it ion , thc pr~nt 
C&(' i.- of grf'at mtcn~t to t ht> m<'taUurg~cal mdm!try. 

source 

Figurl' I . [:Xmblt• >-<>llr<~' am\y~ ~;howing (a) no intf'ract.ion 
a n el (b) plumf'S dl'fiN'I1on. 

To 8...-<b('.NI I hf' plumc't~ main characteristi~ an elrct ro
rcsistivity prolw sy:;tf'rn \\'lU; u~-'d. Thu; ")'Stem wa.s chosen 

Cor being relat i\'Piy simpiP whilf' ::-till being capa.ble of ron

vcying m!lny UtiPful mfonnat ion o n t lw phenomenon; it will 

be dllicu:»t>d in dt>Uul 111 an a.ppropria~c· :;e('(.ion. HerC', it 



~:<u rnce$ to ..:ny tha.t. hy a ca.r<'fllll anAiysis of lhe experimen-
1 nl data t hrough t hE> void fnwt ,ion profiiC>R, t hP defiect.ion 
of thc plunw ha.t~ bf>en l"valuau'<i as a fmwt ion of <*'VPntl 
param~>ten< of Íllt<'rest including lhe ga.-; Oow rate and lht• 
dil;ltance IX"t Wl'<'ll tbc pomt .:~ourcl'!:í. 

A gcnr.ml flow fteld i<1 ~·whemalically sho\\'11 in Fig1.1rf' 
I. Figure la illut"l rates t lw situalion whcre t.he dislanl"<' 
h<'tween tht> t'ources is bug<' so that t.h<' plurnes do not 
mterfcre wit h ~>nch other. Figun• lb sho\\-:; tlw mterad ion 
and lhe t.'Ofl!:'('qUI'Ul defll'ction of the plumt~ <'('ntrc Lint'.t-i. i\ 
suilable S)'<'Lf'lll of co-ordinatf't! is also show11. 

The singlP huhblf' plumC' Oow has b<'t'n <>xten.-,ively stud
led both tlwmet ically (Ditmars and Crorrwnll, 1974; .\-1il
gram, 19"3: Brevik and J<illt<', 1996) and t•xperimcntall) 
('\<li lgram, 19"3; C'a..<;tillejat; and Brimacom~. 19~7; Barb<~a 
and Bradhury, 1996) by many authors in thc pa$t t.hre<> 
d("Cades. The studies cowr a largl" range of <"ondit.ion>< but 
fail to propo.."í.'<.l a singiE' modcl capalM of dcaling with 
ali pos:;ibl<' vanat1oru. in Oow <'Onditions. For t he integral 
npproacht>g, tlw Oow h& bwn dividcd into thr~ dbtuwt 
rPgions whrr<> different dominrmt efff'cts prl'vl:lil (Milgram, 
19H3). Thc huoyancy dominatt'<.l r<•gion i:~ normally rcfcrr<'<l 
lo Rb Lhl' "ÜHH' of Establi:::hNI Flow" . This willlw the rf'gion 
of main interl',-t hPre. 

For Oow gt'Ometrit»; whl'rl' 1 wo or mon' pi um(>:; an' 
present, thl' uumb<>r of work:; is considl'rnh1y t>mall<'r. A 
rdatively compl<'tc work on nmll iplc plumr ::.yst~nts lu~ rf'
C'('ntly bt>en pnhliflhed (Joo and Guthric, 1992) 1 n this work, 

tlw lwi.t1 huhhlt> plumt> arrnng<'menl flow h!\<' been st udiNI 
both from fllt t>xperimcnlal nnd a num<'nml point of VÍ<'W. 
Using a lnwc•r t <'dtniqur. to quant ify lh<' t ol nl mixing timf' 

tllf' ti me• int<'rva 1 t hat 95"( of lhE' t.ract>r n("('d~:< to hE' mixC'd 
in thr Oow t>C'wral plunw nrrnngt>mems W<'Tt' (~1(:'(]. Tht' 
flow patt<'rn for t h~ arran~<'111t'nt~ wen• t h<'n numerit•nll} 
rt>produced with the ht>lp of a IH turbuh•rwt> modPI. ln ali 
numC'ricalea.ktllat l<mR, t.lH• plumes prf'~<'ntNI a dear uprighl 
p~ition, Írr<'lilp<><:t.ive of t.lwir proxlmit.y to t h<• wall. Thm~. 

no sign of t.hl' ('oauda. cfft'<'t WM oi:>Eerv<'d ín lhe numNic·81 
mmputat ion."'. Som<> pirt ur<~ of I lw pbcnunwnon, ho\vPver, 
\\'\'re vcry clPar íu cxbibiting t lu.> plume',; cl<>flt'<'tion. Tlw 
rnathcmaLit'n1 modelling uf tlw flow wa.s, t.lwrl'forc, ín de11r 
di:;agrcemcnL wíth I hc expt'rinH' nla l cvid<'I11'P. ln tbis siln

niAt.iun, tlll' ndion of th<> lmhbll'l:i was limít t'<l cmly to tlu• 
huoyancy tl'nn, ~ulting ma \t'ry :;implc• rnod<-1 for Llw ga..~ 
pha..--e l hat c·ould not predid t lw intcrnet ion betwe<>n f lw 

plumes. 

As far H~ t he intcrad ion betwêE'll adjar<'ni bubblt• 
plumE'.s is eon('('med, no analy>'i<' (1"xperim<>nfnl or thror<>fi
<'t~l ) h&~ hN-11 íd<>nlififfi by tlw pr~nt authon, in literaturc• 
Tlw interad1on bC'l ween 1anuuar tbermal plum~ has b("('n 
t'ludird u:<ing ll Yhwh-Zehnder mterferoml'lcr (Pera and 
(;<'hhart., Hl7!i). For thit-iC'lll:W, nsilllplemo<.lr1 wn~d!'velopNJ 
in ordf'r lo lt\k<' into al'<·ount I lw dt-0!'c1.ioll angle of lht' 
N>ntre lin~ of f lw plumC'!'. Pt'ra aud (',ebhllrt olx-t>rved thnt 
plane plum(':o; manifel:-1. <>trongt>r c-ent r<> lin<' indinallons than 
nxi;.ymmetri<' phnnes. 

To st udy th!' iuterad ion dfed~;; bet.wt'<'ll ll buhble phnl'l<' 
nnd an adjat'('nt wall, Wl' will adopt th<' following plnn 
S('('tion 2 of tltl' paper fO<'ns on unden<tanding thf' phy~íc~ 

of t he ( 'oanda effect in problf'ms dominai Pd by buoyanc<' 
forces. Sr<·t ion :J provid<'S a brief mat hrmatical OJ!alyí:'i8 
of the problern b&ted on lhe cntraimrwut hypothPSio~ of 
Taylor Sud1 nnalys~ anns at estahl~:~hing a throrM í<·al 
frarn~work from which 1\ vanable l"nt ramrni'Tit roPffie1rnt 
can b!' modrllcd in the fnt.urc. The PX()('rinwntal prot'<'dure 
and thf' a.pparat.us are d<';;<'rib<'d ín r:;<'<'l iou 1. Thl' e14'd.m 
n>l-'h4ivity probe t.echniqul' r<>snlt~;; ar<' prr~·nt.f'd in :;('('( ion 
5 wherl' prufiles of lo<:al glll< frnM.ion an• .. howu for ,-cwrnl 
flow condu 1om•; photograph!! are sh(m11 lwre to ill~trntf' 
the bcnd ing of ll1e plurnl' uudPr t lw inf.<'rad ion effc~t.s of 
tl1e wall. Cnudusions are presentcd in sPct,iou 6; as wi1l 
be r:-hOMl, Uw presenN> of an adjac!'nt waJI does alter t hc 
Gan~ian form of t hP ~ frad 1011 profil<':<. 

TIIE C'OA:-.IDA EFFECT 

Thc C'nanda EffN-1. it: t.hc Lendc1wy of a fiuid , cith<•r 
gaseous or liquid, t.o ding to a vcrtieal tourfacc that it> m•ar 
to an orificP from whkh thc lluíd emcrg~ (HPba, 1966) 

Au 4'~11.} \'l'rifit>d f'X(ll'runcntal fact 1:< that wh<'n puml 
rourt'('::l of buoynncy (ur nf mom~nhnn) nn• placed :-ldl' hy 
si de, t.lw l.wo ri-'Sult ing lurhui<'HI plumnto (or jet.s) l<'lld 1 o 
bem lownrd,c eat:h ot.lwr. lu thi::; ra.."C', t.ht> lwnding of t.lw 
plumi"S i» not mot i \lúro h~ A pn~"llre d íffPre1we, as obsC'rwd 
when t hf' n~ulling plumt..,. llTI' laminar ( Pt>ra and G<'hhart, 
1975). 

\Vh<'TI 1 hr Oow iR t.urhul.-nt, lhe phllllf't' bend dur t.o a 
r~rid itm iu t he ent ra innu•ut. of f'Xll'rnal íluid by th<> mran 
now Parti<'Uiarl~· in I h<' IWS)'llllllPlric· gt•ornetry, t.hE' rol(' 
pla)'f'<l h) prcirore difft>n'llt"'' i.t- nPgligihlt> whcn compllrt-d 
with that uf turbulent c•ulnunniPnl.. Dt~p1t1• lhe diffPrmc·p 
in the na.t.nrl' of thf' fort'('t! t.hat govE'ru PH.dl phenorne11011, 
some aut hor:-< ::,till run~idt•r bot h (pr<'<'."llT~' d iifcrt?nC'I' and 
t>nt raiJ1rn<•nt re:;traint) a..-.. ••xompl<'<' of t h<' Coanda <'m'(·f 
(Trit ton, 19~~) 

ln lltf' pr~·nt work, tlw authors suggt~t lhaL thc brnd
ing of n f nrbuleut ronncl bnhhle plumf' iH mm~cd by 11 rno

mcntum nux unbalat!C<' rP1nt.rd t.o t.ht> entrninment rc;;traim 
dueto thr prt•$t'nçe of an adjn<'<'nt wa.ll. Tlw nnaJy:;i~ iu tlw 
t<ub,;eqnent >-<><·! ion~ of 1 lu,. pnper will ht• t'lliÍrf'ly ba.. . ..;f'('l on 
this prt•mi,;P.. 

ANALY'I'IC'AL BAC'KCHOITND 

ThP ::uh:ot>quent. atlnlyi:'t.' annl' at f'Xpllliuing the blli'iC"~ of 
t.hc <'DI ramnwnt hypot hl'l'lto of Taylor (" lurt on et al., 1 nrm 
and at C'!ltnhlit'hing thf' ll'rtll<' iu whidt flw ht"nding of lh<> 
plumc ran h~> Pxplain<'d fi~ t1 <·on&>qnen<·c• of lo<·al changr~ 
in tlw <•ntnlilllnPnl coefTidPut.. 

Tht> <'111 rainml"nL hypc>t lw:.>i:.< wa..-; lir"t Advan("E'() hy Ta\ 
lor in 1919 in unpuhli.-,hro note;. Sul>;.•'<lurntly, in 19!"16 a 
cxmferenct' J)l\pf'r thnt dr8CU>;.:wd tht> hypothe.:~i::; wab pub
lished hy Mort on ct a i. I n 1 hil' da..--sieal pap<'r, t he authon< 
st.at.e the1 t\stoumpt.ion f!Í IIIply ~ follm\~, 

''t.he raiP of <'nLra inment. nf t hc· l'<.lge t~f t hP plum~> or doml ít< 
proportiomll to ;;omt> d1arnd<>ristíc veloc·Jt) at tbat h<'ight" 

ln otl lf'T words, t hn nw1m inflow vdol'ity, v, ncro.«,.-; I ht> 
roge of l\ I urbulent Oow is proportionfll to t.hc local t.inH'
avf'ragt'CI ma.ximum mean v<'locity or l hf' nwan \'Clocit.y <>vc•r 
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t ltl' cr(N!-:l<'t'l i011 a t t ltf' lcw<>l of inllow. I n ~emlS of ~h c 
volmnrtrie llow raH•, Q, Wl' may write 

dQ t'd A attobdOdz (1) 

where o is thl' entrainment roefficienl, U{) is the rnaximum 

mean velocily of lhe liquid pha..-.e (at lhe centre tine of lhe 
plume) and b l.il lhe plume rndiu:-. 

for 1 hermal plumC~~ and J<'l~ m axtl:iymtnf'l ric couditioll8, 

the cntrairunent CO<'ffictentt- arl' t'Olli'lanl and equal to 0.0 3 
and 0.054, r~Jll'<itvcly 

F'igure 2. Thc cntrainment in I he axisymmetriç geometry. 

The inL<'gral Lheorics for bubble plumcs are based on an 
analogy with lhemu~J pltnnes. ln additlon to lhe inclusion of 
a new equation for lhl' second phase, the theory considers 

a variable entraimnenl oocfficient and what is called thc 

momentum amplifkr~t.ion parrunelcr (see Milgram, 19 3). 
ThPSP parrunetPn- 1\1111 nt rontttdcring tlw adion of the bub
bles on th(' liquíd ph~'-o('. Th<' tlwori~. as dE'vE'loJ)('d today, 

can bP u:<e<.l :rut't't'"-"fully for t<mall lllld large <!cale bubble 
pJUtnCl;l. 

ln t ht> pr~nl annl~i~<, I hE' lwnding of the plume centre 

tine is a."lrumt'd lo lw rau~ du(' to an cntra.inment restric
tion, which i::, cau.~ by th<' prt>t-t>nc-e of an adjaccnt plume 

or a wall. Th~ ts t>quivalcnt to ffiY that the entrainment 

cocfficient vnril'l' along lhe angular ro-ordinatP O and the 
height z. 

The angle of dt>Ort'tion of I h<' plume, f/J, is grometrically 

dcfined by (fiwJrC' l.h) ~111 rt> sfzJ ~:;iu<t> a lso equali:i the 
ra1io bf>l\WE'n thP forre' that hw lo ht> f'Xf'rted on the plume 
lo overcomt• llw dt•rlr<"lion and Uw m<'all momcntum along 

thc z <·c>-ordilla~t· (Santo>! and F'rctre, 1993), 
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sin ({> 
p 

%~ ];;' M(z)dz' 

fnz' /0
2

" PI a 2 UibdOdz 
(2) = 

~ Jc:' ~~~ 27T Pl (1 - c) ul r drdz' 

whcrc PI. c c(r,z) and 1t1 111(r.z) are the liquid 

denilily, I hC' ~ fnH1 ion profilt> and I hc wlocity distribution 
of the Jiquid p hru;c 

Thc abow ('()ualtOII <'t'l ahlit-he:; a relal ion for l be a..;.. 

~ment of t he enl rainmt'lll c·ocfficient provided t he ot lwr 
unknowt~. <t>, tJn anel b, ar<" rxpenmculally dl"termined. 

BcforP lhi:> <'qllfllion c:an ht> uscd, however, it is im

porlant to dctrrmiJH' t.hP ~YP~' of fuuctional d€'pendenct> 
parameter Q hru; o n t.hE> ot hC'r flow paramelers. To e;:rtablish 
thi!il m• pt>rform o. d imcnttional analyttis on lh<' problem 1 o 
obtain 

(3) 

whert> g is I. h<' acet>lcrat10n of gravity, q it~ t hc gas flow rnl e 
i&'uing from <'ach sourc·p, a is t ht> surface tcnsion a.nd l::ip 
it> the density diffPn'n~ het wf'(>n t he ph~"CS. The quantitie.s 
in brackets arf', rr!IJ)('('tivel), lht• modifled Proude, Fr. and 

WPber, \ti.',., numlwn> b&:t'<i on thP halwd distance bc-!~'t"Cn 
lhe sour<.'E'S, ,.,, or the di.,tan<:c from a wall. 

EXPERI\1E~'IJ\L WORI\ 

ThP propt-nit':l ofthP llow wiU bc mPwured through thc 

clcct ro-n.~i::.<ttvit.y prob<> H'l'hniquc. Tbc working prineiple of 
I hiti terhniqur is lo rt>c-ogni:<(' Uw pha~ lltat surrounds the 
tip of a11 riN'I rode wil hm t lw flow hy mmparing its electrical 
conduC't ivity with a r<'fl'T<'Il<"f' vnlne. L suaUy, an electroni<· 
circuit is usPd so t.hat. A voltag<' drop <'an bC' associated with 

thP passagc of an int<'rfa<~'. Por more deta.i l.s abouL Lhe 
~echn iqu<' t hc> rradf>r i~t rf'fc>rrt'd 1.(1 Barhosa a.nd Bradhury 
(Hl96). 

Tablc I- Bxp<'rimrnto ll t't-t coudiLionB 

~ Jrm q 11 / min F'r We 
2 1.2 1.13 p..;j 1.16 
3.15 2 3.6:> c--3 0."9 
3.1:; 3 .22 t>-3 2.00 
6.1 2 I 31 t>--1 0.12 
6.1 3 3.02 E'-4 0.2 ... 

9 1.2 6.91 t>-6 1.37 t'-2 
9 3;) 5."7 <'-5 0.12 
13 1.2 1.10 t.'-6 1.5.') t'-3 

ThP expcriuwnt.al t\pparatu:l i.b ~how11 in F'igure 3. It. 
consi~:~ls of a \\'Rtr>r tank, nn air inj('(1:ion system, a. 20 

travc>rsing g<'nr ttnd a dato t\('quit~iLion und analysis system. 
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The glas:; wntt•r tnnk lto.-, diuH'It.-imL lxlx I mPtt'r and j.,. 

fillcd v.ith a 300 milhgnun JWr ht rP :~otiiUIII dllor1dt• ~ulut ion 
(bnnc). Thc a1r mjf'<'l ion t~yl:-1 1'111 indli(JI',.. li HUI.~ lluw lllt'ler 
and an injcctiou non:lr. Tlu• nir ii' injt•c·t <'<I t hrough t lu• noz
; lP locMrd on the hotLom of t.lw tnnk l'hc• dntll urqui~ii ion 

aud at1alysi~ l:-Y~lf'lll c·ou<'it~Ll:' of 11 tnkroconlpllt.Pr ''til h n.11 

inlrrfa~·t' thlla nt·quii'it iun hwtrd, 11.11 nt'dll<~"''nJW, 11 ~1g11nl 
c·ondilimwr mcxlult• nnd 1IIP PlN·t ro-1\':'i.'Uvity prolw. 

The eiPt·t.ru-n~t:>t ivit' prnh1• i ,a :<hown 111 F1gun• :l; it 
t·uusit:'t.<' of a 0.'2 mm dimnPt.l'r , t nini•···> t 1'<'1 wm• whid1 ~ 
I'IN·t rit·ally in;:ulai<'<J. wil h ,•xc·t•pt it m 11f 11,.. IIJI, aud ••mlwd
dt'd in 8 0.·1 lllill on O.:! mm li> h\ J><Kli'Tillll' tuhiug fht• 

lt'l1gth of tlw wirf' fr•'<' uf imulnt um li! npproxnHalt>ly 0.1 

mm. 
Th•~ prolw 1~ plnccd pt:rpo~mlit·lllllrly to lltt> l<111k hot 

tom. Tlw watc•r dt>plh i:- ko•pt n>11~111111 . lltlll <'<~Uill to 0.~~~ 
m . ..\pproximat••ly 1!1 lllllllllf.,. nrt• llt'C~~~IT) lo guantl11t>P 
a ::teady ~~ at P. t-oudrt iott ~h·<t.·un·mPnt, uf bnbhlt: plumP 
propertíe::; an• uwh~ for .:<t'vt'r!ll nunl•~ SJitU'mg uml ga;: flcH\' 

ralt' <'tmdilinn,.: \\1th th<' níd of nl rawr.,ing go•nr 'l'lw noult• 

ha.;: n ,.:mglt' orifk•• of :l '..! 111111 uil\lllt'll'r . 

The gM fnll·l iou 111 li poinl 111 l h•• t\ow i:; a lllJioLnwmgt'<l 

propt'Tt) gi wn hy, 

'I 

,~. { I ('r, z. I )di 
lu c(r.z.l) {11) 

wherc• 7' i::> tl 1P ,,,t.n1 Nllllplin~ tinw Hnd I ~~ tlw digital 
ou I put. ,;igmt 1 from l.lw c·owl it uming modu lo•. T lw nut put 
;:igna], (, t•on,;i::ot::o of !l Sl'Til':" of j)ll)~f~ Whl<'h c·orrt~J><llld to 
I heo tnmsit of buhhlt':' I hro11r:h t lw j1tolll' Furth<'r detail~ 
t•orc-eming thf' onlp11t 'irmnl •lrt' ll\1\llllhh• in thP work of 
Barbosa and Brndhnn, 1 !1!l6 

fhf' data WPrf' 11<-quin>cl nt. 11 ;:nmpling rnt•• of 2.:-1 kHz 
nnd approximnt PI, ;, :<~unpling hl<wkfl uf I O,O()(J rc•Miitt~ 
(Barh~ m1d Brndhun . l~l!i} for t'lll'h mo~l;' llr<'<l pumt w••re 
:>uffki<'nl to dP:,.C·rilw tlw llu\\. ,\ wry PIPnwntary. prolw t·~th
hrat ion v.~ cnrri<'<l ou I 111 a wrt ic·nl pÍJW mul1111 llltl'<:rt anil) 

of 10~ in tlw ga.- fradiull r.•:H1lt ~ \\'ll.'l c·nknlnt•'<l. 

nEsn;rs 
ThP g•·nt·r~ll llow pa11o'rn for hot h Hll aXI:<\'llllllt'l ric · 

pluml' llttd <1 lwnt phmlt' ir ~hown i11 l'1gun• I Tll<' pwtnn>::. 
wcre takf'n wi1 h tltffc-rc•ut I'Xp,~-;it.iull 1 illtt.,. t->o t hnt dilft•n•nt 
P"f"PlJLÍOm• nn t lu• p)lllllt' !'l .rud IIT!' l'<lllld III' adtii'VPcl. ror 

t.lw pÍ<'l urc::< 'IIIÍt h 1om~; t>xpo:<it Í<lll I iii H' 1 hP d••(i1n11nl iou and 

t hf' racliu<' of t lw plmlll' un• dPnrly P<'ll 

F1gur<' 1. GPnc>rul flow puttPrn for hot.h flll nxi.;vmnwtril' 

plmne and a lwut phllllt'. 

Figur~ ;-, ~h<JW:< lcK'Il 1 voicl fnwt ion pro!ilt':- for to<'\l'nU z
slal iolk' l'lw fiJ'l't . t wo prof i h~ llt'Hr to 1 h<' gn. • ., ::-<Jitrt~' lu\\•~ 11 

Gau:;.:-ian funn , mm·h iu 1111~ :<~mH' wny ns for IIXÍ:>~'TIIlllel rit~ 
phntlt~. 11H' ot ht•r prufih; wr' llt'Hrly apprond1 a <>ixl h 

order pol}'ll<>llll!\l cJi ::t ri hui iou l lw J>ttitlt" of mnximum \olcl 
fraC'bon are ::ohow11 in t h•· rigltro' 11.- "''11 . 'l'h··~ ,,,u lw tak••n 

~ uur rcfen•m··· fur t h•! <'\1\IIIHIIoll ,.f tlw pt):lition of 1 hf' 
c<'nlr(' liuf' of tlw plnuw. From pn•\lutJs ::ol udw", "'' lmmv 
lht>::'e point" to <'tJrn.,.pond lo thP pmntr whl'rt' th<' hquid 

pllé.\..'>~' vt>lcwit.y L~ 111!1XIIlllttll 1\.:o \WII 
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Tllc ddiPd.IOn o f I, h(• !)lume for t'('veral gru; flow ratl•to and 
d btances fmm t he wa.lllln' showu in Figun• 6 in dim<'llliional 

coordinat~ I 'hb figurf' ~how"<" I hnl lll<k-\ o f t lu• lTnJN'Iuti('S 

ran rcasonahly be approximat<'<l by a straight lin<' Fvr thc 

ph1111t'S who~f' distanr<" from llw watt is lnrgf' t.l:ús t.rf'nd is 
pnrtkularly wt•ll defined. \\'c may t.hu~ c·on<"Lruc-t graphs 

fnr t lw \'Rl"tnllon of thc• dcfleeUon Rn~lt> tl••fint>d ll) the:,e 
st.rn.igbt lim•t~ n.~ a fmlC't.ion of t lw [•'roude numbc r a.nd of lhe 

\\•HM'r numl.><'r. Th~· grnph,; 11rc t>how11 in Figure 7: tbey 
t<how that </> incre&t~ logarithmimlly and monotonwaUy 

Wl( h bot l1 /·~ 1\Ud WP 8C('Otding lO tbe two di::tplayed C'UTWS. 

Tlu~<' rurv~ muld, pl•rhap~;, ht• approxin111.lf'<l by tsl rtlight. 

lin~ 

Although appar<'tll ly obviou:~, t.be ahovc cmwlll:'ion 
could not hav<' becn arrivro at. if graphs in dimcmrional form 
W•'rt' u~. Figure ~ d<'t'Cribes tlw phemllllt'non in lt'TIIJ. .. of 
q nnd of .~. ~ote lhat no ronch1:<1on can lw lakrn from too 
llgun• rrgarding thl' drflN't.ion of t h e plurm•; t hc T(':;U llt.i for q 
in ~p<'dal do not. makl' nny l'el'IS('. \lo l rend 011 the f'volnt ion 
of llw deftl'ct ion anglt• ran he <'XI rnpo latNI from thi~ graph. 
Tlw meffic-11'1\1 of C!lrr~·lnl ion (R-t<qtu\TI>d vah1f') l>t't Wt'l'll t he 

dt>flc>d.ion nngh• nnd l.lw gn:; now nlLP Ít.i O.lfi. Thf' dc•flc•c1 ion 
of I lu> plum<' clnnin~hr•<' whPn 1111' plumf" :;f'parllles from t ht> 
wnll Figun• 'I t>how~ t luu :, i::< not ::-uffteil'nt to dft<(·r•lw 1 hf' 

<'volut.lon of Uw plmrw; one valm• of se-MI g1w l.wo diffl'n•nl 
\"lll\11'.<' of d<'flt'<'tlon. 

0\\', 1f 1 hP bendmg of l h<' plumP c·an br t>xplainf-d 
I hrough eqm1tion (2), il i~:~ dear I hnl lhP 1'111 rmnment C'CH'ffi

c·iPnt, a, mu~;l lw a fmwt ion o f Uw lm·al Fr aud ~Fe numbPrs. 
llnving tlu~ fad bren Tt'gognuc'<l, 11 IW'C•ouw:; n~.:nry lo 

mak•• mt•a ·un•mt>nl« of I he rnl rm nt>d ftow I o ach"l\IIN' a 

c·orrPintion for n. l'h ii' rc"8earch i ~;. lwi11g uuderl.nlwn nnd 
will lw reportf'<.! at anntlwr l iml' 

CONCLUO I ~G RE~I Mli\S 

l'hc J>TI'"'<'lll work hH.!< t-stabli~;ht>d a firm c·mm<'c·t ion bP-
1\\f'('IJ the lwndíng angll' o f a huhblr plunw und tlw vnln~ 

of F,. and H,. numlw!l'. Th<' work ha." bt'l'n imporlout to 

idf'nl ify ;;omt> rf'levunt pn.ffl.ml't c·r~ I o l.hc• prohlem a nd to 

work out. n «lrAieg)' to dPt<"rmiw• ct. (\JrTPntly, a major 

l'ffon i,: hP•ng thrN1 ro AI clew•lopmg rPlinhiP mea:;uro'JnPnt 

IN·h111qu<'~ for the enlru.ml-'d fluid. 

Af'lmowlf'ligeme-nf.,. rh~> aut """" want to tbank .\ntonio 
E111»nnt>l <lu:- Santc~ n•rn•ira for lut-> helv m pPrfornung 
ptlrt nf t.lll' PXI)('TÍllll'll\>- preb<•ntt'<l in tlli:> work. Tlw fln;t 
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I wo authon; tha11k llw Bratilian I'\ ai ionnl Rl~eardt <.:ouncil 
(CNPq) fnr lhe awurd of r~Ntrl"h fellow~hips ac-cording to 
Project:> 'Jo "-3102·1 9~4 and I SOQ7197-3 n~pf'<'tiwly. Thc> 
work v.on~ rinancially :;upportt't.l b) the Cr>. Pq through gram 
1\o 3501~3/93-7. 
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RESUMO 

For(tm reafl:ados estudos de a1·aliações experimentais das características hidradmámicas (regtme de 
borbulhamento e retenção gasosa) e de transferêncta de massa gásl/íqwdo (kt.a) com análtse da veloctdade 
superficial do gás, da alwra tmcial do líquido, da viscosidade efetJva de soluçiJes aquosas de 
carboxmzerilcelulose (CMC) e da tensão superficial de soluções aquosas de isopropanol em coluna de 
borbulhamento de I m de altura e 0,06 m de diâmetro. funcionando a remperatura ambiente (30 ° C) e 
pressão próxima à armosférlca. operando em sistema fechado para a jtMe líquida e fluxo ascendente para a 
fase gasosa. Com base nestes eswdos. concluí-se que. a var10çào da retenção gasosa acompanha as 
flutuações do regtme de borbulhamento: e.Ttste uma correspondência direra do kLa com a retenção gasosa. e 
dispõe-se de um banco de dados hidradinâmtcos e de transferêncta de massa gás líquido que podem ser 
apro1•eaados em estudos reactonais de processos gtÍSJlíquido e gás lfquido sólido. 

INTRODUCÀO 

As reaçOes gás/liquido têm uma importância considerâvel em 
processos tlpicos. incluindo a oxidação, hidrogenação, cloraçâo, 
sulfonação e purificação de gases por lavagem. Ainda que na 
maioria das vezes seja passivei desenvolver muitas dessas 
reaçOes em fase gasosa, a operação gás/liquido é, todavia. 
favorecida por vârias razOes, inclusive econOmicas. Um simples e 
efeuvo sistema de contato para rcação gás/liquido pode ser 
alcançado pelo uso das colunas de borbulhamento, dev1do às altas 
áreas 1nterfacia1s e à forte turbulência na mterfacc gás/liquido que 
esses contatores podem apresentar 

O uso das colunas de borbulhamento vem crescendo nos 
últimos anos nas áreas de biotecnologia e tratamento de efluentes 
llquidos. Apesar do emprego das colunas de borbulhamento cm 
muitos processos envolvendo a manufatura de importantes 
produtos em diferentes áreas, a maioria dos trabalhos 
apresentados no literatura se referem ao ststema usual ar/âgua, 
mas grande parte das colunas de borbulhamcnto usadas em 
processos industriaiS operam numa faixa larga de propriedades do 
llqu1do. O uso de liquidas altamente viscosos e n11o-ne\\10nianos 
~ freqDente em processos biotecnológicos. e ahmentlcios. c a 
adição de agente tensoativo (por exemplo um álcool) em soluções 
reacionais pode ser usada na reduçllo de fenômeno de 
coalescêncio das bolhas e no aumento dos fluxos de transferência 
de massa em processos gás/liquido e gás/liquido/sólido. 

O conhecimento das carnctcr!sticos hidrodinâJmcas e de 
fenômenos de transporte de massa é fundamental no 
dimensionamento e extrapolação das colunas de borbulhamento. 
O reg1me de escoamento e a retenção gasosa (Eo) são 
caractcr!sticas importantes no comportamento hidrodinâmico das 
colunas de borbulhamento. O conhec1mento da EQ. 
interdependente do regime de borbulhamento, é importante na 
avaliação dos tempos de residência, da velocidade de ascensão e 
da ârea interfacial efetiva das bolhas de gás contidas numa 
dispersão gàs/llqu1do ou gâslliquido/sóhdo. A quantificação da 
transferência de massa gãs/llquido, principalmente pela avaliação 
do coeficiente volumétrico de transferência de massa gás/liquido 
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(lado liquido) kLa, é parte fundamental - qualquer que seja o 
processo reacional a desenvolver (b1fásico ou trifásico) • na 
estimativa da velocidade global de rcaçào podendo muitas vezes 
controlar o desempenho do reatar. 

O objetivo deste trabalho é o estudo experimental das 
caracterlsticas hidrodinâmicas (regime de borbulhamento e EQ) e 
de transferência de massa gás/liquido (kLa) com análise da 
velocidade superficial do gás, da altura inicial do liquido, da 
viscosidade efeltva de soluções aquosas de carboximetilcelulose 
(CMC) e da tensão superficial de soluções aquosas de 
isopropanol cm coluna de borbulhamento 

MAl ERIAIS E MÉTODOS 

Os est\ldos hidrodinâmicas c de transferência de massa 
gâs/liquido sao realizados no dispositivo experimental 
representado na figura I, onde pode· se observar uma coluna de 
vidro de 0,06 rn de diâmetro interno e de I m de altura. A mesma 
é alimentada com ar comprimido fornec1do por um compressor 
de vvJo má.\Jma de 1.25xl0'1 m1/s (303 K e I atm). 

A vazao do gás é medida por meto de dois rotámetros. O gás 
se distribui através de uma placa perfurada em tetlon constituída 
de 91 onflcios de 0,5 mm de du'imetro com um passo triangular 
de 5,5 mm. O sistema gás/liquido estudado é ar/soluções aquosas 
de carboximetilcelulose e isopropanol.. As condições 
operacionais foram: vazAo volumétrica do ar comprimido entre 
2, 77x I o·S m1 /s e 2,5x I 0'3 m3 Is (303 K e I otm) que corresponde a 
uma faixa de variação de velocidade superficial do gás de 0,0 I 
m/s a 0, 12 m/s, altura inicial do liquido variando entre 0,368 m e 
0,483 m; pressão da coluna de borbulharnento muito próxima da 
pressão atmosférica c a temperatura do liquido igual à do 
ambiente, 303 K. 

Foram analisadas 5 concentrações máss1cas de CMC com 
âgua destilada a 0,05: 0. 10; 0,20, 0,30 e 0,50~o. As misturas 
âlcooVágua foram preparadas com percentagem màssica de 
isopropanol respectivamente de I; 5; I O. 50 e I 00%. 
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Figura I - Descriçllo esquemática da montagem experimental 

A viscosidade efetiva correspondente à cada uma das 
concentrações analisadas foi determinada considerando que o 
modelo de Oswald-de Waele caractenza o componamento 
reológico das soluções aquosas de CMC, seja: 

t= KY' ( I ) 

sendo t a tensllo de cisalharnento, y a taxa de cisalhamento. K o 
lndicc da consistêncta e no lndice de escoamento (n< l) c 

~lê= Ky.t' (2) 

sendo 1Jé a viscostdade efetiva e Y.r a taxa de cisalhamcnto 
efetiva na coluna calculada. Usando a relação de Hishikawa et ai. 
( 1977), dada pela equação seguinte: 

Ycr5000 UG (3) 

e considerando as equações 2 e 3, temos· 

~FK(5000Ud" 1 (4) 

Os valores de K c n usados na avaliação da viscosidade efctiva 
de cada uma das soluções de CMC experimentadas são aquelas 
determinadas nos trabalhos de Kantak ct ai ( 1995). Dependente da 
velocidade superficial do gás e da concentração de CMC. a 
viscosidade efeuva varia entre 0,003 e 0,04 Pa.s. 

A análise do regime de borbulhamento da coluna em função da 
'eloctdade superficial do gás foi fe ita atrav~s da técmca da 
fotografia. O procedimento consiste em aumentar progressivamente 
a velocidade do gâs e tentar identificar o regime de borbulhamento 
correspondente. O regime homogêneo é identificado pela presença 
de bolhas pequenas e bem definidas, de tamanho uniforme e 
igualmente distribuldas ao longo da coluna. No regime 
heterogéneo, são encontradas além de bolhas pequenas as bolhas 
grandes que apresentam velocidade de ascensão ma1or, 
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provocando a rccirculação do líqutdo. O regime "slug Oow'' é 
identificado pelo estado de estabilidade ou quase estabilidade da 
formação de "slugs" ou de bolhas de diâmetro cqutvalente ao 
diâmetro da coluna. 

A retençao gasosa é determinada usando a técnica de medtçâo 
de deslocamento da altura intcial do líqutdo após sofrer uma 
expansão devido ao borbulhamento do gâs. A retençllo gasosa. 
E(;, é avaliada a partir da relação seguinte· 

EcJ= H,-111/HF (5) 

sendo HF é altura da dispersão gáslliqutdo c H1 é a altura do 
liquido em repouso. 

A determinação do kLa é feita pelo método de oxigenação 
dinâm1ca. A descrição da técntca de oxigenação dinâmica e a 
metodologia seguida para a mediçllo do k1a foram apresentadas 
nos estudos realiados por Malta ct ai. ( 1996) 

RESULTADOS EXPERIMENTAIS F. DISCUSSÕES 

Efeito da Velocidade Suoerficjal do Gás CU~l· O efeito da 
velocidade superlicial do gás cm sistema ar/água foram 
realizados com velocidades vanando numa faixa de 0,0 I a 
0.12 m/s. Os resultados da análise do regime de 
borbu lhamento estão listados na tabela I. Constata-se que para 
baixas velocidades do g:\s (<0.05 m/s) o regime de 
borbulhamcnto observado é do tipo homogéneo. e 
caracterizado pela existência de bolhas ind•viduais pequenas e 
distribuldas de modo uniforme na massa liquida, com 
interações bolha-bolha insignificantes. A partir de UG • 0,05 
m/s aparece uma zona de transição de regime homogéneo para 
heterogêneo, o qual é caracterizado pela presença de bolhas de 
gás grandes. que sobem ao longo do ei'<o central da coluna 
com veloctdadc de ascensão maior que das bolhas pequenas e 
individuais, provocando. assim. rccirculação do liquido. As 
bolhas grandes. resultado do fenômeno de coalescência de 
bolhas pequenas, apresentam tamanhos desiguais com uma 
distribuição espacial nao uniforme. Rccse et ai. ( 1993) 
identificaram o regime de borbulhamento por uma técnico 
sofisticada que se baseia na veloc1dade de imagem da 
particula PIV (Particle lmage Veloctmetl')) c indicam que a 
zona de transição dos regimes homogêneo/heterogêneo se 
situa na faixa de velocidade compreendida entre 0,042 c 0,048 
m/s. muito próximo daquele observado pela técnica 
fotográfica utilizada neste trabalho. 

Tabela I • Regime de Borbulhamento para água destilada 

u~ 
0.01 
0,03 
0.05 
0.07 
0,09 
0,12 

Reaime de Borbulhamento 
llomogênco 
Homogéneo 
llomogêneo 
1 ransição 
Ileterogêneo 
Ilctero~êneo 

Os resultados relacionados à rctençllo gasosa (EG) estilo 
resumidos na figura I, que apresenta os valores da Ec; em função 
da velocidade UG para diferentes alturas do liquido (água 
destilada). É evidenciado um aumento da Ec; com a velocidade 
superficial do gás. Todavia. observa-se que até a velocidade 0.05 



mls hã um aumento linear da E<; com U0 . Isto indica que, nestas 
condições. o regime de borbulhamento é do tipo homogêneo, 
confirmando ass1m as observações efetuadas nas 1denuficações 
do reg1me de escoamento das bolhas (tabela I). A partir da 
velocidade de 0.05 mls, a ta..'<n de aumento da E(; com U0 se 
reduz. Isto se explica pela existência de bolhas grandes 
resultantes da coalescênc1a de bolhas vizinhas menores. 
conduzindo. conseqüentemente. ao aparecimento do regime 
heterogéneo. confirmando. então, mais uma vez. as observações 
feitas durante os experimentos de análise do reg1me de 
borbulhamento. O aumento do retenção gasosa de modo 
proporcional a Uc em regime homogêneo foi também observado 
por Reese et ai ( 1993). que constataram redução da retenção 
gasosa na zona de transição (0.().12 S U0 ~ 0.().18 m/s). 
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Figura I ·Variação da retenção gasosa em função da 
\Ciocidade do gás para diferentes alruras de liquido 

Os resultados referentes ao cfello da veloc1dade superficial do 
gás sobre o coeficiente volumétrico de transferência de massa 
gás/liquido J...La estão resumidos na figura 2. levando às mesmas 
conclusões antenormente encontradas para a retenção 
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Figura 2- Variação do k1 a cm função da velocidade 
superficial do gás para diferentes alturas de liquido 

gaso'\3, ou seJa o coeficiente 'olumétrico de transferência de 
massa J...La aumenta com a vcloctdade superlictal do gás: n 
mudança do cocficteme angular da curva kLa f (Uc;) ocorre, na 
mesma velocidade do gás Uc; 0.05 m/s que corresponde 
aparentemente da passagem do regime homogéneo ao regime 
heterogéneo com formação de bolhas maiores, o que causa uma 
redução da área mterfacial, e então do kta O aumento do J...La 
com a velocidade do gãs foi ressaltado por vários autores 
(Wilkinson ct al., 1994) 
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Efeito da Altura lnicial do Liquido O ll. Para análise do efeito 
da altura 101cial do liquido sobre a natureza do regime de 
borbulhamento e a retenção gasosa foram estudadas três alturas 
(água dcsulada) 0.368. 0.408 e 0.483 m Os resultados estão 
npresentado~ na tabela 2. Evtdencia-se que para uma altura inicial 
do líquido entre 0.368 c 0,483 m o regime de borbulhamento 
parece não ser afetado notavelmente pela altura mic1al de liquido. 
!'oram tamb~m quantificadas as retenções gasosas relac1onadas a 
essas alturas e os resultados estão apresentados na figura I 
Observa-se que a altura imc1al de liqutdo não afeta nem o 
regime de borbulhamento 

Tabela 2 - Regime de Borbulhamento para água destilada 

Uo (m/s) 
0.01 
0.03 
0.05 
0.07 
0.09 
0.12 

Regime de Borbulhamento 
0,368 m 0,408 m 

Homogéneo 
llomogêneo 
Bomogêneo 
rransiçào 
lleterogêneo 
r lcterogêneo 

11omogêneo 
llomogêneo 
Homogéneo 
fransição 
Heterogéneo 
lleterogêneo 

0,483 
llomogêneo 
Homogéneo 
Homogéneo 

Transição 
I !etcrogêneo 
lleterogêneo 

nem a Ec;. logo. pode-se pensar que esta vanação n!lo é 
suficiente para provocar mudanças de regime, e. 
conseqUentemente. das retenções gasosas através do fenômeno 
de coalescência que pode se promover pelo aumento do tempo 
de ascensão das bolhas que cresce com a altura do llqu1do 
Tsuchiya et nl ( 1992) estudando o efeito da altura m1c1al do 
liquido sobre a Eo chegaram o mesmo resultado obudo neste 
estudo. 

A variação do k~,a em funç!lo da altura imcial do liquido, 
conduz à mesma conclusão encontrada para te;, a saber: o k1.a 
parece n!lo ser afetado pela altura inicial do liquido, dentro da 
faixa de 'nnação analisada (figura 2) Vários trabalhos 
apresentados na literatura ressaltam que o kLa é praticamente 
mdependente da altura imcial do líquido em sistemas usando 
água como fase líqutda (Grund et al .. 1992) 

Efeno da V1scostdade Efetiva da Fa}c Liquida Cucd.Os 
resultados da análise do regime de borbulhamento em função da 
concentração de CMC estilo indicados na tabela 3. Obsenou-se 
que para uma percentagem mósstca de CMC menor ou igual a 
0,30% e na fa1xa de velocidade do gás estudada (0,0 I -;rus S Uc; 
S 0. 12 m/s). o regime de borbulhamenlo identificado e suas 
1onas de transição são e'<atamente aqueles desenvolvidos em 
presença de água destilada pura (tabela r) o aumento da 
vtscostdadc do me1o liqu1do. nas fwxas de concentração de 
CMC e da velocidade do gás, parece não ter afctado de modo 
Stgnificattvo o tamanho e a distribuição do tamanho das 
bolhas para uma mudança senslvel do regime de 
borbulhamento. o que é consolidado pelas medidas da Ec; cujos 
valores estão representados na figura 3. que relac1ona a E<:, em 
função da veloctdade Uc; para soluções aquosas de CMC de 
percentagem máss1ca compreendida entre 0,05 e 0,50 %, com o 
valor da vtscos1dade efetiva variando entre 0,0436 e 0,0481 
Pa.s. Vê-se que a E<; em meios aquosos de CMC até 0,30% n!lo 
apresenta valores diferentes daqueles regtstrados em água 
destilada pura. 



Todavia. na concentração de 0,50 %. o regime heterogêneo 
começa a prevalecer jâ a partir de U0 = 0,05 m/s, o que indica 
que o fenômeno de coalescência nestas condições 
operacionais 

Tabela 3 • Regime de borbulhamento para soluções de CMC 
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Figura 3 - Variação da retenção gasosa em função da 
velocidade U0 para d1ferentes concentrações de CMC 

ocorre antecipadamente em comparação ao meio de água pura. 
Isto se deve provavelmente ao meio liquido que começa a ficar 
viscoso e o nuxo gasoso suficicntcmcnte alto para se ter uma 
probabilidade de maior intcraçào entre as bolhas vizinhas. A 
promoção da coalescência ocorre com o aumento do tamanhos 
das bolhas. A análise da natureza do regime de borbulhamento 
para concentração de CMC 0.50 % é consolidada à luz das 
medições das retenções realizadas nestas condições. Para a 
percentagem mâsstca de CMC 0,50 %, evidencia valores menores 
de €(; em comparação a água destilada. Além disso, o aumento da 
€(; é linear até Uo = 0,03 mls, o que caracteriza o regime 
homogêneo, enquanto para U0 maior que 0,03 mls, a taxa de 
crescimento da €(; diminui com U0 , o que é uma indicação de um 
regime heterogêneo, confirmando, assim, as observações de 
identificação do regime de escoamento das bolhas. Entretanto, 
constata-se que para a concentração de CMC 0.50 % e U0 S 0,03 
mls. o regime é homogêneo, e as retenções são praticamente 
iguais âs obudas em meio aquoso puro. A partir de U0 • 0.03 
mls. a coalescencia se imcia e as bolhas resultantes deste 
fenômeno ficarão , conseqUentemente, relativamente maiores que 
na âgua destilada condu7indo, assim, à retenções gasosas 
relativamente mais baixas. Finalmente, conclui-se que neste caso 
o fenômeno de coalescência ocorre com a contribuiçao 
simultânea de dois efeitos: a viscosidade do liquido e a 
velocidade do gâs. Baixas velocidades do gás, mesmo com altas 
viscosidades do llqu1do, Simuladas por soluções aquosas de 
CMC. podem nllo afetar s1gn1ficativameme a distribuição e o 
tamanho das bolhas. e, conscqllcntcmente, a natureza do regime 
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de borbulhamento e a EQ. Altas velocidades do gâs promovem a 
coalescência das bolhas, mas este efeito se encontra acentuado 
pela viscosidade do meio liquido a partir de um valor mlnimo 
determinado da concemraçao de CMC. Neste trabalho, este valor 
minimo foi avaliado experimentalmente em 0,50 %. Para valores 
de concentração de CMC maiores que 0,50 % a ea deve ser 
reduzida de modo ainda mais significativo. 

A figura 4 confirma as observações jâ real1zadas sobre a 
retenção gasosa: a percentagem mâssica de CMC 0,50 % é. 
também. a concentração a partir da qual há uma redução 
significativa do kLa, observa-s valores de kLa para soluções de 
CMC de 0,50 % bem abaixo das demais soluções 
experimentadas. Vale salientar que a variação da retenção gasosa 
com a viscosidade do meio jâ foi ressahada por vános autores e 
que muitos deles observaram uma diminuição da retenção com 
aumento da viscosidade (Godbole et ai.. 1984). Todavia autores 
como Kantak et ai ( 1995) nllo evidenciaram este resultado 
usando concentrações de CMC de 0.50 o/o e veloctdades do gâs de 
0,01 a 0,18 mls 
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Figura 4 - Variação do kLa em função da velocidade superficial 
do gâs para diferentes concentrações de CMC 

A figura 5. que relaciona o coeficiente volumétrico de 
transferência de massa com a viscosidade efetivn J.l.r para 
diferentes velocidades superficiais do gâs, confirma também que 
'alores de ~r para soluções de CMC de 0,50 o/o· úlumos pontos 
das curvas iso-velocidade • apresentam os valores ma1s baixos do 
kLa. ao passo que paro as demais soluções o kLa fica praticamente 
constante quando a velocidade superficial do gâs fica menor ou 
igual a 0,03 mls. 
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Figura 5 - Variação do kLa em função da viscosidade efetlva do 
liquido para diferentes velocidades do gâs 

A diminuição do kLa pode ser explicada em razAo do 
fenômeno de coalescência das bolhas pequenas em bolhas 



maiores, e das reduzidas possibilidades de ruptura que se 
encontram promovidas pelo aumento da viscos1dade do meio. 
A formação de bolhas grandes levam a baixas âreas 
interfaciais e então a baixos coeficientes 'olumétricos de 
transferência de massa. O estudo do efeito da viscosidade 
efetiva em meios liquidas visco-elásticos. soluções de CMC 
sobre o kLa foi feito por vários pesquisadores ( Suh et ai.. 
1991 ). rodos estes estudos mostram que o k1 a diminui quando 
a viscosidade aumenta. 

Efeno da Tensão Suoerficial Cq) Os resultados relati,os à 
análise do regime de borbulhamento estão apresentados na tabela 
4. Observa-se que em presença de álcool ISOproplllco o regime de 
borbulhamento é homogéneo para todas as concentrações de 
álcool analisadas e na totalidade da làixa de 

Tabela 4 - Regime de Borbulhamcnto para diferentes misturas 
isopropanol/água destilada (I - I 00 ° o) 

Uo (m/s) o.os 
Rcg1me de Borb. llomogêneo 

velocidade superficial do gás estudada, com valor mthimo de UG 
-- 0,05 m/s. Não fo1 possh el experimentar valores ma10res de 
veloc1dadc do gás devido à aparição de espuma c à expansão da 
dispersão gás/solução de álcool. que ultrapassou a altura 
disponlvcl da coluna (I m). Como a velocidade operacional do 
gás ficou abaixo de 0,05 rnls e o uso do âlcool diminui a tensão 
superficial do liquido, reduzindo, assim. o tamanho das bolhas. a 
obtenção de um regime homogêneo, nestas condições era 
esperado O aumento da expansão da dispersão gás/liquido é uma 
forte indicação do cresc1mcnto da retenção gasosa. Isto é 
confirmado pelas medidas da retenção obtidas nas mesmas faixas 
de variação da concentração de isopropanol c da velocidade do 
gás. Os resultados evidenc1am um aumento linear da retenção 
com a velocidade do gás (figura 6), confinnando, assim. a 
natureza homogénea do regime observado cm misturas 
água/álcool analisadas. Além disto a figura 7. que apresenta a 
retenção cm função da concentração de isopropanol para 
diferentes velocidades do gás. observa-se que o valor da 
concentração 10 ~o é o limite a partir do qual seu efeito 
sobre a retenção gasosa parece começar ficar desprezível. 
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Figura 6- Variação da retenção gasosa em função da 
velocidade do gás para diferentes misturas 

isopropanol/água destilada 
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1sopropanol/água desulada para diferentes velOcidades do gâs 

Sabemos que o aumento da E(; com a reduçao da tensão 
superfic1al da âgua destilada por adição de um agente tensoamo. 
trata-se neste caso. de 1sopropanol. deve-se ao mecantsmo de 
acumulação do agente tensoativo na mtcrface gâslliquido. 
formando uma camada imóvel cm torno da bolha, o que limita a 
eoalescência entre as bolhas vizinhas reduzindo. então, o tamanho 
c a distribuição do tamanho das bolhas. 

A percentagem m(lssica de I O 0 'o de álcool isopropllico 
parece ser a concentração de saturação da interface gás/líquidO 
pelo álcool. Isto explicaria, provavelmente. a llm1tação do efeuo 
da tensão superfic1al sobre a dimensão das bolhas c 
conseqOêntemente sobre a natureza do regime de borbulhamcnto 
e a retenção gasosa. KantaJ.. et ai. ( 1995) relatam a diminuição da 
retenção gasosa com aumento da tensão superficial. 

As figuras 8 c 9 mostram que o comportamento do kLa segue 
na mesma direçao dos resultados obtidos para a retenção gasosa. 
isto é: o kLa aumenta linearmente com a velocidade do gás para 
uma determinada concentração de 1sopropanol (figura 8); a 
percentagem máss1ca de I O % de isopropanol c a concentração 
mássiea limite a partir da qual esta não tem praticamente nenhum 
efeito sobre o kLa (figura 9). 
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Figura 8 -Variação do kLa cm função da velocidade superfic1aJ 
do gás para diferentes m1sturas isopropanolfágua destilada 

O aumento linear do kLa com a velocidade do gás, anâlogo 
ao comportamento da retenção gasosa. é uma md1cação forte de 
um regime hidrodmâm1co homogêneo. confirmando. ma1s uma 
ve;~ as obscr\'ações visuais efetuadas na análise do regime de 
borbulhamento. De acordo. também. com os resultados da 
retenção gasosa, a percentagem de I O % parece ser a 
concentração limite de estabilização do tamanho das bolhas e 



O.ll ... 8 I . .... .. ... o I • oe:., 
• '!· d•l•• 

"'· '" 
'9 11

0 
OIW•• 

~ t U
0

· oos .... 

~ 0 12 

,.:.....~ ... . • 

Figura 9 

. . • ... 
& . . 

M• . . • . • ... I .. .. 
Conccncraçlo de l__..,a f' ...,.. .. , 

-Variação do k1.a cm função de diferentes misturas 
isopropanol/águn destilada para diferentes 

velocidades do gás 

conseqUentemente da área imerfacial e, então, do k1.a. Os 
trabalhos destinados a verificação da inOuência do tensão 
superficial do liquido sobre o k~.a são relativamente raros. 
Godbole ct ai . (1984), estudando soluções de CMC em presença 
de surfactante Triton X-I 14 observaram um aumento do k1.a com 
a redução da tensão superficial. 

CONCLUSOES 

O estudo do efeito da velocidade superfic1al do gás, da altura 
inicial do liquido, da viscosidade efetiva de soluções aquosas de 
carboxmletilcelulose (CMC) e da concentração de isopropanol 
em misturas aquosas sobre o regime de borbulhamento. a 
retenção gasosa e o coeficiente volumétrico de transferência de 
massa gãs/Hquido k1.a permite conduzir às seguintes conclusões : 
- Em sistema ar/água dcsti I ada. o regime homogéneo é 
identificado até uma velocidade superficial do gás de 0,05 rnls, a 
pan1r desta aparece uma zona de transição 
homogéneo/heterogéneo até 0.07 rn!s. Ac1ma de 0,09 rnls o 
regime heterogéneo é nitidan1cnte predominante; 
- A retenção gasosa e o k~.a são proporcionais à velocidade do gàs 
até UG ~ 0.05 rnfs (existência de regime homogéneo): para UG > 
0,05 rnls. a ta.xa de crescimento do k1.a se reduz.: 
- A variação da altura 1nicial do liquido entre 0,368 e 0.483 m nào 
provoca mudanças notáveis no regime de borbulhamemo e as 
medidas da retenção gasosa e do k1.a conduzem também a valores 
praticamente iguais para as três alturas do líqu1do: 
-O uso das soluções aquosas de carboximetilcelulose (CMC), em 
concentração de percentagem mássica inferior ou igual a 0,3 % 
não provocam mudanças notáveis no regime de borbulhamento, 
na retenção gasosa c no k1.a comparado ao sistema ar/ãgua 
destilada. Todavia. à concentraç3o de CMC de 0,50 % a 7ona de 
trans1ção do regime homogéneo/heterogéneo aparece 
anteCipadamente, em tomo de UG = 0.03 rnls, sendo as med1das 
da retenção c do k1.a. mferiores aquelas quantificados em sistema 
ar/ água; 
-As bal\as velocidades do gàs (~ 0,03 rnls}, mesmo com altas 
concentrações de CMC (até 0,50 %), não afctam nem o regime de 
borbulhamento nem os valores retenção e do k1.a observado em 
relação ao sistema ar/ãgua pura: 
- O uso de m1sturas álcool isopropílico/âgua destilada favorece o 
estabelecimento do regime homogêneo, que é observado para 
todas as concentrações de percentagens mássicas de álcool 
analisadas. de I a 100 %(ãlcool puro). e na totalidade da faixa de 
velocidade do gás estudada. com valor experimental mâximo 
perm11tdo de 0.05 rn!s. Os valores da retenção gasosa c do l.1.a 
aumentam, consequemement.:, de modo linear com a velocidade 
do gás; 
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- A concentração de percentagem mãssica de I O % de álcool 
isopropllico parece ser a concentração de saLUraçao da interface 
gás/liquido . 
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ABSTRACT 

Hidrodynam1cs charactcristc (bubbhng regime and gas hold 
up) and gas/liquid mass transfer charactcrisucs (kLa) \\Cre studicd 
cxperimcntaly by analysing the effect of superficial gas velocit), 
imcial liquid hcight. eiTectivc viscosity of carboximcthylcclulosc 
aqucous solutions (CMC) and surfacc tension of isopropanol 
aqueous solutlons m a bubble column (I m height and 0.06 m 
diameter) at room tcmperalure (30 °C) and atmosphenc pressure, 
operaling at closed liquid phase with ascendem gas phase. We 
conclude that lhe variat1on of gas hold up aucnd the wavering of 
bubbling regime, lhere is lialson betwecn k1.a and gas hold up; 
prepare oneself a h1drod) nam1c and gas/hqu1d mass transfcr data 
bank Lha! can be aplication in gaslliqu1d nnd gas/hqu1d/solid 
process reaction study. 
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StJMMARY 

We detJelop a corrected ueloctty-pressure algonthm, tn pnmthue vanobles and finlle drffe
rences, for mcompressablc vrscous ftow with a Neumann pressure boundary condttton. The 
ptY'ssurc field tS rntttaltzed by least-squares and up-dated from lhe Poisson equatton m a di
rect wetghted manner. Srmulollons wrth the cavity problem were made for seveml Reynolds 
numbers and lhe results wcrc compared with the ext$lirlg solutwn.~. 

INTRODUCTlON 

\\'e develop a correction of the pressure and spatial 
domaio extensions of a velocity prcssurc algorithrn 
de~·elopcd by Bravo-Ciacyssen(l996) for incompressible 
viscous flow in primitive variables with a I'\eumann 
boundary condit.ion for the pressure. The algorithm 
runs without any iteration method for computing the 
pressure. Simulations were made with 3D rectangular 
ca.vities a.nd 2D cavities with cu rved boundary. The 
behaviour of the resultjng pressurc was compared with 
the exjsting literalure, observing lhe oc;currence of 
secondary and t.erciary eddies. 

The incorporalioo of the !'\eumann condition for 
incompressible fiow ha.s bccn deeply discussed on a 
remarkable work of Gresho and S11.ni ( 1987). From a 
mathemallcal point of view , lhe system of equations 
govcrning an incompressible flow is singular with 
respect. to t.hc pressure. Thert: is no an evolutive 
equation for the pressure. lJl practice, t.he system is 
usually considered as t.he momenturn equation subject 
to a solenoidal restriction for the velocity field . The 
initial and boundary conditions bcing prescribed only 
for the velocity fie1d. 

The discrelization by difference methods of the 
~avier Stokes equations are taken oo a staggered grid . 
When we derive t.he Poisson equat.ion for lhe pressure 
and perform its inlegration, wr can observe t.hat a clear 
influence of lhe Neumann condttion ariscs. From this 
we can ext.ract a non- singular system for det.ermining 
the pressure values a.t the interior points. The ini
tialization process of the pressurc, by a lcast-squares 
procedure, somchow incorporates an optimal pressure 
as a start.ing point, instead of employing an arbitrary 
constant as it usua.lly made with iterative methods. 
The values of the velocity and pressure a.t interior 
points can lhen well determined by the forward Euler 
met.hod for the velocity and by solving a non-singular 
Poisson equa.tion witbout iteration. This la.ter means 
that we incorpora.te the valuel! of the pressure and 
velocity as soon as they are computed. 
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This vclocit.y pressure a.lgorithm has been tested 
with the square cavity flow problem for a wide range 
of Reynolds numbers. Besides this. fiow in parabolic 
20 and 3D cubic cavities are albO considered and tbe 
re&ults were compared witb the cxisting solutions. 

DISCR.ETIZATlON OF THE t\AVIER-STQKES 
EQUATIOI'\S 

We have for a nondimensional 2D incompressible vis
cous fiow, lhe primitive equations 

Du âu âu -+u-+t:-ôt ax a11 
= 

âp 1 f.fu êfu 
- EJr + Re ( ôxl + ôy2 ) 

Ô!J ÔIJ ôv 
at + uax + IJ ôy = 

âp 1 fflv ô2v 
- ây + Re ( é)xl + ôy2 ) 

ôu ÔIJ o -+- = ôx ôy 

or in vector form 

8u 1 8t + u .Vu+ Vp = Rc V2u 

V'.u =O 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

where u is the velocity vector, u(x, y , t) and v(x, y, t) 
denote thc velocity component.s in x and y directions, 
p(x , y, t) t.he pressure and Re 2: O the Reynolds number. 

We now use central differences for approximating 
t.be spatial dcrivatives. For simplicity, we shall restrict 
our formulation to a rectangular staggered grid (see fi 
gure. 1). 

SetLing 6Xj = 6x, i= O .. n and 6yj = 6y. j = o .. m, 
lct 

u,J = u(i~x, (j + l /2)~y), 
vi..,= v((i + l/2)~x,j~y), 

PiJ = p((i + 1/2)~x, (j + l/2)~y) . 



T 
tt 

Vi,i.+1 Vi+~J+I .... ..... 

u · . , Ps,j 1Ji+1 ,j 
v Ui+ 1,) o Ui +l,j o 

v· . Vi+l,j !!! 
--= -

2,j 

Pí,J-1 Ps+t ,j-1 
ÔJ.-1 

tLiJ-1) o Ui+l ,J-1 0 ~ Ui+ 2,j-: 

Time Discretization The t ime discrelization of the 
momentum equations, besidcs modifying the ordcr of 
approximation, raises numericalstability problcms. Al
tbough implicit methods have better stability proper
ties, they are expensive to implement. In this paper, we 
shall employ Lhe explicit Euler or Adams-Bashforth me
thods. Certainly, predictor-corrector methods improve 
the stabiJity and the order of approximation (Gustafs
son et al., 1995). 

Vi.j_,-1 Vi+!j-1 
'-' 

...._ôx,--1 
1---6xt --i 

Figure 1: Staggered G rid 

We write (1) , (2) as 

~~ = F1 (u, v)- Gt {p) 

8v at = F2{u, v)- G2(p) 

(6) 

(7) 

respective]y, then we apply spatial central differences. 
h turns ouL that 

Ui+l,J- lli-1,j 
Fl(u, v) = -u,,J 26x 

U1.J+1- UiJ-1 -viu,,, 26y 

1 Us+I.J- 2u, ,1 + Ut-l,j 
+ Re ( 6:z:2 

Us.j+l - 2u;,; + tLi,j-1) 
+ ôy2 

Uí+IJ- Vi-l .) 
F2(u, v) = -ul"•·l 26x 

-V· . Vi,j+l - Uí,j-l 
•,J 2ôy 

+~(Vifl,j- 2Vi,j + Vi-t,j 

Re 6x2 
+ tii,i+l- 2vi,j + 11i,j- 1 

ôy2 ) 

Similarly, 

P. - Pi-I ,J 1,] 

G1(p) = óx 

PiJ- P•J-1 
G2(p) = ôy 

Rere viu.,, and ulu,,, denote the average values 

vi = 11iJ+l + ViJ + Vt+l ,j+l + Vi+l J-1 
u, 7 4. 

a.nd 

uj = Ui+l ,j + Uj,j + Ui+J,j+l + Uí,,i+l 
v~, 4 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

T be Adams-Bashforth mcthod, applted to the equa
tions (6) and (7) can be wriLten as 

"·-1 
ulc+ l =uk+ót E c.ri(Ft(u , v)-Gt(P)] 

1=0 

"·-1 
vJc+J = vJc + D.t L Clt(F2(u , v)- G2(p)] 

1=0 

(14) 

(15) 

where k = tf ót represents the time steps and the 
coefficients np and a1 define a spccific metbod: 
np = 1, a 0 = 1 {first-order foward Euler), n, = 2, a 0 = 
3/2, a1 = - 1/2 (second-order Adams- Bashforth) a.nd 
np = 3, a 0 = 23/12.al = -4/3, a2 = 5/12 (third-order 
Adamas-Bashforth). 

T HE CO RRECTED PRESSURF. EQUATION 

Gresho and Sani derived 1:1.n equation for the prcssure 
in such a way that for 'i7.u o = O, the system given by 
(4),(5) can be replaced by 

ôu I at + u .'i7u + 'i7p = Re 'i72u (16) 

1 
'i72p = 'i7 .( Re 'i72u - n . 'i7u) ( 17) 

where the boundary conditions for p are given by 

8p 1 2 8u.n ) 
n .'i7p= an = Re 'i7 Un-(Tt+ u .'i7un em r(18) 

wbere t ~O. 
The discretization of tbe Prcssure equation, being a 

derived one, requires a special care, in order to control 
the accumulation of numcrica.l crrors that might inva
lidate the continuity equation. This mea.ns the need of 
introducing corrective terms to Lhe pressure equation. 

LeL us consider the momcntum equations discretized 
as 

n,- 1 

1<+1 - k At " (F( 1< - 1) 'i7 .k-11 u ;J - u,J + u LJ o, u i ,j - PiJ {19) 
1=0 

where, np e 01 dcpend upon tbe employed Adams
Bashfodh metbod , F (uk) being t he discretiztion ope
rator of the convect ive add difusivc terms. 

Applying Lhe divergence operat.or in both sides of 
(19), we obtain 

n,-1 

'i7.u~JL = 'i7.uf,j+6t E a,['i7.F (u tj') - 'i72p7,j 1](20) 
1=0 
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The incompressibilily condition at tbe (k+l )th-time 
step, V'.u k+1 =O, is Lhen cbaracterized by 

2 1c 11 V' .u~.j 
V' p, i = V'.F(u , 1 ) + A + 

' O' o ut 
n-- 1 

~ L ai[V'.F(ufj 1
)- V'2p~j1). {21) 

ao 1=1 · ' 

We observe tbat. for tbe Euler method, the above cor
rcction rotncides with the dilatation term D, = v6~". 
(Ames, 1992; R.oache, 1982; ferziger a.nd Perié, 1996). 

The equat.ion (21) can be written in the compact 
form 

'\72pk = V' .H ( uk) 

where 

(22) 

We now discreLíze t.hc laplacian of l he pressure with 
sccond-order central differences on a staggered square 
grid 

'\72 P• - I,J + PIJ-1 - 4Pi,j + Pi+l,j + Pi,i+1 
Pi,.i ~ h2 

where h = Ax = Ay. Tbus (22) becomes 

Pl-t ,j + P•,J-1- 4p,J + P•+1J + PIJ+1 = 

(24) 

h(H1 ,+,,,- Ht,,, + H2,,,+• - H2,,~) (25) 

whcrc Ht,,, and H2,, are the x and y compo
nents of H (u), respectively, applied at the points 
(iAx. (j + 1/2)Ay) for the first component and 
((i+l/2)Ax,jAy) for thesecond one. 

For a good convergcnce of the discretized Poisson 
equation with a Neuma.nn condition, the compatibili ty 
relationship must holcl cxartly on the discretized do
rnain {Abdallah, 1987), tha.t is. 

~ t"7:1 ~ 8pÍ,) 
L... v Pi,j = L... - 8-i,jen. ,,jer '1 

(26) 

By adding (25) for ali poínts of tbe square domain, we 
h ave 

n- 1 m - 1 

L L P•-1.) + Po,j - 1- 4p, ,j + PH1J + Pi,j+l = 
i=l J = 1 

n-1 m-1 

h L L H1,+,,, - Ht, ,, + H2,,,+•- Hz, ,; (27) 
•=1 J = l 

and making simplifications, we obtain 

m-1 

L (Po,j- Pl ,j- Pn-lj + Pn,j) 
j : 1 

n-1 

+ L (Pi,O- P•,l- Po ,m-1 + Pi,m) = 
i:l 

m-1 n - l 

h L (Ht •. )- llt,,} +h Í:(H2,,.,.- H2,, , ) (28) 
j=l i=l 
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Then Lhe discrete Neumann condition holds for 

Po,J = PlJ- hllt,,, 

Pn,j = Pn-l,J + hl ft ... , 

p, o= Pi ,t- hH2,,1 

Pi ,m = Pi,m- t + hH2,,., 

(29) 

(30) 

(31) 
(32) 

We should observe t hat these boundary conditions 
are discretizations of ( 18). 

THE VELOCITY- PRESSURE ALGORlTHM 

We now give an algorithrn for integrating the Navier
Stokes equations. First, the pressure is initialized by 
solving a singular system that arises from the discre
tization of the prcssure equation with the Neumann 
conditíons. Second, lhe momentum equations are 
solved for t be vclocity field at eacb time step. Third, 
tbe pressure is up-da.ted by solving a Poisson equation, 
giving a special t reatment for the interior poínts that 
correspond to inter ior cells and to the adjacent cells in 
such a way that t hc compatibility coodition is verified. 
This updating contains corrective terms for the direct 
calculaLíon of the pressure at interior points of interior 
cells. This is done by incorporating the already kuown 
pres.'>ure values at neighboring points. 

Pressure Initialization To initialize the pressure, we 
consider Lhe equation (22) wíth k = O. 

(33) 

Here we use n11 = 1 and ao= 1, as V' .u 0 =O, H (u 0) = 
F (u 0). No corrective term appear on tbe initiaüzatíon 
and the discretized boundary conditions are (29)-(32). 

The equa.t ion (33) discretized as clone in (25) associa
ted to tbe bouodary cooditions, when written i.n matrix 
terms, t.urns ouL 

(34) 

where A is a singular matrix and the vector p 0 conta.ins 
the valucs of Lhe pressurc at interior points. 

The vector b conta.ins ali values uf,j , v?J from the 
right hand sidc of (29)- (32), which are given inilial va
lues, and this has the particular form (cavity problem) . 

b = ( O .. . O bmn-n+1 O. • · O bmn )~l<n. 

where 

211 
bmn-n+l = h and 

Hence, b is a non-zero vector . 

2v 
bmn = --

h 

The above singular system can be solved by severa! 
methods: least-squares, iterative or LU. 

Tbe One Step Pressure Up-Dating Ooce the pres
sure is initialized, t he interior pressure values Pi,j at 



lime t + 6.t are computed wilh lhe following oue step 
and explicit scherne (Fig. 2): 

k+l - 1 [pk+l k+l k k ] 
Pi,J - 4 i-l,i + Pi.j-1 + Pi+t ,i + Pi,J+l 

h2 k+l 
-4'i7.H (u i,j ) (35) 

whicb incorporates by a simple averagiog old and new 
values for the pressure. 

j 

i- 1 i I i+ 1 

o : o ld ( k) 

*: oew ( k + 1 ) 

• = average value of 

the ncw / old 

Figure 2: Molecule for the Pressu re 

Velocily-Prcssure Algorithm The algorithm for sol
viog an incompressible viscous flow with prescribed 
1\'eumann condition for the pressure is given as follows. 

1. l ntroduction of the initial vclocity compont>nts at 

time to = O, corrcsponding to levei k = O, and tbc 
boundary conditions for the velocity field. 

2. lni tialization of the pressure by solving a singular 
linear system of the Lypc 

A p 0 = b 

through least-squares or iterat.ive or LU decompo
sition . 

3. Comput,alion of the velocity field 
u~t 1 and v~t 1 by using (11) (lã) J'espectivcly ' ·3 1,J t J • 

4. Computation of tbe pressure p at levei time J.· + 1 
through (35) . 

5. L'p-dating of thc pressurc and velocity fil'ld by set
ting ]1+1 instead of pk and u k+l fo r u k. 

6. To perform steps (3) - (5) for k = 1,2, .... 

7. End t.he calculations. 

R..emark 

This a lgorithm computes corrected pressure values 
at mterior points without any ilera.tion and it can 
handle non-rectangular geometries. 

Extcnsion to 3D Domains The case of a 3D cubic 
cavity can be easily handled. for a velocity field 
u =(u,v,w) on a staggered g rid, we consider 

Uir .•v.i• = u(i.,6x, (iy + l /2)tJ.y, (iz + l/2)tJ.z) 

v;.,,,.,;, = v((i., + l/2)6.x , i 116y, (i~+ l/2)6z) 

Wi..,,i.,i, = w((i., + 1/2)6.x, (i11 + 1/2)6.y, i,tJ.z) 

p,.., ,;., ,,, = p((i., + l /2)6.z, (i11 + l/2)6y, (i,+ l/2)6.z) 

The discrNized momentum equat ions read 

n,.-1 

u~+l · = u~ · + 6t "' a (F(u~-1 . ) - 'ii'p~- 1 ] '• •'•• •~ l r , tw ,•• L..J I •••'• 1 a l.r,t., ,t. 
1:0 

where the operator F havc a similar meaning to tbe 
two dimensional case. 

The equation fo r the pressure, including correding 
terms, becomes 

'ii'. uk . . 
V':! k _ 'ii' F( k ) + i . , •• •• • + 

Pi.,,i.,i, - · u ;.., ,i. ,í, ao6.t 

n,-1 

J_ "' a ['ii' F(u~-t · ) - 'i72 ~-! ] a L....J l • • .. -·"Y•'• P,~,t~ ,i· · 
o 1=1 

(36) 

The discretization of the laplacian operator on a 
cubic cavit.y by second-order central differcnces and 
t he fulfillment of the discrete compatibility relationship 
lead to the one step and explicit. scheme 

k+l 
Pt~ ·'•·'· = ~[pk+l + k+l . + k+l 6 i,-l , 1~,r , P,, .. ,.-1.•, P,z r.,,i.-1 

k k k ] 
+Pí..,+l,i., ,i, + P .... .. .,+t.•. + Pi.., ,i.,,•.+l 

where H (u k) 

h2 
-6'i7.H (u~ .... ., ,1J (37) 

u" = F (u k) + -
ao6.1. 

l np-1 

+~ 2: O't[F (uk- l)- 'ii'pk-l] 
o ! :::> 1 

Here h= 6.x = 6.y = 6.z . 

NUYIERICAL RESULTS 

The cavity problem is often cmployed for testing 
numerical techniques for lhe integration of the 1'\avier
Stokes equations. 'I he problem consists on simulating 
t he ftow induced by the movement of lhe superior wa.ll 
with constant horizontal velocity UT = 1 and keeping 
fixed Lhe other walls . 

The figures 3(a) and 3(b) show t he stramlines of the 
fiow with Re = 1000 and Re = 5000. \Vt! can observe 
t.he primary, secondary a.nd tcrciary vort ices as found 
in the literature (Ghia. et al.. 1982). 
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Ftgure 3: (a) Streamlines for Re = 1000; (b) Streamlines for Re = 5000, (c) Profiles of the horizontal velocity 
component; (d) Profi)ps of lhe vertical velocity ; (e) StreamJines for Re = 10 and (f) Streamlines for Re = 400. 

'1 hc data preseoted in Ghia et ai., 1982, is often em
ployed for compamon with tbe solutions produced by 
nu111erir.al algorithms when integrating tbe cavity flow. 
Tbis comparisoo is made with our algorithm for the ve
locity profiles at the lines through tbe geometric center 
of the cavity. From figures 3(c) and 3(d) we can see 
tbat thcre is a very good a.grcement. 

The algorithm can handle curved boundaries as illus
tratcd witb thc s imulatioos done for a para.bolic ca.vity 
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a.t R.e = LO and Re = 400 (figures 3(e) and 3(f)). 
The one step pressure actualization, without itera

tion, is encouragtng for the t reatment of 3D problems. 
Simulations were clone for a 3D cubic cavity on a 
60 x 60 x 60 grid at Re = 400 (figures 4(a)-(d)). 



(a) (b) 

(c) (d) 

Figure 4: Cubic cavity (a) Perspective view; (b) Lateral view; (c) Superior view and {d) .Frontal view 
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RESUMO 

Apresenta-se 11111 modelo matemático, para nwdelar o escoamento em um 111drociclone considerando a difusão 
turbulenw. A imroduçiio da turbulência foi necessária para ttrn bom ajuste do modelo com os dados 
expetimentais. Pelas caracterisiticas do escoamemo forma-se um niÍcleo de ar que é modelada como uma 
superfírie livre .. Esta llllerface é caracterizada como sendo do tipo Young -LAplace e sua localização é 
calculada por meio de um método lagrangeano. Neste méwdo utiliza-se uma malha lagrangeana para 
car<zctertzar a imetface livre e uma malha euleriana para calcular os campos de velocidade e pressão no 
escoamento, através do método dos volumes finitos. Realizaram-se simulações numéricas e comparações com 
os dados e.~oprrimentais que validam os resultados apresentados. 

INTRODUCÃO 

O h1drociclone é um equ1pamento amplamente uliJizado na 
indústna para separação de partfcuJas sólidas em suspensão num 
fluido. Uma miMura de fluido e panfculas são injetadas 
tangenc1almente cnando um forte movimento rotacionaJ no 
Interior do eqUipamento, gerando um campo centrifugo. Devido a 
este campo as panfculas suspensas no flu1do tendem a deslocar-se 
em d1reção às paredes do equ1pamento. Com a aJta velocidade 
tangenciaJ do fluido a pressão dinunui, chegando a vaJores 
menores que a press:io atmosfénca na pane centraJ do 
equipamento, gerando uma região de baixas pressões. 
ocasionando assim a formação de um núcleo de ar ao longo da 
linha central. A forma deste núcleo de ar apresenta cena 
instabilidade W111inms ct ai, (1995), podendo vanar com o 
tempo, o que pode ser constatado por uma simples observação em 
hidrociclones transparentes. Dev1do a faJta de conhecimento 
sobre a natureza desta interface que limita o núcleo de ar. nos 
modelos usuais aphcados a um hidrociclone, esta interface é 
modelada como uma !>uperffcie cilfndrica fixa, o que simplifica o 
problema. Elimina-se a dificuldade do cálculo de uma fronteira 
desconhecida que faL variar o domínio onde as equações de 
campo devem ser resolv1dns. Porém, utilizar esta simplificação 
pode levar a re!>ultados não reaJJstas. 

Trabalhos recentes mostram a imponãncia do 
conhecimento do núcleo de ar para o controle do desempenho do 
h1drociclone. Concha. Bamentos, Momero e Sampaio. (1996) 
conseguem prever o 11po de descarga chuveiro (spray) ou corda 
(roping) em função do diâmetro do núcleo de ar. 

Barrientos, Sampaio e Concha ( 1993), modelam a 
superffCJe do núcleo de ar como uma fronteira que satisfaz a 
condição de salto de Young-Laplace, levando a uma expressão 
que podena ser usada como uma cond1ção de fronteíra para o 
problema da dmâm1ca do escoamento. 

Entre os trabaJhos mais recentes nesta área temos: 
Rajaman1 e OevullapaJJ ( 1993), uuhzando o método de diferenças 
finitas aprox1mam as velocidades e pressões através da função 
corrente e supõem que a interface líquido-ar se localiza onde a 
pressão toma-se igual à pressão atmosférica. 

Steffens. Whiten, Appleby e Hitchins ( 1993), estudam um 
escoamento cm vórtice no interior de um cilfndro com uma 
entrado tangencial e uma safda simples. O núcleo de ar foi 
estudado usando um modelo semi-teórico, propondo uma forma 
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de calcular o diâmetro do núcleo de ar cm função dos parâmetros 
de operação e gcométncos. 

Davidson (1995), utilizando um modelo semi-empírico 
modela o núcleo de ar considerando uma reg1ão anuJar entre o 
núcleo de ar e as snfdas com densidade umforme e não viscoso. 
Aplica-se a equação de Bernoulli e ullhLa-se a hipótese de que o 
diâmetro do núcleo de ar, se aJUSta de forma que ex1sta um fluxo 
máximo para uma determmada pressão de aJ1mentação. 

Dyakowsk1 e Wllhams (1995), seguindo a idé1a de Barríentos, 
Sampaio e Concha (1993). caracteriza a mterface através da equação 
de saJto de Young-Laplace, acresentando um termo que considera 
uma tensão extra dev1do a flutuação do núcleo de ar. 

No presente trabalho. modela-se a dinâmica do 
escoamento, considerando-se a superffc1e do núcleo de ar como 
uma superffcie livre que sallsfaz a condição de salto da equação 
de Young-Laplace. relacionando a Hsica com a geometria. 
Apresenta-se um modelo númenco para calcuaJr o raio ótimo que 
caracterize geometricamente e fisicamente o núcleo de ar. 

MOOF:LO PARA A fNTERFACE LIQUIDO-AR 

Considerando que a interface líquido-ar seja do tipo de Young
Laplace, ou seja, através da interface existe um saJto nas tensões 
normrus, sendo as mesmas proporcionais às tensões superficiais e a 
curvarura média da interface. A velocidade normaJ do fluido é nula, 
pois atrdVés da SUpcrffcie IJvrc não existe flUXO de Ou idO. 

[Tn.n]= -2H a ( I) 

v. n =O (2) 

e pela condição de deslizamento, 1mplica que não existe tensões 
cisaJhantes na mterface livre, tem-se: 

[Tn. t] = O (3) 

onde [4>] = 4>1 - 4>2 , i o salto da propriedade 4> através da 

interface, o i o vetor normaJ unitário que vai do fluido (2) a (I), 
e t é vetor tangente unitário, sendo T o tensor de tensões, logo: 
[Tn] = [T1 ( - o)+ T1 (n)] é o saJto de tensões normais na 

interface, 2H é a curvatura média da interface, a é a tensão 
superficial e v é o vetor velocidade do tluido. 



Considerando que a interface livre é formada por uma 
superfície suposta cilíndrica, de raio R a. 

Se o ar ocupa a região OS r S R a , a equação (I) pode ser 

escrita como: 

lar Jhq Tn.o R - Tn.o R = -2Ho rs I ra a 
(4) 

Supondo que o ar seJa um flu1do 1deal e desprezando os 
efeitos viscosos e dinâmicos dev1do a rotação do ar (Barnemos, 
Sarnpruo e Concha 1993), a pressão nesta região é a pressão 

aunosfénca ( p0 ). logo para o ar: 

Tn. ni:Ra = -po (5) 

O líquido no hidrociclone pode ser cons1derado como um 
fluido newtomano, ponamo o tensor de tensões é: 

T = -pi +2J.l0 (6) 

onde D é o tensor de taxa de dcformaçõel> O = t{vv +V v T). p 

é a pressão, v o vctor velocidade, f.! a viscosidade do líquido, l é o 

tensor unitário de segunda ordem c 'i/ o operador nabla. A 
curvatura média 2H e o vctor normal uniláno para uma superfície 
cilíndrica reta são definidos por: 

2H=-I 
R. 

n =-e, 

(7) 

(8) 

o vetor tangente unitário, é qualquer vetor pcnenccntc ao plano 
tangeme a mterface, temos ass1m: 

t =e L. t = e8 (9) 

de (7) e (8) em (6} obtemos · 

~ llq --p+2f.! 
Tn. oJ..Ra - r• R. 

( lO) 

Logo a equação (4) para este modelo será: 

~ -.2.-p-po-21.! --R .. 
r• R .. 

(I I ) 

Substituindo o vetor tangente unitário na equação (4}, teremos: 

av, av L _ 0] -+--az ar 
!(vra)=o 

(12) 

MODELO MA TEMÁ TJCO DO F.SCOAMENTO 

Geralmente o escoamento no intcnor de um h1drociclone é 
tridtmensional e turbulento. Este escoamento é descnto por 
velocidades e pressões méd1as. O flu1do é uma suspensão de 
panículas sóhdas cm um Jrquido. Para uma bruxa concentração de 
sólidos (< 10 %) cMa m1stura pode ser considerada como um 
tluido newtoniano. Exccto nos regiões de enlrada. o fluxo pode se 
considerado como nxisimétrico, o que reduz a complexidade do 
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problema. Logo as hipóteses inicia1s para a simplificação do 
tratamento dado à simulaçlio do escoamento em um hldrociclone 
são: fluido newtomano e incompressível, cumpre o equação de 
Navier-Stokes, o escoamento é em regime permanente. turbulento 
e axisimélrico, e a superfície do núcleo de ar formada na 
operação do hidrociclone é uma interface do upo Young
Laplace. 
Portanto as equações que governam o mov1mcnto do llutdo no 
domínio n ( figura I), pode ser representado por uma equação de 
conservação de massa e conservação da quantidade de 
movimento, temos: 

Conservação de massa: 

V • v= O em n (13) 

Conservação da quanudade de mov1mcnto. 

pV • (v®v)=-Vj5+J.!V2v + p(v'®v')+ b emQ(I4) 

onde v é o veror c..le velocidade mcd1a, p ~ a pressão medra. f.! a 

viscocidade do lluido, b é a força de corpo externo. 
De aplicar a d01.:omposição de Rcynold~ c tomar a med1a 

temporal, surge um termo ac..IICIOnal p( v'® v'). o tensor das 

tensões aparentes de Reynolds, que se fa:r necesário modelar este 
termo atrav~s de um modelo de turbulência para fechar o 
problema. 

Condições de fronteira 

v = v ai} em anl 
P= Pa1 

v= o} cm an2 

P = Po } em àn 1 (j=3.4) 

( 15) 

tl6) 

(17) 

Na mterface líquido-ar locahtado cm r= Ra ( R1 

parâmetro a ser calculado). cons1tlcramos llil segut ntes cond1ções 
(Romero 1997). 

Cond1ção a ser imposta: 
- condição cincmáuco 

v, =0 emêln~ ( 18) 

- condição de dc~linmento 

~+~=O] àz ar 

( ) 

cm an~ a v · 
- _!... =0 ar r 

(19) 

Condição a ser sausfcna. 
- salto das tensões norm:us: 

p- Pu- f.!-=-- em u!ls 2 av, o} :\ 
dr R. 

(20) 

Esta última condrção ~utilizada para localizar a postção da 
interface livre. No presente trabalho se considera como raio ótimo 
do núcleo de ar, aquele cuja mtcgral do erro na equação do sallo 
das tensões normms é mínimo. 



Figura I: Geometria do domrnio Q 

~ODELAGEM DA T URBULÊNCJA 

Dcvtdo às condtçõcs de operaçllo c da geometria do 
equtpamento, o escoamento é turbulento e aru~otrópico. por isto a 
dificuldade de modelar a dtfusão turbulenta 

Aplicando a decomposição tle Reynolds na equações de 
conservação da quanudade de movtmento (Navtcr-Stokes), e 
tomando a média. obtêm-se o termo adi c tonal (p ~) as 
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tensões aparentes de Rcynold!.. Para tntegrar o conjunto das 
equações tle Navicr-Stokes. nlém da obngntoncdade de 
especificar as condições de frontc1ra. é necessário um modelo de 
turbulência para cfctuar o fechamento do problema. 

Um dos modelos de turbulência ma1s uulizado para simular 
o escoamento cm hidrociclones é o modelo de comprimento de 
mistura de Prnndtl, Rhodcs. Pericleous e Drake ( 1987). 
Davidson ( 1988) e H~ich ( 1988). Este modelo é bastante 
limitado. Outro dos modelos uti litados é o modelo IC-E, onde te é 
a energia cinéuca da turbulêncin e e sua taxa de dissipação. A 
mruor limitação úo moúclo IC-E. é sua aplicação somente para 
!luxos isotrópicos, ou !>CJU. onde :L'> escalas das grandezas de 
compnmcnto c veloc1dadc são as mesm3s em todas as direções. 
Em fluxos complexos onde cx1stc alta veloc1dade de rotação. as 
escalas de comprimento c velocidade podem vanar fortemente 
com a direção. por este mot1vo o modelo IC-E é inadequado para 
este upo de escoamento Zcrbtnl (I 982). Este modelo falha ao 
não poder reprodu1ir a região de vórt1ce hvre na componente 
tangencial. 

No presente trabalho ullhtou-sc o modelo das tensões de 
Reynolds <MTR), que proporctona uma melhor alternativa para a 
s1mulação da turbulência Este modelo calcula as tensões de 
Reynolds locats. 

Resolver um C\coamcnto turbulento utilizando o modelo 
MTR tmplica cm resolver as equações para as tensões 

individuais (pu; u ~ ). obtidas a parttr das equações de 

conservação da quantidade de movtmcnto. Estas tensões locais 
são aproximadas utilizando o moúclo diferencial de Launder 
Reege e Rodi (1975), tmplcmcntado no Flucnt,temos asstm: ' 
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Y' •V(v'® v')=V·(tv{7i7))-(v'® v'XVY+VYr} 

' - c,~( (•' ®v')- +~e•)- c,( P- fdTr(P)) 

(22) 

2 
onde: a viscoctdade turbulenta é dada por v =C ~ 

I 11 PE ' 

X'= f (Tr( v'® v')) é a energia ctnéllca turbulenta. e E a taxa de 

distpação, que é obuda da equação de transporte: 

e 

(24) 

com as seguintes constantes empiricas: 

cr~ = 1.0. c.,= 1.8, C4 = 0.60, crr = 1.3, c, r= 1.44, C2[ = 1.98. c"= 0.09 

METODO DE APROXIMAÇÃO PARA O PROBLEMA DE 
FR01'>.1'fEIRA LIVRE 

Para a dt~cretização das equações de conservação utilizou
se o método dos \'Oiumc~ finitos em coordenadas generalizadas, o 
que permuc uma melhor adaptação da malha à geometria do 
htdrociclonc. 

O proccduncnto ullh7.ado constste em dada uma geometria 
do domínto. se aproxtma os campos de velocidade e pressão. 
avalia-se o erro da equação de salto Young-Laplace na superffcie 
do núcleo de ar, c através do algontmo descrito abatxo se atualiza 
o domínio de cálculo (raio do núcleo de ar). o proceso se repete 
até alcançar as condtçOes de aproxtmação deseJadas. 
O algoritmo uultzado é o scgumte: 

I) Escolher uma curva inic1t1l an· ,. paro aproximar a 
fronteira ltvrc d!l,. Asstm, Q é oproxtmado por n·. 

2) O campo de vcloctdadc e pressão é aproximado em n·. 
considerando como condtção de frontetra para an· as equações 
(18) e (19) ' 

3) A solução obtida cm 2) é uulizada para avnliar o erro na 
equação salto de Young-Laplace. para este caso a equação (20). 
A posição de é)Q', é ajustada a uma nova curva ()Q" ,. 
procurando esta condição. 

4) Se é ~ausfcira esta condtção com a precisão desejada, 
então para-se, c toma-~e ()O", como a aproximação final de an,. 
Se não for ~:uisfcita faz-se an·, = ()Q",, e volta-se ao passo 2). 

VALIDAÇÃO DO MODELO 

Simulou-J.e numcricllmente o escoamento do hidroctclone 
AKW-100 operando somente com água. As condições de 
operação uultzad::~s para reproduztr os campos de velocidade e 
pressão, são listada.s na tabela I. e as dimensões e geometria são 
detalhados na figura 2. No presente trabalho utlizou-se uma 
malha de 76x21. 

Faz-se uma comparação para vários raios diferentes do 
núcleo de ar, tsto se mostra na tabela 2, onde se observa que o 
valor escolhtdo p::~ra o rato do núcleo de ar afeta notavelmente os 
resultados fina1s, como a pressão de alimentação e a divtsão de 
nuxo. este último parl\metro é importante para construir a curva 
de classi licação. 



Tabela I: Parâmetros de operação experimental 

25072 
0.322 
1.754 

0.1836 

Onde Oa1 é o fluxo mass1co de alimentação e Oc~c o flu xo 
massico na descarga 

Tabela 2: Parâmetro:. de operação obtidos numericamente 

R.=3.0 R.=5.0 •R.=6.0J R.=7.0 R.=8.0 

.::\p( Pa) 20500 21200 21800 21300 20300 

Q.Jc 1/s) 0.218 0.340 0.385 0.3053 0.1512 

QaJ (1/s) 1.754 1.754 1.754 1.754 1.754 

Q~Q.I 0. 124 0. 194 0.219 0. 1741 0.0862 

E (R.) 830.3 452.0 161.4 377.4 560.0 
(Pa) 

•r;uo ó1mo 

• -- r---r--r~ 

43L 
I JJJ 

l~~~, 

102 

18 
50 

Figuro 2. Geometria do h1droc1clone AKW-100 (mm) 

A figu ra 3 mostra o erro da equação salto de Young
Laplacc, onde se observa que o erro varia ao longo da linha 
central. Isto nos mdica que o ra10 do núcleo de ar varia na direção 
axial. mas apesar disto. este primeiro modelo, que supõe n forma 
do núcleo de ar como a de um cihndro reto. é urna bon 
aproxtmação. Isto pode ser constatado pelos resultados obtidos. 
(figura 4 e 5). Na tabela I observa-se que a pressão de 
alimentação que melhor se aprox1ma do valor expenrncntal é a 
que se obtém com o raio 6timo calculado. Na figura 4 se 
comparam os perfis de velocidade paro a componente axial e 
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tangencial calculados com os obtidos experimentalmente (Chine, 
1996). mostrando uma boa concordancu1. A região de vónice 
livre é simulada com uma boa prec1são. 

É bastnme conhecido que a superfície do núcleo de ar 
llutua rapidamente, assim, as medidas cxpcnmcntais bem 
proximas a esta superffc1e são pouco confiave1s. Isto se observa 
na figura 5, que mostra os perfis das flutuações da velocidade na 
componente axial e tangencial. Apesar d1sto, obtém-se uma boa 
aproximação na magnitude e na forma dos perfis. No 
componente axial se reproduz com bastante exaudão o fluxo 
reverso, que é caracterisitico nestes escoamentos. 

15000 
Etro(Pa) 

IIXXXl 

5000 

'<:0) 

10000 

Ra •Jmm 
Ra •5mm 
Ra'•601mm 

15000o~D~--~o.-,--~o~)--~o~,~--o~~----~O$~--~o~~---r--~ 
0.7 0.1 

Z(m) 

Figura 3: Erro da equação de salto de Young-L3place na interface 
lfqUido-ar 

o Expmzn•nw 
- Nwn6noo 

Axial : T:mll(:ncial 

Figura 4: Perfis da velocidade (m/s) 



A.xial 

:l Expenment.a I 
Numérico 

' 

c E.xperimental 
Kumérico 

' TanQencinl 

Ftgura 5: Perfis da flutuação da velocidade (m/s) 

CONCLUSÕES 

Dos resultados obttdos pode-se conclutr que a elctçào do raio do 
núcleo de ar para a simulação do escoamento em um 
htdroctclone, afcta notavelmente as prc,tsões dos campos de 
veloc1dadc c pressão ass1m como a d1v1são de !luxos. 
O presente trabalho é uma contnbu1çi'io para entender o 
componamento do núcleo de ar e sua 1nt1uenc1a no processo de 
class1 ficaçi'io. Nilo obstante, a pequena discrepância entre os 
valores previstos c os experimentais próximos a interface livre, os 
resultados cm geral foram satisfatórios. As diferenças na 
vizinhança da interface podem ser corrigidas considerando uma 
condição de fronte1ra que leve em conta o efe110 que causa a 
Outuaç!!o da mterface no salto das tensões norm:us 
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ABSTRACT 

A ncw method lo predict thc shnpe and localílnllon of the atr
corc mndc on Lhe tlow inside a hydrocyclonc is presented; A 
formcd liquid-air inlcrfacc is charactcrized by means of the 
Young-Laploce JUmp condllion. lt is con~idered a steady state 
tlow of Newtonian nuid. 1t was dcvclopcd a model thal was 
considered as Lhe Lrue air-core m which ii is a cylindrical shapc. 
Thts modcl Lhal we are observmg is an optimum, where the final 
cxpress•on for Lhe interface hqu1d-atr JUmp condiuon would bc 
shortcr. The velocity field and the nux share obtained are 
comparcd Lo expenmental results. A good agrccmcnt IS observed. 
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RESUMO 

A formulação direta hapersmgular para a equBção de Laplace é estudada. As integrai~ 

de contorno obtidas em termos do Valor Princspal de Cauchy (VPC) permttem trntá·l4& 
como uma ~oma de Partes Fin&tas (PF) nas adjacências da 5ingulandade. A regulanzação 
absoluta da mtegraçãoé feata no plano paramétrico apartir de. ezpan3âo de Taylor em co
ordenadas polares. 

INTRODUÇÃO 

As Equações Integrais de Contorno (EIC) com núcleos hi
persmgulares surgem quando as derivadas de uma EIC 
cláss1ca são calculadas tendo em vista que as equações as
sim obtidas envolvem núcleos fortemente singulares. 
Neste trabalho desenvolve-se um modelo numérico hiper
singular 3D chreto que simula o escoamento potencial em 
torno de corpos. O sucesso de tal modelo, por usar m
tegrrus htpersingulares, está condicionado ao desenvolvi
mento de esquemas confiaveis de integração de funções 
h1persingulares e quase-singulares. O tratamento das sin
gularidades requer a imposição de condições necessarias 
para a função densadade. Uma vez mostrada a ex1l>tênc1a 
do VPC pode-se aproXJmar as integrais como PF. 

DEDUÇÃO DA EQUAÇÃO INTEGRAL DE CON 

TORNO HIPERSII\G'l:LAR 

A formulação cláss1ca do Método dos Elementos de Con
torno (MEC) para a equação de Laplace em um domínio 
n. (n c R3 ) através das tdentidades de Green para pontos 
ç interiores ao domínio n é dada por: 

tL(Ç) + J p~(Ç, x}u(x)dr., = 

i u"(Ç,x)pn(x)dr., 

u"(Ç,x) = 
4
1 !. e p·(ç,x) = --

4
1 ~(v.,· n(x)) 

1fT 1fT 

(1) 

r = I ri é a distância entre o ponto campo x e o ponto fonte 
Ç, x,Ç E R3

, u é o potenc1al; Pn é o Buxo normal e Vr = 
~· Quando o ponto fonte Ç está no 10tenor do domin1o 
n, u"(Ç,x) e p"({,x) são regulares cxceto na vizinhança 
de Ç Pode-se diferenciar ou deslocar o ponto fonte numa 
direçã.o qualquer w e obter-se a derivada d1retamente da 
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equação anterior. Quando o ponto fonte Ç é levado ao 
contorno de n o gradiente ou Buxo é dado por: 

p.(€) +!'To {/~;,.((, •)•(•) -u:.((, z)p.(z)Jdr. 

(2) 

+Ir. [p~ , ... ({,x)u(x)- u~..,(Ç,x)pn(x))df',(x)} =O, 

com funções núcleo: 

u~.., = (v., w(Ç)) 
411'r2 

• 3(v., · w(Ç)){11., n(x))- (w{Ç) · n(x)) 
Pn,w = - 41fr3 

sendo r, a parte do contorno substituida pela sem i esfera 
de raio f, centrada em Ç, cujo contorno é r., conforme 
mostrado na Figura 1. Para a convergencia do limite (2) 
precisa-se Lmpor a condição de que u seja no mínimo de 
classe ct,o I 0 $ Q $ 1, em uma Vizinhança de Ç, Í.e.: 

u(x) = u(Ç} + u,k({)(xk - {k) + o(lx- Çl 1+0 ) 

U,Jt (x} = U,Jt(O + o(ix- {1°) (3) 

k = 1, 2,3. É conveniente estudar separadamente o limite 
da integral do segundo membro da equação {2) (em r,) 
conforme indicado a segu1r: 

J, . = lim Ir P~ .... ({,x)u(x)df. 
c-+0 -l'c 

lu• = hm Ir u~..,{Ç,x)pn(x)di\ 
t-+0 -r, 

Substituindo as expressões (3) no limite indicado acima e 
observando-se que 

{ 

V z 

domimo r, : ~~ ... 
Pn ,w 

= n(x) 
= ~(n(x) · w(Ç)) 
= -~(n(x) · w(e)) 



Figura 1: Dommio aumentado em uma semj esfera de raio 
~-

t 

Figura 2: Esfera de raio E __.. O. 

obtêm-se: 

lu· = ...!.... lim r (n(x) . w(-0) ('V ,u(O · n(:r:))df, 
41T .... o Ir:, (2 

J,. = -~ lim { r (n(x). w(€)) u({)df,+ 
21T r-+0 If, (3 

h. (n(x);2w{Ç)) ('V.,u{Ç). n(:r:))df,} 

pois nk{:r:) = "'k~ü, em f, . Assim, a equação (2) pode 
ser escrita como. 

Pw(€)-lim{_!_ r (n(x)·w(Ç))t~(Ç)df,+ 
,_,o 21T Ir. (3 

431T Ir. (n(.i)c~w(€)) ('V,.u({) . n(x))df,} 

= lim r[u"..,(€,X)Pn(:t)- p~ w(Ç,x)u(x)]df,.. (4) 
t~o} 1 

• ' 

r-r, 

Na equação anterior, se L2 é a. segunda. integral em f,, 
L2 = -~Pn.({) (ver Al), pois c/J,-. rr/2 quando f _.O. 
(Figura 2) Portanto, para w{Ç) = n(Ç) : 

!p,.(Ç)- lim ...!.... r (n{:z:) . n(Ç)) u(Ç)df, = (5) 
2 .... o 271' Ir. e3 

= lim rlu:,.(ç,x)pn(x)- P~.n({,x)u(x)]dfz •-+o./ 1 
r-r. 
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Figura 3: Domínio de Integração no sentido de VPC. 

Se o campo potencial for constante em todo domínio (nU 
n,), u(:r:) = u(Ç) e Pn =O, e em (5): 

- tim...!.... r (n(:r:). n(Ç)) u(ç)dr. = 
.... o 21r Ir-. f3 

_ lim/(n(Ç) · n(x))- 3(v., · n(Ç))(v, · n(:r:)) u(Ç)dr., 
.... o 47rr3 

Portanto, a equação para. o fluxo normal do potencial em 
ç,ç E r é: 

ip,(Ç) = ~~ J {u:nPn- P~.n(u(:z:)- u(Ç})}dr (6) 
r-r._ 

1 
u:n = -

4 2 (v., · n(Ç)) 
1rT 

P~.n 
3(v,. · n(Ç))(v., · n(:z:)) - (n(Ç) · n(:r:)) 

Para calcular o fluxo tangencial em € E r, deve-se obter 
o fluxo em duas direções normais a n, cujos unitários são 
r,, i= 1, 2: 

Pr; ({) = ~!:, J { u:r,Pn - p;,,r, [u(:r:) - u(Ç)]}df 

r-r~ 

1 
-4 2 (v.,. r,(Ç)) 

7rr 
{3(v., · r;(Ç))(v, · n(:r:))- (r,(Ç) · n(x)) 

4Trr3 

IMPLEMENTAÇÃO NUMÉRJCA DE p,, 

No MEC 3D os elementos que descrevem a geometria 
do contorno podem ser triângulos ou retângulos·, onde as 
coordenadas cartesianas são expressas em termos dos nós 
geométricos e das funções forma 1/Jm(fJ). A variação fun
cional de u(x) e p(:r:) é dada pelas funções de interpolação 
1/>n(fJ) , que podem ser constantes, lineares, quadráticas, 
etc.: 

M• N• 

x= L l/JmXm, u(x) = L cPnUn, 
'n=l n=l 

N• 

Pn(x) =L cPnPn,., 
n=l 



O contorno de um corpo 3D é discretizado por elementos 
"e" . Pode-se decompor a equação {6) em uma parte re
gular e em uma outra parte singular onde o ponto fonte 
esteja. Seja este elemento r" I pode-se então escrever para 
p({,) = p; e u{{,) = u, . 

NE 

-o.5p: = Llh~~ u~ + h:2u; + ... + h:N• ui..J-

NE: 

·-• 
·~· 

" (gc c + c c c e J (h" " h" " L.., i!P I 9i2P 2 + · · · + 9oN•PN • + tlul + ,,u, 
••• .... 

NE: 

I " " I "< " " ") [ ti " + .. + l,N• V.,v• - U; S, + L.., S, - 9•1P1 + 
·-· ..... 

a a n 11 I 
9,2P2 + · · · + 9oN•PN• 

com coeficientes de influência: 

h~m = r p;,,,,<J>~(m, '72)1Cidq, d712 
J,~c 

s; = 1 p;,,niCidJ71d'72 
r. 

9Ím = r U~n<P~(f71, '72)1Cid'11df72 lr. 
m = 1 .. Nc valores nodais deu e p. Estes coeficientes são 
acumulados nas matrizes H, ,1 e C,oJ para N nós funcio
nais: 

N N 

-.5p, = L (Éi; o) u, - S,ó,Ju,) - L ê .. ,p, 
;=1 J • l 

N N 

ou L H ,,JUJ = L c .. JPJ 
J-1 j • l 

NE 
~ ~ ~ ~ :'C'"' 

H ;1 =H;,, - S;ó;1 C,,=C,,, - .M;i S,=L..., st 
~= · 

sendo ó,i o de.lta de Kronecker. Hu = Gp formam matri
zes cheias não simétricas com N equações correspondentes 
a 2N incógnitas de ~ e p . 

INTEGRAIS SINGULARES 

O cálculo dos coeficientes de in8uência no elemento 
r •. e #= u, é feito diretamente, usando-se quadratura 
Gaussiana. No cálculo dos coeficientes de mftuêncta pa
ra o elemento r ti temos um VPC que pode ser calculado 
como soma de PF em expansão de Taylor , en torno da 
singularidade {1 = { ( '71 , '72) e em coordenadas polares (ver 
A2}, assim, 

4 { Nl [ Nlc h~= L L L (F(p,O)- F- 22(0)-
6=1 1=1 k•l p 
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F-1{0) ) ~w;] o,; O,w~} +L L IF-1(0) 
4 { Nl 

p A m l 1=1 

p(O) ( -y(O) 1 )] 0[- 0, I} 
ln I {J(O} 1- F- 2(0) [J2(0) + P(O} 2 w, 

Termos F-2(0), F-1(0), -y(O), {J(O) : 

F(p,8) = P~ .n<Pm !Cip = 
{3r,,n,({}(r,~cC~r) - C,n,({)}<J>,.p 

C~c =n~cC 411T" 
Expansão de Taylor em coordenadas polares 

:z:,-{, A,+ (B, A A~cB~r) + ( 2) 
r ,,= -r- = A p A- '--:4'3 ° p 

ô:z:, I ô:z:.l . o A i = '8'-; coso + 8 Sln 
'1 'I"'(' '12 '1• (' 

B . _ éPx; I cos2 O 82x,,. 
0 0 

EPx, l sin2 O 
I - ô 2 2 + o Rln cos + o 2 2 

'1t '1=(' '71 '12 '1= (' 'h I)= (' 

rn = Pn An ( 1 + np A~~lr) + o(pn+l) 

1 1 3AA:B~c 1 -=-----+-
r3 p3A3 p2As p 

C~c =C ~c({')+ p [ ~G; lcos9 + ~Ct lsin o] + o(p2
) 

'1 , .. (' '12 rJ•(' 

= GK0 + pGK, + o(p2
} , 

<Pm = <Pm({') + p [ ~<P~ I cosO+ 0:.,~ I sm s] +o(/) 
'1 rJ•(' "''fl I)• ( ' 

= <Pô + pq,'j' + o(p2
), 

3r,,n;({)(r,.C~c)- C,n,({) = 

[ 
A;n;(() ] 

p 3~(B~~:C.~o. + A.~oC~c,)- C;, n,({) - C,0 n, ({). 

T, = C,0 n,({), T2= A,n;({), 

Ts=C; 1 n;({), P= B~cC~t'" + A~cC~c, , 

F( O) = _.2_ r - T1<J>o' .!, (3A,B,.T .._.,, 
p, 411' p2A3 + p AI> IY'O + 

~3 [3 ~~ P<J>õ- Ts<J>Õ- Tt<P'i'])] . 

F-2(0) = 1 T1<JIÕ 
411' """}\'3 I 

F-t(O) _ 1 (3A~cB~c m 
- - 4'11' ~T1q>o + 

~3 [3 ~~ P<J>ó" - T3<J>Õ - T1<J>'j']) . 

Se r=t : 
:~ A.~oBA: 2 

t=pA+p -A-+o(p ), 

t 2 A~cB~t ( s p=o(t,O)=A - t --:;v-+ot) 



= ~{J(8) + C~"((9) + o(E3). 

A e B são módulos dos vetores cujas componentes são A; 
e 8,. 

EXEMPLOS DE APLICAÇÃO E VERlFICAÇAO 

A validadr ela formu lação ~ verificada em exemplos 
clássicos. Para o problema de distribuição da tempera
tura nos contornos later3.1S do cubo mostrado na Figura 4. 
Temos como cond1çõcs de contorno: potencial de tempe
ratura U = O e U = 300 nas faces 3 e 6 respectivamente, 
fluxo normal de temperatura Pn = O nas faces 1, 2, 4 e 5. 
Para o exemplo usam-se elementos planos quadrangulares 
constantes. Os resultados obtidos são comparados com os 
resultados da formulaçao clássica conforme mostrado na 
Figura 5 

O.JOO 

..11)6 

. s 

Figura 4: Discretização do corpo. 

Um outro exemplo, que é apresentado para testar ele-

400 

300 

2 

I 200 
_.,// 

I. 100 , .. 
"ê 
~ 

o 

• •100 

~ 
o ·200 
i 

·300 

~00 
I 3 4 6 

no lundonal (a) 

Figura 5: Elementos constantes. 

mentos curvos quadrangulares, consiste do tubo cilíndrico 
circular, mostrado na F1gura 6 Neste exemplo pretende-se 
calcular o Buxo normal Pn que atravessa os dois contornos 
dos cilindros concêntncos Como condições de contorno 
temos um potenCial de temperatura constante U = 100 
no cilindro interno, e, um outro potencial de temperatu-
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LI 

1 . 25 -
r • lO -
11 - 10 -
L • SO -

Figura 6: Discretização do cilindro. 

ra constante U = O no cilindro externo. O problema é 
axissimétrico tendo sido discretizado apenas a oitava par
te da circunferencia e metade da altura. Na Figura 7 é 
apresentado a comparação dos resultados obtidos com a 
formulação clássica e e com a formulação hipersingular, 
pa.r'a aprOXImações funcionaiS constantes lineares e qua
drát.ricas respecttvamente . 

CONLUSÕES 

A formulação em termos de VPC permite regularizar as 
integrais singulares depo1s da disaetização como PF com 
a expansão de Taylor em coordenadas polares en torno da 
singularidade. Portanto, obteve-se uma formulação semi
regularizada antes da cilscrettzação. Esta formulação per
mite calcular diretamenta a PF {depois da discretização) 
sem a necessidade de calcular termos livres, como em ou
tras formulações. 
Os resultados da formulação clássica e hipersingular são 
praticamente os mesmos, validando portanto os procedi
mentos desenvolvidos aqu1 . 
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APENDICE 

Al. ~a esfera de rato E temos que qualquer ponto do 
contorno da esfera em coordenada:. esféncas esta dado por 

X = (E SID </>COS 8, ESID </>510 8, f COS 4>) 

n(:r) = (sm 4> cos 8, sm 41 sin 8, cos 4>) 
ou, na sua forma vetonal, com vctores unitários 
n({), T1 ({), r2({), e ongem do sistema em {, 

n(x) = r1 {Ç} sin 4> cos8 + T2 ({) s1n <f>sin 8 + n(Ç) cos<f> 
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e 

(V'zu(Ç) · n{x)) = (V'.,u{{) · T!{Ç)cos8+ 

r2(Ç) sin 8) sio 4> + (V'zu{{) · n(Ç)) cos<P 

(n(x) · n({)) = cos 4> 

Então, integrando cm f, , tem-se 

~ (V',.u({) · n(x))(n{x) · n(Ç)) = 
ir. 

r · 2,- lo p,.(()f
2 

cos
2 

<Psin ifxl<P 

poisO< 8 < 1f, O< 4> < 4> •• e, (A,B,C)·(cos<P,sin<P,O) = 
O ( (A,B,C) = V'.,u({) em coordenadas polares), sendo 
avaliada nos limites de integração. 

A2. AVALIAÇÃO DE INTEGRAIS HIPERSINGULA
RES 

Uma das integrais singulares a avaliar é do seguinte tipo: 

h':,.= PF.{
1 

[

1

1 
P~ ... <Pm('l•.'1l)IGidTJ,dT/2 

Colocamos PF devido à existcncia do VPC. Fazendo uma 
transformação de coordenadas, em coordenadas polares 
(p, 8) centradas em (' = {('11, '12) (imagem de{) 

'71 
'72 

então temos 

= Ç: + pc~s8 } 
={2 +psm8 

df11 d1)2 = pdpd.8 

1
2 .. 1p(l) 

h':,. = lim F(p, 8)dpd9 
•-O o n(<.6) 

F(p,8) = P~ ... <PmiGI = o(p-2
) 

p = o(E, 8) equação em coordenadas polares deu, . 

p = p(9) equação em coordenadas polares do 

contorno externo do domiruo r a 

{7) 

q, imagem de r. nas coordenadas paramétricas. Expan
dindo em series de Taylor a função F fica na forma: 

F( 8) 
F- 2 (8) F_,(8) (I) 

P =--+--+o • p2 p (8) 

Da mesma forma expandimos p entorno da origem 

p = o(E, 8) = f{J(8) + t 2-y(8) + o(t3) 

Adicionando e substraindo os do1s primetros termos de {8) 
em {7} obtemos: 

h':,.= lim { r" fP<'l [F(p,8)- (F-2
2
(
8) + 

.... o lo 1 .. <•·'1 P 

F-1(8))] dpd8 + r• ( ';(s) F-1(8) dpd.8 
P lo l .. c •• B) P 



l h 1p(91 F 2(0) } 
+ ~dpdO == 10 + iJ +/2 

O a (t ,ll) P 

/ 0 é regular e pode ::;er aval1ado diretamente por quadra
tura de Gauss ou outro esquema de integração numérica; 

lt == hm t r F _1(0)[ln p(O) -lna(t, O)jdO 
'•0 lo 

== t;_1(0) 1n,ô(O)d0-lim f7.-_ l(8)inl!/3(0)jd8 
lo •-+0 lo 
t" .ô(B) 

== lo F-1 (8) ln I {:J(O) IdO 

. t" [ 1 1 ] 
/2 == !'..!.~.lo F-2(8) - p(O) + o(t, B) d8 

= lim { r" F- 2(8) (1- q(O)) dO-
c-+o lo t/3(8) /3(8) 

1
2

" F: 2(B) do} 
o p(O) 

. 1 (
2
"F_2 (8) l 2

" [ -y(O) 1 ] 
==}~ "i lo {J(B) dO - 1: - 2(0) {P(O) + p(O) dO 

t" [')'(O} 1 ] == - lo F- :r(O) JJ2(8) + .ô(O) d8 
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Tanto h como /z podem ser avaha.dos equivalentemente 
como integraJs un1d1mensionais regulares. Observa-se que 
os graus das singularidades das partes divergentes dimi
nue em uma ordem, quando comparado com os graus das 
singularidades das integraJs singulares iniciais (p- 1, p - 2) . 

Portanto, a fórmula final para mtegrais hipersingulares é 
dada de uma maneira geral por: 

h':,.= 12" lp(I)[F(p, 8) - ( F-;2(8) + F-~(8))] dpd8 

{ 2" [ lp(O) I ( -y(O) 1 )] +lo F- 1 (8) ln {J(O) - F :~(0) {J2(B) + ,Ô(B) d8. 

ABSTRACT 

A direct h1persingular BEM formulation for Laplace's 
equation IS stucüed in this paper. The boundary inte
gral equat1ons are presented in the Cauchy principal values 
(CPV) SP.nse, and thc procedure required to consider such 
CPV as contributions of finite parts, in the neighborhood 
of Slngular1ties, IS presented. The kernel regularization is 
carried out in tbe parametnc plane through a Taylor series 
expansion ustng polar coordinates. 
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RESUMO 

A análise de problemas inversos em meios participantes, onde o~:orrc emissão, absorção c cspJlharncnto de 
radiação, possui várias aplicações cm engenhnna c medicina, como por exemplo: transferência de calor por 
radiação térrmca, transporte de nêutrons cm reatores nucleares e tomografia computadorizada. Em diversas 
técnicas desenvolvidas para a solução de problemas Inversos. o primeiro passo consiste na solução dos 
respeclivos problemas dirctos. Neste trahalho é feita uma comparação do método de ordenadas discretas com o 
método de expansão em csféncos harmônicos e com o método de Galerkm, para a solução do equação 
linearizada de Boltzmann cm geometria uni dimensional c com simetria azimulal. 

INTRODUÇÃO 

Diferentes Lipos de rad1ação, tais como partrculas neutras, raios 
gama e fótons, têm s1do usados para a identificação de ObJctos 
tanto na 1ndústna, em ensaios não-dcstrullvos. quanto na 
me<hcma. para d1agnóst1co c tcrap1a Quando o espalhamento no 
meio não é considerado. o processamento dos dados c a 
reconstrução de imagens são simphf1cados. sendo caracterizados 
por problemas de solução numénca ma1s s1mpl~. Quando o 
espalhamento não pode ser despretado. como por exemplo cm 
Near lnfraud Optica/ Tomograp/11 (NIROT). o modelo de 
reconstrução é ma1s complexo. e~tando no mesmo contexto do 
transporte de partículas neutras em rcatorcs nucleares e da 
transferência de calor por rad1ação térm1ca cm me1os 
participantes. onde os fenômenos fís1co~ relevante~ (absorção, 
em1ssão e espalhamento) são modelados pela equuçüo lmearizada 
de Boltzmann, ou equação de transporte (Silva Neto e Roberty. 
1998a). 

Diversas técn1cas analfucas c numéncas têm sido proposta.~ 

para a solução da equação de transporte. como por exemplo, 
método de expansão em esféricos harmônicos (P111). método de 
ordenadas discretas (SN ), método de Galerkin. base global, 
métodos de Monle Cario, c mais recentemente. método FN 
(Siewen. 1978) c método YIX (Tan c Howell, 1990), entre 
ou1ros. Efimov et ai. ( 1997) mvestigaram em trabalho recente 
alguns aspectos matemático~ relevantes envolvendo esta equação. 
A busca por métodos eficientes e precisos parn a soluçào deste 
problema continua sendo uma área de pesqu1sa intcn~a (Pessoa 
Filho e Thyncll. 1994. Haggag ct ai., 1997. Cardona e Vilhena. 
1997, Zabadal ct ai ., 1997, Park e Ktm, 1997. V1lhena ct ai.. 
1998. Barros et ai.. 1998) 

Com o aumento da d1spomb1hdadc c da vcloc1dadc de 
processamento de computadores d1g1taJS nas últimas décadas, 
vános pesqu1sadores têm voltado a atenção para o método de 
ordenadas diScretas (Truelove. 1987. 1988. Fiveland. 1984. 
1988). O interesse atual neste método pode ser comprovado pelo 
elevado número de trabalhos recentes sobre o assunto, em 
aplicações envolvendo tanto ratl,ação polanzada (Haferman et ai., 
1997). quanto radiação não polunzada (Lee e Vlskanta. 1997. 
Selçuk c Kayakol. 1997. Chalhoub. 1997. Sat..arru et ai., 1998). 
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Este método apresenta como vantagem u fac1hdade de 
programação, c como principal dewa.ntagcm o efeito raio (ray 
effect), que já é conhecido há algum 1cmpo (Lathrop, 1968), mas 
que ainda é ObJeto de estudo (Chal ct ai .. 1993). Este a~sunto não 
será tratado neste trabalho. 

Um dos autores dcMc trabalho empregou o método de 
expansão em esféricos harmômcos (P") c o método de Galcrkm 
na solução da equação de transpone para a análise de 
problemas inversos envolvendo transferência de calor por 
radiação térmica (S1lva Neto c bm1k, 1992. 1995) c o modo 
combmado condução-rad1ação (S1lva Neto e ()ziSik. 1993) 
Neste trabalho é feita uma breve comparação dcMcs métodos 
com o método de ordenadas d1scrctas <SN>· E$ta comparação 
serve como um primeiro md1cador na sclcçào da' técmcas que 
serão usadas pelos autores para o tratamento do problema em 
dimensões 1.upcriorcs (2D c 3D). para a abordagem fontc
dctctor na solução de problemas mversos cm mc1os 
participantes (Silva Neto e Robcrty, 1998). 

MÉTODOP!i 

Silva Neto e btisik ( 1992. 1995) utilizaram o método P~ de 
alta ordem para a solução do problema de tran~porte de 
radiação térmica com s1me1ria ll7lmutal. em um mc10 
umdimensional. cmza, espalhador alll~otrópico. com 
superfic1es exlernas transparentes, SUJCltO à rad1ação I~Olrópica 
em uma destas superffcies. A formulação matemática de5te 
problema é dada por 

(}J( 'r, J.l) 11' Jl J.l :'1 + l ('r,J.l)=- p(J.l,J.l') l ('r.J.l')dJ.l' 
ur 2 -1 

cm O < 'r < r 0 • - I !:. J.l :5 I ( I a) 
I (O.J.l)=l. J.I>O (lb) 

/ (-r0,J.l)= O. J.l <O (I c) 

onde I é a intensidade da rad1ação. r é a vanável óuca. J.l é o 
co-scno do ãngulo polar. ou SCJa. co-~eno do ãngulo do fe1xc de 
radiação com o eixo -r. w é o albedo de espalhamento Simples e 



-r0 é a espessura ótica do meio. Aqui é considerado que a emissão 
é dcsprezfvel freme à rad1ação externa que enlra no meio pela 
superfrcie -r = O. Paro a função de fase é feita uma expansão em 
Polinômios de Legendre 

M 

p{Jl,Jl ')= I,(2m+l)/., P,..{Jl) P,..(Jl ') 
moO 

onde f são os coeficientes da expansão com lo = I. 
111 

(2) 

Usando a apro~1mação P, de alta ordem (8 enass1 et ai., 1983). 
a intensidade da rodl3ção reneúda em r = O. ou )eJa, para 
p <O, e a radiação transmitida cm T = T 0• ou SCJa. para J.l > O. 
são dadas por 

I ' o\' J 

/ (0,-p )=..!.. L (2n+ l)f. P, ( p ) L ÇJ 
2 "o j-1 

x[(- I)A1 S(-r0:p.Ç1)+ B,C(T0:p ,Ç
1

)] g.(Ç
1

) 

J.l >o (3) 

IJ! \.1 ' N J 

/ ( -r0,p ) =e "+- L (2n + 1)/,, P,,(J.l) I c;, 
2 " o J•l 

x[A,C(-r0:p ,Ç)+(-I)" 8
1 

S(r0:p,Ç)J g,(Ç) 
J.l >o (4) 

onde 

(5a) 

J= N+ l 
2 

(5b) 

(5c) 

g.(Ç1 ) silo os pohnômios de Chandrasekhar. Ç
1 

são os 

autovalores e A
1 

e 8
1 

são calculados aplicando as condições de 

comorno de Marshak (1947) em T =O e T = '['
0

. O cálculo 
prec1so dos polinõmios de Chandrasekhar (Garcia e Siewert, 
1990), bem como dos outovalores, é fundamental, dado que a 
qualidade da solução obtida está d1retamente relacionada à 
precisão com que estes elementos s1io calculados. 

Para o cálculo dos pohnôm10s. Silva Neto e Ózisik ( 1992, 
1995) usaram a fórmula de recorrência 

(6) 

lt. = ( 2n + I )( I - W I.) n = I, 2, ... , N (7) 

Os autovalores Ç
1

• j = I, 2, ... , J. são as J soluções positivas 

do problema de auto valores 
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para n = O, 2, ...• N - I . com a cond1ção de truncamemo 
g,....I(Ç1)=0. 

MÉTODO DE GALERKIN 

Silva Neto e Ó71Sik C 1993) utilizaram o método de Galcrlun, 
base global, para a solução do transporte de radiação ténmca em 
um problema acoplado conduç1io-rad1ação em um me1o 
umdmlCnJ.JOnal em1\sor, absonedor e espalhador isotrópico, 
também com superffc1es externas transparentes, estando uma 
delas SUJeita a uma fonte externa de rad1ação 1sotróp1ca. A 
formulação matemática de~te problema é dada por 

dl (r p) wJ1 
J.l :~' +/(r.p) = R(0)+- 1(-r ,p')dp' 

ur 2 -1 

/ (O, p) = l. 
/ ('I"o, J.l )= O. 

cm O < -r < -r 0 , - I S. J.l S. I 

J.l >0 
p <O 

onde o termo fonte é escri1o como 

R(8) = (1- w) 0 4 
(lO) 

(9a) 
(9b) 
(9c) 

onde 0 é a temperatura adunens1onal calculada a panir da 
equação de condução do calor, com o termo fonte proporcional à 
radiação incidente definida por 

I J' G(-r) =- 1(-r.p) dp 
2 -1 

(I I) 

e as condiÇõeS de contorno 8(0) = I e 8(To) =e,. 
A Eq.(9a) é escnta na forma 1ntegml 

w f. '• Çi{G(r)) = G{r)- Y(r)- - E1(1r- r 'l) G(-r') d-r'= O 
2 r o() 

onde 

I 
0

4 
Y(T) = 2lE2(T)+ - 2(-r) El(r0 - r ) 

+('" R(-r') E1(1-r--r'l) d-r'] 
Jr'•O 

e E.(-r) são as funções llltegrais exponenciais 

r 
I-

E"(T)= J
0
e ~' p •-l dp 

( 12) 

( l 3) 

(14) 

A rad1ação mc1dente é repre~entada como uma séne de 
potências 

L 

G(-r)= :Lc. -r• (15) 
.-o 

e o problema ( 12) é reduZido então à determinação dos 
coeficientes c.. Para determiná-los é aphcado o método de 
Galerkin (0zisik e Yener. 1982. Thynell c Ozis1k, 1985), 

rro t L 
Jo ~G(-r)} -r"' d-r= fo' L{L c. -r"} -r"' d-r= O 

n•O 

m=O. I. 2, ... , L (16) 



obtendo-se então 

L 

L,c.bmn=d., ,111=0, I, 2, ... , L ( 17) 

••IJ 

onde 

n-.f'ttl 

b = i 0 ~ T ( 18a) 
""' n +m+ l 2 '"" 

I • . f'• f'' R E d., = -(T., + 0 , T + (i') 1(1i- -r' I) i"' di' d-r} 
2 " "' r•O r'•O 

f'• f'• • 
T,... = Jr-o Jr·-oi;(li- r'f) r' 

i'• T,.. = E,(r) r "' dr 
reli • 

- r·· T,. = E,(r0 - r) -r"' d-r 
r•O • 

r"' dr' dr 

( 18b) 

( 18c) 

(18d) 

( 18c) 

Para o cálculo das intcgrats envolvendo as funções integrais 
exponenciais com um grau de prcctsilo adequado. é neccssáno 
um esforço computacional stgndicativo. tendo sido publicados 
trabalhos especificamente ~obre este assunto (Thynell e Otisik, 
1985a). 

Para a obtenção dos coeficiente~ c,, é resolvido então o StMcma 
de equações algébricas lineares ( 17). As intensidades da radtação 
em -r= O e r= r 0 são calculadas usando a radiação incidente 
G(r): 

r' 

l
r, I -

/(0.-j.l )=w -e11 G(r')di' 
o 1.1 

1.1 >o (19) 

..!.t. r I _!!t..!2 
/(r0 , /.l) =e 11 +w f -e " G(i') dr' , 1.1 >O (20) 

Ju 1.1 

MÉTODO DAS ORPENADAS DISCRETAS - S~ 

Neste trabalho scd constderndo o mesmo problema descnto 
pelas Eqs.( I). para o caso particular de espalhamento isotrópico, 
ou seja. p(j.l,j.l')= 1. 

A parte espacial da Eq.( la) é nproximada por dtferençru. finitas 
c o termo de in-scauering, no lado direito da mcJ.ma equação, é 
aproximada por uma quadratura Gaussiana. 

Usando a discretização dos domfntos espacial e angular 
mostrada na Fig. I c a notação de Dudcrstadt c Martin ( I 979), o 
problema (I) com espalhamento isotrópico é resolvido com um 
procedimento iterativo onde são reahzada.~ seqOcncialmcnte uma 
marcha para frente 

I 

1'2 ,. 

1- D.i 
21.1., / ~+~ 
.n.r "' 1.1 I 1+-- - "-+-

21.1,. Ói 2 

i= I, 2, ... , N, m= l, 2 M , .... 2 (j.l >0) (21) 

com a tmposição da condtção de contorno 

I 

I~= I. III= I, 2 M .... ,-
2 

(1.1 >O) (22) 
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e uma marcha para trás 

I r'i -"' -
I 

Ó'l' +--
21.1, /~ + __ q_, 
ór '" 1.1 I 1--- -..!::..!!L+ -

21.1,. ór 2 
M M 

m=-+1. -+2, ... , M 
2 2 

com a imposição da condição de contorno 

i= N, N - 1, .... I. 

(1.1 <0) (23) 

"'•! M M 
1,. 2 =0 • m=-+1, -+2, ... , M (1.1<0) 

2 2 
(24) 

onde 

ór= io 
N 

; l\' M 
q =-I a I ' 2 ll•l iJ n 

1 I 

I' .. /~i + / 1 
m "' 

2 

(25) 

(26) 

(27) 

representa a discretização cspactal e 111 representa a malha 

angular, com 111 = 1. 2, ... , M para /.1,. >O e 
2 

M M m=-+1, -+2 .... , M para 1.1 ,. <0. 
2 2 

m=4 m=l 
r, m=4 m=l 

m=2 
I ~ I 

-~, 
4 m=2 

coodiçóO 
de 

f'Otllomo r,,2= o 
Jl~Jl>O 

11~1 pc/ 

J1 
p =() 

~ -rN 112 

r =-r 
Nol/2 O 

Figura I - Discretização c~pncml c angular considerando a 
aproximação com M = 4 (S~) 

O procedimento itcrnttvo é 1ntcrromp1do quando 

r 

l+l 1''1 
1/' -"' <ê .. (28) 

,A
I,.. 

onde k é o contador de iterações c ê é uma tolerância definida a 
priori. 

Tanto a discretização cspactal quanto a discretização angular do 
problema ( I) contmuam sendo objeto de pesqu1sa (Fiveland, 
1987. 1991, Box et al .. 1993. Ftvcland e JeJ.\ee, 1994. Chai ct al., 
1994, Barros, 1997. Moura ct ai., 1997). 



RESULTADOS 

Na Tabela I é apresentada uma comparação dos resultados 
obtidos para o problema (I) com espalhamento ISOtrópico no 
me1o, uulwmdo o método de ordenadas d1~crctas (S") e o 
método PN. São mostrados os valores para a mtens1dade da 
rad1ação que sa1 do meio cm -r= O. Para o método SI" foi usada 
uma quadrotura Gauss-Legendre com N = I O. ou seJa S w. e o 
domfmo espac~al foi discrctitado cm 1000 intervalos. ou seja, 
N =I 000 . A diferença percentual, apresentada nas Tabelas I e 
3, é calculada dividindo a diferença do~ valores da~ inten~idades 
pela média deste!> valores, tendo sido adotados como referência 
os valores calculados pelo método P,. Os pontos de colocação 
J.l . c os pesos a. são mostrados na Tabela 2 

Tabela I - Intensidade da rad1ação / (0, J1 ). J1 <O 

(a) r u = 1,0 

11' J1 SII pll'l D1ferença 

J11u 0,547808 0,544185 0.66% 

J19 0.419978 0,418187 0,43% 

1\' 

0.9 

0,5 

O, I 

(b) Tn = 5,0 

J1 s, P .... Diferença 

).I lu 0,612457 0,609221 0,53% 

J1 9 0,524701 0,522787 0.37% 

J1 8 0,469573 0,468228 0.29% 

J..l 1 0.435451 0,434389 0.24% 

J..l i> 0.417702 0.416637 0,26% 

J..lw 0.229807 0.226444 1.47% 

J..l'l 0,170952 0.165808 3,05% 

J..l s 0,141531 0,140390 0,81% 

J..l 1 0,125546 0.124573 0.78% 

J..l n 0,117809 0. 116957 0.73% 

J.l w 0.037203 0.036402 2.20% 

J..l y 0.025869 0.025482 1.51% 

J.l x 0,020748 0,020500 1,20% 

J..l 7 0.018099 0.017892 1.15 '7c 

J.ln 0.016849 0.016668 1,08% 

0.9 J.lx 0,339277 

J1 1 0.294449 

0,338295 0,29% 

0.293569 0.30% 
Tabela 2- Pontos de colocação e pesos para quadr3tura Gauss

Legendre com N= I O 

J.l ~ 0,271953 

J.l w 0.226501 

J.l 'l 0,161967 

0.5 J.l~ 0,128101 

J1 1 0.110210 

J.lh 0,101790 

J.l Jn 0,037150 

J19 0.025290 

O. I J.l ~ 0.019699 

J1 1 0.016840 

J.l h 0.015511 

IV J..l 

J..l• 

J1 1 

0.9 J.l ' 
J..l~ 

J..l ~ 

J..IJ 
J..l 2 

0.5 p, 
J..l4 

J..l~ 

J.ll 
J1 2 

O, I J..l l 

J..l~ 

J.l ~ 

0.272251 0,26% 

0.223106 1.51 % 
0,160254 1,06% 

0.127021 0,85% 

0.109289 0,84% 

0,100997 0.78% 

0,036347 2,2% 

0.024904 1.5% 
0.019455 1.2% 

0.016636 1.2% 

0.015334 1.1% 

J..l 

J.l • =- J.l m= 0,14887 43389 
J..ll =- J..l 9 = 0.43339 53941 

J.ll =- J18 = 0.67940 95682 
J..l4= - J..l7 = 0,86506 33666 

J1 ~ =- J1, = 0,97390 65285 

(l 

0,29552 42247 

0.26926 67193 

0.21908 63625 
0,14945 13491 

0,06667 13443 

Apesar d3 malha usada com o método SN não ser extremamente 
refinada, é ob~ervada uma boa concordância com os resultados 
obudos com o método P" de alta ordem. P'~'~ 

Deve 1oer menc10nado que o e~ forço computaCional. tanto de 

Tabela 3 - lntens1dade da rad1açi\o I ('r 0, J1 ), J1 > O 

(a) T 0 == 1,0 
s111 p N(IJ Diferença Galerkin Diferença 

0,243832 0.245622 0,73% 0,245492 0,68% 

0,382477 0.382962 0,13% 0.383024 0,14% 

0.490468 0,490317 O,o3 'K 0,490609 0,03% 

0.553768 0.553725 0.008% 0,553814 0,008%-

0,584801 0.58~590 0.04% 0.584777 0.()().1 <K 

0,078461 0,079139 0.86~ 0,078784 0.41% 

0.195143 0,195076 0,03 'K 0,195076 0,03% 

0,319731 0,319219 0.16% 0,319491 0,08% 

0,398149 0.397798 0,09% 0,397897 0,06% 

0.437558 0.43706 1 0.1 1 % 0.437276 0,06% 

0,0116 14 0,011607 0,06% 0,011648 0,29% 

O. I 13028 0,113040 0,01% 0,113009 0,02% 

0.242484 0.242409 0,03% 0,242424 0.02% 

0.326817 0,326733 0.03% 0,326776 0,01 ~ 

0.369693 0,369618 0.02% 0,369634 0.02% 

(IJPara w = 0,9 e w = 0,5 foi usado P'~'~. Para w = 0,1 foi usado P175• 

RRl 



Tabela 3 - Intensidade da rad1ação I ( 't' 0 , J.l ), J.l > O (cominuação) 

<b) f 0 = 5,0 
w )1 Sro p,"' Drferença Galcrkan D1ferença 

)11 0.026573 0,0267496 0.66% 0.026753 0,68% 

)12 0,038912 0,0390013 0,23% 0,038994 0,21% 
0,9 )13 0,052273 0,0523604 0,17% 0,052310 0,07% 

)14 0,06533 1 0,0653655 0,05% 0,065344 0,02% 

)15 0.074351 0,0743944 0,06% 0,074346 0.007% 

)11 0,001181 0.001 184 0.28% 0.001 187 0,47 'K 

)Jl 0,001923 0,001927 0,20% 0,001923 0,02% 
0.5 Jl l 0,003897 0,003939 1.06 ex- 0,003895 0,06% 

f.l4 0,007931 0,007950 0.24% 0.007925 0,08% 

)Js 0,011816 0,01 1868 0,44% 0,01 1806 0.08% 

)11 0,000074 0,000074 0,34% 0,000068 7.9% 

)12 0,000134 0,000134 0,13% 0,000134 0,15% 
0,1 f.l 3 0,000887 0.000888 0.13% 0,000887 0,02% 

)14 0,0035 12 0,00351 1 0.01 % 0,003511 0,02% 

f.ls 0,006442 0.00~_1__ __ 0.02 ~- - --- .. 0.006440 0,03% 

n>Para W = 0,9 c w = 0,5 foi usado P!IY. Para W = 0,1 foi usado Pm. 

programação quanto de tempo de máquma. ~ muito maior com o 
método P'~. 

As maJores discrepâncias são observadas quando o albedo de 
espalhamento~ pequeno, ou seja, quando a absorção é dommante 
c a intensidade da radração que sai do meio apresenta valores 
mrus baixos. Nestes ca~ol> pode ser necessário uma aproximação 
PN de ordem mtus aha, bem como um maJor refinamento na 
malha espacial para o método S'~ Alguns experimentos 
numéncos mostraram que o uso de outras quadraturas no método 
S~o~. tanto na ordem N, quanto nos pesos e pontos de colocação 
para uma mesma ordem. permmrom n obtenção de resuhado~ 
amda mrus prec1sos. Estes expenmcntos não serão mostrados 
aqui. 

Na Tabela 3 é apresentada uma comparação para o mesmo 
caso-exemplo, com os métodos S'~, Pr- e Galerkin base global. 
São mostrados os valores para a radiação que sai do meio em 
-r= -r0 . Para o método de Galerkin foi usada a série de potências 
até o termo L= 20. Para os outros método!. foram manudos os 
parâmetros usados anteriormente. ?I exceção do método Pr- onde 
foi usada uma aproximação de mais aha ordem, PI1S, para o caso 
w = 0,1. É observ3da a boa concord5ncw dos resultados obtidos 
com os três métodos. O método de Galerkin demanda um tempo 
de CPU alto, menor do que aquele para o método P'~• e 
sigmficativ3meme m3ior do que aquele p3m o métodoS,... 

CONCLUSÕES E COMENTÁRIOS 

Conforme mostrodo na seção anterior os resultados obtidos 
com os três método~ estão em boa concordância. O método s,. é 
de fácil Implementação comput3clonal. Os autores estão 
desenvolvendo uma metodologia para a solução de problemas 
mversos de transporte cm meios partiCipantes. Esta metodologra 
ex1gmi a dispontblhdade de uma técmca que dê resultados 
precrsos para o problema direto com valores razoáveis para o 
tempo de CPU. Além disso serão analisados problem3s em duas c 
três dimensões. Conforme pode ser inferido nas descrições 
suc1nLas de cada método apresentada.~ ameriormcnte. o método 
S11 é aquele que se mostra m:m promissor para uma 
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implementação deste Lipo. Para o tratamemo de geometnas 
1rregularcs será analisada a discrettLação por elememos linllo~. 
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ABSTRACT 

The analysis of inverse problems 111 partietpaung media has 
severa! applicauons 111 eng~neering and OlC(IJcine: radiative beat 
transfcr, neutron transport 111 nuclear reactors and computerized 
tomogrnphy ln severa! techmques developed for lhe solution of 
inverse problems. tbe first step cons1sts on lhe soluúon of the 
dJrect problem. ln th1s work a comparison of three methods, PN, 
SN and Galerkin, for the solution of the Boltzmann equation for 
one dimensional prob1ems w1th wmuthal symmetry, is made. 



Aacm VIl ENCIT - Rio de Janeiro,RJ BRAZIL (November,1998) 

PUC 
CONSEQÜ~NCIAS DA APLICAÇÃO DE ESQUEMAS TVD 

SEM O USO DE VAR lÁ VEIS CARACTERÍSTICAS 

III O 

L.A. Santos\ C.H. Marchl1
, L.A.P. Menezes\ C.R. Maliska 1 e A.F.C. Silva1 

1EMC - UFSC 2DEMEC - UFPR 3DEM - FEJ - UDESC 
8804-0-900 81531-990 89223-100 

Aorianópolis - SC- Brasi l Cuntiba- PR- Bras1l Joinville- SC - Brasil 

RESUMO 

Neste artigo são discwidas as conuqitênria.f do emprego de esquemas de discreti:ação TVD para 
sistemas de equações não-lineares de conservaçlio sem o emprego das variát•eis tflmNerísticas. A dismssão 
é ilustrada com rrsulrados para o escoamelllo tmidtmensional lfii'Íscido e isorénnico de wn gás ideal obtidos 
com e sem o uso de 1'ariá1·ei.s caracredsricas. Os resultados numiru:os mostrados são para um wbo de 
e/toque e para um bocal convergmre-di1•ergeme. 

INTRODUCÃO 

Embora o tema deste anigo esteja fundamentalmente 
hgado a SIStemas de equações diferenc•a•s parcia1s. para 
compreender o desenvolvimento dos esquemas TVD é 
imponante inic~:tr esta introdução pela equação escalar de 
advecção para a qual eles se aplicam de fonnu mais s1mples. 

Equação Escalar. Ao longo da década de 80 diver<;o~ 
esquemas de discretização pam os termos advccuvos de equações 
de conservação foram desenvolvidos. Alguns dos esquemas ma1s 
bem sucedidos foram desenvolvidos a parm da equação de 
advecção pum de uma quantidade escalar tP 

d~ ()~ 
-+a(~ )-=0 
()I (} r: 

(I) 

Uma das idéias mais frutífera~ durante esse 
desenvolvimento fo1 a de criar esquemas de alta ordem que nllo 
mLrodU71SSCm novos extremos locais (m:himos ou mínimos) 
durante a solução de um problema de valor in1cial para (I). Em 
termos ma i~ prec1sos, a solução numérica de (I) produzida com 
esses esquemas deve ter a sua vanação tot.al em x. 

-
TV(~)= ~)~~i+l/2~ I 

1=-=-o 

constante ou decrescente ao longo do tempo. sendo 

Âi+/12~«.-',+J)-~x,). Esta propriedade faz com que, mesmo 
com malhas grosseiras. as soluções obtidas seJam fisicamente 
ace11áve1s (hvres de oscilações numéncas). Desta propriedade 
vem a denommação dos esquemas de discrell7ação lVO (Total 
Variation Dimimshmg). 

No trabalho de Hanen ( 1983) encontram-se orientaçõe~ 
básicas para o desenvolvimento de esquemas de discretização 
TVD de segunda ordem, com cu1dados para garantir que a 
solução num~nca convilja para aquela solução fraca de (I) que é 
o hrrute da equação v1scosa 
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q~ ()~ ;;2~ 
-+a(~)-=/3-
àt dX Q\2 

quando {J~+. Note-se que ntio há gamnua de umctdade da 
solução fraca de ( I ), se ela é não-linear, a menos que uma 
condição de entropia como a acima seja impoMa. 

É ~ab1do que esquemas TV O de ordem maior que a 
prime1ra devem ser ntio-hncarcs, ou SCJ3, de .. em vanar o seu 
componamcnto de acordo com o perfil J~~um1do pela í.olução 
numérica ao longo das 11eroções. Discussões ncas em resultados 
numérico!. deste tipo de esquemas de discreli?Uçilo, fetta.~ em uma 
lmguagem bastante usual na área de ~imulaçào numérica da 
transferência de calor, são encontradas no) trabalhos de March1 
(1993) e Menezes (1996) 

Ststcmas de Eguacõcs. Para a dtS<.:rClllação de sistemas de 
equações de conservação, que podem ser escritos na forma 
vetorial 

;; () 
-ô+A(~)-9=0 
()r- =- ()x- -

(2) 

onde ~ é um vetor de incógnitas de " componentes e A é umu 
matnz 11'Xn. é bastante nuoável, ao aplicar os esquemas 
desenvolvido' para a d•scretw1ção de C I). considerar a forma 
caracterisuca de (2). A forma caracterisuca é obtida a pan.r da 

decomposição d = D.l:! 8,-
1
• da matri7 4,. onde B, é a matri7 de 

autovetores à di reita de A c A é a matriz diagonal dos seu~ 
autovalores 

Se (2) fosse linear (d fol>se independente de Q) poder-se-ia 

definir o vetor de \'ariáve1~ caracterfslicas .!!: = [f1 
Q e rce~cre' cr 

(2) na sua forma característica, 

a a 
-w+A-w=O 
;;t- =ax- - (3) 

que pode ser v1sta como um conJunto de equações desacopladas 
entre si (a menos das condições ue contorno). cada uma dei~ 
cxatamemc com a forma de ( 1). Ponanto a cada uma delas se 
aphcam dirctumente os resultados obudo~ para (I). Em Yang 



(1990) encontra-se um exemplo muito claro de aplicação da 
fonna (3) na discrcti1açllo das equações (lineares) do modelo de 
Cauanco-V cmotte para a condução de calor por ondas térmicas. 

Para mtcmas de equações não-lineares. embora não se 
possa utilizar dirctamente (3), pode-l.e fazer uma linearização 
local das equações durante a dlscretluçào, c estender ass1m o uso 
das vanáve1s características, de acordo com o que descreve, por 
exemplo, Roe ( 1986) Mms tarde. neste arugo. mais detalhes de 
um procedimento deste tipo serão fomec1dos. 

Pode-se também evitar o uso dal. vanáve1s caracteristicas e 
mesmo assim tentar aphcar o conhcc1mcnto adquirido no estudo 
da equação (I) à solução de SIStemas de equações de 
conservação. São as conseqüências deste último procedimento 
que serão diSCutida~ ao longo do restante deste artigo, à luz de 
resultados numéncos obtidos para o escoamento unidimens10nal, 
isotérmiCO c 1nvfsc1do de um gás 1deal. Uma d1scussão deste 
mesmo tipo, utllmmdo exemplos de aplicação menos 
simplificados. pode ser encontrada no trabalho de Menezes 
( 1996) 

PROCEDIMENTOS NUMÉRICOS 

Nesta seção são descritos ~uc1ntamcntc dois procedimentos 
para a sunulaç11o numéncu de escoamentos unid1mens1onais e 
1soténnicos de um gás 1deal. Um com e outro sem o uso de 
variáveis características. Nos resultados destes procedimentos 
será baseada a discussão colocada na seção seguinte. 

Sem o Uso de Vamhc!'> Camcterfstjcas. As equações 
governantes do escoamento umdtmen~ional e ISOtérmico de um 
gás ideal. não-v1sco~o. ao longo de um duto de seção transversal 
variável podem ser escntas como 

J....(p A 9 )+~(P 11 A 9) = s~ + p9 
()r ()x 

(4) 

sendo A o área da seçflo transversal do duto. 0~ ~fmbolos Ç. l c 

p ~ representam expressões de acordo com a tabela I. p. 11, e p 
são. rc~pecuvumcntc. tt mas~tt e~pecffica do nUJdo. ~ua 

veloc1dade c suo pres~no. Para um gál> ideal. p = p R T. No 
escoamento isotérmtco u velocidade de propagaçiío de 

pcnurbaçõcs 0:1 prc!>~lío é c= .fRT (diferente da velocidade do 

som que se propaga bcntrop1camcnte, ~y RT , portanto), sendo R 

a constante do gá~ ideal, Ta sua temperatura ab!>oluta c ya razão 
de calores específicos 

Tabela I -Valores de 9.l e / 

Equação de conservação ~ l ~ 

da mas\a o o 
da quantidade de li dA () 
movimento p- --(Ap) 

d.\ a\ 

Integrando a equação (4) sobre um volume de controle 
como o mo~trado na figura I e d1V1d10do o resultado por !:J.x, 
obtém-se 
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:
1 

(PA41 }p +[(puA~ )e -(pu AIP )w]! t:.x 

-s~ P~ - p+ p 

(5) 

onde os subscritos ma1úsculos denotam valores médlos tomados 
ao longo dos volumes de controle correspondentes e os subscritos 
mmúsculos valores a'altados nas pos1ções correspondentes 

indicadas na figu ra I (faces e e "'do volume de controle P). sf e 

P~ denotam apro,1maçõcs numéricas para l e 

p0 respectivamente. !:J.x = C t~ ·l,, ) 

p E 

li' e 

Figura I -Volume de controle para a integração das equações de 
conservação 

O valor da velocidade 11, que aparece em (p u A 9), é 
aval1ado utilizando a méd1a das equações de conservação de 
quantidade de mov1memo e~cntas para os volumes P e E. 
descnta por March1 c Maltska ( 1994) Os valores de ó e p são 
avaliados utilizando esquemas TVD de modo semelhante ao 
de:.cnto por Lien c Lesch11ner ( 1994) (embora aqueles autores 
mostrem a apltcoçllo do esquema apena.~ a 9 e não a p). 9 
corresponde a una equação da quantidade de movimento. 

Assim 11 é tradada de duas maneiras diferentes: ora como 
expressão da vatl!o de nu1do que atravessa a fronteira do volume 
de controle. sendo avaltoda pela médJa de Marchi e Maliska 
( 1994), ora como quantidade de movimento especffica 
tro.nsponuda pelo escoamento, avnltada então pelo esquema TVD. 
O esquema TVD será aplicndo, no metodologia descrita nesta 
seção, às variáveis p c u, que serão dcnomin:Jdas. ao longo deste 
trabalho. variáveis primitivas. 

Foi utlli7ado o algontmo SIMPLEC adaptado para 
escoamentos compressfve1s de acordo com Van Doonnaal et ai. 
( 1986), usado por Silva (1991) e por Marchi e Maliska ( 1994). 
Nos SIStemas hneare:. foram empregados coeficientes 
correspondentes ao e\quema 11pwmd de pnmeira ordem, sempre 
positivos. e mtroduz1da correção para a obtenção do esquema 
SuperBee (de segunda ordem) através dos tennos-fonte. Este 
procedimento de correção ad1adn, recomendado por u en e 
Leschzincr ( 199~). mostrou-se multo importante para a 
estab1hdade dos cálculo:.. 

A d1scrcuzaç1!o temporal é feun segundo o método de Euler 
a ré (bac/..ward) também conhec1do como totalmente implfcito. 
Mais detalhes dos proce<hrnentos de discretização e solução não 
serão mostrados aqui, sendo eles fundamentalmente análogos aos 
apresentados por Mnrch1 e Mahska ( 1994) também encontrados 
no livro de Maliska (1995). 

Cabe reconhecer que a discretização apresentada acima é 
apenas uma entre muitas possrveis sem o uso de variáveis 



características. Mas seus resultados são considerados por estes 
autores como representativos do comportamento de diversos 
procedimentos cm que não se empregam nem variáveis 
características nem coclicicntcs de dissipação artificial arbitrados 
pelo usuário. Thakur c Shyy ( 1993). por exemplo. apresentaram 
resultados muno bons para uma metodologia sem o uso de 
variáveis característica!>, mas fizeram uso de um coelic1cnte de 
dissipação artificial arbitrário. Há um grande número de 
metodologias descntas na literatura em que o uso de coeficientes 
de diSSipação art11icial (escolhidos pelo usuário) fornece bons 
resultados. como se vê no trabalho de De Bortoli (1995). No 
entanto prefenu-sc não incluir a discussão deste llpo de 
procedimento no presente trabalho. 

Com Q Uso de variáveis Características. o SIStema de 
equações represemado por (4), com a tabela I e a equação de 
estado, pode ser escnto como 

onde 

a a 
-9+-f=s at- êJx- -

~-{pA} 
- p tiA ' { 

p tiA } 
!_= pu2 A+pc2 A 

e s=( 2°dA} - c p-
dx 

(6) 

Usando a regra da cadc1a, com (l(~=a f/éJ ~, tem-se 

com 

a a 
-r,;+A(!p )-r,;= s a,- =- a).- -

~(9 >=[,2 ~/12 ;,,] 

(7) 

.( 
Associadas à matnz 4, por 4=B 1:! B , tem-se as matmes 

[ 
I 

R-
= u-c li~Cl [

u-c O ] 
~=O u+c 

e ~- 1 =_!_[c+u -1] 
2c c-u 1 

A dJscreuzação de (6) empregada aqm, conscrva11va, 
tem a forma 

~11+1 -~/1 = /), t [(f - j )t Â X+!p] 
-P -P -w -e 

O valor do vctor de nuxos nas faces .k pode ser expresso 
como 

Le =[_p+~C!_e-tf_ p)=[_p+~~~-l<!_e-~ p) 

c assim abre-se a possibilidade de ullhLar ns vnriávc1s 
caractcrísucas para avaliar o lluxo na imcrfncc (ao invés de 
avaliar ~ pode-se avaliar l!:lo=<if1 gvt diretnmente. como se o 
sjstema estivesse na forma (3)). O modo como ISto é feito, 
segumdo Roc ( 1981 ). está explicado detalhadamente por 
LeVeque ( 1990). 

A avaltação dos nuxos nas mterfaces atrav~s da solução 
aproximada de Roe para o problema de R1cmann local. fo1 
incorporada em uma d1screuzação do upo Lax-Wendroff de 
segunda ordem no tempo c no espaço. Aphcada ao SIStema de 
equações considerado, esta técnica ex1ge que a matriz Â· e 
portanto seus autovalores c autoveLOres, sejam avaliados usando a 
velocídade média na face dada por 

1/2 ( )1/2 (pA)p up+ pA E "E 
"e = 

(PA)~2 +(pA)~2 

expressão obttda segumdo-se o procedimento recomendado por 
Roe (1981). O esquema TVD de aha ordem uttiLado é o 
SupcrBec de Roe, como descnto por Le V eque( 1990) 

O termo fonte fot avaliado fazendo-~e s1mple~mente ,u>=[O. 

c2 pp (Ae-AIV)/Ât{ Maneiras mais soli~ticadas de realizar esta 
avaliação são encontradas no anigo de Roe (1986). 

O proccd1mcnto descrito acima não é o único possfvcl com 
o uso de variáveis características, uma interessante fonte de 
informações sobre tltversos procedimentos deste t1po é o trabalho 
de Manzm1 (1998). 

RESULTADOS NUMÉRICOS E DISCUSSÃO 

Paro embasar a conclusão deste trabalho e tlustrar o 
comportamento dos procedtmentos numéncos em cons1dcmção, 
foram realizados os testes abaixo. 

Tubo de Chooue. Neste problema foram usadas as 
condições iniciais, cm t=O: ulc=O e 
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P {5 se t < U2 
Pr = I SC). ~ U2 

onde p,. é um valor de rcferênc1a para a massa e~pedfica. Nas 
figuras 2 e 3 apa.recem os perfis de velocidade c maM>a especflica 
previstos para o instante 1 c! L= 115. 

Os re!tultados mostrados naquelas liguras foram obtidos 
com uma malha de 50 volumes de controle. Para minimjzar o 
efeito dos diferentes esquemas de discretilação temporal foram 
utilizados pas~os de tempo bastante pequenos. de ót dóx = 
11100. No aJgontmo SIMPLEC foram fellas 10 tteraçõcs a cada 
passo de tempo. para tratar adequadamente as não-linearidades do 
SIStema de equações. 

Na!. legendas das liguras a abreviatura car. des1gna or. 
resultados obttdos com o uso de vanáve1s características. a 
abreviatura pri. indica os resultados obtidos sem o uso dela!> 
(com o esquema TVD aplicado às variáveiS pnmttivas). A 
palavra exalo 1dentilica as soluções bastante precisas dos 
problemas uniuimensionais considerados obtida por métodos 
clássicos (que nüo usam nenhuma discrett7aç1lo da.s equações 
governantes, mas sua integração analft1ca). 
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Na figura 3 observa-se que a vanação total do campo de 
veloc1dade. aumenta ao longo do tempo (imcialmente era O e no 
instante mostrado tem o valor TV(ul• l,63 c). Isto dá uma idéia 
dos problemas que podem surg1r quando se procura aplicar os 
esquemas TVD dirctamcnte às variáveis pnmitivas do problema. 
Não se pode falar ngoros:uncnte no perfil das variáveis 
característicos cm um problema não-hncar, como este. Mas 
assumindo que a matril t( 1 

c o vctor ~ J.cjam avahados no mesmo 
ponto x, pode-se d1zcr que o vetor de variáveis características 
teria as suas duas componentes iguai!> a p A/2, CUJO perfil. como 
pode-se notar na ligum 2, teria variação total constante. 1V(p 

A/2)=2PrA. 

Bocal. o~ pró~1mos resultado~ mostrado~ são para o 
escoamento em reg1me pcnnanente cm um bocal convcrgcnte
dJVcrgente. A condição de estagnação presenta na entrada (x=O) 

do bocal é ptfp,==l. c na safda (x=L) é presenta ptfp,==WIO. A 
área da ~eç3o transversal do bocal é dada pela equação 

., 2 
A(x)=L ~[I +{lx/L-I) ]. Novamente as figuras foram fcuas a pan.r 
de resultados obudos com malhas de 50 volumes de controle. 

Em um ponto qualquer do bocal as condições do 
escoamento estão relacionadas à cond1ção de estagnação atmvés , 
de /)'pe=exp[(•úc)~n] (a cond1ção de estagnação muda quando se 
atravessa o choque nonnal). 
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A equação (7) se distingue da equação (2) pela presença 
do tenno fonte ,r. Este tenno fonte (que não é nulo no bocal, por 
causa da variação de área) permite que a variação total nos perfis 
das variáveis, mesmo das variáveis características, cresça ao 
longo do tempo. Mesmo assim nota-se uma aparência melhor nos 
perfis obtidos com a discretização baseada nas variáveis 
características, nas figuras 4 e 5 . 

1 
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0,8 

à: .._ 
Cl. 

0,7 

0,6 

0,5 

0,4 

0,30 

1,6 

1,4 

1,2 

(.) 

:; 
1 

0,8 

0,6 

0,4 

0,20 

exato-
car. <> 
prl. + 

0,2 0,4 0,6 0,8 
x/l 

Figura 4- Perfil de massa específica no bocal. 

exato
car. o 
pri. + 

0,2 0,4 0,6 0,8 
x/L 

Figura 5- Perfil de velocidade no bocal. 

Isto faz pensar que o uso das variáveis características é 
muito importante paro o aproveitamento da experiência adquirida 
na solução da equação (I), mesmo quando o sistema de equações 
resolvido, posto na fonna caractcnstlca. não pode ser escrito 
como (3) 

Na figura 6 mostra-se o erro de truncamento no cálculo do 
fluxo de massa através do bocal Ele f01 aval1ado através da 

diferença entre o fluxo de ma.\sa calculado numericamente m11 e o 

calculado analitiCamente mu dJv1d1da pelo valor calculado 
anahucamentc. Ass1m 

No gráfico da figura 6. esta quantidade é dada em função do 
refino da discrctltação (N é o número de volumes de controle 
utilizados). Resultados de esquemas de primeira ordem foram 
incluídos para fins de comparação. 





os obudos com esquemas de prime•ra ordem Mas as oscilações 
não foram obscrvadru. quando o esquema TYD fo1 aplicado com 
o uso de variáveis característica~. 

Evitando-se o uso de variáveis características. stio 
construfdas d•~eu1.ações bastante gen~ncas sem uma grande 
preocupação inicial com as propnedades do sistema de equações 
que se pretende resolver: equaçõel> são ad•c•onadas ou eliminadas 
sem muitru. alterações no método numérico Isto pode facilitar 
muito o desenvol,imento de cód1gos computac1ona1s de 
propósito relativamente geral. 

Com isto. no entunto. abandona-se aquele que é um dos 
caminhos mais elicates (dentre os conhecidos hoje) para a 
obtenção de discrcutações de alta resolução na captura de 
descontinuidades, que tenham alta ordem de acurácia na~ regiões 
suaves do solução c cujo) resultados !>cjam livres de oscilações 
nurnéncas. 

AGRADECIMENTOS 

Os trê!> pnmc1ros autores go!>Umam de agradecer o apo1o 
linance1ro da CAPES c do CNPq e especialmente as instrutivas 
palestra' com o professor P.R. Zingano do tnstlluto de 
Matcmáuca da UFRGS c com o~ colegas de pós-gmduaçào J.F.V 
de Vasconccllos. FT Boçon. AL De Bortoh c M.A.A. Mota. 

REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 

De Bortoh, A.L .. 1995, "Desenvolvimento c Extensão de 
uma Metodologia Aerodinâmica para Análises Acroelásucas", 
Tese de Doutorado, Umvers1dadc Federal de Santa Catarina, 
Ftonanópohs. se. 

Dicl.s. E.M., 1993, "H1gher Ordcr Black-Oil S1mulations 
for Comprcssiblc Plow in Porous Media", Ph.D. Thesis, 
Universny of Read10g, UK. 

Grcsho. P M c Lec. R L .. 1981. "Don't Suprcss thc 
Wiggles- Thcy'rc Tclhng Vou Somcthmg", Computcrs & Ftuitb, 
Vol. 9, pp 223-253. 

Hartcn, A.. I 983. "I hgh Rcsolut10n Schcmes for 
Hypcrbohc Conservat1on Laws", Joumal of Computalional 
Phys1cs, Vol. 49, pp 357-393. 

LcVeque, RJ., 1990, "Numcncal Methods for 
Conservauon Laws", Birkhliuser Verlag. Bascl. Schwciz 

L1cn. F.S. e LeschLincr. M.A .. 1994. "Upstrcam Monotonic 
lnterpolauon for Sentar Transport wuh Apphcauon to Complcx 
Turbulcnt Flows'', lnternational Joumal for Numerical Mcthods 
in Auids. Vol. 19, pp. 527-548 

Mahska. C.R .. 1995. ''Transferência de Calor c Mccâmca 
dos Flu1dos CompultlciOnal", LTC Editora. R10 de Jane1ro, RJ. 

Mnn1im, M.. 1998, "Numericat Methods for I D 
Compress1ble Ftow~. An lntcracllvc Bool.". Centro d1 Ricerca, 
Sv1luppu c Studi Supenon 10 Sardegna. Caglian. ltaha. (http:// 
www.crs4.1tlHTMUint_book/NumencalMethods/int_book.html) 

Marchi. C.H .• 1993, "Esquemas de Alta Ordem para a 
Solução de Escoamentos de Au1dos sem Dispersão Numérica'', 
Rev1sta Bras1leira de C.êncms Mecân1cas, Vot 15. pp.231-249. 

Marchi, C.H c Malisku, C.R .. 1994, "A Nonorthogonal 
Finite Volume Method for the Solution of Ali Speed Ftows Using 
Co-locatcd Variables", Numencal Heat Tran~fer, Pan B. Vol. 26, 
pp. 293-3 I I. 

Mcnclcs. L.A.P., 1996, "Estudo de Esquemas de Alta 
Resolução em Algoritmos Simultâneos c SeqUenciais". 
Dissertação de Mestrado, Umversidadc Federal de Santa 
Catarina, Ftonanópohs, SC. 

889 

Mota, M AA.. I 994. "S•mulação Numérica de 
Reservatórios de Petróleo Uultzando Coordenadas GeneraliLadas 
e Esquema de Interpolação TYD", Dissertação de Mestrado. 
Umvcr~idade Federal de Santa Catarina, Aonanópolis. SC. 

Roe, P.L., 1981. "Approx1mate R1emann Sotvers. 
Parameter Vcctors. and Difference Schcmes'', J. Comput. Phys., 
Vol. 43, pp. 357-372. 

Roe, P.L., 1986, "Characteristic-Based Schemes for the 
Euler Equations", Ann. Rcv. Ftuid Mcch . pp. 337-365 

Santos, L.A., 1996, "O Desacoplamento Par-fmpar do 
Campo de Pressão e Algoritmos para a Simulação de 
Escoamentos lncompressfve•s por Volumes Finitos", Dissenaçllo 
de Mestrado, Universidade Federal de Santa Catanna, 
Flonanópolis. se. 

Silva, A.F.C., 1991. "Um Procedimento cm Volumes 
F1nitos Para a Solução de Escoamentos de Qualquer Veloc•dade", 
Tese de Doutorado. Umvcrs1dade Federal de Santa Catanna, 
Florianópolis, SC. 

Thakur, S. e Shyy, W .. 1993, "Developmcnt of 1-ligh
Accuracy Convection Schemes for Sequent1al Solvers", 
Numencal Heat Transfer. Part B. Vot. 23. pp. 175-199. 

Van Doormaal, J.P., Rauhby. G.D. e McDonald, B 11 ., 
1986, "The Scgregated Approach to Prechcting Viscous 
Compressible Flows", ASME 86-GT-196. 

We1ss, J.M. c Snuth, A.M.. 1995, "Precondiuomng 
Applied to Variablc and Constunt Dens11y Aows", AIAA Joumal. 
Vol. 33. pp. 2050-2057. 

Yang. H.Q, 1990, "Charactcristics-Based, High-Ordcr 
Accurate and Nonoscillatory Numencal Method for Hyperbohc 
Heat Conduction", Numencal Hcat Transfer, Part B, Vol. 18, pp. 
221-241. 

ABSTRACT 

ln this paper tire consequences of ap11hing TVD 
d!Screti:.ation schemes to nonlmear systei/IS of comen·Cllion /a\\S 
without the use of their charactenstic varwbles are d1scussed. 
The discussion is illustrated by rt'SIIIts obtamed for one
dimensional isothermal flows of an ideal gas with and without the 
use of tlu!ir chamcteristic mnables. 
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ABSTRACT 
Este tr&balho complementa e testa. a metodologiA básica apresentadas por Malisk.a 

(1995) para a. análise de escoame.ntos utilizando m&lbas não-estruturadas com a a.presenta.ção 
de resultados pa.ra escoAmentos bidimensionais incompressíveis. Est& metodologia faz uso de 
um tipo específico de malhas não-estruturadas, u malhas de Voronoi, em conjunto com os 
conceitos dese.nvolvidos para o método de Volumes Finitos. Resultados compar&tivos com 
soluções de problemas clássicos da mecânica dos fluidos computacional sio &presentados 
mostrando a potencialidade do método. 

INTRODUÇÃO 

O método de volumes finitos tem sido usado por 
peaqllisadores de todo o mundo na solução de problemas 
envolvendo flwdo e calor. As soluções obtidas por este 
método oio deixam dúvidas quanto à sua funcionalidade , 
pois bon.s resultados são encontrados nas mais diversas re
vistas que tr&tam de problemas envolvendo mecânica dos 
fluidos computacional. Historicamente, a grande deficiência 
deste método, sempre esteve relacionado com a geometria. 
Problemu envolvendo escoamentos complexos, tr&nsieotee, 
etc., em principio, não representam gra.odes limit&ções ao 
método. Mas, por outro la.do, há. uma grande dificuldade 
no uso deste método n& estudo de problemas envolvendo 
geometria.s complexa.s, mesmo em situa.ções ffsicu relativa.. 
mente simples. Alguma.s met.odologias foram desenvolvida.s 
pa.ra contornar est& dificuldade. Cit&-se a Aplicação de 
coordenadas coincide.ntes com a fronteira ou o uo de mul
tidom.ínlos no mapeamento da estrutura em estudo. A 
aplica.çi.o destas duas metodologiu, que podem inclusive 
ser usada.s em coJ:\iuto, habilitaram o método de volumes 
finitos para ser usados em geometrias bastante comple
xas. M a.s, mesmo assim, a. geometria continuou a ser um 
(ator limitante do método. Entre as metodologia& alterna.. 
tivas par& a solução de problemas envolvendo geometrias 
complexu cit&-se o método de elementos finitos, baseado 
no uso de malhas nio-estrutura.da.s para o mapeamento do 
domínio. Virtualmente, pode-se modelar qualquer região bi 
ou tridimensional. Em contrApartida., formulações buea.. 
das neste método não satíafa.zem loe&lmente 01 prindpios 
de conservAÇão. Como se s&be, o problema relativo à 
limitação geométricA do método de volumes finitos está 
intrinsicamente associa.do ao uso de ma.Lba.s estruturadas 
e a nece88idade de se m&pear o domínio baseado em um 
sistema. de coordenadas global. A aplíca.ção de malhas 
não-estruturada em conjunto com os conceitos de volume. 
finitos não é muito difundidA na literatura, muito embor& 
recentemente o volume de trabalhos sobre o assunto tenb& 
aumentado significativamente. Nos trabalhos de Ta.niguchi 
et a/ii (1990) e Ta.niguchi e Koba.yashi (1991) os conceitos 
que são amplamente difundidos em malhas estruturadas 
Coram tra.nspla.ntados pua malhas nã.crestrutur&das. O 
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uso do diagram& de Voronoi nestes trabalhos est& asso
ciado a uma de sua.s ca.racterística.s, i. e., estas ma.lbas são 
loe&lmente ortogona.is.Entre oe artigos que desenvolveram 
v~ do método de volumes finitos para ser usado com 
malhas não-estruturadas tem-se o tr&ba.lho de Oavid.&on 
(1996). Fazendo u10 de malhas nã.o-estruturadu genéricas, 
ele apresenta o resultado de limula.ções de diversos proble
mas clássicos com o objetivo de mostrar a sua metodologia. 
Como sua metodologiA utiliZA m&lba.s genéricas, algumas 
cuacterí.sticas encontradas no uso de malhas de Voronoi 
deixam de existir. Por esta razão algumas interpolAÇões 
realizadas por ele são bem mais complexas do que as aqui 
apresentadas. Matbur e Murtby (1997) apresentam uma 
metodologia baseada em volumes finitos que faz uso de 
poliedros irregulares par& m&pea.r o domínio. Simulação 
de problemas bi e tridimensionais são apresentadas neste 
trabalho. Por um ca.minbo diferente dos anteriormente 
citados sepiu o tr&b&lbo de VU.meier e Hã.nel (1995). 
Eles fazem uso de malhas triangulares na d.iscretíu.ção do 
domínio e um esquemA de Runge-Kutta pa.r& determina.r 
o comportamento das v&riá.veis no tempo. Thom&dalci.s e 
Lescb.ziner (1996) fazem uso de um esquema "desencon
trado" usando malhas não-estruturadas. I\ o centro dos 
volumes triangulares ou qu&drangula.res sio armazenados 
todas as variá.veia, com exceçio da pressão. Esta é ar
mazenada nos vértices dos volumes. Esta maneira de 
a.rmazen&r as variáveia faz com que este método seja. si
milar a.os de armazenamento desencontrados u.sado com 
volumes finitoe clássico, e provavelmente com u mesmas 
vantagens e desva.nt&«ena. Ma.lisb (1995) apresentou uma 
metodologia usando diadrama.s de Voronoi que emprega 
toda a formulAÇão do método de volumes finitos pua ma
lhas estrutura.das. Cudoso (1997) &presenta a solução 
do escoamento em uma cavidade quadra.da. com a tampa 
móvel usando, com a.llera.ções, a metodologia propost& por 
Malisb (1995). 

FORMULACÃO NUMÉRICA 
Todas u equAÇões que serão estuda.da.s neste trabalho 

podem ser escritas na. se~te forma generica 

:t (P~) =v· (r~v~- pV~) + s~ (l) 
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RESUMO 

Est~ trabalho mostra a injluênc10 qu~ a volaulidcul~ do gasolina, nos pontos d~ d~stilação TIO%, 
T50% ~ 1'90%, ~xuc~ sobr~ as p~rfonnanc~s dmâmicas de motores ciclo Ouo equipados com injeção 
~letrôruca sequ~ncwl d~ combustív~l. atravls da wili;;ação de procedimemos padrõ~s d~ t~ste em um 
dinamômetro d~ rolos. Pada ccula tun dos pontos de d~stilação foram estabelecidos três faLtas de 1•alor~s. 

ocasionando a formação de 27 diferentes misturas de gasoliJ!a. Foram venjicados os efeitos da variação 
individual de cada um desses pontos em conswno, potência e aceleração. 

INIRODUCÃO 

Nos últimos anos verificou-se um grande avanço na 
tecnologia de motores do c1clo Ouo e dos sistemas de mjcção de 
combustível. No que se refere ao combustível, venfica-se um 
amplo esrudo de combustfve1s alternativos em busca de menores 
fnd1ces de poluição delltando o estudo das propnedades da 
gasolina praticamente cm segundo plano, seja por motivos 
ecológico~ ou por questões polfúcas. 

O presente urtigo apresenta um estudo da influência da 
volatilidade da gasolina nas performances dinâmicas (aceleração, 
consumo e potência) de motores ciclo Ouo, variando-se a 
temperatura de evaporação dos pontos TI 0% , T50% e T90% da 
destilação ASTM 086, através da mistura de diferentes 
hidrocarbonetos. A De~tilação ASTM 086 é um método padrllo 
na qual evapora-se um volume de 100m! de uma amostra à uma 
taxa constante de aquecnnento. A medida que a amostra começa 
a evaporar, obtêm-se o valor da temperatura para cada percentual 
de evaporação da amostra. VeJa um exemplo da destilação 
ASTM 086 na fig. I. 

Curva de destilação ASTM 086 
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Figura I -Curva de desulação ASTM 0 86. 
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As misturas foram realizadas sempre com o cuidado de 
manter as outras propriedades (que interferem nas performances 
dinânucas do motor) dentro de uma faixa padrão de valores. Por 
exemplo, o teor de aromáucos, olefinas e saturados de cada uma 
das misturas f01 enquadrado dentro das seguintes faixas: 

- Aromáticos: (27 a 33)%; 
- Olefinas: (0 a 2)% ; 
- Saturados: (65 a 67)% ; 

As misturas não foram realizadas mantendo a 
octanagem dentro de uma f111xa determinada de valores. Para 
anular o efeito da octanagem realizou-se o mapeamento da curva 
de ignição da injeção eletrômca baseando-se na mistura que 
possuía pior octanagem. no caso. a mJStura número 12. 

Como unha-se o ObJetivo de testar a mfluêncta 1solada 
dos três pontos da desulação ASTM 0 86. Sendo 3 nfve1s de 
vanação para cada ponto. chegou-se ao número de 27 mJSturas 
diferentes. 

Foram ullli?ados 7 produtos bases para a montagem das 
27 misturas. Para aluar no ponto TI 0% utih10u-se Pentano c 
l-texano, para muar no ponto T50% utilizou-se Alcoilado. 
Tolueno e Xileno, para atuar no ponto T90% utilizou-se C9 
aromático c Q.A.V. (Querosene de Aviação). 

EXPERIMENTOS 

Todos os expenmentos foram realizados no laboratóno 
de motores de Refinaria Alberto Pasqualini - PETROBRÁS em 
Canoas-RS. Para a execução dos experimentos foram utilizados 
os segumtes equipamentos: 

- Oinamômctro de rolos BOSCH, modelo FLA 202; 
- Automóvel FIAT Pálio 1.0 mpi; 
- lnjeção cletrônica seqOencial TEC 11 -ELECTROMOTIVE; 
- Microcomputador NoteStar, modelo NP-903, 
- Restnção para sistema de adm1ssllo de ar, 
-Tanque aux11iar de combustfvel; 
- Tcrmômetro analógico SUNDO; 
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- Htgrômetro analógico SUNDO: 
- Barômctro analógtco SUNDO. 
- Vemilador COMETA I 1/2 c. v.; 
- Balança digilal MARTE. modelo 40Kg; 

Tabela I - Re lação das mtMuras e respecti vos pontos TI O%, 
T50% eT90% 

Mist. TI~ T5Qii, ~ Dens. MON RON 
N.• ("C) ("C) ("C) 20/4iC 
I 55.4 83.7 145.2 0.7361 79.7 85.9 
2 55.2 88.7 167.7 0.7428 78.6 84.8 
3 53.7 86.6 180.8 0.7469 73.4 79.6 
4 52.4 102.8 149.2 0.7326 82.2 88. 1 
5 56.0 102.7 17 1.2 0.7469 85. 1 92.1 
6 50.6 102.5 184.4 0.7431 75.0 8 1.2 
7 54.1 114.2 150.9 0.7386 85.3 91.4 
8 53.9 116.3 166.7 0.7380 82.9 88.9 
9 50.3 120.2 185.0 0.7474 74.5 80.3 
lO 67.2 86.2 15 1.4 0.7494 77.3 83.5 
11 67.6 87.5 17 1.2 0.7545 74.7 80.8 
12 67.8 86. 1 184. 1 0.7578 67.9 73.4 
13 68.0 107.8 148.5 0.7362 83.3 89.3 
14 67.6 106.0 164.7 0.7417 78.5 84.3 
15 62.0 102.7 184.9 0.7548 70.7 76.5 
16 68.5 120 149.9 0.7475 86.6 92.8 
17 66.4 122.6 171.7 0.7514 82.2 88.2 
18 64.3 123.0 184.6 0 .7596 73.5 79.7 
19 77.5 89. 1 150.8 0.7619 75.8 82.0 
20 76.6 89. 1 165.5 0.7628 75.5 81.7 
21 76.9 90 2 18 1.4 0.7742 70.0 76.2 
22 79.8 106.5 148. 1 0.7492 82.8 88.9 
23 78.9 106.2 167.3 0.7517 79.4 85.6 
24 78.7 105 9 183.6 0.7539 77.1 83.5 
25 76.5 119.0 150. 1 0.75 12 86.3 92.5 
26 77.7 122.9 167.5 0.7560 82.6 88.7 
27 77.5 11 7.2 187.6 0.7652 75.0 81.8 

Antes da realt1ação de cada teste fot necessário reali7_ar 
o procedimento padrão de aquecimento do motor até a 
temperatura estável. 

Cada um dos 7 compostos básicos de htdrocarbonetos 
fot enviado para o lnborotório de análises qufmicas e ffsicas onde 
se obteve as suas respectivas curvas de destilação. densidade e 
cromatografia Com o auxfl io de um programa de computador 
(desenvolvido para este fim, cm linguagem Pascal) realizou-se as 
nusturas procurando manter próximos os percentuais de 
aromáucos. olefinas e saturados. 

Antes de realizar o teste com as m1sturas. fot necessáno 
realttar o ajuste do ponto de ignição, através do programa 
computactonal de nces~o ao módulo de comando da inJeÇão 
eletrõnica. uulizando 11 mistura número 12. Neste ajuste, para 
cada rotação adiantava-se o ponto de ignição até ocorrer 
detonação no motor. Como a mistura em questão possui 
octanagem mullo bai:<a <MON: 67.9 e RON: 73.4) e o motor 
u111tzado tem tro.a de compressão 9,3: I. fot necessário a 
colocação de uma restnção na adnussão de ar do motor para 
dtml!lutr a compres~áo dlllãmica e para que não fosse necessáno 
atrasar mui to o ponto de ignição em razão da detonação. 

Para cada bateria de testes anotou-se os valores da 
temperatura ambtentc, temperatura de adnuss!lo no colctor, 
umtdade relativa do ar c pressão atmosférica possibilitando a 
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realização das devidas corrcções dentro da norma NBR ISO 
1585. 

RESULTADOS OBTIDOS 

Após a realt7nç11o dos testes e o devido tratamento 
cstatfs11co. obteve-se os segumtes resultados: 

- Potêncta e Consumo; 
A medtçào da potência do motor e o consumo de 

combusúvel foram realizadas em 7 rotações dtferentes com a 
borboleta totalmente abena e em 4° marcha, com o objetivo de 
comparar efeito de cada um dos pontos da destilação (TI O%, 
T50% e T90%) cm toda a faixa de uti lização do motor. 

Para cada rotação do motor. reahzaram-se 3 repetições. 
Os valores de potência (veJa tab.2) e de consumo (vej a tab.3) s!lo 
o~ valores médtos corrigidos pela norma NBR ISO 1585. 

Antes da rcahLação do teste de potência e consumo de 
cada mtstum. reahzou-se um aquecimento prévio com a própria 
mistura à ser testada por um perlodo de 4 minutos com a 
borbo leta totalmente aberta e o motor operando em 4000rpm. 
Este procedimento ttnha a final idade de descontaminar a linha de 
ahmenmção da mjcçilo da mtstura que foi testada anteriormente. 

Tabela 2 - Potência (KW) do motor. 

Mist. ROTAÇÃO :mm) 
N." 1500 2500 3000 3500 4000 4500 5000 
I 6.07 12.36 15.80 18.68 2 1.90 24. 10 25.79 
2 6.13 12.75 16.30 19.23 22.3 1 24.50 26.02 
3 6.64 12.94 16.58 19.32 22.60 24.80 26.48 
4 6.0 1 12.44 16.10 18.98 22.04 24.32 25.89 
5 5.99 12.55 16.10 19.09 22. 14 24.46 25.80 
6 6.26 12.93 16.58 19.49 22.41 24.72 26.2 1 
7 5.79 12.27 16.65 18.61 2 1.72 23.65 25.22 
8 6.07 12.53 16.06 18.96 21.80 24.24 25.83 
9 6.26 12.42 16.06 18.75 22.08 24.27 25.90 
lO 6.27 12.49 16.00 18.90 22.16 24.33 25.93 
11 6.48 13.09 16.63 19.66 22.80 25.03 26.73 
12 6.51 13.24 16.87 19.9 22.97 25. 14 26.7 
13 5.87 11.97 15.37 18.30 21.02 23.57 25.20 
14 5.88 12.26 15.69 18.61 21.66 23.75 25.20 
15 6.22 12.57 16.04 18.99 2 1.97 24.03 25.53 
16 5.74 12.05 15.47 18.39 2 1.45 23.6 1 24.96 
17 6.32 12.88 16.38 19.35 22.49 24.64 26.28 
18 6.69 13. 18 16.73 19.73 22.82 24.79 26.49 
19 6 .07 12.59 16.04 19.02 22.24 24.38 26.05 
20 6.29 12.80 16.25 19.27 22.35 24.65 26.37 
21 6.45 13.05 16.66 19.62 22.65 24.86 26.54 
22 5.67 11.70 15.08 17.70 20,63 22.66 24.47 
23 5.98 12. 16 15.67 18.70 2 1.66 23.80 25.35 
24 6.02 12.40 15.88 18.89 2 1.82 23.95 25.61 
25 5.74 12.02 15.44 18.37 21.42 23.46 25.08 
26 5.99 12.3 1 15.98 18.78 22.04 24.1 8 25.72 
27 6.44 13.00 16.59 19.45 22.47 24.42 26.10 



O teste de consumo foi realizado com o aux1lio de uma 
balança digital com precisão de ±I g, onde colocou-se o tanque 
auxiliar para ass1m med1r o tempo que era gasto paro consumir 
I OOg de combustfvel em cada rotação do motor. Tendo-se o 
tempo gasto para o consumo de I OOg de combustfvel c a potência 
para cada rotação, calculou-se a potênc1a especflica para cada 
uma das rotações analisada!>. 

Tabela 3 -Consumo cspecffico (glkWh) do motor. 

Mist. ROTACAO (rpm) 
N.o 1500 2500 3000 3500 4000 4500 sooo 
I 460.1 429.8 391.9 378.8 358.2 365.9 382.3 
2 465.5 402.9 376.1 359.8 352.3 362.2 381.8 
3 435.9 403.5 370.8 363.8 351.6 355.5 379.2 
4 500.5 415.6 378.0 367.6 35-t2 362.5 380.6 
5 486.9 406.6 381.2 363.7 356.3 356. 1 379.8 
6 468. 1 397.7 371.7 358.3 351.9 355.9 377.7 
7 480.9 408.6 382.2 369.4 356.4 366.6 385.9 
8 469.7 414.5 382.8 367.4 3569 363.5 381.9 
9 466.8 421.0 383. 1 373.6 357.5 363.2 379.6 
10 441 .6 405.2 377.3 364. 1 346.3 360.9 377.8 
l i 435.9 394.7 369.3 359.2 345. 1 357.9 369.8 
12 428.9 389.6 363.2 351.3 339.3 350.4 37 1.3 
13 478.5 422.6 389. 1 376.6 367.9 365.7 382.7 
14 475. 1 406.8 381.4 364.5 352.9 362.4 383.1 
IS 450.9 404.4 377.2 360.1 350.3 356.8 378.3 
16 482.8 413.4 387.3 373.9 360.5 367.6 385.9 i 

17 444.2 402.5 375.9 363.1 350.9 359.3 376.1 
18 424 5 400.3 368.0 358. 1 346.2 358.2 374.3 
19 460.7 400.5 376. 1 366.4 350.7 358.9 378.2 
20 464. 1 409.1 377.2 364.5 353.7 362.3 375.2 
2 1 457 4 398.8 372.5 360.4 348.4 358.6 376.2 
22 499.2 428.4 397.4 389.8 374.9 384.7 401.3 
23 4726 4 15.9 384.0 371.7 358.4 366.6 385.2 
24 472.9 416.8 376.2 364.8 356.9 361. 1 385.4 
25 480.6 420.0 391.2 372.9 357.2 373.9 388.2 
26 485.0 421.4 386.9 376.9 358.3 366.4 385.4 
27 454.4 398.5 373.8 358.6 349.4 361.3 374.2 

- Tempo de aceleração : 
O tempo de aceleração, cm segundos. fo1 medido 

durante a variação de veloc1dade de 51 a 114 Km/h em 4° marcha 
e com a borboleta totalmente aberta. Em todas as medições a 
borboleta foi totalmente aberta na veloc•dade de 30 Km/h, com a 
linahdade do motor chegar na velocidade de 5 1 Km/h cm uma 
condição mrus estabilizada Para cada mistura foram realizadas 6 
repetições em cada teste. 

Antes da realização do te~te de aceleração de cada 
mistura, realizou-se um aquecimento prtvio com a própna 
mistura a ser testada por um perfodo de 4 mmutos com a 
borboleta totalmente aberta c o motor operando em 4000rpm. 
E\le procedimento unha a linahdade de descontarmnar a hnha de 
alimentação da inJeÇão da mistura que f01 testada anteriormente. 

No teste de aceleração, entre cada 3 misturas testadas, 
testou-se uma gasolina padrão com a linahdade de corrigir todos 
o tempos obudos nas d1ferentes cond1ções ambientaiS ao de 
correr dos 2 d1a.~ de teste~. 
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Tabela 4 - Tempo de acelcraçllo de 5 1 a 114Km/h. 

MISnJRA TEMPO _tseg.) MISTURA 1EMPO Csea.) 
I 13.72 15 13.60 
2 13.78 16 14.52 
l 13.48 17 14.05 
4 13.85 18 13.59 
s 14.04 19 13.57 
6 13.65 20 13.59 
7 14.03 21 13.52 
8 14.06 12 13.97 
9 14.01 23 13.86 
10 13.59 24 13.73 
11 13.57 25 14.46 
12 13.31 26 14.31 
13 14.12 -27 13.71 
14 13.82 

CONCLUSÕES 

Com base nos resultados obudos pode-se concluir que o 
ponto de destilação T90% influi em todos as pcrformanccs 
dmãmicas do motor. Quanto mais alto for a temperatura, maior 
será a potência e menor será o consumo específico em todas as 
rotações. O ponto de desulação T90% alio. dimmu1 o tempo de 
aceleração. Verificou-se. também que a mlluênc1a na potência 
diminuiu gradativamcnte com o aumento da rotação. Veja 
comparação entre as misturas 1,2 e 3 no teste de potência na lig. 
2. 
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Figura 2 - Comparação de potência entre as ml5luras 1,2 e 3. 

O ponto T50% apresentou mlluencia s•gnilicativa. 
Quanto mais baixo for o T50%. ma.ior é a potência c menor é o 
consumo específico. diminuindo o tempo de aceleração. Veja 

i 



comparação entre as misturas 11, 14 e 17 na fig. 3. 

14,1 .,-----------~ 
14 
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17 

Figura 3 - Comparação de tempo de aceleração de 51 a 112Kmlh 
entre as misturas 11 ,14 e 17. 

Já o ponto TIO% não apresentou influência 
isoladamente em nenhuma das performances dinâmicas, mas 
apresentou intluência quando correlacionado com o ponto 1'90%. 
Sendo o ponto T90% baixo, quanto menor for o ponto TIO%, 
menor será o tempo de aceleração. 

Sugere-se assim, que sejam reavaliadas as 
especificações da gasolina brasileira no que se refere a destilação 
(ASTM 086), baixando-se o limite de temperatura máxima do 
ponto T50% que é de 140°C. 
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SUMMARY 

ln this work rhe aJ1a/ysis of some aspecrs, rhat must be observed in rhe oi/ pumps selection for the 
auromorive internal combustion engines automatic lubrijication oif and fi/ter oif cllange, is perfonned. A 
laboratory scale-prororype was designed and buillto do this swdy. The pressure and flow rate of used 
oil from the carter and tlze new oil from tlle reservoir were measured. Furthermore the electrica/ and 
e/ectronic contra/ for the reliability and safety oil of tlze system were a/so evafuated. 

INTRODUCTION 

Nowadays there are two ways to replace the lubricam 
oil of the internal combuslion automotivc cngines, because 
changes the characteristics of the oil. The first way consist of the 
oil outilow due to the action of lhe gravity through the hole in the 
internal covcr of the crankshaft's box. Nter that is necessary to 
fill this place with the corrcct volume of new oil. usually by 
means the admittance door on lhe rop of the engine. The second 
more or les used way consist of pumping the oil, usually through 
lhe gateway of lhe oil rod. Both methods have their 
inconvenients, e.g., il is necessary to take the vehicle 10 a garage 
and very often wait for a functionary and a place avai1able. 
Moreover the cosL is high, because the oil price in the gas stations 
is much more expensive than in the supermarkeLs for example. 
Another problem is the working hours of this places, usually day 
time. whaL is a problem for the people who work during lheday. 
The big disadvantage of the second method is thc impossibility to 
remove aLI the residual oiJ with the pump. notcdly the solid parts 
usually found on the boltom of the crankshaft ' s box. 

Whith the inLcntion to offcr a solution to minimiZe lhe 
problems, a decice was developed and built to pcrform the whole 
process of oil exchange completelly auromaLic. With lhis devices 
the change can be done by anyone inside in the vehicle, only 
pressing a start key of the system, avoiding the scrvice and but 
orher kinds of inconvenients. This device is very useful for beavy 
vehicles where the driver usually does the oil exchange. 
However, in many cases, due the inconvenece of the tradilional 
method, the drivers don' t at the righL time and in other cases, due 
the high cost of thc producL, they commcrcialize it. With the 
device in question, ali these problems could be avoidcd only 
pressing a start key. The commercialization would also be 
avoided because the oil would be kept in a locked recipient. 

Afier the oil exchangc wc still have lhe lilter problem 
because it must be also exchanged, and to lind a solution for this 
problem a device was developed LO provide 10 lhe driver lhis 
exchange without another kind of help. Therefore lhis 
introduces the development of two devices to avoid the problerns 
to cxchange lhe lubricam oil and the lubricam oil lilter of the 
internal combustion engines. ln other words. it means. 
thenceforward, became possiblc the driver exchange Lhe lubricant 
oi l and replace lhe lubricanL oil filter. 

756 

EOUIPMENT DESCRIPTION 

The protocype developed consisLs of various components, 
which perform the oil charge and lhe autornalic replacement of the 
lilter and thc lubncant oil respectively. The figure I shows lhe 
elernems conjoint desing which makes part of Lhe device The 
prototype is basically composed by one volumetric machine and 3 
tanks to keep temporarly the lubricant oil. One of these recipiems 
represem the crankshaft's box of lhe engine and is localed auached 
wiLh the others by the pump, valves and nex1ble pipes made by 
EPDM, covercd by onc stccl protectress brindle {Cr-Ni). The oil 
input and the output to lhe tanks is controlled by means of valves 
solenoid type. They were built to work with direct current and 24 
volts of tension and they permiL lhe nuid crossing just in one 
direction. The valves are located usually closed and their openess 
are controlled by one "reles" plug. 

Figure I - Elemcnts conjount 

1 - ne" o 1 r-eclp,en t 
ê' - e-ng1ne 
3 - c:.-onkc:llSE' 
4 -E>lec:trlc: o.t punp 
5 - elo oll rec1p1ent 
6 -pl""es.sur'"tt senso,.. 
7 oressu.-e sensor 
A,B.C. iJ.(,F -volvl' 

G,H -o·l rlttl.'r s 

When lhe oil change is necessary, the gear pump is 
powered. The pump is conectcd wilh onc direct current electric 
engine. The oil in the crankshaft ' s box is aspirated and pumped 
to one of rhe tanks which must bc e-mpty. ln the pump output 
can be found one fluid crossing indicator sensor. As soon as Lhe 
pump is powered, the solenoids valves 8 and D located in the 
output of tbc crankshaft's box and in the ga1eway of the empty 
tank rcspcctively must be kept closed. 

lnside the tank of lhe new oil and used oil can bc found 
two sensors to indicate lhe oil maximum and minimum levei in 
each tank powered by one noating frame locatcd inside a 
perforated pipe. Nter the crankshafL's box bccamcs ampty the 



valves B and D are closed and lhe volves A and C are opened. 
allowing the new oil llow in lhe cyhnder head cover. Thc six 
valvcs A,B.C.D,E and P can bc replaced by lhrec solcnoid valves 
wilh three ways. As can be seen on figure 1 the oillilters G and H 
are localed auached to the crankshaft's box by pipes conected by 
two :.olen01d valves. AI the nccessary momcnt of tbe filter 
replacernent, one of these lWO valves is propcrly powered by one 
"relais" Together one blow-by p1pe can connecl one of the 
tanks to lhe engme head . The figure 2 shows lhe full de\oice 

Figure 2- Photo of the System 

When the installauon of lhe oll filter exchanger device 
become necessary, muM bc built and installed a sel of Oanges 
fastened in lhe usual lilter place attochcd in lhe engine block. ln 
this place must be connccted the Oexible pipes hnkmg to another 
supporter, where will bc installcd thc used <lnd the new oillilters. 

ln order to perrni1 the 011 levei visualization in lhe two 
tanks (new and uscd oll) is mstalled levei finders built with 
"pirex" glass pipe. ln thc 011 conneclion tines to the two filters 
also can bc found crossing oil linders. The oil tank bottom 
posuion ofthe prototype (the crankshaft's box oil) can be found 
an electncal resh1ance, 10 heot the otl up to appropnate 
temperaLure levei. The eleclncal resislancc IS controllcd by one 
thermoslat wuh temperature regulauon gaps around I "C. ln the 
thrce rec1p1ents can bc found gloves. wh1ch are desuncd to the 
10put and lhe output of the temperature sensors. 

PUMPCHOICE 

Now wc are go10g through some criterious whicb were 
1ook 10 cons1derauon to select lhe lubncant otl pump, by Pohlenz 
( 1975) recommendauons and Spengler (1976). Withou1 any 
doubls, after the water pumps, the pumps has bcen using to oils 
and petrol derivatives are the bcst commcrcializcd group, 
therefore lhe cho1ce bccomes very easy. Is necessary, at the sarne 
time, analyse the safety aspccts and not only the tecbnical 
aspects. 
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Rcspcct10g to thc cost, we can select the pos1tive 
displacemenl pump type in function of the viscosity and lhe 
velocity of lhe Ouid mass Oow necessary. For Ouids with 
viscosuy up to 700 CS IS possible to use centrifuge pumps, which 
allow h1gh volume of OUJd pumped ln our case the bcst type of 
pump relate to the cost aspect IS w11h rotor gear type, evcn if this 
kind of pump il> not recommended to high flow of Ouid and mass, 
anyway th1s ~~ not our case. whích wtll be at maximum 20 liters 
m a heavy vch1cle. Bascd 10 th1s arguments we have chosen the 
pump showed on the figure 3 

Figure 3 - Photo of the Pump 

As we know the pump IS a volumctnc machine and then 
it mu~t be equ1ped wJth a pressure rehcf valve. Together with 
thts valve can bc found a systcm to control the many leveis 
bctwecn the atmo~phenc prcssure up to 6Mpa. ln lhe sally of the 
pump lhere 1s one manometer and a system to avoid the oíl 
crossing, wllh these dcvíces IS possible to Improve the ume and 
mass now condiuons for a largc range of pressures. ln another 
words it means the possibllily to forecasl the charge loss lhrough 
thc oil pipes. The advanwge to get more pressure in the pump 
output 1s because whcn onc 1ank is completely empty, the engtne 
current must change and this change can be the sigo to the 
microcontroller show thc nccd to tum off the pump and the 
solenoid valvcs. Thc pump model chosen is norrnally used in 
machincs hydrau!Jc systems and tndustnal equipmcnts. thercfore 
is a system with high levei of rehab1lity and res1stance. ln our 
case. can be used one pump bu1ll with lower cost materiais. 
bccause the demand ís not so markcd. 

ELECfRICAL ANO ELECfRONIC CONJ'ROL OF SYSTEM 

These controls of the system were carefullydcs1gned 
and butlt to guarantee the safety of user. lt is impossible to tum 
on the pump with the 1gmuon system powered. The electrical and 
electronic control systems work accordmg with lhe scheme 
showed on the figure 4. ln th1s schcme the counter shows the 
mileage lraveled by the vehicle, and in case of the prototype lhis 
count is made by one little electric engine auachcd with one pulse 
counter parallel mstalled with the speedometer in vehicles 
equiped with broadside computer. Allthe set is comrolled by one 
microprocessor PIC16C71/JW. The eqUJpment is powcrcd and 
protected with "relais"' NBAACS24. 
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When 5.000 Km is reached, e.g., thc lubricant oil of thc 
engine must be changed, in Lhis case, a lighl on the vchicle panei, 
will show this need to Lhe driver. Whcn the key is powered to 
start the oil exchnngc, lhe dcvicc wíll only start thc operation if 
lhe ignition is 1umcd off, il mean~ IGN=O. Otherwisc, IGN= I, 
means Lhat the ignition is Lumed on, thercfore lhe systcm will be 
aulomaLically blocked. The indicalion thal lhe 011 tank is empty 
is g1ven by one sensor loca1ed on thc bouom of ll, which is 
powered by one floaung frame wh1ch d1spluce 1hrough one 
perforaled pipe imrnersed in Lhe 011 tank. A~ we J..now, that lhe 
crossing oil is made by soleno1d valve~. 1wo of thcm will be 
powered as can be seen on the scheme. 

After the 01! drainage operouon, unother levei con1rol 
system similar in the new oil tank, must mform to lhe 
microprocessor if JL il> fui I. lf the new oil tank IS cmpty after the 
crankshaft 's box have been empued, the igniuon IS kept blocked 
until the emptyings of the new oil 1ank. Dunng the charg1ng 
operauon of the crankshaft's box wJLh the new 011. 1wo another 
valves are opened showed on the figure schcme. ln a similar way 
wuh lhe oil exchange the nucroprocessor works to replace the oil 
filter. For examplc, if lhe oll filLcr cxchange IS necessary when 
10.000 Km IS reached, a light is tumcd on on the panei showing 
to the driver this nccd. Conventionaly on the scheme figure is 
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assumed IGN=O. ln th1s case the systcm tum on one of Lhe 
solenoid valves tuming off aL the sarne time anoLhcr one whcre 
before was crossing lubricanl oil. Thc dimensional proccss of 
eleclrical and elcctronic systeml> was based m William( 1992) . 

RESULTS ANALYSJS 

After thc prototypc bulld and mstrumentation was made 
severa! tests in order to venfy the 111111al condlllons of the set to 
apprcciate aspects related to gaskct, clectncal and elcctromc 
resulls. After lhal all the solen01ds were checJ..ed, as well as the 
microprocessor and lhe "rela1s", and the prototype started to 
work as a virtual system m a veh1cle. 01l flow datas were 
obtained in funcúon of the temperalures and prcssures in the 
output of the oil tank. The figure 5 shows Lhese dates for 3 
pressure values, wh1ch are 101 Kpa, 601 Kpa and 801 Kpa with 
lO °C tempcrature gaps. As the figure shows, the vanetiun flow 
for Lhe varous pressurc are very slight and can be negl::cted 
because the pump used is compound wuh a pair of gear and its 
now cararacteristics remaind relntively constant with the 
temperature. 
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Figure 5 - Flow measurements 

ln lhe other hand thc gear pump can work with very 
h1gh prcssures. This ft~ct is 1mportant for lhe 011 pumping control 
systcm. bccause with lhe fin1sh ol lhe oil pumptng (emptymgs of 
the crankshnft's box ) wc havc the mcrca\c of clectrical current 
valuc of thc pump cngine. This d1fercnce can be use as a control 
sign for the nucroprocessor 

For a convcnc1onal veh1cle, where the 011 capaclly IS 

around 4 liters. th1s dmlCn~1on ordcr 1~ enough. bccause would be 
nccessary only tfcw nunutes for lhe 011 change of the crankshafts's 
box and two more for thc complete rcplaccrnent w11h new 011. 

For heavy veh1cles. lhe 011 volume 1s superior .md the 
replaccment time is bigger as wcll, around 10 mmutes. ln th1s 
case we could think in another typc of pump, centrifugai for 
example instead of gears pump. 

The figure 6 shows Lhe VIScosny curve of the lubricant 
oil used in lhe oil exchange system. Th1s curve was obtained in 
Engines Laboratory (DEMÊC) UniverSidade Federal do Rio 
Grande do Sul with one viscosimeter SSU. 



100 -

~ 
N 

~ 
":' 
o 

-o 
I O 

>< 
>. 

"' o 
u 

"' 
;:> 

..._ 

"' " .......... "-..... 
.......... 

~ 

William, B. R., Understanding Automotive Electronis, 4a. 
Edilion, SAE, 1992 

. 
~ 
~ 

20 40 
I 

60 

Temperatura [OC] 

Figure 6 • Yiscosity measurements 

CONCLUSION 

I 
80 

ln this work was designed and built a lubricam oil 
changcr system prototype for internal combustion engines. The 
results achieved are very mcaningly because there are several 
datas for the projector to install in whatever kind of vehicle. The 
electrical and electronic systems were carefully dcvclopcd in 
order to guarantee the well opcration and safety. 

About to the tcmperature conditions especial attention 
had been takcn in ordcr to bring the situation as real as possiblc, 
we had carc also to find out the oil tlow datas for Lemperaturcs 
similar like a normal conditions. As mcntioncd in the 
introduction this type of cquipment has a very wide appliancation 
and is very useful as well. in heavy vehicles, which need to 
exchange thc oil during the traveis countryside and many times so 
far from the companies. 

The final conclusion is that, although thc equipment 
construclion is relatively simple from Lhe mcchanical point of 
view. it can become more sophisticated in according with the 
comrol demand of thc dnver. lt can obviously, in the other hand, 
represente for sure one cost condition highcr. 
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RESUMEN 
En este trabajo se propone una dejimción para e/ parámetro característico de fimdonamumto de/ colector 
de escape y se presenta un eswdio teórico de la influencia de sus ondas de presión, sobre algwws 
parámetros relacionados con las prestac1ones de 1111 motor de combu.món intema. Para modelar e/ 
comportwmento j1mdodmám1co de los gases a través de los colectores y en e/ mterior dei cilindro se 
emplea un programa de acción de ondas .. Los ruultados obtenidos muestr011 que para cumos valores dei 
parámetro, mdependientememe de la l'eioe~dad de fimcionamiento, se preseman unportantes fenómenos 
que m/1u,·en sobre la e{icumc10 volwnimca, el traba10 de bombeo \' eltrabaJO neto de/ motor. 

INTRODUCClON 

El movimiento de las ondas de presión. a lo largo de IO!t 
colectores de un motor de combustión interna alternativo 
(MCIA), innuye notablemente sobre el proceso de llenado y 
vaciado de los cilindros. Las ondas pueden producir importantes 
vanac10nes de parámetrol> como la eficiencia volumétnca y cl 
trabaJO de bombeo y, por cons1gu1ente. sobre eltrabaJO produc1do 
por el motor. Un d1seno adecuado de los colectores de escape 
pemute aprovechar e!ttas onda.~ para retirar los gMes re!t1dualcs 
que quedan dentro dei cihndro después de la combu~uón. de esta 
manera se facilita la entrada de la mezcla fresca para el CICIO 
s1guiente. Conocer profundamente este fenómeno pennite 
establecer los pnnc1pios básicos que deben segume cuando se 
trata de disenar colectores de escape con los cuales ~c quicran 
opumizar las condiciones de func1onanuento dei motor rcspccto a 
sus prestaciones (Sapsford et ai., 1992) 

El propósito dei pre!>ente trubaJO es definir un par<imetro de 
fácil obtención que 5trva para caractenzar la cond1c1ón de 
func1onamiento de un colector de escape y rcal1zar eMud1o~ 
paramélrícos teóncos y expenmentales que permitan detennmar 
la mnuencta de las ondas de pre~16n de los colectores de e!>cape. 
sobre las prestae1ones dei motor 

EL PROCESQ DE ESCAPE EN UN MCIA 

El proceso de escape en un MCIA poscc grandes diferencms 
re!>pecto ai proceso de admtsión, no solo por los elevados 
gradientes tanto de prel.iones como de temperaturas, que lo 
caracterizan. sino tamb1én por la d1ferenc1a existente en la forma 
de las ondas de prestón que se producen en ambos procesos. S1 
b1en es c1eno que para el anáiiSIS dei proceso de adnu~ión. la 
onda de presión generada en la \'álvulas se supone 
aproximadamente smuso1dal y acústica, en el escape la onda es 
de fonna mucho mas compleja y de una amplitud tal que no 
puedc despreciarse su innuencia sobre la velocidad dei medio 
(Dav1es y J1ajin, 1990). 

En la Fig. I, se muestra la fonna típica de una onda de 
prcsión coo sus correspondientcs componentes progres1vu y 
regres1va. en las cercanias de la válvula de escape. En la 
componente progres1va pueden d1stmguirse claramente dos 
porciones. La primera, cuyo \'alor máximo aparece senalado con 
la letra A. corresponde ai pulso produeido por el escape 
espontáneo de los gases desde el AAE hasta poco después dei 
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Figura I -Componentes progres1vas y regres1vas de la onda de 
pre!>IÓn dei e!>cape 

PMI. La segunda, senalada con la letra A', pertenccc al escape 
forzado provocado por la carrcra de ascenso dei p1stón y que 
finaliza cn las cercanias dei PMS. El tamaiio de ambos pulsos es 
variable con las condiciOnes de func10nanuento dei motor. y 
depende fundamentalmente dei grado de carga. En efecto, scgún 
Benson (1982), s1 el grado de carga cs alto. en el cilindro hubrá 
una presión muy alta en el momento en que ~c abre la válvula lo 
cual produce una condic16n sómca capaz de evacuar gran pane de 
los gases durante el escape cspománeo, quedando asr poca masa 
para evacuar durante el escape forzado {ver Fig. 2). 

Cuando el grado de carga es baJO. la pres16n en el c1hndro ai 
abrírse la válvula de escape es baJa. en consecuenc1a la veloc1dad 
dei sonido es menor que en el caso antenor y la cond1 C16n sómca 
que se establece en la válvula, no es capaz de evacuar suficiente 
masa dei cilindro durante el escape espontaneo. quedando gran 
cantidad de masa para ser evacuada durante el escape forzado 
(Bocchi, 1990). 

Suponiendo que las perturbaciones de presión remanentes de 
los ciclos anteriores uenen poca mfluencin sobre las dei CiclO 
actual: los puntos scnalodos en la Fig. I con las letras B y B' 
corresponden a las ondas de depresión de los pul.sos A y A' 
respectivamente. Dei nusmo modo, C, C', D y D' corresponden o 
las segundas y terceras ondas de pres1ón y depre!iión de las ondas 
originales. En vista de que la fonna de las ondas de pres1ón varia 
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Figura 2- Componente progrestva de ln onda dei escape 

con la carga dei motor, este trnbajo se linutará a estudiar la 
influencta de las ondas solo a carga máxima. es decir. cuando la 
amphtud A', dei segundo pulso e~ pequena rcspecto a la amphtud 
A, dei pnmero 

DEFINICJON DEL PARAMETRO DE FRECUENCIA 

La vanable que se ullliza para caracterizar el funcionamiento dei 
colector es el parámetro de frecuencia PF. que relaciOna la 
frecuencia dei colector con la frecuencta dei motor de la siguiente 
manera: 

PF = fcolo:tor 

fmotoc 
(I) 

donde fmo~ores el inverso dei tiempo en que se realiza un ciclo dei 
mo1or (t,oc~,) y fcolcctor es el inverso dei penodo de la onda de 
presión, definido este. como la diferencta en uempo desde que se 
produce el pulso hasta que regresa de nuevo a la válvula como 
una onda positiva. tal como se muestra en la Fig. I. Por esta 
razón, la Ec. ( 1) puede escribirse como: 

PF= lcaclo 

penodo 

La Ec. (2) en functón dei ángulo de gtro dei ctguefial es: 

(2) 

(3} 

donde ai es la diferencia angular correspondtente al período. 
Suponiendo que la velocidad media de desplaz.amiento de las 
ondas es constante durante el proceso de escape, entonces los 
ângulos a. a, 'Y a2 se relactonan de la sigutente forma: 

(4) 

donde a y 92 son las dtferencias angulares que separan la onda 
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onginal de las ondas B y D respectivamente. 
La Ec. {3) puede escribirse tambtén como: 

PF= 360 
e (5) 

Las ratones por las cuales se toman los picos de las ondas 
como puntos de referencia para determinar los ángulos, en vez de 
tomar el punto de apertura de la válvula y el inicio de la onda de 
depresión tal como se hace en la admtstón, son: 

• Los puntos A y B son fáciles de ubtcar en un diagrama de 
prestones superpuestas, por ser puntos de mflextón de las 
curvas. lo cual factlita la deternunactón gráfica dei PF. 

• Dado que el ptco y el valle dei pulso de pres1ón se desplazan 
con veloctdades diferentes. con~tderar rcspecto dei valle 
puede conducir a resultadol. erróneos en cuanto a los ángulos 
esperados de llegada de las ondas. 
En cada una de las simulaciones que se efectúan para el 

estudio paramétrico, la Ec. (5) se utiliza para calcular 
gráficamcnte el PF a partir dei dtagrama de presión en un pumo 
cercano a la válvula,. 

PROCEDJMIENTO 

El e!;tudio paramétnco teónco se hace a partir de los 
resultados de un conjunto de eJecuctones, llevadas a cabo con un 
modelo de acctón de ondas desarrollado por el Departamento de 
Máquinas y Motores Térmicos de la Umversidad Politécnica de 
Valencia (Payri et ai., 1991) que 11ene en cuenta la transferencia 
de calor en el escape. Con ellas, se modela el funcionamiento dei 
motor para Ires regfmenes de giro y once longitudes dei colector 
de escape diferentes. Las longitudes dei colector de escape 
utilizadas para cada régimen, corresponden a valores dei PF 
comprendidos entre 1.5 y 11.8 respecuvamente. 

El limite superior dei PF queda establecido por el hecho de 
que valores mayores de 12 corresponden a colectores muy conos 
cuyo comportamiento desde el punto de vtsta de la prestaciones 
se asemeJn aJ dei motor funcionando sm colector Valores dei PF 
menores de 1.5 implican longitudes dei colector demasiado 
grandes que no son viables desde el punto de vtsta prácuco. 

El método ullhzado para la deternunación dei PF en cada una 
de las CJecuciones. consiste en medir sobre el diagrama de 
prcsiones superpuestas, en el cual aparccen las ondas progresivas 
y regrcstvas, en un punto muy cercano a la válvula (5 cm) la 
difcrencta angular delimda en el apartado antenor y utilizaria en 
la Ec. 5. 

El motor modelado es de encendido por chtspa. refrigeración 
por agua y aplicación automovtlísuca. Sus caracterísucas técnicas 
son las stgUJentes: 

• Cthndrada: SOO cm3 

• Colector de admisión de 63 cm de longitud corespondiente a 
valores dei PF de: 
4.0.. a 4000 rpm 
5.39 a 3000 rpm ' 
8.09 a 2000 rpm 

• Diagrama de distribución. 
AAA=60 
RCA = 20 
AAE =60 
RCE =20D 

• Dtámetro de la válvula de admtsión· 37mm 
• Dtámetro de la válvula de escape. 33.5mm 
• Las longitudes dei colector de escape utilizadas. incluyendo 

el dueto de culata, y sus correspondientes parámetros de 
frecuencia aparecen en la Tnbla I. 



MATERIAIS E MtroDOS 

A captação e conversão analógico-digital dos smrus de 
aceleração c pressão deve ser periódic3 e com freqOênc1a de 
amostragem, múltipla da frequência de rotação do motor, para se 
evnar o aparecimento do fenômeno denonunado 
"leakage". Este fenômeno caracteriza-se pelo espalhamento 
indesejável das intensidades das componentes espectrais nas suas 
vizinhanças, devido à amostragem do sinal em um intervalo de 
tempo linHo. Porém. quando a frequênc1a de amostragem for 
múhipla da freqUênc1a da componente espectral, o espalhamento 
toma-se não observável pela amostragem na freqUência. devido 
ao u~o da Transformada Discreta de Fourier. Além disso. tal 
amostragem deve ser smcromLada com o func1onarnento do 
motor para pcrmJtJr a individualização das ocorrências em cada 
cihndro. 

Como a ex.istênc1a de correlação será mdtcada pelo 
coelic1ente de correlaç11o linear (variável adimensional), não há 
necessidade de se operar com escalas calibradas, bastando apenas 
mantê-las fixas e hnea.res no decorrer dos ensaios. o que perrrute 
simphlicações no desenvolvimento de dispositivos e 
processamentos, bem como nos procedimentos do~ ensaios. A 
úmca preocupação fo1 o aproveJtamento da fruxa dmâmica do 
conversor analógico-digital. 

O motor c sua transmissão estão apo1ados sobre seus coxins 
ongmrus c foram montados sobre a suspensão origmal do 
vefculo. Esse conJunto, suspensão-motor-tran~m1ssão c o 
dinamômetro a ele acoplado foram instalados sobre um único 
bloco de reação. que também sustenta todos os demais elementos 
da montagem. Nesta montagem procurou-se uuhzar apenas 
componentes onginnis. de forma a aproximar-se o máx1mo 
poss(vel das condiçõe~ de tráfego do ve(culo. 

A cadênc1a das aqu1s1ções dos dados de aceleração angular 
do bloco c de pressão fo1 determinada pela passagem dos 153 
dentes da engrenagem do volante diante de um sensor indutivo 
magnético instalado em uma perfuração feita na carenagcm que 
envolve esse volante. A cada passagem desses dentes o sensor 
produz um pulso de tensão 1nduzida, que é posteriormente 
conformado para possibilitar o controle do sistema de aquis1ção 
dos dados. 

Para o estabelecimento do mfc1o da aqUISIÇão dos dados 
relativos à compressão e expansão dos gases no primeiro 
c1hndro. onde foi instalado o sensor de pressão. prov1dcnc1ou-sc 
um smal md1canvo de seu ponto mono mfenor. Para ISto. 
através de outra perfuração feita na carenagcm que envolve as 
engrenagens do comando de válvula, fo1 instalado outro sensor 
mdutlvo magnético. Este sensor tem a finalidade de detci:tar a 
passagem de um pequeno parafuso de aço fixado na engrenagem 
do comando de válvulas. O posicionamento desse parafuso na 
engrenagem foi feito de forma que o pulso gerado iod1que a 
passagem do prime1ro pistão pelo seu ponto morto 
inferior. Este pulso foi também usado para medir a rotação do 
motor através de um freqüencfmetro. 

Estes sensore~ indutivos magnéticos poderão, 
posteriom1ente, ser sub~titufdos por sensores não invasivos 
posiciOnado~ nos cabos das velas, como proposto por 
Stlva (1998). Neste caso a sincromzaçào estabelecida pelas 
centelhas não permitirá o cálculo do torquc indicado a partir da 
pressão na câmara de combustão, pois o ângulo de avanço das 
centelhas vana com a rotação e carga do motor Embora esta 
proposta não possa ser utilizada nesta fase em que se busca 
venlicar a existência da correlação entre o torque médio 
mdicado e as componentes espectrais da aceleração angular do 
bloco do motor. ela poderá ser úul após estabelec1da tal 
correlação, o que permitirá a avaliação do torquc médto indicado 
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a partir, unicamente, das magnitudes das componentes espectrais 
da aceleração angular do bloco. 

A aceleração angular do bloco na d1rcção do eixo motor foi 
obtida 1nd1retamente através um acclerômctro ltnear lixado na 
direção perpendícular ao eixo motor e não concorrente a este. O 
acelerômetro. sohdáno a uma base magnética, foi fixado ao 
bloco em uma supcrfCc1e plana o mats dtstante possível do eixo 
motor, de modo a melhorar a relação sinal/rufdo e o mais 
próximo possfvel da seção perpendicular ao e1xo motor e que 
passa pelo centro de massa do conJunto motor-transnussão, de 
modo a atenuar as contribu1ções dos demais graus de liberdade. 

Para a aquisição dos dados foi desenvolvido um sistema que 
emprega dois conversores analóg1cos-digitais de 8 "bus", que 
são transmitidos para o computador através de acesso d1reto à 
memória (DMA). Estes conversores são do t1po de 
aproximação sucess1va e utilizam uma rede capaciuva que, 
mtrinsecamente, lhe confere a característica de "'track and hold". 

O cálculo do torque ind1cado (Tp) foi obtido a pa.rtir da 
igualdade entre os trabalhos do gás c do torque no eixo motor. 
desconsiderando-se os trabalhos diss1pat1vos, 1sto é: 

f T,dO = f PdV (I) 

onde e é o ângulo do eixo mOtor. p a pressão no intenor da 
câmara de combustão e V o volume desta câmara 

Uma Parcela da força exercida pela pressão do gás no interior 
do cilindro é anulada pela força exerc1da pela pressão no interior 
do caner, aproximadamente 1gual à atmosférica. Este valor, a ser 
subtrafdo da série de pressão, pode ser obtido, aproximadamente, 
calculando-se a média das pressões nos trechos correspondentes 
às fas~ de exaustão e adnus~ão. 

A 1gualdade entre os trabalhos fo1 avaliada no Intervalo 
angular entre as nquistções (69) e. para tal. a pressão c o torquc 
em cada um deste~ intervalos foram considerados constantes. A 
avaliação dessa 1gualdade ~c redul. então. aos produtos de 
pressão pela variação do volume da câmara de combustão (6 V) c 
de Iorque pelo deslocamento angular (69). 

A vanação do volume da câmara de combustão (ÃV) é obuda 
através do produto da área do p1stõo pela variação (6$) da 
posição do pistão (S). medida a partir do eixo motor, que pode 
~r calculada usando-se a relação S = R cos(6) + L cos@, 
onunda da geometria do sistema bicla-mantvela apresentada na 
Figura I 

~ 
___ _j_ _____ 'ffi I 

-++-t--- L. c os(~) ---+1 

~-----s------~ 

Figura 1- Geometria do SIStema biela-mamvela. 

Além de se usar a relação biela/man1vela UR=4, (dado 
fornecido pelo fabncante do motor), o compnmento da mantvela 
R. a área do pistão e 69 foram tomados como umtários, 



Tabla I -Parâmetro de frecuencia PP correspondiente a cada 
longuud de colector de escape Lc [mj 

2000 rpm 3000 rpm 4000rpm 
PP Lc PF Lc PF Lc 

1.53 4.20 1.55 2.93 1.88 1.79 
1.92 3.23 1.91 2.32 2.20 1.47 
2.66 2.49 2.27 1.91 2.91 1.13 
3.37 2.00 3.66 1.26 3.49 0.96 

3.95 1.70 4.54 1.05 4.20 0.83 
5.00 1.40 5.40 0.88 4.72 0.73 
6.24 1.17 6.68 0.76 5.40 0.65 
7.58 1.01 7.10 0.72 6.12 0.57 
8.61 0.90 8.11 0.63 7.31 0.49 
10.18 0.80 9.89 0.55 8.11 0.45 
11.82 0.75 12.02 0.49 10.50 0.40 

ANALISIS DE RESULTADOS 

Resoecto de la eficjencja volumétrica <n.Y,}. En la Fig. 3 se 
muestran los gráficos dei rendirniento volumétrico dei motor en 
función dei PF, para los diferentes regímenes de giro estudiados. 
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Figura 3- Eficiencia volumétrica vs. PF 
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En ella se d1stinguen tres zonas de interés ub1cadas en tomo a 
PF = 2, 4 y 7. Estos puntos úenen una caracterísuca común: en 
todos eUos regresa a la válvula de escape una onda de presión 
negativa o posiuva, aproximadamente 12° antes de! PMS de 
escape, como se explica a continuación. 

Scgún la definición, el valor de PP = 2 representa un ângulo 
de desfase de 180°entre A y 8. Tomando en cuenta que el punto 
A se encuentra 12° ames dei PMI entonces el punto 8 se 
encuentra 12° antes dei PMS (ver Fig. 4). 

El PF = 4 corresponde a un desfase de 90° entre A y 8 o de 
1800 entre A y C según la Ec. 3. En este caso también Uega una 
onda de presión antes dei PMS, pero esta vez de signo positivo. 
(ver Fig. 5). 

El valor PF = 7 corresponde a un ángulo de desfase entre A y 
O según la Ec. 5 de 56°. Como puede verse en la Fig. 6, 92 es 
realmente 180° en vez de 168° lo cual invalida la suposición de 
velocidad de desplazarniento de las ondas constante, ai menos 
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para ondas que han recomdo el conducto mas de 4 veces. Esta 
vadación de la velocidad se debe básicamente ai cambio de 
temperatura originado por la sal ida de los gases dei nuevo ciclo y 
ai cruce de ondas que viajan cn direcciones opuestas. 
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Figura 4- Diagrama de pres1ones cuando PF = 2 
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Figura 5 - Diagrama de presioncs cu ando PP= 4 
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Figura 6- 01agrama de pres1ones cu ando PP= 7 



La razón por la cual coincíden los máximos y mfnimos de la 
eficiencia volumétrica con llegadas de ondas de depresión 12° 
antes de PMS, es que estas producen una disminución de la 
presión en el ciJindro que contribuye a la entrada de mezcla fresca 
por la válvula de admisíón, durante el tiempo en que el pistón aun 
se encuentra en carrera de ascenso. 

Resoecto dei trabajo de bombeo <Wa,l. En la Fig. 7 se 
muestran los gráficos dei trabajo de bombeo en función dei PF. 
Se observan de nuevo tres puntos de particular interés, diferentes 
a los relacionados con la eficiencia volumétrica. Estos puntos son 
PF = 1.5, 2 y 3.5, los cuales se comentan a continuación. 
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Figura 7 - Trabajo de bombeo vs. PF 
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El caso PP= 1.5 corresponde según la definición, a un ángulo 
de desfase 92 de no•. Esto significa que llega una onda de 
presión de signo contrario a la original, en la misma posición 
angular con que fue generada, pero con un ciclo de rctraso. En la 
Fig. 8 se muestran las ondas progresiva y regresiva (siempre en 
un punto cercano a la válvula de escape) para dos ciclos dei 
motor. Puede observarse como durante todo el proccso de escape 
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Figura 8- Diagrama de prcsiones cu ando PF = 1.5 

llega una onda negativa proveniente dei ciclo anterior. que facilita 
la salida de los gases dei cilindro y disminuye el trabajo de 
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bombeo. 
Cuando PF = 2, ai igual que en el caso anterior, el incremento 

dei trabajo de bombco se dcbc también a la influencia de ondas 
remanentes dei ciclo anterior. Para facilitar la comprensión dei 
fenómeno, se nan dibujado en la Fig. 9, la curva A que representa 
la presión en el colector de escape debida solo a la onda 
proveniente dei ciclo anterior y la curva B que representa el 
funcionamiento normal dei motor. Como puede observarse, justo 
en cl punto mcdio de la carrcra de escape llega a la válvula una 
onda de presión positiva proveniente dei ciclo anterior que 
dificulta la salida de los gases y cn consecucncia incrementa 
significativamente el trabajo de bombco. 
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Figura 9 - Diagrama de presiones cuando PF = 2 

Cuando PF = 3.5 el ángulo de desfase es de I 02° que como 
puede verse en la Fig. I O, corresponde a una onda de presión 
negativa precisamente a la mitad de la carrera de escape. De todas 
las ondas reflejadas ésta es la de mayor amplitud por ser la 
primera deprcsión, lo cual justifica que su aprovechamiento 
produzca el mfnimo t.rabajo de bombco cn todo el rango de PF 
estudiado tal como se muestra en la Fig. 7. 
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Figura lO - Diagrama de presiones para PF = 3.5 

En los casos en que PF > 6. no es posiblc aprovechar las 
ondas reflejadas para modificar eltrabajo de bombeo dado que su 
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Figura I I - Lazo de bombeo para diferentes PF 

longíiUd es muy pcquefia y en consecuenc1a durante el proceso de 
escape llegan tanto ondas pos111vas como negativas. Por es1a 
razón, a medida que aumenta PF. el trabajo de bombeo tiende a 
igualarse ai de! motor sm colectores. En la Fig. I I se muestran 
los ln1os de bombeo para PF = 2. 3.5 y 7. En general se puede 
concluir que el ángulo de ttegada de las ondas asoc1ado a 
mcrcmentos o decrementos dei trabaJO de bombeo es 90° antes de 
PMS de escape. 

Rcspecto dei trnbajo neto CW til· Otro pará metro que vale la 
pena analizar es el trabajo neto producido por el ciclo dei motor. 
puesto que es el producto final que se desea obtencr dei proccso. 
Las ondas de presíón no ejerccn una mfluenc1a directa sobre el 
trab3JO neto producido por el motor, por esta razón, cs dífCcil 
relacionar su ltegac.la con los Incrementos de d1cho trabajo, tal 
como se ha hecho en los aniiiSis anteriores. El anális1s se 
d1ficulta aún mas por el hccho de que la relac16n de frecuencias 
afecta de manera mversa aJ lh y ai W 8 que son los parámetros de 
qUienes depende el trabajo neto. En vista de e!.IO, el incremento 
dei trabajo neto hn de conseguirse como solución de compromiso 
entre un buen renduruento volumétrico y pocas pérdidas de 
bombeo, lo cua! 1mphca que estos puntos no han de comcidir 
neceslmamentc con los anteriormente seiialados. 

En la Fig. 12 se presentan el trabajo neto produc1do en 
func16n dei PF para las frecuenculs de giro consideradas. Pueden 
observar5c tres puntos critieos: PF = 3, 4.5 y 7 El mcremento y 
decremento dei W,. en los puntos de PF = 3 y 4.5 se debe a un 
cfecto combinado de la Tlv y el W0 mientras que para PP = 7 el 
aumento ~e debc cas1 en su totalidad a la rtv puesto que el W 8 se 
manuene mas o menos constante. 

CONCLUSIONES 

• Se ha establcc1do una definición dei parámetro de frecuencia 
PF, que caractenza la cond1c16n de func1onamiento de un 
colector y pcrmne su fácil dctcrminac16n gráfica a pan1r de 
los diagramas de presiones obtcnidos en las cercanfas de las 
válvulas. 

• Se ha rea!1zado un esrud1o paramétrico teónco con el cual se 
encontraron los valores dei PF que produccn valores crftícos 
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de la efic1encia volumétnca, eltrabaJO de bombeo y el trabaJO 
neto 
Se detcrminaron los ángulos de llegada de las ondas de 
presión que influyen sobre el llenado dei cilindro y el trabajo 
de bombeo. 
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SUMMARY 

This papcr shows a theoretical study of the influence of thc 
pressure waves tra.nsmitted across the exhaust p1pe of an mtema! 
combustion engmc, on eng1ne paramcters relatcd wnh ns 
performance. The study is camed out wnh the aid of an action 
waves program that modcls the gas behavior m lhe cylinder as 
well as, along lhe cxhaust pipe. A definition of the charactcristic 
parameter of operauon of the p1pe 1s proposed wh1ch fac1htates 
its graphic determmation from thc decomposll1on of lhe pressure 
waves in thcir progressivc and regress1vc components. The 
analysis of the results show that, indepcndcnlly of thc engine 
speed, cenain values of the characteristic parameter of the p1pe 
greatly affect the volumetnc efficiency, pump1ng work and net 
work of lhe engme. 
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RESUMO 

A grande carga de poluemes lançada ao ambiente devido intenso uso de combustíveis derivados do 
petróleo. fundamentalmente diesel e gasolina, pelos veículos que trafegam nos grandes centros urbanos tem 
provocado a degradação do ar e inOuenciado negativamente a saúde da população. O gás natural automouvo 
demonstra ser menos poluente. Assim no presente estudo, é analisada a viabilidade de uso do gás natural cm 
frota de ônibus urbano, da cidade de São Paulo. avaliando-se em termos econômico e ambiemal. 

lNTRODUCÃO 

O ar ambiente das grandes cidades tem receb1do, durante 
alguns perlodos, a emíss!lo de diversos poluentes prejudiciais à 
saúde humana. comprometendo com a qualidade de vida das 
pessoas. As chmrunés das indústrias e vefculos automotores 
possuem grande responsabilidade com a elevação dos níveis de 
poluição nas referidas localidades, ISto se dá em decorrêncta do 
aumento no consumo de combustíveis fósseis. Em 
determinados locais da Cidade de Silo Paulo o nível de 
poluição do ar chega a ultrapassar hmites máximos permitidos. 

A frota de ônibus à d1escl que c1rcula em São Paulo tem 
contnbuído consideravelmente com o aumento da poluição do 
ar. Logo há grande necessidade no uso de combustível com 
menor potenc1al de emissão de poluentes, de maneiro a 
proporcionar a diminuição do nível de polu1ção. 

Com a disponibilidade de gás natural na região sudeste, 
gasoduto Brasil-Bolívia. este combustível dcmostra ser boa 
opção para subslltuição do diesel nos ônibus de transponc 
urbano. No entanto há neccss1dade de se analisar os efeitos 
desta substnu1ção cm termos globrus. 1sto é. comparar a 
substituição de uma frota c não de um úmco veículo, 
observando o Impacto no meio. 

Em São Paulo o uso desta opção de combustível tomou-se 
obrigatório , de acordo com a Lei n" 12140, promulgada em 5 
de julho de 1996, a qual deterrruna que " as empresas 
prestadoras de scrv1ço de transpone coletivo integrantes do 
sistema mumcipnl de transponc coletivo deverão substituir seus 
vefculos movidos à diesel ou convener seus motores por outros 
movidos a gás natural. O número atual de veículos a gás na 
c1dade de Silo Paulo é de 16 1, e prevê-se que até o final do ano 
de 1998. a frota deva ser de 580 ônibus a gá~. Segundo 
informações da Asscsoria de Imprensa e Comunicação da 
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SPTrans, a substítu1ção dos vefculos vem ocorrendo de acordo 
com o Plano de Alteração de Combustívets-PAC. 

Neste trabalho o comparativo entre frotas foi realizado 
cons1dcrando-sc que a frota a diesel da cidade de São Paulo é 
formada por veículos fabncados pela Mercedes Ben1, 
especificamente com o modelo OH 1621-L. Os veículos a gás 
que triio substituir os veículos a d1escl também são do mesmo 
fabricante c com características semelhantes, o modelo 011 
1621-L a gás. 

De acordo com dados da SPTrans, os ônibus da cidade 
possuem uma vida econômica de aproximadamente 5 anos. 
Considera-se que os veículos terão um valor reMdual de 40% 
do mvestimento micial após a vida econõmica. 

Segundo dados divulgados pela SPTrans, o número de 
passageiros tmnsponados no ano de 1997 fo1 de 
1.611.024.762, com uma frota de 11.493 vefculos no mesmo 
perlodo, resultando em 810.904.618 km percorrido pela frota 
como quilometragem anual total. 

Os produtos de combustão do diesel tem como elementos 
CO, HC, NOx. SOx e matenal particulado. A combustão do 
gás natural produz CO, HC e NOx. 

Os preços dos combustíveis foram obtidos na Assesoria de 
imprensa e Comunicaçllo Social da SPTrans. O litro do diesel 
custa R$ 0.3464 e o gás natural RS 0.35 o m3• A passagem do 
ônibus unha um valor de R$ 0.90 no período analisado. 

ConseqUências dos Poluentes sobre a Saúde. A segu1r 
indica-~c os principais efeitos dos poluentes. provenientes da 
combustão sobre a saúde (CETESB, 1997). 

Monóxido de carbono (CO) : Liga-se 1'.1 hemoglobina, 
substância do sangue que leva o oxigénio às células, formando 
a carboxihemoglobma e diminuindo a oxigenação do sangue. 



Causa tonturas e vertigens, além de alterações no sistema 
nervoso central. 

Dióxido de enxofre ( S02) : Provoca coriza, catarro e danos 
irreversíveis aos pulmões. 

Ozônio (03) : Causa envelhecimento precoce. Diminui a 
resistência às infecções. Provoca imtação nos olhos, nariz e 
garganta e desconforto respiratório. 

Material particulado (fumaça, poeira, fuligem) : Agravam 
quadros alérgicos de asma e bronquite. Podem ser 
cancerígenas. As poe~ras mais grossas ficam retidas no nariz e 
na garganta. causando irritação e facilitando a propagação de 
infecções gripais. As poeiras mais finas ( pa.rúcuJas inaláveis ) 
chegam aos pulmões agravando casos de doenças respiratórias 
ou do coração. 

Hidrocarbonetos ( HC ) : Os aldeídos emitidos por vefculos 
a diesel e gasolina causam irritação aos olhos, nariz e garganta. 

Óxido de nitrogênio : Podem provocar desconforto 
respiratório, diminuição da resistência a infecções e alterações 
celulares. 

Limites de Emjssões. Os limites de emissões são 
recomendações apresentadas pelo CONAMA. Considerou-se 
nesta análise o~ limites para os anos de 1996 e 1998, os quais 
foram calculados de acordo com as condições de solicitações e 
carateristicas dos veículos analisados, ver Tab. 1. Para o limite 
de so2 foi adotado o valor de 5,95 g/km, o qual é recomendado 
por organizações internacionais (CE1ESB, 1997). 

Tabela I - Limites de emissões recomendados em glkm. 

1996 1998 
c o 25,26 20.62 
HC 6,18 5.67 

NOx 46,40 36,09 
SOx 5,95 o 

Mat. E.articulado 2,06 o 

ANÁLISE TÉCNICA-ECONÔMICA 

Considera-se, neste trabalho, que as frotas sejam compostas 
por veículos da Mercedes Benz do Brasil, especificamente por 
modelos OH 1621 - L a diesel e a gás. Assim, na análise 
econômica, será realizado uma comparação entre duas frotas de 
ônibus, uma formada por veículos a diesel c outra por veiculos 
a gás. De acordo com a SPTrans a capacidade de transporte de 
passageiros dos veículos a diesel e a gás é a mesma. logo as 
frotas possuirão o mesmo número de veículos. 

Na Tab. 2. são indicadas algumas das caraterísticas técnicas 
dos veículos analisados, as quais serão úteis para os cálculos de 
consumo de combuslfveis das frotas e emissões de poluentes. 
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Tabela 2 - Caraterísúcas técnicas dos ônibus a gá.~ e a diesel. 
Fonte: Mercedes Benz do Brasil, 1997. 

Diesel Gás 
Modelo OH 1621 - L OH 1621 - L 

Potência máxima 
(KW) 150 155 

Consumo específico em 
condix_ões de transito 2.4 km/litro 2 km/Nm3 

A frota de ônibus a gás necessita de uma estação de 
compressão, pois o gás natural é armazenado em cilindros de 
estocagem a uma pressão de aproximadamente 200 bar, e 
normalmente as linhas de distribuição encontram-se com o gás 
entre 20 a 30 bar. logo vê-se a necessidade de um equipamento 
para realizar este trabalho. As características da estação de 
compressão. assumida para realizar o abastecimento dos 
veículos. foram obtidas JUnto a Petrobrás Distribuidora 
(Machado, 1996). 

Na Tab. 3 são indicados os valores de investimento, custos 
e receitas. O cálculo econômico é realizado com o método do 
valor presente (Kaplan, 1983), indicados nas Eqs. (I) e (2), 
assumindo taxa de 15% ao ano. Considera-se constantes o 
consumo de combustível e receita durante o periodo da vida 
económica dos veículos. 

Os custos de investimentos nos veículos são compostos da 
soma dos custos de investimentos nos chassis e dos 
encarroçamentos, os custos dos chassis para ônibus a gás e a 
diesel. Mercedes-Bens. custam respecúvamente R$ 77.000,00 e 
R$ 56.000,00 (Pressionoti, 1997) .. o encarroçamento destes 
para a empresa CAIO custam respectivamente R$ 70.308,00 e 
R$ 58.508,00 (Mendes, I 997). Os valores dos veículos também 
podem variar de acordo com o quantidade negociada e da carga 
tributária do Estado, neste trabalho considera-se apenas os 
valores fornecidos pelos fabncantes. 

Tabela 3 - Dados para cálculo econômico. 

N° de vefculos 
Preço unitário do 

veículo 
(R$) 

Investimento total da 
frota 
(R$) 

Investimento em 
estação de 

compressão 
(R$) 

Custo total de 
combustível 

(R$/ ano) 
Receita anual 

(R$) 

Diesel 
11.493 

115.508 

1.325.234.844 

o 

117.040.566 

1.641.340.127 

Gás 
11.493 

147.308 

I .693.838.340 

1.045.000 

141.908.308 

1.641.340. 127 
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NPW,ib =R$ 3.668.216.867,00 

Com a aplícação dos dados da Tab. 3 na Eq. ( 1) e na Eq. 
(2). determinou-se que os valores presentes líquidos das frotas 
n gás e a diesel foram positivos indicando que as duas opções 
são viáveis economicamente. no entanto a frota a diesel obteve 
valor ligeiramente maior. 

Análise de Sensibilidade : Em função de possíveis 
incertezas em alguns parâmetros nos cálculos econômicos, 
realiza-se a análise de sensibilidade nos dados que podem 
sofrer variações, como custos de investimentos nos veículos e 
combustíveis, ver Fig. I. 

Nota-se que os valores presentes das alternativas de 
frota de ônibus são mais sensíveis com as variações nos 
investimentos nos veículos, no entanto são menos sensíveis 
com as variações nos custos dos combustíveis. 

-+- lnv..cim«110om6olbuo adi..., 

-+- lnvetttmef'ltO em onlbut • g;s 

-D- Culco do dlnel 

OArodoQh 

o 2 3 
Varlaçao dos parâmetros 

Figura I - Análise de sensibilidade nos dados para 
determmação dos valores presentes. 
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ANÁLISE AMBIENTAL 

Para a análise ambiental seria necessário os fatores de 
emissões reais dos dois tipos de veículos. No entanto, somente 
foram liberados pelo fabricante os fatores de emissl'io do 
veiculo a gás natural. Logo, para o veículo a dtesel, assumiu-se 
os dados de emissões estimados pela CETESB (Aiváres, 1997). 

Na Tab. 4, são indicadas as quantidades, em grama, lançado 
a cada quilômetro percorrido pelos ônibus. Nota-se que estes 
fatores estão abaixo dos limites recomendados pelo CONAMA 
para os anos de 96 e 98. 

Tabela 4- Fator de emissão dos veículos em g/km 

Diesel Gás 
c o 17.8 13,26 
HC 2,9 0.42 

NOx 13,0 15,82 
SOx 2.72 o 

Mat. Particulado 0.8 1 o 

Com o intuito de verificar a quantidade de poluentes, em 
toneladas anuais. lançado por estas frotas na cidade de São 
Paulo, faz-se a multiplicação da quilometragem anual total das 
frotas pelos fatores de emissões mostrados anteriormente (ver 
Tab. 5). 

Tabela 5 - Emissão de poluentes pelas frotas em ton./ano 

Diesel Gás 
c o 14434, 10 10752,59 
HC 235 1,62 340,57 

NOx 10541,76 12828,51 
SOx 2205,66 o 

Mat. particulado 656.83 o 

Embora os dois upos de veículos proporcionem menores 
fatores de emissões do que os recomendados pela CETESB. 
nota-se que a frota total de veículos provocará uma 
considerável descarga de poluentes no ambiente. 

CONCLUSÃO 

A análise economica indicou maior atrativo da frota a 
diesel em relação a de gás, no entanto faz-se necessário um 
estudo dos beneficios obtidos com a redução de emissão de 
poluentes no meio ambiente. 

As emissões de poluentes. dos veículos a gás foram 
menores do que os veículos à diesel, com excessão do NOx. 
Mesmo que os veículos a gás ten ham apresentado níveis de 
emissões mais baixos do que os vefculos a diesel, há 
necessidade de verificar o crescimento da emissão de acordo 
com o aumento da frota, e com isto definir limites de frota com 
a atual tecnologia. 
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The increasing pollution emitted to the environment from 
tntensíve utilization of oil products, main by gasoline and 
dtesel, by vehtcle tn cuy centres, has worse heallh of urban 
populauon. Narura.l gas demonstrates lower cmtsstons leveis. ln 
thts work Lhe viabllity of use lhe natural gas in fleet buses i.n 
the city of São Paulo is analised, in economic and 
cnvironme.ntal aspects. 
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RESUMO 
Neste trabalho é analisado o escoamento unidimensional e transitório de um fluido campres
sível no interior de dutos. São apresentadas as equações que governam o escoamento, paro 
o caso quando são levadas em conta as variações da área da seção do duto e a ocorrência de 
transferência de calor e atrito entre o gás e as paredes. O algoritmo de solução é descrito 
em detalhe. Paro efeitos demostrativos, foi simulado o processo de descarga de um tanque 
através de um duto. Os resultados da simulação são apresentados e discutidos. 

INTRODUÇÃO 

Escoamentos de fluidos compressíveis em dutos são fre
quentemente encontrados em uma série de aplicações de 
interesse para os engenheiros. Como exemplos de tais 
aplicações pode-se mencionar os escoamentos nos cole
tores de admissão e exaustão dos motores de combustão 
interna, o escoamento de combustível nas tubulações 
entre a bomba injetora e o bico-injetor nos motores 
diesel, escoamentos em linhas de ar comprimido, es
coamentos em gasodutos, etc. 

Para a análise desses escoamentos é necessário dis
por de ferramentas adequadas que permitam levar em 
conta os fenômenos de propagação de ondas que os ca
racteriza (1, 2). Neste trabalho, são apresentadas as 
equações que governam o escoamento transitório de um 
fluido compressível em um duto e é mostrado o algo
ritmo de solução baseado no método das características. 
A rotina de solução implementada segundo esse algo
ritmo foi utilizada para analisar o problema de descarga 
de um tanque contendo ar comprimido. 

AS E QUAÇÕES GOVERNANTES 

Para modelar o escoamento transitório de um flui
do compressível dentro de um duto considerou-se a 
hipótese de escoamento uoidimensional e levou-se em 
conta a possibilidade de variações da área transversal 
do duto e a ocorrência de transferência de calor e atrito 
entre o fluido e as paredes sólidas. Para este caso, as 
equações de balanço de massa, de quantidade de movi
mento e de energia podem ser escritas em função das 
derivadas da pressão p , da velocidade w e da entropia 
s . A forma matricial dessas equações é [3) 

8U + A 8U = f 
8t 8z 

élp 
w 
o 

{1) 

~ ) 
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( 

p (k- 1) (q + wF) - pw:;. ~ ) 
! = - F 

~(q+wF) 

F = fJ .i_ lwl w
2 

Dd w 2 

A área de escoamento; 
c velocidade local do som no fluido; 
Dd diâmetro do duto; 
iJ coeficiente de atrito: ft = {2rw)/(pw2); 

k relação de calores específicos; 
q taxa de transferência de calor por unidade 

de massa; 
R constante do gás; 

tempo; 
z coordenada espacial; 
p densidade local do fluido. 

Este sistema de equações é linear em relação às 
derivadas do vetor U , por isso se diz que ele é quase
linear. Os sistemas quase-lineares que apresentam a 
forma da Equação (1), nos quais a matriz de coefi
cientes A exibe auto-valores reais e diferentes entre 
si, são chamados de si$temas hiperb6licos [4). Os auto
valores 'Yi da matriz A são definidos como as raízes da 
equação característica det(A- 'Y I) = O. Utilizando 
esta definição, obtém-se os seguintes auto-valores da 
matriz de coeficientes 

11=w+c 12=w-c /3 = w 

como estes auto-valores são reais e diferentes entre si, 
conclui-se que a Equação {1) representa um sistema 
hiperbólico. 

Provavelmente, as técnicas em diferenças finitas 
baseadas no esquema de Lax-Wendroff e o método das 
curvas características sejam os métodos mais difundi
dos para resolver os sistemas hiperbólicos. Ames [5] 



destaca que os métodos em diferenças finitas são apro
priados para os casos onde as soluções são "bem com
portadas" no domínio de cálculo. Kruglov e Mednov (6] 
anotam que nos casos onde ocorrem variações abruptas 
das propriedades do fluido, o método das características 
tem permitido obter resultados bastante precisos. 

As curvas características constituem o sistema de 
coordenadas natural para os problemas hiperbólicos. 
Neste sistema de coordenadas, as equações em deri
vadas parciais definidas em todo o domínio podem 
ser expressas como equações diferenciais ordinárias 
definidas ao longo das curvas características. 

As equações das curvas características são obtidas 
resolvendo-se a igualdade det(A- dz/dt I) =O. Esta 
igualdade expressa a condição necessária para que o sis
tema de equações formado pela Equação (1) e pelas ex
pressões para os diferenciais das variáveis dependentes 
(p(z, t), w(z, t) e s(z, t)) apresente singularidades. As
sim, as equações das curvas caracteísticas resultam 

dz dz dz 
dt = w +c dt =w -c dt =w 

As curvas características representadas pelas duas pri
meiras equações acima, são chamadas de linhas de 
Mach. A curva característica representada pela terceira 
equação é a trajetória das partículas de fluido. 

A condição necessária para que a Equação (1) te
nha solução ao longo das curvas características é repre
sentada pelas chamadas equações de compatibilidade. 
Estas equações expressam a condição de igualdade en
tre o posto ( rank) da matriz ampliada e o posto da 
matriz de coeficientes, ou, o que é o mesmo, a condição 
de determinante nulo de uma matriz formada por seis 
colunas quaisquer da matriz ampliada. As equações de 
compatibilidade resultam 

Linhas de M ach 

k-1 k-1 c 
(dc)moch ± - 2- (dw)moch = - 2- kR (ds)moch+ 

- --- + (k -1)- (q+wF) =F F dt(2) k - 1 ( WC dA 1 . ) 
2 A dz c 

Linha de trajet6ria 

kR 
(ds),oth = él (<i+ wF) dt (3) 

A dedução detalhada destas equações pode ser en
contrada em Velásquez (3). 

NORMALIZAÇÃO DAS EQUAÇÕES 

Através da definição de um estado de referência do flui
do e de um comprimento de referência Zref , as equações 
das curvas características e as relações de compatibi
lidade podem ser expressas em termos das seguintes 
variáveis adirnensionais 

t = Cref t 
Zref 

c 
c=--

Cre! 

z 
z=-

Zref 

w 
W = Cref 

p 
p = Pre/ 

s - Sref 
s= R 

Além disso, deve ser observado que as equações de 
compatibilidade ao longo das linhas de Mach são ex
pressas em função de três diferenciais - da velocidade 
do fluido dw ; da velocidade do som de e da entropia 
ds . Entretanto, estas equações podem ser expressas em 
termos de apenas dois diferenciais usando as variáveis 
de Riemann(>. e /3) e a variável nível de entropia CA, 

definidas da seguinte forma 

k-1 
>.=c+ -

2
-w 

k-1 
f3=c- -

2
- w 

(
k -1 ) 

CA = exp """2k 8 

Assim, as equações das curvas características e as 
relações de compatibilidade, resultam 

Característica À {linha de Mach} 

dz = (w + c)dt 
c 

(d>.h = -(dcAh 
CA 

k -1 (wcdA + 
2 A dz 

{4) 

k-1 ) --c-(q+wF)+F dt (5) 

Característica {3 {linha de Mach) 

dz = (w- c) dt 
c 

(d{3)p = -(dcA){J 
CA 

k - 1 (wcdA + 
2 A dz 

{6) 

k-1 ) --c-(q + wF)- F dt (7) 

Linha de trajet6ria 

dz = wdt 
( ) k -1 CA . 
dcA path = -

2
- ~ (q + wF) dt 

F = fJ 4Zref lwl w2 
Da w 2 

. Zref q=qr 
r e/ 

PROCEDIMENTO DE SOLUÇÃO 

(8) 

{9) 

O método de solução adota.do neste trabalho baseia
se no esquema proposto por Benson (1, 2, 7, 8). To
·davia, várias alterações têm sido introduzidas visando 
obter uma solução mais acurada e mais consistente com 
as características físicas do problema. Algumas destas 
modificações foram motivadas pelos trabalhos de Payri 
et alii (9, 10), enquanto que outras têm surgido no 
próprio processo de otimização do algoritmo (3). 
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A Malha de Cálculo. 

Para a integração numérica das equações, a malha de 
cálculo é construída dividindo-se o comprimento do 
duto Ld em n - 1 partes iguais e definindo-se n nós 
(em cada extremo do duto deve haver um nó). Além 
dos pontos nodais, devem ser escolhidos m pontos cor
respondentes às partículas sobre cuja trajetória se fará 



a integração da Equação {9) (também neste caso, os ex
tremos do duto devem ser contemplados). Considera
se que em um determinado instante t são conheci
das a velocidade e as propriedades termodinâmicas 
do fluido (condições iniciais). A partir da solução 
conhecida em (z, t) as equações de compatibilidade 
são integradas sobre as correspondentes curvas carac
terísticas, determinando-se a solução em (z, t + 6t). 
O passo no tempo 6t é escolhido de forma a satisfazer 
o critério de estabilidade de Courant, o qual expressa a 
condição necessária para que o maior deslocamento de 
uma perturbação no fluido não exceda a distância entre 
nós vizinhos 6z . Assim, 

6t < 6z 
(lwl + c)moz 

Cálculo da Variável Nível de Entropia. 

Conhecendo-se a velocidade das partículas no tempo t , 
as suas novas posições em t + At resulta 

z~+at = z~ + w~ 6t 
' ' :J 

j = l. .. m 

Deve-se levar em conta o fato que, ao considerarmos 
que a velocidade de cada partícula é constante durante 
o passo de integração, surge a possibilidade de ocorrer 
interseção de linhas de trajetória. Isto não tem con
sistência física e deve ser evitado reduzindo-se conve
nientemente o passo de integração. 

O nível de entropia das partículas no tempo t+6t 
é determinado pela seguinte expressão 

c~jat = C~j + (dCA) 6t 
dt path 

onde a derivada dcA/dt é calculada no ponto (z;,t), 
pela Equação (9). 

Deve ser notado que quando ocorre saída de gás do 
duto, o número de partículas dentro do duto pode resul
tar diminuído. Além disso, como as partículas se deslo
cam na direção da saída, elas tendem a se concentrar 
nessa região. Para manter o espaçamento e o número de 
partículas, a cada passo de integração devem-se resti
tuir as partículas que sairam colocando-se uma nova no 
extremo onde ocorreu a saída e as outras (caso tenham 
saído mais de uma) no meio dos maiores 1'vãos" entre 
as partículas que permaneceram dentro do duto. 

No caso quando ocorre entrada de fluido por um 
extremo do duto, uma nova linha de trajetória deve 
ser gerada incluindo-se uma nova partícula nesse ex
tremo. Neste caso, admite-se inicialmente que o nível 
de entropia da nova partícula é igual ao que tinha a 
partícula que no instante anterior ocupava essa posição. 
Posteriormente esse valor deve ser corrigido ao impor 
as condições de contorno. 

Para o caso quando a entrada de gás caracteriza 
mudança no sentido do escoamento, adotou-se o es.. 
quema proposto por Payri et alii [10]. Esses autores 
propõem gerar não apenas uma, mas duas novas linhas 
de trajetória. Dessa forma, é possível representar com 
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maior precisão as variações abruptas no nível de en
tropia que podem ocorrer nos casos quando o estado do 
fluido que entra no duto é muito diferente do estado do 
fluido que já se encontra dentro dele. 

Quando ocorre entrada de gás por um dos ex
tremos, seja caracterizando mudança no sentido de es.. 
coamento ou não, o número de linhas de trajetória 
resulta alterado, uma vez que a inclusão de novas 
partículas nos extremos geralmente não é compensada 
com a saída de outras. Nesse caso, para restituir o 
número inicial de partículas, deve-se descartar tantas 
partículas quantas houverem em excesso, procurando
se minimizar as alterações causadas na curva de dis
tribuição da variável nível de entropia ao longo do duto. 

Conhecendo-se as posições das partículas e seus 
níveis de entropia no tempo t + 6t , o nível de entropia 
nos pontos nodais é determinado por interpolação. 

Cálculo das Variáveis de Riemann 

A partir dos valores das variáveis de Riemann no tempo 
t , e da distribuição da variável nível de entropia no 
tempo t + 6t , é possfvel calcular À e {3 no final 
do passo de integração em todos os nós internos da 
malha. Além disso, o valor da variável {3 no extremo da 
esquerda e o valor de À no extremo da direita podem 
também ser determinados. Uma vez que o procedimen
to de cálculo é o mesmo para À e para {3 , só o cálculo 
de À será descrito. 

O esquema adotado consiste em determinar para 
cada nó interno e para o nó do extremo da direita, a 
posição do ponto P pelo qual passa, no tempo t , a 
mesma >.-característica que em t + 6t passa pelo 
nó em questão. A Figura 1 mostra o ponto P cor
respondente ao nó z,. Em seguida, determinam-se 
(por interpolação) os valores das variáveis À e CA no 
ponto P . Após isto, calcula-se o valor de À na posição 
(z1, t + 6t) , usando a seguinte equação 

À(zi, t + At) = À(zp, t) + (~~)À 6t 

onde a derivada (dÀjdt)>. é avaliada no ponto (zp, t) , 
pela Equação (5). A derivada (dcA/dt )>. que aparece 

Figura 1: Domínio de localização do ponto P. 



poss1bihtando a Simplificação dos processamentos. p01s como Já 
fo1 menc1onado não há preocupação com escalas 

Uma tfp1ca série de torques mdicados, obuda dessa fonna, 
está representada no gráfico da Figura 2, tendo o ângulo do e1xo 
motor como abcissa. 

F1gura 2- Torque dev1do ao gás em um c1hndro. em função do 
ângulo do e1xo motor. 

Observa·se na Figura 2 que os torques cm cada fase de 
compressão (valores negauvos) são Slgllllicauvos c devem ser 
somados aos torques da fase de expansão (valore~ posuivos) que 
ocorre simultaneamente em outro cilindro. 

Em vtnude da uuluação de um sensor de pressão apenas no 
pnme1ro c1hndro, não se conhece a evolução da pressão nos 
dcmats. porém as pressões da fase de compressão de:.te pnme1ro 
c1hndro podem substituir as pressões das fase de compressão dos 
demais cilindros, pois como observa-se na Figura 2, as pressões 
durante as fases de compressão não apresentam variações 
significativas de c1clo para ciclo, ao contrário das fases de 
e\pansão. que apresentam grandes variações dev1das. em grande 
pane. à natureza aleatóna da turbulência. que altera a composição 
da m1stura combustfvel-ar nas vizinhanças da vela no mstante de 
1gnição, com alterações no apro\·eitamento da mistura. 

Os torques dev1dos às fases de exaust11o c admissão 
correspondentes aos outros dois cilindros podem ser 
desconsiderados. pois como foi descrito antcrionnente. as 
pressões no intenor dos c11indros nessas fases são 
aproxunadamente •gurus à da atmosfera e são quase anuladas pela 
pressão atmosfénca no mtenor do caner. 

0:. torques méd10s md•cados e as componente\ espectrais da 
aceleração foram calculados apenas durante os Intervalos 
correspondentes às fases de expansão do pnmeiro cilindro. 

As componentes espectrais foram obtidas aplicando-se o 
algoritmo de Gocnzel no cálculo da Transformada Discreta de 
Founer. Tal algoritmo denva de uma forma mais eficiente da 
•mplcmemação d1reta da DFf. melhorada pelo uso da regra de 
Homer na fatoração do pohnônuo dos coeficientes de Fourier, o 
que reduz. o custo computacional no cá.lculo de uma componente 
e~pcctral. Esta 1mplementaçilo leva a um filtro recursivo de um 
polo, que por sua vez pode ser transfonnado cm outro de duplo 
polo, podendo este último ter sua topologia alterada de modo a 
dumnuir ainda mais o custo computac•onal. Este procedimento 
final é denonunado algontmo de Goenzel. 

O smal provementc do acclerômetro fo1 submeudo a um liltro 
"anu-ahasing", com a finalidade de atenuar os ruídos 
provenientes de d1verso~ fenômenos que ocorrem no mtenor do 
motor e que alcançam o sensor através de en11ssão 
acústica. Estes ruídos cnracteritam-sc por apresentarem 
componentes espectrats significativas cm freqUências elevadas, 
que se não forem atenuadas poderão contaminar o espectro na 
reg•ilo de mteresse, quando do uso da Transformada D1screta de 
Founer (" al1asing" ). Pode-~e observar na Figura 3 a presença 
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de componentes espectrrus sigmficauvas nos extremos do 
espectro. que é um fone mdicativo da ocorrênc1a de "aliasing" 

, freqüêneia de explosões 

I' dobro da freqOêneia de explosões 

I' triplo da freqOência de explosões 

freqOênoio 

Figura 3- Espectro típtco da aceleração angular do bloco captada 
por um acelerômetro sem o uso do filtro "anu-aliasing". 

Com a finalidade de se e\ltar o "ahasmg" fo1 uuhz.ado um 
,filtro passa-baixa com aproximação de Chebyshev de quana 
•:>rdem para resposta de magnitude ideal, com uma inclinação de 
atenuação de 80 Oh/década. Foi ajustada uma freqUência de 
t:onc de 600 Ht:, definida a partir da máxima rotação a ser 
atmgida pelo motor (3600 rpm), da máxima componente 
upectral analisada (360 Hz) e do aproveitamento da fa1xa de 
r.esposta plana do filtro. 

A hnutação do cálculo das componente espectrais até o tnplo 
d.:t freqüência de explosões deve-se ao fato de que. além deste 
li mJte a relação sinal-rufdo ptora consideravelmente, conforme 
pode ser verificado no espectro úpico da aceleração angular do 
bloco do motor mostrado na Figura 4. 

, freqOência de explosôes 

(' dobro da Ú'c!<tOência de explosões 

I Lriplo da freqOência de ex1Jiosões • 

freq0ênCI8 

Figura 4- Espectro típ1co da aceleração angular do bloco captada 
por um acclcrômetro com o uso do filtro "anti-aliasing" . 

A!> aqws•ções dos dados foram fe1tas com o motor itrando 
cm 14 d1ferentes rotações, •gualmente d1stribufdas entre 1000 e 
3600 rpm e para cada uma destas rotações foram Impostos 12 
d1 fere ntes valores de torque observado, espaçados cm intervalos 
aprox1lmadamentc lgua•s. Estes valorl!s de torquc · foram 
estabc·lecidos de forma a variar entre o menor dos valores 
máxtnlOS desenvolvidos pelo motor a cada rotaç3o e o maior dos 
valores mínimos em que, a cada rotação, o controlador do 
dmamômetro manteve o motor funciOnando regularmente. 
Forarn realizados ajustes no controlador nutomáuco de rotaç3o 
do fr.t:io e na pos1çl'lo da borboleta, de forma a se obter, 
rcspct;tivamente, os diferentes valores de rotação c carga. 

C:ada uma das aquis1ções de pressão e de aceleração foram 
reahL adas durante 40 giros do motor, o que corresponde a 6120 
pontos amostrados, uma vez que o volante pos~ui 153 dentes e 
cada um deles d1spara uma conversão analóg•co-d1g1tal. 
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Figura 2: Determinação do posição do ponto P . 

na Equação (5), é calculada pela seguinte expressão 

(
dcA) = CA(Zi,t+~t) -CA(zp,t) 
dt ~ ~t 

Para encontrar a posição do ponto P , é preciso 
que seja identificado, inicialmente, o domínio no qual 
ele se encontra. Uma primeira informação sobre a 
posição do ponto P pode ser obtida determinando-se a 
direção da À-característica que passa por (z,, t) . Isto 
é feito calculando-se a derivada (dtfdz)~ no ponto 
(z., t) (Figura 1). Se esta derivada for positiva, o 
ponto P se encontrará à esquerda da posição Zi . Se 
ao contrário, a derivada (dtfdz)>. resulta negativa, o 
ponto P estará à direita da posição z; . O domínio de 
localização do ponto P pode ainda ser delimitado se 
se leva em conta o fato que ao satisfazer o critério de 
Courant se garante que o maior deslocamento de uma 
perturbação durante o passo de intergração t!.t , não 
excede a distância entre nós vizinhos. Isto equivale a 
dizer que o ponto P não pode ficar afastado da posição 
z; em uma distância maior que o passo espacial tl.z . 

Para determinar a posição do ponto P, neste tra
balho foi adotado o procedimento iterativo proposto por 
Payri et alii, ilustrado na Figura 2. Nesta figura, Q 
é o nó no qual se deseja determinar o valor de >., e 
I- 1 e I são os pontos nodais entre os quais se encon
tra o ponto P . Prolongando os segmentos de reta que 
representam as À-características que passam por I - 1 
e I, determina-se o ponto de interseção Oo . Unindo 
os pontos 0 0 e Q determina-se Po sobre a linha t , 
que é a primeira estimativa da posição do ponto P . 
Após isto, verifica-se se a À-característica que passa 
por P0 efetivamentc chega no ponto Q. Para isto 
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Dd 

~ 
Figura 3: Descarga de um tanque através de um duto. 

calculam-se, por interpolação, as variáveis >. e {3 no 
ponto Po e determina-se o ponto Q0 , onde chega a 
À-característica. Para este cálculo utiliza-se a seguinte 
expressão 

ZQ0 = Zp0 + (:) ~ t!.t 
onde a derivada (dr.fdt )>. é calculada no ponto Po . Se 
a distância 6z , tomada entre os pontos Q0 e Q, for 
menor que um valor (6z)" estipulado a prion, admite
se que o ponto P coincide com Po . Se este critério de 
convergência ainda não tiver sido satisfeito, o procedi
mento deve ser repetido. 

DESC ARGA DE UM TAN QUE 

O algoritmo acima descrito foi usado para simular um 
processo hipotético de descarga de um tanque através 
de tu:n duto {Figura 3). A Tabela 1 mostra os dados 
usados para definir o problema. 

Foi admitido que a abertura da válvula ocorre 
como mostrado na Figura 4, e que as temperaturas das 
paredes do tanque e do duto permanecem constantes 
(300 K). Além disso, para determinar o calor trocado 
entre as paredes do duto e o gás que escoa dentro, foi 
utilizada a correlação de Petukbov, Kirilov e Popov (11]. 

A Figura 5 mostra o número de Mach na seção 
de garganta da válvula e as Figuras 6 e 7 mostram as 
distribuições de pressão e de temperatura ao longo do 

Tabela 1: Dados do problema. 

Diâmetro do tanque (Dt), [m] 
Altura do tanque (H), (m] 
Diâmetro do duto (Dd), (m] 
Comprimento do duto (L), [m) 
Pressão inicial no tanque, [bar] 
Temperatura inicial no tanque, [K] 
Pressão externa, [bar] 
Temperatura externa, fK) 
Fator de atrito no duto 

0,600 
1,000 
0,080 
2,000 
4,00 
300 
1.00 
300 

0.005 
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Figura 4: Área efetiva de passagem na válvula. 
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Figura 5: Número de Mach na válvula. 

duto, nos instantes iniciais do processo de descarga. Na 
Figura 6 pode-se ver que com o início da abertura da 
válvula, uma onda de pressão de grande amplitude se 
propaga ao longo do duto atingindo o extremo livre 
em aproximadamente 4.5 milissegundos. Esta onda de 
pressão é refletida como uma onda de rarefação que 
se desloca na direção da vávuJa. A Figura 7 mostra 
que o ar que deixa o tanque no início do processo de 
descarga comprime o gás que está em repouso no duto, 
provocando o aumento de sua temperatura até aprox
imadamente 375 K. Como o escoamento neste período 
inicial da descarga é sônico ou ligeramente sub-sônico 
(Figura 5), o ar aquecido atinge o extremo livre do 
duto apenas alguns instantes depois da chegada da onda 
de pressão (aproximadamente em 5 milissegundos). A 
onda de rarefação que se propaga a partir do extremo 
livre provoca a expansão do ar no duto e, consequente
mente, a queda de sua temperatura. 

As Figuras 8 e 9 mostram a variação da massa de 
ar no tanque, para os casos quando são utilizados du
tos com diferentes fatores de atrito (Figura 8) e com 
diferentes formatos (Figura 9). Os formatos conside
rados para a análise são mostrados na Figura 10. Como 
se espera, os resultados mostram que as condições 
que caracterizam maior resistência hidráulica ao escoa
mento (aumento do fator de atrito e diminuição da 
área de escoamento) levam ao aumento do tempo de 
descarga. 
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Figura 7: Temperatura no duto no início da descarga. 

CONCLUSÕES 

No trabalho foram apresentadas as equações que go
vernam o escoamento unidimensional e transitório de 
um fluido compressível. Foi mostrada a natureza 
hiperbólica do problema e foram deduzidas as equações 
das curvas características e as correspondentes relações 
de compatibilidade. O algoritmo de solução foi descri
to detalhadamente, enfatizando-se o procedimento de 
cálculo das variáveis de Riemann e da variável nível de 
entropia. Este algoritmo foi usado para analisar o pro
blema (hipotético) de descarga, através de um duto, de 
um tanque contendo ar comprimido. A análise mostrou 
a formação de uma variação abrupta da temperatura 
durante o período inicial da descarga, semelhante a uma 
pulsação. Esta pulsação se desloca na direção do outro 
extremo do duto, sofrendo atenuação (devido à ex
pansão do gás e à difusão de calor). A correspondência 
entre as soluções obtidas para as distribuições de tem
peratura e pressão no duto foi devidamente comentada. 
Além disso, foi analisada a infiuência do formato do 
duto e da rugosidade da superficie interna do mesmo. 
Como esperado, obteve-se que o tempo de esvaziamento 
aumenta com o aumento do fator de atrito e com a 
diminuição da área de escoamento. 

Destaca-se que os resultados obtidos não foram 
contrastados com resultados experimentais. Esse deve 
ser o próximo passo na continuação do trabalho. 

o 
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ABSTRACT 

Equations goveming the unidimensional un.steady fiow 
through ducts are presented taking into consideration 
the fiuid compressibilitiJ, the variation of the duct cross 
section, and he4t transfer and friction between the gas 
and the duct walls. The algorithm of the solution ob
tained using the method of characteristics is described 
in details. This solution is used to simulate the dischar
ge process of a reservoir containmg high pressure air. 
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SUM.MARY 

A rapad ch.emical equtlibríum composttion modPl WttS a.pplied to calcula.te the mam combwtion 
prodt~ct.s from spa.rk i,qnition engines. The ktnetic concentra.tion of oxides of nítrogen were evaluatcd 
ba.sed on tlletr equilibnum concentra.tion. To tJalidate the model, cxperimenL! were carried out in a 
.stngle-cyhndt>r resean:JI. engine. Re.sults forCO, COz, Oz and NOx emi.mon.s show good agreemenL 
betwcen model and expt>riments for varicd arr-fuel mtto, speed, agnition timing, oomprus1on ra.tio and 
cylinder wall1empera.turc. 

INTRODUCTION 

A quick mcthod l.o evaluate tho chenúcal l'quilibrium 
composition of hydrocarbon combustiou products was uti
lized in a. spark ignition engine cycle s imulation program 
(Sodré, 1!195). The method considera a. chemica.l system in 
which t.en epecies are in equilibrium: water 'Vapor {HzO), 
carbon dioxide (COz), carbon monoxíde (G'O), oxygen (02), 
hydrogen (/lz), nitrogen (Nz), hydrogen mona.tomic (H), 
oxygen monal.omic (0), hydroxyl (OH) and oitric oxide 
(.·VO). The method rcduces a system of ten equations to 
only two equations to be aolved, being that Lhe key for a. 
fast computation. The method ba.s been proposed and de
scríbed by Erickson a.nd Prabhu ( 1986). 

The maio sim of this work is to prcdict the P.xham:t con
C"cntmtions of carbon monoxide ( CO) a.nd oxides of nitrogen 
(NOx), which ure among the rcguJnted pollutants emit
tcd frmn intl'mal combustion cngines (other regula.ted pol
lu~ants are unbumed hydrocarbons (H C)). Cnrbon dioxide 
(C'02) is alllO an elcmcnt of interest in Uús work, due to 
growing conccrn about global warmiug (Sawyer, 1990). Car
bon monoxidc is formed from incornpletc combusiion dueto 
lack of oxygen, bcing, thus, related to rich fuel/ a.ir mixtures. 
Oxides of nitrogen are basically composed by rutric oxide 
(.IVO) and s rna.IJ proportions of niLrogen dioxide (N02), 
and are formcd at Lho high te.mpera.Lurcs d uri11g combus
tton. As Lhe Lime required by 1\' O to reach its <"hemical 
equilibrium i.s longer Lhan the cooling period of the burned 
ga.setl during expansion, its concentration in Lhe exbaust is 
generally higher Lhan equilibrium equa.Lions would suggest. 
Like carbon monoxide, oxides of oitrogcn have ~oxic effects, 
and when combincd with hydrocarbons under suulight fonn 
photochcmical smog. 

RATE-CONTROLLED NITRIC QXIDE FORMATIQN 

The conoentration of NO exhausted is generaUy bigher 
than that. predicted by chemica.I equilibrium compoeition 
et~lculations. That is explained by tha fa.ct tbat NO w 
mainly formed from non-equilibrium rel).(:tions which tako 
place in thc oombustion 1:hamber as a. result of lhe oxidar 
L10n of atmospheric molecular rutrogcu. Tbe NO fonnation 
process is described by Hcywood (1988), a.nd i.s here summar 
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rizcd. The group of rcactions, called the extendod Zeldovirh 
mcchauism, is 

~c+ 
I 

O+N, ~ NO+N ,.-
1 

lc;t 
N+02 ~NO+O 

~e; 

rtt 
N; OH~ NO+ H 

~c; 

{1) 

{2) 

(3) 

where kt and k; are ihe forward and reven;e roact.ion rate 
constants. The rale of formation of NO via Eqs. (1 }-(3) is 
given by, 

d(NO' = k t(OJIN2 J + J4'[NJ[Oz] + k3[NJ[OHJ- (4) 
dt 

k![NO][NJ- k:j'[NOIIOI- k3 [N01[HJ 

where d'NOl/dt is givcn in m.oljcm8 .s. 
Similarly, ihe rate of formation of N is eo written, 

d~~~ = kt iOj!Nz]- kt[N]I02j-~ [NJ:OHJ- (5) 

k! [NOJ.N] + k;(NO;[O] + ~ [NOJIH 

As the concentration of N is much lower than the othcr 
species bcing considerr.d, an assumption is ma.de tha.t it r~ 
m&ins constant through the time. Tberefore d[N]/át b~ 
comes zero and Eq. (5) ca.n be rewrilten, 

[N] = kf[OJIN2; + ki [NOJ[OJ + k3(NOj[H] 
-ki(NO]- kt[02]- k[[OHJ 

Using Eq. (6) to elirniuate [N in Eq. (4) results, 

(6) 

d(~OJ = {2(kf kt[02] + kf kt [OHj) OJIN2] - (7) 

(k1 ~(O)- kík;[H])[N0]2
} / 

{kl [NO. + kd [02; + kt[Ol!J} 



Table 1- Rate constants for NO formation mechan.ism. 

Reaction Rate Constant (cm3 jmol.s) 
Of.N2 ~NO+N 
NO+O~N+02 
NO+ H -+N+OH 

kf = 7.6 x 1013 exp ( -38000/T) 
kz = 1.5 X 1011Texp(-19500/T) 
ki_ = 2.0 x 101" exp (-23650/T) 

As an approximation, tbe concentrations of O, 02, OH, 
H and N2 are set to be equal to their equilibrium values at 
lhe local pressure and equilibrium temperature. From the 
rcactions pictured in E)qs. (1)-(3) it can then be written, 

kt(O]e(N2]., = ki[NO].,[N]., {8) 

kt[N]e[02]c = Jc;[NO).(O]., (9) 

k;t" iN].[OH]., ::: k$(NO).,(H]. (10) 

where the subscript e denotes the chemical equilibrium con
rlition. 

.Equations (8)-(10) are used to rearrange Eq. (7), fumish
ing tbe following expression, 

d[NO] _ 2R1{1- ((NOJ/(NOJ.,)2
} 

~- 1 + ([NO]/(NO]e)Rt/(Rz + R.a) 
(11) 

where, 

R1 = k~ [O).[N2]e (12) 

R2 = k2(NO).,(O]e (13) 

Ra = k3 [NO]. [H]. (14) 

Tbe reactlon rate constants k; for Eqs. (12)-(14) are gi\o-en 
in Ta.ble 1. 

The rate d[NO] fdt is approximated to the variation in 
nitric oxide concentration in time intervals correspondin.g to 
the crank augle steps set for the oombusiion period. Thus, 

d(NO] = _l_ d[NOl 
dO 360w dt 

(15) 

EXPER.TMENTS 

Experiments were carr1ed out on a single-cylinder spark 
tgnition researcb engine to compare with the mode] predic
tíons. The engUle featured a disc-type combustion cham
ber and an off-center spark plug. Tbe investigated engine 
parameters were varied one a.t a tum, while kceping the 
others constant. Coolant water and lubrica.ting oil temper
aturas were kept at the same value for each test, to be a. 
reasonable representation of the cylinder wall tcmperature. 
Tbe baseline engine conditions during the tests are shown 
in Table 2, unless otherwi...-.e stated. Commercial gasoline 
a.nd isooctane fuel were tested. The Ja.iter fuel was used 
due lo its similarities to gasoline. Being a pure fuel, lhe 
properties of isooctane are more easily detennined, malóng 
compa.risons with tbc model more realistic. 

Gas sa.mple was taken from the exh&ust pipe, in a close lo
catiou to the port. Tbe concentrations of carbon monoxide 
(CO) and carbon dioxide (002) in the exhaust v.:ere me~ 
.. ured with a non-dispersive inrrared (NDIR) equipment. A 
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Table 2- Baselinc engine conditions. 

Bore ...................... . 
Stroke ............. . . .. .... . 
Connecting rod length ..... . 
Speed ............ ......... . 
Compression ratio ....... . . . 
Coolant & oil temperature .. 

76.22mm 
1 11.23mm 
24l.30m 
1500rev/min 
8.0 
10°0 

Valve timings . . .... ... .... . EVO 143, EVC 365 
rvo 357, 1vc sss 

p&ra.magnetic oxygen a.nalyzer was used to determine thc ex
haust concentration of this gas. Oxides of nitrogen (NO.,) 
were measured with a chemiluminescent a.nalyrer. 

RESVLTS 

The measured and the calculated exhaust conoentralions 
of CO, C02 and 02 on a dry basis are shown in Fig. 1. The 
modcl predictions are ba.sed on t he equilibrium equations. 
The curves generated by the model and tbe experiments in
dicatc the sarne trends for a!J the species throughout the 
range tested. The model predictions for COz concentra
tious a.re slightly higber tba.n Lhe measured ones. For 02 
t he model rather underestimates the experiments, but for 
CO there is an ali round agreement. C'O is seen to rise 
for ricb mixtures, as there is not enough oxygen to burn a.IJ 
the carbon iu the fuel to 002, but keeps a. low concentrar 
t ion level in the lean side. The exoess of air in lean mixtures 
ensures a lúgh exba.usi oxygeu concentra.tion, as not a.ll oxy
gen admitted is used lo burn Ll1e fuel molecules. ln the rich 
side the oxygen in tbe air admitted by the engine are fully 
required to burn the excessive amounl of fuel, a.nd the ex
haust 02 concentration is low. C02 reaches its peak at the 
stoichiometric condition, when combustion is complete. To 
get to the dry concentrations of these species the following 
equa.tion wa.s applied, 

x., 
X,d = l-XH20 (16) 

wbere, XH2 o is the molar concentra.tion of water -..apor 
(non-dimensional), X;d is the molar conoentration of species 
i on a dry basis (non-dimensional) and X;.,, is tbe molar con
cent.ration of species i on a v.~t bW:~is (non-dimensional). 

Figure 2 diBplays the rnea.sured 00, OOz and 02 exhaust 
concentralions on a dry basis when ga.."!oline was used as fuel. 
The figure shows similarities witb tbe curves produoed by 
isooctane fuel. 'Nhen engine speed, ignition timiog, com
pression rntio and coolant and oil temperature were varied 
none of those species have shown any signüicant cbange in 
concentration, therefore it wa.s found unnecessary to plot 
tbem here. 

F igures 3 to 7 fcature the mcasured NO: a.nd calculated 
NO concentrations for va.riations in a ir /fuel rat.io (A/F), en
gine speed, iglútion timing, oompression ratio and coolant 
and oil lemperature. Althougb oxides of nitrogen (NO..,) 
is a group formed by nitric oxide (NO) and nitrogen diox
ide (N02), in spark ignition engines tbe ratio N02/NO is 
negligible and, thus, njtric oxide alone is a reasonable rcp
resentation for NO., (Heywood, 1988}. The rate constant 
k3 bas been a.djusled to make tbe model agree with the 
experimente, in a similar procedure a.dopted by uwoie and 
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Blwnberg (1980) and Cerciello (1995). The model presents 
the sarne lrends as the experimenta for aJJ tbe varied pa
rameters, but predicts a higher concentration peak when 
t.he air/fuel ratio effects were investiga.ted . The NO for
mation is primarily dependem on the temperature reacbed 
by the mixture in the cylinder and the amount of oxygen 
availa.ble. With the combination of these two pararneters, 
the NO concentration is seen from Fig. 3 to reach its peak 
at a m.ixture slightly lean, with a fueljair equivalence ta
tio around 0.92. From Figs. 4 to 7, t he NO concentration 
is observed to rise with reduction in speed, advanced igni
tion, high compression ra.tio and lligh coolant and oil tem
perature. ln aJJ t)tose cases the peak temperature in t he 
cylinder is aJso higher. Figures 8 to 12 depict the measured 
exha.ust NOs concentralions for va.riations of thc sarne en
ginc parnmeters with gasoline as fuel, wbich compare with 
thc curves obtained for isooctanc. 

CONCLUSIONS 

A rapid chemical equilibrium composition calculation 
method bas been applied to predict the exhnust concentra
tion of the combustion products from spark ignition engines. 
Based on the equilibrium concentration of nitric oxide, its 
rate-controlled concentration has also been determined. A 
good agrecment bet.ween model predictions and experimenta 
has been obtained for the con.centrations of co, co2 and 
02. The trcnds observed for NOq: through experiments have 
a.Jso been follow-ed by t he model, though a discrepancy ap
pcars in the magnitude of its peak concentration at near 
the stoichiometric condition. lsooctane has been shown to 
IJe a reasonable substitute to gasoline for emissions researcb 
purpoees. 
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RESUMO 

0.1 moderno,\ sistemas de controle dos mmore.1 dl• comlm.vtão interna dependem cada Vt'~ mais dt• informações 
e dados bastante acurados para ,\l'll bom flmdonwlll'/1/0. Por esse motivo, nwis do que IIUIICa, os enmio.~ do 
l/lO/Ores M' tomaram 1111prescindfl•eis. e.Hl' trabalho apresenta O estado-da-arte t'lll enMJIOS de 1110/of'l?,\ de 1'0111• 

bustcio interna. Stio o11olisadas w metodoloxiw aruais e as perspectii!OS que estão s11rgmdo para nwllwrar o 
cmrtmlt· t' otleumpet!lw elos motort'J F apfl'WIIttu/awmbém urrw metndolo}(ia para I' liSO tOS em tempo real que 
permllt' l'aiflcar e modificar a respo.\lll transttário do mntor. 

INTRODUÇÃO 

O principal 101-trumento u~ado na avaliação do desem· 
penho dos motOrc~ de combustão interna é o d1namômctm, co
nhecido também por banco dinumométrico. O m:ús conhec1d0 nos 
laboratórios de motores ~ o dtnamõmetro de bancada (lig. I) no 
qual ape11as o mowr outomotivo é montado e ensaiado em diver· 
su~ condiçõe> de funcionamento em regime permanente. variando
se basicamente a cargu c a rotação do motor. Outro tipo de 

d1namômctm que vem ganhando muita importfulcia na\ última\ 3 

décadas é o dinamômctro de rolo~. lambem conhcc1do como 
dinamômetro de chJ!.M (fig. 2) no qual o veículo como um todo é 
colocado c en~aiado cm diversas condições funcionamento cm 
regime tran~itório (marcha lenta, acelerações. desacelerações e 
cru7eiro), vanando-se a carga. velocidade nas roda~ do veículo. 

·~ 
-: 

" 
• 
A. 

Na teonJ do-. "stemas de controle. co.stuma-\c chamar 
de planta o obJcto do controle. aqu1lo sobre o qual será feun o con· 
trote efeuvarnente. Quando um \IStema de controle c~tá <.endo pro
Jetado é nece,sáno cnnhecer o máximo pD\\Í\'el de mlonnaçõc' 
sobre a planta c qual o desempenho deM:j:Jdo para o \1'-tema como 
um todo. 
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Para analisarmos o de~o.cnvolvimentu e a\ tendêncino., 
futuras para o en!tlllO!. do~ motores automotivns cm dinamómetro' 
é conveniente assum1r u postura dcscrilll acimo c con~idcrormos 
nesse ca~o. a p/cmw como o motor de combuMÜ() mtcrna O moti
vo dessa conveniência é por causa da dificuldade encontroda em 



examinar o desenvolvimento do~ ensaios dinnmométncos separa
do do desenvolvimento do~ motores. principalmenlo do motor a 
g~hna (Ciclo Otto) 

Assim. nesse trabalho exammaremo<> o desenvolvimen
to do' motores de combu~tão interna no:. últimos trinta anos. ve
rificaremos que esse desenvolvimento teve como pnncipal ele
mento catalisador o controle da poluição ambiental produzida por 
es~cs mesmos motores de combustão e a seguir apreltentaremos 
uma análise desse dc~envolvimento no en\alo dinamomélrico c 
qua1~ as perspectiva.\ futumlt. 

EVOLUÇÃO DOS MOTORES E DAS ESTRATÉGIAS 
fARA CONTROLÁ-LO 

Aos olhos do consumidor comum. nas últimas 3 
décadas. os motore~ de combustão mtema receberam um avanço 
tecnológico que não unham experimentado desde o míc1o de sua 
criação pelo final do \éculo passado. A pan1r da década de 60, Oi> 

propuhores foram se tomando compactos. leves c pamlelamente, 
mau. potentes. econômico~> e menos polu1dorc' do ambiente. 

Na realidade entretanto. as diversas 1niciattvas como 
introduzir novas tecnologins como injeção de combu!>úvel. ignição 
elctrôn1ca durante as década~> de 50 e 60. não con!>eguiram se 
impor ao controle do motor feito atravé:. do carburador e conven
CIOnal e do platinado. O cuMo. a pouca confiab11idade e os desín
teres\e e d~mouvaçilo por pane do:. con\um1dores foram os pnn
cipats fatores que favoreceram a hegemonia do::. carburadores por 
tanto tempo. 

Porém, como veremos a seguir, esse quadro foi rever
tendo-se nas década~> ~cguintcs impulsionado pelas necessidade!.: 

i. melhoria da qualidade ambiental, pnncipalmenle no~ 

grande~ centro\ urbanos: 
11. redução do con\umo de combustível; 

e pelas revoluçõe\ promovida~>· 
11i. pela indústria eletrônaca através do:. circuitos integrado'> 

multilarefa~ produ71dos em massa; 
ii•. pela indústria informtltica através do controle digital com

putadorizado. 
No início do\ anos 60. os motorc., em produção pos

'uiam uma ~érie de hmuaçõc~ técnicas que 1mpeô1am o conjunto 
motnt de atingtr resultado' realmente satisfatóno\: tanto o bloco 
quanto o cabeçote eram fundidO\ em ferro, a alunemação era fe1111 
por um carburador de corpo \lmples. a distribuição da m1srura 
ar/combustível (A/C) executnda por um comando de válvulas 
únaco instalado no hloco do motor, as bielas cunas e como os 
girabrequins desneccs~aruunente superdimensionadas só aumen
tavam a inércia do 'istema. AJém disso. a.'i câmaras de combu'>t.ão 
po<i\uiam formato pouco favorável e não permniam uma queima 
muno perfella da m1\lura NC. 

Durante as década' de 60 e 70, as câmaras de combustão 
passaram a ter um formato mai~ favorável n panir de um cabeçote 
rnub eficiente fundido cm alumínio e comando de válvulas no 
cabeçote acionado por correia denlada. A <llimcntação por carbu
rador de corpo duplo e a 1gnação eletrônica completavam a me lho
na no desempenho com maior economia de combustível. 

Até antes da cnse do petróleo na década de 70. os 
motores eram cal1brados nos dmamômetros de bancada para 
fornecer máximo desempenho em termos de conJugado motor e 
pou}ncaa máximos. É interessante que nessa época até os anuncias 
dos comerciais chamavam atenção do consumidor para o número 
de CV (cavalos vapor) que es~>e ou aquele modelo dispunham 
debaixo da tampa do motor! 

Quase na metade da década de 70. a Cnse do Petróleo 
acordou o mundo para o fato de que um dia a' reservas energéti
cas e pnnc1palmente o petróleo podenam acabar mu1t0 mais cedo 
do que se imaganava, 1.e alguma providência não fosse tomada. A 
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crise atingiu em cheio as montadoras e então os motores passaram 
a ~er cahbrados nos danamômetros para produzir a máxima econo
mia de combustível. 

Se a Cme do Petróleo foi a mola propulsora para o 
de1oenvolvimento do1> motores. a panir do final da década de 70 os 
alto~ fnd1ces de polu1ção no~ centros urbanos mot1varam as autori
dades a elaborar lc1~o e normas para controlar mai~ rigorosamente 
as emissões de ga~es poluente!.. Essa inici11tiva renetiu-~e num 
gmnde procc~so evoluttvo dos motores no\ anos 80. principal
mente aqueles de C1clo Otto. De um lado com novas soluções 
mecâmcas. como b1elas m:us longas. duplo comando, ma1or 
número de válvulas por Cilindro. utiiJLaçào de matertais mais leves 
nos componentes do motor para redu1ir o peso e a inércia. coman 
do1. de válvula.~ de geometria variável e formatos mais favoráve1~o 
para as câmaras de combustão. De outro lado. a substituição do 
carburador pela injeçào - monoponto ou multiponto - indireta de 
combu~tível comandada elctrônican1ente e a utilização da igntçilo 
cletrônica mapeada con,olidaram o u\o da clctrõnica no controle 
do motor (fig. 3). o~ resultad~ foram: melhona geral do de'l!m
penho e menor polu1ção. Ol> motore~> passaram a ser calibrados 
digitalmente nos dinamõmctros de bancada c de rolos equipado1. 
agora com anal1sadnre~ de gases para controlar as em1ssõc' 
ga~osas sacriticando um pouco o de.-.empcnho (conjugado motor 
máximo) c o consumo de combustfvel 

Nesses anos 90. com o contrOle mai<t rigoroso da emls
!.ÕCS poluente~ na atmo~fera. coru.tata-'e um aprimoramento tec
nológico do que fo1 feito nos anos 80, atravé' do uso do coletor de 
admissão com geometria variável. melhoriu da qualidade do con-

válvula EGR injeçêo elelrõnlca monoponto ou mulllponto 

ca.niSter 

de alia energia 

•• eletrOnlel de oon~~le • 

~~:-•-:.- ' 

aensor de oxlgênio 
(lambda) 

·~ 
tnjoçllo secundária de ar 

LrOie eletrônico do motor pelo aumento da vcloc1dade e da capaci 
dadc de procel>l.amcmo das unidade:. de controle eletrônico (cen
tralina.q e uso da injeçílo direta de combustível. A lig. I mo'>tra 
uma configuração geral desses motores. 

Como podemo!. ver. o elemento molriz da evolução dos 
motores de combustão antema neste final de m1lêmo é o controle 
da polutção por ga\es poluentes. A regulagem dos motore~ está 
totalmente dependente dos dinamômetms equ1pados com ana
li.,adores de gases. 

IMI' ORTÂNCIA PO CONTROLE DAS EMISSÕES E OS 
ENSAIOS DOS MOTORF..S 

Genericamente falando. ~ é todo produto que 
emana de uma fonte. ma~ em termos pr01eção amb1ental. emissão 
6 todo resíduo noc1vo uo homem ou ao meio ambiente. 

Do ponto de vi~ta da legislação ambiental o~ re!.fduos 
dos produtos du combu~tílo (ruído, gnse~. c partículas sólida~> t>u 
lrquida.s) dos motore~ de combustão interna silo agrupados em 
dua::. famllias : emissõe!. regulamenlada~ c não regulamentadas 
(v1de lig. 4). Há ainda as em1ssões evaporauvas. provenientes do 
MMema de alimentação de combustível. Como ~ào contrOlada!> 
apena~> pelo canister (fig. 3). niio tem a ver com en,aio' 
dinamômétrico'> e não iremo::. comentá-la1. aqu1. 



Os ajustes de ganho dos amplificadores dos sinrus de pressão 
e aceleração foram realizados no infcio da sessão de aquisição de 
dados e mantidos constantes para todas as suuações de carga e 
rotação. Trus aJUStel> foram feuos de modo que, em todas estas 
Situações, os valores conver11dos ocupassem ao máximo a faixa 
dmâmica dos conversores, porém sem atingir seus extremos, de 
forma a evitar deformações não lineares devido a cortes na 
conversão analógíco-dignal. Embora os ganhos nllo mais 
possam ser alterados no decorrer do ensa1o. o amplificador de 
carga utilizado requer pequenos ajustes de deslocamento ("off
set") do sinal, de modo a manter o sinal dentro da faixa dinâm1ca 
dos conversores. Estes aJUStes não comprometem os resultados, 
uma vez que, conforme já mencionado, no cálculo dos torques 
u11 li1a-se apenas ~ diferenças entre as pressões e a pressão 
atmosfénca presente no cane (média das pressões na fase de 
exaustão e admissão). Quanto ao stnal de aceleração, esses 
ajustes do seu valor médio não afetam as demais componentes 
espectraiS. 

RESULTADOS 

Com o obJellvo de venficar a existência de correlaç~ entre 
os torques méd1os mdkados c as componentes espectrais da 
aceleração angular do bloco na freqUência de explosões, no seu 
dobro e triplo. fornm calculados os coeficientes de correlação das 
regressões lineares pelo método dos númmos quadrados 

A análise do comportamento dos coeficientes de correlação 
foi fcua em função da rotação do motor, de modo a ev1denciar 
sua innuência. Para cada si tuação de torquc observado e rotação 
foram calculados os valor~ méd1os dos torques médios 1nd1cados 
e das componentes espectrais da aceleração. obtidos em cada uma 
das 20 fases de expansão amostradas no pnme1ro c1hndro. Os 
coeficientes de correlação foram calculados utilizando-se os 
conjuntos de valores médios correspondentes a cada uma das 
faixas de rotações da Tabela I. O limite imcial de todas as fruxas 
fo1 fixado em 1000 rpm c o hmite final de cada fruxa fo1 
eMabclcc1do por acréscimos cumulauvos de 200 rpm, até o 
máxuno de 3600 rpm. 

Tabela 1- Coeficientes de correlação entre os torques médios 
indicado~ e ~componentes espectral~ na freqOênc1a de 

explosões, dobro e triplo desta frequência (acel_ l, acel_2. 
accl_3), em função das faixas de rowção. 

Faixas de Rotação Coeficientes de correlação 

(rpm) acel_l acel_2 acel_3 

1000 0,96 0,94 0,71 

1000 a l200 0,96 0.92 0.80 

1000 a 1400 0.92 0,93 0.84 

1000al600 0,87 0,94 0.85 

1000 a l800 0,78 0,9 1 0,77 

1000 3 2000 0.70 0.91 0,66 

1000 a 2200 0,60 0.92 0.66 
1000 a 2400 0,48 0,91 0,69 

1000 a 2600 0,38 0.91 0.72 

1000 a 2800 0.28 0.91 0.73 

1000 a 3000 0,25 0,91 0,69 

1000 a 3200 0.22 0,79 0,64 

1000 a 3400 0,1 7 0.77 0,57 

1000 a 3600 0,16 0,76 0,58 
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Nota-se na Figura 5, construfda a par11 r da Tabela I, que para 
a freqUência de explosões os coeficientes de correlação 
decrescem continuamente com a amphação da faixa de rotação e 
assumem valores inferiores a 0,91. a pantr da faixa com Imute 
superior de 1400 rpm. Observa-se ainda que os coeficientes de 
correlação correspondentes no triplo da freqUência de explosões 
apresentam um comportamento errático, em níveis inferiores a 
0,85, com uma tendência levemente decrescente. Quanto aos 
coeficientes de correlação correspondentes ao dobro da 
freqOêncta de explosões observa-se que mantêm-se 
aproximadamente constantes c superiores a 0,91 , até a faixa de 
rotação com o limite superior de 3000 rpm. Até esta rotação o 
mtervalo de 95% de confiança do coeficiente de correlação, 
calculado através da Tmnsformação Z de Fisher é de ±3%, 
enquanto que a partir desta rotação o coeficiente apresenta uma 
súbita variação de 13%. conforme pode ser observado na Figura 
5. Utilizou-se a transformação Z de Ftsher para levar a 
d1~tnbuição dos coefic1cntcs de correlação, que não é uma 
Normal, a outra aproximadamente Normal. 
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limite superior da faixa de rotação rpm 

Figura 5- Coeficientes de correlação entre os torques médios 
indicados e as componentes espectrais. cm fu nção das faixas de 

rotação. 

DISCUSSÃO POS RESULTA DOS 

A partir dos resultados obtidos fixou -~e o Imute de 3000 rpm 
c o uso da componente espectral no dobro da frequência de 
explosões para a obtenção da reta de regressão, que permite 
estimar o torque médio indicado e seu hmite de confiança. a 
partir da componente espectral da aceleração angular do bloco na 
d1reçã.o do eixo motor. 

A determmação dos hmtle~ de confiança fo1 fe1ta med1ante a 
hipótese de que a distribuição do~ desvios entre os valores 
observados do torque médio indicado c os e~timados pela 
regressão se aJusta à uma distribuição Normal. Para a validação 
de~ta hipótese fo1 uúlizado o teste do qu1-quadrado, resultando 
em uma variável ·,.Z aproximadamente 20 vezes infenor ao valor 
critico no n(vel de significância 0,005 (X2o.oos). de uma 
distribuição x2 de igual grau de liberdade indicando, dessa forma, 
uma 6t1ma adcrêneta dos desvtos à distribuição Normal 

Na F1gura 6 estão representados os valores observados e 
estimados dos torqucs médios 1nd1cados em função das 
componentes espectrais da aceleração no dobro da frcqOência de 
explosões, bem como o mtervalo de 95CK de confiança das 
estimaúvas 
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Devemos <;alientar que embora a emissão de co2 SCJa 
classificada como não regulamentada. isso não significa que não 
haja interes'IC em diminuf-la. o co2 é um inevitável produto final 

da combustão de qualquer hidrocarboneto combustível. Não há. 
tecnicamente falando, ~o.olução para isso e ele não pode !ler filtrado 
ou removido. O l1nico artifício viável é produzi-lo cm menore!l 
quanudades. Para que i'so aconteça é necessário que1mar meno~> 
combustível. Dai que, como jd vêm acontecendo. as pressões tis
cais ou técnológicas para melhorar o consumo de combu~Lfvcl vêm 
crescendo. Em certo grau C!.\3 nece~sidade é atualmeme antagôm
ca à necessidade de redu11r as emissões de gases poluentes· é uma 
práuca comum das montadora~>, mas não menos quesuonável 
como \'Cremos mais adJante, sacnficar o consumo de combustível 
para melhorar a efic1ência do catalisador e produZJr menos 
polUIÇãO. 

Uma legislação para controle da poluição é feita bal.ean
do-~e em procedimentos ou normílil para determinar se Ol> vdculos 
nu10motores estão ou não poluindo. As emissões gasosas são 
medidas através de ciclos de ensaios aplicados ou para o motor 
apenas ou para o verculo como um todo. O ciclo de emissões é 
uma parte importante cm qualquer norma de cont:role de cmis1.ões. 
Este ciclo deve ao mesmo tempo em que cria condições de medi
das das emissões que possam ser reproduzíveis. Simular uma 
condição real de tráfego para uma dada aplicação. Além do ciclo, 
são necessários Le!.tel. regulatónos ou de fiscalização para verificar 
e assegurar a compatibibhdade com as várias normas e para per
nutir que sejam fe11o~ te!ttes mais simples em campo. Método~ 
analíticos também podem ser u~ados para medir detcrmmadns 
emissões e também são reg1dos por normas. 

Infelizmente, as autoridades dos diversos países não 
foram unânimes em adotar os procedimentos de ensaios de emis
sões e por isso, muitos tipos de ciclos estão em uso. Os principai~ 
Ciclos utilizados são os none-americanos (EUA). os da 
Comunidade Européia (CEJ. os japoneses e o ISO/Internac•onal 
(voltado exclusivamente para motores de combustão mterna em 
aplicações não automouvas nos EUA e CE). Os demai-; pafses, 
como é o caso de Brasil. Argentina. Chile. México, Coréia do Sul. 
Ta1lândia_ etc .. têm adULado mvariavelmente uma combmação 
ues~es ciclos. 

Uma vez que a!> emissões do:. gases poluentes dependem 
dnl> condições de cargn e rotnçào do motor. as embsões espccffi
cas que são medidas sob diferentes ciclos de cnsaiol> não podem 
'>Cr comparadas mesmo ~e elas forem expressas ou convertidas 
para o mesmo >istema de unidades. Isso sempre deve ser levado 
em consideração sempre que forn10~ comparar normas de emis
\ÕCs de diferentes pa(-;cs. 

Iipos de Ciclos de Ensajos. Cada c1clo de emi<;\ào compreende 

.... 

uma sequência de modo~ de carga e rotação (ou velocidade) exe
cutadas em din:unômetro (dinamômetro de bancada ou 
dinamômct:ro de rolos). As emissões medidas de ncordo com cic
los de ensaios são cxpres~as cm gramas de poluentes por umdade 
de energia mecânica entregue pelo motor, i.e .. glkW.h ou g/BHP.hr 
As emissões med1da~ em dmamômetro de rolos ~llo geralmente 
expressas em gramas de poluen te~ por unidade de distâncm per
corrida. i.e .. glkm ou g/m1 Dependendo da~ caractcrlsuca~ das 
mudanças de carga e rotação (velocidade) os CiclO'> podem <oer 

divididos em c1clos de regime perntanente ou CiciO\ transllóno ... 
Nos ciclos de regime permanente o motor, geralmente 

montado num dinamômetro de bancada, é submetido a uma 
sequência de carga e rotnção do motor constante!> (modos). As 
emissões são anali~adas para cnda modo de ensaio. Então o resul
tado da emissão gemi é calculado c como uma média ponderada 
de todos os modos de ensaio. Exemplos desse tipo de ciclo ~ão o 
US-13 mode (EUA), o ECE-49 (CE) e os 6 e 13 modo\japone~s. 

ECE-849: É o ma1s utilizado dos ciclos de cn<,ruo fe11os em 
regime permanente para vefculos pesados (d.Je~l) e fo1 inlroduz.l
do na CE cm 1988. ConSISte de uma sequência de 13 modo' de 
ensaio em dinamômctro de bancada (nas condições de marcha 
lema, torque máximo c de potência nominal em função dn rotação) 
- vide fig. 5. As condiçõe~ de cns:uo ECE-R49, são idêntica.~ àque
las do ciclo de 13 modos americano (US-13 mode), entretanto os 
fatores de ponderação e a.~ unidades (glkW.h no ECE-R49 x 
g/BHP.h no US-13 mode) ~lío diferente.\ e qualquer coversão 
matemática seria incorreta III Com b~c em fatore' de ponder
ação (pesos) predetermmados, a emissão específica é obtida cal-

ClCLO DI l""''' "\.10'> ECE--1 9 
~-IJI 

'# IGO~ 

fi (.Uml ti• PkTiol 

Jl~~ 
!D'l 

,. 
~S(r,; 

lt 
25~ 

",j ... ... 25 .. 

'" IJI lt 

li·, O". 10'1 

I 110ft 

....... % 
lflll!iodePtlildDMDilll [ I 

~ mQI(I,a 

f j leooo }ii 
J· ÍCIJ .s ' ':'i•·•}.-, ~~'-~-P.,9 IC"CI, 

culando-se a médm das emissões gasosas observadas nos ponto~ 
indicados. Os resultados representam a méd.Ja do c1clo de uulíz.a
ção simulado. 

Num ciclo transitório o veículo montndo sobre um 
dinamômetro de chass1s obedece a um rote1ro de trafego pré-eMa
bclecido que inclui acelerações. desacelerações. mudanças de 
carga e velocidades, etc. o~ resultado~> finais do ensaio podem ser 
obtidos ou pela análise das amostras dos gases de exaustão cole
tadas em sacos plásticos durante 11 duração do ciclo ou pela inte
gração eletrônica medida de em1ssão contínua de uma resposta 
rápida. Exemplos desse tipo de c1clo são o FTP-75 <EUA! e os 
ECE-15 e EUDC (CEJ 

Neste art1go. 1remo~ doravante designar o que a,, normas 
ch:~mam de ciclo tnln\llório de ciclo dinâmico. O mot1vo é Mm-
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pie~: se examinannm. a definição acima à luz da teoria dos sis
temas dinâmicos. veremos que esta definicão está incorreta: não é 
apenas a resposta transitória que está sendo examinada, mas sim ru. 
respostas transitória c permanente juntas. L~so têm implicações 
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muito profundas como veremos mais adiante. 
~: Do ponto de v1stu da Agência de Proteção Ambienral dos 
Estados Unidos (EPA/EUA = United Stares Environmental 
PJVtecrion Ageney) para que as emissões dos veículos possam ~er 
controladas efetivamente, elas devem ser avaliadas sob condições 
reais. Pensando desta maneira, os EUA conceberam sua estratégia 
de controle de emissões em cima de ensaios que além de medir 
emissões, reproduzem condições reais de dirigibilidade. Estes 
en:.aios tiveram sua origem em 1959 no estado da Califomia. para 
motores a gasolina. Em 1965 o governo federal norte-americano 
criou um ciclo de ensaios de emissões através do desenvolvimen
to da rota rodoviária l.A-4. concebida para reproduzir umn típica 
viagem matutina para o trabalho em horário de pico na cidade de 
Los Angeles [2). Em 1972. a EPAIEUA encurtou os quase 19 km 
da L44 para 12 km e adaptou o percurso para uso em laboratório 
através de um dinamõmetro de rolos, um dispositivo que simula 
carga c inércia de um veículo l3J. O ciclo atual dura 2477 segun
dos e são percorridos 18,6 km. O cilo começa com uma partida a 
frio após o vefculo pernoitar no dinamômetro por 12 horas, a uma 
temperatura entre 20-30"C. O ciclo inclui uma parada por lO min
utos e a repetição dos primeiros 505 segundos após uma nova par
lida. 

medidas das emissões são divididas pelo trabalho total realizado 
no ensaio e a emissão especflica é obtida em termos de massa de 
poluente por unidade de trabalho. 

LIMITAÇÕES DOS CICLOS DINÂMICOS 

A natureza do ensaio dinâmico, embora mais realista do 
que a do ensaio estacionário não pcnnite determinar com precisão 
onde e quando o motor polui mais. A falta dessa informação toma 
muiio difícil analisar a si tuação e plancjar corrcções. O resultado 
mais provável (como de fato é isso que realmente acontece) é uma 
calibração do motor que prej udica desnecessariamente o desem
penho para reduzir as emissões poluentes! 

Recentemente, uma pesquisa revelou que num vefculo 
submetido ao ciclo dinâmico FTP-75, o total de emissões de HC 
chegou a 2.8 mg ao final do ensaio. Entretanto, 3/4 desse total já 
havia sido atingido durante os 200 primeiros segundos do ciclo. 
([4J, p. 42. fig. I) 

Uma das limitações tanto do FTP-75 como também do 
ECE-15 se refere à influência da temperatura sobre a e ficiência do 
catalisador (fig. 8). Considerado como a principal, senão l1 única 
tecnologia disponível no momento para o controle das emissões. o 

(OORAIIA) 

ECE-J 5 (ECE Urhan Cycle): O cic lo si1nula as condições de ::=:::.:=-~ 
tráfego cm Pari~. Ne1>l.C ciclo ··pcrcorre-~e" uma distância de NO, ·-•,_,_ 
4.052 km a uma velocidade média de 18.7 km/h. As emissões são (SAlDA) 

CARCAÇA MI.1AllCA 

medias após um período de marcha lenta de 40 segundos. "•0 • Atoo 
C10·GM-

EUDC (Extra Urban Driving Cyc/e): Esse ciclo foi adicionado ao 
ECE-15 para simular o tráfico nas autopistas {até 120 km/h). 

" l 

'" 

US TRANSIENT FTP: Antcrionnente nos EUA, as emissões dos 
motores Diesel pesados eram controladas e medidas pelo Ciclo US 
13 mode. Melhorias nos métodos de coleta e amostragem e cont
role do dinamõmetro de bancada permitiram explorar melhor as 
operações dinâmicas do motor, c assim a EPA passou a reque-rer 
a certi ficação dinâmica de todos os motores Diesel vendidos nos 
EUA. A análise americana é feita com equipamentos especiais 
num ciclo simulado com variações simultâneas de carga e rotação ==UIIlS 
durante 20 minutos, o que exige programas especfficos de com- oo MOrOR 

SUPORTE MOAUCO ·--o..··----: ,_,_.,.,._•.->: 
p-.;_.,.._·~· 

.41: H • +7() ..,_ • • f'P I + h~ p 

lNO + X'O t --t N • l:.:C 

role. dinamômetro de bancada especial e um computador contro
lador de todo o ensaio. Todos esses fatores contribuem para o ele
vado custo desse tipo de ensaio. 

Durante os 20 minutos do ensaio, as respostas do motor 
(conJugado motor e rotação) são comparadas ao ciclo de referên
cia (fig. 7) para assegurar compatibilidade com a referência. Ao 
mesmo tempo, os gases de exaustão são recolhidos e diluídos com 
ar condicionado e as emissões relevantes são determinadas. As 
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conversor catalítico de três vias (TWC. mostrado na figura 8), 
necessita atingir uma detenninada temperatura para se tornar ativo 
e operar adequadamente. No ciclo FTP-75 a partida a frio ocorre 

a 25°C e no ECE-15 a 20°C. Entretanto, certas épocns do ano 
apresentam temperaturas mais baixas do que estas. 



Consequentemente, t.rajcto:. curtos nesses dias mais frios provo
carão emissõe:-. bem acima do tolerado invalidando todo o controle 
das emissões proposto (151, p. 195). De fato. em algumas situ
ações, as emissões de NOx, COe HC dos motores a gasolina a frio 

podem ser de 20 a 30 vezes superiores àquelas correspondentes ao 
mesmo motor quente ([41. p. 43, fig. 2). 

lN]!'LUltNClA DA T ECNOLOGIA NA AVA LIAÇÃO DAS 
EMISSÕES MEDIDAS EM DINAMÔMETRQS. 

Os veículos da tecnologia anterior têm seus motores 
controlados com tecnologia mecânica analógica: seus compo
nemes relacionados com o controle das emissões operam em 
tempo continuo. Nesses veículos se. por exemplo, a mistura ar
combusllvel (A/C) em marcha lenta estiver muito rica. então é 
bem provável que a mistura A/C esteja igualmente muito rica em 
boa parte da faixa operacional do veículo (i.e., cruzeiro, aceler
ação. desaceleração). Por este motivo, se for feita apenas uma 
avaliação ou no regime de marcha lenta ou só a 50 km/h e esta 
avaliação revelar que o veículo analógico está poluindo, muito 
provavelmente este vefculo fracassará no teste FTP-75 também. 
Esta característica de quantid<•de contínua é inerente de muitos sis
temas que são controlados mecanicamente e no caso dos motore~ 
de combustão interna. pode-se ar incluir também outros compo
nentes usados no controle de emissões corno o distribuidor do sis
tema de ignição que controla o avanço da centelha 16]. 

Os vefculos mais novos têm seus motores eont:rolados 
por computador digital e que estão se tornando uma parcela cada 
vez maior da frota, não estão sujeitos pela característica de quan
tidade contínua do~ dispositivos mecânicos. Um computador pode 
incluir em sua memória mapas (instruções discretas) para a mistu
ra A/C. O mapeamento é todo feito em cima dos ensaios 
dinarnométricos e obedecem aos limites estabelecidos pelas nor
mas de emissões. A~osim. a calibração para marcha lenta terii pouca 
influência na ca-Libração da mistura a 50 km/h ou durante uma 
aceleração de 15 km/h para 40 km/h. Por isto, um veículo que 
apresenta baixas emissões em marcha lenta ou a 2500 rpm ou a 50 
km/h poderá apresentar emissões inaceitavelmente ultas, princi
palmente durante outros modos de funcionamento 161. 

Estudos da EPA mostraram que alguns veículos de tec
nologia digital com emissões realmente muito altas segundo o 
ciclo dinâmico poderiam ser aprovados em um teste de regime 
cstaciotlário, como um teste em regime de marcha lenta. por exem
plo. Pela mesma lógica. um veículo com emissões altas em regime 
de marcha lenta poderia ser aprovado num ciclo dinãmico porque 
as emissões poderiam ser suficientemente baixas na maioria dos 
outros modos operacionais do veículo. Um ensaio cm regime esta
Cionário feito na condição de marcha lenta reprovaria falsamente 
esse vefculo [71. 

Por outro lado, ensaio:. dinâmicos são mais sensíveis às 
mudanças nos níveis de emissões durante os diferentes modo!. de 
operação do veículo c assim os veículos controlados com tecnolo
gia digital por computador podem Sl!perar as limitações da prova 
dos ensaios em regime estacionário. 

CONCL USÕES 

A evolução dos motores de combustão imema nos últi
mos 30 anos foi fortemcmte impulsionada pela necessidade cres
cente de diminuir as emissões de gases poluentes nos grandes cen
tros urbanos. As normas prevêem que as emissões gasosas sejam 
medidas em dinamômetros através de ensaios de motores em ci
clos de trabalho (estacionário ou dinâmico). Embora os 
dinamôme-tros tenham ganhado um destacado papel no controle 
da poluição, a metodologia empregada atualmcnte para medição 
da& emissões se mostrará num futuro não muito distante inadequa-
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da. Um dos principais motivos é que independentemente do ensaio 
ser de ciclo estacionário ou dinâmico. as emissões estão sendo 
medidas dentro de uma média (a extensão depende do ciclo. se 
estacionário ou dinâmico). Os outros motivos incluem: pouca cor
relação dos ensaios de liscalização com os ciclos regulamentados, 
altos custos. efetividade dos resultados - os vefcluos estão real
mente poluindo menos? Até hoje as montadoras têm calibrado 
seus veículos para que sejam aprovados nos ensa1os de emissões. 
Esta política até agora têm ~ido bem sucedida na medida que a 
equação consumo x emissões tem sido satisfeita. Mas num futro 
próximo, as exigência& de menor consumo c menor poluição pro
moverão uma mudança nessa política. 

A grande quantidade de recursos disponíveis trazidos 
pela eletrônica digital e pela infonnática abrem as portas para 
ensaios em tempo real e portanto mais realistas e contiáveis. Por 
exemplo, as condições da resposta transitória do motor podem ser 
examinadas com muito mais cuidado através dos sistemas de 
aquisição digital. Os dados podem ser monitorados pelo computa
dor e as emissões podem ser medidas simultâneamente às modili
caçõcs feitas no mapeamento da unidade eletrônica de controle. 
Com isso, podemos determinar exatamente onde e quando o motor 
está poluindo em excesso e onde não está. De posse dessa infor
mação podemos modificar o mapeamento do motor apenas onde 
for necessário e portanto o desempenho do motor será otimizado. 
na medida que cada informação contida no mapa produz. o menor 
índice de poluição e o menor consumo. 
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APSTBACT 

The modem internal combustion engines crmtrol sys
tems are more and nwre dependem on infonnution tmd acwracy 
data for its oprima/ operation. For that reason. engine testing 
became more than never indispensable. This work preselll.v the 
state-of-rhe-art in the internal combustion engine resting. The mr
rel/1 methodologies and the arising perspectives ro improl'l! rhe 
control and the peiformance of i/te engines art? analyzed. lt is also 
presented a methodology for real time testing that allmvs to \'erify 
and to modify the rrariSilory engine responses 
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SUMÁRIO 

Este arllflO mostra a simulação do modelo mmemático proposto de 11111 para SIStema de injeção. rom 
bomba rot(l/ÍI'G diSirlbwdora em motores do ciclo Diesel. A simulaçcio foi realizada no sislt•ma computacumnl 
MATJ..AJJIM.SJMULJNK'M em ambtente opemcwnal WINDOW!JI'~>1 e os rt'sultados correspondentrs às 

diversas condições de ensmo foram comparados aos t'xpuimentws obun·ados. 

INTRODUCÃO 

O aumento da potência específica do~ motores die~el 
utilitados nas ma1s d1'crsas aplicações c a nec~1dade de rápida., 
respostas às ex•gênc1as de mercado impõem Importante~ 

mudanças no prOJeto de componentes cspccfficos desses motores. 
Desta forma, tornam-se necessánas alterações no projeto do 

~•stema de inJCÇão o qual tem por função a mcdcda e distribuição. 
sob pressão. do combustível para os cihndros de modo a 
controlar o processo de combustão da mistura ar-combustível 
fornecendo taxas adequadas de combustível para um bom 
desempenho cm todas a\ cond1ções de carga e rotação previstas 
para o motor 

A simulação deste srstema polol>lbllua a econom1a de tempo na 
rdenuficaçào c solução de problemas relaciOnados ao 
funcionamento e a projetos. cm espcCHJI aos de adequação ao uso 
de combustíveis alternativoJ.. 

Vários trabalhos antenores propõem modelos que incluem 
dcscnção prec1sa das caracterísucas geométncas e físicas do 
sistema. assim como as expressões matemáticas que descrevem a 
dinâmica do fluido e dos componcmcs mecânicol. de bombas em 
linha (Wyhe et al., 1971; Matsuoka ct ai.. 1976; Mareie c 
Kovacrc. 1985; Sobcl c Lehrach. 1987; Catama ct al .. 1992; 
MatSur et .11 1996) 

O obJcllvo deste trabalho é estudar esse fenômeno transicnte 
que ocorre nas partes integrantes do sistema de mjcção Bomba 
(dwribwdora rota/ÍI'a)- Bico lnjelor a parttr do modelo 
matemático proposto. 

A escolha desta bomba (distnburdora rotativa) resulta cm um 
sistema JÓ bastante difundido c em ampla ascensão 
principalmente devrdtl ao seu boixo custo. mas amda pouco 
abordado em trabalhos c1cntrficos. 

Uuhzou-se um srl.tema com Bomba Distnburdora Rotai' ' a 
(Bosch. VE) para 4 cthndros de lllJCÇào indireta. 

Os resultados das srmulações correspondentes às divcrsns 
condições de ensa1o são comparados aos experimentaiS 
observados por mero de transdutores de pressão c deslocamento 
mstalados na bomba e mJetor. 

O MODELO MATEMÁTICO 

A montagem do cOnJunto mccâmco simulado está mostrada 
na figura 01 

785 

Figura 01 . Montagem do conjunto. 

O modelo matcmállco é compo~to de do1s componentes. 
bomba e brco IOJetor. nos qua1s a descnção da dtnâmrcn do 
fiucdo c componcrues mecâmcos é rcahLndn a partrr das 
can1ctcrísticas geométncas e físicas do sistema 

Como hrpóteses simplificadoras têm-se: 
• a compress1b1hdadc do flu1do é consrderada pela utiluação 

do módulo de clasttcrdadc volumétnca de acordo com 
WR IGHT ( 1967); . 

• as deformações das panes sólidas do SIStema dev1do à 
vanações de pres~ào são desprezadas; 

• os coeficientes de descarga dos oritTcros est!lo baseados cm 
dados do regrme permanente (L1chtarowrcz et al., 1965; 
Gel alies, 193 1 ). 

• Neste modelo, não é mostrado a tubulação de alta pressão. 
não sendo portanto levado cm consideração os cfe1tos da 
propagação de ondas de pressão no mesmo Deste modo. as 
comparações fellus adiante estão restntas ao per(odo de 
tempo entre o início do movimento do p1stão dosador
d!stnbUJdor. com a consequente elevaçfio de pre~ão nas 
câmaras de bombeamento e descarga, at~ o fechamento das 
válvulas de descarga e agulha do lllJCIOr. 
As equações que descrevem a dmâmrca das massa~ 

constituintes da bomba e injetor assim como das pre~sóes c 
vazões foram dedu11das a parur de: 
• compressíbrhdade do flu1do (Streetcr, 1980), 



onde 

6P 
K= 6 \L 

\L 

(I) 

K =módulo de elasticidade volumétrica (''Bulk Modulus") 
-4l = volume da reg1ilo em estudo 
tú' = vanação da pressão 
LW = variação do volume; 

• equação da conunuidade: 

• segunda le1 de Newton aplicada à válvula de descarga da 
bomba e à válvula de agulha do bico injetor. 

dv 
IF=m- (2) 

di 
onde: 

I.F =somatório de todas as forças de pressão. atnto e de mola na 
d1reção do movimento 

m = massa do ObJeto 
v = velocidade: 

• equações que descrevem a vazão através das várias 
passagens e onffcios, 

Q=C,.A.r~p (3) 

onde: 

cd = coefictente de descarga 
A= área da passagem ou orifTcto 
p = densidade espedfica do combustível. 

ll2.mlli\. Caracterizada no modelo pelas pressões nas câmaras 
de bombeamento e descarga, pelas vazões de suas entrada e safda 
e velocidade da válvula de descarga. 

Da equação do módulo de elasticidade volumétrica, 
combmada com a da contmuidade. ahada à segunda le1 de 
Newton e da vazão resultaram as seguintes equações: 

~- K ~-~+~~-A~,[A~-~~+~-~-~1 
onde 

P, = pressão na câmara de bombeamento 
K = módulo de elasticidade volumétrica 
.\lb = volume máximo da câmara de bombeamento 
A,= área da válvula de descarga 
S, = deslocamcmo da válvula de descarga 
A,= área do ptstão 
s, = deslocamento do pistão 
v, = velocidade do pistão 
I\ = veloc1dade da válvula de descarga 
Q = va1ão; 

' dP K 
_d = . [~v. + Ql- Q:d ] (5) 

d1 v-11 - ~s. 

onde 
P ú = pressão na câmara de descarga 
4l4 = volume da câmara de descarga 

(4) 

Q:Jl = vazão volumétnca de combustível defimda pela açllo da 
bomba injetora entre safda da climara de descarga e entrada 
do bico injetor. 

Da aphcaçl!o da segunda lei de Newton à válvula de descarga 
vem: 

dv. I [ P ] -d =- ~.(P,- 11 )- FP<1 - k,S,- /,v, (6) 
1 m, 

onde 

m, =massa da válvula 
F ,..1 =pré-carga da mola da válvula de descarga 
k,. = coeficiente de mola 
/. = coeficiente vtscoso 

As equações das vazões que representam o escoamento 
lllravés de oriffcios de passagem são da seguinte forma: 
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~ Q1 =Cd1.A,.V--,;-- (7) 

onde 

P, =pressão de alimentação 

Q~=CJ2 A2·r·<P,.p-Pa> (8) 

Q3 =Cú,.A
3

)
2.(PJ -'t) (9) 

. p 

Q1 =vazão pelo orifíc1o de alimentação 
Q2 =vazão pelo oriffcio de retomo 
QJ =vazão pela válvula de descarga 

As áreas A1 e A2 slio geometricamente determinadas em 
funçi!o da pos1ção s, do p1stão dosador e a área AJ em função da 
posição da válvula de descarga. 

B1co Jntetor. Caractenzado no modelo pela pressão na 
câmara de injeção e pela velocidade da válvula de agulha. 

As equações que representam o escoamento no conjunto do 
porta injetor slio obtidas a partir de considerações semelhantes às 
uuhzadas no equacionamento da bomba mJetora. 

dP,.1 K 
dr \L +A S [Q:~~- Q,nJ- A., v.,] 

t III II'X 

onde 

.\l, =volume in1cial da câmara do injetor 
P1nJ = pressão de injeção 
A.K =área da agulha 
Sa( =deslocamento da agulha 
Q:>~ = vazão de entrada no b1co 
Qm1 = vazão tnjetada 
v•w =velocidade da agulha 

(lO) 

Da aplicação da segunda lei de Newton à válvula de agulha vem: 

dv01 I [ ] -d = -- A.8 ~'!!- Fpcl- k.,s.8 - J"1v., 
1 m01 

(li) 



onde 

F P<l = pré-carga da mola do b1co IOJetor 
S6~ =deslocamento da agulha. 
m0~ =massa da agulha. 

dS.~ 
--=v di ., 

onde 

Qlnj = vazno injetada 
P,,.1 = pressão na câmara do mjetor 
P, = pressão na câmam de combustão 

( 12) 

(13) 

A área A-1 é dctenrunada cm função do levantamento Sag da 
válvula de agulha do mJetor 

O modelo matemático proposto foi simulado no sistema 
computaCIOnal MAlLAB1MJSIMULINKnt. A~ JUStificativas 
para esta escolha são as seguintes: 
• facilidade c rapidez nas alterações do modelo; 
• excelente interface com o usuáno; 
• óuma mterfacc gráfica para visualização dos resultados. 

MONTAGEM EXPERIMENTAL E ENSAIOS 

Na rcnhzação da parte experimental deste trabalho utilizou
se uma bomba injetora do tipo distribuidora Bosch VE acoplada 
a um motor Volkswagen 01csel de injcção indireta e aspimção 
natural (uulizado na antiga Kombi diesel) montado em um 
dmamômetro Schenck modelo 260W de corrente de Focault. 

A evolução de pre~são dentro da câmara de combustão fo1 
monnorada pela uuliLaçllo de um transdutor p1ezelétrico de 
pressão A VL modelo 8QP500ca, mstalado na antecâmara do 
motor. 

A pressão na câmara de descarga, mostrada no traço 2 da 
figura 09, foi medida através de um transdutor piezelétrico de 
pressão A VL modelo 7QP2500a. A pressão dentro da câmara de 
bombeamento, Ilustrada pelo traço I da figum 09. por sua vez fo1 
obuda pelo transdutor p1e1elétrico A VL modelo 5QP2002 
adaptado no lugar do parafuso de sangramento da bomba 
mjetom. 

O deslocamento da válvula de agulha do b1co injetor foi 
avaliado através de um conjunto injetor (porta injetor Bosch 908 
DNO SD 293) devidamente instn1mentado pela Robert Bosch do 
Brasil c conectado a um amplificador A V L. 

A pressão interna da bomba (circuito de bruxa pressão), na 
entrada da câmara de bombeamento, foi med1da através da 
colocaçl!o de um sensor da marca DANFOSS modelo ADAP 
KOOL AKS 33. Este transdutor de pressão foi adaptado no lugar 
da eletroválvula de corte de combustfvcl na entrada da câmara de 
bombeamento no cabeçote da bomba injetora. 

As temperatums do óleo combustível. da água de 
arrefecimento e do óleo do motor foram coletadas por 
tennopares do tipo T- cobre(+)lconstantan (-)em uma placa de 
aqu1s1ção de dados "Strawberry Tree Data Acqu1sllion System" 
cm um microcomputador 

A falta de uma placa de aquisição de dados com velocidade 
suficicme para a coleta dos valores provenientes dos transdutores 
de pressão das câmaras de combustão, de bombeamento e de 
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descarga e dos provementes da válvula de agulha do bico iojetor, 
fiz.cram com que os mesmos fossem apresentados apenas em urna 
tela de osc1loscópio. O OSCiloscópio utilizado fo1 um HP modelo 
5460 I A de quatro canais. 

Os ensaios de bancada foram realizados nas faixas de rotação 
do motor de 1500, 2000 e 2500 rpm resultando, respectivamente, 
nas rotações de 750, 1000 e 1250 rpm no eixo da bomba 
IOJetora. Estes ensaios foram realizados para diversas posições 
da alavanca do acelerador. 

Neste trabalho, dev1do à síntese necessána, somente serão 
mostrados resultados experimentais e Simulados com a bomba 
mjctora a I 000 rpm (2000 rpm no motor) e I 00% de curso da 
alavanca do acelerador. 

RESULTADOS 

A figura 02 mostra o comportamento da pressão dentro da 
câmara de bombeamento. 

Logo após a abertum do oriffcio de alimentação da câmara 
(figuras 01 e 03) ocorre um aumento da pressão confonne mostra 
a figura 02. A pressão começa a aumentar cm proporções 
maiores após o início do levantamento do pistão dosador, como 
pode ser observado na figura 04. 
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F1gura 02 -Pressão na câmara de bombeamento 
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Figura 03 -Abertura da janela de entrada do óleo combustível 
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Figura 04 - Deslocamento do piStão dosador distnbUJdor 
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Observando-se de forma mais atenta, vê-se que essa elevação 
da pressão de forma abrupla comcide exatamente com o início 
do levantamento do p1stão. 

O sincronbmo do movimento é visualizado tombém na 
figura 05, que mostra o deslocamenlo da válvula de descarga da 
bomba injetora. 
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Figura 05- Dc$10camento da válvula de descarga 

Com a abertura da válvula de descarga tem infc10 a 
prcssumação da câmara de descarga (figura 06) que está hgada 
ao bico anJetor 

A pressão dentro da câmara de injeção do b1co mjctor exerce 
uma força sobre a válvula de agulha. que vence a pré-carga da 
mola. Enquanto a pres,ão reinante na câmara de injeção é maior 
que a pressão de abertura do bico mjetor. o combustível é 
IOJetado demro da câmara de combustão do motor (figura 07). 

O processo dura até que o orifíciO de retomo seja descoberto 
pela bucha de retorno durante o levantamento do pistão (figura 
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01 ). Neste momento, a pressão na câmara de bombeamento cai 
abruptamente, confomle pode ser visto na figura 02. 
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Figura 06 - Pressão na câmara de descarga 
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Figura 07- Deslocamento da válvula de agulha do b1co mJetor 

Com a queda de pressão dentro da câmara de bombeamento 
c câmara de descarga, tem início o fechamento do válvula de 
descarga (figura 05) devido ao fato c.la pré-carga da mola vencer 
a força resultante sobre a válvula. 

Desta forma, cessa a injcção de combustível pelo bico injctor 
dentro da câmara de combustão, com o fechamento da válvula de 
agulha (figura 07). 

A figura 08 mostra a vazão de combu~tível •nJctada para 
dentro da câmara de combustão Nota-se, no caso l>lmulado, que 
somente há passagem (ou corte) de combustível após a agulha 
distanciar-se 0,7 mm de seu assento (característico da construção 
do bico utilizado) 

Com relação ao~ resultados cxpcnmcnta1~ têm-~e a~ 
seguintes considerações. 

Deve-se observar que de 11cordo com o modelo matcml.lllco 
apresentado, sem a tubulaçl\o de alta pressão. a comparaçllo fica 



reMrilíJ aos fenômenos que ocorrem rué o fechamento da válvula 
de agulha do biCO IOJCtOr. 
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F1gum 08- Vazão de combustfvel injetado dentro da câmara de 
combustão 

Até este ponto. o úmco fato que ocorre que pode prejudicar a 
comparação dos dados simulados aos experimentaiS é um atraso 
na abcnura da válvula de agulha, que varia cm fu nção do 
comprimento da tubulação de alta pressão. 

A figura 09 mostro os resultados obtidos do ensaio da bomba 
a 1000 rpm cm aceleração máxima. O traço I do osciloscópio 
representa a pressão na câmara de bombeamento. 

Ol> traços 2 e 3 reprcsemam, respecuvamcnte, a pressão na 
câmara de descarga e o movimento da válvula de agulha do bico 
IOJCtOr. 

A escala de pressão no osc•loscóp1o para o traço I (câmara 
de bombeamento) é 1,3xl07 Pa/divisão, o que equivale a dizer 
que a pressão lida é da ordem de 3,25x l07 Pano pico máximo. 
Este valor concorda com o valor simulado (figura 02). Da mesma 
forma, a escala para o traço 2 é I,Oxl 07 Pai di v • que resulta cm 
uma pressão da ordem de aproximadamente 3,0><107 Pa. O 
resultado obudo na s•mulação correspondente é 3,1 x 107 Pa 
(figura 06). 

Com relação ao mov1mento da agulha, tem-se como escala 
0,33 mm/div. no osciloscópio, que fornece um valor aproximado 
de 0,95 mm para o levantamemo máximo. Neste caso. o valor 
simulado é de 0,94mm (figura 07). 

A escala de tempo do osciloscópio é 2 ms/div .• podendo-se 
observar que os mtervalos de duração das curvtll> de evolução de 
pre~\ão nas câmaras de bombeamento e de descarga, assim como 
o movimento da válvula de agulha do bico mjetor também 
concordam com os valores Simulados. 

Além disso. observa-se também a grande semelhança no 
"formato" das curvas simuladas às experimentais 
correspondentes. 

CONCLUSÃO 

Embora a falta de uma placa de aquis1ção de dados com 
velocidade adequada para o experimento tenha Impossibili tado a 
análise quantitativa dos resultados experimentais e dos 
fornec1dos para simulação do modelo sugendo, foi possfvcl 
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observar qualitativamente a coerência entre eles, o que perrruuu 
à conclusão de que o modelo matemático proposto está correto. 

Ponanto. pode-se partir deste modelo para o 
desenvolvimento de etapas futuras ta1s como a introdução de um 
modelo matemático contendo as equações diferenciais parciUIS 
que representem a tubulação de alta pressão tendo como 
condições de contorno as equações diferenciais ordinárias (já 
desenvolvidas neMe trabalho) que representam a bomba injetora 
distnbuidora rotauva e o b1co mjetor. 
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--- Traço 1 • Pressao na câmara 

de bombeamento 

Traço 2 - Press.Ao na câmara 
de descarga 

Traço 3 - Levantamento da 
agulha do injetor 

F1gura 09- Foto de OSCiloscópio com a bomba inJetora a 1000 
rpm e I 00% de curso da alavanca do acelerador. 
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Resumo 

N~st~ trabalho i descrito o fimcionamento de um motor Diestl com·erudo para ope · 
raçtio com combustível dual Diesel • Gás Natural e seu desemperrho no extenor, m • 
cltt.f/1'1' as emtssões, de acordo com a legiSlação brasileira para o tmo 2002 A seguir 
são apresemados os dados de a1•aliação de ôrribu.s urbanos na cu/ade de S. Paulo, os 
deutlhes operacionais e uma avalíação preliminar tecnico económica, mostrtmdo que 
esw pode ser uma solução econômtca a curto pmzo para o problema de eu11ssões. 

INTRODUCÃO 

Ciclo D1c~cl Trndicional. No c1clo Diesel tradiCional. 
usado cm ônibus • caminhões e outros veículos pesado~. o ar é 
admmdo nos Cilindro~ c compnm1do com uma truca de 
compressão tfpica de 17 I . tendo sua temperatura c pressão 
aumentadas. O óleo D1e~el é então inJelado. e em contato com o 
ar quente tem ~ua tempcrmurn aumentada até o ponto de 
auto1gmção. entrando cm combustão. Como a truca de compressno 
é elevada. eficiências da ordem de 42% podem ser conseguidas, 
muito embora sua operação seja muito poluente, principulmente 
quanto à fumaça liberada. Junte-se ao fato de que o óleo Diesel é 
subsidiado (R$ 0,39611), o que resulta numa operação cconõmica 
do veículo para seu proprietário. Para o Governo o elevado 
consumo de combuMívcl cm ônibus e cammhões acarreta 
problemas técnicos e financeiros para o balanceamento da oferta 
dos diferentes comhustfvc1s, necessária para um cqUIIIbno 
finance1ro da nação como um todo. Assim, tental!vas tem s1do 
feitas parn substHUI·Io pelo G<h Natural, combustível limpo em 
abundância no Estado do R10 de Janeiro (40~ da produção da 
nação). e que não afeta muito o me1o ambiente. 

Motores Dedicndo~ à Gas Na\Ural. Ciclo OTIO. Uma 
alternativa interessante 110 uso do óleo Diesel, é um motor que 
opera somente com Gás Natural, ciclo 011'0. Elimina 
sensivelmente a poluição. Seu custo nos postos de aba,tccimento 
é R$ 0.396 I m1

• Sua eficiência pode ser da ordem de 27%. bem 
mrus ba1xa do que os motores D1esel Sua taxa de compressão é 
bem rruus bruxa (tendência mundial l i: I). para não haver 
detonação e controlar a ern1ssão de No,. Para elevadas potências. 
requer SIStemas elétrícos potentes de ignição. No Brasil. devido à 
rede pequena de distribuição de Gás Natural. o uso deste motor 
resulta numa perda de autonorrua do veículo. Mais amda, a 
revenda de um ônibus para Cidades do interior que nonnalmente 
não tem postos de abastecimento lica prejudicada. Seu uso em 
ônibus já em operaçno pode ser feito, ou substituindo o motor 
D1esel por um OTI'O. a um elevado custo, inviável, ou 
transformando o motor D1csel em OTIO, modificando seu 
cabeçote e adicionando o mtcma de 1gmção. Neste caso, uma 
grande capacidade de arma1cnamento de Gás Natural é requerida, 
resultando em problemas de espaço para a mstalação c peso 
adicional. Esta opção n:io é vantaJOsa para as empresas de ôn1bus 
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Motores LEAN BURN (Turbochargcd) . Outra 
alternativa mtere~sante ao uso do óleo Die~el é um motor que 
opera no c1clo OTIO com misturo muito pobre combustf\cl ar. 
LEAN BURN. Dcv1do ao fato de que pouca massa de Gás 
Natural é introdu11da no cilindro. o motor deve ser 
turbocarregado, aumentando o seu custo. Truca~ de compressão 
cm tomo de li : I são utilizadas Eficiências da ordem de 36% são 
normalmente conseguidas, tornando-o mais viável do que os do 
item antenor. Entretanto, <l~ me!>mos problemas antenores amda 
persistem. com o agravante que presentemente não existe 
transformação econômica do motor Diesel pam LEAN BURN. 
Ele requer uma menor capacidade de armazenamento de Gás 
Natural do que os anteriores. 

Motor Dual Diesel-Gás. Como tentativa de solução 
deste problema. 1magmou-se um Ciclo dual D1esci-Gás Natural. 
onde uma rrustura de Gás Natural e ar seria adm111da no cilindro e 
comprimida com a mesma truca de compressão que o motor 
Diesel (17.1 ). Uma pequena quanudade de óleo D1esel ~ena 
injetado no final da compressão. provocando a auto-1gmção do 
combustível. Este c1clo tem como vantagem a reversão completa 
para operação com o óleo D1esel. sempre que ncccssáno. uma 
maior eficiência térm1ca (44%). O motor não sofre qualquer 
modificação mtcma, c o kll de conversão pode ser re11rado e 
instalado facilmente cm outro veículo. Requer uma capacidade de 
arma7.cnamento de Gas Naturnl 1gual aproximadamente à metade 
da que é necessária parn o motor do c1clo OTIO, dedicado a Gá.!. 
Natural. Valores de substlluição de óleo Diesel em até 94'k tem 
sido vcnficados. Em trânsito urbano. uma médJa de substituição 
de 70% é usual. Segundo o BALANÇO ENERGÉTICO DO 
ESTADO DO RIO DE JANEIRO 1980-1994 ( 1995). os seguintes 
dados estão disponíveiS. 

Tabela I : Conteúdo Energético do Combustível (CE) 

Combustível Densidade PCS CE 
Diesel 0.852 k2tm' 10750 kcal/ke. 38347 Ulm' 

Gás Natural 9274 kcaUm' 388281dlm' 



A relação ConteMo ErrerRitico do Óleo Diesel I Corr · 
terído Energittco do G6s Natural = 38347/38828 = 0.988 . 

Ass1m define-se a umdade litros equ1valentes de óleo 
D1csel para o Gás Natural ( I, ), ou seJa. I mJ de Gás Natural é 
aproximadamente equivalente em energ1a a I htro de Óleo 
D1esel. 

O motor conven1do para operação com o combustfvel 
dual D1esel - Gás Natural opera com temperaturas mais ba1xas 
dos gases de exaustão. Conforme conhecido. se ela for muito 
elevada, pode haver um empenamento das válvulas de exaustão. 
uma aceleração do desgoste da sede das válvulas. um dano aos 
p1stões e anéis. e o aparecimento de rachaduras no cabeçote dos 
cilindros. 

Algumas explicações sobre o funciOnamento do motor 
D1csel, operando com o combustfvcl Dual D1escl • Gás Natural 
foram obudas de Ne\HIWI ( 1989). 

KIT DE CONVERSÃO DO MOTOR DIESEL PARA 
OPERACÃO COM O COMBUSTfVEL DUAL DIESEL - GÁS 
NATURAL 

O kit de conversão de um motor D1esel para operação 
com o combustível dual D1esel • Gás tem os seguintes 
componentes. adaptados externamente ao motor, sem alteração 
Interna do mc~mo . 

•M1croprocessador ·proporCIOna um controle global do 
motor e garante uma exatidão na mJeção da miSlura do 
combustível O rrucroprocessador é proJetado especificamente 
para cada tipo de motor. proporcionando uma operação continua 
sem problemas 

•Válvula Solenoide de alta velocidade - controla o 
volume de Gás Natural entregue di retamente a cada cilindro. Esta 
caractcrfstica, juntamente com o controle do tempo de tnjeção do 
Gás Natural. resulta na otirnização do desempenho do motor. Ela 
é o componente crftico do motor, pois mede, controla o tempo de 
•nJeção, d1stnbu1 e injeta o combustível gasoso nos cilindros. Ela 
~ confiável, rápida, prec1sa e durável, tendo uma vida útil 
demonstrada em mrus de 2 bilhões de crclos cm testes com 
combustível Hqu1do. 

•Controlador de lnjeção do Óleo D1esel (Ractuator) -
proporcrono um controle prec1so da quantidade de Óleo Diesel 
entregue pela bomba de combustível aos cilindros. 

•Gerador de Sinal de Tempo por Efeito Hall - gera um 
sinal para controlar o tempo de injeçl!o do Gás Natural em cada 
cilindro. 

• Válvula Borboleta para Ar · Proporciona o sinal de 
realimentação do microprocessador para controle do 
combustível, Importante para operação em carga parcial e 
econom1a do combustível. 

•Atuador de Pressão Atmosfénca • compensa vanaçõcs 
da pressão atmosfénca em diferente~ altnude~. 1mpedmdo uma 
superalimentação de combustível cm alutudes elevadas. 

Para que o consumo de combustível seJa otim11ado e a 
em1ssão de poluentes minimizada, é necessáno que o 
desempenho do motor seja levantado e sua operação realizada em 
condições que resultem em melhor cflciência e menores emissões 
de poluentes. O controle das condições de operação do motor é 
fe11o cm malha fechada, eletromcamcntc. O m1croprocessador 
tem mformações sobre o desempenho do motor, obtidas 
pre\'iamente em testes de bancadas. arrn:vcnadas em sua 
memóna, em cond1çõcs de serem consultadas sempre que haJa 
necess1dade de alterar os parãmetros do motor. Ass1m, um 
SIStema clctrômco de re-alrmentação oumiza a condição de 
operação, mudando automticamcnte a percentagem de 
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subsutu1ção de óleo Diesel e a relação entre a massa de ar e a de 
Gás Natural. 

O kit D1esel - Gás Natural custa da ordem de U$ 
3800,00 no Canadá Quando é requerido um mvel bem mrus 
baa.o de crrussões de poluentes, deve-se ad1c1onar ao k.tt um 
catalisador. uma sonda lambda e controles para realunentação de 
rnformações ao rrucroprocessador. Este k.tt super clean custa da 
ordem de US$ 5000.00 no Canadá. 

CILINDROS DE ARMAZENAMENTO DE GÁS NATURAL 

A capacidade de arm3./cnamento de Gás Natural 
depende fundamentalmente da autonorrua requenda para o 
veículo. A escolha do upo de c1lrndro e de seu número depende 
do espaço disponível , do seu peso, de suas d1mensões e de seu 
preço. Um dos c1lmdros de melhor custo bcncffc10 é fabncado no 
Brasil pela CILBRÁS em aço carbono, tendo entretanto um peso 
mais elevado do que outros. Pode-se tambcm uullzar tambem os 
cilindros da FABER, origem italiana, com uma estrutura interno 
de alumínro c recoberta com fi bra de vidro. É mais caro, porem , 
mais leve. Outros cilindros, como os fabncados pela EDO . de 
origem canadense. estão disponíveis com materiais compósitos, 
bem mais leves e bem mrus caros. A Tabela 2 apresenta dados 
d1men\ionar~ c pesos dos cilindros. 

A capacrdadc (m)) refere-se ao volume, nas condrções 
padrões de 20 °C e 101 ,325 kPa (I atm). ocupado pela mossa de 
Gás Natural armazenada no c1llndro a 20 "C e 200 bar com um 
dada capac1dade hidráulica (litros). Ela é baseada no fator de 
compress1b1lidade de 0,25967 m)/litro. Durante o enchunento do 
cilindro no posto de abastecimento sua temperatura aumenta, 
resultando numa menor massa de Gás NaturoJ :.uprída ao cilindro. 
Para um ocréscuno de temperatura de 50 °C, a redução do 
volume nas condições padrões é de cerca de 15%. Recomenda-se, 
portaJltO. para melhor aproveitamento da capacidade do cilindro 
que o mesmo seJa reabastecido após o seu resfnamento até 
completar sua capacidade. 

Tabela 2 : Caracterisucas dos c1hndros FABER 
CILBRAS e EOO 

FABRIC. V O L. VOL PESO O IAM COMP 

htros Nm J..g mm mm 

FABER 95 24,7 80.5 397,5 906 
FABER 80 20.8 72.0 189,2 875 
FABER 75 19.8 67.0 377,5 868 
FABER 65 16.9 58.0 354.2 860 
FABER 60 15.6 ss.o 342.5 858 

CILBRAS 107 27.8 102.8 340,2 1470 
CILBRAS 90 23.4 89.0 140.2 1250 
CILBRAS 74 19.2 78.0 340.2 1055 
CILBRAS 64 16,6 70,0 140.2 910 

EDO 125.4 32.6 34,9 406,0 1266 
EDO 75,5 19.6 24,5 406,0 848 
EDO 6 1,0 15.8 20,0 348.0 898 

Cilindros em aço carbono da CILBRÁS, testados com 
sucesso no Campo de Provas da Marambaio ( 1996) com projelis 
perfurantes, custam • no Bras1l, na fa1x.a de RS 4,00 a R$ 6.00 por 
litro de capac1dade hidráulica. Os cilindros mrus leves FABER. 
com um lmmg Interno de alumfmo e externamente em fibra de 
v1dro, cu~t am , no Brasil, na faixa de RS 7,00 a RS 9.00 por litro 
de capac1dade hidráulica. Os c1hndros super leves EDO, de 
matenal compósito, cusLam, no Canadá. na fa1xa deUS$ 10,00 a 
R$ 15,00/htro de capacidade hidráulica 
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espectrais da aceleração no dobro du freqUência de explosões. 

CONCLUSÃO 

Nos ensa1o foi venticada a existcncia de um coeficiente de 
correlação linear de 0.9 1 para a reta de regressão entre o torque 
médio tndicado e a componente espectral no dobro da frequência 
das explosões da aceleração angular do bloco na direção do e1xo 
motor. 

Este coeficiente lle correlação linear foi alcançado sem a 
necessidade da modelagem e da identificação dos parâmetros do 
motor. uma vez que as componentes espectrab no dobro da 
freqüêncm de explosões dos torques de 1nérc1a foram 
desconsiderados frente às mesmas componentes dos torques 
dev1do às expansões dos gases. 

Tal fato. aliado à possibilidade de se captar de forma não 
mvasiva a aceleração angular do bloco do motor c à bruxa 
complexidade do proce~samento e alta correlação entre o torque 
médio indic:1do e a componente espectral no dobro da freqUência 
de explosões da aceleração angular do bloco na dircçlio do eixo 
motor, tomam este método atraente para o controle de qualidade 
em linhas de montagem de motores. bem como para a detecção de 
falhas, para a avaliação do torquc desenvolvido, para o 
diagnóstico e anáhse de desempenho de motores e para o controle 
da que1ma da mistura através das variáveiS instante de ignição c 
razão ar-combustfvcl. pnnc1palmentc cm cond1çõcs normais de 
tráfego. 

ABSTRACT 

The author 1nvc~llgatcd the existcncc of correlation bctwccn 
indicatcd mcan torque and thc angular accelcration of an enginc 
block, calculatcd rcspectivcly from pressure insidc a combusuon 
chamber and from a hnear accclcrallon in the perpendicular 
dircctJon and not mtcrsecung to the crank-shaft axis. He 
obtained a linear corrclation coefficicnt of 0.91 bctwcen the 
indicated mcan Iorque and the spectral component of thc angular 
accelcrauon of the enginc b1ock m the doub1e of the tire 
frequency. wllhout cngme mode1hng and with no 1denuficauon 
of its paramctcrs. 
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DESEMPENHO DE MOTORES DIESEL PARA OPERACÃO 
COM O COMBUSTfYEI~ DUAL DIESEL- GÁS NATURAL 

Poucos são os fabricantes mundiais dos kits Diesel-Gás. 
A descrição acima refere-se ao kit da AFS do Canadá. Seus kits 
tem sido testados com sucesso em diferentes panes do mundo 
como Rússia, Japão, Coréia, Hungria, Paquistão, Tailândia, 
Europa Oriental. tendo sido mclusive testados no Rio de Janeiro 
há alguns anos atrás, em operação numa empresa de ônibus, 
conforme dados divulgados num Seminário sobre Gás Natural 
Veicular por Mirosh ( 1995), realizado na PUC-Rio em 13-14 de 
Julho de 1995. Uma substituição máxima do óleo Diesel de 94% 
foi obtida em testes realizados com o motor MERCEDES BENZ 
OM352 e mostraram que abaixo de cerca de 1200 rpm, 
principalmente em marcha lenta. a utilização do Gás Natural é 
núnima (utilização do óleo Diesel é máx1ma). chegando a valores 
máximos de substituição acima desta rotação. Foi mostrado que 
sua utilização em ônibus pode resultar para trafego pesado da 
cidade do Rio de Janeiro numa substituição média do óleo Diesel 
de faixa de 72 a 76%. Para operação em marcha lenta apenas o 
óleo Diesel é utilizado. Para operação em estradas. com alta 
velocidade, uma substi tuição média na faixa de 85-90% pode ser 
alcançada .. Este ciclo. adicionalmente tem a vantagem de poder 
operar apenas com óleo Diesel, caso não seja disponível o Gás 
Natural. 

Podem-se avaliar aproximadamente os pontos 
importantes da viabilidade da conversão. onde o fator principal é 
a redução do custo de manutenção e a melhoria do meio 
ambiente. Neste caso é suposto que cada garagem tenha instalado 
um compressor para fornecimento direto de Gás Natural da CEG. 
com redução do custo do m3 . Os dados de manutenção são 
suportados pelo rei atório de Lastres (I 99 I ) e dados de operação 
de geradores de energia elétrica com óleo Diesel com potência 
semelhante, divulgados pela concessionária de energia elétnca do 
norte do país (CEAM). 

A Tabela 3 apresenta dados de desempenho de um 
ônibus dotado de um motor MERCEDES BENZ OM352, 
rodando em várias cidade do mundo, obtidos de Mirosh & Beck 
(1994). Foram testados vefculos totalmente dedicados a Gás 
Natural ( 100% de substituição) c vefculos dotados do ki t de 
conversão para operação com Diesel-Gás. O consumo é expresso 
em litros equivalentes de óleo Diesel ( I, 1100 km ) para cada I 00 
km. As seguintes condições de operação do motor foram 
utilizadas na Tabela 3. 

(I) Ciclo OTIO. centelha. relação Ar/Combusuvel 
estequiométrica para Gás Natural. 

(2) Ciclo OTIO. centelha, lean bumer. Gás Natural. 
(3) Ciclo Diesel, com combustível Dual Diesel-Gás, kit 

AFS 
Pode-se ver que motores dedicados a Gás Natural 

consomem mais óleo Diesel (litros equivalentes) que no ciclo 
Dual D1esel Gás. requerendo portanto um volume maior de 
armazenamento. A Tabela 4 mostra uma comparação entre ônibus 
dotados de motor dedicado a Gás Natural e de motor Diesel, com 
testes realizados no Japão. 

Pode-se observar que o ônibus a gás natural consome 
mais combusúvel do que o operado com Diesel. Motores com 
combustível Dual Diesel-Gás Natura.! c injcção Multipoint são 
cerca de 15% mais eficie.ntes do que o equivalente a Diesel para 
níveis de potência acima de 50% da potência nominal. Para 
níveis menores, o motor dual pode ser cerca de 5% menos 
eficiente do que o motor Diesel. Isto mostra que o desempenho 
do motor depende das cond1çõcs de tráfego do ônibus. 

A Tabela 5 apresenta as emissões de um motor 
convertido para Gás Natural com o kit AFS para o combustível 
Dual, com c sem catalisador no seu escapamento. e comparação 
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com a legislação do Brasi l para 2002 . Em adição o conteudo de 
SOt foi reduzido por um fator de 2,5, de Diesel Puro para Diesel 
Gás, baseado aproximadamente num teor de Enxofre de 0,2% 
para o óleo Diesel. 

Tabela 3 : Desempenho de ônibus em tráfego urbano 
com diferentes motores 

CIDADE TIPO CONSUMO SUBST.DE 
lc/IOO k.m DIESEL _i%~ 

BRUXELAS (I) 94 100 
BANGKOK (I) 87 100 
BANGKOK (I) 78 100 

JAPÃO (I) 69 100 
VANCOUVER (2) 79 100 

TORONTO (2} 72 100 
MISSISSAUGA (2) 68 100 

ITÁLIA (2) 68 100 
HOLANDA (2) 67 100 
MOSCOU (3) 45 8~ 
TEHRAN (3) 44 70 
RIO DE (3) 42 76 

JANEIRO 
DEBRECEN (3) 40 78 
MENDOZA (3) 34 75 

Tabela 4 : Comparação de Desempenho entre ônibus a 
Gás Natural c a Diesel, Matros & Mirosh (I 997) 

TRÁFEGO GAS DIESEL 
NATURAL 
1,1100 km 1/100 km 

CONGESTIONADO 109.0 48,5 
CONST.a 20 km/h 77.5 27.6 
CONST a 30 km/h 58.5 34,6 
CONST a 60 km/h 31.1 22.0 

CONDIÇÕES REAIS 64,5 45,7 

Uma substituição média tfpica de Diesel em cerca de 
55% a 70% pode ser conseguida com sistemas de injeção 
mecânica, c 70% a 80% com sistemas de injeção eletrônica. 

Tabela 5 : Emissões de um motor Mercedes Benz 
OM366LA com combustível Dual, kil AFS, em g!kWh, antes do 
catalisador, University of Albert a (1997), European 13 mode. 

POLUENTE BRASIL DIESEL DUAL 
2002 

co 4 2.6 8.3 
NO, 7 9.5 7,2 
rHC t,l 0.3 0.6 
C H.. 0,0 4 
C<n 756 629 
SOx 1.4 0.6 

Tabela 6: Emissões de um motor HINO K13U, aspirado 
naturalmente, com combustfvel dual. kit AFS, em glkWh, usando 
catalisador Engelhard 300 cpi envelhecido R horas. 

POLUENTE BRASIL ANTES DO DEPOIS 
2002 CATALIS. DO 

CATAUS. 
c o 4 7. 1 0.2 
NO, 7 6,7 6.8 
rHC 1,1 0.9 0,2 
MP 0.15 0,091 0.076 



Pode-se observar que o uso do combustível dual faz 
com que o teor de CO nos gases de exaustão seja maior do que os 
limites permitidos pela legislação brasileira para 2002. Esta é 
uma característica tambcm do motor dedicado à gás natural. Em 
compensação, o teor de material particulado na exaustão. é bem 
maior quando se usa o combustível Diesel, conforme será 
mostrado a seguir. O teor de No, para o Diesel excede os limites 
da legislação. Paro o combustível dual, é marginal. De qualquer 
forma, um catalisador resolve estes problemas. assim como um 
motor dedicado a gás natural só atenderá a legislação com um 
catalisador. 

DfMENSIONAMENTO DA CAPACIDADE DE ARMAZENA
MENTO DE SISTEMAS DE CONVERSÃO PARA GÁS 
NATURAL 

Esta análise é baseada num percurso médio diário para 
os ônibus de 200 km/dia, ou 6000 km/mês. 

Segundo os testes realizados pela !NSIGHT, Comercial 
lmponadora e Exponadora Ltda, em S.Paulo. um ônibus dotado 
de um motor MERCEDES BENZ OM366 LA, cm tráfego 
urbano, consome 50 1. de óleo Diesel para cada I 00 km 
percorridos. com uma substituição média de 65% de oleo Diesel, 
quando operando com o combustível dual Diesel - Gás Natural. 
Isto stgnifica um consumo médio diário de 2 x 0,65 x 50 = 65 
rn3 de Gás Natural pard 200 km percorridos .. Com o fator de 
conversão 0,25967 m3 de Gás Natural para cada litro de 
capacidade hidráulica do cilindro. o volume requerido de cilindro 
para armazenamento de Gás Natural é 65/0.25967 = 250 litros. 

Segundo os mesmos testes realizados pela AFS, o 
mesmo ônibus operando somente com Gás Natural consome no 
mínimo 67 1. de óleo Diesel (Tabela 3) ou 67 m3 de Gás Natural 
para cada 100 km percorridos. com 100% de substituição de 
Diesel. Considerando 200 km percorridos, o volume requerido 
para armazenamento de Gás Natural é de 2 x 67/0,25967 = 516 
litros, ou seja. mais do que o dobro da capacidade de 
armazenamento com Diesel - Gás Natural. ou mais do dobro do 
custo. 

Para um motor Lean Bum, o consumo é de 72 1. de 
óleo Diesel ou 72 m3 de Gás Natural para cada 100 km 
percorridos. Para 200 km, tem-se 144 m3 de Gás Natural ou 555 
litros de capacidade hidráulica. 

Assim, chega-se à conclusão que o motor operando 
com o combustrvcl dual Diesel - G<'ís Natural. consome muito 
menos combustível do que os outros, alem de requerer uma 
capacidade de armazenamento tambem bem menor 

VIABfLIDADE ECONÔMICA PRELIMINAR DO USO DO 
COMBUSTÍVEL DUAL PARA VEÍCULOS PESADOS. 

Uma análise de viabilidade preliminar pode ser feita 
para o Rio de Janeiro com as seguintes hipóteses, indicadas na 
Tabela 7. 

Considerando que o preço do m3 do Gás Natural pode 
variar se o abastecimento dos ônibus for feito na garagem dos 
ônibus da empresa, com investimento em compressores e 
acessórios, ou que em grandes quantidades o preço unnáno 
cobrado pelas distribuidoras é menor, tem-se o retomo do 
investimento indicado na Tabela 8, com os seguintes custos 
válidos , independentemente do preço do gás natural. 

•Custo de Manutenção Diesel : R$ 5037.00 
•Custo de Combustível Diesel : R$1 0950,00 
•Custo de Manutenção Dual : R$ 3358,00 
Assim, para o preço de gás natural de R$ 0,20/m3

• o 
tempo de retomo é de 2 anos. 
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Pode-se observar que a viabilidade é alcançada desde 
que os ônibus sejam abastecidos pela empresa com uma 
infresestrutura de distribuição de combustrvel, aproveitando-se a 
diferença entre o preço de compra do Gás Natural do produtor 
(R$ 0.18/m3

) e venda nos postos de abastecimento (R$ 0,396/ 
/m3). Observa-se tambem que a d1minuição do custo de 
manutenção é um fator importante na determinação da 
viabilídade, normalmente não considerada nestas análises 

Finalmente, o kit de conversão tem uma durabilidade 
grande, podendo ser transferido facilmente para outro ônibus por 
ocasião da revenda do mesmo ao final de sua vida útil. 

Estima-se que o custo da conversão possa se situar em 
tomo de R$ 8000,00, para um número grande de conversões, o que 
inclue equipamentos e mão de obra de instalação. Presentemente 
em S.Paulo, para empresas de ônibus, o óleo Diesel pode ser 
conseguido a cerca de R$ 0,3511. O Gás Natural a cerca de R$ 
0,35/m3

• Vê-se assim que o Diesel é mais subsidiado ainda. 

Tabela 7 : Análise de viabilidade preliminar para 
utilização do ciclo Dual Diesel-Gás (kit AFS) . Motor OM 366. 
avaliado pelo CENPESIPETROBRAS. Hipóteses feitas. 

PARA METRO UNID. VALO 
R 

CONSUMO ESPECIFICO DE DIESEL km/1 2.2 
JORNADA DIARIA DO ONIBUS h 12 
PERCURSO DIÁRIO DO ÓNlBUS kmldia 200 
PERCURSO ANUAL DO ONIBUS km/ano 73000 
HORAS DE OPERAÇÃO EM UM ANO h/ano 4380 
PREC O DO LITRO DO OLEO DIESEL R$/1 0,33 
EQUIV Al.êNCIA DE COMBUSTIVEL 1/ mJ I 
REVISÃO MOTOR DIESEL P/10000 h RS 7500 
REVISÃO DO MOTOR DIESEL RS/ano 3285 
LIMPEZA VÁI. VULAS P/2500 h(DIESELl R$ 1000 
LIMPEZA DE VÁlVULAS CDlESEL) RS/ano 1752 
CUSTO DE MANUTENCÃO (DIESEL) RS/ano 5037 
REVISÃO DO MOTOR DUAL P/15000 h RS 7500 
REVISÃO DO MOTOR DUAL RS/ano 2190 
UMPEZA DE VALVULAS P/3750 hCDUAL> R$ 1000 
LIMPEZA DE VÁLVULAS (DIESEL) RS/ano 1168 
CUSTO DE MANUTENCÃO RS/ano 3358 
DIFERENCIAL DO CUSTO DE MANUT. R$/ano 1679 
SUBSTITUIÇÃO DO ÓLEO DIESEL % 72 
CUSTO DA CONVERSÃO ' R$ 8000 
CUSTO DO GÁS NATURAL RS/m3 0.32 

Tabela 8: Tempo de Retomo do investimento (anos) 
como função_ do preço do Gás Natural. Motor OM 366 avaliado 
pelo CENPES/PETROBRAS. 73000 km/ano 

PREÇO DO CUSTO RETORNO 
GÁS COMBUSTÍ INVESTIMENTO 

NATURAL YEL DUAL 
R$/m3 R$/ ano anos 
0,32 10711 -
0,30 10233 -
0,25 9039 3,3 

0,20 7844 2,0 
0,15 6650 1,5 

RESULTADOS DOS TESTES COM MOTOR ASPIRADO 
NATURALMENTE 

Dois ônibus da CCTC, em S.Paulo, foram convenidos 
para operação com o combustrvel dual, respectivamente 
identificados por 9227 e 9228. São do modelo Mercedes Benz 



OM 366 NA, aspirados naturalmente, tendo em tomo de 7 anos 
de vida. As linhas de ônibus em questão são consideradas um 
bom teste para o sistema devido a duas razões : { 1) Serem 
motores já bastante usados e (2) As hnhas exigirem mu110 do 
ônibus. 

Do1s ômbus da V1ação Santa Madalena, em S.Paulo, 
foram conven1dos para operação com combustCvel duaL São do 
modelo Mercedes Benz OM 366 NA (identificado por 36717) e 
LA (identificado por 35727), respectivamente naturalmente 
asp1rado e turbinado. Neste caso os ônibus são novos, mas as 
linhas exigem muito dos ônibus. 

Neste item apenas os motores naturalmente aspirados 
serão analisados, ou seja. 9227 e 9228 da ccrc. 36717 da 
V1ação Santa Madalena, mu1to embora conste das Tabelas 9 e lO 
os dados do motor turbinado, e os dados oblidos em testes pelo 
CENPES/PETROBRAS, Lastres (l991), com um ldt de 
conversão semelhante. A Tabela lO apresenta um resumo do 
desempenho dos ônibus da CCTC, da V1ação Santa Madalena c 
do teste realizado pelo CENPES IPETROBRAS em 1991, 
JUntamente com sua variação (igual a duas vezes o desvio 
padrão). 

Tabela 9 : Caracteristicas dos testes com ôn1bus da 
CCTC ( 1997), Viação Santa Madalena ( 1997 c 1998) e CENPES 
(1991) 

DrESEL GÁS 
ONIBUS PER IODO DIAS km htros km mJ 

9227 24/05 11 24/07 34 9229 1713 10069 2353.2 
9228 14/07 Q 20/08 19 5695 1052 5265 1529,0 
36717 02109 a 18/ 11 37 4672 957 4672 1740,6 
35727 18/12 11 20/02 45 8818 1532 88 18 2892.6 

CENPE 01/011131101 31 6002 767 6002 1922,0 
s L__ __ ---··-·--·-

Para o cálculo do consumo de combustCvel, foram 
considerados I 0069 km rodados do ômbus com Gás Natural c 
9229 km rodados com Die.scl, porque as cstaçOes de 
abastecimento são distjntas e distantes umas das outras. Como o 
cálculo da substituição de Diesel requer que a distãnda 
percomda seJa a mesma. foi considerado no trecho entre as duas 
eMações de abastecimento o mesmo consumo calculado para 
D1esel e para Gás Natural. 

Tabela I O : Resumo do desempenho dos ômbus da 
CCTC (1997), da Viação Santa Madalena (1997 e 1998) do 
CENPES (1991) 

ÔNlBUS DrESEL GAS EQUrv. SUBSTIT 

(km/1) (kmlmJ) (km/1) (~) 

9227 5,39 ±4.67 4,28 ±2,25 2.38±0.86 56±24 
9228 5,41 ± 5.28 3.44 ± 3,18 2.10± 1.06 61 ±30 
36717 4.88±6.21 2.68± 0,97 1.73±0.81 65±20 
35727 5.76±2,76 3,05 ± 1.19 1.99 ± 0.63 65± li 

CENPE 7.83 ± 1.01 3.12 ±0,30 2.23 72 
s 

Uma análise da Tabela 10 indica uma variação do 
consumo equ1valente da mesma ordem de grandeza do Diesel 
puro. Tambem, muito embora exista uma nutuação grande 
durante o mês, a méd1a mensal tende para um valor com pequena 
llutuação para testes de no mínimo 18 ruas. Como consequência, 
pode-se dtzer que testes de mats longa duração não contnbuirl!o 
muito para uma determjnação mrus prCCJsa da média de consumo 
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e de substituição de óleo Diesel. apenas para a confiab1hdade de 
sua operação. Aliás, este é o valor que intereressa para os 
cálculos econômkos. Pode-se observar que o consumo 
equ1valente dos doil. ônibu~ da CCTC se encontra na mesma faixa 
do que fo1 obudo pelo CENPES (2.23 km/1 ou 45 11100 km). O 
percentual de subsmuição de DIESEL se encontra um pouco 
mais baixo. entretanto. Algum~ hipóteses foram levantadru. para 
explicar estas diferenças. 

(I) O fato do motor da CCTC Já estar um pouco 
desgastado. Foi mostrado que o consumo de Diesel depende 
muno das condições de d1reção do ônibus, do tráfego e do 
número de passageiros. Ponanto, deve-se esperar que a operação 
com o combustCvel dual tambcm oscile bastante durante o mês. 
Um teste representatiVO deve cobrir um número de dJas para os 
qurus a média de consumo atinJa um valor que varie pouco dw 
por diante. Os resultados abwxo mostram esta variação expressa 
em tennos de duas vezes o desv1o padrão. 

Um acompanhamento do consumo de combusúvel na 
Viação Santa Madalena mostrou que o ônibus 36717, tambem em 
teste com o combustCvel dual. apresentava o valor de (2.38 ± 
0,93) km/1 de óleo D1esel, durante um penodo de 25 d1as do mês 
de Julho de 1997. Para 13 ruas do mês de Agosto de 1997. o 
valor fo1 ( 1,85 ± 0,55) km/1. Para os ônibus da CCTC, a média 
encontrada. em longa duração foi de 2.05 km/1. A Tabela 10 
apresenta as caractcristicas dos testes de substituição um 
con1.umo maior (menor valor em km/1) para a mesma potêncta. 

(2) Variações na curva de vazão da bomba mjetora 
corno função da pos1ção da alavanca de controle da carga. 
Nonnalmente confia-se na curva do fabricamc. sem proceder-se a 
uma calibração para cada motor Deve-se ob~rvar que esta curva 
para bruxas vazões de D1escl pode ser diferente para altas vazões 
encontradas quando se usa apenas D1esel As bombas mjetoras 
dos õmbus da CCTC tivernm frequentes problemas de rcgulagcm. 
e tiveram de ser recahbradas pelo representante Bosh. 

(3) Os valores medidos de abastecunento de Diesel por 
dia sendo pequenos/ara o combustível dual, podem condum a 
erros na avaltaçlio. verdade que em longa duração e~tes erros 
tendem a se compensar Durante o período de testes houve falhas 
no controle do abastecimento dos ônibus da CCTC, c dando a 
falsa Impressão de ineficiênCia do kit de conversão. 

Com os problemas assinalados ocrma. acredna-se que 
os resultados de consumo em ma1s longa duração SCJ3m melhor 
representauvos do desempenho do veCculo. 

A Tabela lO mostra que valores ma10res de subst11u1ção 
implicam em valores maiores de consumo (menor kmll.). Se os 
três valores para os três ômbus respecuvamente forem colocados 
num gráfico, verifica-se uma vanação quase linear. A escolha é 
uma solução de comprom1sso entre o valor de substituição do 
óleo Diesel (nível de emjssões) c o preço do gás natural. o que 
dctenmnará o mvcl aceitável de consumo. 

Foi observado ne!tle) três ônibus dotados de motor 
asp1rado que muno embora o con~umo tenha at1ng1do um 
patamar aceitável, existe uma variação de potência com as 
cond1ções de operação. em relação à operação com Diesel puro, o 
que requereu uma intervenção com cena frequência na 
programação do ktt para regularizá-la. Acredna-se que este 
problema possa ser re~olvido com mais teMes do motor, pois ele 
amda não havia ocorrido em outras panes do mundo onde o kll 
de conversão fo1 testado com sucesso. Este comportamento 
parece ser representativo de motores nonnalmcme asp1rados, 
muito embora os problemas ocorridos na Viação Santa Madalena 
tenham SidO menores do que na CCTC. O ômbus da Viação 
Santa Madalena teve seu periodo de testes encerrado mais cedo 
devido a problemas mecân1cos ocorridos com o motor por causa. 
possivelmente. de um ajuste erróneo de seu ponto de operação. 
Mu1to embora o motor fosse bem mais novo que os da CCTC, 



bto resultou numa redução de seu desempenho. Entretanto, como 
apenas 20 ou 30'k dO$ ônibus em operação tem motor asp1rado, e 
como o tempo d•sponfvel para os testes era hmllado. resolveu-l>C 
dar priondade aos testes com o motor turbmado (80 ou 70'k da 
frota em operação). 

Finalmente. o índice de paruculado!> nos gases de 
CXOUStfiO do motor do ÔnibUS 9927 da CCfC foi medidO pela 
transparência da fumaça emitida pelo motor através de um 
opacfmetro. O valor encontrado para o Diesel puro foi de 2,0 m·1; 
para o combustfvel dual fo1 cerca de 0.4 m 1, bem mfenor ao 
ex1g1do pela legislação (2.5 m 1 ). 

Em números aproximados, um ômbus a Diesel custa cm 
tomo de R$ 80000,00 . O kit de conversão c os cilindros 
adicionam cerca de R$ 8000,00 o eMc valor. Um ônibus 
totalmente dedicado a Gá~ Natural custa mais, cm torno de R$ 
120000,00. Alem d1sso. a autonomia do veiculo do ônibu:. 
convertidO a D1eset -Gás Natural (kmll.) é quase a mesma do que 
a do veículo a D1esel. c portanto bem supcnor a do veiculo 
dcd1cado a Gás Natural, resultando num custo operacional ma1s 
ba1xo. alem da necessidade de um menor número de cilindros de 
armazenamento de G:h Natural. 

RESULTADO DOS TESTES COM MOTOR TURBJNADO 

O motor turbmado do ônibus 35727 da Viação Santa 
Madalena, convertido para operação com combustível dual 
D1csel - Gás Natural, operou durante 45 d1as num pcrfodo de 2 
me~es sem praticamente qualquer problema mecânico, tendo 
inclusive melhorado seu desempenho em tcnnos de manutenção. 
Teve de fazer apenas duas autocalibrações de seu k.it de 
conversão e reparado apenas uma vez o regulador de pressão. A 
variação de seu desempenho foi bem menor do que com o motor 
asp1rado, conforme md1cado da Tabela 10 e número de dias 
necessários para obtenção de uma pequena vanação na méd1a de 
desempenho foi de 6 d1as apenas. Com uma substitUIÇão média 
de 65% de Diesel c uma autonomia de 1,99 krnll.. seu 
desempenho foi considerado excelente e economicamente viável. 
Uma análise deste teste com o fabncanre do kll. a canadense 
AFS. indicou que este desempenho pode ser melhorado desde 
que um sensor anti-detonante, em fase final de desenvol,imento. 
SCJa mcorporado ao kll. Porem. isto não fo• considerado 
Importante. 

O fnd•cc de pan•culados nos gases de exaustão do 
motor do ônibus 35727 da Viação Santa Madalena foi medido 
pela transparência da fumaça em1tida pelo motor através de um 
opacfmetro FLEX modelo 515, rastreado aos padrões do 
lN METRO. O valor encontrado para o Diesel puro fo1 de 2,09 m 
1, para o combusúvel dual, 0,12 m-1, bem mferior ao exigtdo 
pela lcg~slação (2.5 m 1) 

Depois desta fil!>e de teste. resolveu-!>e • sem qualquer 
controle, operar o ômbus por mais quatro mese~. perfazendo um 
totol de 22141 km, com uma substituição média global caindo 
para 51%, mdicando a necessidade de ajustes periódicos no kit. 

Finalmente. fot ob~ervado que o desempenho do motor 
turbmado operando com combustfvel dual é maior do que o do 
naturalmente aspirado. Isto rambem é venficado quando o mesmo 
motor opera com D1esel apenas 

CONCLUSÕES 

O teste de vários ômbus dotados de um motor do ciclo 
Diesel convertido para operação com um combusuvel dual 
Diesel-Gás Natural forneceu elementos para se concluir que esta 
pode ser uma solução técmco cconômica para o problema de 
polu1çlio em grandes centros urbanos . 
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SUMMARY 

Tius paper analyscs lhe performance of a dual fuel 
<D•esel and Natural Gas) fired Diesel cycle engine convertcd for 
opcrallon wíth nn AFS kit, mcludmg the cmJSSIOn levei 
companson with rhe Bra11lian legislation for the year 2002. 
Severa! buses. tested undcr urban lraffic conditions in lhe city of 
S Pauto. showed that this can be a technical economical soluuon 
to the emission problem in b•g c1ties. 
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RESUMO 

A rectrculação dos gases de escape é um método potmcial para o controle das mussõt's veiculares no que 
se refere aos ó.udos de nitrogénio. Emrt'lanto, a literatura não descrn·e em profur.didade os efeitos desta 
técmca sobre o desempenho global do motor, a.ssim como, não descrew• as ~·ariáveis que são afetadas pt'la sua 
wili:.ação. O prl'Sl'flte trabalho ob}ettva l'erificm a efictência da recirculação dos gases de escapl' quando da 
manwençtio do desempenho do motor amerior a sua llllli::.ação, através da mteraçtio entre o ponto de ignição. 
a postção da borboleta de aceleração, f' a relação ar-combustÍ\•el. 

INTRODUCÃO 

Os resultados apresentado~ por Sousa e Vianna (1997) 
demonstram o grande potcnc1al da recirculação dos gases de 
escape como método de combate à produção de poluentes. cm 
e!>peclal a produção de óx1dos de rutrogêmo. Contudo. o maJOr 
espaçamento entre as molécul~ de mistura comburente 
provocada pela rec1rculaçlio resulta cm uma desaceleração da 
frente de chama e d1mtnu1çào da temperatura de combustão. 
Além disso, a menor quantidade de mistura presente n:l câmara 
de combustão resulta na d1minu1ção da pressão máxima no 
intenor do c1lindro. Em consequêncta, siio grandes as alterações 
no desempenho do motor. Acompanham a redução das cmis!>õcs 
de óx1dos de mtrogênio, a diminuição das emissões de 
htdrocarbonetos não quc1mados c das emissões monóxido de 
carbono. O consumo de combustível também é reduLido quando 
da recirculação. Contudo, tanto a perda da potênc!a específica 
quanto a perda de torquc são "gmficat1v~. 

A recuperação do desempenho perd1do envolve a busca de 
um aumento do rcnthmcnto térm1co otimizando a razão de 
compressão, ou runda, mod1ticando. de forma 1nterauva, outras 
vanáveis de funciOnamento do motor. 

No entanto, cx1stem questões o serem respondidas. é possível 
recuperar o desempenho global do motor anterior à recirculaçüo? 
A recuperação do desempenho é compatível com a redução das 
emissões de poluentes? Em que níveis serio pos~ívcl 

compatibilizar a redução de emissões com ganhos no 
de~empenho global do motor com EGR? 

É neste contexto que se snua o presente trabalho. O seu 
ObJCHvo é venticar a pOSSibilidade e VIabilidade da recuperação 
do rendimento do motor antenor à recirculação através da 
mteração entre o ponto de 1gn1çào, a pos1ção da borboleta de 
aceleração e a relação ar.combusuvcl. 

INSTRUMENTACÃO E METODOLOGIA 

o~ ensaios foram rcalitados em um motor do ciclo Otlo a 
gnl>olina carburado, com capacidade volumétrica de I luro. relação 
entre diâmetro e curso de 1.39 c razão de compressão de 8,9: I. 

A bancada dmamomé1nca uuhzada d1spõe de um 
dmamômctro h1dráullco Heenan & Froude com uma 
mstrumentação adequada para o completo momtoramento dos 
parâmetros globrus de funcionamento do motor, tai~ como. 
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rotação. potência cfcti v~1 . torque, consumo de combustível, 
consumo de ar e as temperaturas c pressões envolvidas. 

Sistema de Agui~jcão de Dados. O diagrama de prtl>sào no 
1ntenor do c1hndro é obudo uuhzando-se, um sensor ptczoclétnco, 
com fa1xa de operaçoo de O a 250 bar. mstalado na vela de 1gmção 
do cilindro rr ~ a qual po\~UI urna hnha pneumáuca curta. Como 
aprcl>entado por Vianna c Carvalho ( 1995) esse upo de a<Wptador 
pode ocasionar, cm certas frequências. arnortcctmemo c defesagcm 
do sinal. Nos evento~ de admbsão e de.scarga, onde o transiemc de 
pressão ocorre cm ba1xa.s frcquênctas, não existe amortecimento do 
sinal. Contudo no evento de compressão, pnnctpnlmentc upós a 
centelha. onde a taxa de crescimento de pressão ocorre cm alta~ 
frequências, existe amortecimento do smal da ordem de I O a 90<k, 
dependendo da frequência envolvida. No caso de detonações, 
eventos estes de ma1s altas frequências. além de amortecimento, 
cxJstc urna defasagem do !>mal Portanto, as curva~ de prcs!>ào 
apresentadas no trabalho noo podem ser analisadas de forma 
quantitativa. Contudo. a anáhse qualitauva é perfenamcntc 
possível, visto que, os amortecimentos existentes são da mesma 
ordem de grandeza para as velocidades de rotação avaliadas. 
afctando igualmente todas as curvas. 

Devido aos elevados gradientes de temperatura a que o sensor 
e~tá sujei to, foi lixada, próxima à base do sensor. um d1spos1tivo 
direcionador de Ouxo de ar com a linalidade de refrigerá-lo. 
evitando a alteração de sua sensibilidade. O sinal captado pelo 
sensor é ampli ficado c env1ado a um osciloscópio Toda a cadc1a 
de medição condu;r, seguindo os procedimentos de cálculo do 
ISO TAG4/WG3 (1993). a uma Incerteza máx1ma de 1,96% do 
valor med1do em frcqucnc1as de até 1.2kHz c de 3.2~ em 
frequências entre 1.2 c 1.6kH7. 

A determinação do PMS ocorre através de um d1spos111vo de 
foto-acoplamento, tn~talado na cxtrem1dadc do e1xo cardan do 
motor Este dispositivo consiMe em um disco perfurado acoplado 
a este eixo, que g1ra entre um receptor e um emtssor ópuco, 
permitindo o foto-acoplamento do seu furo quando do ponto 
mono superior. O desvio de medição aprescn10do pelo ~ensor 
óptico em relação ao PMS medido geometricamente é da ordem 
de 0,3 graus como citado por Olive1ra et ai. (1996) Independente 
da veloc1dade de rotação. O smal do PMS também é cnv1ado ao 
osciloscópio através de um canal auxthar. 

O registro do ângulo de mfcio da ignição ocorre at ravés de 
um sensor induuvo acoplado ao cabo da vela do mesmo cihndro 
onde a curva de pre~são dmârruca é adqutnda. O l>inal do ponto 



de ignição também é enviado ao osciloscópio pelo mesmo canal 
doPMS. 

Um sistema especialista para aqUisição e tratamento de dados, 
instalado em um microcomputador conectado ao osciloscópio, é 
responsável pela aquisição, tratamento c armazenamento dos 
sinais. 

Sistema de Análise de Gases. Para a medição dos gases de 
exaustão utilizou-se um sistema de análise de gases que consiste, 
basicamente, de um analisador multi gases, e um desumidificador. 
O sistema tem, como características particulares. a eliminação de 
condensado, verificação automática de vazamento, controle de 
nuxo c eliminação de erros de altitude, e aquecimento controlado. 

O analisador de gases está capacitado para a medição, pelo 
método infravermelho. de: 

• CO, O a 10% Vol.. com prec1são de 0,01 %; 
• COl. O a 20% de Vol., com precisão de 0,1 %; 
• HC. O a 10.000 ppm, com precisão de 5 ppm F.E .. 

e. pelo método cletroquím1co de: 

• 0 2, O a 25% Vol., com precisão de O, I%; 
• NOx. O a 4.000 ppm, com prec1são de I ppm F.E .. 

além das medições de rotação, temperatura de óleo c cálculo da 
razão de cqui v11lência. 

O desumidificador é responsável pela retirada de vapor de 
água e preparação da amostra de gases para posterior análise. O 
desumidificador é constituído de um refrigerador, uma câmara de 
condensação e filtros. Os matena1s empregados no 
desumidificador c sistema de análise são resistentes aos gases 
corrosivos existentes na exaustão de veículos automotores 
movidos a gasolina, álcool e outros combustíveis. 

Válvula EGR e Instrumentos ComQiementares. Para a 
realização deste trabalho, além da instrumentação já mencionada, 
foram acoplados alguns aparelhos auxiliares ao motor supra 
citado. que permitiram concretizar o objetivo do trabalho. 

Uma válvula EGR tradicional possibilitou o controle da 
porcentagem de reeirculação de gases através da regulagem de 
sua abertura. A abertura da válvula foi controlada por um 
dispositivo mecânico acoplado à mesma. 

Os gases são retirados do escapamento. e através de tubulação 
auxiliar, conduzidos até a válvula, c posteriormente ao coletor de 
admissão após o carburador. 

O controle da relação ar-combustível (RAC) foi realizado 
através da utilização de um carburador de ·'gicleur" variável, 
controlado por um eixo côn.ico que aumenta ou diminui a área de 
passagem de combustível. Um parafuso micrométrico controla o 
posicionamento da agulha de regulagem da passagem de 
combustível. 

Metodologia. A plena carga, a diferença de pressão entre o 
coleror de adnussão e o coletor de escape não é suficiente para 
induzir um 11uxo de gases capaz de permitir a rccirculação dos 
gases de escape em níveis mínimos. Desta forma, o presente 
trabalho fez uso do motor operando a 75% da carga plena, onde 
as pressões envolvidas permitem bons níveis de recirculação. 

Seguindo os estudos de Sousa e Víanna (1997), utilizou-se na 
mistura imcial uma relação ar-combustível pobre. próxima a 
estequiométrica, onde as emissões de NOx têm valores máximos. 
São avaliadas três velocidades de rotação, sendo elas 2000, 3000 
e4000rpm. 

Estando o motor na configuração de carga c RAC 
preestabelecida. diferentes percentuais de recirculação são 
aplicados através de diferentes aberturas da válvula EGR. Para 
cada abertura da válvula, a carga fornecida pelo motor é mantida 
constante. em 75% da carga plena, através da variação do ponto 
de ignição e da relação ar-combustível. A modificação destas 
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duas variáveis não depende de qualquer ação do operador do 
motor. podendo ser controladas através de um sistema eletrônico. 

Contudo, as variações combinadas da RAC e do ponto de 
ignição foram insuficientes para recuperar totalmente a potência 
perdida com a recirculação. A recuperação total só foi possível 
com a modificação da posição da borboleta de aceleração. 

Neste sentido, para cada abertura da válvula EGR, o ponto de 
ignição é posicionado de forma a propiciar a recuperação de 
potência. Em seguida, a abertura da borboleta c a relação ar
combustível são combinadas evitando, contudo, o enriquecimento 
excessivo da mistura VJsando não comprometer as emissões de 
hidrocarbonetos não queimados. 

APRESENTAÇÃO E ANÁLISE DOS RESULTADOS 
EXPERIMENTAIS 

Os resultados obtidos no presente trabalho são apresentados a 
seguir. 

Curvas de Pressão Dinâmica no Interior do Cilindro. As 
curvas de pressão dinâmicas para 2000rpm são bastante Similares 
para os diferentes aberturas da válvula, tendo comportamento 
compatível com os valores de carga constantes. 
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Figura I -Curvas de pressão em diferentes aberturas da válvula 
para 2000rpm. 
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Figura 2- Curvas de pressão em diferentes aberturas da válvula 
para 3000rpm. 

No entanto, as curvas de pressão para 3000rpm apresentam 
uma tendência a queda de pressão máxima para maiores aberturas 
da válvula, ou seja, maiores níveis de recirculação. Como 



consequenc1a desta queda de pressão, o trabalho positivo 
visualiUJdo pela área da curva após o PMS é reduzido, 
ocasionando uma redução do trabalho lfquido fornecido pelo 
c1hndro. A dimmuação do trabalho lfquido deveria ser 
acompanhada de uma redução da carga fomecada pelo motor, o 
que não ocorre, visto que. a carga é mantada constante. Esse fato 
pode ser explicado por uma d1stnbuição não homogênea da 
mastura entre os diversos cilindros. A aparente diminuição do 
trabalho lfquido no cilindro n11 4 é possivelmente compensada por 
um aumento de trabalho lfquido em ou1ro cilindro. 

O ponto de ignação para as diversas condições de recirculação 
é muito próxamo ao pomo de 1gnação sem recirculação. A 
apresentação de todos estes pontos poderia dificultar a 
mterpretação daJ. curvas. Ponanto, o ponto de ign1ção 
apresentado nos gráficos corresponde ao ponto de ignição do 
motor sem recirculação. 

Curvas Características do Motor. As curvas de consumo 
específico foram obtidas através dos dados coletados na bancada 
dinamométrica 
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Figura 3- CEC para diferentes abenuras da válvula para 2000rpm 
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Figura 4- CEC para daferentes abcnuras da válvula para 3000rpm 
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Figura 5- CEC para diferente'> abenuras da válvula para 4000rpm 
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As curvas demonstram uma dirrunuição no consumo 
específico de combustível para a rotação de 4000rpm. Contudo, 
para 2000 c 3000rpm, o consumo cspccffico é praticamente 
constante. Esse componarnento diferenciado das curvas de 
consumo específico de combustível para cada rotação se deve ao 
ennquec1rnento d1ferenc1ado da rrustura para cada condação de 
recarculação cm cada velocidade de rotação aval a ada. 

Curvas de Emassões. As curvas de emissões foram 
construídas com os dados coletados simultaneamente aos demais 
resultados. 
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Figura 6 - Curvas de emissões para diferentes aberturas da 
válvula para 2000rpm 

A figura 6 mostra as curvas construída~ à parur dos dados 
coletados para 2000rpm. Pela curva pode-se perceber uma 
redução signilicatava nos níveis de NOx. Na condição de mfnuno. 
a redução chegou a aproximadamente 58% do valor micial. sem 
recirculação. Os nfveis de emissão de CO também decaíram, na 
ordem de 54%. Contudo, os nfveis de HC tiveram um pequeno 
aumento da ordem de I O'k na condação de máx1mo. Os níve1s de 
0 2 permanecem praucarnentc constante. 
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Figura 7- Curvas de emissões para diferentes aberturas da 
válvula para 3000rpm 

As curvas mostradas na figura 7 referem-se à velocadade de 
rotação de 3000rpm. Observa-l>e a redução máxima de 38%- de 
NOx. c 63% de CO c um aumento de 20% de HC. Quanto as 
emissões de 0 2, as mesmas apresentam um pequeno aumento. 

A figura 8 mostra as curvas de errussões à velocadade de 
rotação de 4000rpm. Observa-se a redução máxima de 48% de 
NOx, 90% de CO, c 23% de HC. Nesta rotação, somente com a 
alteração do ponto de ignição e da posação da borboleta fo1 
possí\'cl recuperar o torque perdido. Logo. não foi necessáno o 



ennqucc1mcnto da misrura. e portanto, os níveis de HC não 
aumentaram, e os níveis de 0 2 decaíram. 
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F1gura 8 - Curvas de emissões para d1fcrcntes aberturas da 
válvula para 4000rpm 

Nas curvas de emissões, as barras de erros existentes são 
encobertas pelo símbolo de legenda. 

CONCLUSOES 

Com a manutenção da potência constante, verifica-se que a 
rcc1rculação dos gases de escape é efic1ente quanto à seu 
obJcllvo Contudo, mantendo-se a potênc1a constante, a redução 
das em1~sõc~ de NOx é menor ~ comparada a redução prop1ciada 
pela rce~rculação quando acompanhada da perda de potência do 
motor As cond1ções de melhor func1onamcnto são aquelas onde 
os nfvei~ de emissão de HC, CO c NOx sllo os menores possíveis. 

No caso de 2000rpm, a condição de melhor funcionamento, a 
panir da :malise das curvas de emissões. é aquela onde a abertura 
da válvula é de 6mm. Neste ponto, a redução dos níveis de NOx 
foa da ordem de 55%; a redução dos níveis de CO foi da ordem de 
55%: e o aumento dos níveis de HC f01 da ordem de 7%. 

No cru-o de 3000rpm. a condição de melhor funciOnamento é 
aquela onde a abertura da válvula é de 4mm, onde observa-se 
uma redução de 32% de NOx. e 42% de CO Observa-se também 
um aumento de 16% de hidrocarbonetos não queimados. 

Para 4000rpm. o ponto de melhor func1onamento corresponde 
ao ponto de máxama abertura da válvula, onde observa-se uma 
redução da ordem de 40% de NOx. 90% de CO c 24% de HC. 

Observa-se portanto, que a abertura da válvula de 
recirculaçlio n!lo ocorre de forma permanente, sendo sua abertura 
dependente da rotação do motor. 

Por fim, conclui-se com o trabalho, que a utilização da 
rewculação dos gases de escape no motor é eficiente na redução 
dos nfvci~ de NOx. Contudo, é importante salientar que os níveis 
de emas<,ões de hidrocarbonetos não quc1mados aumenta em 
algumas cond1ções de funcionamento. 

Pode-se afirmar amda. que a metodologia adotada possu1 
vantagens e desvantagens. A principal vantagem é que o controle 
de rec1rculaçilo pela abertura da válvula permitirá, 
posteriormente. con1rolar a quantidade de gases recirculados por 
meio de um posicionador automálico da haste da válvula EGR. 
Ou1ra vantagem é que a recuperação de potência através da 
modilic:tção do ponto de ignição, da relação ar-combustível e da 
posição da borboleta de aceleração permite manter as emissões de 
NO:.. cm nfvell> baixos. A maior desvantagem é que o controle 
mecãn1co de abertura da borboleta de aceleração não permite uma 
boa repetibilidade no posicionamento da mesma. Como a relação 
ar-combustível e o ponto de 1gmçilo dependem da abertura da 
borboleta, toma-se difícil a repetibilidade dos ensaios. 
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ABSTRACT 

The cxhaust gas recirculauon IS a potential method for lhe 
veh1cles emass1on control concemmg mtrogen oxides. However, 
thc llterature does not go deeply mto the effects of this techmcal 
concemmg lhe global performance of the motor, in lhe sarne way 
that 11 does not describe the variablcs that are affected by Hs 
utihnlion. Thc current study obJeCtive 10 vcrify Lhe efficiency of 
Lhe exhau~t gas recirculation when of the maintenance of motor 
performnnce before 1ts utilization by the mteraction among Lhe 
ignition point, position of Lhe acceleration buuerfly valve, and the 
air-fuel relation. 
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SU:\11\.JARY 

Th~.- rtuTPnt mrthod for eslmllltwn of unrertamty at lhe CT·1 TA-~ mbsomr wmd lmmr/1.~ tlt·.~cnllf'd. Tht com
bmtd urwt·rlamly is csttmated at~ lhe sqwwe rool nf thc qtwdmt&c .mm of .~cveml contribufmg cMzmatC'd 1mrer·tmut1f'S 
wllich an· briefly dlscu.~.~rd. A j01·mal t'.tpre.~swu of uncataznly, IL$Íng 11tandard Lt:rmmology llltcl takmg mto t&rcount 
correlallon.~ betwu n thc contnbulmg quanlthn, t$ lx mg rmw.<tii!Jl&tetl and lht first IT.<tults of tlu.~ mt•t ,,ltgahon are 
)JI't'M"'llt•d here. Thr propo.~ed 11P111'00ch l.~ un altt'mpt l.o implement m/rmational rnelmlO!Jical8lrmdanl.~ Ettaluatmg 
tmtl c:rpm~smg lhe unrn·tlunty m a sttmdard uwnner wtll promde gmund.~ for· (ldrqu<Ltr rompm"'.~on.; m~tl rontnbutr 
to lhe liabomtory ·.., crnlrbil1ty. 

INTRODUCTION 

Tllt' Aerodvnrunirs Subdlvision (ASA-L) of lhe Acro
nauttrnl SystC'ms Division (ASA) of tbl' Jnstilulo dl' 
Aeroltlíut.ica. c E~-paço (JAE) uf the Cmtro Técnico Aeroes
pacial (CTA) has plflycd a kry rol<' iu thr devclopmeut 
of Brazil's At•rospacl' lndustry. Thc t•xpcrunental nt•rody
narnirs nctivtty is luainly dt~votcd lo wind t.unnl•l lcsting 
for Bmziliart Á<•ronaulks l\.linistry's aerospiiC<' proj<•cls aud 
Brazilian a.irrmft. 1\ltllll lests are JX>rform<'cl in Lhe Acrody
namir 1\tmwl no. 2 (TA-2), which is a subsortic tuurtd with 
H 2.1 hy 3.0 ntl'ters (7 by LO ft.) t.est ~wrtion (Fig. 1). 

j· 7U.1m I 
T ··. ~· ... T 

ll.Stn l~.llon 

l 1 ,. i 
i 

i 

Fig~m• I: Aemdvnamir Tumwl no. 2 ( fA-2) 

Au cxt.crual Hix-romponcnt pyraruiclal balunce Ls uscd for 
mcasuring the load;, II.Cling on the nwdel. TIH.. balnncc wa..-. 
manufact url'(l by TaliPr & Coopcr in 1941.{ antl o.,igmficantly 
modetllit-ed hy ASA J,. ~lodl'l a.ngll!.'i ma,v bc scl het.wceu 
±30 dt>grees in pitch (n) aud .l:45 dl•grecs in yav. (1:1). Thc 
data. n<·qu.isitiou syslt'm is a IIP-3051A, w1th GO annlog and 
16 ciigit.al c hannels. 

For t !te past SC\'t'rul ycars. thc uncertaiut.v in aNody
nanuc lustcb 1111'1\..'lurement at TA-2 lias bccn l'Stimnted pri
marily from thc bn.ln.Hcc cnlilwatiou rcsult..o.,, alt.houg h ot..lwr 
rontrihution:, have bt't'D considerecl Therc> has h<'l'll a re
ccot concero un t lte nppropnate l'hllmation of t ht• unccr
lainty i11rurrt>tl by thl' measurmncnt. procct~s. ln t.hi::- p11pcr, 
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tlw prescnl unccrtninty uwt.hodology for sl.ttt ic' :wrodynmnk 
luads te;ting will h<' descrilwd and I ht> elforlR lowarcl a stan
dard tmct>rtaint.v n .... S<'Sl:iuwnt will lw disnts!-Cd. 

PHESENT GNCEHTAINTY .\IETJJODOLOGY 

The uwasureuwnt mcthod at. TA-2 b illu..'ilral<'(J ln Fig 
2. The six-componcnt externa! balance transmits the load~ 
actiug on t hc model through six load n• lls; lhl' L<•Ht o.,ecliOtt 
lempcraturt• IUJd dynamic pres.. ... ure and thc tc.-.t chamh<'r 
statk pre:..o.;ure are mcasurt'll with nppropriatt> sensors. Etu:h 
signnl is ft'd to H sigoal conclit.ioncr ruul lltcn t.hc sigualo., 
frolll tJw load edis are f<•d through a filtcr. Thc SÍ!,'llftls 
are rcad witb a 11 P 3-15üA \·olt lll<'ler wsing a 11 P 319i A 
scanner to s<"atl lho channcls. Dal.H iR (irmlly n<"quircd b.v a 
llP 9000/:mo computcr. 

Tlw convcr..ion betwccn lhe loruls nu•a.o;ured by lhe load 
cclls a.nd the convc11t iorwl neroclyn1unir lon.ds is nutdc u:-.ing 
a ti hy 27-ekmcnt '><.'cond-order l'alíbralion malrix, oblaiued 
prior to t lw t<.>sts (:'llogueira.. 19~0. Samp;lio. 1!)83). Tht> 
final result.s are l'xpresx<'d 1\.."1 ronvrntional non-dimcnsional 
IWrodynnmk codHcil•ut.-; and an~h'l-1 lahulnted for t>aclt tc•st 
condition. The modc•l an~ll'S a re mra.-;tm•d usinp; 1111 el('('trcr 
rncchanicol apparatus anel nre viRnally rrad from n digital 
di~play. 

ln thc data. rcductiou proccs.-.. th<' folluwing systcmatir 
t>ffcoctR ar<' curre<-(.('d for: 

• C'orr<.'<'lion for the cfft•d of ll'sl chamiX'r statk pres..o.,un•; 

• Corn•ction for ;~,ero drifl; 

• Corrt>etion for thc cfll•rl. of mudei anv,k>s in thl~ balant·e 
loarls, without wind; 

• Tare rorrection; 

• Wind l.unncl wall corrt>rlions. 

The unC'crtaintws assot'iated with tlw nbovc C'Orredions 
contribut.e to i ht> comLitwd unc(•rtainty, logetlwr wit.b l he 
uun•rtaluti<.-s as.'>Ociat<.>d with lhe following. 

• Extl~rmtl balance calibration rualrix; 
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Figure 2: TA-2 Dat~t Acquisiliou Syslcm. 

• Mcnsurement o f dynnmic pre&>ure; 

• l\lodel posiliou (anglt-s}. 

\ 

Othcr coutrilmticm~ arl' t lte unccrtainlic:. assodat.ed with 
tnoclt'l rlimcn:.iuns. variattons in the lcsl scction dynnmic 
pn·s~urc a ud Uow dirl'rtiun and v ibrations of t.hc balance
modl'l system. Thcsr runt ributions are not cons idcred bert>. 
'l't•tnJWra t urc efrects are not considcrc..'<.l. :.inc<' t hc load cells 
ust•cl 1\l lhe TA-2 nrP tt•tupc·rature compcmuücd . The abo\'C 
lisU'd ('onlr ibut ion!'> to t hr uncertainty wtll be d iscussed 
IIC'Xt. 

Extt'rnal Balam·t• C'alihrat.ion A s ix-rompon(•nt balanr!' 
is usl'cl to mca-;ur!' tot.nl loarls acting on I h o mocle l. T lw 
lcmdH fi nrc rclnll'd to t.hc s igna ls from lhe six lond cells RJ 
usiug a 6 by 27 cll'tlll'lll st•cond-order calibrntion matrix: 

{F,}- [ A,J D,1k ] { R:R,. } (1} 

llt<' cnlihrat ion of Uw <•x t.crnal balru1rc is ()<'rformed us
tng sc•vrral lead wc>ighls whirh are ralibrRl<•d nl the Wind 
11mnel's Forcf' Lnb. Tlwso wl'ights are uscd to loa.d lhe 
hulnnt·e lhrough a Hystem of cablcs aud pullcys. For cases 
whrrr lhcre is no vnrinllon in B, 7:3 comhincd loadings are 
''mr>loV<'d. 

For ca"CH wlwrc thcrc is variation in JJ. nn expanded 6 h.) 
;I!) dcment calibratlon tuutnx and 219 combine<! loa.dings. 
at thr<'C values of !3. ati' nsC'd. ln botb ca.">t>S. a lca.<st-squarCH 
prorcdure is used to obtain Lhe calibration matrix. Tbe 
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unccrlainli!.'l> a.-.sodnU.'d with the balance calibration malrix 
for cach componcnt are takcn as tlm-e t im('S the standard 
dcvintion for that component, i. c u,, •• - 3u, .. a 1, T bcM? 
uncrrtaiuties are ta.ken with respect to th<' dimensionallol\tls 
I·~. Consequently. t lw unccrtainties in t he non-dimensional 
!lcrodynamk cocflicicnt.s r, dcpeud on t lw dynamic pressure 
(q) and on t he modcl dimcnsions: 

- Ua,. RI 
u ••.•• =-s ... q r~rv, 

(2) 

where li, = 1 ror ' - l, 2. 3 ( corresponding to acrodyna.mic 
forces and force t•ol'ffidt•nb.) anc.l /:t, <',..f for i = 4, 5, 6 
(corrcsponding to 1wrodyuamir utonwnts and Juoment roef
fkiPuts). 

Dynamic Prl'ssurc. The dymunk pn·~surl' is measurcd by 
n pitot lubc> fixNl lo t ht' ttumcl uppt•r wnll. The dynnmir 
pn•ssnrt:' from tbl!> ptlot is mcasurcd nsing n strain-gagt· 
lul»t.'<l d iffcrcntial p rcs. ... urc t ransducu, which is calibratt'<l 
1\l t.hc \\'ind Tunncl's PrC's.. ... ure Lab. Tlw unrertainty dm• 
to lhe lran.'>duccr cnlibrulion is llq, , 1 Thc dynanlic pn•s
sttr<• at thc wodc.>l locnt.ion is re la l<:d tu tlw dynamic preH
snn• at. thc pitol tuhc locn.tion lhrough 11 linNt.r regre:-;simt, 
ohtaincd prior t.o lhe le!-.lh using a s tnndnrd pitot placcd at 
lhc ccnter of llw tcst Al'rtiou. ThP nnrrrt.ninly assoriA.tt•d 
with this position ('ur redion is u.,"', Con:-;eqncntly, thc to
tal uncertaínty in d yncunic pres.-;urc is lhe :-;~uarc root of t lw 
quadra t ic sum of th<'Sc two contnbutJonH, u., - u~. ~• + u~"''". 
Thc rc:-.ulting tUlCI!rtninty in tbe aerodvnamic coefficients is: 

I 
Ür, I lc, Ln .. x 
-. - 1Jq = ---n,1 
()q max (} 

Modcl Posilion. Tht• cletcrmination of tlw unccrtain ty 
in model angi<'S rC..'<JII irc..., a spccific analysis on the clt·ct ro
mcchanical apparatus used lo measure tht' nnglcs. This ap
paratus is calibr att>d prior lo lhe lc..>StH using a dinometcr 
with resolution I' (1/60 of a dc.wec) Prc:-.cnlly, the unccr 
tainties for both n aud {j are simply tokt•n a.s t he clinomctcr 
n•solntion. i.e .. u, = ·ua = 1/60 deg, Tlw rcsulting JtnC<'r
tainti<>R in thc uou-climcnsioual aerodynamir codficieuls a r<• 
t•slunated by rnultiplymg the position umwtninlics hy tht• 
derivative of thl• codficicnt with rcspt'Cl to n or J: 

- I éh·.l !1,., ~ lJrt ltu ; l
ik,, 
Üf~ ltJ 

(·1) 

lt. s hould lJt' uot.cd lhat ela:,i: ic dcformn.tion of mod!'l anel 
snpport, which a re qnit t• s ib"Tli ticanl for lchts in /3, are not 
('OIL'>idcrcd. 

Effect of Tt:',.,l Chamber Stat ic Pm,;,ure Tht' effcct of lhe 
tt·!'>t rhamber 1unbwnt p rr:-;sure varialion on the measttn'<i 
loads is usually trrnwd ZQ at lhe T A-2. This effect is rcp
rt•S(.'Iltt'<i by curves which <"orrclatc thc ZQ for each rompo
rtCnL wíth lht• dymunic prcssnrc. T lll'sC curves are obtaincd 
from linear regrcssions, which yield a s tandard devia t ion 
U•z<J.: .The a.ssociatc•d unccrtain~ies in lhe non-dimensionul 
co<>tlicJents a re tl\kl•n 1\.'> u,zq = 3u,zq 

Zcro Drift. Bcfon· (•a.dt run. a ncw zero is taken for cach 
romponcnt. Tlus :wro may drift during tlw run, introducing 
ru1 e rror. Tbe uuc<•rtninlv a.ssociatc..'<i with thc zero drift is 
rs l imaled from thc stn11d~rd deviotion of t.h<' mcrumred zeros 
cluring all thc runs. iL•zn = 3u,zo. 

Effcct of ~ l odt•l Angles without Wind . Tht> effect of lht~ 
modcl-balance syHtem Cl'ntcr of gravity travei on the m<'a
sured loads in tbe al>S<'ncc of wind is g<'n<>rally termed ZAB 
(for Zalpha beta), s inrc they depcnd on thc model a.nglt's. 
This effect is exprcsst'd by curves which correlate t h<' ZA O 
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SUMÁRIO 

Probltmas de partida f! mau funcionamento durante o período de aquecimento. são comuns em motnreJ· 
movidos a etanol ou metanol. Sendo assim, w ravés dt modelagem termodinâmica de 111n sistema 
represtlllatil•o da mistura de ar e combustí1•e/ contida 110 interior de 11111 cilindro, desenvolveu-st uma 
fomwlação capa1. de prevtr a fração dt combustil•el vapori:.ado para qualquer posição do pistão, durante o 
estágio de compressão, unllumdo-se para 1sso valores de prt.ssão do gás no mttrior do ctlmdro. A fommlação 
i válida para qualquer combustí1·e/, desdt que este seja uma substância pura. 

INTRODUCÃO 

Vários tipos de combustiveis. para motores de combustão 
mtema, vem sendo pesquisados ulumamente para posstbilitarem 
uma substituição daqueles que são derivados de petróleo. Entre 
esses substitutos, os mais promissores são o etanol c o metanol, 
4uc são fonte de energ1a renovável c menos poluentes que os 
denvados de petróleo. Entretanto. problemas de part1da e mau 
funcionamento durante o período de aquec1mento são comuns em 
automóveiS movidos com esses combustíveis. 1sto porque são 
substãnc1as puras e, pnncipalrnente, por apresentarem um alto 
calor I utente de vaporltaçllo. 

Esse problema poderia ser amenizado, ou até mesmo 
elimmado. caso fosse produz1da uma fração de vapor de 
combustível adequada no mtenor do Cilindro, até o momento da 
liberação da centelha. Além disso, se o combustfvel estiver 
totalmente vaporitado nesse momento e a razão ar-combustível 
for adequada, a emJsstlo de poluentes será mínima e o rendimento 
do motor ótimo. 

V1sando uma contnbUtçãO para o projeto de d1sposit1vos que 
ehmmem os problemas ettados, a parur de modelagem tcnnodinãmica 
de uma rrusturn de ar e combustível, fo1 desenvolvida uma formulação 
capaz de prever a fmção de combustfvcl vaporizado instantaneamente 
no interior do ci lindro. pelo conhecimento da diferença de pressão 
observada entre duas Situações disuntas: mhtura formada apenas por 
ar. e rrustura formada por ar e combustível 

NOMENCLATURA 

A· área 

AVC = l1lar I m,c 

b- d1ãmetro do c1lindro 

c. calor específico 

Ct • compr. da manivela 

C2 • compr. da b1ela 
DV • destoe. volumétnco 

p . pressão 
Q· calor 

Q = Q lt 

q = Q/ m 

R - constante do ar 

R V • rendimento volumétrico 

t • tempo 
T- temperatura 

h - entalpia específico 

L · calor latente de vap. 
m • massa 

T 5.4T • temp. méd1a de saturação 

T ;c • temp. tniciol do comb. 
TC • taxa de compressão 
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DESENVOLVIMENTO TEÓRICO 

Para um motor trabalhando cm uma cond1ção de regime. na 
qual as suas partes já estejam devidamente aquecidas, o 
combustível começa a vaporizar-se a partir do inMame em que é 
misturado ao ar no coletor de ndm1ssão {no caso de um motor 
carburado), porém durante uma partida a fno. na qual a 
veloc1dade dos gases no colctor de admissão é b:ulta e e1t1stc 
cqu11fbrio térm.ico entre o ar. o combustível e a~ partes metáltcns 
do motor, não há vaporização significativa. Es~o afi rmação é 
coerente com as medições realizadas no Laboratóno de Motores 
da Escola de Engenharia de São Carlos. onde venficou-se que, 
para uma temperatura ambiente de 15°C. a queda de temperatura 
do ar no coletor de admissão de um motor mov1do a etanol. para 
uma paruda a frio. foi de apenas 5°C, o que representa 
aproltimadamente 7% da mfn1ma quantidade necessária para 
igntção da mb tura. Isso indica que. para tcmpennurns da ordem 
de 0°C. a fração vaporizada no coletor de admissão será 
prottcamentc nula Sendo ass1m, é considerado que o processo de 
vaporização aconteça apenas durante o estág1o de compressão 
numa partida a frio , independentemente da temperatura 
ambiente. Essa vaporização acontece devido às trocas de calor 
entre o ar aquecido e o combustfvcl aindo no fase líquida. O 
aquecimento do ar se dá pelo trabalho de comprcs,ao 

U • energ1a interna 
u . energia Interna específica 

v. volume 

V · velocidade 

W • trabalho 

X · fração máss1ca de vapor 

y • posição do pistão 

p • densidade 
9 • pOSIÇãO dO ClltO de maniVelas 

Subscr itos 

amb - ambiente 

ar · ar 

c- comhustfvcl 

cc- com combustível 

sat • saturação 
se • sem combustJ\"el 

vc - vapor de comb. 



for t•ach romponcnt with the mo dei an~les o ( YZalpha") 
anel # ( ''Zbcl a") which are used Lo i nt.roducc llw nppro
priatc corrcclions. Thcsc c urves ar<' obulined from linear 
r<'gr~ions, which yield ~tnndnrd devintions u,z., amlu,u. 
n";pC<'tivelv. The uncer taín t ics a.~•at<'<l with l he.'><' cor
nx•lions are estima.ted 1\.'> u,z,.. = 3u,7. .. and u,z" = 3u,z1p 

rt'SJH'Ctively. 

Single R un l ' ncertainly. Thc unct.>rtainty in lhe ncrody
namic coeflki<'ntS obtainE'fl from a singlP run is lhe sqnare 
root o f lhe qtuldralic sum o f the previously cons idC'rcd con
trihutions: 

- 'l -2 -2 -2 ' -2 -2 + -1 
11 •run o = 11•,••" + u,., + "•·• + 11•zQ + U•zo 11•zn (5) 

for runs in n n.nd 

-2 ~2 -2 -2 -2 -2 -1 
u, .. m a = u ..... .tl + «,0 + 1l;tJ + «,zq + u,zo + «;z/1 (6) 

for runs in p. 

rare anel lntcrfcrence Corrcctious. TIH' tare corn•ctiom; 
are compull'Ô from Lhe diffC'rence belw<>cn lwo runs Sincc 
for t'fiCh run llw uncertainll~ are ti,.,,.,,,. or ií.,,. .. ,,,1 , thc un
curta int.ies associatcd wilh tare corrrcl.iom; a re ü,,ftr~ ." = 
ii.,run "J2 OT Ü,,,.,.. fl = Uo,.,n ,p J2, r(•~p<'t•ti vely. Jn lllOSt 
tt•sts, t he tarl' is not computcd at cach test. point , but a t 
a n:duced numhrr of tesl pomts. A lcu. ... t -squarC'» rcgn-N\ion 
i~> t.lwn usecl to provide t]l(' tare correct1on a." n function of 
thc moclel nnp;lc. in thcsc c~es, a..n addit ional unr<~rl.aiuty 
c•valuatcd as t.llrcc t imes thc standard clt•víatiou for lha! re
grcs-,ion is a<lcl<-cl (quadrntically) to ü,,.,~,.. or ti,,.,. 1 

'vVind Tumwl Wall C:orrt•ctions. Wmd wnnel wull correc
l.ionA at. TA-2 a rc- mainl.Y ba!lccl o n t.lw met.bods clcscribcd 
hy lti\C' and Pope ( 1 !JS.I) nml Lo urenc;no ( 1981 ). 

PrL>:<ent.ly, nu IL"-'>essmt>nt is made o f thc unccrtaintv a.o;so
natt'<l with t ht• wind I.UJUJt•l rorrE'<'Iions l n prM'I i<'c, it il> 
a .... ,umed that llH'M' nnccrtainti t>s, ii,\\ r ..... are about 10% of 
t.llt' <'orrect.ioiiH 

CombinE'fl L' nn•rtaintv. Thr combinl'(l unccrlaiuty is t hc 
'i<j\li\TC TOOI or t Jw quadr;\(Í<' l'>lllll of t]l(' a!JOVC COII(ri l ~ut iOilJ,: 

ü, = jü'J +ü1 1-iil (7) 
tuiAI u \ frnu .•• 'tn.rc• 1u 'YttTcnrr 

for flUIS in n anel 

-2 
u,l.cJht,/1 

for rtlllb in {1. 

ir,~ -+ it2 + ü'l 
lruu ,41 "• 1\r-t·.~• t\\'i'c •11 r 

.!:OHMAL EXPRESSION OF UJ\CEHTAI:-.ITY 

(8) 

A compl<•l<• c•xpres.<;ion of a measurand )' sllould indude 
a stllll'Jnent of tlw uncerhunty: 

}" Jl ± u (9) 

wllcrc y is thr <'~'>t imated \1\lur of ) ' 1\11(1 [I is thc i'xpanded 
UIIC'Prtainty. \\'hen Y is not measur<.'<l c.lirt>et ly, but. from N 
qunntitics ·x, (lni crnntio ua l Organizatio11 fo; Standardiza
t.ion, 1.995) : 

}' = f(XJ,XJ, .... X,·) (lO) 

Thl' first stl'p in t be standard assc~ment. o f unct•rtaint.y is 
to idcntify th<' nwasuring mt'thou , whida may lw illns trated 

by the dau~ 11Cquisition syst cm (Fig. 2). Tlw S<'<'oud stcp is 
to obtaiu lh<' functimml rdations bctw<•cn Uw Mrodyua mk 
corfficiunls nnclthe quantilic•s actually nlt'fL'illrccl in lhe wincl 
tunnel. 

ln wincl tunnel te.ting. some cslllllllti'S .r, of thc qnlllltitics 
X, are obtamt'<l from llw a rithmrtiC' nwan o f a srric·s o f oh
Hcrvat io us over a pcrio d of time (c.g. load cell sig uais), whilt' 
otlwrs a re ohlniued from single oh!-><'rvntions (e.~. model au
glcs). ConSC'quently, th<' third slt•p to he w1dt.>rtnken is lo 
I'Stablish bow l'll.Ch quantity is cstimatt'(l and thcn to E.''\1\lu
At.c its standard unccrtainly u.(.r,) n<Tonlingly 

Once cach standard uncertaint.y is o btained, wc mny rou
s lrnct lhe combined standard UUC'('rtainty Uc(U) f\S (Tnlcr
national Organizatiou for Standnrclization . 199:)) 

802 

u:(u) = 
N 

( 
üj J L ü.r,) u2(;r,) 

I I 

'i I N ôf Of 
+ 2 L L -0 -.J-u(.r,.:r,;) .r, ( .r1 

t I J=•+l 

( 11) 

where u(.r,, :L;) is t hc cstnnated covariance a.'isodatcd with 
.r, and .r; lt should bc• nott•d that. th<' carrrcmt unr<·rtainl'\ 
t'!'>timale nwthod. desrribccl in l he prcviotts "l'<'tion, dot·s 
not t.ake iutu account a.ny corre lation lw t.ween thc measurcd 
quantitics. One of tlw ~oals of tlw pmwnt iuvPstigntion i~'> 
lo determim• to wbnt <·xtt•nt one ni.'Cd~ to consiclrr thcsl 
corrclations 111 wind tunnd tmrcrl nmi.Y ~timatt·,., 

Once thc ro111bincd standard tmrt•rtainty is clrt<'rmined. 
t.he expanclc•cl uncerlainly i~<. esl<thli ~<.hrd 1\S (lut<'rnationa l 
Organization for St.uudardizat.ion, 199G) U = lw, (y). wht.>r(' 
k is the cov<•rage factor whirh should hc c hoscn p roperly. 

Applicntion to Loads 'f<'sling at TA-2. We nuw proc('E'(l 
to apply a st.llnd a rô unn•rtainty 1\Hsi'SSIIICHI to lunds test~<. 
p<'rfonued nt TA-2. Tlw approad1 lacre is to huild upon 
I h r curreul 11nrcrtaint.~ mcthodoloJ,tv Thcrcforc, !SOme sim· 
plifying n.ssumptions nrl' mnjutrunrd, hut art.> mort' dearl) 
identified ~ t hat fuhJr<' C'fforts may roncentmtc on n•mov
ing o r ren.ssuring tlll• vt~lidity o f thus<• u.~sumptiuuH. 

lt should bc notcd llmt lhe lntt•rnalionn.l Orgnnization 
for Stamhmli7..alion (lSO) recoumw1Hb ( 1995) nn nnalysis 
lll terrns o f 'ilrutdard llllC<·rtainti<>H 11, so t hat llw C()vcrag<• 
fl\rtor k il> only applicd to t hc combined stnndard wJcl'r
tnint.y to yit•ld t.he expund<•d tmw rtAinty U = A·u,.(y). This 
rceommendnt ion diffcrs from our currrn t procc.>durr and that 
in the Standard puhlislwcl hy thc· Amcricau lnstitute of 
Aeronautic,..nnd Astronnutics (AI.\\) (1!)95), whHc co\·er· 
uge fnctors are used to eon . ..,truct pn•C'is1on hunts ronsistent 
with a spccifkd cuufid<•n<·e levei. ln this pa.Jwr, lhe latt<•r 
tn<'lhod is mwd lt !lhould lw nnlcd that Ef}n ( 11) will be 
usNI throu~houl lhe papc•r to obtain tht• combim'(l e:rpandtd 
unccrtamty from Uw remi r ibuting NJitmtlul um·t·rtaintics 

For Lhe typ<• of l<•:-t.iug çonsidt•rt•d lwre. thc final resnll s 
to be provick•cl t.o t il<' r us l.omcr a re I h e a.c.'rodynfu uic cot•f
fidcnls, a fh•r ali corn•rtion~ havc bt•<•n npplieu Exprcss111g 
wiud tunrwl corrections a.s functumnl rdation.-. is n more 
complcx maltt•r which wJII be lt'ft to <t later sta~t For now, 
wt• will considcr as t lw n-sulls to lw p1 o vidro I ti t lw C'ustonwr 
the nerocly u!lmic codlkit•Ht.s in tlw wind 1\Xe~ rt>ft•r<•Jwe sys
tt•m. with re~prct to tlw tcst sectiun rrfcrencc point, anel 
at the aerodynamic reft.>rt'nce cond it.iou (Amcriran lnslitnlt• 
of Aeronauties a nd Astronautics, 1!1%), i.e .. for the mod<•l 
free in tht• wind tunnrl. The aProdynmnic C'oPfflcicnts at. 
dais refercnro rondi t.ion mny be cxprt'ssNI hy: 

c,=+. (f~- F,,,,..) ( 12) 
Q•"1rd<lr 

The mci\.'>Ur<'d quantitic~ to be ronRJdered iu t.lw compo
s itio n of lh<' combint'd c•xpnnded unrt•t'la inty llr (r,) are q, 



F', and F1,.,.. I lere I·~ and F,, • ..,. aro considereti qua.ntities 
111ca.sured hy 1\11 íns~nnuen~ , in this case lhe s ix-component. 
balance. Note thot unccrtainlies in Srer a.nd b, (i.e. Crer fo r 
the momcnt cocflkicnls) ar<> not taken into account. 

H should bo noted thnt lhe wodel tmglcs are considercd 
hcre as ''rcfercnco 1\Jlglcs" at which lhe loa.ds are measured. 
Tlwrc will lw an unccrta.inty a.• .. sociatl.'<i with thesc reference 
llllglcs, which i!l not discusscd bcre but should be included 
in the rcpor t ing of lhe n-sults. 

ln o rder to obtain thc comhinl"<l expanded uncertainty 
u~(c,), one nreds to obtam, nccording to Eqn. ( 11): ac.fâq. 
i:Jc,jDF, , 0C",j0F, .. , •• L'(q), U(F,). U(F.,.,~>· U(q,F,), 
U (q, F,,,...) and U (F,. f~,_..) 

From Eqn (12). it 1!-1 clcar Lhat: 

()c, 

Oq 
Üc, 

DF, 
Dr·, 

i:JF,,Ar, 

= 

= 

2S1 ~ (F,- F,,.,,) = -~ 
q rrr<•, q 

I 

q.S' ... rh, 
(13) 

We will now discu~s t ho uucortawtics in thc measured 
quantitic.'> q, r; aud F, ,., .•. 

Unc<'rlainty in Dynami<' Prcssure. As mcntioned before. 
thc d.vnarnic prrssurc 1s m<•n.surcd by a pilot tube lixed to 
Uw tunnel nppcr wa.ll. Prior to thc tests. this pilo~ tube 
is "calibrntcd '' wil h rcsp<'<'t to a standard pilot pla.ced at 
t he model locnlton Thís "ca.libratiou" thcrefore includes 
implicilly a positiou corn•t·tion lo account fo r the differences 
in dyna.mic pr~sun• h<•Lwecn the two locations. 

Th<' dynamic pre,..surc from both thc wall pitot and the 
standard pitot ar<' 111<'1\:0url.-d Uhmg !ltrain-gage based differ
cntial pressure tran...duccr, (Gould Stalhan). Th~ lrans
ducel'lt are cruihrntcd at thc Wind Tunnel's Pressure Lab 
usmg n Hathawny 1\la.'llcrCal secondary standard which in 
turn is calibrntl.>d uRing a Dc:.granges et lluot primary stan
dard 

LcL the uncertainty ~socíatcd with the transducers' cali
bration be U\ranod cat. delcrmincd by the Pressurc Lab. This 
unccrta.inty will bc propagatl.-d to 'an actua l dynamic pres
... ure measurcment a.s n bias limit contribution, Bq., ..... " , .• 1 = 
UtrAnedul· 

As mentionrd br fort•, llw dynnmic pressure at tbe model 
location is r·rlat(•d tu thr dynamic pressurc at the pitot tubc 
loca.t ion througlt a liut>ar rl'lo,>Tl'ssion, ob~ained prior to tlw 
tests. For li implicity, il will he ronsidered tlmt this prece
dure imroduccs nn nddcd hins Jimit lJq .. ,. = /...·aq .. ,, •. The 
hi<IS limit fo r tlw dynmnic prcssure al thc model location 
duriug lhe l<>sl will ~ht>11 I>C': 

lJ (l'32 8 2 ) I /2 
q qh •tt•d ut -+ q,,,.. (14) 

The prccision limit for the dynnn1k pressurc ma.y be esti
matcd from lhe rvnluation datn ohtaincd for the pitot cor
rection rcgr<.'!>Siou, sincc it is 11 good approximation of thc 
data that would bc obta.iucd during a.n actual test (Ameri
cnn lnstitutc of Acronautic.s and Astronautics. 1995). Thus 
Pq = kaqP, and t lw rcsulttng unccrta ínty in lhe dynamic 
pressure is: 

(15) 

It shoulcl hc notc'<l t ha~ ín actual testing, a nurnber of 
mcasurernents of dynnmic pn>ssurc are takcn and a mean 
is computed for cach il.'St point. As lhe clynamic pressure 
changes wi th t ime and thc inlerva.l during wh.ich lhese mea
:-.uremcnts are takon is mucb smallcr tha.n cycles of changes 
iu dynamic prt>SSurc occur, this mcan is to bo cons.idercd not 
ns an a.verngc of H<'V<'rn.l mcasurcmonts of the sanac quantity 
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at a givon lime, hut as a single mca.surement (American 
lnstitute of Acronautic~ and Astronautícs. 1995). By com
parison with l he> currcnt pro<'C'durc, it is seen tha.t U(q) as 
given hy l~qn. (15) includes only an additional term due to 
lhe pr<'Ci:-.ion litni t. under thc simplification that the posi
tion corrcction proccdun• iutrod uce.s only a.n additional bias 
conl ributíon givt>n by ka q.,,,. . 

IJncerta.inty ín 1\lca.surcd Loads. A r igorous analysis of 
lhe uncertainty ll.'i.hOCtall.'d wtth thc loads measured would 
includc an cxpansíon on F, of t he form of Eqn. ( 11 ). Such 
an analysis would rcqutrc oblaiu ing t hc uncertainties of lhe 
calibration cocflictl'nt. ... A,, and D,1 k. wlúch in turn would 
requirc an analy~o.is of thc regress1011 proccdure used lO olr 
la in thes<> cocfficienl.!-1 (1tipp and Tchcng, 199..J). 

As the purpo"<' of thc pre.o,cnt work b to build a standard 
uncertainty prort'<lurc from cstablishcd practices at TA-2, 
we will dcfcr d t•ta iled 1\Jla.lysis of Lhe w1certainties associated 
with thc calibmtion coefficiruts to a la te r stagc. lnstead, 
wc will again conRidcr, for this initial approacb. that thc 
loads are mcn.~urrd using tl1o baiRnce as an instrument. 'T'he 
calihrntion nncert a inty would result from thc combina tiou 
of 11. bias li mil du<> to thr stAndard lead weights' uncertainty, 
BF',,c~1 = Uwsf,, whcro f1 is t.he <'alibration arm for i= 4 to 
G and f, - 1 for i = I ~o 3, aud a pn•cis io tl limit determiued 
from the c<t.libralion, PF,,.,..~ = ka,'"1 • whore k is the coveragc 
factor. 'T'hns: 

(16) 

The balanc!' calibrntion unccrtainty will be propagated to 
the loa.ds mca.~ur<'mcnt a.'! 11 bia.., limit. Other contributions 
to lhe bias are dut> to lhe zero drift. effect of thc test cbam
ber ambient prcssurc va.riation and correction for wiud-off 
angle variation. Thcse corr<'Ctionl> a.pply to the signal from 
the load cclls, R1 • ln ordcr to properly Lake mto a.ccount. 
thcse biascs, one should a.naly~c the expansion of F, of t he 
form of Eqn. (11) As {UI approximation, wc will use Eqn. 
(I) to obta.in lhes<' contributíons to thc bias. The contribu
tion dm• w thc wro drift b tlwn: 

= 
( 

ti 

k L A,JITJZu 

J j 

G 

k L 1\ ,1 17'1 ;:0 

j l 

( 17) 

where u1 z11 a n• the !il.andard devia tions of thc zt•ros for each 
load cell tluring tht> tcst. T he contribution due to lhe t.est 
clmmbcr a mhicut prcssure vnriation correctiou is: 

tJ 

B,7 f..l ::::, k L A,1a1 zq 
J- 1 

(l~) 

whC"re a 1zq are t he standnrd drviations from the ZQ cor
rcclion curve for each lulld ccll The contribution dueto the 
wind-off anglc variatíon ron t'Ction lli. 

li 

B,z,. ,a ::::, k L .. t ,JaJz .. . .J 

J I 

( 19) 

where u1 z., 11 are lhe stlmdard deviations from the Zo and 
ZB correction curves for each load cell. 

l t should be noted lhat, since ZQ and ZAB corrections 
are funcliotts of q and n nnd /3. rcspectivc ly, uncerlainties 
a.ssociatt>d wit.l1 thcsc corrections should include a formal 
a.na.lyHis in thc form of Equ. ( 11). Such analysis would bring 
a.dditiona.l contributions to thc biascs B,zq a.nd B,z,. ,tJ duc 
to q and o Md /3. 'T'his will bo includcd it1 future work. lt 



Mhould aJso be not<>d t hat Eqru..( I 7 UI) rontnin ea.ch sinKit' 
tcnns that would o.ppcnr in the compiNI' cxpansion of thc 
uncertainties. 

As..'mming tht' 11.hovc• biases are not <·orrdated. thc COIH

hincd bias liulit i!>: 

( 
'l 2 . 2 1 ) 1/2 

BF, = Up, .... + B•zo ...... B,zq + n.?. .. ,, (20) 

Thc precision lilml for the rneasurcd loA.d may bc es
timntl•d from llw t•wtlnation data U.'ting , I hc balance cal i 
hm.tion, since Olll' usually attempts to ll"l' a representativo 
luading according to til<' tcsts. Thw; PF, - ku,cal and tlw 
rc·..;uftmg llUC"t-rtainty in the load is: 

l' (P,) = { B~. +P/;) 112 
(21) 

C'omparison with th<' current unctJrtainty t'Stimatc imli
I'IÜ<':i that tbe propo:;od U (F,) includcs additional contribu 
tilms dne to the blnndard weights' unrcrtninty a.nd dueto A. 

precision limit. 

l ncertainty in Tare Loa.ds. The tan• luncls are computcd 
from the dill'erence bctwcen t wo tc,L'>. Thih is usuaUy uot 
1wrformed at cath tl'hl point., but ai a n•dueed number uf 
t t>sl points whi<'h yi<'ld data for a c11 r VI' lit that givt>s Llw 
t 111 t• rorrcction H~ n funrtion of 1uudel anAl C'. Let thc load 
for <'llCh !.are point 11 br (•xpressed 11..'> /<',1" 1 = F,1")- F,1" 1 

UHt tl t'J. 

I t follows frorn Eqn ( 11) that: 

(1
2 

(F' "' ) = ( 2 (~-'' " 1
) + U2 (F1

"
1
) - 2U (F1

" F1
"

1
) *uut:- ttt "U 1tt ' '•:1 

(22) 

Sinrc F,~:l a.nd 1':1,'~ 1 are single luad uwn...,urcmcutl:l, lh<'lr 
unccrtaintics are giwn by Eqn. (21). Thcsc qwmtilies an• 
hotllmeasured by lllt' balauce. and t'OIIM'<llll'llll) :.ha.re souw 
<·ommou error sour('rs. After Ref. ú. tlll'ir correla.tiuu is 
~""limated bJ. 

(/ ,(") pln)) n' /J' ll "•ri • •tJ = IJf."'") /•'(nj 
1t 1 •t1 

(2:J) 

wht'l'(.' /J~,( .. ) und u:.( .. ) are t.he porlium. ur t.lw bia~ liruit~ 
•t l 'tl 

for P,1;;> anel /·:~" 1 thnl 1\n' tlnt' tu tlw snuu• t•rror ;.ou:rt-s .nnd 
ar<• assumcd to fw JWrf<'<'t I v rorrelatt'tl Of thr <'Oilt nlmllon:. 
lu tlw hiru. liuut for twu S<'paratt• bnJnnct• mcru.-urcuuwb 
( l·.qu. 20). a.ll hul tlll' nmtrihutltlll <hw I() tlw 7.em tlrift 
;Ht' n.-.sumed to lw JWrfcrtly corrt>lntNl, 1\.!. thcy are basE'd tlll 
t'cHnpnlatiom. J)(lrforuH'd prior to lhe lt•sts uml ust.'CI for nll 
tt'sl.s. Thns, fro111 bqn. (20) and n<·cordin!f, to Rcf. (): 

B' H' ,.,1 ,, r(ral 
'tl .. , 

(B"'<·· ) (u, , .. ,) 
'll I .\1 I ) ~ •I 

+ ( R plnl) (RFrnJ) 
'tl ZQ '•J ZQ 

·I (BF't"l) (IJ,..r, ,) 
1 fl Zn ... i 'tl Zo J 

2 2 ' Lp, ·ai + B,Z<J + /J;?., u (2 1) 

:\pplying l•ÀIIl"· (21 ). (23}, and (2·1} tu E<111. (22) vi<•lrls 

l/l (~-'("l ) = 2Pl. + 2/Jl. 
1t.\n- J., ~.l'U (2G) 

As tlisrussPd lwfOI<', tlw tare <'orrcetium; an• usually taken 
frum a. curve fil which uses lhe individual tare poinL'i. A 
n~mOil'> analy;.is of the tare load unct•rtlunly s hould takr• 

804 

into account the matlwmatical prorcss mvolved in thc curve 
lit. As an ~tpproximation, it is AA'i\lllll'CI I hat Lhe regressiou 
introduceR nn additiuual bias ('ontrihmiou to Lhe tar<' lond 
unc<'rtainty. givcn bv BF,,a .. ··~· kt:1,,a, ,.~, whcrc k is lht• 
coverage factor nnd u,,.,.. ,~ ... is th<• ~>tandard deviation from 
thc tare regrt.>s..,IOil Thcn 

ul (f·'.,,., .. ) = 2P$ + 2B?,,, + 8~ 
' ~' ft.\t(" , ...... 

(2G) 

Compari.ng 8qn. (26) to tht• r urrt•ut. prot·erlurc indi<'nlt•s 
how essential ii Is to runsider tlw C'orrt•lntions bel wecn llw 
mcasured qnnnt it ii'S, whirh in thb t'l\."t' r<'clUl'<' the hi!IS aud 
allow a. more rC'nh~>lir cstimatt• of tlw nwn.'lurement unn·r
tainty. 

As noted for nhm·1• for the d_vn1um< pH-.....,urc. a numht•r 
of mE>asun•mt•uls of t•ach load IU't' t akt•n aml a rnean •~ rum
putE>d for ea.ch ll>«t point. As thr !Wrutlynmuic loads chaiiA!' 
wil h time and I ho int,erval durin~ whid1 t lwse mcasurcnwnt ... 
nr<' t.aken is wudll>mn.\l('r than cyd<•:-; of dmuges ocC'ur, thb 
nwru1 is to h<' considercd as a ~inglt• lfi('I\Slll'emcnt. 

Correlat ion~ l~·l\n•on .\leasun•nwnt:.. Tht• dyuami< prt•s
sure and loacls 111!'1\.'>llrCment.s art- corn•lau·d tbrough the ZQ 
rorreclion, whi<"h is applied tu tJw loiiCI crll l'ignal and dr·· 
pl'l1ds on q. ln tho prC';.cnt formulation, the nnccrtainty iu 
tht• ZQ currt•cLion wn .. o,approxiwatt•d hy 8qn.(J8). whirh im
plics lhe approximMion that il iH not influcnced by l'rror;, 
in q. Thereforl', to k('('p tbe formulal.ion ronsisteut. Wl' will 
nt•giE>ct tht• corrdatiou hE>twef'n clyuami<· pressurl! anel luncb 
mca:mrenl<'nl s 

AI first H would M.'l'm that mcasurl~l aud tare loads woulcl 
be signilkantly corrdated. Howt•vt•r. rumparing Eqns. (20. 
21) to Eqn. (26) indiratcs that no h111.., <'Ontributions are ror 
rC'hüed, as th<' onl,v rommou t•rror somr<• is lhe zt•ro drifL 
which is spccific for each Le:'n nm nnd nssumcd to bc IIIH'ur
rclated for difrt•rt•nt runs. 1'hus: 

U(q.F,) U(q.f~,ftl.)-l (F,.J·:, .... )=O (2i) 

('<.!mbmNI Vu<'<•rtainty in AE'rodyuaJill<' CoE>ffiril'nl.~. lls

iug Eqns. ( II ), (13), (15), (21), (2ü) and (27) OIH;' 11111y 
rompntr:> thc romhined uncertainty for 1';: 

2 

u2 (c,)- (%) l'2(q) 

-+ (-s' ~ )2 [u2 {I·;)+ ui(!'~,,.,.)) (2H) 
fJ• 1(1(<1, 

The ('Oillbnwd unt'crtainty will difff'r from tia• cm r<!llt 
procedure by tlw nclclil ionat' conlnhuliutu; du<' I<> lhe stun 
dards' unn•rHunti<-s and duc to cstuualt'<l pn>cision li111ito... 
lluwen!r, tht• main difrerence ht>lwt~·n tlw current anrl pm· 
J.>O'>ed procedun-s 1s t he contrihutJon !lli"il('iated w11 h llw 
tan• loruh,, which i" a major coutnhutur to thc rurrt•mh 
<'si imatcd un<:ortllinty nnd is rt'tlut·t•d wht'n onc takc.'> iutu 
nrcount the rorrclatiuns belween lar!' measuremcuts 

It should bc l'lllphasized that ::.t'Vllrnl npproximnliom; wcn• 
nul.de so as to huild upon thc curr<•ntly cstablisht>d proc·t•· 
dures at TA-2. Fnturl' cfforts l>hould mdndc a more dctailt'<l 
nnal_vs"i." of t lw 111111 ht'malical pror<'durr• u"t.'<l lo ohtain tlw 
balance calihralmn malrix so that hinM·,., 1\.."'-'•0Ctated lht• <'aJ
ibratiou proc~-; ... nnd I hose link<'<l to lua.d n·ll signal'> may ht· 
propcrl,v taken mto nc<'ount. 

ll shonld btl nult'd thnt unce rtnint,y in rnodel n.ngk's did 
not Rppear in tht• proposcd formulation. ti.'> they wert- l'OII 

sidered as "rcft>n•uc1' nngles'' al wluch tllt' loads are UI('!\· 

MU'ed. Howcwr, 1 hc uucerlainti<'S in Juotlcl 1tngle. will run
tribute to the hlll.'> component chw to III!' ZAB corr<'cl•on 



n.c; mentiom'<l hefore. This contribution tihould hc included 
iu future work. 

CO~CLUDING REMARKS 

The prCSC'nt method for ('Xpressing uncertaint;y in mea
~>uremcnt a.t thc Brazilían subsonic wind tunnel TA-2 hn.s 
bPen descríbctl. A formal exprcssíon of unccrtainty is bc
ing established and initial results hnvc> IK'en prt>SCnl('<.l. The 
formal exprt·:-."iion of unct•rtainty is bn.o;ro on intcrnauonal 
standards, cspccially the AIAA Swrulard. Evaluating and 
oxpressing tho uncertainly in a st.<~.ndnrd rnanncr and prop
crly taking into <~ccounl ali c·onlrihuling factors will provide 
p;rounds for comparisons between the result~ ohtainro al 
'I A-2 and tho:-t• obtainl'tl at iuternauonal counterparts. lt 
will also conlrihuLe signifirnnlly to t lw Laboratory 'A credi
bility with tho Tndustry nnd acadcmic communiLie::;. 

ln Lhe prc'lll'lll work. some• contribulions lo tlw uncertainty 
havc bcen idcntified but thcir assessmc>nl bas bc-cn left for 
future work rtu·se includc• contr ibut ions lo bia.'>CS in t~t 
chamber slatic prcssurc and model-ba.lunce CC tnwcl cor
rcct.ions duo to uncertainlics in dynamic pressuro and modo! 
nngles, respt>ctivdy. Future• efrorts should also couccnlra.le 
111 lhe malh('matical pro<'t'<hues involv<'cl in the balance cal
ihratiou. ro thal bias rontributions 11.'-sociated with the cal
ihration anel with load cdl signaJs nuty be propcrly <·onsid
c•n•d. 
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RESUMO 
Nste trabalho propo~·st mostrar a aplicação da metodologia de cálculo d~ murtew de medtção 

confonne a /SOTAG 4/WGJ para caltbrações dinâmicas de sensores de pressão. Siio e\postos aspecws 
refermtes aos cálculos realizados. à metodologia de ensaio e ao resultado de calibração de um sensor 
piezoelétrico dtretament~ em conraro com o mensurando, contato este !~iro através de /mira pneumáttca. 

INTRODUCÃO 

A medição de fenômenos transientes está presente cm todas 
as áreas da engenharia. As técnicas de controle bascuun-sc na 
medição de grandezas rrsicas inerentes ao procc~so c na posterior 
atuação de acordo com os dado~ obudob <.la mensuração. Tal 
atuaçã.o posterior é chamada rctroallmcntaçl\o. Quanto melhor for 
o resultado desta mcd1ção mruor sen'l a qual1<.ladc <.lo controle. Os 
fenômenos envolvidos são. em ~ua ma10na trans1entes; é, 
portanto, de vital importllnc.a paro o desenvolvimento 
tecnológico mdustnal. que sejam mensura<.los. A nfvel c1cntflico, 
em pesqUJsa expenmental. a qualidade da me<.l1ção de fenômenos 
transientes é mais importante amdu. jó que serão urudas 
conclusões á partir da anáhse dos resultados destas med1ções. 

A Calibração dmâm1ca COnSISte na quantificação da 
capacidade de resposta dos !>en~ore~ à vanação temporal da 
grandeza que se está medmdo. Os scn\ores e cqutpamentos a 
serem uuhzados em ensa1os d1nâmtCO\, prcc1sam ser 
criteriosamente especificado~ para que )ejum capàles de fornecer 
resultados Mgmficativos. Portanto. o comportamento dinâmico 
destes sensores e equ1pamentos tem um papel fundamental. e a 
cal1bração dmânuca é o .mc1o m:us adequa<.lo para sua 
caractcri zação. 

No caso de sensores de prc)Sào, o resultado da calibração 
fornece as curvas de rc~posta tanto temporal quanto em 
amplitude e fase no domfnio da frequência. Alguma discussão 
ainda existe sobre o cálculo da incertCI:l associada ao sensor 
calibrado dm:.Jm1camcntc. A Norma ISO TAG4/WG3-1993 
estabelece de forma detalhada a forma como devem ser feitos, 
tanto o cálculo de incerteLa <.le me<.ltçõcs de grandezas estáticas, 
quanto a determinação de incertc1.a a~'ociuda a um medidor 
calibrado estaticamente. A sua aplicação cm mctrologta dinãm1ca 
tem que ser precedida de uma d1scul>são sobre a mtcrprctação 
correta da informação fomec1da pela aplicação <.la norma. No 
presente trabalho será realuado um c:.tullo S<lbrc o cálculo da 
incerteza associada aos sen~ore!> de pressão cm calibração 
dmânuca realizada em um Tubo de Choque 

EQUIPAMENTO E PROCEDIMENTO DE CALIBRACÀO 

Tubo de Choque é um equipamento constituído por um 
tubo div1dido em duas câmaras separadas por um diafragma, 
manudas a pressões d1ferentes, como mostra a figura I A câmara 
de alta pressão é chamada de tubo 1ndutor e a de ba1xa. tubo 
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induzido. Quando a membrana é rompida surgem uma leque de 
expansão que se propaga no sentido do tubo mdutor. c uma onda 
de choque que se propaga no sentido do tubo induzido. A 
rcncxão da onda de choque no fundo do tubo gero um degrau de 
pressão que é utilizado na real iLação da calibração. 

Ampli Filtro AOS 

o= 
88888 

TC-02 
Tubo Induzido 

Me.nômetro 
Dtgtte.l 

Figura 1: Tubo de choque 

Atualmcntc tubo de choque \Cm sendo cada vez mais 
aplicado como eqUipamento de cahbração de sensores de pressão 
c temperatura na área de metrolog1a dinâm1ca O objetivo é 
utilizar o degrau de pressão e temperatura formado pela onda de 
choque no fundo do tubo in<.lulido como smal de entrada para o 
transdutor. Com isso. são obtidas curvas de resposta cm 
frequência. em fase e amphtudc. Tem-se uuhzado um transdutor 
padrão, e a calibração é feita por métodos comparativos. Este 
método limita a calibração à qualidade do sensor padrão. A 
utilização do tubo de choque como eqUipamento metrológico 
primário esbarra na falta de um conhecimento mais aprofundado 
dos fenômenos que ocorrem no seu interior. A innuência de 
variáveis gcométncas. a curvatura e qualidade de romp1memo da 
membrana bem como mteração onda de choque/camada hnute 
são alguns aspectos a serem ;unda bem determinados. 

Diversos trabalhos tem sido publicados com mtuito de 
caracterizar o tubo de choque. Anderson ( 1982) apresenta 
algumas relações analfticas caracterfsueas de tubos de choque 
obuda:; à parur do cálculo de uma onda de expansão cent.rada 
stmple.s. lluu e Kazuyasu (1969) e Outa ct ai (1973) estudaram 
as perturbações causadas no escoamento pelo romptrnento da 
membrana. A mteração onda de choque/camada hnute f01 
investigada expenmentalmente por Staccy c Simmons ( 1992) cm 
um túnel de vento hipersônico. Pcsqu1sa semelhante foi 



condu1ida por Kim cLal. (199 I) que compararam mterfcrometnn 
laser com tubo de Preston como técmcas para detemunação de 
atnto visco~o. e por Seilig et.al. (1989) que avaliaram a estrutura 
de turbulência na mteração onda de choque/camada Imute. 

O tubo de choque também tem sido alvo de dJversos estudos 
numéncos. Urna simulação numénca uni c bi-dimensiOnal de 
escoamento sem vi~cosidade transiente cm um tubo de choque 
usando esquema "upwmd" de alta resoluçilo foi desenvolvida por 
Yang et.al. ( 1984). Resultados numéricos foram também 
apresentados por Tobarcik e Camb1er (1994). sendo incluídos 
efeitos v1scosos em um códjgo de volumes finitos para equações 
de Euler. Carvalho (1995) desenvolveu um tubo de choque 
metrológico baseando-se em cálculos numéncos, utilizando-se de 
dois métodos umdmlCnsionais para solução das equações de 
Euler por volumeç fimtos: o método das caracterfst1cas e o de 
MacComarck. Daru c Damion (1993) anah\aram numencameme 
a 1nfluênc1a da curvatura da membrana de separação no 
escoamento mtenor ao tubo de choque. Também utilizaram a 
técmca de volumes fin1tos para integração das equações de Euler 
e concluíram que membranas com grandes curvaturas geram 
perturbações de ba1xa frequência com relação ao tempo de 
observação. o que limüa a performance do equipamento para 
calibração dinâm1ca de sensores de pressão. 

O Laboratório de Metrologia Dmúm1ca da Umvers1dade de 
Brasma, LMD. utJhn o Tubo de Choque desenvolv1do por 
Carvalho ( 1995) para a realização de calibrações dmâmicas em 
sensores de pressão elétricos. Esta calibração é realizada por 
comparaç:io com um sensor de referênc1a calibrado na ENSAI\11-
Pans. Laboratório de Referência Europeu. Os sensores são 
montadoç na extn.:m1dade do tubo induzido. onde são submetidos 
a um degrau de pressão no momento cm que n onda reflete no 
fundo do tubo. Os sinais dos dois sensores s11o então adquindos a 
uma frequência de 50 kHz e processados cm um analisador 
dinâmico de sinais HP 35665A, que captura 2048 pontos no 
domímo do tempo c calcula a curva de resposta cm frequência, 
cm amplitude e em fase. O procedimento de calibração prevê um 
total de se1s ensruo~. que são utilizados para o cálculo das curvas 
de resposta cm frequência e mceneza. 

FORMULACÃO MATEMÁTICA PARA O CÁLCULO DA 
INCERTEZA 

A norma ISO TAG4/WG3-1993 estabelece que o resultado 
de uma medida y (estimativa do valor verdadeiro do mensurando) 
é dado cm função das grandezas de mOuência: 

y = G(x1.x2, .... x.) (I) 
sendo: y cstimat1va do valor verdade~ro do mensurando; 

x, grandezas de inOuênc1a, 
n número de grandezas de mOuénc1a. 

Para grandezas de mOuênc1a não correlacionadas. a variância 
assoc1ada a y pode ser calculada por: 

( )

2 
, • iJG , 

s; =L -- s;, 
0 1 iJx, 

(2) 

sendo: s;, variâncias das grandezas de mOuência. 

A inccrtc7a expandida de calibração é expressa por: 
U = k . Sy (3) 
sendo. u mcerteza expand1da; 

s> desv10 padrão ou mcerteza combinada associada 
ao men~urando; 

k fator de abrangência. 
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O desv1o padrão, Sy. é definido como sendo a raíz quadrada 
da vanância. 

O valor do fruor de abrangência 1nd1cado é função do número 
de graus de liberdade efetivo e do nível de confiança. que no caso 
<terá aproximadamente igual a 95~. O número de graus de 
liberdade cfeuvo. v dT .é calculado pela equaç11o de Welch
Satterthwelte: 

• s, 
vd, =---. : 

! l 
1·1 v, 

(4) 

~endo: v número de graus de liberdade das grandezas de 
mfluênCJa; 

o número de grandeLaJ. de influência. 

Conhcc1do o valor do número de graus de liberdade efeuvo, o 
fator de abrangência é obudo através da tabela de Student para o 
nível de confiança estabelecido. 

As variâncias das grandeza~ de mfluênc10 devem então ser 
conhecida~. calculadas ou esumadas com base cm documentação 
existente. nas medições consecutivas ou por cxperiênc1a própria. 

Se a incertcLa expandida para um nível de confiança de 95% 
de uma grandeza de influência é prev1nmente especificada pelo 
fabricante no certificado de callbraçüo ou no manual técmco. a 
Incerteza padronizada será a metade do valor desta. Caso sejam 
conhecidos apenas os IJmjtes supcnor e inferior de uma grandeza 
de mOuênc1a, ou seJa urna d1stribu1ção retangular. a variância 
será estimada por: 

s~ =.!.a 2 

•. 3 ' 

sendo: a, dj fcrença entre os llrrutes supenor e Inferior. 

(5) 

A incerteza da calibração dmãmica será fornec1da na forma 
de uma curva que relaciona à incerteza expand1da. a freqUência .. 
O cálculo da incerteza expandida é feno com a multiplicação de 
um fator de abrangência para um nível de confiança de 95% por 
uma mceneza padronizada combmada que mcorpora duas 
comnbu1ções, a saber: a mcerteza do padrão de calibração. 
1ncenua tipo B. a dispersão das medidas. 1nccrtcza tipo A. 

A calibração dmâm1ca de trnnsdutore~ clétncos de pressão 
realizada no Tubo de Choque é feita através da comparação dJreta 
entre o transdutor a ser cal1brado e um transdutor de referência. A 
pressão p a que esta submetido o transdutor a ser calibrado é dada 
como função das variáveis provenientes da cadc1a de medição 
formada pelo Transdutor de Referência. Amplilicador de Carga e 
Annlisndor de Sinrus. A incerte"' apresentada no Certilicado de 
Calibração ENSAM AM/95/0tl Já mclui a contribuição de todas 
as grandellls de intluênc1a provenientes desta cade1a. Como o 
LMD emprega cquipaiTlCntos ~emelhantes, pode-se considerar 
que a incerteta combinada da cahbraçllo é a que consta no 
Certificado de Cal1bração do transdutor de referênc1a As tabela I 
c 2 mo~tram as mcertezas em cada fruxa de frequênCia em 
amphtude e em fase rcspecuvamentc. 

Tabela I: Incerteza de Medição de Amplitude do sensor de 
referência (degrau de I bar) 

fuixa de frequêncw [kllz] lncertela combmada 
(bar} J%1 

de 0.005 a I .2 ±0,015 ±1.5 
de 1,2 a 1,6 ±0,025 ±2.5 
de 1.6 a 3.5 ±0,050 ±5.0 
de 3.5 a 7,0 ±0.100 ±10,0 



Tabela 2: Inceneza de Mediç~o de Defasagem do sensor de 
referência 

faixa de frequência [kHz] Jnccncza comb1nada 
de 0,005 a 1,2 ±1,5° 

de 1,2 a 3.5 ±3,oo 

- - _ _<l_(!_3_á-ª_7 ,o_ 
--- , ___ - --~'º'' ______ 

A inceneza do padrão de calibração é fornecida no 
Cen1ficado de Calibração ENSAM AM/95/08, reproduZido nas 
tabelas I e 2. Como nl'lo é informado o nfvcl de confiança nem o 
fator de abrangência, a sua contribuição será considerada como 
uma distribuição retangular com antervalo definido pelo valor da 
incencza reponada nas tabelas I e 2 para cada faixa de 
frequência, c o desvio padrão associado será dado pela Eq.(5). 

No procedunento adotado. tem-se para cada ponto no tempo. 
se1s leituras dos mstrumentos a cahbrar e dos de referência. Estes 
simus são convcnidos para o domfnio da freqUência e, para cada 
ponto tem-se seis valores da funç1io de resposta cm freqüênc1a. 
em amplitude e fase. A contribuição da dtspersão das med1das 
para o cálculo da inceneza é contabilizada na incencza 
padronizada através do desv1o padrão experimental da média. 
Asstm, calcula-se, para cada ponto de freqUência. o desvio padrão 
das seis leilUras. Estas considerações s!lo válidas tanto para 
mcdiçl!o de ampli tude como para medição de defasagem. 

Por se tratar de comparação direta com um padrão, ambas as 
grandezas têm, como relação funcional com o mensurando, a 
un1dade. Assim, a incenen padronizada, dada pela Eq. (2). ser~ 
Simplesmente a ra1z quadrada da soma quadrática das 
contribuições acima descritas. 

Para que seja estabelecido o fator de abrangência fa.He 
neccssdrio o cálculo do número de graus de liberdade cfeuvo 
através da Eq .(4). Como a contribuição do sensor de referência 
fot !lmda de um laudo, pode-se considerar seu número de gruus 
de liberdade como infinito. Sendo assim. o número de graus de 
liberdade efcuvo calculado reduz-se ao número de repeuções 
menos I, que resulta em 5 graus de liberdade. Para e~te número 
de graus de liberdade, temos um fator de abrangência de 2,57, 
considerando um nfvel de confiança de aproximadamente 95%. 

A ancene1a cxpand1da será o valor da anceneza padromtada 
muluplicada pelo fator de abrangência, Eq.(3). Como se tem um 
valor de incerteza expandida para cada valor de freqUência, será 
fornecida uma curva que relac1ona a inccneza expandida com a 
frequência, tanto na medição de arnphrude como na de 
defasagem. 

RESULTAQOS 

o~ resultados analisados neste trabalho são referentes à 
caltbraçào dtnâmica em tubo de choque de um senl.Or de prel.~ão 
piezoclétrico K1stler modelo 600 I'\ com freqUência natural de 
120 kllz, e o mesmo sensor acoplado a uma linha pneumática 
conforme mostra a figura 2. O ensatos foram reahzados com os 
tubo\ mdutor c tnduzido a pressões absolutas de 1.89 c 0,89 bar, 
respectivamente. A calibração foi feita de acordo com o 
procedimento padromzado do laboratório descrito sumariamente 
em Item antenor. 

Além dos smais no domfnio do tempo, os resultados serão 
apresentados na forma de curvas de resposta em freqOência, de 
mcene1a expandida e de repetibilidade. todas cm função da 
frequência. Para o presente. serão apenas analisados os resultados 
referentes a medição de amplitude do sinal. 

1(1)1 

Na ligura 3 é apresentado c o sinal tfpico medido pelo sensor 
de referêncta. Neste caso. os sinal do sensor a ser calibrado e é 
bastante semelhante ao de refcrênc1a, por 1sso não será 
mostrado. 
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Figura 3- Sinal Sensor de Referência no Domínio do Tempo 

Nas figuras 4 e 6 tem-se a) curvas mencionadas antcnormeme 
referentes ao sensor a ser calibrado. As figura 8 a I O apresentnm a 
mesma sequência. entretanto, relativas ao mesmo sensor agora 
tlCoplado a uma linha pneumática. 
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F1gura 4 - Curva de Resposta cm Frequência 
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Figura 5 - Curva de lncenelo Expand1da 
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Figura 6 - Curva de Repetibthdade do Sensor à cahbrar 
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Figura 7 - S1nal do Domfmo do Tempo para o sensor à calibrar 
com linha pneumática. 



Como pode-se notar comparando as figuras 3 e 7. o efeito 
mtruSIVO da hnha pneumática é bastante claro. provocando um 
··overshoot" no smal medido. Como não há ··overshoot" 1mc•al 
no ~•nal de referência, Fig 3, nota-se um aumento na amplificação 
na fig 8 cm frequências ac1ma de 1000 Hl , resultado do efe1to 
tntrum·o da hnha pneumática. 

F1gura 8 - Curva de Resposta em Frequência 
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F1gura 9 - Curva de Incerteza Expand1da 

110 

100 

1
:: 
O <O 

010 

000 
100 

-

I 
1000 

,~ .. , .... 

IOOCO 

I III 
lh1 lu 

I I 
,, 

1 r 1 

IOOOC 

Figura lO - Curva de Repetibilidade do Sensor b calibrar 

CONCLUSOES 

Como menc1onado antenormente a grande importância de se 
realizar a calibração d1nârruca é detectar as caracterí~ucas do 
comportamento d1nâmico do elemento utlh7ado para se realilar a 
med1da c a mOuênc1a da instalação do sensor cm relação ao 
mensurando A nfvel de elaboração proJeto de controle. o efeuo 
de "ovcrshoot" mol.trado pelo sensor na mcd1çào de um degrau 
de prc~~ilo. cm função da hnha pneumática. pode ser utilizado 
pelo proJetlsta de um sistema controle de forma construtiva, mas 
também pode levar o ineficiência do projeto, caso não haja 
conhecimento de~te tipo de comportamento, o que levaria por 
exemplo a ter-se um nfvel de prer.são mais baixo do que aquele 
necessário para execução de um tarefa. 

No caso do sensor sem a linha de acoplamento para realizar a 
med1ção. tem-se boas características mctrológ1cas do sensor 
apresentando uma faixa hnear com 1nccncw expand1da máxima 
de lO~ até um frequência de 3.8 kHz, com alta repeub1lidade no 
valor de 99.6 % 
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A •ncerteta do sensor a calibrar está lirrutada pela incerteza do 
sen~or de referênc1a, que por sua vez está lirrutado pelo 
equipamento em que fo1 originalmente calibrado. 

Para o caso da medição de prcssllo com o sensor acoplado ao 
ponto de med1ção através de uma hnha de pneumática. apesar de 
haver problemas com a amplificação, reduLmdo a faixa de 
funcionamento linear do sensor com 10% de incerteza expand1da 
para 1.8 khz • com 99 % de rcpet1b1hdade. Desta forma para este 
caso. na fa1xa de 300 Hz, o SIStema de med1ção apresenta um 
valor tendenc1oso de amplificação de 1.25, alta repetibilidade no 
valor 9~.6% e ba1xa inceneza no valor de 3.5%, e sendo assim 
pode ser pensado na possibilidade realizar med1çõcs nesta fn1xa 
de frcquênc1a levando-se em conta a amplificação causada pela 
hnha. 

O cálculo de meenua baseado na ISOTAG 41WG3 
para o propór.ito de cal1bração d•nâm1ca mostra-~ adequado. 
ape~ar de ter s1do elaborado para a calibração estáuca de SIStemas 
de mcd•ção. 
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RESUMO 

Neste trabalho é apresentado um estudo sobre a influência das características da membrana de separação 
na mcerteza de medição e sobre a repetibilidade do degrau de pressão gerado pela reflexão da 011da no fundo 
do tubo de clwque. Forw11 realiwdos ensaios com vários 11pos de membrana, willumdo-st dots tubos de 
choque metrológicos. Para o cálculo da Função de Transferência tmllwu-se tJmafimção degrau como entrada 
do ststema e o smal do transdwor de pressão como saída. A análise dos resultados mostra que, para diversas 
fau.as de freqitências, as caracterfsticas do material da membrana e a forma como ela se rompe influem na 
formação do choque, provocando alterações no ganho do sinal de salda do transdwor de pressão. 

• PUC 
IIII O 

!NTRODUCÃO 

A calibração dmâmica de lr:ltlsdutores de pressão é uma auvidade 
metrológJca de d1ffcil realu.ação deVIdo às hrrutações das fontes 
geradoras de prcss.'lo dinãmica. O rubo de choque é reconhecido 
universalmente corno o meio mais preciso para se realiz.ar a calibração 
dinâmica de transdutores de pressão de alra freqUência Instituições 
corno o NlST-Nauonal lnst1tute of Standatds and Technology. Bean 
(1994), e o BNM- Burcau National de Métrologie, Damion (1977). 
<!dotam o tubo de choque corno pnnCJpal componente do padrão 
primário para calibração dmãm1ca Entretanto, a qualidade 
metrológica do dcgrnu de press!io e. em consequência, a faixa de 
freqUências onde os valores das Incertezas são acenáveis, dependem de 
d!vcrsos fatores, entre eles, as caracterlstica.s da membrana de 
separação do tubo mduzido e tubo 1ndutor. 

referência, os efeitos da membrana perdem a relevância, uma vez 
que os dois transdutores serão submctJdos nos mesmos 
fenômenos simultaneamente e. no tratamento dos dados, o smal 
do transdutor de referência será usado como entrada do SIStema. 

Neste trabalho é oprcsemado um estudo do efeito das 
características da membrana sobre as incertezas e a repetibilidade 
do degrau de pressão. Para tanto, foram realizados ensaios com 
três tipos d1ferentes de membrana, em d01s tubos de choque 
metrológicos utilizando-se, nos dois casos. o mesmo SIStema de 
med1ção. Os resultados destes ensaios foram tratados por um 
software especHico em que sl!o calculadas as Funções de 
Transferência. Nestes cálculos, para a entrada do s1stema utiliza
se uma função degrau ( 1/s no domínio de Laplace) c a saída do 
sistema são os valores d1scrctindos do sinal do transdutor de 
pressão, excitado pela onda de choque refletida no fundo do tubo. 

A análise dos resultados mostra que as características do 
matenal da membrana e a forma como ela se rompe influem na 
formação do choque, afetando a repetibilidade dos ensa1os, além 
de provocar alterações no ganho do sinal de saída em várias 
fruxas de frequências. Estes efeitos são de grande relevância 
quando se pretende considerar o tubo de choque um padrão 
pnmário de cal1bração ou em processos de mtercomparação 
laboratonal com vistas a rastreab1lidade do sistema de calibração 
dinâmica. Quando a calibração é realizada com um transdutor de 
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P ISPOSlTYO EXPERIMENTAL E METODOLOGIA 

O estudo que conduz1u a este trabalho faz pane do Projeto de 
lntercomparação InternaCIOnal entre o Tubo de Choque TC-02 do 
Laboratório de Metrologia Dinâmica da UnB, e o Tubo de 
Choque TC-20 da ENSAM de Paris, Y1ru1na (1998). Conforme 
prevê o Projeto de lntercomparação, os ensaios foram realizados 
nas duas insutulções utilizando-se a mesma cadeia de med1ção. 
composta de transdutor, amplificador c filtro. 

Ampli Filtro AOS 

TC-02 
Tubo Induzido 

Me.nômetro 
Otgital 

F1gura I - Esquema da mstalação do tubo de choque com o 
transdutor de pressão piezoelétrico instalado no fundo do tubo. 

Na figura I é apresentada esquematicamente a instalação para 
medição da pressão dJnâmJca, composta pelo tubo de choque com 
o transdutor de pressão pie1oelérrico mstalado no fundo do tubo, 
o amplificador de carga, o filtro. o analisador dinâmico de smal e 
o manômetro digital com o orranjo para supervisão da pressão nas 



câmar~ de alta e batxa pressão, tubo tndutor e tubo tnduzido 
respectivamente, do tubo de choque. 

As especificações dos equipamentos e instrumentos utilizado~ 
no Laboratotre de Metrologte Dynamique da ENSAM de Paris. 
LMD-ENSAM, e no Laboratório de Metrologia Dmâmica da 
UnB, LMD-UnB, estão descritas na Tabeln I. 

Tabela I · Equtpamentos Uttllzados na lmercomparação 

Equipamento UnB EN SAM 
Balança de Peso Mono Press uremesur 
Osdloscópto Dtgttal HP 54504A 
Tubo de Choque TC-02 TC-20 
Analisador de Sinal HP-35665 N1colet Pro 34 
filtro lthaco 4213 hhnco 4213 
Amplificador de Carga Kmlcr 5007 Klstler 5007 
Transdutor de Pressão J<jstlcr 60 I A K1stler60IA 
Trnnsd de Pressão Est:luca ~ika 891.13.500 Mcnsor 1500 
Tmtarnento dos Resultados EDYCAP EDYCAP 
Membrana AzuVAmnrela TI'1IJISPllfCnlel A mareia 

Ambos os transdutores de pressão estática utilintdos para 
monitorar as pressão tmciais dos dois tubos de choque têm uma 
mcerte73 de 0.21 %. LMD ( 1997). 

É importante registrar que a monitoração da pressllo estática 
das câmaras de alta e haixa pressão do Tubo de Choque TC-02 do 
LMD-UnB fot reall1nda com um único transdutor Wika. montado 
cm um si~tema composto por mangueira e válvulas conectadas às 
duas câmaras. Com esta montagem, as pressões das câmaras de 
alta e de batxa pressão era monitorada seqUencialmente. 

O transdutor pr~são de referência do LMD é um transdutor 
piezoelétnco Kistler modelo 60 I A, rastreado aos padrões 
metrológtcos da ENSAM-Pnns. Este transdutor foi calibrado 
estaticamente. utilizando-se uma balança de peso morto rastreada 
aos padrões do INMETRO. Os resultados da caltbração estática 
indicam a cxistêncta de uma tendêncta de 0,2 bar e. 
constdcrando-se que a balança tem uma incerteza de ± 0,01 %, 
atribuem ao transdutor uma mcerteza de medição de ± I%. para 
urna faixa de O a 5 bar 

Os parâmetros e a..ç condtções de testes uuhtados para 
realtzação dos ensatos estão apresentados na Tabela 2. 

Tabela 2 • Parâmetros de ensruos de lntereomparação 
Laboratonal 

UnS EN SAM 
Tubo de Choque TC-02 TC-20 
Pressão Atmosfénca Local 675 mmHg 760mmHg 
Tubo InduLldO - BP 2 bar abs 2 bar nbs 
Tubo Indutor · AP 3 bar abs 3 bar nbs 
Tempo de Aquisição tlms Sms 
Número de Pontos de med1d:1 20-W 6000 
Tempo de Amostragem 0.00381 ms 0.001 ms 
Freqtiêncm de aquisição 262kHz 10001..117 
FreqUência de Fíltmgem do Sinal 40 k.Hz 40kHz 
Const. de Tempo do Amplificador Short Shon 
Modo de filtragem Bcssel Bcssel 
Tmtamento dos ResuiUidos Edycnp Edycnp 

A metodologia adotada preVJa a realt7ação de uma série de 
ensaios no TC-02 do LMO..UnB, nas condtções apresentadas na 
Tabela 2, c postenormente rcpetiç!lo destes ensaios no TC-20 do 
LMD da ENSAM, sob as mesmas condições e utilizando-se os 
mesmos transdutor, filtro e amplificador. 
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Para a scleçllo da membrana uttliznda no TC-02, foram 
realtzados ensaios com dots tipos de papel celofane comercial. 
um azul e outro amarelo, ambos com a mesma espessura. Em 
cada caso foram feitas 0110 mcchções para cada tipo de 
membrana. Os resultados dos ensruos foram tratados pelo 
programa EDYCAP, que calcula a Função de Transferência de 
cada ensaio, além de calcular a média dos pontos de cada ensruo 
obtendo uma Função de Transferência Média. No TC-20 os 
ensatos foram realizados com a mesma membrana amarela e com 
a membrana padrão do LMD-ENSAM que é fella com papel 
celofane especial transparente. Neste caso também foram fettos 
oito ensruos para cada Lipo de membrana e os resultados tratados 
pelo EDYCAP. 

Os cálculos das incertezas de medtç!!o e do desvto padrão das 
medtdas foram realizados segundo a metodologia proposta por 
Olivetra et al. ( 1998), segundo recomendação da ISO ( 1996). 

CÁLCULO DAS INCERTEZAS DE MEDICÃO 

De acordo com a formulação proposta por Oliveira et ai 
(1998). um conjunto de ensaios envolvendo sistemas dinâmicos 
podem ter o tratamento cstatfstico em cada ponto uttllzando-se os 
métodos clásstcos consagrados na calibração estáuca.. 

A norma ISO TAG4/WG3-1993 e sua revtsão ISO (1996) 
estahclece que o re~ultado de uma medida y • csttmauva do valor 
verdadetro do mensurando - é dado como uma função das 
grandezas de mfluéncta: 

(I) 

sendo y a estimattva do valor verdadetro do mensurando. x, as 
grandezas de mnuência e n o número de grandezas de tnfluêncta. 

Para grandezas de mfluêncta não correlacionadas a variância 
associada a y pode ser calculada por: 

, ~ (ac )' , s; = '-' -- s;, 
lei ax, (2) 

sendo s; as vanãnctas das grandezas de tnfluênctll. 

A incerteza expandida de calibração é expressa por· 

(3) 

sendo u a i.ncertc7a expandida. !.y o desvio padr1lo ou incerteza 
combtnada associada ao mensurando e k é o fator de abrangêncta. 
O desvto padrão, s), é defimdo como sendo a ra11 quadrada da 
variãncta. 

O valor do fator de abrangência indicado é função do número 
de graus de liberdade efeuvo e nível de confiança, que no caso 
será adotado 95%. O número de graus de liberdade efetivo v .rr é 
calculado pela equação de Wclch-Sauerthweite: 

,j 

s, 
v=---

<11 • • 

L.~ 
1•1 v, 

(4) 

sendo v o número de graus de liberdade das grandezas 
mfluêncta c no número de grande7..as de mfluência. 

Conhecido o valor do número de graus de liberdade efetivo, o 
fator de abrangêncta é obtido através da tabela de Student para o 
nfvel de confiança estabelectdo. Neste caso, as variâncias das 



da rrustura, o qual é fornecido pelo piStão. 
Analisando-se o sistema fonnado por ar e gotículas de 

combustível, linutado pelas paredes do cilindro e cabeça do 
p1stão, durante um instante do estágio de compressão, 
(representado pelo deslocamento angular do eixo de manivelas de 
8 até 8 + Jj(/), com o objetivo de determinar-se a quanudade de 
vapor de combustível produzida no mterior do c1hndro, tem-se: 

,-----------
1 &g f?. 

q 

, 
: 
I 

• 
' ' 

, ' 
I 

....... _ ·-" 

Figura I - Representação do sistema contendo ar c gotas de 
combustível 

Aplicando-se a equação de conservação de energ1a a um 
SIStema que contenha todas a~ gotículas de combustível do 
interior do cilindro: 

Porém, como a análise é fe1ta sobre um SIStema fechado, a 
massa que atravessa as fronteiras é nula, logo: 

aQ aw au 
----= -- (2) 
ar ar ar 

Integrando-se de uma condição I (ângulo 8 ) at~ 11 condição 2 
(ângulo 8 + Jj(J), temos: 

(3) 

Para o sistema líquido, 1 W1 refere-se à expansão das 
fronteiras do combustível ao mudar de fase. Admitindo-se que o 
processo ocorra quru.c estaticamente para vanaçõel> de 8 muito 
pequenas: 

.~ = f Pav (4) 

logo: 
Q =m·llh I 2 

(5) 

A variação de entalpia do líquido, nesse caso, deve considerar 
um tenno referente ao seu aquecimento até a temperatura de 
saturação (aquecimento sensível). c um tenno referente à sua 
vaponzação (CIIIN et al, 1984). Sendo assim. considerando-se 
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que a massa de combustível aquecida é a mesma que deverá 
vaponzar-se. e que a massa de vapor produZJda não receba 
energia até a vaponzação completa do combustível: 

Q,, = m, · llh, = (c, · !li: + L)m.. (6} 

Como o líqu1do 1mcialmcnte está a uma temperatura T,r:- e sua 
temperatura final nunca será superior à temperatura de saturação, 
T,., . pode-se escrever a Eq. t6) como: 

Q = c · (T - T ) · m + L · m <1> 
~ ' J«l , \ ( \( 

Utilizando-se a Eq. (5) cm um sistema que contenha todo o ar 
do mterior do cilindro: 

m., · c., ·l:lT sr 
(8) 

O tenno LlTur • representa a diferença de temperatura 
observada no intenor do cilindro, para um determinado ângulo () 
e condição de funcionamento do motor. entre dois tipos de carga 
admitida: cilindro contendo no seu mterior apenas ar e cilindro 
contendo ar e combustível. A mec!Jção das respectivas 
temperaturas, para um mesmo ângulo 8 . mdicará que. devido ao 
aquecimento e vaporização de uma massa m" de combustível, 
houve uma queda de temperawra entre os do1s upos de carga 
admitida. Sendo assim, o calor perdido pelo ar. cm módulo, é 
igual ao absorv1do pelo combUl>tível: 

Q., = Q, (9) 

A fração de combustível vaporizado, por definição, é a razão 
entre a massa de vapor de combustível produz1da pela massa de 
combustível admitido: 

m 
X= -'-' 

m, 
( lO) 

Logo. a partir das Eqs. (7) a (10}. detcrnuna-sc a equação 
representativa da fração de combustí\el vapon1ado no intenor do 
cilindro, para uma determinada posição angular do eixo de 
manivelas (Eq.( li)). A temperatura de saturação do combustível 
é substituída por um valor m~dio. (r), entre a temperatura de 

"" saturação ao míc1o e ao final do estágio de compressão. isso para 
fac1lidade de cálculos. 

X(8 ) 
m ·c ·ôT (Ir t~r ar ( I I) 

Fa1xa de uuhncão da Eauacão de fracllo de combustível 
vaporizado. A Eq. (1 I) pode ser ulllizada para análise da fração 
de combustível vaporizado no interior do cilindro nos seguintes 
casos: 

• Combustível wiliuulo dtve ser uma substância pura: 

devem ser conhec1dos os valores de L. c,, T ..., e T .. 
(para partida a fno, T,, = T0mb); 

• Período de compressão da miswra ati o momento da 
ignição; 

• Motores dt ignição por cemelha ou de compressão
ignirão; 



grandezas de influência devem então ser calculadas com base nas 
medrções consecutivas. 

Se a incerteza para um nível de confiança de 95% de uma 
grandeza de influência é conhecida, a incerteza padrão será 
metade do valor desta. Caso se conheçam apena~ os limites 
supcnor c infenor de uma grandeza de influênc1n, ou seja, uma 
distribuição retangular, a variância será estimada por: 

2 I 2 
s,; = 3a; 

sendo a; a diferença entre os limite1. superior e infenor. 

(5) 

A ancerteza da calibração dinâmica será fornecida na fonna 
de curva que relaciona a incerteza expandida com a frequência. A 
incerteza expandida será calculada com a muh1phcação de um 
fator de abrangência para um nível de confiança de 95% por uma 
ancerteza padrão combanada. que 1ncorpora duas contnbuições: a 
Incerteza do padrão de calibração. ancerteza tipo 8, e a dispersão 
dn11 med1das, inccrteL.a tipo A. 

No procedimento adotado são feitos oito ens::uos. Os pontos 
de cada ensaio são adquindos no domínio do tempo c convertidos 
para o dornfmo da frcquênc1a. Desta forma. para cada freqt1êoc1a, 
têm-se 0110 valores da função de resposta em amphtude c fase. A 
contnbuição da dispersão das medidas para o cálculo da mcerteza 
é contabilizada llll incerteza padrão através do dcsv1o padrão 
expcrrmcntal da média. Assim calcula-se, paro cada ponto de 
frequência, o dcsvro padrão das 0110 lcnuras. Estas consrderações 
~Jo váhdas tanto para medição de amphtude quanto para med1çâo 
de fase. 

A mccrtcza padrão, dada pela Eq. (2) será Simplesmente a 
ra11 quadrada da soma quadrátiCa das contnbu1çõcs acima 
dcscrrtas. 

Para a determrnação do fator de abrangência, faz-se 
necessário o cálculo do número de graus de hberdade efetivo 
mravés da Eq.C4). O número de graus de hbcrdadc efeúvo 
calculado se redu7 ao número de repetições dos ensa1os menos I, 
que resulta cm 7 graus de liberdade. Para este número de graus de 
liberdade tem-se um fator de abrangência de 2,36 considerando 
um nfvel de confiança de aproximadamente 95Ck. 

A rncerteza cxpand1da será o valor da incerteza padrão 
muluphcada pelo fator de abrangência. Eq.(3). Como se tem um 
valor de rncertcza expand1da para cadu valor de frequência, será 
fomccrda uma curva que relaciona a incerteza expandida com a 
frequência, tanto na medição da amplitude como na da fase. No 
ca~o em estudo neste trabalho, scrl!o considerado~ unrcamente os 
resultados de amplitude do sinal na base de frequênc1a . 

ANÁLISE DOS RESULTADOS EXPERIMENTAIS 

Os resultados dos ensruos realizados com o TC-02 e com o 
TC-20 utilizando-~e as membranas amarelas, azuis c 
tramparentes foram processados no EDYCAP c, com cada 
conJunto de 0110 ensaios. foi calculada uma Função de 
Transferência Méd1a, FTM, para cada tipo de membrana e cada 
tubo de choque. Paro estes cálculo~. utilizou-se como entrada do 
\!\tema uma função degrau, e para saída os valores do srnal do 
transdutor. Do conJunto destes cnsa1os são apresentadas duas 
curvas tfpicas, figura~ 2 e 3, representativas da Função de 
Transferência Méd1a dos ensaios rcah~:ndos com a membrana 
atul no TC-02 c a com a membrana transparente, no TC-20. As 
demais FrM's bem como os resultados detalhados dos ensaio, 
encontram-se no "'PrOJCIO de lntercomparação Laboratona.l UnB
ENSAM - Relatóno Técnaco'". V1anna ( 1998). 
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A influência da membrana no desempenho dos dois tubos de 
choque está sumam.ada na Tabela 3. Esta tabela for construída 
com base nas Funções de Tran~ferência Méd1a, duas das qua1:. 
apresentadas nas figuras 2 e 3 Nesta tabela, estilo registrados o~ 
percentuais máximos dos desvios da curva de re~posta. tendo 
como referência no ganho unitário, para dlvcr\as faixas de 
frcqüências. 

Tabela 3- Desvio percentual da curva de resposta com relação ao 
ganho I, para d1vcrsns fruxas de freqt1ênc1as. 

Meio Mcmbrnnu 0-:! 2-3 l-4 >4 
kH.t kHz klft. kH1 

TC-02 Amnrela -4% 5% - 11% 20% 

TC-02 Azul 5'K S'k - ll'.t 28% 

TC-20 Tmnspnrente -3% 7% 11 % >30% 
TC-20 Amnreln 6% 8% 7% 23% 

A observação das curvas de resposta dos cnsaJos realjzados no 
TC-20 e TC-02. como a~ apresentadas nas figura~ 2 c 3, mostram 
que. nas barxas frequências. até I lo.Ht_ o ~inal praucnmentc não 
sofre influência da membrana. O~ resuhados do TC-02. 
apresentados por Vlanna( 1998), mostram que, nas freqúência~ 
~uperiores a 4 kHz, quando começam a aparecer as oscilações de 
mruor amplitude, a membrana amarela tende a amonecer mais ~tas 
OSCilações. Como consequência. a membrana amarela confere ao 
srnal de alta frequêncaa uma melhor hneandadc, que é ev1denetada 
pela srntese das curvas de resposta méd1a apresentada na Tabela 3, 
onde desvios superiores a 5% na hncandadc ~6 são registrados nas 
freqUências maiores que 3 kHL. 

Nas freqOênc1as ma1s altas. onde as amplificações c 
amortecimentos ocorrem com ma1or intensidade. o úpo de 
membrana conunua a ter um cfcuo Importante sobre o smal. o~ 



ensaios realizados no TC-20 com a membrana transparente e a 
membrana amarela colocam em ev1dência que nas frequências 
maiores que 4 kllt, a membrana transparente amplifica 
fortemente o sinal, figura 3 c Tabela 3, enquanto a membrana 
amarela o amortece. Observa-se também que. além da diferença 
de matenal, a forma como e1.tas membranas se rompem é 
completamente dtfercnte. Naturalmente ISto influenc1a na 
formação do choque, como f01 constatado numencamente por 
Daru e Dam1on ( 1993) no estudo sobre a mfluênc1a da curvatura 
da membrana sobre o escoamento no tubo de choque. 

Estas observações. complementadas pelos dados que mostram 
a d1ferença de desempenho de três upos de membrana 
apresentados na Tabela 3, indicam que no proJeto de 
mtercomparaçào é fundamcmal que ~cja ut1llzado o mesmo tipo 
de membrana. No caso de reahtação de calibração dinãm1ca de 
transdutores de pressão cm que se ullht.a o próprio tubo de 
choque como referênCia, a membrana também deve ser 
padronizada. Se a calibração for rcali?ada utilizando-se um 
transdutor podrilo como referência. este cuidado é desnecessário 
uma ve1. que o~ do1s transdutores ser11o submetidos aos mesmos 
efeitos da membrana. 
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Figura 4- Ensruos de rcpcllb1hdade, membrana transparente, 
TC-20 

As Curvas de Resposta dos ensa1os realizados no TC-20 com 
a membrana transparente, apresentadas na Fig. 4, colocam cm 
evidência o alto grau de repeubiltdade proporcionado por este 
upo de membrana, mesmo n~ alta~ freqúênc1as. Os outros dois 
upos de membranas apresentaram uma boa repetibilidade até 1.5 
kHz. Ac1ma deste valor começa a aparecer dispersão, como pode 
ser venficado na figura 5, para a membrana amarela. 
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Figura 5 - Ensa1o~ de repc11b1hdade, membrana amarela. 
TC-20 

De acordo com a metodologia apresentada anteriormente, o 
cálculo da incerteza de med1ção como também do desvio padrão 
foi reah1.11do para cada frequência Neste trabalho são 
apresentadas somente algumas de curvas típicas, resultantes 
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destes cálculos. Nas figuras de 6 u 12 estão mostrados os valores 
calculados dus mcertCJ.as c do desvio padrão relacionados com a 
frequêncu.1. 

Figura 6 - Desv1o Padrão, membrana amarela, TC-20 

Figura 7 - Incerteza de Med1ção, membrana amarela, TC-20 

A anáhse quahwuva do desvio padrão e da incerte7a 
expand1da dos ensaiOS reali?ados no TC-20 com a membmna 
amarela, figuras 6 e 7. e com a membrana transparente, figuras 8 
e 9, mostra que nas bruxas freqllênCHb, até cm tomo de 1.3 kHz. 
as curvas têm comportamento ~cmelhnnte, ind1cando que nestas 
frcqüênc1al> o 11po de membrana não mterfere na forma do smal e 
as mcertezas expand1das têm valores multo próximos. Quando se 
observam ~ freqúênc1as pr6~1mas a 2 kHL até 3.5 kHz, figura 8. 
venfica-sc que o desv1o padrao aumenta de 0.002 para 0.02. o 
que faz com que as mcertc7as e~pand1das, figura 9, aumentem 
em 5 vezes. 
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Figura 8- Desvio Podri.lo, membrana transparente, TC-20. 
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Figura 9- Incerteza de Medição, membrana transparente, TC-20. 



Quando se compara o comportamento das curvas resultantes 
dos ensaios realu:ados com a membrana transparente. figuras 8 e 
9, com os resultados mostrados nas figuras 6 e 7, verifica-se que 
até 3 kH2 o desVIo padrão dos ensa1os com a membrana 
transparente se mantém constante, não passando de 0,005, o que 
confere a estes ensa1os uma incerteza cm tomo de 0.006. Desta 
forma, os ensaios realizados no TC-20 com a membrana 
transparente, até 3 kHz têm menor dispersão que com a 
membrana amarela. Esta observação é perfeitamente compatível 
com os resultados obudos nos ensruos de repetibilidade, 
apresentados nas figur~ 4 e 5. É importante comentar que esta 
constatação é um md1cador de que a metodologia para o cálculo 
da mcertcza proposta por Oliveira e ai ( 1998), seguindo a 
ISSOffAG, é adequada para a metrologia dinâmica. 

Os dois patamares observados na figura 9. entre I e 3 Hz, 
devem-se à preponderância das incerte.zas do tipo 8 sobre as 
mcertezas relativas à dispersão das medidas. 

Os resultados dos cálculos do desv1o padrão e das incertetas 
de mediçã.o dos enSlliOS realizados com o tubo de choque do 
LMD-UnB estão apresentados nas figuras 10, 11. 12 
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Figura I O- lnccrte7a de Medição. membrana amarela, TC-02 

Quando os ens:uos são realizados no TC-02 uti lizando-se as 
membranas azuis c amarelas, observa-se que até 2,5 kH7, as 
Incertezas de medição praticamente não são influenciadas pelo 
tipo de membrana, figuras I O c 12. Nas freqUências no intervalo 
entre 2,5 kH;r 6 kH7. as membranas a:ruis tem menor incerteza 
expandida que as membranas amarelas, muito embora estas 
tenham maior amortecimento que aquelas. nas altas freqUências. 
como discutido antenormente. 

03 

025 
o 
'I! 0 2 
1 
~ 0 1S 

i 0 1 

005 

o 

I I 

I 

I 
o 1 

l i 
li 

I I 

! I 
i 

l. 

FNqutncia I kHz) 

I 

I 

I I 

I J lf Vi' 
_...1'(\,f"fV I 

10 

Figura l i - Desv1o padrão. membrana azul, TC-02 

8 14 

0.5 . 
~ o• 
c ! 03 

i 02 

i 0 1 

01 

I 
J 
I 
I 
I 

I I I I 
I : I 
I I' 
I fV..!V ~· 
I , I 

10 

F..-qutndo ( kHz) 
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CONCLUSÃO 

A análise apresentada neste trabalho mostra que o tlpo de 
membrana tem um papel pouco importante nas ba1xas 
freqUências. Em freqUências inferiores a 2 kHL, nem o valor 
absoluto das incertezas nem a qual1dade do smal são afetados 
pelo tipo de membrana ou pela forma como ela se rompe. 
Entretanto, nas altas freqUência as membranas podem influenciar 
no desempenho do tubo de choque, tanto na degradação das 
incenczas expandidas quanto na dispersão e repetibilidade dos 
resultados. 

Os resultados deste trabalho mostram que uma incerteza 
expandida de 0.2 é alcançada a 8 kHz pela membrana 
transparente. a 6,4 kliz pela membrana azul e a 5 kHz pela 
membrana amarela. 

Desta fonna. o~ ensaios realizados no TC-20 e no TC-02 
mdicam que, a utilização do tubo de choque como instrumento 
metrológico passa necessariamente pela padronização da 
membrana, mesmo assim com uma forte limitação na faixa de 
freqUência de operação do tubo de choque. Por estas razões, é 
recomendável que a calibração dmlirruca de transdutores de 
pressão só deva ser feua com um transdutor de referência. para 
que os do1s transdutores sejam submetidos à!. mesmas vanações 
do sinal. resultantes da!> caracterisucas da membrana. 
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ABSTRACT 

ln th1s paper 11 JS prescnted a study nbout the mnuence of the 
charactensucs of the sepnration diaphragm in the uncertaimies of 
measurcmcnts and about the repeatabihty of the pre!.sure degree 
generated by thc wave reflection in the end of thc shock tube. 
Experiments were canied out with d1fferent types of diaphragms. 
For Lhe esttmation of Lhe transfer function, an ideal prcssure 
dcgrce wns considered as the input sJgnal of the system and Lhe 
pressure transducer signal as the output signal. Thc analySJS of 
the results shows that, for some frequencies bands, the 
charactenstJCS of the diaphragm material and Lhe way it burst~ 
inOuences thc shock fomlallon, rcsulling in alterations in the gain 
of the pressurc transducer output signal. 
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Resumo 

A medição de temperawra e a calibração de termómetros mramente éfetta numa 
condição completameme estávf'l, onde a tnnpermura niio l'aria com o tempo. Nes
te trabalho é medidtt a constante de tempo de um 1ermómetro de líqmdo em 1•idro 
e de 1•ários termómetros de reSIStência de platina em alguns meios com tlifuemes 
aguações. Ut1lt:ando wna t•arração senoidal da temperafllra com o tempo, foram 
analisadas as condições para que a ampliwde da flutuação da remperawra indi
cada seja considtrada deforma adequada na estimari1•a da incer/e<a da medição. 

INTRODUCÃO 

Devado à 1nércia témlaca, nenhum mstrumento rc~pnnde 
mstantancamentc à variação de temperatura do meio. ldeulmentc, 
o ~cn~or de temperatura deve estar im.tantancamente em 
eqUIIIbno com o mc1o cuja temperatura dc~Ja-se medir. ou seJa. 
a temperatura md1cada pelo sensor deve ter a mesma amplitude 
que a do meao, estnndo em fase com o mesmo. Na realidade, o 
que acontece é que quando a temperatura do meio sofre uma 
variação. existe uma transferência de calor entre este último c o 
sensor. provocada pela d1ferença de temperatura entn: os 
mesmos. A frente de propagação de calor através do sensor leva 
um determinado tempo paro inOuenciar toda a sua massa. 
resultando numa falta de fidelidade para indicação da 
temperatura do mc10 pela não exastêncaa do equ1hbno térmico 
nece~~ário. A calibração do sensor de temperatura. fella na 
grande maaona das vezes em condições de equillbno térmico. não 
é vá I ida para outras condições de uso, a menos que se possa 
garanur que o erro máximo resultante esteJa dentro da faixa da 
incerte1a desejada de medição. bto normalmente s1gn1fica usar o 
mstrumento num mcao com frequência de Outuação bem infenor 
à frequência característica do mesmo, rclacaonada l.hrctamente 
com a chamada constante de tempo do sensor. Inversamente. 
durante uma calibração deve-se esper.1r um tempo 
suficientemente longo para que os erros resultantes do não 
aunguncnto do equilibno térmaco seJam despre;dve1~. O 
controlador de temperatura do banho de calibração, na tentativa 
de rcduLir ao máximo a discrepância entre os valores de 
tempcranura do meio e da mdacada pelo sensor. pro\'oca uma 
flutuação, cuJa amplnude e fase podem 1nOutr dec1d1damente na 
lidelldadc da indacação da temperatura pelo sensor. 
Naturalmente, quanto menor esta amplitude. mais llespre1ível 
será a mOuêncaa sobre o resultado final. Na práuca, cm 
laboratónos de calibração, a espera por um tempo 
desnecessariamente longo para que se possa conMderar 
dcspre1Jvel esta inOuência resulta num lucro cessante pela 
dimanuição da produção do mesmo, provocada pelo menor 
número de tcrmômctros calibrados. Este trabalho trata da anáhse 
das cond1çõcs de flutuação do meao c as caracterísúcas do sensor 
para que se possa otimitar o tempo de calibração. ao mesmo 
tempo que garanundo a conliabihdade das medições. 
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FUNDAMENTOS TEÓRICOS 

Detimcão do Tenno Constnmc de Tempo. Muito 
embora a formulação matemáuca do problema de transferêncaa de 
calor transacnte do me10 amb1ente para o sensor. nele se 
propagando, possa ser ngorosamente estabelecida em termos de 
uma equação daferencial parcaal cm três damensões c no tempo. 
costuma-se supor uma uniformidade de temperatura ao longo do 
~cnsor. desprc7ando os gradacntes de temperatura que por ventura 
cx1stam. As~am as propriedade\ calculadas. mclu~ave temperatura. 
podem ~r interpretadas como médJas e~pacaais. Um balanço de 
cnergaa no ~cnsor. (Holmnn, 1971), resulta que a taxa de 
transfcrêncl:l de calor (q) do meio a uma temperatura T. para o 
semor a uma tempermura T pode ser expressa como . 

dT 
q = lr.A.(T_- T) = M.c.

dt 
(I) 

onde M ~ a massa do sensor. kg 

. , 
me1o. m-. 

c é o calor espccílico do matcnal do sensor. J/J...g.K 
A é a óren de transferência de calor entre o sensor c o 

'' é o cocliciente de transferência de calor. W 
t é o tempo. s. 

Co~IUma-se definir (Bencd1ct, 1977) uma panimetro 
denominado de constante de tempo ('C) como a relação entre a 
capacuância térm1ca do sensor e a condutância térrruca, ou seJa, 

M .c 
'C=--

11. A 
(2) 

Colocando-se o sensor. inicialmente com a temperatura 
T0 , num meao com uma temperatura constante T., variação em 
degrau. pode-se resolver il equação diferencial ordm:1ria de 
primeira ordem (I) para se ter uma interpretação física da 
constante de sua tempo. Para a integração da Eq (I) supõe-se que 
o coeficiente de transferência de ca.lor h seja constante, o mesmo 
acontecendo para o calor específico. Assam, 



T -T 
y= r"- r = 

.. o 

e oJt (3) 

Para um tempo decorrido 1gual à constante de tempo. a 
\'anável ad1mensional y tem um valor de 0,368. ou seja a 
vanação de tempernrura do sensor em relação à temperatura do 
me1o aunge um valor igual a 36.8% da d1ferença entre a 
temperatura do meio e a inicial do sensor. Vale a pena enfati7ar 
que para valores muito grandes do tempo, a temperatura do 
sensor se aprox1ma da do meio. ou seja. y tende a zero. 

Dctcrrmnacão Expenmcntal da Constante de Tempo. O 
valor de t pode ser detenninado expenmentalmcnte. medindo-se 
a temperatura do sensor para vános valores do tempo. Defirundo
se a vanávelt como : 

1 = ln (y) (4) 

Tem-se a curva. 

l =- t.l (5) 

Assim, tem-se um conjunto de n pareh de pontos (t; • z,). 
Pelo método dos mínimos quadrados. (Bcv1ngton. 1977). pode
se mostrar que . 

(6) 

A inccrteL.a de medição da constante de tempo (6t) 
pode her determinada supondo que ela seja função de cada 
med1çllo feita, cada uma com sua mccrteza 6t, e 6z, • de acordo 
com a Eq. (6). e 6T. , 6T, e 6T0 mcertctas de temperatura, Eq. 
(3) c (4). 

t = f (li . t1 ...... ln. Z1 • Z1 ...... Ln) (7) 

Propagando a inceneta, (0rlando.l996) e 
(GUM.1995): 

(6t)1 

" ar 2 " ar 2 = "-.t(-.Lu ,) + "-.t (a.!l z,) a r, z, 
(8) 

(9) 

Resposta a uma Vanacão Peóód1ca da Temperatura do 
~. Pode ~er determinada re~olvendo-se a equação diferencial 
(I) com a seguinte vaóação da temperatura do meio : 

T .. = T. + (T ...._,- T.).sm (ro.t) (lO) 

onde ro é a frequência de fl utuação da temperatura, rdls 

A solução da Eq. ( I). resposta transiente periódica. 
(8cncd1ct, 1977) é . 
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T = T + (T,,"-, - T,,) .sin (CtJ 1 - 8) 
o ~l+(wr) 2 

onde e é o ângulo de f3Se, rd 

( I I) 

Pode-se portanto observar que a amplitude da flutuação 
da temperatura do meio (T m~• - T0 ) é atenuada por um fator 
11 +(rot)2] 112 O presente trabalho analisa cm que condições a 
atenuação pode ser levada em consideração para uma medição 
confiável, relacionando amplitude c frequência de flutuação do 
banho de temperatura controlada, com a constante de tempo do 
tcrmômctro. A Tabela I apresenta a atenuaçao da flutuação para 
vános valores de (l)'t. 

Tabela I : Atenuação da flutuação da temperatura do 
meiO. 

[I+(Wt)2)112 (l)t 

1.01 0, 1 
1.02 0,2 
1.12 0,5 
1.41 1.0 
2,24 2,0 
5,10 5.0 
10.05 10.0 
20,03 20.0 
50,01 50.0 
100,01 100,0 
200.00 200,0 
500.00 500.0 
1000,00 1000.0 

Pode-se observar que pura valores grandei> de rot, a 
atenuação é d1rctamente proporc1onal a (l)'t. Se num banho de 
temperatura controlada a tlutuaçfio for ± 0,5 ''C. com I ciclo a 
cada 5 minutos (ro = 0,524 rdls) • e para uma constante de tempo 
de IS s, trp1ca de um termõmetro de rcs1stênc1a de platina PtiOO, 
e portanto rot = 7.86 rd , a flutuação da temperatura do 
tennõmetro será ± 0,06 "C. Na reahdade, para mmmtizar esta 
flutuação, costuma-se usar um bloco equalizador no banho de 
temperatura controlada. Tendo ele uma inérc1a térmica elevada, 
ru; llutuaçõcs dentro do mesmo. onde silo colocados os 
termômetro!>, são bastante amortecidas. 

PROCEDIMENTOS EXPERIMENTAIS 

Conforme indicado pela Eq (2), a constante de tempo t 
é mversamcnte proporc1onal ao coeficiente de transferênCia de 
calor h. Este, por outro lado, é bastante mfluenciado pela 
agitação do fluido c pelas suas propriedades ténnicas nas 
imediações do sensor. e pelas suas dimensões. A dependência do 
coeficiente de transferência de calor em relação à temperatura não 
é muito forte. 

O presente trabalho determinou a constante de tempo 
de dois tipos de termõmetros : (a)Tcrmômetro de líquido cm 
vidro (TL V) c (b)Termômetro de reSIStência de platina Pt I 00 
(PRD. Mais moda. para se quantificar a mfluência da mudança 
de fase sobre a constante de tempo, foi med1do seu valor em 
mudança de fase liquido-sólido para a água c em água aquec1da. 



O aquecimento e o resfriamento tambem foram usados 
para se determinar sua ínnucncia sobre a constante de tempo. 
Finalmente. fot mcdtda a constante de tempo cm outros nutdos : 
o ar e uma trustura álcool· gelo seco. (Cavaltcn, 1998). 

O procedtmento expenmental conMMtu em se colocar o 
termômetro num meto inicial durante um tempo suficientemente 
longo de tal forma que o equíHbrio térmico pudesse ser atingido. 
A partir deste instante, o tcrmõmetro foi retirado deste meio e 
colocado rapidamente no meto onde se desejava mec!Jr a 
conMante de tempo. medindo-se a cada mstante sua temperatura 
indicada. 

Um termómetro de lfquido em vidro (TI.,Y), Mercúrio, 
escala -10,9 °C a +52.7 "C. menor divisão e incerteza de ±O, I 
~c. calibrado no LPT/ITUC. teve sua constante de tempo medida 
através da medtção do tempo necessário para que uma 
detcrmmada temperatura fosse atingida pelo termómetro. Várias 
corndas foram feuas para que toda a faixa fosse coberta. A 
incerteza da rnedtção do tempo com um cronómetro com 
re~olução de 0,01 s, foi csttmada em 0.2 s para levar em 
constderação o tempo de resposta do operador para ligar e 
desligar o mesmo. 

Um tennômetro de resistênc1a de platma (PRT) com 
resistência a O "C de R., = 99.937 n. caltbrado no LPT/ITUC 
com multfmetro HP 34401 dentro de ± 0,05 "C. foi usado com 
um SIStema de aqutsição de dados para tomada da temperatura 
ind1cada em mtervalos sucesl>ivos de tempo, com mccrteza 
estimada em ± 0.05 s para se levar em conSideração o tempo real 
par.1 execução do programa. 

Em todos os casos, as temperatura!. inicial e linal foram 
medidas com os respectivos termômetros. 

Tabela 2 : Parâmetros dos PRT do LPT/ITUC 

PRT R., a . IOJ 13.107 óT ! 

n uc I "C· "C 
I 99,9646 3.916584 -7.187976 ±0.~ 

2 99,9741 3,900682 -6,463290 ±0,03 

3 99.9560 3,908916 -6,066176 ±0,02 
4 99,9413 3.928464 - 10,33840 ±0.05 
5 99,9616 3,926247 -9,212501 ±0.12 
6 99,9370 3.920389 -8,05 1994 ±0,05 
7 99.9473 3,920450 -7.4369 12 ±0,05 
8 99.959 1 3,925734 -9.307012 ±0,05 

9 99,9395 3,918140 -7.234359 ±0.03 
lO 99,9598 3,912271 -6,317201 ±0,04 
11 99.9492 3,9 10462 -6,613189 ±0,04 
12 99,9658 3,gl3319 -6.612849 ±0.04 
13 100.0135 3,910260 -6.503638 ±0,03 
14 99,9448 3.916831 -7.057599 ±0.04 
15 99.9446 3,9 12427 -6.302565 ±0.02 
16 99.9346 3,9 12343 -6.332420 ±0.03 
17 99,9652 3.907465 -5.773155 ±0,02 
18 99,9348 3,915561 -7,392387 ±0,05 
19 99,9971 3,910342 -6,394674 ±0,03 
20 99.9356 3.9 11 330 -6,064621 ±0,02 

Vános PRT estavam d1sponíve1~ no laborntóno. com 
cenificados de calibração emittdos pelo LPTIITUC, uulizando a 
equtlçào ajustada : 

R =R., (I + a .T + p.r) { 12) 
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A Tabela 2 apresenta os valore~ dos coelic1entes e da 
Incerteza para medição da temperatura através da resistência. 
Estes valores foram utilizados para a determinação da constante 
de te mpo com o objcuvo de quantificar a mOuénc1a dos 
parâmetros construtivos dos PRT, teóncamente idênttcos, ~obre 
o seu desempenho tértruco. 

A média e a faixa de variação dentro de 95,4% {K=2) é: 

R0 = {99,956 ± 0,041) Q 

a = (3,915 ± 0,014).10'3 ,°C 1 

P = (7, I ± 2.4).10'7 .°C 2 

Incerteza= ± 0,20 "C 

Assim, pode-se moStrar que, com os valores médios 
acima, a mcerteza se si tua no patamar de ± 0.20 "C, (raiz 
quadrada da soma dos quadrado~ das incertc1as). 

RESULTADOS 

Foram feitas várias determmações da constante de 
tempo {t) e de sua mcerte1a (ót). A Tabela 3 apresenta os 
segumtcs parâmetros : 

Com-
da 
I 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

•Corrida : Número da corrida 
•Termómetro 

•TL V - Termõmetro de Hg cm 'idro 
• PRT - Termõmetro de Remtência Pt 

• Fluido :Meio para a dcterminaçl'io de t 
•gelo - mudança de fase, s/aguação 
·~gua - água aquecida 
•álcool - trustura álcool-gelo seco 

• lmc1o: Temperatura inicial do termómetro. •c 
•Fim : Temperatura do meio, uc 
•Constante de tempo, s 
• Incerteza da constante de tempo, 95.4~ (k=2), s 

Tabela 3 : ConMante de Tempo (t) c sua lnceneza (ót) 

Termo FlUidO lmcio Fim t ót 
metro uc "C s s 
TLV álcool 22,0 0,0 3,256 0.008 
TLV é elo 22,0 0,0 7.220 o.oo8 I 
TLV á~ua 20.0 30.0 3.36 0.02 I 
TLV água 22.5 50.0 2,508 0.004 I 
TLV ar 0.0 21.0 69,2 0,8 
PRT gelo 25.0 0,0 13.46 0,02 
PRT ar 0,0 25.0 130 I 

Os valores bruxos de mceneLa md1cam que um número 
sulicientemente grande de pontos foi usado para a dctcnmnação 
da constante de tempo, segundo a Eq.(5). Um número maior de 
pontos não mudaria sigmticattvamente o seu valor, para uma 
dada mcerteza deseJada. Pode-se entretanto quest1onar se o 
modelo adotado é o mais mdtcado, pelo menos em relação às 
condições experimentais extStentes. Para esta verilicação, foram 
ajustados polinómios de outros graus aos pares de pontos tempo 
versus z (Eq {4)). não neccssanamente passando pela ongem. 
conforme dever-se-ia esperar pela Eq.(5). Na reahdade, a Eq.(3) 
só é solução da equação diferencial Eq.( I) se o coeficiente de 
transferência de calor h for constante. O cri tério de escolha do 
grau do pohnômio foi o de menor dispersão de dados em relação 
à curva obttda pelo método dos númmos quadrados • ou seja. 
menor des' IO médio quadrático. Como este últtmo parâmetro não 
fo1 o menor pa.ra o modelo adotado, Eq. {5), foram examinados os 

I. 

' 
I 



fatores que determinaram a discrepância. Para os primeiros 
pontos, foi conclufdo que a retirada do termômetro do fluido 
inicial c a sua introdução no fluido final era um processo de 
velocidade variável. variando o coeliciente de transferência de 
calor e portanto a constante de tempo, conforme indicado na 
Tabela 5. Assim a Eq. (3) não é a exata da equação diferencial 
Eq.(l), obtida pela sua integração considerando os coeficientes 
constantes. Os últtmos pontos também apresenLaram 
discrepâncias. Como a temperatura do termômetro era muito 
próxima da temperatura final, pequenos erros de medição 
produziam espalhamentos grandes. Assim, recomenda-se que os 
pontos iniciais e finais sejam descartados da análise, até que 
procedimentos experimentais mais refinados permitam inclui-los. 
Por razões de coerência e uniformidade de análise, rodos os 
pontos foram considerados para os resultados da Tabela 3. 

Uma anáhse da Tabela 3, mostra que o TL V utilizado 
tem uma constante de tempo menor do que o PRT, por um fator 
de cerca de 1,87, tanto para o gelo como para o ar. Isto significa 
que a atenuação da indicação da flutuação de temperatura do 
mew a ser medido pelo PRT é cerca de 1.87 maior do que para o 
TLV. Ou seja, o PRT indicará valores mais próximos da 
temperatura média do meio. Mais ainda, como a relação entre as 
constantes de tempo para o ar e para o gêlo, tanto para o TL V 
como para o PRT. é cerca de 9,66, chega-se a conclusão que a 
relação entre os coeticientcs de transferência de calor para os dois 
meios é de 9,66. resultando em diferentes atenuações da flutuação 
de temperatura. A calibração de sensores com constante de tempo 
elevada pode resultar num problema experimental grande a ser 
resolvido, isto é , manter a temperatura do meio com pequenas 
variações durante a rea.lização do experimento. Recomenda-se 
assim que tanto o objeto como o padrão tenham 
aproximadamente a mesma constante de tempo, pois neste caso as 
discrepâncias entre os dois serão menores. Caso isto não seja 
possível, pode-se aumentar a agitação do meio, aumentando o 
coeficiente de transferência de calor e dirrúnuindo a constante de 
tempo. Nesta categoria se encontram termômetros bimetálicos 
para medição da temperatura em ar. Concluí-se que eles não são 
muito adequados para esta aplicação. 

Em muitos laboratórios, a calibração de termômetros 
em temperaturas abaixo de O "C é feita utilizando-se como fluido 
de calibração uma mistura de álcool e gelo seco. Pode-se 
observar pela Tabela 3 que a constante de tempo do TL V é cerca 
de 2 vezes menor do que no gelo. Neste último, a constante de 
tempo pode ser dimuida aumentando-se a agitação do banho (que 
não havia no caso). Na realidade. comparando-se o valor da 
constante de tempo para o gelo {sem agitação) e para a água 
aquecida (com agitação), observar-se serem aproximadamente os 
mesmos. Por um lado, a mudança de fase do gelo faz com que o 
coeficient.e de transferência de calor seja mais elevado do que na 
água; por outro lado a agitação da água tende a aumentar o 
coeficiente de transferência de calor. A diferença entre as 
constantes de tempo para as corridas (4) e (5), água aquecida. é 
devido provavelmente a diferenças de agitação. pois as 
experiências foram feitas em banhos diferentes. Assim. uma 
forma de se testar a agitação do banho, e assim a uniformidade, é 
pela medição da constante de tempo do termômetro. 

A uniformidade de desempenho de diferentes PRT do 
mesmo fabricante, tcóricamente idênticos, foi testada pelos 
procedimentos anteriores e com os termõmctros, cujas constantes 
se encontram listadas na Tabela 2. 

Uma análise da Tabela 4 mostra que a variação do valor 
da constante de tempo entre um sensor e outro é muito grande. 
Como a incerteza calculada pelo método anterior é muito 
pequena, chegou-se a conclusão que a experiência não está sendo 
muito repetitiva devido à falta de manutenção das mesmas 
condições para todas as corridas. Assim, o procedimento 
experimental deverá ser refinado para garantir as mesmas 
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condições experimentais, bem como a metodologia para análise 
dos dados obtidos. De qualquer forma, os resultados indicam uma 
discrepiincia de 21 ,3% (em relação ao maior valor) para a 
constante de tempo no gelo, e de I 0,0% (em relação ao maior 
valor) para o ar ambiente, quando estes resultados são 
comparados com os da Tabela 3. supostamente mais confiáveis e 
analisados. 

Tabela 4 : Constante de Tempo (s) de PRT 

PRT _g_elo ar ambiente 
4 16,9 114.2 
6 18,5 97,5 
7 17,9 135 6 
8 13,5 107,2 
9 17,1 112.4 
12 18,8 135,6 

Média 17,1 117,1 
2o 4.9 39,8 

(Suguer,l975), utilizando dados de (White,l91 0), 
(Harper,l912) e (P.T.B.,l967), apresentam valores de constante 
de tempo de termômetros de lrquido cm vidro com bulbo 
pequeno em diferentes meios e velocidades, conforme indicado 
na Tabela 5. 

Tabela 5 : Constante de tempo (s) para termômetro de 
líquido cm vidro com bulbo pequeno. 

Velocidade Água Oleo Ar 
(cm/:;) 

o 10.0 40 a 50 190 
I 5,1 13,4 170 
5 3,3 7,5 148 
lO 2,9 6,4 128 
50 2,4 4,8 71 
100 2,3 58 
500 33 
1000 25 

A Tabela 6 apresenta valores da constante de tempo 
para diferentes tipos de termômetros em banhos agitados de água 
para calibração. 

Tabela 6 : Valores típicos de constante de tempo (s) em 
água, para diferentes termômetros. 

Dimensões do bulbo (mm~ 
Termômetro Diâmetro Compdm. Const.Tem..J! 
Comum 4,5 25 2,1 
Calorimét. 9,0 52 4,8 
Beckmann 13.0 40 8,7 

Pode-se observar pelas Tabelas 5 e 6, comparadas com 
a Tabela 4, que a constante de tempo depende de vários 
parâmetros, sendo sensfvel a pequenas variações dos mesmos. 
Assim. seu valor deve ser determinado para cada condição de 
operação. 

Estes resultados servem para um estimativa da 
influência da atenuação da fluruação de temperatura do meio 
sobre o desempenho do sensor em calibração. de acordo com o 
procedimento seguinte : 

•Estimar experimentalmente a amplitude e a frequência 
de flutuação da temperatura do meio, através de sensores com 
baixa constante de tempo (por exemplo, termoparcs expostos, 
calibrados). 



• Estimar a constante de tempo do sensor, pelo método 
exposto. 

• Estimar a atenua.ção com o au~ho da Tabela I, ou 
por cálculo de sua expressão 

• Estimar a tlutuaçi!o de temperatura do sensor a partir 
da atenuação obtida na Tabela I e da amplnude de flutuação do 
meio. Este valor poderá ser constderado como incerteta tipo B 
para o estabelectmento da temperatura de calibração do banho e 
deverá ser composto Crai1 quadrada da soma dos quadrados) com 
a repetttividade do sensor (obttda de catálogo, por exemplo) para 
fornecer um valor de leitura do objeto, amportante para a 
calibração. 

•O mesmo procedimento deverá ser feito para o padrão. 
Neste caso, a tnccrteza do padrão, de certificado, é aumentada do 
valor desta flutuação (raaz quadrada da soma dos quadrados). 

•Compor a mcerte7a final do padrão com a de leitura 
do ObJeto para l.e ter a incerteza de calibração. Se este valor for 
compaúvel com o valor desejado, pode-se acettar este 
procedimento como adequado. 

Finalmente, pode-se dt7er que sensores com elevada 
constante de tempo são mais adequados para a mcdação da 
temperatura média do meio. SenJ.ores com baixa constante de 
tempo respondem mais fietmente a variações instantfineas da 
temperatura. 

CONCLUSÚES 

Ne~te trabalho foi desenvolvida e analis:~da uma 
metodologta para a medtção da constante de tempo de 
termómetros. Valores foram medtdos para tennõmetros de 
lfquido em vtdro (TL V) e termõmetros de rcststência de platina 
(PRT), para vános tlutdos de trabalho e agitação do meto. 
Chegou-se à conclusiio que procedimentos expcnmentats mais 
refinados e de anáhse podem fornecer valores mats repetitivos 
para esta determinação. Com base nestes dados. foi apresentada 
uma metodologia para se 1ncorporar a tlutuaçl\o da temperatura 
do meio na incerteza de calibração do sensor. ao mesmo tempo 
que estimando mais exatamente a temperatura do meio pelo 
sensor. 
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SUMMARY 

Tempcrature me<l!>uremem and thermometer caltbrauon 
are seldom camed over tn ab~olute steady statc cond1110n. ln this 
research. the lime constam of two types of thermometcrs were 
measured, namely, hqu1d m glass and plaunum rcsistance 
Lhermometers. A1r, heuted water, ice (changing phasc) and 
ethanol -dry ice mixture were chosen for the time constant 
determination. u~ing u sinusoidal forcmg temperature functlon 
for the tluid, thc ume response of the thermomcter was analysed, 
lcading to ns mclus1on tn the estimare of the uncertainty of 
temperature mcasurcment. 
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RESUMO 

Uma rcncxllo sobre o tema S1mulaçdo de Grandes Escalas de Escoamentos Turbulentos Bifásicos ~ 

apresentada. A aplicação de SGE a este grupo de escoamentos requer uma metodologia de transporte ( 
mtcração das Interfaces com o próprio escoamento. Uma possível metodologia, captura de interfaces (from 
tracking) é apresentada resumidamente. Ela foi implementada em um código computacional cm volum~ 
fi ni tos. Como teste preliminar foram simulados vários casos de escoamentos governados por gravidade. 
Não foi utilizada nenhuma modelagem explícita de turbulência Neste estág10 do trabalho objetivou-st 
testar a metodolop1a de transporte de mterface. Os resultados são muito coerentes e representam bem o~ 

INTRODU CÃO 

Os escoamento~ turbulentos bifásicos podem ser encontrados 
numa gama muito gnmdc de aplicações práticas. Os mais simples são 
os escoamentos a uma fase dispersa. como os esooamentos a bolhas 
independentes no interior de um meio líquido como Ilustra a Figura I 
(a): encontra-se também os escoamentos de particulados dispersos 
numa fase I iquida ou gasosa, finalmente pode-se citar os escoamentos 
de gotas dispersas numa fase gasosa Os outros regimes de 
escoamentos bifásicos como pacotes de bolhas, Figura I (b), 
escoamentos pistonados Figura I (c}. escoamentos agitante Figura I 
(d} e escoamentos anulares Figura I (e), apresentam alto nível de 
complexidade. 

(b) ( c) (d) (e) 
Figura I. Escoamentos bifásicos num tubo ver1ical: (a) escoamento a 
bolhas isoladas; (b) escoamento a pacotes de bolhas; (c) escoamentos 
p1Stonado; (d) escoamento aaguante e (e) escoamento anular. 

A modelagem para os escoamentos b1fásícos turbulentos 
podem ser classificadas em dois grupos bás1cos: modelagens 
estatlsticas e modelagens finas. Com o primeiro tipo de modelos 
busca-se informações estatisucas médias c utilita-se para tais 
modelos dados também estatísticos, tais como froçllo de vazio, 
coeficientes de arrastes. área interfacial c outros. Este tipo de 
modelo apresenta a vantagem de permitir a análise de 
escoamentos bifás1cos complexos. Apresenta no entanto a 
desvantagem de exagar multas informações empíricas ou 
experimentais como dados de entrada para os modelos. O 
segundo grupo é baseado cm metodologias que permitem 

82 1 

descrever localmente o movimento das mterfaces, os processos 
de deformação e interaçõcs do tipo coalescência e fragmentação 
de interfaces. Este tipo de modelagem exige métodos de captura e 
transporte locais das interfaces. Trata-se de uma metodologia que 
permite anâlises mais localizadas e mais fi nas dos escoamentos. 
porém limitadas ainda às configurações mais simples. Permite as 
possibilidades de se realizar experimentos numéncos de forma a 
auxil iar na obtenção de grandezas e informações tisicas de dilic1l 
obtenção em experimentos laboratoriais. 

Na primeira categoria pratica-se a modelagem clássica de 
turbulência como os modelos k·f. . No segundo grupo objetiva-se 
utilizar modelos de turbulência mais modernos do tipo sub-malha 
c praticar Simulação de Grandes Escalas. Esta é uma linha de 
pesqu1sa muito nova e obJeto de comentãnos no próximo item 

SJMULACÀO DE G~NDES ESCALAS DE ESCOAMENTOS 
TURBULENTOS BIEASJCOS 

Em SGE supõe-se a utiliza.ção de um processo de separação de 
escalas via ftltragem das altas freqUências do espectro. Isto implica 
em se obter equações filtradas que governam as baixas freqUências 
ou as grandes estruturas c a necessidade de se modelar as altas 
freqUências ou as estruturas sub-malha da turbulência. As primeiras 
são determinadas pela solução das equações c as segundas são 
modeladas via os chamados modelos sub-malha. Este processo de 
separação de escalas está ilustrado na Figura 2. 

A Simulação Numérica Direta (SND) c a SGE têm sido 
largamente utilizadas em escoamentos monofásicos e os resultados 
obtidos na última década têm atestado o quão elas são promissoras e 
poderosas. sobretudo para a anãlisc da natureza fJSica dos 
escoamentos turbulentos. A SND e a SGE são hoje ferramentas para 
estudos paralelos e complementareS às experiências de laboratório. 
Bradshaw e/ ai (1996) e Garib ( 1996). 

O desenvolvimento e aplicação de modelos sub-malha de 
turbulência para escoamentos bifásicos não é uma tarefa simples, 
devido ao problema de separação de escalas. O )llOdelo 
matemâtíco deve ser representativo dos aspectos lisicos 
resultantes das interações entre as duas fases. Para fazer uma 
análise simples do problema, define-se um espectro de energ1a 
cinética turbulenta com as escalas caracterlsticas ilustradas na 
Figura 3. 



• Motores carburados, com ou sem pré-aquecimellfo do 
combusrfw!l, dttrante ti partida a frio: no caso de pré
aquecimento do combustfvel, ajusta-se 'ft., para a 
temperatura do combustfvel aquecido: 

• Morores carburados, em regime de fimcronamento: nesse 
caso, o cá.lculo da Eq. ( 11 ) é real i Lado apenas para o 
combustfvel que entrou no cilindro ainda na fase lfquida. 
A fração de combustfvel vaporizada total deve, então, 
considerar a fração produzida no coletor de admissão: 

• Motores com mjeção drreta 011 mdrrera e com ou sem 
pri-aquecunento do combusrível; nesse caso, T,, é a 
temperatura do combustfvel após a expansão isocntálpica 
que ocorre no b1co inJetor 

Determinação de 4T 11! A determtnação da d1ferença de 
temperatura observada entre a m1stum formada apenas por ar e 
rrustura formada por ar e combustfvel, no Interior do cilindro, 
para uma mesma condtção de operação c numa mesma posição 
angular do eiXO de mantvelas, (}, é realizada através de medições 
de pressão no interior do c1lindro para os respectivos tipos de 
mistura. 

Pela aplicação da equação de estado dos gases, determina-se 
as respectivas temperaturas no interior do ciltndro, para um certo 
valor de(} : 

/). T.. = T.. - 7;, (12) 

T =~c ·V 
JC --

m·R 
(13) 

(14) 
m·R 

Nas Eqs. ( 13) e ( 14 ), R representa a constante do ar (R 
= 0,287 kPa ml/kg K). Na Eq. (14), a qual representa a 
temperatura de uma mistura de ar c combustfvct. admJtc-sc que o 
fluido operante (gás) SeJa formado apenas por ar. 

O volume do c1ltndro é deterrrunado por análise geométnca 
do conjunto formado pelo ptstão, biela e mantvela: 

DV 
Tr bl )' + V ==- · . TC- I 4 

( 15) 

y = c, ( I - cos 8) + c{ I - I - ( ;:)'scn' o) ( l ó) 

Onde y representa a dtstânc1a desde o ponto morto supenor 
até a cabeça do pistão. 

A medição de pressões no interior é mais adequada que a de 
temperaturas, visto que os transdutores piczelétricos possuem 
uma velocidade de resposta muito maior que os termopares. Para 
as medições, um transdutor piezelétrico deve ser alojado na sede 
da vela de 1gmção. uma vez que a Eq. ( 11) só tem valtdade 
enquanto não houver combustão da mistura. 

DESENVOLVIMENTO EXPERIMENTAL 

O desenvolvimento aqui apresentado foi baseado nas 
medtções de pressão no imenor do cthndro realizadas por 
NakaJima et ai. ( 1978), a p:trt1r dos testes (no caso, de uma 
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partida a frio), em um motor Datsun L20B 4cil., 2.0litros, com 
diâmetro do cilindro de 0,086m. curso de 0,085m, razão de 
comprimentos entre biela c mamvela de 0.29 (adotado) e taxa de 
compressão, TC, de 8,5. O experimento foi realizado nas 
seguintes condições: temperatura de 0°C, combustfvel n-hexano e 
rotação do etxo de manivelas de lOOrpm. As medições foram 
realizadas no ciltndro nU 4 , onde, por prévia med1ção. sabta-se 
que a razão ar-combustfvel de fornecimento era de 1.1: I . 

A partir das curvas de evolução de pressão no interior do 
cilindro, medidas por Nakajlma et al. ( 1978) para misturas sem e 
com combustfvel (Figura 2). deterrrunou-se as respecuvas curvas 
de evoluç.ão de temperatura, uulttando-se para 1sso, as Eqs. ( 13) 
a (16), para um rendimento volumétrico do motor. RV. de 90%, 
tal como apresentado na Figura 3 
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Figura 2 · Pressão no interior do cilindro para duas stluações de 
operação (fonte: NakaJima el ai.. 1978) 
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Figura 3 -Temperatura dos gases no cilindro 

A Figura 4 representa a fração másstca de combustfvel 
vaporizado durante o estágio de compressão, a qual foi obtida 
pela aplicação das Eqs. ( 12) e (li). e dos valores de temperaturas 
calculados, que estão apresentados na Figura 3. Nota-se que, ao 
final do estágto de compressão. o total de combusúvel vaponzado 
foi de aproximadamente 2,4'k Isto eqútvale à uma queda de 
temperatura de 20°C entre as duas situações de carga adrrut1da. tal 
como pode ser vcnficado pela análtse da Ftgura 3. Para o 

combustfvet em questão, o valor de T "'' uulítado foi de 140°C. 



kc k 

Figura 2. Espectro de energia para escoamentos turbulentos 
monofásicos: grandes escalas e escalas sub-malha. 

Figura 3. Espectro de energia cinética turbulenta para 
escoamentos bifásicos; escalas características: k2'~': número de 
onda bifásico; k11{1C': número de onda bifásico de corte: L1tp: 

grandes escalas; {2q> : escalas sub-malha bifasicas. 

Observando-se esta figura, tmagina-sc a turbulência como 
dois grupos de fenômenos: a) mjeção, produção. transferência c 
dissipação de energia cinética turbulenta e b) injeção, produção, 
transferência e destruição de bolhas. O processo de interação 
entre estes dois grupos de fenômenos pcnnitc a identificação dos 
fenômenos fundamentais abaixo: 
a. uma bolha pode criar turbulência devido ao descolamento da 
camada limite e a formação de uma esteira turbilhonar; 
b. uma bolha que entra numa região turbulenta do escoamento 
pode ser defonnada pelo escoamento assim como excitar novos 
modos de instabilidades no escoamento (processo não linear); 
c. a defonnaç!lo por cizalhamento pode fragmentar uma bolha e 
criar várias outras ou simplesmente desaparecer em pequenos 
fragmentos: 
d. a rotação e a aceleração de uma bolha pode aproximá-la de 
uma outra c promover uma coalescência, gerando uma bolha 
maJOr; 
d. os efeitos térmicos podem injetar bolhas no escoamento por 
processos de nucleação e também gerar gotas por condensação: 
e. o processo de coalescência de bolhas gera um processo de 
ascensão de bolhas no espectro de energia; 
f. a fragmentação criam pequenas bolhas e implica no transporte 
das mesmas na dircção desccndeme do espectro. 
g. a fragmentação cria pequenas bolhas e implica no transporte 
das mesmas na direção descendente do espectro. 

Este conjunto de fenômenos cria uma dinâmica de 
transporte de bolhas ao longo do espectro de energia bifásico. 
Trata-se de um processo de transferência material que induz 
novos processos de transporte de massa. energia c quantidade de 
movimento. 

Os modelos sub-malha para escoamentos monofásicos 
pennitcm simular a transferência de energia cinética turbulenta 
assim como do nuxo turbulento de calor sobre o número de onda 
de corte k, o qual depende do tamanho da malha de discretização 
utilizada Um modelo sub-malha da para turbulência bifásica 
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(ainda não existente) deve ser também capaz de transportar as 
bolhas materialmente sobre o número de onda de corte k1.,. 

Afim de facilitar a ltnálisc deste complexo problema e de se 
fazer proposições iniciais, os escoamentos bifásicos turbulentos 
são aqui classificados em três grupos, segundo as escalas 
envolvidas: 
a. escoamentos com presença de apenas grandes bolhas: 

k2rp < k2cpc ; 

b. escoamentos com presença de apenas pequenas bolhas: 

k2!p > k2cpc ; 

c. escoamentos com presença de um largo espectro de bolhas: 
k2rpL < k2cpc < k2q~t . onde k2cpL corresponde às maiores bolha.~ 

e k2q~t correspondem às menores. 

Com a aluai geração de modelos sub-malha. apenas os 
escoanlentos do primeiro c do segundo grupos. podem ser objcto 
de Simulação de Grandes Escalas. No caso do segundo grupo, 
onde se tem apenas pequenas bolhas ou partículas, a solução das 
equações filtradas se dá como se o escoamento fosse monofástco. 
A presença da fase dispersa é levada em conta apenas no modelo 
sub-malha da turbulência. Poucos trabalhos foram desenvolvidos 
neste domínio: Deutsch c Simonin ( 199 I) e Wang c Squires 
(1996). 

Para o primeiro grupo, onde se tem apenas grandes bolhas, 
quando comparadas com o tamanho da malha de discretização. o 
campo de velocidade é obtido diretamente da solução das 
equações de Navier-Stokes filtradas e modeladas com um modelo 
sub-malha monofásico. Ressalta-se que a presença das interfaces 
deve ser levada em conta explicitamente, conforme será descrito 
na unidade de formulação do problema. Modelos sub-malha dos 
tipos Smagorinsky (1963) e Métais e Lesieur (1992) poderão ser 
utilizados. 

Neste último tipo de escoamento a presença das duas fases 
Implica na necessidade de capturá-las e transportá-las de forma 
local e instantânea. Fisicamente existe um salto nas propriedades 
Osicas a nivel das interfaces. O modelo deve ser capaz de injetar 
estas variações na solução das equações assim como de levar em 
conta a presença da força de interface. 

FORMULACÀO MATEMÁTICA 

Equacões de conservacão. Interessa-se pela fonnulação 
para escoamentos bifásicos com interfaces móveis. Procura-se 
escrever um sistema de equações único que sirva para modelar 
simultaneamente as duas fases. A mistura bifásica é vista como 
sendo um fluido único, com variações bruscas de propriedades 
flsicas e com fonte de forças de volume ligada à tensão 
interfaeial. Para modelar esta força, a qual atua sobre uma 
interface muito fina de nuido, faz-se intervir uma força de 

volume F(.i ,t) que atua sobre o elemento de nuido no interior 

do qual passa a interface c sobre o qual se faz o balanço de 
quantidade de movimento. Obtém-se assim o segumte sistema de 
equações: 

v.r·=o (I) 

[a,. -(--)] -p a;-+ 'V. IT = - 'Vp+ pg+ 
(I) 

v.{Jl(vP+vre)}+t 

Este sistema foi simplificado para se chegar à equação (I) 
considerando-se que as propriedades fisicas só sofrem variações 

sobre a interfaces. A força F(x, t) é dada pela equação abaixo: 



(3) 

(4) 

onde ô(i -i k) é a função delta de Dirac, .i é o vetar de 

coordenadas eulerianas e i ~c é o vetor de coordenadas 

lagrangeanas que permite acompanhar a interface, a1c é 

um elemento de área da interface, a é o cocficieme de tensão 
mtcrfacial, 7( é a curvatura e ii é a normal. Observa-se que com 
esta equação esta força só é d iferente de zero sobre a 
interface. 

Os campos de propriedades tisicas são obtidos com a 
noção de uma função indicadora a qual assume valores 
iguais a zero fora de uma bolha, igual a I no interior da 
bolha e valores intermediários sobre a interface. Esta 
função indicadora pode ser obtida da solução da equação 
abaixo: 

2 (- ) - -'illx,t='ilG, (5) 

onde G é o gradiente da própria função indicadora, calculado em 
função da normal à interface. Conhecida a dtstribuição 
0$/(x,t) $ I pode-se tnterpolar os valores de base das 

propriedades flsicas utilizando-se as equações abaixo: 

(6) 

(7) 

onde os lndices t c v referem-se às fases liquida c vapor 
respectivamente ou, de forma mais genérica, à fase continua e à 
fase dtspersa. Com estas equações obtém-se os campos de 
veloctdade e de pressâo eulcrianos. 

O transpone da interface pode ser feito com uma equação 
lagrangeana: 

dik -;(_ ) 
--= 1 .T/...1 ' 

dt 
(8) 

onde 1'( i k .I) é a velocidade lagrangcana dos pontos que definem 

a tntcrfacc. Esta veloctdade é obtida imerpolando-se as 
vcloctdades eulerianas. Com isto resolve-se C!>ta equação e 
determina-se as posições sucessivas da interface. Fste método. 
conheetdo como captura de tnterface (/ro/11 trackmg). fot 
desenvolvido por Peskim ( 1977) para simulação do processo de 
bombeamento de um coraçao. A caracterização geométrica da 
interface é feita utilizando-se de polinómios de Lagrange. Este 
método foi recuperado mais tarde por Uverdi c Trygvason ( 1992) 
e adaptado para modelagem de escoamentos com a presença de 
interfaces A formulação detalhada foi reapresentada por Silveira
Neto e Emonot ( 1997) 

RESULTADOS 

As equações apresentadas foram resolvidas utilizando-se do 
m~todo dos volumes finitos com malhas deslocadas e de um 
esquema temporal semi-1mplicito. Não foi utilizado nenhum 
modelo de turbulência constderando-sc que nestes testes tniciais 
trabalhou-se com escoamentos a baixos números de Reynolds 
obJetivando-se testar a metodologia de transpone de interfaces 
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Escoamentos governados pela gravidade foram stmulados. Para 
tanto as equações precedentes foram admensionalizadas 

uttlizando-se das segutntcs grandezas caracteristtcas: U = .Jdi 
(velocidade característica) e 1 = .Jd""""i (tempo caractcrlstico) 

Após o processo de admcnsionalização, surgem os seguintes 
parâmetros sem dimensões: 

Re = d31 2 fiPt Jlt 

Eo= pgd2 a 

F.
• _ _!j_ 

I -
(J I d2 

Rp =pi pe 

RJJ =li /1 { 

(9) 

Estes parâmetros são respectivamente os números de 
Reynolds e Eotvos, a força interfacial. a relaçao entre as 
densidades e a relaçi\o entre as viscosidades das fases. Utilizou-se 
como comprimemo caracterfsticos o diâmetro d das bolhas. 

No primeiro caso stmulado os parâmetros admensionais 
foram estabelecidos de tal forma a se simular o movimento de 
uma bolha pequena c com fones efeitos de tcnsâo intcrfacial. 

Na Figura 4 mostra-se a e\oluçâo temporal da bolha. Nesta 
figura foi feita uma transformação de coordenadas de forma a se 
\tsualil.llr as linhas de corrente em tomo e no interior da bolha à 
medida que ela se movtmenta no sentido ascendente. Observa-se 
que a ela permanece tndeformâvel como esperado. É curioso 
observar a formação das duas células contrarotativas no seu 
tnterior. Considerando que nenhuma panlcula pode cruzar a 
tntcrface (escoamento ~cm mudança de fases). entll.o a tnduçâo de 
movtmcnto no intenor da bolha só pode ocorrer por difusâo 
molecular. À medida que o movimento cxtcnor se intensifica 
dtfunde-se quantidade de movimento para o tnterior, formando-se 
estas recirculações. 

Figura 4. Transporte e deformação de uma bolha, 
vizualiza-se a função indicadora e as linhas de corrente e 
a pressão (d); PC Pv = 40 , Jlf I J.lv = 493: Eo = I , 

Rf!- 10 ; o tempo varia de t=l à 1:=6 .Jhi. 

Na Figura 4 (d) mostra-se o salto de pressão sobre a 
tnterface. Demonstra-se que o valor teórico deste salto de 

pres~ao, para uma interface ctrcular é dado por .d p1 • = 2 Eo 

Obscr,a-se que para este caso especifico , tem-se Eo=l, o que 

forccnc .d p1 • = 2 (valor teórico). O valor obtido pela solução 

das equações é .d Psn • = 2.01 (valor obtido 'ia simulação 
numenca) O erro da stmulação em compamçllo com a teoria é de 
0,5°o 



O estado tenninal deste escoamento. isto é. o estado para o 
qual as forças de empuxo e viscosas se equilibram. Figura 4 (c), é 
comparado com uma vizualização experimental. fisicamente 

semelhante à simulada (Clift et a/ .. 1978). Na figura 5 illustra-se 

esta comparação. Observa-se em ambos os casos a presença das 

células recirculantes no interior da bolha. É notável a semelhança 

qualitativa dos dois resultados. 

O transporte de urna bolha em regime de alto número de 

Reynolds o que pode ser interpretado como uma bolha de grande 

diâmetro. de alto Eotvos, Eo= 104, ou seja, baixa tensão 

intcrfacial. lbi simulado e estâ ilustrado na Figura 6. Neste caso a 

defonnação da bolha é muito forte. fonnando caudas 

inicialmente, as quais se fragmentam e dão origem a bolhas 

menores. Este processo de defonnaçllo é criado pelos efeitos 
viscosos sobre a interface c pela esteira turbilhonar que se forma 

à jusante da bolha. Esta esteira pode ser visualizada na Figura 7 

(c) com a ajuda das li.nhas de corrente. 

(a) (b) 
Figura 5. Comparação da visualização numérica e experimental 
do movimento no interior de uma bolha : (a) simulação numérica 
e (b) vizualização experimental (Clift et a/., 1978). 

Figura 6. Bolha com baixa tensão interfacial ; fortes efeitos de 
defonnação ; Pt I Pv = 40: J.lf. l !iv = 85: Eo = 104 ; 

Re = 10.000 ; o tempo varia de t=l à t=l O ~h I g . 

Os efeitos relativos da tensão interfacial, do diâmetro da 

bolha são comparados na Figura 7. Percebe-se que à medida que 

a tensão interfacial diminui (aumenta-se Eo) c que o diâmetro 

aumenta (aumenta-se Re) o processo de deformação se 
intensifica, como se espera fisicamente. 

O estado terminal ilustrado pela Figura 7 (b) é também 

comparado com uma vizualiz.ação experimental. Esta comparação 

é apresentada na Figura 8, onde se observa uma boa semelhança 

geométrica entre os dois resultados. 

Um regime de movimento muito interessante pode ser 

obtido quando se trabalha com um par de Eo e Re tal que a bolha 

entra em movimento oscilante, conhecido cm inglês como sendo 

wobling. Consultando o diagrama de fonna experimental de Clifl' 

et a/. (1978), verifica-se que este regime pode ser obtido com o 

par (Eo, Re)-= (1.1000) . Esta simulaçllo foi realizada e o 

resultado esta ilustrado na Figura 9. 
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Observa-se que este tipo de comportamento oscilante pode 

ser explicado pela dinâmica dos escoamento interno e externo à 
bolha combinada com a resistência à deformação. oferecida pela 

alta tensão interfacial. Inicialmente o escoamento é simétrico 

tanto interna quanto externamente. No interior fonnam-se duas 

recirculações simétricas e noextcrior formam-se dois turbilhões à 
jusante da bolha, igualmente simétricos. Uma leve perturbação 

numérica injetada pelo cálculo é suficiente para perturbar o 

sistema e gerar uma leve assimetria no conjunto e o processo 

oscilante se inicia. Observa-se na Figura 9 (b) que existe um 

turbilhão à esquerda mais próximo do bolha o que cria uma queda 

de pressão e uma maior resistência ao movimento deste lado. A 

bolha se inclina para a esquerda! Na Figura 9 (i) observa-se o 

contrário e a bolha se inclina para a direita. 

(a) (b) (c) 

Figura 7. Defonnação de bolhas com diferentes valores da tensão 
interfacial: (a) Eo =I e Re = JO ; (b} Eo = /04 e Re =lO : 

(c) Eo = 104 c Re = 10.000 . 

Ql
~ 
/' . 
' _· ...... ~..--.... 

. ~ 

(a) (b) 

Figura 8. Comparação da visualização numérica (o) e 
experimental (b ), Clift et a/., ( 1978); E o= I 04 e R e= I O . 

O processo de defonnação está presente. Ele também não é 

uniforme pois à medida que surgem regiões com pequenos raios 

de curvatura a tensão cresce de forma a restaurar a 

circunferencidade da interfa.ce. Este é apenas um exemplo de 

utilização de resultados de experimentação numérica para 

explicar a física do problema c complementar a compreensão já 
adquirida experimentalmente. 

Nota-se ainda que a simulação pennite evidenciar outro 

tipo de detalhe bastante rico em informação física (Figura 10): o 

fato do escoamento interno ter se tomado assimétrico pemlite 

gerar um processo dinâmico com a presença diversos turbilhões. 

inclusive do clássico aparelhamento turbilhonar típico da 

transição à turbulência. Ressalta-se o fato de se tratar do 

escoamento no interior de uma bolha! Esta informação é muito 

importanta para se entender que o processo de modelagem da 



turbulêncaa preconizado no anicio do trabalho é necessário para 
todo o escoamento, interno e externo às interfaces. 

Figura 9. 1 ransporte de uma bolha cm regime wob/ing: apresenta· 
se uma série temporal dos campos de função andicadora e das 
linhas de corrcme: p/p,=40: J.li J.l,=85: Eo=l ; Re=lO.OOO; o 

tempo vana de r I a t=9 ..jh"g . 

Na Figura 11 apre:.cnta-se a comparação com a 
visunlizaçOo experimental de Clifl et a/ (1978) em condições 
lisicas similares. Percebe-se n semelhança entre o comportamento 
global dos dois escoamentos: deformação da bolha e formação da 
esteira turbilhonur de Von Kurman à jusante da bolha. 

fagura 10. Detalhe da figura 9 (d). evidenciando o processo de 
aparelhamento turbilhonar no mterior da bolha. 

Objetivando-sc uma comparação semi-quantitativa 
dos resultados numéricos. várias configurações de 
escoamentos foram simuladas variando-se os parâmetros 
adimensionais que controlam o escoamento, ou seja, 
Reynolds, Eotvos e Weber {Morton). 

Na Figura 12 os resultados numéricos, cores mais 
escuras, foram superpostos aos esquemas ilustrativos de 
Clifi et ai (1978). Visualiza-se as linhas divisoras dos 
tipos fundamentais de formas observadas nas expenências: 
esféricas, elipsoidais, oscilante, calota ellptica e calota 
esférica. É interessante observar que as formas obtidas 
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numericamente coincidem com as formas previstas 
experimentalmente para os valores escolhidos dos três 
parâmetros de controle. Por exemplo, para Re- I O e E o= 1 
obtém-se uma geometria esférica, como se prevê 
experimentalmente. Isto se deve ao fato que este par de 
valores correspondem a pequenas bolhas com fortes 
tensões interfaciais. 

(a) (b) 

figura li Comparação numénco experimental: simulação da 
Figura 9 e expenência de Clifl et a/ ( 1978). 

Figura 12. Diagrama de forma: comparação das formas 
determinadas numericamente com as formas determinadas 
experimentalmente (C li ft et ai. 1978). 

Outras configurações interessantes são obtidas 
fixando-se Eo=2x I 02 e variando-se R e de I O a I 0.000 com 
o que se caracteriza bolhas de grandes diâmetros e baixas 
tensões interfaciais. Este tipo de bolha sofre fortes 
deformações seguidas de fragmentação como ilustrado na 
Figura 6. A forma visualizada no canto direito superior da 
Figura 12 corresponde ao estado termina I do escoamento 
quando a bolha já alingiu um tamanho muito menor que o 
tamanho inicial. É importante ressaltar que os parâmetros 
de controle foram calculados com base na geometria inicial 
e não nesta geometria final visualizada. Acredita-se que o 



autor experimentalista tenha dado a mesma interpretação 
ao seu diagrama esquemático. 

Em resumo os resultados numéricos mostram que a 
modelagem apresentada representam com boa precisão as 
observações experimentais. 

CONCLUSÕES 

O método de captura e transporte de interfaces (front 
rracking merhod) foi utilizado com sucesso para a 
modelagem e simulação de escoamentos bifásicos 
governados por gravidade. Os resultados preliminares 
obtidos foram comparados com resultados existentes na 
literatura e a concordância obtida é bastante encorajadora. 
O método será estendido e aplicado para o transporte de 
várias bolhas simultaneamente. Objetiva-se ainda a 
implementação de modelos de turbulência para a aplicação 
de Simulação de Grandes Escalas de escoamentos 
bifásicos. 

Objetiva-se ainda a utilização desta metodologia para 
a simulação de situações flsicas de diflcil análise 
experimental. Por exemplo, é de grande interesse poder 
simular o processo de interaçllo interface/escoamento: uma 
estrutura turbilhonar excita novos modos de vibração sobre 
a interface e estas vibrações por sua vez excitam a 
formação de novas estruturas turbilhonares no escoamento. 
Muitos são os aspectos flsicos que podem ser analisados 
alternativamente por simulação numérica. 

Em conclusão, este projeto dá abertura a uma série de 
desenvolvimentos metodológicos para a solução de 
complexos problemas de Dinâmica dos Fluidos. 
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SUMMARY 

An investigation about thc apphcab1lity of Large-Eddy 
Simulation pf two-phases flO\\S was conducted. The front
tracking method for viscous mcopress1ble flows IS presented. The 
eulerian Navier-Stokes equations and lagrangian interface 
transport equations are solved simultancously. Preliminary mo
dimensional s1mulations of smgle bubbles transport are presented 
to illustrate thc applicability and the potenllalities of the mcthod 
The numerieal results compare wcll with expenmcntal results. 
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SUMMARY 

Quanfl/aJ/1-e dota are preserued for a I 00 mm mtemal diameter vertical atmo.sphenc jluidced bed. dtvided imo 5 sections of 50 
mm lugh eac:h urmg sphencal sútro panteie ht:mng dtameter ranges of 355../25 anel 600-710 J.lll~ concemmg a series of 
e.wennumJs to mcasure the evolution of pressrue drop wttlr the bed heiglú. A correlatt0/1 for thiS pressrue drop. 1111h lmbble 
growth cxpltcttlv mcorporaJed. IS presented and is in fact a measure of global ~'Otdoge mcrease wuh gas jlow rate 

!Nl RODUCTION 

Quantillllive data are prcscnted for a vert1cal atmosphenc 
flu1d1ZC:d bed usmg sphcncal sihca particlcs of (\\O SI/C ranges 355· 
425 and 60()..7 10 ~m. conccming a senes of expenments to 
detcrmme Lhe evolution through the bed of its prcssure drop per bed 
lenglh. llle experiments wen: ali canied out in a 100 mm inside 
d1ame1cr perspex lube, w1Lh alr at ambient conditions as Lhe 
fluidi7íng medium. The bcd is divided into fi ve equally sized slices 
of 50 mm height each. Ali Lhe slices wen: monitored wilh three 
pressun: probes per slice sct 6(f apan. measured valucs being Lhus 
Lhe B\ erage of thesc three values. 

Usmg a two-phasc model (Davidson, 1963) for thc fluidized bed. 
with the bubble growth exphcitly incorpomte<L then: is the 
rccogmtion of a decn:asc of thc pn:ssure droplheight of the bed, m 
opposition to Lhe generally accepted idea of a constant value of this 
ratio. lllis behavior explicilly traduces Lhe mcrease in the average 
global porosity of Lhe whole bed, emulsion or dense phase plus 
buhbles. \\<1th lhe incr\!aSC of the mass flow rate of the fluidizing 
mediUm. 

On the olher hand. 10 the evaluation of a )ltcc pressure drop. 
prcssurc probes have a fixed posuion \.,.hile bed cxpands due to no" 
incrcase. i.e., betwecn two consecutivo pn:ssure probe layers bed 
ovemll density wiiJ diminish with fluidizalion air flow, whereas 
whcn lhe overall bed prcssure drop is being mcasured the upper 
pn:ssure probe is the atmosphere, and so it conlinually adjusrs itsclf 
accordmg to bed beight changcs. 

The fact that the pressure probes are fixedlstat1c in \\hat concems 
Lhe hetght ofthe bed 1s 10 opposition to lhe VI rtual ·noating' pressure 
probe. Lhat is, Lhe atmosphcn:. Then:fore, data presented for each bed 
shcc's pressure drop is acLUally a measure or an indication of thc 
global voidage incrcase ofthat portion ofthe bcd 

Typical experimental results are shown in Figures 3 and 4, for 
355-425 and 60(). 71 O~- rcsp<.-ctively. 

EXPERIMENTAl. LAY·OUI ANO PROCEDURES 

The experimental set up consists of a fluid1L.cd bed madc with 
a perspcx tube 100 mm 1d, 3 mm thick and 500 mm high. 

l he fluidizing mcdium is atmosphcric air, and 1ts flow rate 
measurcd with a th1n-plate orifice flo,~mctcr. Differcntial 
pressure drop measurements on lhe orifice plate are sent to a data 
acquisiuon system. 

Thc experiments wcrc ali carried oul wi th spherical glass 
ballotinis previously screcned and weighed with 1 tests. in Lhe 
ranges of 355·425 and 600-710 ~· The particle densit) was 
2500 kg/m1

. Flutd1zmg air superficial velocuies \\Cre in the O· 
I 4 rnls at standard pressure and temperature The static bcd 
height was of 250 mm abovc the distríbutor pinte. which consists 

transpon disengaging sccuon (200 mm lO) 

I 
onlice plate 

d1stnbu1or pinte 

Figure J. F'l.perimentallay-out. 

of a pcrspcx platc, perforatcd with 984 0.3 mm cqually spaccd 
holcs, to obtaln un1form gas flow at lhe bottom To help aiming at 
th•s purpose. two consecut1ve primary fixed beds. thc fiiSI \\ith 20 
mm and the second \\lth 3 mm diameter s1hca spheres were used 

Pressure drop measurements were made e' ery 50 mm. \\ ith 3 
pressurc probes 60" sct apart. starting at a point JUS! abo\c lhe 
d1~tnbutor plate. to lhe top set at 250 mm. each probe calibrated 
agamsl U-tube watcr prcssurc gaugcs (sce Figure 2). 

+S 

pn:ssure probcs 

F1gurc 2- Shccs and probe settmgs. 



Starting with high air tlows and having the bed well 
tluidized, values for each slice's prcssure drop wcrc rccorded 
for severa! decrcnsing flowrates, corrcsponding to Uo/Umr 
ratios from 5 to I, that is, until minimum fluidization 
conditions occurrcd The data acqu1s11ion system made 
readings ever) 200 ms, then arithmcucall) wcighed in order 
to output at I s 1ntcrval values. Afierwards these were 
avcraged for each position of the nowmcter and lhe dubious 
points eliminatcd according to Chauvenet's criterion 
(Holman. 1994) Thc accumulated rcsulls wcre lhe objcct of 
analysis on a basis of added slices from I to 5, I being the 
nearest slice from the distributor platc (sce Figure 2). 

Typ1cal resuhs of pressure drop behavior versus air flow 
rate are shO\\-n in Figures 3 and 4, for each of the above 
mentioned sile ranges. 
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Figure 3- Accumulated pressure drop per slice versus 
superfic1al veloc1ty, ballotinis 355-425 j.lm. 

(slices: • : I, +: 1+2, x: 1+2+3, +: 1+2+3+4, -: 1+2+3+4+5) 
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Figure 4- Accumulnted pressure drop per slice versus superficial 
vclocity, ballotinis 600-71 O j.lm. 

(slices: • : I, • : I +2, x: 1+2+3. +: 1+2+3+4, -: 1+2+3+4+5) 

828 

TI-IEORETICAL CONSIDERA T!ONS 

As statcd on common litcraturc on Ou1dization. thcrc IS a 
point in nuidization when lhe par11Cics are ali just suspcndcd 10 
lhe upward flowing gas, \\here lhe fricllonal forces bet\\een the 
particle and fluid counterbalances the \\e1ght of the par1iclcs. the 
vertical componcnt of compressivc forces arnong par1icles 
disappcars due to the incrcasc in void. and lhe pressun: drop 
equats thc weight of fluid plus par1iclcs per arca of thc 
corresponding scction This point is usually rcferred to as the 
poinl of m10imum fluidization. and a force balance Jeads to thc 
follow10g equahon (Kuni and Levenspicl, 1969). 

M = (Pp· Pr) (I- En.r) . Lmr g ( I ) 

10 which Lmr is the bed 's height a1 m1namum fluidil8tion 
conditions and Emrthe bed voidagc at that point 

Rearranging and assuming that the dense phase remains at 
minimum fluidiation conditions. wilh any increase in no\~ rate 
beyond that point. \\C find, usually 10 good agreement "1th 
experimental rcsults. 

6P = (pp • Pr) . (I - Emr) . L r. g {2) 

with Lr bcing lhe bed 's height atta1ncd in a particular reg1mc. 
mcasured from the distributor platc ull lhe frcc surface of thc 
bed. This equalaty. which has bcen experimentally verafied 
many times under these conditions, IS usually considered to 
constitutc the fundamental fluidi73liOn cond1tion (Couderc. 
1985) . 

Most theorcucal approachcs to bubbling bed's behav1or ti)' 
to accoum for the ri se of single bubblcs through the dense phase. 
Davidson's (1963) clegant model statcs. in accordancc with lhe 
original theory proposcd by Toomcy and Johnstone ( 1952), th:u 
ali gas in excess of that needed to bring a bed of solids to 
m10imum fluidizauon conditions passes through 11 10 bubble's 
forro. and is usuall) \HIUen 

..9.!!.=U0 -Umr 
A 

{3) 

where Qb is t.he volumelric flow through bubbles. A the bcd cross 
section, U0 and Umr lhe superficial and minamum superlicial 
fluidization velocit1cs. respcctively. 

The ult1mate aim of ali these studies IS to understand the 
behav1or of nsing bubbles in gas flu1d1zed bcds us10g ord10ary 
distributors, \\hlch produce continuous crowds of bubblcs. 1 hc 
relativc vclocity between the dense phasc and bubblcs bc10g 
unalfected by the interaction bctwccn ncighboring bubbles, th1s 
velocity should bc lhe rise velocity o r single bubblcs in bcds at 
minimum tlu1dizmg conditions (Davidson and llarrison. 1963). 
o r 

ubr =K·rs:o; (4) 

Howcvcr, observed rise velocitics Hrc gcnemlly smallcr than 
predicted by cquauon (4) when using avalue of0.711 for K' I or 
groups A and B (Geldan. 1973) ()picai values are from O 5 10 
0.66 (Da\ 1dson, llarnson and Guedes de Carvalho. 1977) 

As one can sec from the pubhshed correlauons for esumaung 
Dt,, thc equivalent spherical diametcr of bubble. namel) Rowc 
(1972), Werthcr (1976). Yacono (1975). Yasui and Johanson 
(( 1958), Park et ai ( 1969), Geldan ( 1972) w1d Dar1on et a/ 
( 1977), they always are prescn1cd in the forro 



(5) 

K bemg a numerical constant depending on the height of the bed. 
the paniclc diameter amilor the number of holcs in lhe d1stributor 
platc. rhis allows expressmg ubr in a similar fonn 

Ubr "' k . (Uo- Umr)" (6) 

where k must revealthe sarne type of dependence as K. 
Then, the absolute rise velocity of bubbles in common 

bubbling beds (Kuni and Lcvenspict, 1969) shall be g1ven by 

(7) 

Although experimental evidcnce indicates that rising bubbles 
contain a ccrtain amount of solids wilhin. onc can ignore ii and 
take the bubble vo1d fraction as 

q, • l 

Bcing ô lhe volume fracuon ofbubbles in the bed, then 

ô = 1- Lmr (8) 
L r 

On a superficial \CIOCII) basis the upward flow of gas in the 
dcnse phase is U.,r and through thc bubble phase is Ubt + ~Umr 
(Dav1dson and Harrison, 1963). Thus lhe rclabonship bet,\een 
thc total flow and the flow that passes lhrough lhe two phases is 

(9) 

where ~ is a factor representing the number of times the bubbles 
are processmg lhe amount of gas passing by the equivalent 
section of the dense phase, m lhe sarne time interval. and is 
usually indicated as takmg a value of 2 or 3 for two or lhree
dimensional bubbles, respectivcly. 

As can be notieed frorn Figures 2 and 3, pressure drop 
lhrough sliccs of constant height reveals a decrcasing value as 
mass flow rate gocs beyond minimum fluid1zation point. due to 
the lcaning of thc number of particles in thosc sections, thus 
increasmg the average shce voidage. 

r'herefore. 11 is no longcr correct to account for the \\elght of 
pan1cles in a certain secuon of the bed solely on a volume basis 
corrcctcd by the dense phi\Se voidage. As according to lhe two
phasc model, thc dcnse phasc kccps its idcntity, wc propose the 
introduction of thc incrcase of fractional void of bubblcs in the 
bcd's si ices, resulting 10 the following cquation: 

6P - (pp- Pr) ( I - tmr) . L . g . ( I - ô) ( l O) 

Combinmg Eqns. (7). (9) and (I O) and rearranging. lhe 
prcssure drop per si ice becomes 

(I t) 

Wllh 

(12) 

The adjustmcnt of rcsults of equation (l i) to experimental 
pressurc drop points lcads to ô values far from measurable values 
using equation (8). lt thus induces a more elàboratcd relation 
suggesung a function of ô. sue h as 
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(13) 

with a depending on lhe sizc of the particles, group of Gcldart's 
classilication and bcd diamcter. 

lntroducing thc prcssure drop al rninimum fluidization 
conditions for a ccrtain slice i 

( 14) 

in \\hich x, is the distance from tbc distnbutor platc to the slice 
undcr analysis, one can rewritc equation (I 0) by inserting Lhe 
proportionality factor according to expression (13) into equa11on 
( 14), so lhat 

whcre Umn is Lhe minimum nuidization vclocity for the slice i. 
For n = I cquation ( 15) becomes 

_ (M-l)· Uo-(N-1) Umr, (l 6) :I:óP, - UP mf• · .;_--=--"--'----'--..:.:.:!.:... 
M · U o - N · U mf1 

with 

M = a . (k + I) 

and 

N .. a (k + 2- ~) 

PlSCUSSION OF RESUL TS 

( 17) 

( 18) 

The result of applying cquation ( 16) to lhe essays that 
conducted to Lhe results expresscd in Figures 3 and 4 is shown by 
the solid I ines m Figures 5 and 6. 
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Figure 5- Curve litllng (solid lines) according to equation 
( 14). ballotinis 355-425Jlm. 

(slices: • : I. • · 1+2, x: 1+2+3. +: 1+2+3+4, -: 1+2+3+4+5) 



Only values of superficial veloeities above Umr are used as 
lhere are no presence ofbubbles until lhen. 
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Figure 6- Curve filling (solid I ines) according to equation 
( 14 ), ballotinis 600-710 Jlm. 

(slices: • : I, +: 1+2, x: 1+2+3, +: 1+2+3+4. -: 1+2+3+4+5) 

ln general thcre is a good correlation berween experimental 
data and values for equation (16). exception made for lhe first 
slice where Lhe presence of jets hides lhe global bchavior of the 
pressure drop. 

There was the rccognition of a bctter fit using P values of 
2 ... 3.5. Used k values were in the range 0.6 ... 2.5. 

Tablc I and 2 contains lhe numcrical values used Lo obLain 
the tits of Figures 5 and 6. 

Tablc 1- Assigned pararneters for 355-425 Jlm ballotinis 

si ices ~ n k <X 

I 2.5 I 0.71 2 
1+2 2.0 I 1.00 3 

1+2+3 2.0 I 1.80 3 
1+2+3+4 2.0 I 1.80 4 

1+2+3+4+5 2.5 I 0.70 3 

fablc 2- Assigned parametcrs for 600-7 1 O Jll11 ballotinis 

si ices ~ n k <X 

I 3.5 I 0.60 3 
1+2 2.5 I 0.90 3 

1+2+3 3.5 I 1.50 4 
1+2+3+4 3.5 I 2.50 5 

1+2+3+4+5 2.5 I 2.00 5 

The model assumes an average constanl dense phase voidage 
fraetion of0.42. 

~30 

A dccper analysis of the physical meaning of dimensionless 
parameter a is being carried out and will be dealt within future 
works. 

CONCLUSIONS 

I. Data presented for each bed slice's pressure drop is a 
measure oflhe global voidage increase ofthat portion ofthe bed . 

2. The pressure drop ofthe two-phase flow is eS1imated based 
only on propenies and measurable velocities. bubble voidage 
being calculated values. ln order to use equation ( 16) the 
minimum fluidization velocity al that height, Umn· must be 
known. 

Though Lhere are many established methods for estimating 
Lhe minimum tluidization velocity, a combination of visual 
observation and .t.P versus U0 analysis seems adequate. 

3. The value of ô is consistem with experimental 
measurements ofLr. so the correction needed to the pressure...dr{)p 
decrcase for augmented flow rates is not a singfc funéíion of ô. 

4. Values of a were calculated through a curve fitting 
software to adjust equation ( 16) to lhe experimental data 

Still, thc underslanding of true physical meaning of 
dimensionless parameter a needs lhe inclusion of some kind of 
relation that traduccs thc combined influence of lhe particle 
diameter. its physical propcnics and lhe heighl of the bed 
considered for analysis. Some work is already being done around 
this subjccl. 
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superficial lluidization vclocity 
absolutc velocity of single bubbles 
relative vclocity of single bubbles in beds at minimum 
OuidiLing conditions 
minimum tluidizauon velocity 
minimum fluidization velocity at height x1 

bed pressure drop 
bed pressure drop of i slice 
bed pressure drop of i slicc at minimum fluidization 
conditions 
distance from the distributor plate lo the si ice i 
dimensionless pararneter 
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Figura 5 - Razão ar- vapor de combustfvel no cihndro 

Na Figura 5 estão apresentados a razão ar-vapor de 
combustfvel produzida durante o processo c a reg1ão de 
combustão do n-hcxano. Verifica-se que ao final do estágio de 
compressão, (9 = 1801~. não há vapor sufictcnte para igntção da 
mtstura. a curva A VC está fora da regJão de combustão, que no 
caso do n-hexano, vana desde 28: I (mistura pobre) até 4.6: I 
(mistura rica). Isso significa que, para a atual condição de 
funcionamento do motor. não haverá partida (resultado 
comprovado na expenmentação de Nakaj1ma) caso não se;a 
uuliz.ado algum método para aumentar a taxa de vaporização do 
combustfvel, como por exemplo, provocando-se uma diminuição 
da pressão de adm1ssão, resultando assim, cm uma maior 
vaporização do combustível (Santos, 1985). 

CONCLUSÃO 

Uti lizando-se o procedimento aqui apresentado, pode-se 
faci lmente determinar a fração mássica de combusúvel 
vaporizado no interior do cilindro. por simples med1ções de 
pressões. Com esse valor em mãos, toma-se mais coerente o 
projeto de dispositivos para implementação da operação do 
motor, pois agora sabe-se em quanto deve-se aumentar a taxa de 
vaporização do combustfvel para obter-se uma panida adequada, 
um bom funcionamento durante o período de aquecimento e um 
melhor rendimento durante o regime de operação. 
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É 1mpo11ante notar que a formulação nqu1 desenvolvida prevê 
o quanto foi vapori.tado do combustfvel lfquido que foi admitido 
pelo cilindro. Numa panida o frio, este resultado é d1reto, já que a 
quantidade de vapor produL1do no coletor de admissão é 
despre7fvel; porém, no caso de uma situação de reg1me, deve-se 
deterrrunar quanto do combustrvel foi vaporizado durante o 
período de adrrussão. 

ConclUI-se também que o calor latente de vaporização do 
combustrvel é a característica que possui maior mOuência no 
processo de fonnação de uma mistura adequada de ar e vapor de 
combustfvcl para a partida. Isso pode ser comprovado analisando
se os termos da Eq. (li) : quanto ma1or o calor latente de 
vaporização (L), menor será o divisor da equação visto que o 
termo que representa o aquecimento ~ensível do combustlvel 
(cc.(T "'1 • T "')) possui valor semelhante para todos os 
combusthe1s. Sendo assim. quanto maJOr L, menor será a taxa de 
vaponlação do combustível. Caso os valores de pressão med1dos 
por Nakajima (Figura 2) fossem obúdos pelo uso de etanol. os 
cálculos de fração de combustfvel vaporizado re~ultariam cm 
valores mfenorcs aos obudos com n-hexano visto que o etanol 
possui um calor latente de vaponzação cerca de 2,5 vezes maior 
que do n-hexano. 
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ABSTRACT 

Cold start problems and bad operation during the 
heating period, are common in ethanol and methanol 
fue/ed engines. So, through a thermodynamic model who 
represems a system containing mixture of air and fitei 
inside a cylinder, We obtained a formulation capable to 
determine the vaporized fuel fraction, for any position of 
the piston during the compression of mixture, being used 
for tltis, values of the gas pressure inside the cylinder. The 
fomwlarion is valid for any fitei, since it is a pure 
substance. 



onde ~ é a va.ri&vel genérica. que poderá ser tanto u, v ou 
T, dependendo da equação de conservação a.na.lisada. f<P é 
o coeficiente de transporte da respectiva equação. 

O método dos volumes finitos baseia-se na. integração 
das equações düerencia.is, na sua forma conserva.tiva, so
bre um volume de controle. Tradicionalmente, o volume 
de controle empregado é um quadrilátero, para situações 
bidimensionais, ou um hexa.hedro, para situações tridimen
sionais. No presente tnba.lho a. equação generica, Eq. (1), 
será integrada sobre o volume de Voronoi apresentado na 
Figura 1, fazendo-se uso do teorema da divergenciL 

Figura 1: Volume típico usado na integração da Eq. (1). 

t-4alllll Aleatória 

Figura 2: MAlhas de Voronoi usadas para testar a 
metodologia. 

onde !, que representa o fluxo totAl de 4> por difusão e 
convecção, é assim definjdo 

(3) 

O resultado da integração de cada um dos termos da 
Eq. (2) é 
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onde Mp á massa. no volume P. O sobreescrito "o" indica 
que esta. variável deve ser avAliada. no instante de tempo 
anterior. O termo respons&vel pela convecção e difusão de 
~ na. Eq. (2) é integrado da seguinte maneira 

(5) 
E, finAlmente, o termo fonte desta equação é conve

nientemente linearizado. 

Jslf>tlVdt=(st~P+st)tlvptlt (6) 

onde tl V p é o volume do P -ésimo volume de integração. 
A Eq. (2) pode ser reescrita da seguinte maneira. 

(7) 

A Eq. (7), na forma com que foi apresentada., pode 
ser usada. em diversas variantes do método de volumes 
finitos que fazem uso de malhas estruturadas. A partjr 
deste momento esta equação começa a ser preparada. para 
uso de mAlhas não-estruturadas, especificamente, mAlhas 

de Voronoi. O termo :: IPpi é facilmente calculado, pois 

como já. foi dito, o dia.grama de Voronoi, usado para a 
d.iscretiza.ção dos volumes, é localmente ortogonAl. Desta 
forma. pode-se avaliá-lo como 

ôt$1 - 1$; - tP p 
an p,- Lp, (8) 

onde L,; é a distância entre dois pontos geradores, como 
indicado na. Figura I. Deve-se, de alguma. maneira., 
determinar o valor de t$ p; , que é o valor de t$ na. i
ésima face do volume P . O método WUDS (Raithby e 
Torrence, 1974), adaptado para malhas não-estruturadas, 
foi a maneira escolhida para rea.làar esla. interpolação. A 
função de inlerpolaçã.o é 

~p, = (1 +a,)t$p +(1-a;)~; (9) 

onde a, é ca.lculado peJa. segolllte equaçã.o 

p2 
a - • 

' - 10+2P] 
(lO) 

e o número de Peclet, Pe, deve ser calculado como 

(11) 



com Vpi sendo a velocidade normal à. interface ' e f.; o 
coeficiente de difusão da propriedade 1/>. Pode-se, então, 
reescrever a. Eq. (7) da seguinte forma. 

Apl)ip =L AilPi + B 

onde 

A;= { ~~; - pVp; {i - ap,) } a5p; 

Ap =L { ~=~ +PVp; G +ap;) } t.Sp; 

Mp 
- s~~Vp + ~~ 

B = sf óVp + MétPP 
~~ 

(12) 

(13) 

Assim tem-se um sistema linear de equações para 
determinar os valores de tP nos centros de cada um dos 
volumes finitos . 
C ÁLCULO DO GRADIE~TE DE PRESSÃO 

A correta determinação do gradiente de um velor 
usando malhas não-estruturadas é uma. questão chave para 
o método de volumes finitos . Necessita-se calcular o 
gn.diente de pressão para ser usado na. Eq. (13). Quando 
4> = u então Se = - * e quando tP = 11 então Se = 
- ~. Ao se usar malhas cartesianas a determinação dos 
gradlentes é extremamente facilitada, pois todos os pontos 
estão alinhados cm uma linha de coordenadas. Mas, 
infelizmente, quando se a.dota malhas não-estruturadas 
esta simplicidade já. não é mais possível, ou pelo menos 
não · foi ainda desenvolvida. 

Taniguchi et a/u (1990) apresentaram uma maneira 
para o cálculo do gradiente de um velor baseado em uma 
técnica de minimização, que envolve a solução de um 
sist.ema de equações lineares para cada volume do domínio. 
A única limitação encontra.da é que ca.da volume finito 
deve ter pelo menos dois vizinhos (no caso bidimensional). 
Os termos * e ~ são calculados segundo as seguintes 
fórmul.as (Cardoso, 1997) 

onde 

[Att At:!] [ *"] = [Bt] 
A21 A22 * 82 

"" Pi 2 Au = L..J g e:z:, 

""r A12 = A21 = L..J9 'e:z:,ev, 

"" Pi 2 A22 = L..Jg ell, 

"" Pi Bt = L..J g V Pie:z:, 

""r B2 = L..J9 'V Pie11, 

Pi ~SPi g = -
Lp, 

VP, = P, - Pp 
L pi 

(14) 

(15) 
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e ez, e e11, são as componentes x e y do vetor normal à. 
face i do volume, respectivamente. 

Malisb (1995) propos uma metodologia que calcula 
o gradient.e do vetor, baaeada numa média dos gra.dientes 
das faces dos volumes. Esta met.odologia apresenta os 

mesmos resultados que a metodologia de T&niguchi et o/u 
(1990) em malhas cartesianas. Para outras malhas há 
pequenas diferenças. Estudos, entretanto, demonstraram 
(Vasconcellos e Malisü, 1998) que, apesar destas diferenças 
no cálculo do gradiente, os campos de velocidade obtido 
usando as Eqs. (16) e {I 7) se aproximam satisfatoriamente 
das soluções padrão nos casos testados. Os termos * e 

~ são calculados por 

N N 

óP 
L(~= r)LPi L (P, - Pp) (n · i') 

I i {16) -= = ax N N 

LLp, (n . i) L l~p, Iii i1 

N N 

AP 
L(~= ·i) Lpi L(P; - Pp) (n · jj 

I i ( 17) - = = 
óy N N 

LLp, (n · i) L Lp, Iii · i1 

ACOPLAMENTO PRESSÃO-VELOCIDADE 
A determinação de um procedimento de correção da 

pressão é uma das questões mais importantes num método 
numérico de simulação de escoamentos. Como se sabe, 
este procedimento só é necessário porque as variáveis 
são resolvidas de forma segrega.da, isto é, determina-se a 
solução de um sist.ema linear para ca.da uma das variáveis 
em estudo, no lugar de resolver um úruco, e grande, 
sisl.ema linear para todas as variáveis. Na prática, devido 
as limitações dos computadores, esta. alternativa tem sido 
evitada. 

Um dos procedimentos mais amplamente difundidos 
para lidar com o problema do acoplamento da pressão 
com a velocidade é o SIMPLEC, desenvolvido por Van 
DoormalJ e Raithby (1984} para ser usado com malhas 
estruturadas. Com o seu uso, pode-se obter pressões e 
velocidades que satisfazem, simultaneamente, a equação 
de conservação da massa c do movimento linea.r. Maliska 
(1995) reescreveu o método SIMPLEC para poder usá-lo 
em malhas não-estrutura.das. Desta forma, pode-S<' esnever 
Vp;, .. ·elocidade normal a. s-ésima face do volume, como 
sendo 

Vpi =v;, - (rp-Pt) ~v 

( Ap- L;Anb) Pi Lp; 
(18) 

onde P' é a correção da pressão, que se relaciona com P 
da seguinte maneira 

P=F"+P' (19) 

e P" é o valor estimado de pressão. Uma. aproximação 
linear do valor de Ap- L: Anb foi então apresentada 



(Ap)p + (Ap);- E (Anb)p- E (An6); 
2 

(20) 

Vasconcellos e Maliska {1998) propuseram uma in
terpolação geometrica, Eq. {21), com a qual obtiveram 
melbores resultados, dada por 

2 [Ap- E {Anb)] p [Ap- E {Anb)]; 

[Ap- E (Anb)] p + [Ap- E (Anb)]; 

(21) 

A relação anterior foi obtida levando-se em conta que 
a i-ésima face do volume P está. situada a mesma distância 
do ponto gerador i e P. Substituindo a Eq. {18) na. 
eq11ação de conservação da massa, obtém-se uma equação 
de Poisson para. a correção da pressão 

onde 

N 

ApP~ = LA;P[ + B 

Ai= 
~ ASp; 

( Ap- EAn6) Pi Lp; 

N 

B = E Vp;ASpi 

AV= AVp +A\ti 
2 

(22) 

(23) 

Com os coeficientes calcnlados, resolve-se este sistema 
de equações lineares, determinando, desta forma, os valores 
de correçã.o da pressão. 

VELOCIDADES NAS INTERFACES 
O método apresentado é intrinsicarnente co-localizado, 

ou seja, todas as variáveis estão armazenadas nos centros 
dos volumes. Mas, para o cálculo da conservação da 
massa, é necessário conhecer os valores das velocidades nas 
faces do volume, para realizar o .balanço de massa correta
mente. Como o valor das velocidades não é conhecido nas 
fronteiras dos vol11mes, uma interpolação deve ser feita. 
liistoricarnente este sempre foi um problema dos métodos 
co-loca.lizados. O presente trabalho faz OBO de uma inter
polação, que satisfaz a conservação do movimento linear, 
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apresentada por Marchi e Ma.liska (1994). Originalmente 
preparada para ser usada um malhas estruturadas, espe
cificamente em malhas que se adaptam à fronteira, esta 
metodologia foi alterada por Ma.liska. (1995) para a sua 
aplicação em volumes de Voronoi. 

A velocidade u e v na i-ésima face do volume P é 
calculada corno 

(24) 

"(A • ) (Mf.+Mn o ( 2 AP) Av 
LI NBUNB P + AC Up; - Az Pi'-> 

(Ap)p +(Ap)i 

• (ScAV)i +E (ANBVNB)i + (ScAV)p 
Vpi = + 

(Ap)p + (Ap); 

"<A • > (Mf.+Mn o ( AP) Av 
LI NBVNB P + Ac Vpi - 2 '3Y Pi'-> 

(25) 

(Ap)p +(Ap)i 

onde o sobreescrito "o" inclica que a propriedade foi ava.lida 
no instante de tempo anterior. 

O cálculo do gradiente de pressão, para ser utilizado 
n~ Eqs. (24) e {25), deve obedecer o seguinte procecli
mento: calcular o gradiente de pressão em uma determi
nada direçã.o como sendo a média dos gradientes de pressão 
calculados nos centros dos volumes. Por exemplo 

AP I ] [ AP I AP I ] 
Ay Pi = 2 Ay P + Ay i 

{26) 

Esta média não é consistente, pois sabe-se que como 
o gradiente de pressão é calculado da segllinte maneira 

8~~ =Pi- Pp 
8n Pi Lp; 

(27) 

e pode ser decomposto em suas componentes na seguinte 
equação 

aPI API API 
8n Pi= Ax Pi e:r, + Ay Pi ey, {28) 

com e:r, e ey, são as componentes x e y do vetor normal à 
face i do volume, respectivamente. Relacionando a Eq. (27) 
com a Eq. (28) 

-P,=-=· -,---P:....p A p I A pI = -- e., + - ey 
Lpi Ax Pi ' Ay Pi ' 

(29) 

A aproximação dos gradientes usando a Eq. {26) será 
inconsistente sempre que o lado esquerdo da Eq. (29) 
for diferente do lado direito. Não é difícil conceber que 
normalmente é isto o que acontece quando se usa uma 
média como a Eq. (26). Neste trabalho procurou-se evitar 
esl.a inconsistência da seguinte maneira: 

1. Calcula-se os gradientes de pressão nas direções x e y 
usando a média a.ritimética, Eq. {26). 

2. Escolher entre os dois gradientes aquele de menor 
valor, por exemplo ~~ I Pi. 

3. Determinar ~~Pi' po.r exemplo, substituindo ~~Pi 
na Eq. (29). 
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v - número de Reynolds = 400 - Gradiente de pressão 
calculado usando a Eq. (14) 

• 
j 

l 

-·· 
o,41.0 -4.5 0.0 o., . .. ·"" 1.01,0 

o. o 

.O,l 

O. I 
• O...t1oll' 

__ ....._ •• toO ... 

Cwtwiano - I fOO wl 
ll-nol· l6lO ..,l-j 0.6 

•, o.• 

'C 

São eles: escoamento em uma cavidade quadrada com 
tampa móvel e convecção natural em uma cavidade qua,
drada. As malhas que foram usada.s na investigação de 
ambos os problemas são apresentadas na Figura 2. Em 
ambos os problemas as faces da cavid ade tinham compri
mento unitá..rio. Para resolver o problema do escoamento 
em uma cavidade quadrada com tampa móvel usou-se o se
guinte procedimento, baseado na solução das equações que 
governam o escoamento !amimar de um fluido isocórico: 

J. Fornecer as condições iniciais das variáveis ( u, v, P); 
2. C aJcula..r o gradiente de pressão usando os valores de 

P disponíveis; 

3. Calcular os coeficientes e resolver o sistema linear 
de equações definido pela Eq. (12). A solução deste 
sistema linear forneceu· e v" ; 

4. Determinar as velocidades nas faces de cada volume, 
up; - Eq. (24) e vj.; - Eq. {25); 

5. Determinar P', através da solução da Eq. (22); 
6. Calcular o gradiente de P'; 
7. Obter a pressão através de P = P" + P'; 
8. Corrigi r as velocidades nas interfaces, usa.ndo a 

Eq. {18); 

9. Corrigir as velocidades nos centros dos volumes usando 
Eq. (30) e {31); 

10. Testar se a solução convergiu, através de algum critério 
pré-definido. Se a convergência não foi alcançada 
deve-se voltar ao item 2. 

O ntímero de Reynolds para este problema é definido 
-11,4 0.2 por 

.O.'o.o • • 0,6 0,8 I,OO,O 'lU 

Figura 4: Cavidade com tampa móvel - velocidade u e 
t1 - número de Reynolds = 400 - Gradiente de pressão 
calculado usando as Eqs. (16) e (17) 

Este procedimento garante que os valores médios do 
gradiente de pressio devem satisfuer a Eq. (29). Deve-se 
leva.r em conta que, para algumas fa.ces, pode acontecer 
de ez, ou e11 , ser nulos. Com os gradientes de pressão 
devidamente calculados em todas as faces, determina-se os 
valores das velocidades ca.rtesia.nas e normal à cada. uma 
das faces. 

Há. a necessidade de algum esquema de correção das 
velocidades nos centros dos volumes usando, ou os novos 
valores de pressão, ou os valores das velocidades nas fa.ces. 
A opção empregada foi fa.zer uso do gradiente de P' e 
corrigir as velocidades nos centros dos volumes no mesmo 
molde já realizado com as faces dos volumes. Sendo assim, 
as equações de correção para estas velocidades são 

• õP' ôVp 
(30) up = "P - ô:r: (Ap - LAnb)p 

õP' õVp 
vp=vp- ôy [Ap -L:An,] p (31) 

RESU LTADOS 
Dois problemas clássicos na mecânica dos flujdos com

putacional foram usados para. comparar a metodologja . 
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Re = pU L 
p. 

(32) 

onde p e p. são, respectivamente, a den.sidade e a viscosi
dade do fluido, U a velocidade constante com que se move 
a tampa superior da cavidade e L a mmeMio das fa.ces da 
cavidade. Para este problema consaderou-se p, U e L iguais 
a l . A Figura 3 apresenta os valores de u na linha coor
denada de y constante que passa pelo centro da cavidade 
e os valores de v na linha coordenada de y constante que 
passa pelo centro da cavidade. Os resultados desta figura 
foram obtidos com os gradientes calculados pela Eq. {14). 
As maJhu usadas são simila.res às apresentadas na Fi
gura 2, mas com uma ma.ior quantidade de volumes. A 
solução obtida foi comparada com uma solução numérica 
padrão obtida por Guia et a/ii (J 982). Os resultados são 
bastante concordantes. A Figura 4 apr('.senta a solução 
do mesmo problema, do mesmo número de Reynolds, da 
mesma malha e do mesmo critério de convergência, mas 
com os gradientes sendo calculados usando as Eqs. (16) 
e (17). Os resultados usando malhas cartesianas são os 
mesmos que foram apresentados na Figura 3, mas há uma 
pequena diferença para as outras configurações de mallta.s, 
que est á. associada a. um eno na avaliação dos gradien
tes. Outros resultados que confirmam estes apresentados 
podem ser vistos nos trabalho de Vasconcellos e Maliska 
(1998) ou Va.sconcelJos (1998). Na confecção das curvas das 
Figuras 3 e 4 foi realizada uma interpolação linear, con
tudo nenhum outro ajuste de curva foi realizado. Isto fez 
com que as curvas de ve.locidades usando malhas aleatórias 
não fossem tão suaves quanto o esperado. 



O segundo problema VISto é o da convecção natural em 
uma cavidade quadrada onde as faces laterw estio a uma 
temperatura de ±0, 5 e as faces superior e inferior desta 
cavidade estão isoladas termicamente. As malhas usadas 
sã.o airnila.res as apresentadas na Figura 2. Os resultados 
foram comparados com outro autor (de Vahl Davis, 1983). 
Note-se que no trabalho de referencia fez -se uso de malhas 
ca.rtesillllas, algoritmos de malhas múltiplas e esquemas de 
interpolação n<~. fronteira para melhor calcular o número 
de N usselt. Estes procedimentos não foram realizados 
neste t rabalho. O número adimensional usado, número de 
Rayleigh , foi definido da seguinte maneira: 

{33) 

Tabela 1: Comparação com a solução padrão para o 
número de Rayleigh = 106 

Malha Ca.rtesiana. 

N Nu Numa., Numin 

441 10,325 20,698 1,804 

1681 9,274 21,324 1,083 

6561 8,933 18,392 0,985 

Malha Hexagonal 

N Nu Numa., Numin 
451 11 ,315 21 ,761 1,312 

1701 9,864 19,495 1,025 

6601 9,143 17,618 0,962 

Malha Aleatória 

N Nu Numas Numin 

441 10,245 24,687 1,237 

1681 10,104 19,672 1,197 

Solução Padrão 

Referéncia Nu Numa>: Numin 

de Vah.l Davis (1983) 8,800 17,925 0,989 

Com exceção do número de Pra.ndtl, Pr, e da viscosidade, 
IJ, considerou-se as variáveis que fazem parte da. definição 
do número de Rayleigh como sendo unitárias. O número 
de Prandll usado neste trabalho foi O, 72. Os resultados 
apresentados aqui são aqueles em que se verificaram os 
maiores erros. Esta. situação ocorreu em Ra. = 106 . Isto já 
e ra o esperado. Esta é uma situação crítica nos problemas 
desta na.tureza e para. que os erros fossem efetivamente 
menores dos que os aqui apresentados seria necessá.Iio uma 
malha mais refinada ou os mesmos cu.idados que tomaram 
os autores usados na comparação. A Tabela 1 apresenta 
os valores do número de Nusselt médio na parede, Nu , o 
valor máximo, N uma:r , e o valor mínimo, N Um•n . Por 
Limitações do gerador de volumes de Voronoi não se obteve 
malhas aleatórias com aproximadamente 6.600 volumes. 

CONCLUSÃO 
A nova metodologia apresentada, baseada. integral

mente no método de volumes finitos , é simples, versátil e 
com funções de interpoLaçio igualmente simples. Os resul
tados obtidos para. os dois problemas clássicos mostram o 
bom desempenho do método. 
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O segundo problema visto é o da convecção natural em 
uma cavidade quadrada onde as faces laterais estão a uma 
temperatura de ±0, 5 e as Caces superior e inferior desta 
cavtdade estão isoladas termicamente. As malhas usadas 
são similares as apresentadas na Figura 2. Os resuJLados 
foram comparados com out.ro autor (de Vahl Davis, 1983). 
Note-se que no trabalho de referência fez-se uso de malhas 
cartesianas, algoritmos de malhas múltiplas e esquemas de 
interpolação na fronteira para melhor ca.lcuJar o número 
de N usselt. Estes procedimentos não foram realizados 
neste trabalho. O número adimensional usado, número de 
Rayleigh , foi definido da. seguinte maneira: 

Ra = gfJATH3 
v a 

(33) 

Tabela 1: Comparação com a ~lução padrão para o 
número de Rayleigb = 106 

Malha Cartesiana 

N Nu Numar Numin 

441 10,325 20,698 1,804 

1681 9 ,274 21,324 1,083 

6561 8,933 18,392 0,985 

Malha He.xagonal 

N Nu NumaJ> Numin 

451 11,315 21,761 1,312 

1701 9,864 19,495 1,025 

6601 9,14.3 17,618 0,962 

Malha Aleatória 

N Nu Numor Numin 

441 10,245 24,687 1,237 

1681 10,104 19,672 1,197 

Solução Padrão 

Referencia Nu Numoz Num•n 

de Vahl Da.vis (1983) 8,800 17,925 0,989 

Com exceçio do número de PrandtJ, Pr, e da viscosidade, 
p , considerou-se as variáveis que fazem parte da definição 
do número de Rayleigh como sendo unitárias. O número 
de Pra.n.dtl usado neste tra.balho foi O, 72. Os resultados 
apresentados aqui são aqueles em que se verificaram os 
maiores erros. Esta situaç&o ocorreu em Ra = 106 • Isto já 
era o esperado. Esta é uma situação crítica nos problemas 
desta natureza e para que os erros fossem efetivarnent.e 
menores dos que os aqui apresentados seria necessário uma 
malha ma.is refinada ou os mesmos cuidados que tomaram 
os a.utores usados na comparação. A Tabela 1 a.presenta 
os valores do núme.ro de Nusselt médao na parede, Nu, o 
valor máximo, N Umaz:, e o valor mínimo, N Umin . Por 
limitações do gerador de volumes de Voronoi não se obteve 
malhas aleat6nas com aproximadamente 6.600 volumes. 

CONCLUSÃO 
A nova metodologia apresentada, baseada integral

mente no método de volumes finitos, é simples, versátil e 
com funções de interpolação igualmente simples. Os resul
la.dos obtidos para. os dois problemas clássicos mostram o 
bom desempenho do método. 
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SUMÁRIO 

Este trabalho apresenta wumodelo numérico para escoamentos lndllllf!IISIOIWÍf mcompressí1•ets wili:;ando 
malhas não·eslrlllttrada~. A metodologia aqui empregada difere da metodologia CVFEM no tratamento dado 
tiO acoplcunmto prenciO·I'elocidade e na apro.1imação dos gradiemes de pressão. ~~- apresentada IIJJut 

comparar;:cio global entre o modelo aq11i desenvolt·ido. a mewdoloflia que emprega os diagramas de Voro1101, 
wmbém pam mallws não·estrlllllraclas, e a merodologia tradicional dos vol11mes finitos . 

INTRODUÇÃO 

Na solução num6rica de problemas de mecânica dos Ouidos, 
o uso de coordenadas ~eneralitadas para geometrias bastante 
mcgularcs :~prc~cnl:l dificuldade~. po1s o mapeamento do 
donúmo em uma malha única e de qualidade nest::L~ geometrias é 
uma tarefa d1fíc1l. Uma das ~oluçõcs para este problema é o 
emprego da técmca de mulublocos. presente hoJe na mruona dos 
Simuladores comcrc1a1s. Outra ahemauva é o uso de malhas não
estruturadas onde o método dos elementos finitos se destaca por 
apresentar grande \ersauhdade geométnca, porém, ~em garantir 
os pnndpios de conscrvaçilo no~ volumes elementares. Portanto. 
a uuhzação de malhas nl!o-c~truturad::L\ em conJunto com técmcas 
que envolvam o balanço de conservação dao, propriedades nos 
volumes elementares resultam em mctodologi~ robustas. 

Destas ob~crvaçOe..\ ~urg1ram as metodolog1as denommadas 
Control Voftllll~ Baud Fmue E/ement Method (CVFEM), das 
qua1s podemo~ c11ar as desenvolvidas por Baliga e Patankar 
( 1988) c Schnc1dcr e Ruw ( 1987). A~ metodolog1as CVFEM são 
assim chamada.s por utilitarcm os balanr;os de conservação no 
volume elementar, semelhante a formu laç5o tradicional de 
volumes finiw~. c por absorverem do método dos elementos 
linhos a natureza dos funções de interpolação. 

Uma forma de se obter os volumes de controle não
estruturados é :!través do método das medianas, onde os volumes 
são gerados a pan1r de uma triangulação. Esse processo de 
obtenção dos volumes é empregado no modelo numérico 
desenvolvido neste trabalho e é nonnalmente encontrado na 
metodolog1a CVFJ:..'M de~envoh ida por Baliga e Patankar ( 1988). 

O presente trabalho Implementa uma metodologia similar à 
propo\ta por Bahga c Patankar ( 1988). A metodologia dos 
D1agrama5 de Voronoi (Mahska c Vasconccllos. 1998) e a 
fonnulação tradiCIOnal de volumes finitos (Maliska, 1995) 
scnem como rcfcrênc1a para a avaliação do desempenho do 
método aqu1 desenvolvido. Esta!. três metodologias, diferem. 
basicamente. na forma de aplicar as funções de interpolação e no 
número de pontos cm que os nuxol> são calculados nas mtcrfaces 
dos volumes paro rcahlar os balanços de conservação. 

Nestes métodos, como cm outros. a solução das equações é 
fe1ta de fonna segregada gerando o problema do acoplamento 
pressão/velocidade. Par.t se resolver este problema são utilizadas 
equações de corrcção de veloc1dadel> nas Interfaces dos volumes 
em função do grad1cntc de correção de pressão. Este gradiente 
comgc o campo de velOCidades tal que a massa seja conservada 
em cada volume elementar. Neste trabalho. uma nova fonnu lação 
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é propost:.J para que essa equação de correção envolva um número 
mínimo de pontos de pressão. 

Dois problemas teste foram escolh1dos para a comparação 
das metodologias: a convecção forçada cm cavidade quadrada. 
com solução de referência em Guia et ai. ( 1982). e o transpone, 
com convecção dom1nantc, de um salto na variável escalar ~. com 
solução analíuca apro~1mada proposta por Raithby ( 1976). 

Revjsão Bibliográfica. As prime1ras formulações 
envolvendo volumes pohgona1~ gerados a part1r de malhas 
triangulares surgtram na década de 70 com Bahga e Patankar 
(1980). Soluções de escoamentos 20 incompressfveis, utilizando 
os dcnommados Pol,·go11al Control·1·olum~s. podem ser 
encontrados cm Bahga ( 1978). que Já defima uma nova 
metodologia, denommada CVFEM. 

As extensões destas metodologiaS para escoamentos 
tndirncns1onais surg~ram por volta da década de 80. A part1r de 
então, vános trabalhos de relevância podem ser encontrados sobre 
o desenvolvimento destes m6todos. especificamente envolvendo as 
funções de intcrpolaçilo, o procechmento de solução dos SIStemas 
de equaçOcl>, o acoplumento prcss1io/velocidadc c outros tópicos 
freqllcntcmcnrc explorados nos métodos numéricos (Swnminatham 
e Vollcr, 1992). 

Mais recentemente, os de~cnvolvimentos e contribuições 
surgem de trabalhos dedicados ao estudo de formulações para 
malhas não·estrulumdas. Entre este~ trabalho~ podemos citar 
Tanigushi c Kobayashí ( 1991 ), Marcondes cl ai . ( 1995) e Peters et 
ai. ( 1997), onde a metoJologia desenvolvida é baseada nos 
diagramas de Voronoi. 

FORMULAÇÃO 

A Con\trucão do Volume de Comrolc oelo Método das 
Medjana~. Este método conMste em ligar o centro geométrico dos 
tnângulos ao~ pontos méd1os dos lados dos tnângulos. A figura I 
apresenta do1s volumes construídos pelo método das med1anas. 

figul'll I Volume finno ongmado no proc~sso da medJnnn 



Egua~ões Governantes. Admitindo o Ouido como 
Newtomano e adotando um ststema de coordenadas cartesianas 
(x, y), temos, para problemn convectivo/difustvo bidunensional 
transiente, as seguintes equações diferencias: 

-{pt)+-{ptu)+-(.ovll)=--+- Jl- +- JJ.- +S (I) a a a "' a(~') a(~) u 
dt ar ~· ar ar ih ~· iJy 

-(.ov)+-{ptv)+-(.ov'•)=-+- JJ- +- JJ- +S d iJ d dp iJ ( dv) iJ ( ~·) \ 
ar ar à)· ~· ih ar ~· ~· 

(2) 

ap a a 
-+-{pt)+-(i:li•)=O ar ax ~· 

(3) 

~(P9)+~(p,9)+~(P~-~)=~(~ êl9)+~(~ a~)+~ <4> 
ik ax ày ar ax ~· ay 

As Eq. (I) e (2) sllo as equações de conservação da 
quantidade de movimento em x e y respecuvamente. A Eq. (3) é a 
equação de conservação da massa e a Eq. (4) é a equação de 
conservação na forma geral para uma variável genérica ~. onde r 
é o coeficiente difusivo e S representa o termo fonte. 

A Eq. (4) pode ser reescrita na forma 

;r (M )+ v.(J)= s41 (5) 

onde J representa o nuxo total e é dado por 

J = pV9- r"V~ (6) 

Funcão de Jnterpotacllo. A função de mtcrpolação tem o 
objetivo de avaliar o valor de uma propnedade genénca ~ na 
mterface do volume de controle bem como suas derivadas. A 
tdé.:l básica da metodologJa CVFEM é aphcar esta função de 
interpolação na d1reção média do escoamento. A figura 2 1lustra 
um elemento triangular 123 que compõe o volume de controle e 
seu novo sistema coordenado alinhado com o escoamento méd1o. 

Para detemunar a d1reçlio do fluxo convecllvo méd1o no 
elemento, fazemos uso de uma velocidade média Ull\, que pode 
ser obtida com uma média simples das velocidades dos nós. lluv c 
v," . Então temos 

- ( 2 2 )''2 Uuv- tlav+vav 

11 uv 
IIJ +112 +113 

3 

(7) 

v1 +v2 +v3 
\lo••::: 3 (8) 

Conhecendo-se Uft\ resolve-se o problema convectivo/ 
difus1vo neste novo SIStema de coordenadas (X. Y), CUJa equação 
governante é dada por 

u -=r" -+-a~ ( a2
q, a2~ ) 

p u• ax ax 2 ar2 
(9) 

A solução da Eq. (9) fornece a função de mterpolaçllo 

9 = AÇ+BY+C (lO) 

onde a coordenada Ç e o número de Peclet são dados por 

Ç=-- exp - 1 rf { [P~6 (X-Xmá.r)] } 
pU lll' X md.t -X mfn 

(li) 
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P,A = pU uv ( X mcit - X nrín ) 
r• 

.,......,.. u .. 

Figura 2 - Elemenco uiangular e seu no•o sislerN coordenado 

(12) 

onde Xm• e X,,,. são respectivamente os valores máximos e 
mínimos de X nos pontos 1.2 c J da figura 2. 

Djscretizacão das Eauncõcs oara 0. Integrando a Eq (5) cm 
um dos volumes de controle da figura I , temos 

M ~ -Mo,po o_ c_ 
PP PP +jJ.iids+ fJ.iids - Js41dV+ [contri -

a o lcwc (13) 
buiçâo dos ourros elementos associados ao n61] =O 

onde o termo fonteS é linearizado por (Patankar, 1980) 

stP =Sp~+Sc (14) 

Portanto, para a obtenção das equações apro."<imadas. 
precisamos conhecer as mtcgrais dos fluxos nas mterfaces do 
volume. De acordo com a Eq. (6), o fluxo ] pode ser escnto 

J =Jxã+Jr.Õ =(pu~-~:: f+(pv~- ~ !~ f ( 15) 

onde ã e i3 são os vetores uniu'inos do s1stema coordenado (X, Y). 

Os valores das derivadas de !p, são obtidos atrav~s da função 
de interpolação definida pela Eq. (10). Estas derivadas são 
mtroduzidas nas componentes do nuxo c resultam em 

Jx = p(U -U0 v)Al; + pU(BY +C)-A~. (16) 

Jy =pVAÇ+pV(BY+C)-B~ ( 17) 

A integral que fornece o fluxo na face ~. ilustrada na figura 
2, pode ser aproximada envolvendo os ponto~ a. r e o. Aplicando 
a regra de Simpson para estes pontos às componentes J, e J, , 
obtemos. para a mtegral cm ~ 

j J.iids=:a [(ly ), +4(ly)r +(Jy),) 
a 

(18) 

- ~ [(J X), +4(J X }r +(J X >al 

A mtegral que fornece o fluxo na face ~ é obtida de forma 
análoga, e envolve os pontos o, r c c. A mtegral envolvendo o 
termo fonte é aproximada da segumtc forma 



(19) 

onde A, é a área do elemento 123 da figura 2. Agrupando as 
equações aprox1madas para as integrrus em ãõ. õC e tenno fonte, 
obtêm· se a eontribu1ç1!o total do elemento 123 referente ao nó I. 
na equação de conservação do volume de controle 

(I C 

f] .iids+ f J Jrds- f S~V = Dt9t + D29J. +O]~+ E1 (20) 
a o laoc 

Detalhes da~ C).pressõcs para os coeficientes D1, D2, D1 e E1 

podem ser vistru. em Bahgn e Patankar ( 1988). 
Quando a parcela corrc~pondente aos outros elementos for 

adicionada e aplicadas ~s condições de contorno, teremos uma 
equação algébrictl de conservaçllo do volume de controle 
centrado cm/, conectado a todos os seus vizinhos, na forma 

A,IP, = L AttbtPNH + 8, 
n 

(21) 

Resolvendo o SIStema linear obtido através de um algoritmo 
adequado. teremos os valores de ~ detcrmin3dos cm todos os 
véniccs dos triângulo!.. ou seja. no centro de todos os volumes. 

Discre11zacão das Eauacões oarn tt c v. A integral da 
equação de conservação da quantidade de movimento é 1dêntica à 
da equação de conservação de ~. exceto pela presença da integral 
envolvendo o gradiente de pressão que pode ser aproximada por 

f ap dV =~ . vP 
laoc dx ~p 

(22) 

onde o gradiente em Pé o grad1cnte rcprcsentauvo do volume P. 
Uma forma de avaliar este gradiente é fazê· lo em função dos 

gradientes de cada um dos elemento!. que compõe este volume. 
Podemos escrever este gradiente como 

dp I 
dl p 

L(~: I.·IXnra,- Xmr,l, J 

L (lx nrtú- X mrnl;) 
(23) 

onde o somatóno é realizado para os i elementos que compõe o 
volume P. O grad1cntc cm y é calculado de forma análoga usando 
Y no lugar de X. A figura 3 mostra os parâmetros envolvidos no 
cálculo do gradiente representatiVO para o volume centrado em P. 

f~IÁX f~I IN 

F•gura 3 - Par6me1ros para o cdlculo dD grad1en1e de pressao no vDiume 
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Considere os elementos I e 2 da flgura 3. Um gradiente em x 
calculado no elemento 2 é mais significativo do que aquele 
calculado em I, ponanto, devemos atribuir ao gradiente em 2 um 
peso ma1or. Os pesos correspondentes a cada elemento poderão 
ser obudos através das d1mensões máx1mas de cada elemento. Na 
formulação de Baliga c Patankar ( 1988) os gradientes em 1 e 2 
são muh1plicados pelas áreas dos elementos, e portanto, recebem 
o mesmo peso. Isso jusufica o emprego da Eq.(23). 

Para obter os gradientes referentes aos elementos 
tnangularc~ t, é nccessáno adotar uma função de interpolação 
para a pressão. Essa função de Interpolação poderá ser linear em 
cada elemento triangular c detcmunada pela expressão 

p =dx+e) + f (24) 

Maiores detalhes sobre esta proposição podem ser 
encontrados cm Schnc1dcr ( 1998). 

Acoplamento Pressão-Velocidade. A ~olução segregada das 
equações de conservação da quantidade de mov1mento e da 
equação de conservação da masso gera o problema do 
acoplamento pressão-velocidade. Neste item é proposto uma 
formulação para tratar este acoplamento, onde a equação de 
correção de pressão é desenvolvida e aplicada de maneira a 
simplificar a implementação computacional. 

Pelo fato de ser usado um arranjo co-localizado, ou seja, as 
velocidades estão armazenadas nos centros dos volumes c não 
nas faces dos elementos, é necessário, inicialmente a 
determinação destas velOCidades de interface, aqui denominadas 
u '1 pois o balanço de massa na equação da continuidade é feito 
com os fluxos calculados nestas interfaces. Podemos obter u '1 
através da méd1a das equações do movimento para os volumes 
centrados em /,2 e 3. Então. podemos escrevemos u'1 como 

c1 {L { AnhJINB} +L{ s" }óv }, 
+ C2 { L { A,h 11 NB } + L { S" } ó v L 
+ <·3{ L { A,buNs} +L{ s" }óv} 

3 

+{ :n} uj - L{ p11
} 

1
.óV 

llj =_,_ _ _.:__,....c..---------".._---<.. 
{ CJApt + C2Ap2 + <)ApJ } 

(25) 

onde as constantes c1, c1 e c.1 de interpolação são dadas em função 
da posição (X, Y) do ponto cm que se deseja interpolar a 
velocidade. A equação aproximada para a determinação de v '1 é 
obt1da de forma análoga. 

Conhecidas as veloc1dades de interface, é necessário 
estabelecer uma equação de correção de velocidades. Como estas 
equações de correção. afctam, como se sabe, apenas a taxa de 
convergênc1a, podemos propor uma equação de correção s1milar 
as usadas nos métodos upo SIMPLE. como 

• CJp' 
V=V -d/

CJii 
(26) 

onde V representa as velocidades normais as faces ao e oc da 
figura 2. Admitindo para p' uma função de interpolação linear 
idêntica aquela estimada para p, podemos escrever 

p'= d'x+e'y+f' (27) 



com isso. a derivada de p' normal a uma face é dada por 

ap· =d'ex+e'ey 
a1í 

(28) 

onde e, e e, são as componntc~ do vetor normal a face. 
lintrodu7lndo estas exprc!.sõcs na Eq. (26) re~ulla 

V= v· - DDtP;- DD2p2 - DD~p~ (29) 

onde os coeficientes DD1, DD1 c DD_~ podem ser v1stos em 
Schnc1der (I 998) 

Dlscreti7.acão da Eguacão de Con~ervacão da Ma~~a 
(Eguacão dt! r'). Integrando a equaç!\o de conservação da massa 
no volume de controle da figura I assummdo p constante, temos 

I) C 

Jü.iids+ Jü.iids+ {30) 
a u 
L contribuições de Ulllros elemelllosj == O 

A integral referente ao fluxo de massa na f<~ce uo pode ser 
aproximadas dirctamente por 

(I 

f Ü.íids =[v .L] 0 ., (40) 

a 

onde L., é o compnmento do segmento M da figura 2. c V.,., é a 
vcloc1dade normal a este segmento. 

Subsutumdo a Eq (40) JUntamente com a mtegral do fluxo 
de massa na face oc. que é calculada de forma análoga, obtêm-se 
a contribuição total do elemento 123. na equação de conservação 
da massa. para o volume de controle centrado cm I 

tt r· 

I - f- . • • M U.iids + U.iids = F1 PI + F1P2 + F3p3 + S (41) 

a o 

O termo fonte presente na Eq. (41) é dado pelo fluxo de 
massa calculado com as velomladcs V* do.1s faces dos volumes. A 
velocidade V cm cada fncc poúcria ~er nproxunuda diretamcnte 
pela velocidade dos pontos r c r • Mas, para este trabalho optou-se 
por uma méd1a entre os pontu~ a,t,o e u,r,c, representados na 
figura 2, usando peso do1s para os pontos r c 1 e um para os 
demais. 

Vale lcmbmr que c~l:l formulação. aprcsent:lúa para a 
discreti7ação da equação de p ·. cnvol ve un1camentc v3lores de fJ • 
armazcn3do~ no centro do volume c seus vit~nhos. o que d1ferc 
da formulação sugcnd3 por Bahga c PJtankar ( 1988}. onde são 
envolv1do~ o~ pontos de pressão Vlllllhos dos v11inhos. 
dificultando a implementação computacional para os pontos de 
fronteira e também VIZinho~ deste~. 

Comhcõe~ de Contorno. Para completar a modelagem é 
necessária a especificação da~ cond1ções de contorno e a 
Implementação da~ mesma\ de forma thscrcuzada. ~cndo esta 
uma da~ tarefas ma1s 1mponantes a <;e r rcal11ada 

Para 9 presento a equação do volume de fronteira p~sa 
asSUITUr a forma 

1/1 = 1/1 Pr t'Smlll 
(42) 

Note que assumindo a equação antenor. não se está 
garantindo o balanço de conservação de 9. po1s para ;1s frnções de 

volume da fronteira nno há um balanço do~ nux.os de 1/> c sim a 
imposição de um valor prc~crito. o que se tradu7 cm um ponto 
falho desta metodologia, se for dc'CJOdo a reah1açüo de balanços 
para todos os volumes. Já para o c:sso da con!.crvação da massa 
isso não ocorre. po1s o fluxo de massa na fronteira pode ser 
obtido de alguma forma, SCJU d1rctamentc pela condição de 
contorno ou então pela estim3tiva inicial. pcrmiundo que o 
volume de fronteira f3ça pane do \IStcm3 de equações e 3 pressão 
~eJa determinada, permnindo a conservação da massa de forma 
mats efic1ente. 

Em caso de fluxo prc\cnto, 3 equação do volume de 
fronteira é normalmente calcul:~da c o flu'o conhcc1do acresc1do 
ao termo fonte. As condu;õcs de contorno para 3.\ componentes 
canes1anas da vetoc1dadc ~egucm. cm pnncíp10. a 3phcação das 
cond1ções de contorno par:~ O. 

RESULTADOS 

Malhas utilizadas. As malha\ adot3das para a soluçilo do:. 
problemas citados anteriormente podem ser vbuah13das na figura 
4. Deve-se lembrar que cst<l ~ uma das mumeras opções de 
triangulação possível para se di\Crctitnr o domfnio, pois a 
metodologia CVFEM aplica-~c multo bem para malhas não
estruturadas. Vale lcmbr:sr que u ligurn 4 têm caráter apenas 
ilustrnuvo e não representa o número cxmo de volume~ utilizado. 

Fi!ura 4- Doscrrlllll\3<> dn dmnlnio uroanguta,-ao para n mttodo cUs rt~Noonas) 

Convcccão forcada cm ca' tdndc quadrada O problema de 
convecção forçada de um flusdo mcomprcs~ivcl em uma cav1dade 
quadrada é rcsolv1úo para um escoamento h1dimenMonal tanunar 
e em reg1me permanente. A cav1dade tem d1mensõcs unitánas c 
possui a tampa ~upcrior móvel com veloc1dade honzontal 
também umtária, todas as dema1s velocidades são nulas nas faces. 

As equações govcrnnntcl> para C\te problema si.lo as Eq. (I), 
(2) e t3). cxtrafdos os termos temporaiS. Este problema f01 
resolvido para dois valores do mlmcro úc Reynold~. Re = 100 e 
Re = /000. com uma malha 29 ( 29 volumes. As figuras 5 à 8 
apresentam os rcwltados obudo\. 
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Pela> figura~ 5 c 6 podemos verificar que o modelo baseado 
na me10dolog1a CVFEM aprc!>cntou um desempenho satisfatório 
para este caso cm pan1cular. uma veL que a solução numérica 
aproxima-se da soluçllo de rcfcrcnc1a 

Para Reynolds 1000 Já 'c ob\crva que :1 solução obtida pela 
metodolog.a CSiruturada afasta-~e ma1s da solução de referência 
que as outras soluções. Uma das causas deste resultado se deve a 
dtfusão nurnénc:1 mtrodu11da através das funções de mterpolação 
utilizadas nesta metodologia. que, para a malha empregada. são 
mais pobres do que aquelas ullhladas no CVFEM eVoronoi. 

Os resultados de Guw et al ( 1976), são consideravelmemte 
d1ferentes dos demais resultados pelo fato de utilizar uma malha 
mais refinada ( 129 .\ 129 volumes). 
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Transpone, com convecção dominante, de um salto na 
variável escalar d1 • Para avaliar o desempenho da formulação 
proposta na solução de problemas com convecção dominante foi 
e~colhido o caso do transporte, com velocidade uniforme, de um 
salto na variável e~calar 9 . A equaçllo governante para este 
problema é a equação (4). exclufdo o termo temporal e o termo 
fonte. A figura 9 1luMra o problema. 

Figuro 9 TrnMpmce da vori~\oetl). com velocrdade uniforme 

Este problema foi resolvido para o número de Reynolds 
igual a 250. Para comparação dos resultados obtidos nas três 
metodologias, CVFEM. Voronm e estruturada . é adotada a 
solução analí11ca aproximada, apresentada por Ra1thby (1976). 

As condições de contorno são t> =I. ac1ma da linha paralela 
ao escoamento c que passa através do centro do domínio c ~ = O, 
abaixo dessa hnha. A solução obtida é plotada ao longo da seção 
AA '.onde x = 0.25 A soluçllo deste problema foi obtida para 8 = 
0°, 8 = 26,57°e 8 = 45° c malha 31 ·' 31. As figuras 10 à 12 
apresentam os resultados obtidos. 
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Parn o modelo numérico aqui desenvolvtdo, como visto, a 
função de interpolação é aplacada na direção do escoamento, já 
para a metodologia Voronoa e estruturada a função de 
interpolação é aplicada sempre normal as faces do volume de 
conLrole, que nem sempre e~tão alinhadas com o escoamento 
E~ta 6 a provável razão pela qual bons resultados foram obudos 
com a metodologia CVFEM. 

CONCLUSÕES 

O objctivo deste trabalho foi a tmplcmcntaçào de uma 
metodologia stnular a proposta por Ballga c Patankar (1988). c a 
comparação desta com a metodologia dos Diagramas de Vorono1 
(Maliska e Vasconcellos, 1998), que também utiliza malhas não
estruturadas. c a metodologia tradictonal de volumes finitos para 
malhas e~truturadas (Maliska, 1995). O alvo desta comparnção 
foi o componamento do algontmo proposto neste trabalho em 
relação aos outros dois. Em todas as formulações uulizou-se as 
funções de interpolação bás1cns de cada método. 

A formulação proposta aqui dtferenc1ou-se da formulação 
proposta por Bahga e Patankar ( 1988) em alguns aspectos. Uma 
contribuição deste trabalho estó na formulação do acoplamento 
pressão/velocidade, que fo1 Implementado através de uma 
equação de corrcção de velocidades que envolve um número 
mínimo de pontos de pressão, facilitando a implementação 
computaciOnal. Outra contribuição está no cálculo do gradtente 
de pressão. que foi realizado segundo os desenvolvimentos 
presentes nas metodolog1as que utihzam malhas não-estruturadas, 
como por exemplo, Mahska (1995) e Cardoso ( 1997). 

Os resultados obtidos neste trabalho mostraram que o 
modelo numénco proposto é mais compacto do que outros 
métodos que utilizam malhas não-estruturadas, como o método 
dos elementos finitos, sem perder a generalidade que estes 
métodos oferecem 
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ABSTRACT 

Thts paper presents a numencal method for the soluuon of 
2d mcomprcssible fluid Oow problems usang unstrucrurcd grids. 
The method uses Lhe control volume approach and thc intcgration 
volumes are obtained by lhe method of the medians. The method 
diffcrs from the usual CVFEM an thc construction of the 
correcuon cquauons 111 the pressure-couphng procedure usmg thc 
SIMPLEC mcthod. The solutions of classic<~l tcst problcm!l are 
obtaancd for evaluation of lhe methodology in comparison with 
si nu lar methodology developcd for unstructurcd grids of Voronot 
type. 
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SUMMARY 

A procedure lhat allow!. lhe fonnation of teniary cclls as low as the thcorelical crilical Rayleigh number, Rat, 
using ccntrnl diO'erencing scheme (CDS) withoul a use of a highcr scheme was devised. The numericaJ resuliS are 
comparcd wtlh expcnmcnlal resuiiS and with Lhe only numerical soluuon reponcd in Lhe literolllre. lt is well known 
that M:Cond and li~t ordcr sche~ preclude lhe generation of secondary cclls at lhe Rar. Knowing thattwo or more 
solutions exist al lower Ra, 11 w~ thoughtlhat lhe simulalion might sclcct a soluuon with secondary and tertiary cells if 
11 were gl\cn a .. pu~h''. i.e .. ovemdmg Lhe delay effect introduccd by the discretizatton schemc. by pcltUrbing thc flow 
by summ10g the eXJsung flow lield with a "perturbalion" velocny field whtch rescmblcs ~ndary cells and 1eruary 
cells. Thc flow is modclcd for a range of Prandtl number. Pr, of 50 to I 000, lo compare wtth lhe resuliS reponed in lhe 
htermure. Also, to JUSUfy lhe discrepancies between lhe nurnerically simulated and measured Nussclt Numbers. Nu. 
for R a > 1.4 x I O" 10 rur a 1ry was done for Pr as low as O. 7 I. Allhough lhe procedure has becn shown 10 be able lo 
modellertiary cells for Pr ~ 50 ncar lhe criticai Rayleigh number for 1eruary cclls. Ra,. t1 IS not oble to do lhe sarne for 
Pr = 0.71 (rur). Therefore. 11 can be concluded lha! tertiary flows do not exist for rur Prandtl number (Pr = O. 71 ), or 
that any lertiary flow m thc cavtty ISso weak thal this proccdure IS not able to rcproduce n h IS more likely Lhe flow IS 

gomg to tranS111on to turbulence. 

• PUC 
lU O 

INTRODUCfiON work ot de Vahl Dav1s and Malhnson (1975) was far from Lhe 
expenmental criucal Rayle1gh number, Ra,. 

The mohvation of this work, the determmation of 
teniary cell:. 1n a \CI1ical slot, arosc whcn a literature survey in 
tall cavuies was done by de Abreu ( 1996) to employ lhe statc 
ofthc art in modeling complex fenestration systems (wmdows). 
h was found, see Figure I , that for ui r, Pr=0.71, cavily aspect 
ratio, A=40. Raylcigh number, Ra>1.4x10.1• the numencally 
calculated values of Nusscll Numbers, Nu, with secondary flow 
being modcled by Rauhby and Wong ( 198 I ), Lee and Korpela 
(1983). Wright (1990), werc lower lhan those measured by 
EISherb111y et ai. ( 1982) and Shewen( 1986). ConJ.equently, the 
simulauon was not fully modeling ali of the physical 
mechamsms of hcat transfcr Thi\ d1~crepancy could be due to, 
among severa! factors, the pre~ence of 1ertiary cells, lhe 
appearance of unstcady cat' s eyes and three dimensional effccts 
wh1ch would mcrease the heat transfer. Al though tertiary flows 
h ave only been VlsuahLed in 011 by Elder ( 1965), Scki et ai. 
(1978a and 1978b). Chen and Thangam (1985) and Wakitanl 
(199~) and numerically determmed for Pr >50 by de Vahl 
Dav1s and Mallinson ( 1975), they were modelcd for rur in lhis 
work 10 venfy whcthcr they are pre~ent 10 lhe flow in range of 
thc cntical Rayle1gh number. 

The rcason for pcnurb10g thc tcrllary cells is because in 
that range ncnher thc expenments of EIShcrbiny et al. ( 1982) 
nor Shewcn ( 1986) have shown unsteady disturbance, and no 
work ha~ becn done to determine lcniary cells for Pr as low as 
for air. Also. the lirst appearonce of the tertiary now m the 
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Figure I: Componson of Avallable Simulation and Measured 
Nu vs. Rn Resulls for thc Vertscal Cavily, A=40. 



At h1gh Rayleigh numbers. Ra > Ra,, transverse 
stationary cells may be expectcd. For A = 40, Wnght ( 1990) 
and de Abreu ( 1996) h ave shown that 1f secondary cells are not 
modeled in thc llow. thc hcat tmnsfcr across thc cavity, forRa 
> Ra, , is lowcr than the mcasured values of EISherbiny et ai. 
( 1982) and Shcwen ( 1986). Whcn thc secondary cells are 
gcnerated the valucs for the hcat transfcr across thc cavity agree 
wnh those measurcd wiLhm I% to 5~. 

Severa! models have been able to resolve secondary 
cells m the vertical cavnies (Roux et ai. 1979: Korpela er ai. 
1982. Lee and Korpela, 1983: de Vahl Dav•~ and Joncs. 1984; 
Chait and Korpela, 1989. Ramanan and Korpela. 1989: Le 
Queré. 1990). lt I S well known (Patankar, 1980) that full y 
upwind d1ffcrencing schemcs (UDS) or hybnd ~chemes, as 
cxponcnual differencmg schemes, EDS. produce falsc d1ffusJOn 
in rccirculating nows which may overwhelm the phys1cal 
diffus•on when convection effects are dommant. This effect 
can delay lhe onsct of the mstablliues. 11m m•ght be lrue 
whcn lertiary cells appear. 

Most modcls capable of gcneraung sccondary cells, near 
the cmical Rayleigh number, are based on high ordcr 
discrelization schemes (Roux et ai., 1979; Korpcla 1!1 ai .. 1982; 
Ramanan and Korpela, 1989: Chail and Korpela. 1989; Le 
Queré, 1990). Duc to lhe difficulty of applying the melhod, 
boundary condiuons and solving lhe conjugale problem they 
are not suitablc to solve thc wmdow problcm. Others claim lo 
have avoided false diffus10n by using a central diffcreneing 
scheme (CDS) and uniform grid~ (Launat ond Desrayaud, 
1985: de Vahl Davis and Jones. 198-+. Wnghl. 1990). bul only 
Wright ( 1990) eould obtain secondary cclls near the criticai 
Rayleigh number. Ahhough from the results of the stahihty 
analysis of Bergholz ( 1978), the secondary cells m1gh1 be 
e~pected forRa as low as 7,150 for A= 20, de Vahl Dav1s and 
Jones ( 1984) and Launat and Desrayrnud ( 1985) have rcponed 
sccondary cells for Ra a~ low as 2 x 1 0~ and 2.2 \ 1<t. 
respeclively Howe"er, Wright ( 1990) . penurbmg the llow. 
has modelcd secondary cclls wuh Ra as low ~ lhe theorcucal 
cnucal value. Thc numencal model employed hcrc uses lhe 
sarne approach used by Wnght ( 1990). CDS when secondary 
or tertiary cclls are expected and EDS v.hcn they are not 
expecled. 

NUMERICAL MODEL 

Obtaining solutions 10 the nonhnear Nav1er-Stokes 
cquations has always becn a challcngc to llu1d mcchamc1ans 
and mathematicians alike. Evcn though cxact solutions do 
exist (Schlichting, 1979), lhcy are rcstrictcd to very ~peciali z.cd 

cases. Much of the cffort has thereforc bcen devotcd to 
devcloping approximate solution techniques which can he 
applied to a much larger vanely of problems. 

For lhe natural-convecuon phcnomena in cavities. as 
described by Equations (I). (2). (3). and (4). the momenlum 
and energy equations are couplcd lhrough the body force term 
which depends on thc temperature ficld As a re~ult. ali lhe 
aforemenLJoned cquauons must bc !>Ohcd simultancou~ly and 
hence represem an addn•onallevel of complexuy to obtammg a 
solulion. 

• continuily. 

ou+ av =0 
ax oy (I) 
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• momentum: 
in x: 

p Du = _ a Pk + J1[ 02
u + 0l u) 

DI ax ax2 a,Z 
(2) 

in y: 

p-=--+JJ - +- +pg/Jv. -T Dv a P~c [ a2 
v a2

" ) f~ -) 
DI i)y àx2 a/ 

(3) 

• energy: 

Pc -=k --+- +S DT [i)2T a2T) 
P DI ax1 a/ 

(4) 

where, p, p, {J, g. c,. and k are thc dcn\lly. visco!>lly. <.:oeffic•ent 
of thermal expansion. grav11y. con~tanl-pre~~ure !>pcc•fic heat 
and conductivity. respecuvely: 1 1s the time, \, y are the 
Cartesian coordinates: 11, I' are the vcloCJty componcnls; T 1s 
the temperature; PrfJ(r- f) · ~ thc buoyancy forcclumt volume 
in lhe y direction where f .. (T• +r, J/2, Th ond T, are the 

temperatures at the hot wall and cold wall, rcspcctively: S is 
the source term, and the origin of the coon.hnatcs (l, y) is 
placed at the most lower left comer of lhe cavity with gravuy in 
Lhe -y dircction. p4, the kinemm•c pressurc. dnves the Oow. h 
is obtained from the following expre!>\ion 

p(y)= Po-J: p(y')gdy+ Pt 

A Finlle Volume Mcthod (FVM) (Patan~ar. 1980) u~mg 
a collocated prcssurc arrangemcnt on a non-onhogonal grid 
(Rhie. 1981) was used 10 th1s work ln th1s formulallon lhe 
approximate equauons are ohwincd through conservauon 
balances of thc conserved propcny <mas!>, momcntum, 
enthalpy. etc.) in the elemental control volume. 

Equation Discretl7allons. Heat tran\fer and llUJd now 
problems requirc the soluuon ol general con~ervauon cquauons 
(Palankar. 1980) of the form 

~(Pfl)+.!_(~)+~(~i"·d (r4~} d (r4~Ls4> (5) 
a ar ~ a.. a.. ~ ~r 

over l>Ome specilied prohlcm domain and w1th the appropriate 
boundary condition~ for the solution vanablc wh1ch may 
represem any conscrved quantity. 

Thc collocated grid formulo1ion thal was implemented 
(Rhie. 1981) is applicd ovcr cach control volume. as depicted 
in Figure 2. Each rcctangul:lr control volume whosc node i:. 
dcsignated as P, has four ncighboring nodc' dcsignated by their 
comp~s bearing from P, i.e .. S. N. W and E; !>imilarly, J, n, 11· 

and e refer 10 lhe locution of the faces of the control volume of 
mtcrcst. LU-,. and Lh, are the c.hstances 111 thc \ direction from 
the node lo lhe wcst and cast face:. of the contrai volume 
considcred. respccuvely, whllc il\ , and il\', are the di:.tance~ to 
the south and nonh face~. re:.pcctJvel) . The vanablc~ p, 11, 1· 

and Tare locatcd and calculatcd a1 the ccnter of thc P control 
volumes. 

The transport equauon~ are •ntegr,ucd OYer a fimte 
number of control volumes (CVs). leadmg 10 balance equations 

of fluxes J through the CV face\, and \Oiumctnc SOUrces S~ . 
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F1gure 2: Computallonal Gnd and Labclmg Scheme. 

Thus 

1,- 1 .. + '·- J, = o 

J. I 
E 

(6) 

Evaluation of the t·onvecllon and tltffu,i on contribullon to the 
tlux J Wlll be de~cnbcd for thc CV face "e". Analogous 
cxpress10ns lollow for thc orhcrs faces. 

First thc ccll fncc mnss flux is cvaluated as 

m~ =pilA, (7) 

wherc u 1S the convccllng vclocity 1n the x d1rection. 
The ma~s fluxe~ are assumcd to bc known when solving the 
momentum nnd heat tran,pon cqunuons. 

The convectlve flux of a vanable 4> 1s evaluated as 

(8) 

"here 4>, stands for thc mcan value of the transponed variable 
(11, ,, or 7) at CV face .. ~.. Thc cstlmate for tlus vaJue is 
cxpressed m tcrms of thc nodal values by employmg the 
upwmd we1ghted schemc of Rauhby and Torrance ( 1974). 
from now on called EDS <E,poncnllnl D1fferencing Scheme). 

The diffus10n flux mvolve\ an csllmate of the mean 
gradient of 4> at the CY face. Hcre agam EDS is employed, 
leading to 

1,
0 =-r~-j, A, (9) 

To pcrform the lntegra11on. vuluel. of variablcs at the 
faces or the control volumes wcrc reloted to lhe nodal values 
using EDS. llcncc. to relate 4>, to 4>~o. .111d (/),, the following 
approximation I S mude. 

<l> e = (0.5 +a, )I> p + (0.5 - a, )I> E (10) 

Funhennore. thc d1ffus1on ut lhe ea~t face 11> approximated by: 

r.~ =fJ.~(<l> e- <l>p } a;], tJ.x 
(11) 

The convcctlve and d1ffus1vc \\Cights. a, and /3,. are functions 
ofthe Peclct numhcr. Pr. 1 c .. 

a, = O.s(~l~n,l 
S+Ptz m, 

( 12) 

{3 _ 1 + O.OOSPe 2 

' 1+ 0.05Pt 2 
( 13) 

905 

,;,, r.A. . 
whcre Pe =-. D - -· - · m. IS the mass nux through D, e - tJ.x • • 

the cast face. A. b the 'urface arca of lhe east face, and Âf is 
1he distance in thc .\ d1recrion bctwccn nodes P aod E. 

After lntegration ts pcrformcd us1ng lhe EDS scheme, 
1he resuhing equatlon ~~ an algebra1c express1on of the form: 

~ ~ ~ ~ ~~ ~ 
A,~, =A,,.~, +As~s +At:~~> +A\v~w + IS · (14) 

Equauon. ( 14) can be cnst 1n a shon form: 

A:<l>P = L,A!<l>~~~> + 8~ (15) 

whcrc lhe subscn pt nb refe~ to thc nodes ne1ghbonng node P. 
1.e .. W. E. S and N. ln Equnuon. ( 14), the A's are Lhe 
coeflic1ents nnd 8 41 ll> thc source term: 

4> R ,;,n · 
AN = fln Dn --2- +anm, 

4> R 111 s · 
As = flsDs +-+as"'s 

2 
4> R ~t . 

A6 = fl eD, --+a,m, 
2 

c1> a ,;, w· • 
A w = 1-',..D,.. +--+awm .. , 

2 
M 

A <I> = Aez> + ACI> + ACI> + Aez> - R ez>Y-+-P-
P N S E 11' tJJ 

o o 
B~ =Q~Y-+ M p<l> P 

tJJ 
M p=pY-

( 16) 

For a valuc of gnd Pcclet number greatcr than ten. I Pe I 
~ 10. thc exponenual schcme (EDS) approachcs the fully 
upwtnd d1ffercnc1ng schcme (UDS). lf thc gnd Peclet number 
is smaller than t wo, I Pc I S 2. 11 approache~ the central 
d1ffcrencc scheme (CDS) So 10 use UDS, the valut!l> of the 
convective and dllfusl\e we1ghts should be ser constant. say, 
a=0.5 und fJ=O.I. and to apply CDS . lhe valuc~ of the 
convccuve and dlffu~ive we1ghts should be fixcd to, a=O aod 
/3=1. 

Gnd Dcscrimion. The aim of thc limtc volume me1hod 
1s to replacc Equation (5) w11h a ser of algebrmc equations 
involving thc values of <I> m o lin11c numbcr of discrete control 
volumes nnd to preserve conscrvat1on throughout. Uniform 
grid ~pacings in both the t and ,. direc11ons are used in the 
cavlty because sccondary cells can be prcscnt m lhe now and 
can be presem cverywhere. This precludes the use of a non
uniform grid. 

Smcc falsc di ffus1on depends on the control volume 
s1ze, 11 1s expected that d1ffercn1 lahe diiTus1on leveis would 
lead 10 d1ffcren1 \OiutiOnl. <Markato~ and Pericleous, 1984). To 
obram high rcsolution 1n the computed resuhs and ensurc good 
accuracy w11hout the contammauon of false d1ffusion. the 
contra i \:olume M/C~ should bc as \mail as possible, though nol 
l.O small a~ to O\enax lhe ava1lablc compuung fac1ht1es. As 
pomtcd out by Wnght ( 1990) thc gnd aspcct ratios (l.e .. A1nd= 

Ll_1iLh) used 10 the "ud1es found 10 the hterature (R31thby and 
Wong. 1981: Korpela t't ai. 1982. Lee and Korpela. 1983. 
Rnmanan and Korpela. 1989) rangcd from 2.5 to I O. 
Throughout the current 'tudy the gnd nspect ratio will be 5. 

Pcnurba11oo To rnodel secondnry cclls. the sarne four 
step procedure uscd by Wnght C 1990) w11l be utihzed. as 
follow: 



I) establish the solution for a uniccllulnr base llow using 
EDS, allowing largc time step: 

2) swilch 10 CDS, reducing the time stcp to the maximum 
cxplicit time step; 

3) pcrturb the llow by summing the exisling llow ficld w1th a 
"pcrturbalion" veloc1ty field which resembles secondary 
cells alone and; 

4) allow the tterauon process to continue 10 convergence. 
The perturbation field is generated following lhe sleps below 
given by Wnght (1990). 

The height of a s1ngle secondary cell, /" cxpressed in 
terms of a wave-number, a'" and w1dlh of the cavity, /, is 

/c={:: ) 
( 17) 

where a,. is the interpolated value between lhe wave-numbers 
given in Lee and Korpela ( 1983). These are: 

a,.=2.82 Gr=l.lxl03 

a.-=2.50 Gr=l.5x l01 

a,.=2.41 Gr=2.0xl01 

a ..=2.33 Gr=2.SxJ03 

and Ra = p,..Gr. lf G r< l. lx 103
• a,. is set 10 2.82. 

The number of cells, n,. is 

nc = INT[(A • 10) ;; ] + 2 ( 18) 

and the penurbalion \'clocny componen1s at thc P pomt of thc 
any control volume, u, and v,, are 

llc = Umu ( 'I' S - 'I' N) • (je . jb + 1) 
a, A 

V c= Umax ( 'I' E- 'l'w) • (i e • ib + 1) 
a , 

(19) 

(20) 

where the perturbation stream funcuon, 'Pc. is applied over Lhe 
solution grid and scaled such thal Lhe rnru<tmum value of u, 
would be half of the mnxtmum value of u known in the 
unicellular base flow, u,.,"". Titis scaling differ~ slightly from 
1ha1 presented by Wright ( 1990), where he used u, ~ u,.11, .. The 
reason for Lhis difference is that the secondary llow is weakcr 
than lhe unicellular base tlow, so the velocit1es must be lower 
in the secondary llow 1han in the umcellular base llow which 
Jcads to a fasLer convergencc. 

The perturbalion slream function (Wright, 1990) IS 

given by 

~c:-f•( I+ co{ 2K( T · f) )} (I· co{ a, A( f,- f )+ n.leK )) (21) 

where n,..-,=1 if n, IS odd, n,11,=0 if n, IS e\'en 
Equauon (21) apphes ove r thc range 

(11- n, IJ (h+ l cllc) 
<y< 

2 2 

Otherwise. near thc ends of thc cavny. '1'.: =O. 

(22) 
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The procedure to gcncrate the perturbation tield for lhe 
Lertiary flow wi ll be similar 10 Lhnt producing lhe perturbation 
field for the secondary now: 
I) calculate I, and n, for the secondary flow; 
2) find Lhe number of tcrttary cells • n,=n,-1 Herc, the 

assumpuon is made that betwecn two secondary cclls 
there is one tertiary cell: 

3) determine the new hc1ght of a smgle secondary cell. 1.,., and 
the hetght of Lhe tert1ary ccll. 1, .. The la, was thought to be 
2.5 times 1, because this was the scahng found by both 
Elder (196S) and Sck1 tt ai. (1978a and 1978b) tn the1r 
visualizauon expenments, 

4) estirnate the perturbatton strcam functton. 

where. 

1, ,. = 2.5/1 and 
I, 

I,= (3.5 + .!._) 
llc 

(23) 

'f,= + +cos( z~( f·f ))}(I +c, 2~( f·f ))}(- l'f (24) 

and 

Y • = Y • ( f (11 • 11 r I c)+ lltsl cn + llttlt } (2S) 

11,~" n, are lhe number of limes the ~econdnry cells and 1ert1ary 
cells were generated, n=n,+n, and /., IS equal lo 1,~ or I, 
depends on the cell that are bcmg produced. The gcneration of 
Lhe stream function for thc secondary and tertiary cells 
altemates betwecn Lhe two. F1rst n secondary. and thcn a 
tertiary cell1s generatcd. then a sccondary cell. and so on, until 
the last secondary ccll is made, 
S) evaluate the penurbauon veloclty components of the tert1ary 

cells. The maximum velocllles for the perturbauon tield of 
the tertiary flow were supposcd to bc S umcs less lhan lhat 
ofthe secondary Oow. bccau~c the tert1ary tlow is weaker. 

- Umn ( w ) (j 'b J Ut - -- T S • 'f' N • e • } + ) 
Sa,A 

(26) 

- lima• ( w ) (' 'b I v,--
5

- TE·'I'w • 1e- 1 + ) 
a, 

(27) 

RESULTS 

To examine lhe reliability of the code to gcnerate 
tert1ary cells ncar the cntical Rayleigh number companson wilh 
experiments and numcncal rcsult~ are prcsented 

A grid size study was conductcd on compulattonal 
meshes rangmg from lO to 40 comrol volumes m thc horiwntaJ 
direction. wuh gnd (cell) aspect ratto S. cavity aspect ratio 10, 
IS and 20. Pr = 0.71 for Ra= l O~ and. Pr = 100 forRa= 10~. 
For thcse d1fferent grids thc d1 ffercncc m total hcal transfer to 
lhe warm wall and the ma.x1mum vcloci!Jes and temperature 1s 
less than I% for ali ca~es for a gnd con~1stmg of 30 and 40 
control volumes. Thcrcfore. thc gnd wlth 30 control volumes 
in lhe honzontal d1rccuon for any aspect ra110 cavity was 
selected for the calculauon\ unless Olhcrw1se noted The nodes 
are regularly spaccd m order to a\stst captunng lhe sccondary 
cells when prcsent. lt IS nouccd that thc gnd 1s fine enough to 



resolve the thennal and 'elocuy boundary layers near the wall 
when they are prcscnt. 

lt was scen in the introduction that forRa> I 4 x to• 
the calculated values of Nusseh Numbers, Nu. are lowcr than 
those mcasurcd by EISherbmy et ai. ( 1982) and Shewen ( 1986) 
{scc Figure 1). Consequemly, the simulation is not fully 
rnodehng ali of the physical mechamsms of heat transfer. 
Among several factors that could increasc the hcat transfer are 
lhe presence of tert1ary cells, Lhe appcarance of unsteady cat's 
eyes and three dimensional cffects. Although tertiary Oows 
have only been visualized m oil by Elder ( 1965). Sek1 e1 a/. 
( 1978a and 1978b). Chen and Thangam ( 1985) and Wakitani 
(1994) and numerically detcnnined for Pr = 1000 by de Vahl 
Da..-is and Malhnson ( 1975). they are modeled 1n th1s work to 
verify whether they are pre~cnt in the Ray1eigh numbcr now of 
windows and for nir. The rcason tertiary cclls are suspected is 
because 1n this range neuhcr the cxpenments of EISherbiny e/ 

ai. ( 1982) nor Shewcn ( 1986) have shown unstcady 
disturbances, and no work has been done to dctenninc the 
reg~me for tertJary cells for Pr numbcr as low as that for rur. 
Also. the first appearance of temary now 1n the work of de 
Vahl Davis and Malhnson ( 1975) was far from Lhe 
experimental criticai Ra, (thcy d1d not use any prov1s1on to 
perturb the now). Table I summan1.es thc aforemenuoned 
resuhs and the rcsults of th1s work. For Pr = 900 lhe R a, found 
using the simplc model prcsented here was 8.9 x 10~ which is 
near of expected value R a,. within experimental crror presented 
by Wakllllnl (1994}, 8.5 X 10\ ± 10~. 

Works Pr A R a. 
Elder (1965) 1000 10-20 3.0 Ra., 
Seki et ai. (1978b) 480 15 3.0 X J O~ 
Chen and Thangam 160 15 2.5 Ra,; 
(1985) 
Wakitani (1994) 50 15 1.7 X 101> 

125 lO 1.0 X I 0~ 
125 15 1.8 X 1011 

900 10 8.5 X 1 0~ 
de Vahl Davis and 1000 lO 9.4 X 10~ 

Mallinson ( 1975) 
Prescnt work 55 15 1.8 X 10~ 

125 15 1.9 X 10~> 
793 lO 8.9 X 10\ 
900 lO 8.9 X lOS 

Table I: Summary of V alues for Criticai Raylcigh Number for 
Onset of Tertiary Flow. 

To verify thc ex1stencc of tcrtwry now in a cavity filled 
with air, the tlow was perturbed by superimposmg a tcrtiary 
Oow, 1n the range of Rayle1gh numbcrs, 1.5 x I O~ < R a < 2.0 x 
104

• For this range of Ra the cells pcrturbed dic out m the 
course of converging to a solution. 

CONCLUSIONS 

Although the modcl presented here has been ~h0\\.'0 to 
be able to model tcrtiary cclls for Pr <!: 50 near the criticai 
Rayleigh number for tert1nry cells, Ra,. 1t is not ablc to do the 
sarne for Pr = 0.71 (air). Therefore. 11 can be concluded that 
tertiary nows does not exbt for ai r Prondtl numbcr (Pr =O. 71 ). 
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or that any tertiary Oow 10 the cavity ISso weak that this model 
is not able to reproduce 11. lt is more likely the now is golng to 
transition to turbulence. Seki el ai. ( 1978b} tn thc1r 
v1sualízauon expenments po10ted out that when tcrt1ary cells 
appcar, wh1ch is created by shear stress between two secondary 
cells, does not incrcase substantially thc heat flow berween the 
two vert1caJ walls in commt to when the flow changes to 
transuion typc now. Consequently, funher work has lO be 
donc to determine thc reasons for the existing discrepancies 
between numerical and cxpenmemal results for h1gh Ra m rur 
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SUMMARY 
Soph1s1tcated exponential-type scbemes such as LOADS, Flux-Spline and UNIF AES, presented exeellent 
aecuracy and great stabihty. The computing time for the calculation of exponentials can be minimised with 
approximation procedures such as Patankar's Power-Law. The present work evaluates the impact of the Power
Law procedure upon lhe accuracy of Lhe simple exponentiaJ, LOADS and UNIF AES, employing the linear test 
case representing the two-dimensional transpor! of a scalar upon a uniform Oow. 

!NffiODUCIIO:t-1 

The exponential discretization schemes for convective
diffusive equations have lhe strong conceptual appeal of being 
based on ordinary equations lhat approximate the very equation 
under study, and also the practical appeal of possessing great 
stability However, the simple exponential scheme (SpaJding. 
1972; Raíthby and Torrance, 1974; Patankar, 1980) has shown 
poor accuracy as the global Peclet number increases, being 
oftcn compared with the first order upwind scbeme for its 
numericaJiy diffustve behavtour. 

Also, the conceptual appeal of lhe exponential scheme's 
mterpolation rule is weakcned due to the use of an unrealistic 
homogeneous generating equation. This pereeptton gave rise to 
a family of schemes based on an non-homogeneous equation. 
including a source term that further approaches lhe physics of 
the problem. This farni ly includes the Locally AnaJytic 
Differencing Scheme, LOADS (Wong and Railhby, 1979), lhe 
Flux-Spline scheme (Varejão, 1979: Karki ct ai, 1989) and, 
more recently, lhe Unified Finitc Approach Exponential-type 
Scheme, UNIF AES (Figueiredo, 1997). This class of schemes 
demonstrated excellent accuracy at ali Péclet numbers, with 
great stability. 

A remaining criticism to such sophisticated exponential
type schemes concems the computing time due to lhe 
calculation of exponentials. This limítation can be avoided by 
means of approximation procedures, being PatanJcar's power
law lhe best known of lhem 

This paper evaluates lhe effect of lhe Power-Law 
approximation rule upon the accuracy of LOADS and 
UNIFAES. The simple exponential scheme, its Power-Law 
analogue and lhe central differencing are also included, but the 
Flux-Spline scheme is omined dueto its complexity. 

A senes of test cases referring to the linear constant 
coefficient two dimensional transport equation is employed. 
The rcsults indicate the excellent approximation of lhe Power
Law to the exact exponential functions in ali exponentiaJ based 
schemes . 
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DJSC&ETIZATION SCHEME 

A brief presentation of three cxponcntial type schemes. 
simple exponential, LOADS and UNIFAES, is given here, 
further details are found in lhe referenees cited above. 

Let us consider the conservative-form LTansport equation 
with constant thermophysicaJ propcnies in the non
dimcnsional form: 

( I ) 

where 1 is the non-dimcns10nal time, u and v are the 
velocity components at lhe x and y directions respectively, 
~ is thc relevant intensive property, S stands for a source term 
and P is thc global Péclct number. For non
dimensionalization dctails, see Figueiredo ( 1997). 

Integrating equation ( I) on lhe cell arca (Fig. I) and 
employing the divcrgence lheorem, according to the control 
volume methodology, one obtains: 

where Je is the combined convective and diffusive flux at cell 
boundary e · 

J =Pu+ - ôtl • • m. (3) 



and so on for the othcr ccll boundaries. 
The interpolating curve is obtaincd as the exact solution of 

thc ordinary cquatlon: 

Pud+ dl' 
dx- dxl = K, (4) 

whicb approximates partia! equation (I) assuming u to 
be locally constant, as well as the source tenn K, , that 
represents ali the tenns of equation (I) not included in 
(4). The general solution to equation (4) is: 

K, + = C1 + Pux+ C3 exp(Pux) (S) 

E 

Figure I - Skctch of clementary control volume. 

Assuming that K. can be found somehow, the parametcrs 
c, and c) can be detennined by adjusting lhe intcrpolating 
profile (S) to tbe nodes P and E, etc., so lhat lhe tlux at each 
ceiJ t1oundary can be obtained. These fluxcs are substituted into 
cquation (2), and lhe result simplitied with lhe continuity 
cquation. The rcsulting differcnce equation is: 

ãxõy~ +(+,-+e}n(p.) Õy• +{+p-+w)n(-p,..) Sy_ + 
Ôl ÂX ÂX 

ôx ãx 
(+ P - +H }n(p~ )-. + (+ P -+ s )n(-P. )-_ = ~y-'i' 

l!.y · l!.y 

(6) 

wherc 

P. = Pu.l!.x • (7) 

p.,. = Pu,.tu· (8) 

P~ = Pv~l!.y· (9) 

p,= Pvp- (lO) 
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p 
n{p) = ex~p) - 1 

'+'= [ x.tu•x(P.)- K,.l!.x·x(p .. )].õy+ 

[ K,.l!.y·x(p,.)- K,.l!.y·x(p.)j.ãx 

I I 11(p)- I 
x(p).. ~ ) - -+r"'--+ r 

exp-1 p p 

x. x.,. y,. Y. r=-- -- -- or --l!.x' . l!.x- • l!.y· óy-

(li) 

(12) 

(13) 

( 14) 

The formulation above applies to ali exponential based 
schemes, with exception of lhe Flux-Spline for some aspects. 
The simple divergcnt fonn exponcntial assumes nu li gencrating 
equation's source terms K. so that term 'P vanishes, and the 
computation of function X is immaterial. 

ln LOADS the source term is computed as the resultant of 
tbe tenns of eq. ( I ) lhat do not rcmain in lhe schemcs' 
generating eq. (4), i.e.: 

K =s-(aP+ + Pv õ+- &+) 
• Ôl ay ayl ( IS) 

For the computation of K., for instance, LOADS would 
consider. 

õ+ 
ar 

~, + õ+l 
at 1.1 ar I•'·' 

2 

Pv ~- &+ = (1,. - 1,}+(1,.. - J.,) 
ay ayl 2 

(16) 

(17) 

(18) 

The computation of the convective and díffusive cross
fluxes in eq. (18) is done by means of lhe simple divergent
form cx.poncntial scheme, where the tenns K are neglected. 
Tenns of lc.ind P v~ , appearing in lhe computation of each 1, 
are canceled as a further approximation. A particular difficulty 
relates to tbe tra.nsient case wherc, as ean be scen from eq. ( 17), 
t.ransient terms of point (i+lJ), as well (1-lJ), (iJ+l) and (iJ-
1), appear in the equation for poinl (iJ) 

ln UNIFAES the source tenn is found by an extension of 
lhe AJicn's tinite differencing approach, that led to lhe Allen 
and Southwell's scheme (19SS). By adjusting lhe interpolating 
curve (S) to lhe nodes W , P and E one forms a thrce 

equations system that can be solved for Kx , leading to: 

ap &+ 
Pup ar- arl = K, =(+r +e)n• +(+r+w)n- (19) 



where 

n• = ±Pup[l -exp{-± PupAx- )j 

Ax'(exp{-Pup Ax-) -1]+ Ax-(exp{ P up 11x•)- 1) 

(20) 

ln lhe unifonn grid case (Ax• =Ax- = Ax) lhese 
expressions reduce to Allen and Soulhwell's scherne. 

(21) 

As exprcs.sed in lhe first equality of eq. (19), Allen's !inite 
difference analogue of lhe eonvective and diffusive terms is 
equal to lhe generating equation's source term K, at each 
node. ln UNIF AES the source term K,, for instance, is found 
by linear interpolation from the estimates of Kr on nodes (ij) 
and (i+ I j), and so on for lhe olher cell boundary source terms. 
AI cell boundaries neighbour to the domain boundaries lhe 
sourcc tcrm is linearly extrapolated from lhe internal nodes. 

cd . . K'J K'•1 1 Such proc ure guarantecs conscrvallon smce , = ,. · , 

so that J~·' = .1;1
•1 . 

Noticeably, lhe UNIF AES discretization on direction x , 
for instance, is entirely independent on direction y and on 
ti.me coordinate 1 • ln UNlF AES there is no increased 
complexity on lhe discretization of each direction as olher 
physical dimensions are added to the problem. 

POWER-LAW APPROXIMATION 

Patankar's ( 1980) powcr-law approximation to lhe function 
1l(p) is: 

n(p) =ma.{ o. ( 1-0.JI.oiY ]+ ma:c[o. - PI (22) 

For lhe simple cxponential scheme lhat approximation is 
ernployed instcad of the eq. (11). For both LOADS and 
UN1FAES olher exponential function appear in the 
oomputation oflhc function X, eq. (13), lhat is already written 
in terms of function 1t in lhe second equality shown. 
UNIF AES also employs exponential functions in eqs. (20) or 
(21 ). ln lhe second equality of (21) the function is already 
expressed in tmns of function 7t . The factorization of lhe right 
hand side of eq. (20) was first obtained by Jorge Llagostera 
(private communication). 

(23) 
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TESIING METHOOOLOGY 

The accuracy of the approximating form (22) is compared 
wilh lhat of the exact form ( 11) within lhe exponential scheme, 
LOADS and UNIFAES, by means of a sei of solutions of the 
linear constant coefficients equation, lhat represents lhe 
convective-diffusive process upon a unifonn velocLty field 
making an arbitrary angte wilh lhe X -axis. The exact solutions 
are obtained after dropping lhe transient and source terms of 
equation (I), rewriting it in terms of coordinates s and n , 

respectively parallel and normal to the flow directions, and 
employing the variables separation method (Figueiredo, 
1997). Six qualitatively distinct real solutions named A, B, C, 

O, CD and DC are found in terms of an eigenvalue À · 

+CD•exr{: s}t{Jl1- : s)exp(Ãn) 

+oc =ex~: s)co{JÀ.2 -: s)exp(Ãn} 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

The solutions types A and B exist for ali real eigenvalucs. 

The solutions types C and O are restrict to À ~ P 12, above 
this limit there are solutions of types CD and OC. At À= P 12 
the C, D and DC solutions coincide and CD vanishes. 

Employing coordinate transformation from s·n to x-y 
each exact solution is imposed as Dirichlct condition on the 
boundary nodes of lhe square domain ( - 05 ~ x ~ 05 : 
-05 ~ y ~ 0.5 ), dividcd m square cclls. 

RESULIS 

Figures (2) to (5) consider solutions types A to O, with 
tlow-to-grid angle of 22.5 degrec:s, P-100, À • lO, along 
column x=0.4 in a IOXIO grid. The exact solution is shown 
togcther wilh solutions from seven schcmes: the central 
differencing, the simple exponenlial, LOAOS and UNIF AES 
with the exact function 1t, and thc three corresponding 
schemes with lhe approximated forms of 7t . 
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Summing up rcsults for the baste schemes, in ali cases 
UNTF AES prcsents the smallcst errors, followed by LO AOS. 
The simplc exponential has its grcatcst limitation in solutions 
A and C. Central differencing has wiggly behaviour in 
ali solutions. 

The numerical solutions obtaincd with the approximated 
forms ofthe three exponcntial based schemes are visually 
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coincidem with the solutions obta.ined with the respective exact 
forrns. Such small differences between lhe exact and 
approximated form schemes can be better apprcciated 
numerically. Table I presents the root mean square of the 
internal nodes' errors against the exact solution, expressed as 
percentage or the difference between the maximum and 
minimum values of the function on thc domimon, including its 

0.5 



boundaries. Ali solutíon types are considered, using 10 X 10 
grid, À= IOand P varying from I to 10000. 

At P=JOOOO the computer exponential function does not 
operatc, being replaced by the limiting values also adopted in 
the Power-Law, so the exact and approximate forms of each of 
the three exponential based schemes coincide in absolute 
terms. 

The number of iterations required for convergence up to 

10 10 is also shown. Each iteration involves transient ADI 
s~eeps from W to E, S to N, E to W and N to S. The time 

interval between cach sweep was generally 61 I ó.x2 = I O I P, 

except for P=- 1, when ót I ó.x2 =-0.1. This procedure is 
effectively implicit for lhe live node schemes Central, 
Exponential and Powcr-Law, but for UNIF AES and LOADS 11 

is partially expliclt with respect to term 'f' 
As well known, for the smaller values of P ali the schemes 

are very close among themselves, both with respect to the 
accuracy and to the number of iterations, beginning to devi ate 
as this non-dimensional number increases. As the Ptclet 
number increases the number of iterations rcquired for 
convergence of the central differencing increases significantly, 
and this scheme did not converge for P=IOOOO. 

Table 1 - Schemes' percentage rms. erro r in I Ox I O grid for various Péclet numbers and solution types 

Solution type A 

erro r P-1 P-IO P-30 P=IOO P=IOOO P• IOOOO 
iterations 
Central 0.3 164 / 23 0.6793 / 13 1.6627/ 12 4.922/21 21.0921178 no conv. 
Exponential 0.3171/23 0.7561/13 2.5934/ 12 10.245/9 21.891/9 23.3 12 / 9 
Power-Law 0.3172 / 23 0.7640/13 2.6278/ 12 10.258/9 21.892/9 23.3 12/9 
UNIFAES 0.3043 / 23 0.4894/15 0.9883 / 18 2.405 / 19 5.482 / 30 6.091 / 32 
UNIFAES-P-L 0.3019 / 23 0.4665 / IS 0.9367 / 18 2.395 / 19 5.482 / 30 6.091 / 32 
LOADS 0.3004 / 23 0.4689 / 13 0.9818/13 2.690 / 14 6.587 / 17 7.292/18 
LOADS-P-L 0.2974 / 23 0.4438 / 13 0.9273 / 13 2.682 / 14 6.587 / 17 7.292/18 

Solution type 8 

error P-1 P-IO P=30 P=IOO P=IOOO P-10000 
iterations 
Central 0.3164 / 23 0.2864 / 12 1.0639/7 0.3224 / 13 2E-15 / 53 no conv. 
Exponential 0.3170 / 23 0.3077 / 12 0.0064 / 7 2.9 E-6 / 3 0.0 / 1 0.0 / I 
Power-Law 0.3172 / 23 0.31 19 / 12 0.016317 4.0 E-5 / 2 0.0 / I 0.0 / I 
UNIFAES 0.3043 / 23 0.2784 / 12 0.0174/9 2.2 E-6 / 5 0.0 / I 0.0 / 1 
UN[f AES-P-L 0.3019/23 0.2814 / 13 0.0318/9 4.0 E-5 / 3 0.011 0.0 / 1 
LOADS 0.3004 / 23 03212/12 0.1405 / 8 0.0185 /6 3 E-17/3 0.0 / 1 
LOADS-P-L 0.2974 / 23 0.3307/12 0.1574 / 8 0.0178 /6 S E-17 / 3 0.011 

Solution types C and CD 

erro r P• l p ... to P=30 P=IOO P= IOOO P=IOOOO 
itcrations 
Central 0.2932/22 0.2864/12 1.0825 / lO 0.9496/ 18 1.8950 / 163 no conv. 
Exponential 0.2926 / 22 0.3077/12 0.0080 / lO 1.1031 /8 2.1616 / 8 2.2631 / 8 
Power-Law 0.2925 / 22 0.3119 / 12 0.1005 / lO 1.1 082 / 8 2.1616 / 8 2.2631 / 8 

UNIFAES 0.2898 I 22 0.2784 I 12 0.041S / IS 0.1298 1 IS 0.3188 / 20 0.3425/21 
UNIFAES·P-L O 2894 I 22 0.2814 / 12 0.0459/16 0.1286 / 15 0.3188 / 20 0.3425 / 21 
LOADS 0.2910 / 22 0.3212 / 12 0.0719 / 11 0.4963 / 12 0.8750 / IS 0.9393 / 16 
LOADS-P-L 0.2908 / 22 0.3070 / 13 0.0 166 / 12 0.4946 / 12 0.8750 / JS 0.9363 / 16 

Solution types D and OC 

erro r P=l P=IO P=30 P=IOO P=IOOO P-10000 
iterations 
Central 0.3717123 0.2681 I 12 0.2155/6 0.0560 I 12 3 E-16 145 no conv. 

Exponential 0.3709 / 23 0.2762 I 12 0.017717 2.4 E-6 / 6 0.0 / 1 0.0 1 I 
Power-Law 0.3707 / 23 0.2791 I 12 0.0237/7 3.8 E-6 / 5 0.0/1 0.0 / 1 
UNIFAES 0.3724/23 0.27&7 / 13 0.0088/9 1.6 E-6 / S 0.0/ 1 0.01 I 
UNIFAES-P-L 0.3725/23 0.2823 I 13 0.0144/9 5.8 E-6/ S 0.0/ 1 0.0 / 1 
LOADS 0.3719/23 0.3086/12 0.0280/8 0.0087 /6 I E-1713 0.0/1 
LOADS-P-L 0.3720/23 0.3 189 / 12 0.0244 / 8 0.0094 / 6 8E-18 / 3 0.0/1 

913 



Coovergence wilh central differencing could be enforccd 
even at such high P by further decreasing lhe pararnet.er 

/:iii tu2 , at lhe price of lower convergente, but that would be 
outside lhe scope of lhe present work. 

At bolh very low and very high P values lhe results for lhe 
approximate and exact fonns of lhe function 1t are practically 
coincidcnt The greatest difference between lhe results obtained 
wilh tbe exact and the approximated fonns of function 1t 
appear at lhe moderate value P• 30, being below 0.1% for the 
threc exponential based schemes. The number of íterations is 
also maintained, or changed linle. 

ln ali computations so far lhe influence coefficients have 
been computed only once for this linear, constant coefficient 
equation, so lhe time spending found would not be 
representative. To estimate lhe time spending i" a practical 
computation new n:sults were obtaincd calcu)atiog lhe 
coefficicnts once per node at every iteration, employing 
function A, P-100, À. =10, wilh 40x40 grid. Table 11 presents 
lhe number of computations, lhe time spent in seconds for a 
PC-AT486 machine wilh 66MHz, and lhe time per iteration. 
Compared to central diffen:ncing, the exponcntíaJ scheme is 
secn to n:quirc 41 o/ó more time per iteration, UNI F AES uses 
118% more and LOADS demands 64% more time. When the 
Power-Law approxtmation is employed those indexes faiJ to 
12o/o, 6()01(, and 35% respecttvely. From anolher point of view, 
thc use of lhe Power-Law approximation reduces lhe time cost 
of the exponential by 20%, that of UNIF AES by 26% and lhat 
of LO AOS by 18%. 

Table li-Time spending in solution type A, P-100, Â. = 10, 
40x40GRJD 

Scheme number of time (sec) time per 
iterations iteration 

Central 88 129 1.46 
Expónential 105 2 16 2 .06 
Power-Law 106 174 1.64 
UNIFAES 91 288 3 16 
UNIFAES-P-L 91 213 2.34 
LOADS 106 253 2 .39 
LOADS-P-L 106 209 1.97 

CONCLUSION 

The Pbwer-Law approximation to the exponentíal scheme 
has beco extended to thc more sophisticated exponentiaJ 
schemes LOADS and UNIFAES. ln a series of test cases 
concemmg the linear constant coefficients two-dime.nsional 
transport equatton lhe use of the Power-Law approximation 
differed from lhe exact forms by less lhen 0 .1 o/o, while the 
number of iterations required for convergence was maintained. 
The time spending is reduced by 18% in LOAOS, 20% in the 
simple exponential and 26% in UNIF AES. 
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SUMMARY 

Mul11grid mt'thods are known to considerably reduce complllational time. This work employs the V-cycle 
mulugrid correction storage metlwd to numerically solve steady-state rwo-dmzensional incompressible 
laminar recirculating flows. Stmctured. orthogona/ and irregular meslres were employed for Jinite volume 
dtscreti::.ation. Algebratc equations were relaxed by tire TDMA algorithm. Flow paliem was qualitatively 
checked and residtu• reduction histories were presented. The advantages of using more than one grid /eve/was 
discussed upon. 

INTRODUCT!ON 

Computational fluid dynamics has been largely used to solve 
engineering problem~ involving fluid now. For solution accuracy, 
well relined meshcs are often needed which, 10 tum. tends to 
augment Lhe computallonal effon required. 

A spcctral analysis shows that such time increase 1S due to a 
weak smoothing behavior of low frequency error components 
along the iterative solution, since 11 only efficiently reduces those 
of high frequency <Brandt, 1977: StOben and Trottenberg, 1982; 
Hackbusch, 1985). 

To overcome th1s drawback, the mulugnd techoique employs 
a sequence of gnds of 1ncreas10g coarseness instead of iterating at 
a single grid levei. ln domg so, a broader wavelength spectrum 
can be covered since long wavelcngths in a fine mesh become 
smaller 10 a coarsc gnd. Therefore. rn each gnd levei visited by 
the solution process thc corre~pondrng error components are 
cfficiently reduccd accclcraung convergence. 

Motivatcd by Lhas. m thc prcsent work Lhe mulligrid method was 
applied to numcricnlly solve ste:ldy-suuc two-dimensional 
incompre.ssible lammar recirculatmg flows, in gcomctries I ater described. 
The numerical mcthod includcd linite volume formulation, SIMPIE 
ll'dhod for prcssure-vclocity coupling (Patankar nnd Spalding, 1972) 
and correcrion storage (CS) multignd implementation. F1ow pattern and 
residue history wcre presemcd. Numcricnl results corresponding to lhe 
laminar flow betwccn pamllcl plat~ were also prescnted and compared 
to lhe exisling nnnlylicnl solution. The presem contribution e.xtends 
previous work on mulugnd methods lo s1mulatJon of rccirwlating flows 
{Rabt anddeLemos. 1997. 1998). 

MA TIIEMATICAL MODEL 

As no heal transfer was cons1dered. the govcnung equations 
descnbing the lluid now are Lhe contrnully and the momentum 
equations. For a Canestan coordmate system and a steady state 
condllion. they are wnuen as 

where U and V are lhe velocily components in lhe x- and y
directions respectively. p denotes Lhe density, J1 stands for the 
viscosity and P is the static pressure. ln Lhe cases studied, p 
and J.l were considered to be constam. 

NUMER!CAL METHOD DESCRWDON 

Fjnite Volume Formulquon. The solution domam was 
divided into a number of rectangular control volumes (CVs) of 
different SIU:S, resulung rn a structured onhogonal non-uniform 
mesh. Grid points were located accordrng 10 a ce/1-cemered 
schcme and variables were stored in a col/ocated arrangement. 
Algebra1c cquation~ werc obtmned after rntegraüng Eqs. ( I), (2) 
and (3) o ver lhe CV sketched m Fig. I. 

N 

I 5x 

I n --
Ayn 

ôy 

w w p e E 
AXW Ax, 

Ay, 

--s 

s 
Fig. I Sketch of control volume to perform d1scrctization. 

The flux blended deferr~d correction scheme was employed 
for intcmodal interpolation of convecuve lerms (Khosla and 
Rubin, 1974). ln this scheme, interface values are approximated 
as linear combination of CDS (Central Difference Scheme) and 
UDS (Upwind Difference Scheme) values as 
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CDS ( À) lfDS l'DS '( ('OS UDS )• 
<I> raro = À<j>IIIC< + I- <l> ro« = <>t..,c +,... <l>t.cc - <l>t•cc (4) 

where last tcrm in equallon (4) (swrrcd quontit1e~) refers to the 
prev10us itcration and <1> replaccs U or V The combination 
factor À may vary from O (purc UDS) to I (purc CDS). Central 
thfferences were also used to dl~crcti.LC diffusive nuxes. Interface 
pressure IS oblamed by hnear intcrpohnion (internal face~) or 
hncar exlrapolauon (boundary face\) of ne1ghbonng gnd values. 

Subsutution of ali approx1maung expres~1on~ for mterface 
valucs and gradients mto the mtegratcd tran\po11 equauons g1vcs 
the final discreuzauon equation for gnd node P . 

Op Qp = OE $E + Oy. ~~ + a,._ <j>'l + Os Qs + b 

w uh the east face coeflic1ent bcmg defined as 

OE= max(- c; .0]+ D< 

whcre 

C0 = (pU),ÔY D - ~;õr <- ____ . 

Â\c 
and 

(5) 

(6) 

(7) 

are respcctivcly the convccti vc and diffusivc nuxe!. at the 
interface. The operator max(a,b) returns the greater of a and IJ . 
Thc rcmaming coefficients are similarly dclined (Rabi. 199B). 

The sourec lerm b contam .. contrihuuons from the pre!.sure 
gradiem and the defcrrcd correctio11 

( " IX'. De·) b = S pÔ\'+ Àl *'nnb 4>nh- Op <j>p (8) 

whcre SpÔI'= -<P~- P.,)ô1· in the \-d1recuo11 and SpÔI' = -<P. 
- P,)Ô\ m Lhe y-d1recuo11 and the suh\cnpt .. nb" md1cates that 
summallo11 IS over the ne1ghbonng CVs. As an cxample, Lhe 
deferred correcuon coeflic1ent for the east face IS gt1en by, 

oc [ • I . ae =-max -c •. o -C. f,p (9) 

wuh the defimuons of the rcm:umng cocflklents as well as of the 
CDS hnear interpolauon factor f and of the pressure fnce values 
111 Spô1· bcmg fou11d 1n Rab1. 1998. 

Pressure-Vcloctl\ Couphng. ln thb work. pressure-velocuy 
coupling followed the SIMPLE algori thm of Patankar & Spalthng 
( 1972). Thc basic idca is to solve a pressure cm rec11011 equation 
denved from thc mome11tum and c.:ontinuity cquntions. 

Thc vclocity ficld obtmncd from the momemum equations 
may not satisfy ma'!> (;nnscrvmion nnd thc resulting ma% 
unbalance, Sm, IS then tntroduced imo the prcssurc corrccllon 
cquation as a source term. Solution of th1s equation rcsults i11 
pressure and velocity corrccllons and thc updatcd valuc~ bccomc 
new approximati011'- for the Hcmt1 vc proce~' 

The pressure correcuo11 equauon IS wntten as 

apPp = awPp +aFPP + asPp +a'~ Pp- Sm 

w11h the east coefficie11t dcfined a<, 

aE = Pc ôy
2 

(Op)< 

The rema111ing cocfficicnts are defincd 111 a smular manner 

(10) 

(li) 

ln arder to av01d osc1llatory soluuo11s cnused by the 
collocated vannble arrangemem, a specwl 111terpolauo11 schcme 
has to be adopted for the central coeflic1ents tzp a11d velocity 
componen1s (Patanknr, 1980: Mallska, 1995). 

After thc pressure corrcction cquotion has bccn relnxed, lhe 
pressurc itsclf, lhe velocity componcnts and the ma~s nuxes (c.g. 
across Lhe cast face) are corrected according 10 

Pp = P; + Pp 

Up=U;-ôy(P;-P:). Vr=V;-~(P;-P.') ( 12) 
ap ap 

C =C·_P,Ô.\2(?.' P.') 
e e ( ) [ P 

ap < 

Under-Relaxatiol1 Bccau\c of thc non-hnea.nty nnd coupling 
of the equatio11 se1 and due to thc ncglcct o r lcrm\ 111 dcm111g the 
pressure correcuon equauon. the SIMPLE algonthm te11ds 10 
dl\:erge tf no under-relaxmmn 1s cmploycd ( Pata11kar. 1980). 
lnstead of Eq. ( 12), lhe prcssurc 1s correctcd hy 

Pp = P; + Çp Pp ( 13) 

while 1he velocity components tire undcr-relaxed accord111g to 

Op ' ( ) llp • -9r = L.. a.~$"~+ br + 1-Ç~ -tj>1• 

é.o v, é.o 
(14) 

The under-relaration factors are Ç1, for pressurc and ~ ti.e. é,u 
and l;v) for lhe veloc.:ity componcnts. 

Mulugrid Mc1hod. The convcrge11ce rate ot the numcrical 
solution is greatesl at the hegmnmg of cuh:ulations. slowing 
dow11 se11sibly as thc iterauve proccs'> goc' on. l11e rcason is that 
the smoothing algonlhm IS capable ot rcducmg eflic1cntly only 
those Founcr error componcnt~ who~e wavclcngth~ are \mallcr 
than or comparable to thc gnd sp<lc.:mg ln order to accclerate 
con,ergcnce. lhe mulugnd mcthod aum to t:o,cr a broader error 
wavelcngths spectrum by rclax1ng thc cquauons 111 more than one 
gnd le,el 

Assembling Eq. (5) for each CV rcsuh\ 111 an algebra1c 
equation system of thc form 

Al Cll1. = ~ ( 15) 

where Al IS lhe matrn of coefjlcit•II/S. Cll1. 1 ~ lhe matn_\ of 
wrknowns and hJ. acc.:ommodme~ ali rcmammg term:. 1n Eq. (5). 
The subscnpt ~ refers lo u g1ven gnd levei, wllh k = I 
correl>pondll1g to the coarsest gnd und k = M to the f111est. 

ln th1s work. mulllgnd was irnplerncmed 111 a correction storage 
(CS) manner. ln this fonnulauon, one ~ccb m coarser grid!> 
approximations for Lhe correcticm of thc tlow qua11tlty bcmg 
numerically solvcd. ln other word'>, <1>1, ~tore~ thc lluw quantity nself 
when k=M , whcrc<b <1>1, storcs us corrcctton~ for k<M. Evc11 
though the htcrature does not rccommcnd th1~ formulmion whe11 
solvmg non-hncar problcnlll. Jiang et a/. ( 1991) n:poncd good rc:.ults 
witb a CS mulligrid algonthm for thc \Oiutml1 ot llUJd tlow problent~. 
Moreover. CS ts much \lmplcr to 1mplement than Lhe fui/ 
approxrmauon srora(/t! (FAS) i11 11h1ch ali \anable' are ~torcd ai al i 
grid level5. ln Lh1~ wori... the CS -,chcme wa.., made use of 

After the cquatio11 \y~tem ( 15) has heen relaxed hy a small 
number of iterauons, an mtennt'dllltt' mlut' (i)L IS obtaincd 

alo11g \\llh ns correcuon ~-<I>. (i) L Dcfimng the resídtlt! as 

r~.=~-A~. (i)L· one cnn show <Brandt. 1977. Stubcn and 

Trouenberg. 1982: llackbusch. 19~5) tha1 9• 1' the \oluuon of 
Al~= rl ( 16) 
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which h as lhe sarne form of Eq. (15). However, Eq. ( 16) can be 
beuer approxima1ed than Eq. ( 15) and such approxima1ion IS 

accomplished by a coarser grid cquation 

(17) 

Thc opcra1or ~~-• , named restriction. take values from grid k 

10 grid k-1. Once il has been obtained, lhe coarse grid 

approximalion for the correclion $~-• is 1akcn back 10 lhe fine 

grid by thc prolongation opera to r I L 

(18) 

in order to refine lhe inlermedialc valuc <i>t 

( 19) 

The scquence as how ali prcvious opcrations are concatena1ed 
through aJI exisling k-vttlucs (i.c. grid leveis) is whal 
dislinguishes lhe so-callcd V-cycle from lhe W-c.rcle. Fig. 2 
compares lhesc IWO multigrid schemes for a 4-grid solulion where 
s=pre-smoolhmg, r=rcs1riction, cg=coarscsl grid i1cra1ion and 
p=prolongalion (post-smoolhing ilcrations are not pictured for 
simplicily). 

sE /P \ I \ I 

cg 
(a) 

\ I\ 
\ 1\ r ' \/\T \/\1 \I 

(b) 

Fig. 2 Sequcnce of opcralions in a 4-grid ilera1ion: 
Ca) Y-cycle : (b} W-cycle. 

The residue reslriclion is accomplished by summing up the 
res1ducs corrcsponding ~o thc four linc grid conlrol volumes thal 
composc the coarse grid one. Malhematically, this operalion can 
bc ex prcssed as 

• IJ -r:il+.ii•I+•I+IJ+ ,o+IJ•I 
·~-1 - ~ 'l 'k 1l (20) 

Coeflicients in malrix Ak con1ain diffusive and convec1ive 
cootribulions. Eqs. t6) and (7}, and they nccd spccial lreatment 
when changmg grid levei. Diffusive tcrms are recalculatcd since 
lhey depend upon grid geometry (intemodal distances and CV 
dimensions). Fine grid mass nuxcs {convcclive terms) are added 
up ai control volume faces in order 10 composc lhe corresponding 
coarse grid mass nux (sec Fig. 3, west and south face are not 
pictured for clarily). Such proccdurcs are commonly uscd in 
li1cra1ure (Peric et ai .. 1989: Hortmann at a/., 1990; Jiang et ai .. 
1991; Joshi and Vanka, 1991; Sai et ai., 1994; Sathyamurthy and 
Patankar, 1994). 

IJ 1+1 j 

Fig. 3 Mass nux and residue reslriction summation. 

RESULTS ANO DISCUSSION 

Thc flow geometries and boundary condi1ions considered in 
the present work are ske1ched in Fig. 4 through Fig. 7. Ali cases 
consider laminar now. 
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Although tn the Oow sketched in F1g. 4 there 1s no rec1rculaung 
reg1on, it 1s helpful to numencally validate the soluuon method. 
For ali multigrid solutions presented, only thc V-cycling strategy 
was considered. 

The values adopted for the Oow in Fig. 4 were Ly = 0.05 m. 
L.= 1.0 m, U0 = 0.1 m/s (unlform inlet profilc), p = 1.0 kg!m3

, 

f.1 = 104 kglm.s, l;u = 0.8 , l;v = 0.6 • Çp = 0.05. The number of 
pre- I post-smoothing and coarsest grid iterations were llxed at 
v""'= v""•' = I and v<'= 5 , rcspcctively. Pure UOS (À= 0) was 
employed as interpolation scheme. 

ln Fig. 8 one can venfy a good agreement betwecn the 4-grid 
solution with the analytical developed prollle for U which is 
given by (e.g. Shah and London, 1978) 

o 
::> -::> 

U(y)=%Uo[l-[ :; n 
1 5 

1 2 

0.9 

06 

03 

developed analyt1C81 profile 

e +grld numerical solution 

oo +---~--.---~---.---~--,---

0.0 02 o• 06 o e 
y /Ly 

F1g. 8 Laminar Oow between parallel plates: 
numerical validauon of 4-grid soluuon 

(21) 

\ 
1 o 

Normalized residue h1stoncs for velocity components and 
prcssure correction for both 4- and 1-grid cases are p1ctured m 
Fig. 9. Residues are calculated as, 

R= 14.(r;t)j(NI- 2XNJ- 2) 
IJ 

(22) 

where r,J = Ap$p -(~Anb~nb) 

ln equation (22) the subscripts ij and nb rcfer to a given CV 
location and its nc1ghbors, respecuvely Thc number of CVs in Lhe 
x- and y-dirccuons were Nl= 160 and NJ=32 respecuvely 
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Fig. 9 Aow bctween parai lei pl ate~: U. V and P' 
residues reducuon h1stoncs. 

Tab. I Aow between parallel piJtes gnd refining 
inOuence on the computallonal effort. 

5000 

Mesh M Ru R v Rp IM (S) IJ /IM 

(X 10- 1~) <x I0-20
) (X 10 lh) 

4 2.76 9.22 9.95 1688.4 2.768 

160 X 32 3 2.01 6.59 10.0 1874.3 2.493 

2 1.29 4.74 9.99 19 12.1 2.444 

I 1.70 3.56 9.87 4672.8 I 

4 3.53 21.0 9.99 2615.4 4.066 

240 X 32 3 2 71 11.6 9.93 3218.2 3.304 

2 1.67 8.11 10.0 3457.1 3.076 ! 

I 2.34 5.85 10.0 10634.5 I 

4 6.56 53.0 9.98 2919.0 4.474 

320 X 32 3 3.07 17 5 9 95 3251.6 4.017 

2 3.44 13.0 9.93 3626.1 3.602 

I 3.85 12.7 9.95 13060.8 I 

ln Tab. I the gnd rellnmg mOuence on the mulugrid 
algorithm performance IS venficd The numbcr of gnd leveis 
employed IS M and m the las! column the mtto of the l>ingle-grid 
computing time to thc M-grid one IS pre~ented. Th1s ratto can bc 
interpreted as a measurc of thc savings on the overall 
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computauonnl cffort. lt is 1mportant to notice that thesc savings 
increase as the lincst gnd (k=M) becomes liner. Such feature is 
what makes mulllgrid methods interesting. 

Recirculating Oows are considered next. Tab. 2 summarizes 
ali vnlues conccmed to the cases studied and it is worth 
menuomng that pure UDS (~) was agam employed. 

Tab. 2 Summary of values adopted for the recirculating nows. 

Aow type backward confined rectangular 
facmg Mcp JCL tank 

L. (m) 0.5 2.0 0.8 

Ly (m) 0.05 0.5 0.6 

Uo (m/s) 0.2 0.01 0.01 

p (kg/ml) 1.0 1.0 1.0 

f..l Ckglm.s) lO"" lO-' JO-' 

NlxNJ 144 X 48 160x 64 128 X 96 

/;u. Çv. ç., 0.8, 0.6, 0.03 0.8, 0.6. 0.01 0.8, 0.6, 0.01 

vP•c, vlk'" • y <l I . I, 5 I . I. I I. I. I 

Fig. lO Backward facmg step now: 4-grid 
soluuon VJsuall7.ation 

Fig. li Conlincd jet: 3-grid ~olution visualization. 

F1g. 12 Flow through rectangular tank: 3-grid 
~oluuon visualitatlon 

Fig. I O through Fig. 12 help to qua.htatively visualize the 
now ficld pattcm obtumed from mulllgrid numerical solutions. 
The rcc~rcu laung rcg10ns can be clcarly l.ecn. The respective 

residues reduction histories of multigrid and single-grid solutions 
are shown m F1g. 13 through Fig. 15. 

"' Cl> 
::> 
-o 
;;; 
~ 

1E..S~ 
-A- R(U)_4g 

1E.e 

1E·7 

1E-3 
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1E·13 

1E·14 

1E·15 

__..._ 
RM_4Q 

R(P')_4g 

-o R(U)_1g -· RM_1g 

R(P')_1g 

o 1000 2000 3000 4000 
CPU tlme(s) 

Fig. 13 Backward facing step flow: U, V, P' 
res1dues reduction histories 

5000 

Fig. 14 Confincd JCI: U, V. P' residue) reducL10n histories. 

Residue leveis and computational umes of soluuons using 
dlfferent numbcr~ of grid leveis (d1fferent M) are displayed and 
compared 10 Tab. 3. The last column shows the rauo of the 
smgle-gnd solution time (r1) to the mulugnd one (rM>· Here also 
th1s rauo can bc a mensure of the economy on the required 
computauonal ume. One venlies that, 1n general, thls economy 
incrcases with Lhe mcrease in the number of gnds used. 
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Fig. 15. Flow through rectangular tank: U. V, P' 
residucs rcduction histories. 

Howcvcr, there may be a hmit for this numbcr. Thc confincd 
jet multigrid solution (Ftg. 14) employcd 3 grid leveis at most 
bccause only four CVs were uscd to perform the inlcL region and 
a fourth gnd levei would makc thc lcft upper comer CV to bc 
requested by two distinct boundary condttions (tnlet Oow and 
wall). Also. divergence was observed whcn a fourth grid 
mulugrid solution was u~cd m thc Oow through a rectangular 
tank (nol shown in Fig 15) That mtght bc rela1ed to the fact thal 
lhe corresponding coar~cM gnd ( 16x 12) wa~ not tine cnough 10 
propcrly deal with the extsung rcctrculatmg rcgton. 

Tab. 3 Rectrculatmg now~ . compu1auonal effort results. 

Aow M Ru R v Rp tM (s) ,,, ''1 
Typc <x 1 o-IR> (X 10 1~) (X 10 1~) 

4 2.99 3.96 992 1608.3 2.962 
Bacward 3 2.54 3.62 9 91 1797.0 2.562 

Facing step 2 2.52 4.78 9 95 1765.0 2.608 

I 1.43 I 71 9.96 4603.0 I 

3 0.194 0.389 9. 13 1558.6 4.833 
Confined 2 0.997 1.37 9.60 3756.6 2.005 

Jet I 1.85 2.20 9.05 7533.1 I 

3 3.27 2.12 9.96 3887.8 2.098 
IReclangula 2 2.55 2.07 9.96 4703.8 1.733 

Tank I 2.60 162 9.92 8158.0 I - -'-- - --------- ---------- ---

Results showed thal lhe appltcauon of lhe muhigrid 
technique can spccd up thc ucrauve algonthm by values varying 
from I. 7 up to 4.8 umes, depcndmg on the llow geome1ry and lhe 
numbcr of gnds employed. Fig. I O through Fig. 12 mdtcates that 
this convergence rate accelerauon dtd no1 qualt lauvely jeopardize 
the Oow panem. 

CONCLUSION 
The mulugrid 1echmque was applted to solve 2-0 laminar 

rccirculating now problems. The numcrical me1hod included 
linttc volume discretizauon and SIMPLE pressure-veloctty 

coupling. Structured. orthogonal ond non-uniform mcshes wcre 
employed and lhe algebrnie equntion sy:.tem was relaxed by 
TDMA. Multigrid was implemented in n rorrection storage 
formulation and only V-cycle strategy wm, con~idered. Numerical 
soluúon was validated by an extsting nnnlytical prolile tndicating 
correctness of the compu ter codc developcd. Ali rc~ults ~howed 

better performance of multtgrid soluttons whcn compared to their 
single-gnd counterpart. Convcrgencc accelcrattons up to 4 8 
times were ob~crved wnhout JCOpardwng qualttnlively the {]ow 
field pattem. 
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SVMMARY 

Supereomput~rs nowadays can be used to solve large-scale problems that come from sam
u.lahon o( md1t.~tnal or rcsearch problems. However, Lhose machines are usually macessíble 
to ;nost mdu.stnes and .'msversíty .laboratories around the world. l n this work we prcsent a 
CF D .~olvcr t.o be used m a collectlon of workstations under PVM that can overcome the use 
of dircct methods on a single proce.isor. 

INTRODUCTIO~ 

ln Lhe last years with advcnts of successful dis
cretization mcthods and powerful computer technolo
gies, tbe comput.er simulation has been seen as a valu
ablc approa.ch to be combincd with experimental metb
ods to solve industrial and scientific problems. Par
ticularly iu lhis work we are interestcd in convection
dominated problems for which Wf' have to deal with 
sparse and non-symmetric syslcms. For this type of 
problem there are two majors concerns: thc accuracy 
and tbP computational cost. 

ln Lerms of accuracy good improvements CAn be 
a.cbicvcd hy using stabilized Petrov-Galerkio Finite El
cmcnt. Methods such as SUPG [5), DC2 112], CAU [9], 
RVCAU 11]. lo this work, the SUPC mcthod is also 
comhlned witb a.n h-adaptive procedure because thc 
mesb near discont.inuities in lhe fluid fiow must bc fine 
enougb in order lo accuratl'ly solve ali fiow details. 
Moreovrr, if the singularity position changes in lime, 
regular mcsbes lead to pruhibit compulaliona.l cosls and 
core memory. The efficirocy of thr adaptive procedurc 
depeods upon lhe quantitalivc error control and here 
thís is performcd by an errar indicator based on tbe 
samc norm applied lo prove stabilily and convergence 
rates ror th(! SGPG method. lls eflicicucy lics on gen
erating fioer grids near sharp layers and coarse meshes 
ror rcgions of smoolh solutions, yielding a minimnm re
qwred uumber of clcmcnts lo reach a givcn prescribed 
errar. 

The solution of discrete problems requircs lhe res
olution of large, sparse and non-symmetric systcms of 
algebra.ic equations for different mcshes. Thus, in this 
work we focus our altention on lhe df'vclopment of a 
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distributed solver. It is wrJJ known that iterative metb
ods are the best choice wben dealing with nonlinear 
adaptive met.bodR beca.use thcy allow to use lhe last 
solution as the initial solutioo of the next step and the 
solut.ion of Lhe linearizatioo method as t.he initial solu
tion of Lhe new mesh. Witb Lhe devclopmcnt. of parallel 
and dist.ributed machloes doma.in dccomposition rnetb
ods havc been rediscovered and improvcd to deal with 
a large class of problems. Among t.hcm t.hc overlapping 
Schwarz rnf'thod has become a powcrful tool because it 
combines higb degree of parallelism with simplicity. 

A good solver means not only thf' bcst method but 
a com~ination between the melhod and a fast imple
meot.atJon. Reccntly considerable a.ttention bas bcen 
focused in heterogeneous distributed systems as a solu
tion for high pr.rformance computaLions. By definition, 
a hcterogenrous distributed systcm is a collect.ion of 
diffcrcnL computers loosely connected by a Local Area 
Network (LAN) or/and a Wide Area. Nct.work (WAN). 
Thr _ popuJ~ity of lhese systems can be explained by 
Lhe mcn•asmg performancc and lower prices of high 
spe<'d networks and general-purpose workstations. Thís 
mc>ans that it is much cheaper to form and to main
tain Lhes<' syslems tban a massively parallel maclune 
(MPM) and, iJ1 ccrlain cases, tbc.ir performances can 
be similar. 
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Unlikely MPMs, beterogeneous distributed sys
tcms can be íormed with differcnt types of proces
sors and with different oetwork types. Besides, they 
are composed by geoeral-purpose eovironments, whlch 
means thal it is possible lo bave diffcrent users run
ning their jobs in tbe macbines of lhe system. As a 
consequence, the load of each machinc and the network 
Lraffic can vary at cacb instant and the choice of tbe 
~m"?unication pattern has lo be donc carefully. Thus, 
tn tblB work, we preseot a distributed implcmentation 



of an additive Schwarz method, accelerated by FGM
RES(k) tbat iB called Krylov-Schwarz metbod (KSM) 
Crom now on. Besides, as far as dístributed adaptivc 
metbods are concerned, load unbalance generated by 
refinement or unrefinemeut of certain regions of Lhe 
mesh can degenerate its performance. 'lb avoid this it 
is necessary to apply dynamic load balance algorithms 
to refined/unrefiued mesbes. 

There are two classes of dynamk load balance algo
rithms, tbe local and the global algorithms. The local 
metbods only require information of the neighbors of 
the subdomain which have to be balanceei. The draw
backs are that they necd to perform some iterations 
until the load is balAnceei all over the domain and they 
bave compücate logic and data structure to keep t rack 
of the elements that are moved from oue subdomain to 
another. The global methods are fastP.r tben tbe lo
cal methods but they require information from aU over 
the mesh because thcy are, in essence, serial algoritms 
and usually difficult to paralyse.. To avoid this diffi
culty a master-slavc model is used here togctber with 
tbe global method in each slave to pcrform the load 
balance. Numerical cxperirneots show Lhe performance 
of tbe proposcd mcthodology. 

PROBL&MSTAIEMENT 

ln this work we are int.erested in solving tbe 
stationary, linear, convection-dominatcd, convection
diffusion problem of tbe forro 

u · V tp + V · (-KVtp) = /(x) 

with Lhe boundary conditions 

tp(x) = g(x) ; 
- KVtp · o = q(x) ; 

in n . 

x E r,; 
x E rq, 

(1) 

(2) 

where tbe bounded domain 0 E ~n has a smooth 
boundary r = fg u rq, fg n rq = 0, witb an oulward 
unit normal o . The unknown ficld tp = tp(x) is a phys
ical quantity to be tran11ported by a fiow characterizcd 
by tbe velocity field u = (u1 , ..• , un}, the (smaU) diffu
sion tensor K = K (x), subject to tbe sourcc term f (x). 
The functions g(x) AOd q(x) are given data. 

It is well known tbat if t.he boundary data g(x) is 
discóntinuous there may be regions in n, called lay
ers, where the solution tp varies dramaticaUy. Tbe 
wid th of such layers depends on tbe arnount of dif
fusion present in the fluid ftow, being very small for 
convection-dominated problems. ln this case, the use 
of Lhe standard Galerk.in mcthod produces globally os
cillating approximate solution unless an extremely fine 
mesh is used, whkh most of the time leads to an un
bearable computational cost for practical purposes. To 
resolve t.hose sharp layers Lhe SUPG metbod, presented 
next, iB used. 

Approximate Solution. Let us considcr a finite el
ement partition 1r11 of triangular elcments Oe such tbat 
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N. N. 
Õ = U Tie and n fle = 0, where N~ is Lhe total num-

e=t e=l 
ber of c)emcnts in rr11 • The chosen finite dimensional 
set of kinematically admissible functioos and space of 
admissible variations are 

Sh={<P"EC0
(0), q,"ln. EP;, q,"lr, =g} (3) 

and 

V"={O"EC0(0) , o"ln. EP:,o"lr, =0}, (4) 

where P; is the spaCf' of polynomials of degree less or 
equal to k and Lhe subscript e denotes the restriction 
of a. given function to the elem!'nt n,. 

Witb tbese definitious, the Petrov-Galerkin ap
proximation of problem ( 1) consista of finding tp11 E 
S" such that 

N. 

G ('Ph ,oh)+ L (Re ('Ph) ,pZ)n. = F (oh) , (5) 
r.: I 

VoJ' E Vh where 

Re ('P") = U · V tp"+ v . (-KVtp") - f in Oe (6) 

is thc residual of the approximate solution and 

a("'h,o") = (u·Vtp",o") + (KVtp" , v o"). 

F(o") =(!,O") + (q ,o")r • . 
Remvks ; 

1. in the formulation (5), the space of weighting func
tions is constructed by adding to Lhe standard 
Galerkin weighting function 811 E V" a perturba
tion p~ in each elcment ne. Diffcrent choices of thiB 
perturbation generate different consislent Petrov
Galerkin metbods; 

2. the operator G (-, ·) stands for the Galerkin contri
bution to (5). 

The SUPG Metbod. As described in !5], the 
SUPG metbod introduces a discontinuous perturbation 
in tbe strea.müne direction defined as 

P11 = r• u . voh t e t , e=l, ... ,N,, (7) 

where r! is the intrinsic time scale function (or upwind 
function) , given by 

• {~h, 
T, = 21~1' (8) 

wiLh he being the characteristic element lengtb in Lhe 
streamüne direction and {e Lhe non-dimensional numer
ical diffusivity, whose cxpression is diBcusscd in [1) for 



bigher order interpo!A.tion elements. Rewriting the vari
ational formulation (5) introducing tbe SUPG operator 
- S ( ·, ·) - WC Obtain: 

wbere 

s (cph,oh) = c~t {(r: DVcph , voh)n, 
- (v . KVcph, r; U c . voh)n,} 

(10) 

and 

N, 

F (oh) = F(eh) +L (f,r! u~ · voh)n, (11) 
c:: I 

ln thc above exprcssion D = Ue ~ Ue, ® denoting the 
tensor product. It is exactly the quadratic tcrm cOt~
taining the tensor D which is rcsponsible for tbe ad~t

tional stability engendered by t hc SUPG, as shown m 
[1]. 

OYERLAPPING SCHWARZ METHOD 

Domaiu decompositiou algorithms have been sub
jected to a.ctive research iu the last few years [6, 7, 
11, 17} due to the diffusion of parallcl and distribu~d 
machines. ln tbis work wc focus on the Overlappmg 
Schwarz Mcthods (OSM), witb emphasis on the addi
tive version (ASM). 

The maio idea of thc OSM is to solve large prob
Lems by dividing the original domain O into a num
ber of smaller overlappiug subdomains ni, which are 
solved by an iterative procedurc. It consista of solving 
the original problem in cach subdomain followed by the 
excbange of tbe boundary conditions on lhe artificial in
terfaces created by the partition of tbe original domain. 
The cboicc of bow tbese artificial boundary conditions 
are exchanged will define the type of OSM used: the 
additive or the rnultiplicative versions . 

ln tbe additive version, also ca.lled Ja.cobi version, 
a1l subdomains nRe the solution of the last iteration as 
the boundary conditions. Thus, each subdomain cao 
be solved independcotly. On the otber hand the multi
plicative version, a1so called Causs-Sidel version, eacb 
subdornain uses tbe solution of tbe others already eval
uated. ln esscnce it is a serial metbod and to obtain a 
parallclism of tbis vPrsion is necessary to use some sub
domain color ing scbemes, wbere independent problems 
can be introduced and tbc oumbcr of sequential stpp 
can be minimized (6, 7, 17]. Considering these facts, 
tbc Additivc version is used in this work because its 
higb dcgree of parallelism and simplicity. 

Defining the local matrices Ai by: 

A, = R, A n: (12) 

whcre R; and R~ are tbc rcstriction and extension ma
trices defined in (17, 7] , A is the global stiffness matrix 
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and X11 is the solution of the n1h itcration step , the ASM 
can be written as: 

x"+ 1 = x" - [tR~ Ai 1 R,] (b- Ax") (13) 
t=l 

whicb is a preconditioned Richardson method witb a 
damped factor equal to 1, for p subdomains, wbere the 
preconditioner matrix is: 

p 

M 
1 = L R! A;- 1 R; (14) 

•= I 
It is well known that tbe Richardson method 

presents very slow conv('rgeoce. Tbus, in ordP.r to a.c
celerate the convrrgcnce another method can be used, 
using the matrix M - • as a prE>conditioner. 

For general non-symmetrlc systems of equations 
tbere are severa! Conjugate Gradient like methods io 
the literature (4) t hat have beco widely used with rel
ative success, but the selcction of the best is still an 
opcn issue. Wc chose the GMRES metbod , proposed by 
Saa.d and Schultz, that has gained wide a.cceptance io 
solving systems coming CFD problems because it never 
breaks down, unless tbe cxact solution bas already been 
a.cbieved, and the convergence is monotonic. Writing 
the linear system of equations generated by (9) as: 

Ax = b, (15) 

the CMRES derives an approximate solution for x , 
x = x0 + z, where :r0 is tbc initial guess and z comes 
from minlmizing thf' rP.sidualllb - A(xo + z)ll over the 
Krylov subspace (Rpan [ro, Aro,A1ro, .... , A""ro], wbere 
k is the dimension of tbe space and ro = b- Axo). 
Tbe major drawback of GMRES is tbat increasiog k 
the amount of memory required per iteration increases 
linearly and the computational work increascs quadrat
ically. In order to contrai thc amount of work and mem
ory requircmrnts a restarted version (GMRES(k)) is 
used. This mcans tbat after k orthogonalization steps 
a ll variablcs will be cJeaned up and the obtained solu
tion will be t.a.ken as the initial solution for the next k 
steps. Tbe crucial PlP.ment for a succcssful use of this 
version is bascd on thc cltoice of the par&meter k. If 
it is too small, tbe convergence may slow down or the 
metbod can not. converge, wbilP.large values would turo 
t.bis metbod useless because of tbe work and memory 
requirements. 

In t his work we used a variation of the GMRES{k) 
called FCMRES(k) introducE>d by Saad 114]. Although 
this vcrsion increases tbe &mouot of memory required 
by a factor k, sinre tbe preconditioned vectors are 
stored , it has tbe advaoLagc over the restarted version 
because it allows the use of an iterative metbod for 
solving the preconditioner a.nd reduces the CPU time 
to compute thP approximate solution. 

Tbere are two forms to solve tbe local problcms 
A; 1

: a. direct solver or an iterative solver, like multi
grid. At this time wp decide<! to use a direct. solve, the 
LU decomposition metbod from tbe Lapa.ck package(2]. 
Mort' efficient ways will be dealt in fut ure works. 



DISTRffiUTED SYSTEM 

Recently there has bccn mnch interest in using 
workstations lo form dislributed systems. Witb lhe 
quick evolution of deskiop workstations, thf'y can off
load jobs from saturated vector computers, often pro
victing comparablc term around time at a [raction of the 
cosl. With high-spccd nrt.works lhe workstations can 
also servt' as an inexpt'nsive parallel computrr. An
other fac:tor in favor of distributcd computing is lhe 
availability o! many lightly loaded workstations. Thcsc 
olherwise wasled idle cycles can bc uscd by clist.rHmtcd 
computations to providc spl'l:dups and/or to sol V(• large 
problmns tbal othcrwLo;r could nol be tackled. 

Distrjbuted KSM. The FGMRES algoritlun are: 

• tbe preconditioncr; 

• the matrix-vcclor produrls; 

• lhe vector-vector products. 

To reduce Lhe computational cosi they should be 
dane in parallel. To this cnd, it is necessary Lo deter
mine bow Lo spliL t.hc data arnong the proccssors. Thus, 
two factors have to bc t.akf'n inlo account. The first one 
is tbat., as wc are usiog the ASM, the preconditioner 
stcp is reduccd to a series of local problems that can be 
solved in parallel. Each subdomain should be assign at 
least to each processar. Thc second one is that. for this 
typc of system, the common uetworks used (Ethernet 
and FDDI} a.llow ali processors to logically communi
ca.Le directly with any othcr processar but physically 
support only one 'scnd' at a time. For these reasons we 
chose one-dimcosional partition of the domain reduc
ing lhe overhead on 'starLups' in the nelwork and thc 
number of neighbors. 

l i is important to remark tbat this type of pa.rti
t.ion can be exchauged dcpcnding oo the network typcs 
or machines, not implying in a limit.ation in this imple
mentation. Otber partitioos ooly require communica
t.ion reordering in order to avoid handwidt.h compcti
Lion on Lhe net.work. Bcsidcs, the most important pari 
of Lhe algorithm is Lhe procedure used in thc ortogonal
izat.ion process tbat will be cxplained next. 

lndcpt!ndent of thc type of partition, each proces
sar has Lhe matrix A, aud parts of lhe ioitial residual 
vector r 0 and Lhe ioitia.l solution xo. To evaluate lhe 
matrix-vector product.s, each processar has to execute a 
series of local communications with its neigbbors, usu
a.lly called nearest-ncighbors commu.nica.tions, to obtain 
the contribution of Lhe interface degrees of íreedom. At 
the eod, each pror.cssor has vf' with m = O, ... , P, 
where P is Lhe number of processors. Thus, Lhe or
thogonalization step is pcrformed in para.llel, where lhe 
partia.l results (ilroll,llv,ll, f3í+ 1,1 ) are exchangcd among 
the processors lo complete the proccss. Obviously this 
proccdure requires a great number of r.ommuuications. 
However this is tbe beiler cboice to solve large problcms 
with a.daptivc procedures hecause only a fixcd numb('r 

of scalar variablcs, equal to the Krylov dimcnsion, is 
cxchangcd in a. global form. 

Two Lypes oi communication a re used on this 
implementation: the nearest-neigbbor and one global 
communication. For tbP first simple 'sends' and 'rc
ceives' betwcen neighbors are uscd in forJO of bi
directional ring. ln the global commuoications we will 
use the Duckct Collcct algorit.hms and ibe Rccursivc 
Doubling Colled [3] are uscd. 

PARALLEL ADAPTIVE METHOD 

ln this work Lhe h-methocl presented by Rivara in 
[13} callcd biscdiou by tlae longest side is uscd. Thc a
posteriori error indicalor proposed in [16] is used hcrc, 
which is appropriat.e for this type of problcm 

To reduce Lhe computational cost of wlving the 
systems of linear cquat.ions t.hat come from the a.dapli v(' 
process, the st.ratcgy for controlliug the a.lgl'braic errar 
presente.'<! io [15] for elliptic problems is used bere. For 
convcction clominated problems treat.ed hcre, t.his st.ra.t
P.gy also works fine . It. is based on writing Lhe tolerance 
(tol) of thc iteralivc rnelhod used to solvf' Lhe syst.c•m 
of equations as a linear funCLion of llw discrct.izat.ion 

error ( 1J): 
tol = DTJ +C (16) 

ln practice, given a initial tolerance tolo , a estimalive 
of lhe initial cliscretization crror (770 ), tbe dPsired fi
nal tolcrance and t.he target discretization error fi, Lhe 
tolcrance of t.he slep i is defined by 

{ 

tolo if 
tol, = DTJ, +C if 

tol, if 

T/i > TJo 
'lo > '1i 
1], <r; 

(17} 

where D and C are evaluated using (tolo , Tio) and 
(tot,,r;) in (16). 

The performa.ncc of t.he parallel refinement algo
rithm depeuds cri t.ically on thc partit.iou used and on 
how lhis part.itiouing is adjusled as the mesh is refined. 
The aim of a good partition is to balance t.bc computa
lional effort. or load requircd in each subdomain. Thc 
load balance procedurl' among lhe processors during 
lhe adaptive refhwmenL is ca.llcd dyuamic load balance. 
There are many mcthods for perform a dynamic load 
ba.lance[8]. ln this work, a simple global mcthod, called 
inertial method , is used. It is a centralized method 
whlch means that ooe processar performs the balance 
and Lhe others wait. until tbis t.ask is accomplisht>d . To 
overcome tbis drawba.ck a.nd to decrease t.he amount. of 
communicatiou caused by the propa.gat.ion of lhe refine
ment. (rom ouP. sul>domatn to anotber, ali Lhe informa
tion necessary to balance lhe Joad is duplicated to cach 
procf'.ssor. With tbis approach, the numbcr of commu
nica.tions and lhe idlc Lime are rcduccd, increasing Lhe 
process efficiency. 
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Figure 1: NP = 2 

NUMERICAL RESULTS 

For alll-'xrunplc~ wc willassumt) ihal K is constant 
and equal to 10 6 anel thc! dimcnsion of Lhe Krylov 
space ( k) is cqual Lo 5 aud Lhe tolcrauce is 10- 6

• 

All of cxpPrimenl!> are pcrformed in a distributed 
sysL«>m, forrnrd hy 7 IBM RSGUOO ma.chincs (2 model 
370, 3 modC'I 350 a.nd 2 modPI 220) at LNCC/CNPq, 
connC'ctc>d by Elhf'rncL nct.work. A hybrid master-slave 
moc!Pl is adoplcd and lhe PVM vcrsion 3.9 [10) is used 
as mP.ssage passing library. 

The first example is a bi-dimensional problem with 
O~ x ~ 1, O~ y ~ 1, no source term, u = (1, l}t and 
t he followiog boundary conditions 

,P(x, O) = O 

<P(O, y) = 1 

<P(O, y) = O 

ii y s 0.2, 

if y ~ 0.4 

,P(O, y) = 5 (0.2- y) + 1 i! 0.2 ~ y S 0.4 (18) 

Such conditioos gcneratr two internal boundary laycrs, 
beginoing a.l y = 0.2 a.nd y = 0.4. ln lhis example, the 
target crror is s1~l to 0.05 and a constant tolerance of 
10 6 iR usrd. 

Tbe final mcshcs using two aud four proccssors are 
shown in Figures 1 and 2, respcctively. TherP. is a dif
fereot paltern of elcmcnt concPnlration bclwcen them 
ncarby the interfaces brtwrcn !>ubclomains. This is due 
lo th.r sizc o{ lbt> ovcrlap rcgion, always sct to onc el
emrnL llta.l cbangcs duriug the rcfincmenl process in 
!Joundary layer nPigbborhoods. Tlms, the size of thc 
overlap along lhf' interface belween subdomains is vari
able . As conscqucncc, tlwrr is loss of accura.cy in lhe 
solution io thosc rcgious and an extra refinement is nec
essary du.ring thr ru•xt rcfiuemcnl slep. This can bc 
avoided by Lakmg tire ovcrlap srze conslant and inde
pr.ndcnl o{ lhe rlrrncnt sizc. 

The sccond cxample deals wilh a source term de
fined as 

f (x ) = { -~ if 0 <X~ 0.5 
i( 0.5 <X< 1 

with bomogf'neous Dirichlrl boundary condilions on all 
sidt'S of lhe domain anel a vdocity fiP.!d u 1 = (1, O). 
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Figure 2: NP = 4 

Figure 3: Conslant. Tolt•ra.ncP 

The cxact. solution consrsls o{ by two inclined planes, 
symmetric about x = 0.5. Decause of tbe boundary 
conditions, <'Xtcrnal boundary laycrs are formed along 
y =O and y = 1. 

To compare t.he r•ffir.iPncy of Lhe strategy for con
trolling lhe algcbraic crror, Lhis problem is solved wit.h 
a constant tolcrance or 10 6 and with a variable tol
eranC'e usiug tolo = 10 3 ,7Jo = 0.5, tol, = w-6 and 
fi = 0.05. Thc final mcshcs are shown in Figures 3 and 
1, respcctivcly. Tlrcy cliffer slighLiy and t.bcir final error 
are practically thc sarne. The total number of itera
lions is prcscnlcd in Figure 5. ln t.bis present case, the 
savings is aboul 20%. This mcans lhat Lhis strategy 
yirlds iteration savingR without decreasing the solution 
qualit.y. 

COf\CLvSIO:'JS 

ln tbLc; pllpcr we havp sltown a dist.ributed Krylov
Scbwarz ~Icthod solver for solving convect.ion-diffusion 
problcms a.nd two stralcgies rclatcd to the adaptive 
met.hod. Tbc 6rst one reduces the cost of solving the 
series of linear systcms of equat.ions by cootrolling th.e 
algebraic errar. The second one allows t.he adaptive 
rcfinemenL to be performrd efficient.ly in a distributed 
syslem using a simple dyna.rnic load bal~~.nce method 
with duplicatcd data. 
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Figure 5: Iteratiou Numbers 
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SUMMARY 

/'hio.; work pn·~·lll!< a /ogic-aJJy mnsistent t lwrmod,VIIIIIIIic~ mm/r/ l o rlc...,rri/xo ti1P rm•
itntion pllc•rw me/Wll in fluid l lows. TJw void frnl'l ion i~ mn~idc•rN/ 11." 1111 iutcn ml varia iJh' 
1111d I he fluir/ is rcgtnrle!l as a contimmm mixt urc o( I llc /i<tuid nnd WlJX>r p lltl..."<-'S, wl1id1 
Cll ll n r c1llll!OI mexí~t 11 1 tl Sll /JW materia l point. /)j~o;ipFt tive r fTccl !:> ~~ • .,~WÍII INI to I llr liquid
Wi fX>r plm.o.;c• dwnge t ranz;format.icm are takc>n int o ~tc·munl in suei! o wny lhe• 8c•ccmrl b lw 
o( Till'rmodyrwmic'l' is 11/\mys SJ-ltistlccl. T/w pnl.<>nt.inlity o( tlu• moc/d <1.." wd l n~> it.s 1:>8..c.;ic 
fNl.l.rll·c•s l l.I'C' i//u:<l nllc•c/ tllld ltig illiglJted t.IJroug fr a 111/JJ I<'I'ÍCtll c'.'<.tllllplc•. 

1\'THODL C'T lON 

C'avitAtl{)n r:l nc)I'!Wllly clt•fitu•d A."' tlw formatioo of 
thl-' vapor pha."i' in a liqutd. lt i:- dtst inguí:;llf'<'l fr orn 
hoiling m Llw M'll:'t' thnt tlw forn u.•r i:> geueratt>d by 
pre~ .... ur<' rt'tluct iou incluct'<l by tuertial effect.s, wherea."l 
tht.• luttt-r n•ft•r:-to \1lpor formatiou&; re:-uh ofhE'at ad
dition ( Arndt, 1 9~ I) I lowever, énce 111 ;:;ome C85(>:: lhe 
cfl::•tictlon ht'l\Wt'll tlll' two tyJ)(>:> of pheoomena cannot 
be made, tlw tenn lllOIIIt.'lll um-driwn cavitation is u.,qecl 

by w mf' authort< to lx•twr charactcn 7.e lhe way vapor 
format10n 1:- mclucf'cl by. 

lntt.•nwl u:- wdl a .... t'Xlt•rnal hquul flow~ lllay be :>UI~ 
jE:'<'lt'CI to monu•nl111ll-drivt•n cm itnt ion under ::;teady or 
un!:ilt'acl.v r<'~inw~ T ht> <'tl \ ' 1t ntion r<'giou of the Auid 
Am\ t!:i in gc>IH'ml 1'<':-.t.rwtt>d lo locali;.t•d ~ i t.(':' and may 
be inclun'<l hy d tfft•n'lll H~J>t'<'l~ rdult>cl lo 111onwt1tum 
variai ion::; (Hood , HJ!}] ). AlliOJtg Lhcm, bouudary cur
voturc of !:ioli c! ::urftwt't' 111 c:omHct with thf' liq11id:; (<'.g. 
t lw nnnw r IJlml<·~ in a turllin!' or pu111p), vort ict'S, tur
bult.'llCt' and LI'Uil!:iÍt'IIL <'X PtUl:-'1011 WOVt:'::' l'lll'h a:: COJ1UIUI 
::;E'paral tOI1 111 pípiu~ :<y::.lt'lll~ mnwying liquich~ (Street<:>r 
and \\'yhe, 1 !J!J:l) 

Tlwn• nn• t<t'Vt•rnl pnwttca l Pngíneering problems 
m \\'hich cnvilntíou plny:-. nn 1111por tant role> and ;:.o 

mu~t. ht• con:-:u l<'rl'cl n dt':-lgtl con:wiPrat1on. Cavita
uon can arf('('t tht• llt'r forlll<Ul('(' of tu rbomachineries 
by rf'(lunng tht•1r f'Uicu•nt·v tmd powl'r output in tur
binf':.' (or lwad 111 ptnnp:-.) n~ wt>ll & tht> thrut:>l pro
duced by van o11:- prop111:'1on o:-y::..tenk' (:\rudt. 19 1). lt 
is al::o0 a rf:'lt>vam ft>nUtrt> 111 ::otructural failurc prroic
tiou of J>IJ >t'lim~ tn111:>portmg hqUJd::- (Frei tas Rachid 
el ai. 1 9~J1 anel I!J!J ) nnd 111 tht' analysis of Lhe 
re;;poll:l(.' of :-:u bm<•rg<'t l :;I rue! un•:-: <'XC' i ted by tran
sicut ucou~l i t· wnv<~ (FPIIIpH aml DPruntz, 19M). 
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lu tht• gn•aL ntajori ty of lht~<' problcnts l he cavi Latiou 
phenomt'IIOII Í!:i nJtolylicnlly t.r<.'ale<l by Lhe t raditional 
Llll'ntJO:>l ati c~ t lwory w h 1rh A~ume:; t hal the pressure 
remains eonst.a ut at lht• :-;nturatpd vapor pressurf' and 
lhat. thcrt> 1:-; no <h:<t<lpat ion a...;.~oc1 att>d to Lhe pha.~ 
changt> prO{'(';;. .... I lowt•wr, it 1s well accept('('] that this 
approach may INKl to unsat ít<fat'tory r<>tiul t.s, what moti
vatR:; tht> :::<.>arch for more phy:;ic-ally r!.'al!:<l l<' and math
t•matically colwn•nt mo<h•b 

T his pap<' r pr<'M'tll:> a log1cally consistent ther
mo<lynnmic::.. mociC') to <k;.cnbc t lus caYitat ion phe
nonlf'non hy llll'llll=> of nn mwrual YanablE' throry. T he 
ma<·n:k'<·opic rJj ,...,lpall\'1' dfec·to:- of t hc l!quid vapor tran~ 
formnlton ar<' <lc·c·otllllt'CI for 111 ~nd1 a way t.hat. t.he Sec
ond La\\ of I ll t• rrnodyuamic:.-. (SLT) i::; alwa;Yl' :;atisfit>d. 
The Otud Íl-i n•gHrdt'<l at< 1:1 c-onlinun ut mjxture of t he lwo 
pha;;;t>s ( liquid une! vnpor) for whicb only one balanct> 
f'<J Uation of lliOillt'n Lum 1:-< con~Sirlcreci The polenl ialit,v 
of ti Jc' mocl <' l as WPJI o." its bm;ic fea.lutrl':' a re illll8t ratcd 
t.h rouglt n ll tlTI H'I'Í C"~ll <'"<ample in which a limi L analysis is 
corriNI out by c·ompAring t h<> model'f' prroic-Lions wi th 
LhO~t' oht~l Í I I<'rJ hy t Jw 11011-ciÍt'-~ipt\LÍW CO.."i'. 

BALA~C'E J·:OU.\ '1'10\IS ,\ ND T l !B SEC'OND LAW 

lu t'Oil::tnl.~t to gt'l ll'nl l two-pha.,"(> nuid nows where 
thf.' pha.."'l~ l'Htl H.:<!:illllH' w ry differeut geometricaJ con
figurattou::: throughoul th<' now region (Graham, 1969 
<mel I~hu, 1!)7;) ). tht• monwntum-drivcn cavitation is a 
localizro phcuoml'rton wh1ch takl>s place at discrete and 
t:mall r«.>g10n~ of lhl' nUid now. Ba~ on tt, it is reason
a hll' to a..~umc lhat tlwrc cxit<t:' uo ~ignifkant relatiw 
mollon or :-;lip IX'tw<>cn th<.• pha....;;es, what is equivalcnl 
to con::;id<'r that th<' liqlllcl and vnpor pha~ hav(' lhe 
&\ llll' vC'IocitiC8. lu adcHttou, if we- a.-5::'UtnC' tha.l both 



phas<':; hn.ve n1wtws Llw AA nw Le1t1JWraLm<' rluring liquid
vHpor pha..~ t.ran~fornutLion:.;;, iL t<urTkt•,; to con:-;idt•r Llu.• 
halaucc> equations (ma:;s, n1onwnttnn anel t'llNgy) for 
tltt• mi.:xtur<' only, mslPad of' clo111g ti for endt pltru>e 
~pa.rately. ln tlm; way, Llw fhud nm ht.• rc•garch•d a:; 
a J>.."t'udo-ntixlurc of tht• t.wo plal.'t~ (liquul and v~ 
por) willt avarage propertit.•::-. l nclPr :-mtnble rPgular
ity a....-.sumption::-. aml abo hy n-:4ndm~ tlw aual~i::: 10 
twlhermal transformation,;, o nlv tlw following da.-.,kal 
forms of thC' balancl' ('(J ilntloll::: and a lo<'nl VN:>ton of t.he 
SLT arf' rt'<JLHrf'Ô to rlt•::cnbe thc prohlt•m (C:1•nnain anel 
\lnllt•r. 1995): 

iJ i gdh'V O 
gv cltvT gb 

ti T : D - ~ \fldivv > O 

( I ) 

(2) 

(3) 

Tltt' ahove t'CJUat.iot1,;, i11 Ellll•rwll c·oorclinut.e:o;, n•pn'
~·m the b<!Jl:lllCP of maK"'• lht• ha Janet• of I im•ar moutt'Il
lllm and the C'lausiu:;-Diiltt•u ittt·qllu li t.y. n•::-pt•cl iwly. 
As usual, Lhe supcrin1pO:'i('cl dot. ,;tnJHl::: lbr llw ntal.l't'Í<tl 
ckrivaLive, f2 is tltc mass dC'nsi1.y of' Llu.• utixLun•. v it~ 
t.lw spatiaJ vt'locity ridd, T T 1 

1s Lh«' C'l:l uchy l"lrp,;;:: 
teu~ r and b is t.h<' <'X wmal bo<ly force pc•t uni t. mt~:-:..-.:. 
D l/2(gradv 1 gradTv) t::: t.lll' rnlc• ofdc>formnLion 
ten::'Or and \fi is thP ll «'lmholt;~ frt'l' c•tu•rg,v of tl1P mix
tur!:' J>t'r unil Yolunw l •;qu~\tion (:n '" H loeal wr,;ion 
of lhe SL1 whtch ch•fitw:-; thc• n\11' of di:-."'IJll:llion d mtd 
make::' a dt::<tictton ht•t\n>t.'ll pot'Sihl«> (d ;> 0) pnx-t.':-..-.(~ 
aml impo ... ~iblt• (d <O) Olll':'. Pr<><·t-=•~ tltat elo 110\ Yi

olatC' the ~1:1 em• lx• da ...... ;'('d n:- rt'\W:'Ihlt• (d O) ancJ 
trn•,·pr~ible (d > 0). 

Tlte halall<'P t'qUHlton,; pn>:-;c•tltc,l so fnr are valtd 
for t.he mixtun• wlnch is con:::tciPrc'<l lo hP made up of 
hquid and vapor Tlll':'l' ph~l."t's <'<lll or <·mmot. cot•xist al 
a ;>ame nu.üerial point nnd timt' To t.nkc• 1l 111to a<·<·ount 
wc imrodun~ au int.Pmnl V<lrl!\hl<' n wlnd1 ~l und:' for tltt• 
vohHm' fraclton . Tlw \1Jiu1m• fnlC'tion n, o E [0. li, i;; 
dPfill<'<.i 8S bf'Íllg lJw nlllO of t)ll' VO)tttlll.' or vapor !ltld 
thc• t.ot,al volunH' of lltt> unxLun•. Tllll,;, LhP 1nn:;...; clt•n::;iLy 
of Lhc• n1ixLurC' cn.n he t'xpr<'t<st>cl us: 

q ( l - n)!!i oy,, (·1) 

111 which g1 and I!•• stand for Utc• tnas:-. clc•n::1tit•~ of tlw 
hquirl anel vapor pha:-t.':', n'::-J>t.'diwly. SitWP our ohjt>c
tiw is to cl~ril>t> t.hc> liqnicl-vapor dwngP:::. ti i:-: <'011\'t'
llÍt'lll to splil lhe ma..,., eon:-c>rvnlicm of lhe' whoh• tnix
tur<' a:,:: 

d • 
di (o·g,.) + Ol.l,dtvv I _ O (5) 

d 
di ((I - 0)1!1) I (1 - o )y1dl\'V I I' ~ () (Ci) 

111 which J' i:- a ::'0\lrCP ll'rlll wJtidt ft'J)I'('~'IÜ:< lht• lll~:
nllt~ of phase dwngP J'X'r 11111 t vohn11c> \\ lwn I > O. 
licptid it> transfornwd into vapor. On lh<' othPr hA.nd, if 
I < (), lht>n vapor i,- Lran:-;forlltl'<l imo liqnid. Finnlly, if 

I'- O, Lhen Llt<'n' i:-: no pila:<<' dwngt• and , r·ont<Pqt1l'l1Liy, 
th<' liqnid and vapor phaH<':-1 MP cc>n:'<'rwd inüeJwndt•nl 
frorn <'8-C'h oLl1t:'r. ' lb compkw t.hc• pmhh•m tlc't'criptinn. 
W<' must add t.lw ccm::::tttutin• n•lationt<ltip:-; for thP lnix
ture. They enconq>n."-"<' <lll expr<':'>."ton for T mJCI another 
for r, which 111\l:"l sati:,~fy 11l<'<j1H111L.V (:~) 

CO.t\STI fltm·ro: TIWOHY 

TI1e cot~titulivP n•latum,; rlt•:-<·ríhtn~ llu- maero
scopic mcchanical ht>lwvior of lht• mr'<tun• are c!Pnwd 
in lhe framework of the l'lwrmodvnnllllt'>' of lrrt'vt•r::;ihll' 
Proc~l"S. ln this throry, om·p tlw I<X'al :-late of tlw 
material has been chnradt•nt.t'll hy lll<'lllt:< of an nppro
priate choice of Lhe ::;ct. of stalt• vnnnhlt':'. two Llwrmo
rlynamical pot<'llLÍAI::- tltc• ll elmholt;~ fn•t• •'nPrgy anel a 

J~udo-potcntial of di:::,;1pal10n - are• surlkH'IIl lo drnw 
a complete :>l'l of con:>Lituliv<' t•quat ton::: For tlti::: par
t.ic.:ular probk11t, w<' choo...::f' a.~ ::;lnk vurinhlt>,; 1 ht> local 
nu1ss densities of t. lte liquid f!t Hnd tlw vr1por !J,, l hc 
volume frA.Ciion a and the ab~olult• l••ntpt>rnLtm• O. At>
wc shall ~<'<', th(' r!'$ll'i('1 ion ns,;odn.tc>< I to n it: t rea.Led 
in I hi~ work A:' n pltysicn.l propl'rt:v 111 Lili' com;tiluLiV<' 
t.>qualiolli'. Thb apJ>r'OfH'h hn • ..; nlrt•ady bt'en u::;Pd IJ.v 
Frfmond anel Nicoln,; ( IH~7 anel IH!JO) in lhe llt()d('lling 
of tht• ::'Orpt.ion dt.,.orptiou prohkut 111 ,;alurntc>cl porous 
mt.'dia. 

Hclmholt z Fn'f' Eut•rgv. h>llowm~ lht• dn,.;, .... tr a .. .;,.. 
sumpLion of tht• l"hc•nnorlynnm lc·,.; of lrrt>vc>r,;1l>IP Pro
l'\':'.."'<'>'. Lhe fr!'t' <'twrg,v JWr total tnut \·ohnuP ljJ '" :-:up
po;;:.ed to bP n funclum of tlw stlltP vnmlhl<•s. ln our 
ca:'ot' tht' follmnng fonn j,.. propo-Pd: 

ljJ (UI, g,,. o. O) ( 1 - Cl) {)J '" 1 n y, \(1 ,. t o [1, \(1" I ( u ) 

Íll which 

w, 
\}1 I' 

\ji ,,. 

Wt(f!t· O) 
\11 ,, ( [.),. O) 

"'I••( O) 

-nfJI<Yi/1 t '' t logol 
-( ',,(}logO /\',, lo~{!, 

L(O) 

('i) 

MI g, < ~.1 ) 
(~.2) 

(K :3) 

Jlcre, n a.nd (',, an• IJIC' :-iJll'cifk ht•Hb Hl t'()ll:>laut vol
llill<' ol' lhe liquid mui vapor phnw::, r<•spc•diwly. Th<' 
paranwters 1\1 /\'dO) , /\', /\',,((1) nnd A/ M(()) 
arP positiw tTtHh•rial flllwt 10111:' wluch dc>J><>nd on Lhe 
tcmpt'rat url'. Thc funct ion,; /\ , uucl !{, M<' rPialt'tl lo 
tbe isolhermal c·ompn•ssilllltly of t Jw phn.•ws. For iu
::<lance. if W<' a,,-.:umC' thal tlw vnpor bPIHlVt':-lll • .., a pc>rfect. 
gas, Lhen /-(, R1 .0, R,. ht'lll~ thc• \'ltpor ga...: <"Onstanl 
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ln t ltt• ahm·p <'Xprp:;...:iolls. \f/1 nnd \jl, rt'J>rl':'(.'Ut t hE' 
frce cmcrgi<'::c- J>t'r unit nm . ..:s of ltq111d n11cl vapor, re:;pt><'
tivcly. l'he tt'rlll \jl lt· i:-; thl' frt'<' t'tH'rA,v JX'r mm va
por associatC'Cl to tlw pita'(' chnngl' lat.t.>nt. hNtl. l hl" 
t<.>nn / (o) i~ th<• mcltcat.or fmt("ttoll of tltt> conv<'x :-.c.•l 
[0, l i E R clcfiru--<1 a • .-. 

I (o) {
o 
l:ro 

. i r u E [o. 11 
, otlu•rwi:-P 

(9) 



and i~ indnckd to lnktl ~~~ l' inlr m nl toinstraiUL of tbe 
mixtun• into w·<·ount H~ a C'()Jl:>litulive a."':.'umpf iOtl. Tllt' 
iL' rnl ! (o) prt'W II I~ o from f!,PLLiug out. of it::; acl mi:::~ibk 
mlt'rval Thr >'tfllt' lnw:,; relut.ing llw tlwnnodynarnic 
forct>t" to thc> :'law vanablt\.- arl.' ohtaÜI<'fl from 1 ht• fn•l' 
enrrgy poll'll l lal a .. .., followl': 

BPI 
1)\JI 

(1- n)(IV1 
i)\jl I) ( I - o)g1 

1Je1 
ui-

iJel 

BP· 
ÜIIJ 

o( IJI , \jJ lo 
i)\jl I ) 

Og, 
g,-- oy, (lO) âo, 

B'" E t),. III !11 IIJ I !lo \jJ I (}, IJII, + 11: 
h E i)f(o ) 

In tlw Hlmvt' l'qn ui iOll:'. IJJ aud g,. stanrl for lht' 
C: ibh:- ::;pc'cdic fn•t• Plll' rp,it>.,. of I h e I iqu icl and vapor 
plut:-;P::;, n':ipt'Ct. lvrl,v. Tht> Lt' rlll Di ln) il'llhe subdifferen
t i ~t l of thP nulwnt.or fut wtion / (n) ul n, whiclt tS giw n 
by lliP :-<PI. ( l ~k!• lu.ncl nnd Tt'llt ll tl , 197Ci): 

(){{o) { h E /UI/ (n') l (n) ~ h(n~ -n):Vo"" E [0. 1 } 

From Lili~ dl'l i111l 1011. \H' I'WI :::<'l' Lhal ô l (a 
{h E /RI/i :$ 0}. 0 / (0 <c~ < 1) {0 }, i){(o 
{h E D<lh ~O} and cJ / (o} {~} 1f n 3 0.1 . 

(11 ) 
O) -
1) -

Olln' \\'t' IH1\'P ('h O."!.' li u t'J>l'Ci fie fonn for W wc ar e 
able to C'ompul!' ti:- llHllc•nnl dl•nvalive tiJ wlúch appears 
ltl (:3)· 

i)\jl ;}\jl 
-:---) [JI I -)-i}, I ( (], \jJ I - {!I \jJ I i g, Wtl' )ó + 
( lJI r o, 

I (o ( t I ó l)) I (o) 
-t lmt ó 

6.1 .o t 
( 12) 

ln C'()lllput mv; tiJ l'an• :-<hmtld hc• tnkt•n ~llWt' IJI i:> nol 
a ::;mnoth fllll<'lloll 13y ""utg t lw clrfinl tiO!l of Lhe sub
cli ffpn •n li<~ l ( l i) 11 cal! ht> ::;ltowtl (\lon•au C'l ai, Hli'>~) 

l llat: 

. I (n(l 
llnt 

6.1 •(J 

ó l )) - I (n) 
ól :$ há, Vlt E âl (oU)) ( l 3) 

Wllt'll Lhe• nl>ow re~ul t, i:- tt,;t•d aloug witl1 Uw :::: ta.Le 
law~ ( ll)). c'<Jimltcm ( I:!) c·;m lw wriw•n a.": 

tiJ < W' il1 I W• {!,, I D'"<i ( 14) 

f'inally, lllPqunla t.v (11) nm l>t• tt:-Pd to rind a lowt'r 
bouud d for llw d l~lptll lon d i11 c>quatiou (3) tSuch &: 

lo obtam a c·omplt>h• :-<t't of c·cm~t i t u t iw equat.ion~. 
it :-<uHkt-,;. w :'J>t'< tfy a poh•nltal of cl i:-<~ipalion from 
wh1ch compknwntary l nw~ are dl'riv•'<l in budt a way 
that tlw local \'l'r:'ltm of llw SLr (:3) or (15) i~ alwa.y:, 
\'l'rt fiPcl 

P~eudo-J>ott•u l i ui of Dit<;:;imntoll . To a.;:::ign a11 irrt>
w n;iblr rlaunC'lt>r to tht• iN>Lhc•nnal pha.."if' c:hauge pro
c·t·~.-, H1H I abo to l' ll:>lln' t h ai Llw SLT 1:> alway:::: saLis
flcd, wc' a~:'llllH' 1.hnt tlw l>t'<'udo-potemial of di&'ipation 
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<1> i::. a l 'Oil vt'X anel dilft•reul iable functiou of D a.nd r , 
<1> <I> (D . I ), wilh tlw following propert iefl: 

<I>(D , I ) ~ O. V(D , r ) tlnd <1>(0, O) O ( 16) 

As ll:mnl, !l:<." ll ntin~ that. lht• Cauch.v i>Lre&; len....;or 
j.,. giwn by: 

T -pi t T " ( 1 i') 

in \\ hid1 JJ (]1 ~ O) j.,. tlw tlwrmoclvnamw pn'*urc anel 
T~ i~ tlw t•xlta ;:;ln•:-<:- lt'll:>~lr. lht> adclit10nal iufonnation 
a:;...;ocu\ll'd lo lht• d1:-::-ipaltw hl'lun ior cau be obtaincd 
from <I> throngh tlw followltlg cou1plemcntary law::;: 

T' 
O <I> 

VD 
n' i) <I> 

(}[ 
(lb) 

lll addilloll, 1f wP dtoo:<<' IIH• iutrin:-;w d1::;~rpat ion d a:; 

h<• i ng g l\'1' 11 by: 

d T' · D + H'' r - l (o)clivv (l !J) 

for any t1c1m11t>volu tion. ll wu wc' gC'i from thr col!v<'xity 
propl'rt.y of ti> tlwt: 

d r . D 1 H1' f' ~ <1>('0 . 1')-<1> (0, O). Vn· E [O. 1 (:!0) 

ln vil'w of ( IIi), 1t. J:' Pé\:-l.v lo :'l.'l' ~hnt. d ~O for any 
aetual t'\'Ol ut ton anci ~ tlw S l; l (:J) i:-< a lway.,. sàtJsfied. 

C'onst 11111ivt> Luw:--. l'lw ~el of <'On:>tltul ivP t'<JUIJ

lionio i:- c·otuplt•t c>< I prov1dc'fl a l' l)f'('ific form of 4> li> dto
~~~ &fort• :-IX'<' Ifym~ n f<>rm fnr <1>. howewr. it i~ worth 
noting lhaL t.lw llwrmodytlanH<· forn":' ar<' nol ali mck
pendt'nL Ilwy !lT!' n•lutc'(] lO !31 ln adclition. a.' \\V 

~hall b('(', lht>rt' t'Xtbb nn «'xpn~tou for lhe thermod,v
nanuc prt>&-un· of t lw lll1X1m<' wh1ch 1:-< n con:>t>quence of 
t h<' C'on::;t i tu I m.• n .. , ... umpl lon:- mnrlP !'O fur lu effect. for 
mty à('l\Jé\1 t•volu I tOll of I ht> n11x tltl'<' wit h ma..~ dPnsi ly 
giwn l1.v (1), Llw tllA."'" haltmc·t• t•q uat Jon ( I) clefrnc:>::. H 

:-ub ..... pnce of til!' lllu'ur .,.pan• :-pntnwd hy v , i!t. i!l anel à. 
So, in orclt>r lltnl (Iii} h,• t>qual Lo ( 19) one UlU:'lltaw: 

d - JKiivv I!Jdivv nr1 i!t - DB•· (!,, - H0 ó -

I' ( ) /3 àp,. I niJ,, o-u,,di vv -Ho)divv+ 

+ IJ (i! t {XIivv) 
(21) 

in wlucli q t::. <l L<,~rnl!gl' 111ttl l1pln•r Si nce (•qua.tron (2 1) 
llolcb fm auy utclt•pc•llck nt. Pvolutmn of v , iJ,, f!t· aml ci, 
il C'Oilll':O: O lll t ltllt,: 

-p-W nn,JJI - IJ(clg, ( 1 -n)gt) J(a) O 

- lJP•· -OIJ- oH1 Ü 

-[)PI- (1-11)1} 0 

- ao I 11U!t - g, ) t g, ur - o 
(22} 

13y elmu nat mg 11 fro111 tht• above l>quat1ons we obtrun 
l ht> clc•::-m'<l rl'lat 1on:--h1J~ 

p ( 1 -0:)Pt f op, 

a(l a) /31' oDll'- ( I -o)W• 

lf'> I ( Ot - g,, )( flP•· !Jl!' ) • 

131' ( O:'l!t - ( I -O )l!u) O 



in which P1 et~ and p11 g~ %~;: nrt• lh<' liquid a11d 
vapor prcssures w1Lhin lhl.' mixtur<' 

Without !()(';mg gcncrality, if wt• As::;umc l111.' mix
ture bchaves as a 1\t'wtoniAJl fluid An appropriaw c·hoic<' 
for <P is: 

<P(D, f ;a) 
À 2 1 

2 (tr(D )) ,,n D t 
2
,_/2 (2·1) 

where a b a ))Q;Ítive <·ont:lant and À À(o ), Jl ft(O') 
are avarage propert1~ betwecn, re::opectively, Àt and À, 

and between J.lt and Jlt having a a.-; weighting fact.or. 
fh~ material paramelt'T~ nn.' t-'Uch lhat I' ~ O aud 
À I '2f3p ~ O. F'or th1:' :'>)Wdfk diOICC, tlw ;:;late and 
complememary law:; IX'comc· 

T -pi r Àtr(D ) ~ '2!tD 
p (1 - n:)p1 I ap, 

PI l<1 {!I - i\ f Pv /\' t• fi,, 

r _ J]l3r (25) 

a(l - o)D1
' <~( I - a)(y1 - y.,.) 

B 0 I (!li- !.!t )(a!Jv I ( 1 - n)!/1) I 

, Br (oQt- ( I - <l')y,,) O 

Equations (1)+ (2)-(25) complelf>d hy ;:;uita.blt• 
boundary and initial conditJOIIB Ar<' ~ufficit•nt. to dt-
scribe the isothermal momf>ntum dnvt•n cavilation of 
a. 'le\vtonian fluid . 5mce lhP con;:;tit.llllw rdat1011 for 
a :'IJPwtonian A111d i:< well-known w<' ;:;hall fr01n now on 
focu;:; at.tention on the pha.....;(' dtaugt' lran~formal1on. 

PIIYSIC'AL TYn :HJ>RE'l.\TJO"l Ol· fi lE \10DEL 

'lo bel ter unrlt'r!'tand tht' llqlllcl-vnpor ph~"i(' tran::o
formation dei=eribed by thc propo,.;('d mod~J il it-< convt-
nicut to begin with lhe particular C'~C in wlnc-h lher<' i:,; 
no dissipation as~ciattxl Lo lhe ph&l' c-hauge procr:-;8. 

:'IJ'ou-di:ôsipatiw Pha:·w C'hangt' I3ç>hnvior. l n :>udt <1 

ca."'e 4> does not rlepl'lld OTI r. f 11 ollu•r ll'flll:-1, /1r :: 0 .. 
anel lhe equations (25) ar(' reduced to: 

p = (1 - a:)pl c~p~~ 

PI - K1Q1 - M p, 1\·,.y,, 

o (1 - o )gl o (1 - n )y,. (2()) 

e •. w. t gll!lt, - f!1\ll1 " 

({!t - (!,.)(oq, ( I -Cl)Yt) 0,11 E /}/((t) 

The ahow :<t't of t"quation:- :-;hould be analyz('d for 
thn>t' di$tind ;:;itualion:-;; o E (0, I). o O and o 1. 

l·or o E (0, I ), lt O aJlfl t'quat1on:-: (2G) are re-
rluce'd to: 

Yl !/t 

P PI p. P~• 
(2i) 

which are thc cla..;;sica.J r('l;U)l:; of Lhe lhermo.--tatio; tht-
ory (Jshii.. 1975 and Reynolds nnd P<'rkm:;, 1977). ln 
lhe abovc cxpression Ps1, stanrls for thr saLurated vapor 
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pressu.re. Equations (27) CHn lw comhilll'd lUld written 
as: 

M "' . ( Psv I M ) 1<1 - I<1 \! - ~ ,Oior<O I A tlog 1' 
pg,, +' \1 

- Kv- (\.OiogO t /\",Iog1
1
'": ! /, (0) 
\1 

(~~) 
F'rom the above equnt1on W<' cnn :'('P lhat for a fixed 
t.emperature then.' f.'XÍ~>ko a u111que :;atura lN! vapor pn":'
su.re Psv(O). 

Equation:::: (27) unply that tht' hqtml and vapor 
partia! pre~,1re:> remam con:-;lant and equul lo th<' :::at

urat.cd vapor preB:;ure P~l or th<' 11\IXtllrt' dnn ng pha."<' 
change proc~. l\lon>owr, fro111 thl' mass balance equa
tion (5) and (6), lhe Pvolution of lhe void fraction aud 
lhe ma..-:s rate of phast.' chang<' an' govrrned hy: 

do 

d/ 

r 

(a:e •• 1 ( I - o)e~1) 
1
. 

...l.-...;;_.,...--__;__.,...--~~( I VV 

((}si - l!.•11) 

-
..:{}c::.m.:..' º=-s:..:.l_ I ( IV V 

(29) 

t>,l - º~" 

iu which {lltu - P•t,f Jf,, anel {!si (P~tv I ;\-f)f I<t sLand 
for lhe saturatNi vapor mlfl liquid dt•t~Si Licti, respec
tively. Lel us now coucentrate on lh<' :-:itualion::- for 
a= O anda: 1 

For o O, lhe l'~t'<'Udo fhurl i:-> made IIJ> or liquid 
only and t"quation;:; (26) ar<' r<'Chl<'(>{) lo: 

P Pt Kt!lt - .\1 

Pt - P~·- {!,.(!Jt - y,) + h 0. h E l)/(a 0) 
(:30) 

Since h 5O for<~ O, t'quat1on (:m 2), '"lwn combmt'd 
wüh (~b), give:; r1t>C to tht> follow111g IIW()IIallty 

Pt - p,. - q,. (.r/1 y,,) ~ O 

in which 

1. 1 ( Jll I M ) 91 - g, - \ 1 og . 
p,.., M 

+ K1M( I - __ I -) 
p..,, 1 M PI AI 

, .. I p,.,, n,. og-1 
Pu 

(31) 

This: inequahty providl'::i tlu• adn1i~ibll• vnlue:o; for Pu 
and PI in the J>.."<-'ll<lo-ftuul con::;J:;tm~ of t h<' liqu1d pha."iC' 
only. For p,. P~t" I hen (:n ) rrquire:; that p PI ~ p~,. 
as it. would be CXf><'Cll.'<l 

For o - l. tlw I>N'udo-fhnd 1:< llllltl<' up of vapor 
only and equation;; (2(}) en' mh1cNI to 

P Pv I<v!!t 

PI-P.-!liCYt-Y•.J h O.hEi)f(a - 1) 
(32) 

Since h ~O for a: J, t•qualton (:~2.2) g1ve:; ri,;e lo Lhe 
following inequaliLy: 

PI- P~·- fll(g,- g,,) < 0 (3:3) 



This in<'quaJity providl'~ Üt<' adntit't.'ible values for Pv 
and PI iu ~lw Jbl'uclo-rlutd consisting of Lhe vapor phase 
only. For PI p.,., then (3:3) reqmres that p Pt ~ Pst• 
~ it woulrl bP <'Xpe<'tro 

Thl' forC'gomg ri.'Sult:; cau 1)(;' summarized in the 
dia~ram p x l! ::hown in I· tg I whi<:h exhihts lhe admi~ 
sibiC' statt';; for tht> nuacl Cwr.v (p,g) on lhe curve is 
an Pquilibrium slalt•. ll shoulcl 1)1-' noliced thaL we have 
a..o;sumed f(, > /( 111 dnm li H! thc diarrram. 

... 

... 

Fig 1 Eq111lihrium statl's in lh<' p x 12 cliagram. 

Dts:-ipat tV<' J>ha:-<' Chang<' H<'havior. Tn this ca..<;e, 
lh<' phas<' chang<' transformatio11 takes place through 
non-eqllllibrium slat~ g.ving nse to time-rate depen
dPnt <·onstitutave <'Qllnlion:;. As tt ha.." been clone in the 
non-di&Jipattve <·~e. equatton::- (2.) ) ::-houJd bt' anaJyzed 
for thrre condi tion::;. o E (0, I), o O and o I. 
For o E (0, I), h O, nud t'<JIIHtions (25) are reduced 
to: 

PI I\'11J1 - M 
I' d(g1 - g,. ) 

(3t1 ) 

111 - p,. - 211, ( 1 - n )(m - y,.) o 
Tltc abovt> t•quutions, a.Jong wi ~h Ui) and (6), govern 
lh<' plta...;c chang<' t rausfonnot iou, Lhal is Lhe evolution 
of p~, p, .. and n A<'ccmllllg to (:H :3), ~hl' mass rale of 
pha...:.e chrutgt• 1s propor1.1onal to difrcn'tH·e betwecu th<' 
Gihlki fn'(' CllN!!,I<-::: of tJw liquicl aJJd vapor. ll is itcr<>st
ing to now from lltt> Hhow t-quat 1011:: that Jll - p,, = Ps" 
i::-, for l'\'t•ry ll E (0. I), a11 <•quilihnum :;tatl\ as it ha."' 
lx'Cn pointC'Ô out in llw la."t Sl'('tion 

For a O, tlw J>."<'Udo-rJmd ts ma.dt' up of liquid 
only and equatton:: (2:3) an• n><luced to. 

P P1 l<a!l - M 

PI-Pt-f!,(YJ-(Jt.) • 11 -~r O.hE8l(o=0) 
J 

(35) 
Sincc h ~ O for n O, f.'q uat ion (35.2) is tran:;formed 
in thc following nwquali Ly 

PI- Pu- f!,Jgt - 9u)- ~J r ~ 0 (36) 
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This equãtion providct> thc admissible vaJues for Pt• and 
p1 in Lhf' p::-eiJ(lo-rJuid con~isting of thc liquid pha.~ only. 
lt shou ld ))(> analy/.<'d for two ~ilualions: r = o and 
r :/c O For r O, lhe inequalit.y sign preva.ils. The 
ca..;e i11 whid t r I O is analyzed laking into account 
that tht• liqmd pha...;,(' of tht• p .. -.cudo-rJuid is a limit case 
of lhe liquid-vapor mixture Thus. using (34) as a __. O 
we :=:t'e that (:36) becomt>s ati equalily 

For a I. lhe 1~udo-fluid is made up of vapor 
only and l'CJUI:lltons (26) are reduced to: 

P Pt T1:, f!v 

PI- /JtJ- t!t(Yt- q,.) h f!l r 0. h E âl(o- 1) 
;j 

(37) 
Since h ~ O for n I. equation (37. ~) is transfonncd 
iu thc following incquality: 

J.Jt - Pt• - t!t({JI - !Ju) -t ~; f' ~ O (38) 

This equa I io11 providC's t.lw adutit'Sible vaJue.s for Pv and 
PI in t h<' J:>sf'uoo-fluid con;;isti ng of the vapor phase only. 
Again, it should b1• a.naly.ted for r O anrl r :/c O. For 
r - o. t.hl.' inl.'qU<llity sign prevails. The ca._<;<> in which 
r j O is ana.lpRCI takmg mto account lhat lhe vapor 
phase of t.he p.,.;;eudo-OUJd i~ a limit c~--e of t.he liquid
vapor mixture. Thus, using (31) as a __. I wl? sec that. 
(3 ) becomt":'l an equality 

A ' ANALYSJS OF Tlll•, ~10D8L'S PH EDTC'TIO, S 

' lb illustratt• t lw capabtli t.y of lhe model in descrih
ing thC' liqUtd-vapor phlk-;e chauge lrausforn1at ion~ a 
quanlilattvt' t'xamplc 1s pr~ented. Por this purp<k'<", 
con:miPr a ~ampl <> of A liquid vapor mixturc of pure in
VISCtd watl.'r in l'<lllilibrium t\l a sat uration pressure of 
JJw 2.:w,·r>n (0 293K) having, initially at l - O, 
a void fn1t·Lion of 0 0 0.2. Tlt c> con~lilu tivC' constants 
of t.he modc•l for wawr n.t. 293/( arl': /(u 1:35k.Jfkg, 
1\ t. 990/d / ky aml M OHBM Pa . 
The lllixlun• il:l connnC'd 111\.0 a SYí:1~C lll and can have ils 
original volume ex pande<l or conlmct.ro along the time 
by means of cxteruala<'t.ion~. lt. ii' furtlter a..c:sumed that, 
at. ru1y l 1111C' mstAn1, ~lw tll i"Xtun• tfl almost everywher<' 
ltonlogPtwou~ throughoul its vol ume, w that convective 
tPrtnt> may hP m•glt'<'t<•cl L nder these circunstances, the 
lime ralC' of thf' vohtml.' chrutge per uuit. volume of the 
wholc mi"Xturl.' Í8 riC'cribt'<.l by the term divv which i:::: 
a._~um<'<l to IX' a pn•:<nbed input. excitat.ion of the time 
of t.he fonn gi wn tn J. tg 2. 
Smce Q E (0. l ) for thl' mpu l function considered, lhe 
equalton::: govt'rmng thc behavior of lhe mixture are 
(5) t (6) · ( 311 ) which form an init iaJ value problem of 
difrerent.iaJ-algebraic equa.tions for tht> unknowns PI (or 
gl). P< (or llt·) and a-. This problem is numerically 
solved by usmg a suilablc schcme based on both a 
fourlh-ordcr H.unge-1\.utta method and a Lechniquc for 
seeking Lhe root of a rcal-valued funclion. Typica.l Lime-
stcps used in t.lte simula.lion are of lhe ordcr of 0.06s. 
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Fig 2. Input cxcitalion divv ~ lime. 

lu whaL follows, thc pr<'dic:tion:; or t.he modl•l an• ana,.. 
lyzed for three diffcrenL value::; of Lhe pa.rHJtlcLer lj ({3 
J0- 3, 10- 5 and 10 8 kg2 Jm3 ~· J .~) Hnd compareci wit b 
the behavior pred icteci by lhe non-d issipalive ca:::c. T he 
evolut,iou of lhe void fraction along t.he Lhe t ime i;g pre
sented in Fig :3 for l.he Llu<'e di ffcrcnt valuct:. or fJ. Since 
OlJv << (1-0)tJt and lltal {Jt pr€'$Cnl:- only t':mall variar
t ions around ºst, Lhe cvoluLion of o dO<'S not depend on 
f) as can be ::;een in Fig 3. l\.1oreover, iL can bc shown 
that this respon:;e is th<' srunf' that would be prf'dJct.ed 
by the oon-dissipatiw behav1or g~ven by (2!) 1). 

:t /\ 
."[ / \_~ 
lU 

0.1 

000 • 411 .. .. 110 ~ ~ IIII tm lllD DI 

•• 

Fig 3. Void fraction w. tinw for di ffpn•ut valu<'s of 1J. 

Quite dist inct behaviors are oOOE!rved for lhe diffcreut 
values of ;3 when the rna.."S rate pha.-;c change per unit 
volume. r, is plottcd again~t th(' tune ~ depicteci in 
Fig 4. The dott<'d lmt> ( 1J 1 O 3 ) rcpre,:enl:; lhe li mi t 
ca..~ in which lht• ma<lt>l"s rmxhc-lion~ d(>l;crilx~ the non
di.."Sipalivc behavior given hy (29.2). ln t-u<:h a situ
ation, the pha..~ change 111 a..o.;:; gem•nttion 1:> in phasc 
with divv and thP amount of vapor gf.'n<"rated in lhe 
fi rst haH-period is equal lo th<' liquicl gmcralion in lhe 
second onc. 

u~--------------------------; 

o•• 
Cl41 

:rut•/ ...,'' ~4 • .' 
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F'ig 4. Ma.."S rale of phru.c dtan~e w tinw for diCrerf.'nt. 

valul"S of ;3. 

T he other limi t ca~c ÍH obLai1wd wiLh .li lO 11 (da.:>hPd 
linc) for which lhere i:; 110 vapor g(•ncnll iou al ali. An 
intermecliaLC' behavior is adti t•wd wilh 1"1 1.0 5

. TbiR 
curv(', repr<':'Cnlcd by thc lilolid litH\ t•xhilJiLs a pha:<f' dE'
lay and a rcducl:'d ampli t udl' wlwn compared with llw 
response for /3 lO :l (l he n•pn':lrnlaliw case of the 
non-dissipativ<' behavior). 
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The pressure histor i<':' for lhf' t hrt'l' cn.-.t':> arf.' shown in 
Fig 5. As mentioned l'nrlier, the lmul ca~l' for ;:J 10 a 
(doUed line) dt>:;cribt>:. lhe non-<.11::-.."IP!ltiw hl'havior iu 
which the pha..-.e change Lrnn~:~fornl<lLlOn lak('$ place al 
const ant nrt"SSUr<' ( lhl' ;:;at uruled \'HPOr pn•,.....,urc) 

l 

l zl '·~· / -• ·• \.. \ _ ._,_ 
\.. / , ___ / 

aL-----._----~--------------------0 » 411 411 III 110 IIII ttll 110 IIII liJO nD 

·~ 

Fig 5. Pressun• vs lmw for d ilf(•nmt. valu(>l; of ,J. 

ln the olher limit ca.."'t' repn'::-enlt•d hy th<' daclwd linP 
(p 10-8 ), Lhe.> pressurt' falis ruHl rf'mnins bcllow tlw 
:::aluraled vapor pr~~un.> unt1l lhe t>nd of th<' motion 
(l20s ). A:> we h a,·<' st't'n 111 h g 1, thPrf' lt' no máS$ 

tran::.fer between the pha....;('~ for thi~ c·~<' and the pres
~ure d rop is solcly rt'lnted to t ht> ('Xpan::>ion of lh<" vapor 
and liquid phas<':'. Again. a <JIIIlt' cltfft'rf'nt behavior i::< 

observed for lhe c-a..>.;t• 111 whic-h 3 10 r; (:'Oiid litu'). lu 
lhis SÍluation, il can bc not.ICE'd lhe J>r<':it.'IICe or á r~ 
laxalion phenomcnon t~i llCl' I h e pre;o;.-;tl r<' la.k<':4 npprox
irnalely 20s t.o comt• to its t•quihbn um V'dlu<' aflc.>r lht' 
raLe of volume changc h~ wmi~lwd . 



F'inally, lhe di~sipalion a..,.:;ociated to each of the Lhree 
case: can lx- h<'ltc-r vizuali:~ .. cd by plotLing ih<' pressurc 
AP'Ain:-11. l.h<' vo1cl frArl inn A::; ~llown in Fi!! fi 

f l • 

Fig G Prt't'SIII'l' w voi<.l fn1~:tion for rlirferent valucs of 
!3. 

The hy~>t<'n.'$is l ooJ>.4 <'karly demonslraLe that the greaL
est <.lissipalion takt·~ placc for ;:J 10 5 . For the other 
valu<'S of t3, for whtch I<'::..' n•al i~t.ic: respon:>es are o~ 
lailwd from L h(• phy:;ica l vit'wpomt, l here is almost no 
dissipation of <'tH'rgy cluring t lw pha.~ change process. 

C'O~C'LUDIJ\G RE\IAHKS 

A ;:;implt> tht'rmO<Iynrunic:; modl'l for momentum
drivt'n cavttatton m fhud flow::; which occouuts for dis
::.ipative effecl:- has becn pre::oentcd aud analy-t..ed. The 
capability of lh<' mO<lcl in de:<·ribing different behavion> 
oho.erved iu proctic't• i~> ill u.,;tratecl by means of a limit 
analysis. By modi~vtng ouly onc material paramctcr 
it is possible to :'inmlat(• trnn:-formalions ranging from 
thc sirnpl<' a11d das:-icaluon-dts:-; ipativt' case locomplex 
ra lt•-<"lepPrtcl t>m :--iwut ion:-: i11 wlllch n•laxat.ion phenom
cua an• pn•:-<•nt . 

ACKNOWLEDGM Er\TS 

The aulhor grt~~(·fully Acknowkcigt>s llw l'iuancial SUJ>
port. provid('.(l by t ltt• agl'll<"Y C Pq I hrough grant 
301 :323 H 1-1 

REFEBENC!ES 

Arnd t, H I~ A , W~l . "Cavitation in Fluid r-.la
chinery ano llydrnul tc St Tlll'lurt':'"' Ann. Rcv. Fluid 
r<.Jech., vol 1 :!, pp. 27:~:~2õ. 

ft: keland, J anel 'Jt•man, H., 1976, "Com·ex Anal
ysi~ and Vanattonal ProbiPm::;"', ~orth-llolland, Ams
terdam 

F'ellipa, C' .• \ nnd Ol:'runtz, .J A .. 19~-1. '' Finite 
Element Analysi:; of Sltock lnducecl llull Cavitation··, 
Compu ler~:> l\klhodt'i in .\ppli l'<'l r<.le<:hatúc.; aud Engi
neering, vol. 1\1\, pp. 2!J7-:l:n 

Freit.a." Baducl, F. H., Cooln Mnttos, H. S. aud 
Saldanha da Gama, H. ~ .• 19!>4, "Modclling of Hy
dra.ulic Trantl it•nts in Dontagl•ahll' Elasto-Viscoplastic 

933 

Piping Sy:-temR", Appl. Math . Modelling, vol. 18, 
207-215. 

Frt'ila.<: Rac-hid , F'. 13.,199 , "Modellingof Pipeline 
Integri ty Taking 111to .\ ccount tlte Fluid-Structure Jn
teraction'', lnt. .J . for Num. Method:s in Fluids, vol. 
2b, pp. 337-350. 

Frémond, \1 and Nicolas P., 19 '7, '' Hystéresis 
dans les 1\hlicux J>oreux on SaturM', C. R. Acad. Sei., 
l. 305, série II, pp. 711-716. 

Frérnond , M aud . tcolas, P . 1990, "Macroscopic 
ThermO<Jynantic- of Porou~ r<. ledia", Continuum Me
chantcs anel Tlt<'rmociynami<'l', vol. 2, pp. 11 9-139. 

Cermain, P anel Muller, P., 1993, " lntroduction à 
la ~1kaniqm• d t>::. Milil•ux Contiuw'', ~a..c;._.;;ou, Paris. 

Craham, B. \V., 1969, "Que-Dimensional Two
Pitase Flow", McG raw-ll ill. 

Ishii, M. , I 975, "Thcnno-Fluid Dynarnics Theory 
of Two-Phast• F'low", Eyrolles, Paris. 

Morcau, .J . J .; Pa.nagiotopoulos, P. D. and 
Strang, C:., 1988, "Topics in Non Smooth Mccha.nics", 
Birkha.user. 

Reynold:', \V. C. aJtd Pcrkins, 11. C., 1977, "Engi
neering ThcnnO<IyHamics", McC:raw-lliU 

Rood, 1·;. P., 1991, " Review - Mecbanisms ofC'av
itat ion lnception", ASM E .) . of Fluids Eng .• vol. 11 :l, 
pp. 163-175. 

Wylic, F.:. B. and St..reeter, V. L., 1993, "Fluíd 
'Iransient.s in Systems", Prenticc Hall, . ew Jersey. 



~a cm VIl ENCIT- Rio de Janeiro,RJ BRAZIL (November,1998) 

• PUC 
ltiO 

SIMULATION OF THE BA TCHING OPERA Tl ON WITH PIGS lN 
UNSTEADY FLUID FLOWS 

Eijiro V. Campo & Fe1ipe 8. Freitas Rachid 

Laboratory ofTheoreucal and Apphed Mcchamcs 
Depanment of Mechanical Engmeenng- Umvers1dade Federal Aummensc 

Rua Paso da Pátria, 156 
24.210-240 Niterói. RJ - Braz1l 

SUMMARY 

Tlus paper presellls a mecha/l/cal model a/ong wuh a simple numericalteclrniqrte to simulate the unsteady 
state motton of dífferent products "' a same ptpeline using pigs as phYsícal interfaces The go,•eming 
eqtumons describing the drnamtcs of the liquids and the pigs in tire /me fonn a system of hrperboltc partia/ 
dtfferemwl equations with mol'lng boundaries. To solve tlris problem, an adapm·e grid of clraracteristtcs is 
used along 11:itlr a predictor-corrector scheme to handlt the pig pomion. Numencal examples are presented to 
illustrate tire capability of til e model in simulating tire barching operations w11h pigs. 

INIRODUCTION 

QUJte often d1fferent liquids are pumped at the sarne lime 
through a single p1pehne 10 an operation lnown as batch1ng. The 
baldtiog operation can be carricd out wllh or wllhom a phys1cal 
mterface between the l!quids. ln general, special types of p1gs, 
usually lhe pigs of sphere, are used as a physical interface to 
separate dissimilar products when lhe sarne pipeline is carrying 
~everal different types or grades of refined products. This reduccs 
the mterface o r contaminauon ( Botros, I 984) when transponmg 
products such as dtesel fuel. gasoline. crude 011 and kerosene. 

The p1g tra\'cb 10 the pipeline pushed ahead by the flUJd flow 
lt ts launched and recctved at the origin and desunaúon stauons, 
whtch can be for from each other hundreds or kilometcrs. The 
presence of 1wo or more pigs into the pipeline is not rare nnd lhe 
way they move as well as the fluid flow IS mamly dominated by 
non steady-state reg~mes. The geometnc configuraúon of the line. 
which goes up and downhill. and the ume-varymg head cau~ed 
by different stretches of the piping bemg filled wnh hqUJds of 
d1s11nct densities and \lscosities are some of thc mam reru.ons for 
the estabhshment ol the transient rcg1mc. 

The usage of pigs for batch separa11on is not recent (Barretl, 
1959). ln spite of thb, due to the mhcntcd complexity of thb 
prohlem, there is not a well-establishcd model available in the 
open hteraturc 

As an attcmpl to advance thc knowledge in th1s field, 1t IS 

proposed 10 th1s paper a simple mechamcal model along wnh a 
numencal method to s1mulate the batchmg opcrauon 10 1rans1ent 
flu1d flow cond1110ns Contact forces 1n the pig-pipe interface are 
taken into account m the model. which considers the fluid a 
shghtly compresstble medJUm. The problem IS describcd by o 
non-linear syMem of hyperbolic equa1ions with moving 
boundanes (the plg!>) and is numerically solvcd with a suHable 
technique ba\ed on an adapuve method of charactensúcs. 

Numencal examplcs of a representattvc problem are 
prescnted to tllustratc the capabilily of the modelm pred1ctmg thc 
fluid and p1g motions during the opcra110n. lt should be pomted 
ou1 thal lhe model presented here IS not restrictcd lO lhe 
simulation of the batching procedure. 11 is able to analyze several 
othcr operauons performcd by the p1gs. from the úme the pipeline 
1s put mto the ground unul 11 IS decommissioned at he cnd of a 
long and useful serv1cc hfe (Vianes Campo and Freitas Rach1d. 
1997). 
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For a rcv1ew of lhe pigging applicauons the readcr is rcfcrrcd 
10 the works ofWcbh ( 1979) and O'Donoghue ( 1993). 

r X 

,., 

l 

Figure I - Schcmatic of the p1g-pipehne systcm. 

GQVERNING ROUATIONS 

Because the length-to-dtamctcr rauo, UD. of p1pchnes 
conveymg flUJds 1s large. onc-d1men\10nal models usually 
dcscribe the fluid flow (Streeter and Wyhe. 1993). Within thts 
context. the p1g d1mensions are not 1ak.cn mto accounl so that, 
from the model tng vtewpoint, it ts reduccd to a moving point of 
singularity X = X(t) in the fluid flow doma1n (0, X') u (X'. LI 
(F1g. 1). 

ln this approach, thc fl uid IS assumcd to be a barotroptc 
shghtly comprcsslble hqutd and thc flow 1s \upposed to occur at 
Jow Mach numbcrs. The p1pewull mechan1cal bchav1or ts 
considered to be hncar and elastic. so thot the fluid flow and p1g 
motions are govcmed by the following set of non-linear 
hyperbohc panial dtfferential equations (Vinnes Campo, 1998): 

()i( ilii C- - O r n O ) . I 2 -+A-+ ,(u)= oor se ,.te( .- ,t=, 
dt = iJs 

áV 1-r.,..- x· - X' ) An) ~ = \_\',u(s = ,t),u(s = ,I ,...,, 
dt 
Flv,i'i(s = x ,r).Óf' )=o 
Ãp=y1H (s= X ,t)-y2H (s= X' ,t) 

(I) 

whereü =(QJI)1 ,y=(V, ,Xf.n1 =(O,X ),Q1 =(X' ,L) and 



A = [ , o ~:A]. c = [J,QIQI! 2AD] 
=• a; I gA O ' O 

j =[11 M(âp- ~:- Mgsm8)] 

F(y.ii( s= X ,I ).âp) = Q( s =X ,I)- AV, 

which 1s subjected to the followmg 1mlial condHions 
ii( s.t =O)= ü. and W 1 - O J = \-

Equation ( 1.1} c>.pre~ses the m~s and momentum 
conservauon pnnc1ple' for the Ou1d m wh1ch A (A=1CI)2/.J} stands 
for the cross-seclional arca of Ou1d flow. g 1s the gravitalional 
accelerauon and a, (r=/,2) IS the wave propagauon vclocity 
(constam) 1n the llu1d conlincd imo lhe p1pe. FIUid friction is 
t~cn imo account by the Darcy-We1~bach friction factor fi 
(r=/.2) wh1ch ll> cons1dcred constant. ln (I} lhe dependcnt 
variable vector 1i 1\ a function of the spaual coordinate s and the 
time t. lt rcpresents the tlUid flow rute Q and the p1ezometnc hcad 
H. Equauon ( 1.2) expresses the balance of momentum for the pig 
which is supposed to have a conMant mass M. The forces acting 
on the p1g are tluc to the pressure difference across lhe pig Lip, 
(also called dnv1ng prcssurc), HS own weight and the contact 
friction force of mcchanical nature FM acung on the pig-pipe 
interface. The spccilic wc1ght of the fluid IS dcnoted by y(y= pg, 
p bcing the Ouid mass dcnsity). Thc dependem vector variable y 
is fonned by thc p1g velocity VI' and pig displacement X, whi~h 
depend on lime only Thc angle 8 between the p1pe centerline and 
lhe horil.ontal I~ such that 8 = 8(X) € r-1112 o 1112]. Finally. 
equauon ( 1.3) represents the compaubthty relallonship between 
the Ouid and ptg mouons. 

1ndcpcndent from Hs actual geometry, the p1g ts considered in 
the modchng as a cyhndrical body of rad1us rp (lir = rP • D/2 > O, 
Llr IS the ovc~1zc) and of equ1valent length Lç. The mechanical 
friction force act<> at the p1g-p1pe lateral mterface, whose nominal 
contact arca 1s IÚJLc. Th1s force IS descnbed by Coulomb law and 
1ts maximum value, F:;''. occurs atthe onset of relallve motion. 

lf thcrc is relative mouon bct\\-een thc contact surfaces, then lhe 
mcchanical fncuon force is g1ven by F:;•. h can bc shown 

(Vian.:s Campo. 1998} that the mcchumcal friction force can be 
summanzed as: 

l ~gn(V,,)f~~· •f vP 1'0 

f'.,1 = sgn(b.t>A- Mg)F;'., if V
1
, =Oand F;•' Slb.tJA- Mgsitl6j (2) 

!lpA-MgsuiJ ti V, =0 and F.:" >j6t1A- MgsinBj 

where 

m wh1ch 11,. TJ, ( 11.~ < 11, ) Mands for the stauc and dynamic 

fncuon coeflic1cnts, rcspccuvcly. E and v are the Young's 
modulus nnd P01sson's rauo Thc mean pressure acting on the 
pig, Pm• wh1ch appcar~ lll (3) IS gJ\Cn by: 

Thc para meter a (a fi r o. /I) in (3) is (l mensure of the comact 
efticiency betwccn lhe pig and the pipewall interface and is 
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cxpressed as a funcuon of lhe p1g velocity as {Víanes Campo. 
1998): 

a={a.-ra.-a .... xlv,j!v;x l. if ~,lsv,'""' 
a_. o1herw1se 

1n which lXt, • a.., • . À. • and v,-• are ali positive constants 
assoc•nted to thc p1g and pipe wall. 

S1nce lhe actual p1g geometry IS 10 general very d1fferent from 
the 1deni1Zcd p1g (O'Donoghue, 1993; Gomes, 1994; Gomes ~1. 
a/., 1995}, H 1\ 1ntroduced 1n equat1on (3) a correcuon factor <1> 
C<I»O), to account for thc ovcrall suffoess of the real pig. 

NUMERICAL PROCEDURE 

Equauon li) fonns a hyperbohc systcm of partia! differential 
equallons for the doma1ns n, (t=/.2) with a mov~ng boundary 
(lhe píg) and two lixed boundanes nt s=O and s=L To 
numerically solve th1s problem, wc cmploy the classical method 
of charactcrist1cs for nn adaptivc grid along with a suitable 
pred1ctor-corrector scheme to handle the p1g posHion. 

Given a timc-stcp Li!. let us assume thal ali dependem 
variables are known at 11me (' ,n=0,/,2 ... , and that we wish to 
~ompute thc solution at time fH=f+Lit. The spatial grid spacing 
IS chosen as. 

ru, =&a,. i= 1.2 {4) 

Wíthout los~ng generallly, let us assume that at the umc 
instam f the p1g hes at a posH1on X" . such that & 1< X"<.L-&2 1f 
n=O The numbcr of spaual 1ntervals at lhe left ( N1•) and at the 

nght ( N • ) of thc ptg have been computed accord1ng to: 

(5) 

tn wh1ch mod(X. Y) stand\ for the intcgcr pan of the ralio X/Y 
Also. the spaual mterval 10 wh1ch the p1g hcs at thc begmning of 
th1s ume-step has bccn computed as: 

(6) 

The prcdictcd posHIOn ol the pig at time t"' 1
, X"+ 1=X(f' 1

), is 
then computed bascd on the following approx1mation: 

(7) 

Based on (7), one vcrifies whether H IS or it 1s not necessary to 
eHher add or dclctc nodes at the left and at lhe nght of lhe pig 
posH1on. To do so, Nt ·• and N;-1 are evaluated through (5) by 
rcplacmg X" by X"'' . F~nally. to adJUSI the gnd at thc p1g's 
ne1ghborhood. the \Ub 1nterval ru~~· 1s computed via (6) by 

replacmg N; b) N,"1 
• for t= /,2 

Now, lct J=IJ> and J=lp+ I be the nodes at the left and at the 
right of the p1g posH10n, respecuvely, ~uch that i,= Nt'1 + 1 . 

Figure 2 11lustrates the configurauon of the adaptive grid in lhe 
neighborhood ol the p1g. The nodes tp and ip+ I are represented 
for thc lime m~tnnts f and t•1 ln the s1tuauon shown in th1s 
figure. the p1g has moved to the right from ume f to (1+ 1 and one 
node has bccn ac.Jded at the left and another has been removed at 
the right of the pig. 



For j=2 ..... ip-l andj=ip+2, ... , N;·• + N;'' + l, the solution of 

the problem can be easily constructed by ernploying thc clussical 
method of characleristics (Strcetcr and Wyhe, 1993) for i= I and 
i=2, respectively. Denoting Hj'' and Q;'' as bcing, 

respecl!vely, lhe approximations of H(s=srt=l' .. 1) and 
Q(s=srl=t+1 

). the following recursive finile difference equations 
apply, along the characterisuc I ines c r and CP (see Fig. 2): 

H"'' =CP- BQ•'' I I I I 
H•'' =CM + BQ""' I I I I 

m whtch 

CM,= H;.,- B,Q;., + R,Q; •• IQ; .. I 
CP,= H;_, + B,Q;_, - R,Q; ,IQ;.,I 

(8) 

(9) 

with B,=a/Ag and R1=f,lls/(2gA1D), i=/,2. The simultaneous 
solution of (8) yields the values of H;·• and Qj'' for j=2, ... ,ip-l 

andj=ip+2, ... , N;'' + N;·• +I. with i=/,2. 

t 
PIG 

t 0 + 6t 1---r--r-~,-

t a I I I _ , 7>" 

5 

Ftgure 2 -Adaptive gnd of characlensucs. 

For lhe spaual subdomain &~~· between the nodes J=tp and 

j=ip+ /, we constder the flUJd ts ineompres~•ble and the pipe wall 
is rigid. Since lls/L< <I, we can neglect the fluid friction m this 
subdomain and wnte the momentum equation for the fluid now 
( I st equation of (1.1)) for 1 E (I', t•') as: 

_AI ~1/ls +y26s')ddQ' +6p(1)=r,N ;:.~-y,H j;,~, 1 ( 10) 
8 I . 

in which Q' =Q;:.~ =Q;:.~ .. , lls and .1s+ rcprcsent the lengths of 

thc grid spacing in the sub-domain tls~~· ( tls~~· =lls-+lls') at the 

lefl and at the right of the pig posttion. By subsututtng equauons 
(8) with j=ip and j=ip+ I into (I 0) we get: 

dQ" +CQ' = j(l} 
dt 

m whtch: 

C= Ag(y,B, + y~B~) 
y,tls- + yltl.r' 

i<t> _Ag . (rp~· -r2CM; -tJ.p<l)) 
y,tls + y ltls 

( li ) 

ln lhe above relations. CP.: and CM; are calculated using (9) 

with j=ip and j=ip+ 1, respeclively. By integrating ( li ) betwecn 
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the time instants I' and tE /l'.r 1 f based on the trapezoidal rulc, 
wc can solve ( li ) for Q' as a function of 1 and Jjp(l): 

Q'(ttJ.p) I [i<n+ic~·>ôt+(l -C&I2)Q'<r·)] (12) 
' I+C&/2 2 

in which &=t-1'. Now. tf we replace Q(s=X.t) by Q'(I,Jjp) in 
rclation ( 1.3), wc can write a suttable approxtmation for thts 
restriction: 

F(y.ü(s = x··'.r).tJ.p) = Q"(t.!J.p) - A v;·• (13) 

The correctcd position of the ptg tS then evaluated by solving 
( 1.2) for y subjected to ( 13) To do so, thc Runge-Kutta me1hod 
is employed together with a numerical procedure for seeking the 

root of fr. Lf the new x•Ht E (N;''&,. N; -'&, +&~~') lhen, 

h h d d bl H.,, H"" Q"'' d Q•·' t e ot er epen ent vana es 1, 'P , 1 •P•'. 1.,P an 1 • .,.1 

are computed as wcll as (H;'',Q,"'') nnd (H;'',Q1"''). with 

I =N;+' + N;'' +I, at thc fixed boundanes wtth the ntd of (8). 

Otherwise, the nodes j=ip and j=if'+ I are evaluatcd again based 
on the new value of )(' .. 1 and the procedure repeated. 

ll should bc pointcd out that the extension of the numerical 
proccdure to handle the severa! ptgs and fluids in the tine is 
straightforward. 

A NUMERICAL EXAMPLE 

Atming to illustratc thc apphcabtlny of the modcl in 
dcscnbing batchtng opcrauons. 11 •~ presented 10 thts ~ecuon a 
simple numencal cxample based on thc sy\tem ~hown 10 Ftgure 
I . Thc systcm ts formed by a stratght and horizontal pipeline (of 
length L and inside diarnetcr D) hav10g a centnfugal pump, wtlh 
a valve posiuoned at ns dtschargc, at the upstream end and a 
constant head reservoir at the downMream end The head at the 
reservotr is Ht. and the valve is IOittally closed Thc pump, which 
is running at constant spced, has a charactensttc head-flow rate 
curve given by the followtng relauonsh•p: 

HP = H..,[l-( ~1~] 
l º~MI 

(14) 

in which NP is the total dynamic head. Q,. 1s the dischorgc 
through the pump. H, is thc ~hut-off hcad and Q,,u is the 
maximum theoretical purnp di~chargc. These two last parameters 
are constants of the pump. 

lt is considered that at t=O the ptg. whtch has alrcady becn sel 
tnto thc tine. is at rest and lics at a posttion X.,=X(I=O). The fluids 
behind (i=/) and ahcad (t=2) ofthc pig Jre octane and kerosene, 
respectively. The transicnt motions of the ptg and thc fluids are 
generated, after t=O, by fully opcnmg the valve hnearly m 1, 

seconds. 
The wave specds thc pre\sure pulses propagate 1nto lhe 

system are a1= 1171 m/~ and a~= 1320m/s tn the stretches of lhe 
tube filled with octane and kcrosenc. respecuvely. The ptpehne 
parameters are L = 2 km, D = 97.54 mm (4 10). The fluid 
propentes are p1 = 699 kg/m3, JJ1 = 5 x lO 4 Pa·s./1 = 0.014. p1 = 
820 kg/m3, J11 = 1.1 x lO .J Pa·s. fz = 0.0 18. The p1g and system 
parameters are: H tlt•IIDff = 130m. Q,..., = 30 mlfh, 1, = 2 s. Ht. = 
I O m, !ll = 6.75. M = 3,5 kg, E= 15 Mpa. v= 0,42, Lc =50 mm. 
rp =52 mm, X0= lOOOm. '1. = 0.48, 'IJ = 0.35, ao= 0.9. a..,,.= 
0.7, À= 0.3, Vp'"'u = 1.5 mls. 



The driving pressure ns n funcuon of the elapsed time is 
shown in Figure 3. lt can be secn that the upsurge wave caused 
by the valve opening reaches lhe p1g at approJomately in 0.85s. 
At th1s ume instant, the dnv10g pressure grows abruplly until it 
reaches a cmical prcssure (6.75 bar) capable to set lhe pig in 
motion. 
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Figure 3 · Driving pressure vs. time 

The pig velocaty as n function of thc time is illustratcd in 
Figure 4. 1t can be obscrved that the p•g mouon stans at the time 
it is hit from the left s1dc by the upsurge wave. As soon as the pig 
bcgins to move the driving pressure drops to 3.0 bar 
approxamately. Th1s value corresponds to the cruise driving 
pressure. 
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Figure 4 -Pig vclocity v~. time. 

h is interesting to note the JUmping way the pig moves caused 
by the pressurc wavc rellections at both sides of the pig. At 
r=2.36s, the downsurgc wave rellcctcd at the reservoir reaches the 
pig causing thc driving prcssure to osclllate and lhe pig velocity 
to increase. lt IS 1mponant to remark that the severc transients 
observed 10 th1s example are associated wuh lhe absencc of lhe 
by-pass tlow rate through the pig-pipe wall interface. Small 
leakage through the pig-p1pe 10tcrface can easily be incorporated 
in the present model by mcans of the concept of the effective gap 
(Azevedo ct ai. 1996). ln such a case, the oscillations of lhe 
dnving prcssure and. consequently, the p1g velocity are not so 
abrupt whcther compared wuh the Sltuauon in which there exists 
a relauve mouon bctween the pig and the local flow rate (Viancs 
Campo. 1998). 

To bettcr visual11e the dynam1cal bchav•or of the pig-fluid 
system. it is prcscnted 10 the figures 5 and 6 the dimensionless 
head (HIH,h, '"' ) d1stribuuon along the pipe extension for 
different ume instants. To highlight the effects of the existence of 
d1stinct liqutds, ahead and behind the p1g, in the system response, 
another cnse (wnh only onc liquid in the line) was considered and 
ploued 10 Lhe figures 5 and 6 for companson purposes. ln these 
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figures, the solid line refers to the case in which oclane-pig
kerosene is pumped whereas Lhe dashed line corrcsponds to rhe 
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instants. 
response of the sarne transient for a sequence octane-pig-octane. 
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As it would bc expected, there is no d1fference 10 thc wave 
pattem between the two cases unul the wave front reaches the p1g 
at s/L = 0.5. However, after the time instant 1 = 1.04s, it can be 
observed a substantial difference in both phase and amplitude of 
the wave pattem transrruned through thc pig towards the 
reservoir. Such a difference is due to distinct wave spceds iii ttle 
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octane and in the kerosene. Finnlly1 nt t = 4s the steady-state 
regime has almost been reached in both systems. This regime is 
characterized by the typical head discontinuity profile, which 
traveis along with lhe pig. 

CONCLUDING REMARKS 

A Slmple mechanical model, along with a suitable numerical 
techruque, has bcen presented to s1mulatc the transtent batching 
operation with pigs as phystca1 IOtcrfaces. The flUJd 
compressibility and the p1pe wall comphancc are taken mto 
account, as weU as the contact fncllon force actmg at the p1g-pipe 
lateral interface. The examplcs prcsented demonstrate the 
capability of the model 10 stmulatJng such a complex 10dustna1 
operation by means of an easy Jmp1cmented nu meneai procedure 
based on the well-known mcthod of characterístJcs. 
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RESUMO 

É descrao uma solução numérica das equações de camada limite comprrsstvelturbulenta através de modelo 
de wrbulhtcra algébrico de Cebeci-Smith e do modelo de duas equações de Chie11. Os efeitos de 
compressrbilidade na turbulência são modelados através de uma equação algébrica proposta por Ristorcelli. 
As equaçõt>s diferencwis de camada limite compressível e de transportr para as quamidades turbulentas são 
resol111das atra1•és do método de diferenças finitas, com esquema totalmente imp/lcito e malha numérica 
adaptativa, mtm processo de marcha ao longo do escoamefllo principal. Simulou-se escoamento com 
gradiente de pressão nulo, fa1•orá1•el e adverso. Os resultados compwacionais foram comparados com dados 
upullllt'lltais bt-m t'Stabelectdas na literatura. Pelo eswdo comparath·o. conclui-st- que os dois modelos de 
wrbuléncia reprodu:.em as leis da parede e da esteira com razoável prectsão. 

INTRODUCÃO 

O crescente progresso da mdústria aeronáutica e 
espacial e o desenvolvunento de foguetes e mísseis tem 
conunuamente esumulado o estudo de camada limite 
compressível. a qual ~ caracten1ada por grandes vanaçõcs de 
massa específica e temperatura. resultado de efeitos de 
compressibilidade, d1ssipaçllo v1scosa e transferência de calor 
com a superfície sólida. Essas vanaçõel> por sua vez 
innuenciam propriedade~ do fluido como Vll>Cosidadc e 
condutibilidade térmica que. diferentemente da camada limite 
incompressível, passam a ser mcógnuns do problema, fazendo
se neccss~rio solucionar o problema térmico e com isso 
acoplando as equações de Navier-Stoke~ e da conservação da 
energia. 

No escoamento turbulento o nuxo ou taxa de 
transpone de quantidade de movimento c calor são mais 
elevadas que em camada limite laminar devido aos 
mecan1smos de transpone associado~ com nutuações aleatórias 
de variáveiS como velocidade, temperatura c pressão. 

A complexidade do problema de camada limite 
compressível turbulenta está longe de ser um assunto 
esclarec1do, pnnc1palmeme com relação aos efeitos da 
compress1b1hdade e 'a h dação de modelos de turbulência. 
Revistando o estado da ane em escoamento compressí,eJ 
turbulento, Bradshaw ( 1996) afirma que não se conhece corno 
a estrurura da turbulência é alterada pela compreSsibilidade e 
que a úmca ccneza em modelagem da turbulência é que 
nenhum dos modelos eXIStentes 1rão dar resultados de acurácia 
sausfatóna para soluc1onar todos o~ escoamentos de interesse 
da engenharia. Com relação à compress1b1hdade, Ristorcelli 
( J 996) argumenta que a méd1a da flutuação da veloctdadc de 
Fa\TC pode ser entcndrda como uma med1da dos efe11os da 
compressibilidade atrav~s de vanações na massa cspedfica, 
chegando numa representação matemática para aquela 
variável. 
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Dados expenmentrus e resultados de s1mulação 
numérica d1re1a disponíveiS para camada hmite turbulenta 
compressível mostram que os efeitos de compressibilidade na 
estrutura da turbulência parecem ser pequenos quando o 
número de Mach do escoamento não penurbado for menor que 
4. Assim, os modelos de turbulência empregados em camada 
hmne mcompressível também podem ser utihmdos em camada 
limite supersónica. desde que acompanhados por um cu1dadoso 
progroma de validação contra dados expenmentais ex1stentes. O 
renovado interesse em escoamento hipersônico no meio 
c1entffico deverá conduzir a um crescente entendimento dos 
efeitos da compressibilidade na turbulêncm, conseqüentemente. 
melhorando o modelagem de escoamentos supersónicos 
(Bradshaw, 1996). 

Matematicamente. ui' representa a d1fcrença entre 
méd1as de Reynolds (não ponderada na massa específica) e a 
média de Favre (ponderada na massa espedfica) do campo de 
veloc1dade c é. conseqüentemente, uma medida dos efeitos da 
compressibilidade na turbulência dev1do às variações da massa 
específica cm escoamento compressível. A necessidade de 
cons1derar este parâmetro ~ mouvada pela sua freqúente 
contnbu1ção nas equações ~ias de conservação da 
quanlldade de mo' 1mento e energ1a, nas equações para K nos 
modelos de duas equações e nas equações de transporte das 

tensões de Reynolds. Na equação de Nav1er-Stokes média ui' 
tem contnbutção nos termos v1scosos. Na equação da energJa 

média, ui" aparece na diSSipação viscosa e trabalho de pressão. 

Nas equação de K' e das tensões de Reynolds a contnbuição de 

ui' vem nos termos de transporte v1scoso e no trabalho de 

pressão. A acurác1a na determinação de ui' é Importante para 
qualquer modelagem consistente próx1ma à parede e a 



consideração destes termos é importante cm escoamentos 
turbulentos compressívcis complexos (Rtstorcclli, 1996). 

Muitas dessa~ contribuições são desprezada!> no 
fechamento dos modelos de turbulêncta. Isto !>tgnifica assumir 
que as veloctdades médias de Favrc sflo uma adequada 
aproximação para as velocidades médias de Reynolds Esta 
aproximação não é apropriada cm escoamentos turbulentos 
onde exista gradientes de massa específica médta provocados 
por elevado número de Mach. tais como: combustão, pontos de 
separação ou reatamento, choque c gradiente de pressão 
adverso. Mesmo em camada lirrutc super~õmca que tenha uma 
variação de massa específica ao longo do compnmento da 

camada h mi te da ordem de quatro vetes, LI i' não deve ser 
desprezado (Ristercelh. 1996). 

Este trabalho tem por objeuvo estudar a modelagem de 
camada limite turbulenta compressível. realt7ando um estudo 
numérico comparauvo entre o modelo de turbulêncta algébrico 
de Cebeci-Smith e o modelo de duas equações K-€ para baixo 
número de Reynolds de Chien, junto com a equação algébrica 
de Ristorcclh ( 1996) para a flutuação da velocidade de Favre. 
As equações diferenciais parciats são rcsolvtdas 
numericamente usando um método de diferenças finitas com 
malha adaptativa. Serão anahsados escoamentos externos com 
gradiente de pressão nulo, favorável c adverso sobre placa 
plana e com parede adiabática. fazcndo-~e uma compuntção 
dos resultados com dados experimentai:. disponíveis na 
literatura. 

EOUACÕES DE GOVERNO 

As equações de governo par.1 camada h mi te turbulenta 
compressível, btdtmensional. permanente, de um llutdo 
newtoniano são escritas na segumte forma. 

~( P~} ~( P~ )= o m 
a( --1 a(--) a[ aLI] Ux p LILI ;+ (}y pU V = (}y ( J.L + ,UT) êJy -

a-p a ( a;;;;) --+- p-
élx Jy Jy 

(2) 

a(-- -)a(-- -) dx pucpT + ()y pvcpT = 

= -+_L · c T +u-+ ~r )l )l ~r -J~ -<l1 
Pr Prr ()y P éJx 

auau -<l1 a u a~ 
+J.1--+ u"-+2p--

()y ()y éJx ()y ()y 
(3) 

onde- representa a médta temporal !de Reynolds) e - a mé<ha 
ponderada em massa e!>pedfic.l (de Favre). São mtroduLtdas a 
v1scosidade turbulenta, a dtfu~•vtdade t~rrruca turbulenta e o 
número de Prantdlturbulento atra,és das segutntcs defimções: 

iJfi 
-p u"v' = Pr~ (4) 
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-
- c pv"r·- af P - kr -

Jy 

PrT =c pPT 

kT 

(5) 

(6) 

Suponha-se que o nuido sausfaça a equação de estado de 
gás ideal: 

ii= PRf (7) 

Em escoamentos de número de Prantdl constante entre 
O. 7 a 1.0 e sobre parede adtabáuca, a equação de energta Eq. 
(3). pode ser substnufda pela \egutnte relação entre a 
temperatura e a velocidade (Fcrnholl e Fmley, 1977): 

f r- l 2[ ( ii rl -= 1+r--M6 1- -
T6 2 us 

(8) 

MODELOS DE TURBULtNCIA 

O modelo de Cebeci-Srntth ( 1974) é um modelo algébrico 
de duas regiões, Pr sendo determinado por expressões 
diferentes em cada regtão. 

Na regtão interna. próxuna ao contorno ~ólido, conhecida 
como região de parede, a viscosidade turbulenta é determmada 
pela seguinte c~pressilo: 

ziJfi 
J.lr, = pC mlr ~ 

'·•. +J·!.. l] 

(9) 

(10) 

onde 1C = 0.40 é a constante de 'on Kármám c A+ é defimda 
como: 

{ 
<l1 / l-Yt 

A+= 2 l +y...&. I 

pu; 
(l i ) 

com: 

+ pu 
J =-T 

)l 

ll - fi(j) T--

p t s = [ J.l : l (I 2) (j) 

Na região externa, afastada do contorno sóhdo. 
conhcctda como rcgtào de esteira. a Vt '>CO~tdade turbulenta é 
dctcrmtnada pela segumtc expressão. 

Pr. = apii6t5: F Kltb ( 13) 

A função F Kltb é a função de tntermHêncta de Klebanoff. 
ü6 é a veloctdade média no contorno externo da camada limite 



e 8 .~ é a cspcssuro de velocidade. A função de Klebanoff e a 
espessura de velocidade s11o definidos como: 

No cód1go computaciOnal desenvolvido neste trabalho, 
J.Jr é calculado para as duas regiões: se 

J.Jr < J.Jr ::) J.Jr = J.Jr ca~o contrário Jlr = J.Jr . 
I • i • 

O modelo de Ch1cn ( 1982) é um modelo de duas 
equações para ba1xo número de Reynolds, onde a viscos1dade 
turbulenta é função de duas vamhe1s determ1nadas por 
equações d1fcrcnc1a1s de transporte; K ou energia cinética 
turbulenta c E ou diss1pação de cncrg1a cinética turbulenta. 

As equações de K c de E para camada limite 
bidimensional !.l'ío: 

por: 

(15) 

A viscosidade turbulenta é defimda como: 

(17) 

As funçõc.\ de amortecimento, f2, f~, ~~e E são defimdas 

( )
1 

- Rr 6 
J1 = 1- 0.22e d 

J.J /(' 
E = 2--

0 - l py 

f = l - e..o.ous/ 
}J 

J.J E -y/2 
E =-2--e 

- 2 py 

As funções de amortecimento dependem de y• e do 

número de Reynolds turbulento. Rer = pK'
2 I JlE . As 

con~tantes empírica.\ de fechamento são: c.1 = 1.35. 41 =1.80, 
c~= o.09. o, =I .O c o, =I 3. 

A média da Outuação da veloc1dade de FaHe é modelada 
através de equação algébnca proposta por R1storcelh ( 1996), 
que para esco3mento b•dimen\ional fica: 

-:: 1' [( a-v ~ -;;-;;- a;; ] a ;r 1 < 18> 
u = III A I + 1' a;)" u p - v u p r iJy iJx p -; 
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? =_r_[( I + -r iJii );";?"" _ ;y-r iJv] iJp ..!._ 09) 
III A iJx P P iJx iJx p p 

onde, 

2 [ ()ü (IV (Ji. (IV l 
m" = 1+ -rD+T ax a,-; ax (20) 

(Ji. (IV 
D=-+- (21) 

ax a, 

M ,K' 1' = ___ :....,_ __ 
t+ M,(P,.. -t) 

(22) 

M1 é função da velocidade do som c defimdo pela 

expressão M 1
2 = 2( K' I a 2 ), P, é o termo de produção e E o 

termo de ui~s1pação na equação da energ10 cinética turbulenta, 
Eq. (15). 

MÉTODO NUMÉRICO 

Existem vário~ métodos numéricos para solucionar o 
sistema de equ3çõcs diferenciai~ que governam os escoamentos. 
O obJetivo básico desses métodos é transformar as equações 
d•fcrcnc1a1s parcia1s, que são válidas para todo o domínio ffs1co 
contínuo. cm um siMem3 algébrico de equações. cujas variáveis 
dependentes são consideradas apenas em alguns pontos 
discreto:. daquele domfmo. Neste trabalho é empregada a 
técnica de d1fercnças finll~. onde a~ dcn vadas são aproximadas 
por d1fcrcnça\ obtidas por expansão cm séries de Taylor. 

A equação da quantidade de movimento Eq. (2), a 
equação da encrg1a Eq (3). e as equações de K' Eq. ( 15) e E Eq. 
( 16) podem ser cscnta~ na segumte forn1a geral: 

(23) 

onde: 
<P é a vanável dependente generulitada; 
r é o coeficiente de di fusüo generalizado da variável ~; 
SI<P + Su é() termo de fonte hncariLada. onde agrega todos os 
outro!> termos não representados explici tamente. 

Como as cquaçõe!> de mtercs!>c são parabólicas. um 
esquema de marcha na d1rcção do escoamento (.r) f01 utilizado, 
com a malha d1stribufda ao longo da direção normal à 
superffc•e lY). 

A equação geral fo1 d1scrct113da de modo que fosse 
pos~ívcl utilizar d1ferença central na representação de todas as 
derivadas em r. CUJO erro de truncamento é de segunda ordem. 
, as denvadas cm \ f01 ullhzada d1fcrcnça à montante, cuJO erro 
de truncamento é de pmnc1ra ordem. A equação geral 
d1scrcuada apresenta a scgumte forma. 

(-) r~l.j-91- l.j) (-) r~l.j+l-91.)- 1 1-pu 
1 1 

+ pv . 
1 

_ 
' ÁX '· Ó.Yt,j-1 +ó.Y;,j 



[l"jJ+l +l"jJ r~IJ+l -~IJ }fl"jJ +lfJ-lr ~IJ -~iJ-1 ] 
2 4t,J 2 LljiJ- 1 

------~~--~~--------~~--~+ LljiJ-1 +/:JIIJ 

+(S I ~ ) 1 .j + ( S O ) I ,j (24) 

As condições de contorno para as equações diferencirus 
de mteresse foram Implementadas de forma gen~rica como 
descntaS a seguir 

~ 
(25a) \'=o be 1 + be 2 --= be 3 

~ 

)' = o ~ 
(25b) be 4 +be5 --= be6 

~ 

Os coeficientes be1 a bc6 variam de acordo com a 
equação diferencial utilizada. 

A equação da continuidade também foi dtscretiLada com 
o mesmo objetivo da equação dtfcrcncial geral, ou seja, 
aproximar as derivadas em y por diferença central. A equação 
discretizada tem a seguinte fom1n: 

(pi) iJ-1/1 -( pi) 1-l.j-1/2 + ( jjii) IJ -( jjii) I,J- 1 Q 
(26) 

~ 4'tJ-1 

O sistema algébnco de equações que surge com a 
dtscrcuzação da equação diferencial geral é solucionado 
usMdo-se o algoritmo de Thomas (Patankar, 1980). 

O conjunto de SIStemas algébncos assoctados a cada 
equação diferencial é resolvido de forma seqilenctal em cada 
estação da marcha. 

A camada linute turbulenta apresenta uma estrutura em 
duas regJões, caracterizada por dois compnmentos de escala 
dtstmtos. Estes d01s compnmentos de escala são uuhzados 
num gerador de malha adaptativa algébnco. que se aJuSta 
automaticamente com a~ mudanças que ocorrem no domínio 
fís1co durante o processo de marcha. sendo mais eficiente que 
um gerador de malha adaptauva diferencial (Su, 1996). 

RESULTADOS 

Serão apresentados resultado~ numéricos ohudos usMdo 
os modelos acima descritos para três casos expenmentais, de 
camada limite turbulenta compressfvel com gradiente de 
pressão nulo. favorável e adverso, respectivamente. 

Na verificação da Lei da Parede c Lei da Estetra foram 
utilizadas as mesmas relações empregadas por Femholz e 
Finley (1980) na análise dos mesmos dados expenmentais 
utiJizados neste trabalho. 

Para a Lei da Parede: 

ii• 1 {ypu-r] • 
-=-l ---+C, 
ur I< /Jm 

(29) 
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onde 

_ ü6 . _ 1l2b*2
(ü/176 )-a•] u* = -sm 

b. ( 1 1) 1/1 a* +4b * 

(30) 

1 • 
e a •. b • e C 1 são dados pelas segumtcs relações: 

t( r- 1 z) a*= 1+r--M6 - 1 
Cll 2 

(31) 

b • 2 = r y - 1 M : ~6 
2 T~» 

(32) 

• 1 {y1 pu-r] c, =--1 -- + 
k Jlm 

ii6 _1 • _ 1l2b*2 
(ii1 j ii6 )-a•] 

+-b* Sln 

( ) 
t/ 2 "-r a •2 +4b*l 

(33) 

O subscrito I denota o limite pr6x1m0 à parede a partir do 
qual a lei logarítmica da parede é valida, hmHe este que, a 
princípio, só pode ser determinado experimentalmente e k é a 
constante de von Kármán (k = 0.40). No calto de parede 

• adiabática a*= O c C 1 • 5.10 (Fcmhol' c Fínley. 1980), 
que é o mesmo valor para o caso de csconmento 
incompressível. 

Para a Lei da Este1ra: 

_ii6"-• _-_ü_•--Ml{-y-)-N 
ur !:J. • 

(34) 

com M = 4.70 e N = 6 74 para ( 1.5\10' S Rt6101 $ 4\10~) 
(Femholz e Finlcy, 1980) e onde 

!:J. . = 8 J' ii; - ii • ( y ) d -
o U T 8 

u'lu, 

.. 
E..c:rcrnncot.o11.&0~ taiAOAAOu~ N,, U lj :JrYI.b • n 

,.(ll{1f'M Rc • ~7 91 Lt1Cf~ M 1 •-4 -~(Wjl R.41 . tl-&96,10
1 

e..,.,~....,.., 

u ~ -w/ w• i1 104011"11-'olt •510 
a ('.;Hec:i-t~Ntl t"J ., 

"' 
" 

• C:.t.l:~lhf •• ) 
• C.blci-$Mtl t•••t 
· ~t't 

: ::i::!. 
o 

(") l•~UI 
:1'1 1" (''IEQM.,..QII Votf.O.~a r··• r. • .,., .. cJ """"'""""• JHW*I ,. 

" 
1l 

'" 
" ,. .. 

•· yu /v. ,, • 

(35) 

Figura I - Gradiente de pressão nulo: Le1 da Parede 

A Figuras I apresenta os perfi~ ad1men~tona1s para a Le1 
da Parede em escoamento com grod1ente de pressão nulo. 
Verifica-se que há boa concordúnc•.:~ com os dados 
experimentais. Os coeficiente~ anguiDres das retas na região 



logarítmiCa se aproximam bastante do mverso da constante de 
von Kárman. Os Ca!>OS cm que considerou-se a condição de 
contorno de parede adwbática apresentam uma intensidade de 
eMc1ra (cnsta da curva) bem mais acentuada. 

A Figura 2 apre~cma o~ perfis adimcns1onais para a Lei 
da Esteira em escoamento com gradiente de pressão nulo. Os 
resultados para o caso de parede adiabáuca não apresentaram 
boa concordância, pnncipalmente na última estação. sendo que 
pode ha,cr alguma relação entre a elevada mteosidade de 
este1ra na Le1 da Parede e estes resultados. O modelo K-E para 
ba1xo número de Reynolds apresentou excelente concordância 
com a equação da Le1 da Esteiro para o caso de relação de 
temperatura com a vcloc1dadc. 

A Figura 3 apresenta os perlis ad1menMonais para a Lei 
da Parede cm escoamento com gradiente de pressão favorável. 
Observa-se uma melhor concordânc1a com os dados 
experimentais para o modelo de Cebec1-Sm1th. Os casos em 
que cons1derou-sc a condição de contorno de parede adiabática 
apresentaram, como no caso com gradiente de pressão nulo, 
uma mtcnsidatle de esteira bem ma1s acentuada. 

l ,ll~ritntnh1 N Ol iK (AOAAO.llrll('h Nu lll )o l.lp'd-' •ll 

,.nK7fl•ll Mt • ~7 fl~ l~ltl M, • .a,,CWI R4U• I 8.196alrl 

• 

o " """_ ..... 
-~ • • " ''•· f 1l) llolt l h ,. ~ 

O C'~~~s....- 1 • 1 
• ,.,h, .. -\ ...... , ••• 
• c ...... ,., ......... . 
• C"hhtr• t ' l 
o r'Wttlllf 00 

• f~· ••• • 

Figura 2 - Grad1ente de pressão nulo: Lc1 da Este1ra 
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Figura 3 - Gradtente de pressão favorável: Lc1 da Parede 

A F1guro 4 apresenta os perfis adimensionais para a Lei 
da Esteira em escoamento com gradiente de pressão favorável. 
Tanto o modelo algébnco quanto o modelo K-E para baixo 
número de Reynolds apresentaram um perfil paralelo ao 
expenmental. Como os perfis ad1mcnsionais da Lei da Parede 
e Lei da EMeira não estavam disponfve1!t explicitamente nos 
dados expenmcntais. sendo tais perfis obtidos manipulando-se 
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outros dados como o perfil de velocidade e o coeficiente de 
atrito, admitir-se-á que o paralelismo obtido nas curvas 
resultantes da simulação sejam indfctos de bom resultado. 

~,_-,,"'liO\fAOAADt•.,...,.. 1211 _.....ou .. lldodl 
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Figura 4 - Gradiente de pressão favorável : Lei da Esteira 

A Figuro 5 apresenta os perfis adimensionais para a Lct da 
Parede cm escoamento com gradiente de pressão adverso. 
Observa-se uma melhor concordância com os dados 
experimentais para o modelo K- E, tendo o modelo algébrico 
apresentado uma intens1dnde de esteira mrus acentuada. 
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Figura 5 -Gradiente de pressão adverso: Le1 da Parede 
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Figura 6- Grad1ente de pressão adverso: Lei da Esteira 



A Figura 6 apresenta os perfis odimcnsionuis paro a Lei da 
Esteira em escoamento com gradiente de pressão adverso. O 
modelo K-E para bruxo número de Reynolds apresentou 
resultado com uma 1nclinaçl!o bem próx1ma da Lei da Esteira 
para gradiente de pressão nulo, co1ncidindo com os dados 
experimentais para y I t:J. • < 0.1. Já o modelo algébrico 
apresentou resultado com mchnação mais acentuada, 
coinc1dmdo com os resuhados cxpenmenta1s y I t:J. • > 0.1. 

O perfil de u" está representado na F1gura 7. Observa-se 
que os valores são negauvos com um acentuado grad1ente 
próximo à parede. Os valores absolutos são ba1xos se 
comparado com a veloctdade médta ü . po1s nos valore~ de 

pico deu" . ü apresenta valor em tomo de 220 mls. Os pontos 
de mímmo em cada estação ocorrem praucamente na mesma 
ordenada que corresponde ao mfc1o da reg1ão logarítmica. 
sendo que na estação mais afastado da origem o ponto de 
mínimo é menor, -4.0768 mls, que na estação mrus à montante 
, CUJO valor é -5.6845 mls. As curvas apresentam um 
comportamento coerente, pois espera-se que a inOuência da 
turbulência seja maior na região logarrtnuca que na subcamada 
viscosa ou na região de esteira. 
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Figura 7- Gradiente de pressão adverso: Perfil deu" 

CONCLUSÕES 

O código numénco proposto neste trabalho mostrou-se 
uma ferramenta eficiente na simulação de camada limite 
turbulenta compressível. 

O modelo algébrico de Cebeci-Smith e o modelo K-E 

para baixo número de Reynolds de Chtcn mowaram. de modo 
geral. desempenho satisfatório na s1mui:Jção de camada limite 
turbulenta compressível, embora cada modelo tenh:J as ~ua.s 

peculiaridades. No escoamento sem grad1ente de pressão os 
doLS modelos apresentam excelente desempenho. 

Os do1s modelos de turbulência s1mulam de forma 
sausfatória a Lei da Parede em escoamento sem grad1ente de 
pressão. O modelo algébnco prevê melhor a Lei da Parede em 
escoamento com gradiente de pressão favorável e o K-E 

representa melhor a Lei da Parede em gradtente de pressão 
adverso. Com relação à Lei d:J Estetra, o modelo algébnco 
mostra-se supcnor em escoamento com grad1ente de pressão 
adverso e o modelo K-E stmula melhor os casos com gradiente 
de pressão nulo e favorável. 
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A influência de u" na Lei da Esteira e Lei d:J Parede cm 
escoamento com gradiente de pressão adverso foram pouco 
significativas. 
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ABSTRACT 

/t is described a tllllneric S()/ution of compressible 
turbu/ent boundary-layt>r N{tlllfiOIIS tlmmglr of tire algebraic 
turbulence model of Cebeci-Smalr and tire rwo-equation model 
of Clrien. The efects of compresstbilifl• in wrbulence are 
mode/ed through of 011 algebratr equation proposed by 
Ristorcel/i. Tlte transport dtferemial l'quauon to tlte wrbulent 
quanmies and compressible boundury· layer are soil·ed by 
using a jimu-differellce metlrod, wltlr fui/ tmpliclf scheme and 
adapti1•e 1111/nerical grid. in mardung process along freestream 
flow .. Simulation was dane for flows witlr -:;ero. fm·ourable and 
adverse pressure gradient. Tlte complltationa/ results are 
compared wtth experimemal data at presellf in the llferature. 
The compati••e smdy showed that tire two wrbulence model 
reproduce the law of the wall and the law of the wake with 
reasonable accuracy. 
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SUMÁRIO 
Neste trabalho detennma-Sl' a mfluência do número de Dean no \'Olor do ângulo de entrada de wn 

escoamento laminar, anular, de dots líquidos imiscÍI·eis, no interior de segmentos ltgeirameme nm·os (com 
grandes rmos de curvai/Ira), no plano hon:.omal. Defini-se ângulo de entrada. a medida angular entre o mício 
da run•a e o ponto onde o escoamento deseni'OII'e. O escoamento foi suposto parabólico na direção axial e as 
propriedades físicas dos líquidos cnnstantes. Os líquidos escoam completamente segregados formando uma 
intetface sem espessura, li.w, circular e concêmrica ao eixo do tubo. As equações de consen•açcio foram 
resolvidas wili:.ando o método de •·olumes finitos. Analisou-se o e.scoamento querosene(/ilme)/agua(mícleo). 
que é usado para atenuar os problemas de corrosão e incrustação acentuados no bombeamento de âgua. 

INJRODUCÃO 

O escoamento de OUidos cm tubos curvos possui diversas 
aplicações: o nuxo sangl.iínco e o bombe3mento de água em dutos 
são alguns exemplos de escoamento mtemo 

Num escoamento lammar, cm desenvolvimento, no interior 
de um tubo rcto, o contato com as paredes do tubo toma 
imponuntc os efeitos viscosos e desenvolve uma camada limite 
cuja espessura aumenta com a distância percorrida. 
Suficientemente distante da entrada do tubo. ti camada limite 
desenvolvida cm suas paredes alcança o CIXO. Depois da 
umficação da camada hmite. os efeito~ vi~cosos se estendem 
sobre toda a seçlio e o perfil de veloc1dadc não ma1s se altera. 
sendo que a vcloc1dade máx1rnll do escoamento localiza-se no 
centro do tubo D1z-se então que o escoamento está desenvolvido 
c a d1stânc1a entre a entrada do tubo e o ponto do mfcio desta 
condtção é defimdo como compnmcnto de entrada. 

Em tubos curvos, dev1do à ação das forças ccntnpetas, 
observa-se o aparecimento de movmlentos secundários que 
promovem perda da simetria angular c o deslocamento da 
velocidade máxima para o lado externo da curva. 

O dcsenvolvtmcnto do escoamento secundário tem 
implicações imponantcs para o nuxo sangUfneo no sistema 
ancrial humano. Por exemplo. ele pode ter um papel imponante 
no depó~ito de colesterol nas paredes vasculares podendo 
contnbu1r no desenvolvtmento da ancnosclerose. O 
conhcctmento das condições dmâm1cas desse tipo de escoamento 
é de fundamental tmponância também em multo~ ramos da 
engenhana, pOIS fornece informações sobre a queda de pressão na 
reg11lo de entrada possibilitando a determmação da energia de 
bombeamento necessária para ~upcrar as perdas de carga 
provocadas pela curvatura. 

O escoamento em tubos curvos é consideravelmente mais 
complexo do que cm tubos retos. As primeiras observações foram 
feitas por ThomJ.om ( 1876), ao observar os efeitos causados por 
uma curva sobre o escoamento em canais abcnos. Wtllians et ai. 
( 1902) observaram que o ponto de veloc1dade axial máxima é 
deslocado em d1rcção ao lado externo da curva. Eustice ( 191 O) 
demonstrou experimentalmente a existência de um escoamento 
secundáno. O pnme1ro estudo teónco sobre escoamento em rubos 
curvos fo1 feito por Dean ( 1927), onde resolveu as equações de 
Navier· Stokes para o escoamento estabelecido, incompressfvel e 
lammar, cm tubos curvos. Oean mostrou que o escoamento 
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secundário causado pelo efeito centrifugo, em função da 
dtstnbuição não umforme de veloctdadc. ongtna um escoamento 
hehc01dal com o pico de veloc1dadc deslocado na threção externa 
da curva c que a natureza deste depende do adtmensional que 
leva ~cu nome. Fisicamente este ad1mcns1onal pode ser 
considerado como a r:u.ão entre a força centrifuga mdu,ida pelo 
movimcmo Circular do nu ido c as forças visco~as . Segundo Singh 
( 1974), quando um nu ido escoa através de um tubo curvo. um 
gradiente de pressão dirigido para o centro de curvatura se 
estabelece para equilibrar a força ccntrffuga causada pela 
curvatura do tubo. O líquido junto ua parede move-se mais 
lentamente do que o afastado dela, dev1do à viscosidade c. des~e 
modo, requer um gradtente de pressão menor para cqu1librar o 
gradiente de pressão local. Como rcsuhado desses gradtentes de 
prcs~ão, o líqutdo que está escoando ma1s rap1damcnte se move 
para fora. enquanto o ma1s lento ~e move para dentro da curva. 
Yao c Berger (1975) c Singh ( 1974) estudaram o 
desenvolvtmcnto do escoamento no mtcrior de tubo curvo paro 
um perfil de vcloctdadc plano na entrada do tubo. Z1viani (1991) 
re~olveu numericamente o problema do escoamento anular de 
dois lfquidos imiscívcis em tubos retos c curvos na região de 
de~envolv1mcnto. Braga ( 1995) estudou o escoamento 
completamente desenvolvido cm tubo curvo c Silva ( 1996) 
acrescentou o problema de transferência de calor 

O modelo proposto neste estudo Mmula numericamente o 
escoamento anular bifásico cm tubos curvos considerando apenas 
os ca'>Ol> cm que o raio de curvatura é multo mmor que o raio do 
tubo. Um escoamento é dito anular quando um dos líqutdos escoa 
JUntO à parede na forma de uma pelfcula. filme e. o outro. na 
seção remanescente. constituindo-se no núcleo. A utilização 
desse modelo pcnrute determmar a innuêncta do número de Dean 
no valor do ângulo de entrada do escoamento anular. 

MODELAMENTO MATEMÁTICO 

A geometria considerada neste estudo está representada na 
Figura I onde, a, é o raio do tubo de scção c1rcular. e , r" o m10 
méd1o de curvatura ,(r,.>> a). 

Adota-se o sistema de coordenadas toro1da1s (r, 8. a) que 
representam, respectivamente. as direções rad1al, angular e axial. 
Os componentes da velocidade, V, nas d1reções coordenadas são, 
rcspecu vamente, v. u, w. 



. Nomenclatura. 

a - raio do tubo. 
m ·- razão das vazões má~stcas (h I me/núcleo). 
p - pressão. 
p - pressão média na seção transversal. 
p''- nutuação de pressão na seção transversal. 
p' - pressão modificada com os efeitos gravitacionais. 
r, - raio de curvatura do tubo. 
r - coordenada da dtreção radtal. 
r,·- raio de curvatura de um elemento. 
u - componente da velocidade na dtreção angular. 
v - componente da velocidade na direção radtal. 
w - componente da veloctdade na dtreção axtal. 
.: - coordenada reuficada da dtreção pnncipal. dz:da.r, 

Srmbolo~ gregos 
a - coordenada da direção princtpal ou axial. 
õ - posição da interface. 
.;, - variável genérica. 
À - razão de curvatura. 
J.l.- razão das viscosidades din5mtcas (fi lme/núcleo). 

a - coordenada na direção angular. 
p - densidade. 
p' - razão das densidades (filme/núcleo). 

Ntimero de Reynolds -

Número de Dean 

Adimensionais 
Re=w.d.p/)1 

K=Re ..JaF: 

(b) (c) 
Pigurn I • (a) Tubo circular (b) coordenada axial c raio de curv:uurn (c) 
coordenadas rnd~nl e angular, e interface considerada sem espessura, 

lisa, sem penurbações c penetrnçllo. (lo') lilmc, (N) núcleo e (I) interface. 

Equações de Conservação. Quando um elemento de Outdo, de 
massa. dm = p.dv, penetra no tubo curvo é obrigado a mudar 
constantemente de direção pela ação contrnua da curvatura da 
parede. Este elemento está submetido a ação de duas forças 
centrfpetas: a primeira causada pela curvatura da parede e tmpõe 
ao elemento Ouido a aceleração: ,, . 

a =~ r q r 
(I) 

r;= r. + r.cosa (2) 

A segunda decorre da primeira c atua radialmente no plano da 
seção, impondo ao elemento de massa a aceleração. 
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a"=u 1/r (3) 

O elemento de massa ainda sofre a açl!o de uma aceleração 
devtda à força de Conohs na dircçi'lo angular, dada por: 

a.,. =-uv/r 

" 

/ 
/ 

-r---

/ 
/ 

/ 

-}~ " 
·~61 e r '_::,. 

(4) 

Figura 2- Componentes das acelerações centrípcl~ c gravitactonais. 

A ação conjunta dessas acelerações fornecem para as direções a. 
r, as seguintes contribuições: 

dircção angular: - arp sena+ a, .• (5) 

direção radial: a.,. cosa + a., (6) 

A presença das acelerações dcscntas é a pnnctpal característica 
do escoamento em tubos curvos de scção ctrcular constante. 

As C(juações descri tivas do escoamento proposto devem 
satisfazer às equações de conservação de massa e quanudade de 
movimento, nas suas formas veton:us 

Contmutdade: dJ> +V~.V)=O 
àt 

(7) 

C 
DV ...,_ - n2-

onservação de momen!Um: p- = - vp +p.g +~v V (8) 
Dt 

A primeira equação estabelece que a massa de urn sistema de 
identidade fixa é constante c a segunda repre~ento u Segunda Lei 
de Newton, isto é, a massa do Ouido veze~ suo aceleração é igual 
ao somatório de todas as forças externa~ .• twmtcs neste fluido 
(força de pressão, - Vp. gravitacional, P·R , c as viscosas, ~JV1ii ). 

O modelo matemático con~tdcrou as scgumtes hipóteses: 

I. regime permanente. 
2. todas as propriedades ffstcas constantes, 
3. raio de curvatura muito maJOr que o rato da seção do tubo; 
4. componente aJCial da vcloctdade pnnctpal multo mmor que as 

componentes radial e angular. 
5. na reg~ão de desenvolvtmento do escoamento estudado 

identtfica-se a dtreção princtpal onde os cfcnos dtfustvos e de 
pressão são desprezíveis cm relação aos convccllvos. Esta 
direção é constdcrada parabólica. 

Considerando as htpótcses mtrodu11das e a pressão 
modificada, as equações de governo da podem ser escritas como: 



Equação da Continuidade. 

I d I o d 
--(rpv) +--(pu) +-(pw} =O 
r àr r de Ol 

Equação do momentum na direção woal. a. 
1a 1a ãfi 
--(rpvw)+ --(puw)= --
r dr r de dZ 

+.!.i.(fll. dW)+.!.i.(e. dW) 
r dr dr r de r de 

Equação do momentum na dtreção radtal, r. 

.!.i.(rpvv)+.!.i.(puv)=- dfl• 
r dr r ae or 

+-- 'li. - +-- -- +Se, +Sp,v I é) ( dv) I d (J.! di') 
,. dr dr r ae r oe 

onde, 

S pu
2 

p11/ e 21J 011 
c =-+-cos --

' r r, r 2 ae 
Sp, =- pjrl 

Equação do momentum na direção angular, e. 
.!.i.(rpvu)+.!.i.(puu)= _.!_ ap • 
r ar r 09 r 09 

+.!.i.('ll. ou )+.!..!(H. ou )+se. +Sp.u 
r ar dr r 09 r de 

onde, 

pw1 21-1 ()v Se =---sen9+--
• r, r 2 de 

Sp. =-pv/r-p/r2 

(9) 

(10) 

( li} 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

As aproximações descritas transformam o problema elfptico 
tridimensional em um problema parabólico tridimensional o que 
implica cm uma grande stmplifi cação da solução, pois pode-se 
resolver o problema tridimensional como uma sucessão de 
problemas bidimensionais, marchando-se na direção principal. 

Condicões de comomo. Identificando a existência de simetria 
do escoamento em 9=0 e 9=n, as equações de conservação são 
resolvidas para metade do domfnio. As condições de contorno 
são: 

• Parede do tubo (r=a). Não deslizamento e impermeabilidade. 
v=O, u=O, w=O. (17) 

• Plano de stmetria (O<r<a; 9::0 e &.::n}. Fluxo de massa nulo. 

av =O tt=O. ow =0 (18) 
09 ' ae · 

• Eixo do tubo (r=O). Ponto smgular com área igual a zero. 

v= O, au =O aw =O ( l9) 
dr . ar . 

• Interface. (r=ô). Observações experimentais evidenciam uma 
grande complextdade da topologta e comportamento dinâmico da 
interface na situação real do escoamento sendo necessário a 
introdução de simplificações e idealizações para a distribuição 
espacial dos fluidos no campo de escoamento. Trabalhos 
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experimentais de Anderson e Hills (1974) e Maddock e Lacey 
( 1974) sugerem algumas dessas simplificações. 

Considera-se que os fluidos escoam completamente 
segregados, um deles na forma de pelfcula, junto à parede 
constituindo o fi/nu!, e o outro no centro do campo de 
escoamento, núcl~o. Adnute-se ainda que a interface entre os 
fluidos é sem espessura, lisa, ctrcular, concêntrica e que não 
ocorre penetração de um fluido no outro. 

A região ocupada por cada lfquido é definida pela posição da 
interface .~. Esta postção pode ser calculada em função do 
balanço de massa de cada um dos fluidos. ou seja: 

(20) 

O modelo apresentado é váltdo em todo ponto do domínio em 
que as propriedades sejam contfnuas e contmuamente 
diferenciáveis. Na mterface, devido às descontmuidades nas 
propnedades frstcas, as equações de conservação assumem 
formas específicas, representando conunuidade de velocidades e 
de tensões de cisalhamento: 

(21) 

(22) 

Mt!ODO NUMÉRICO 

As equações de conservação de massa e quantidade de 
movimento foram solucionadas pelo método numérico de 
diferenças finitas com formulação em volumes de controle 
proposto por Patankar ( 1980), com esquema de interpolação 
POWERLAW. 

O algoritmo SIMPLE foi utihzado para resolver o 
acoplamento pressão-velocidade. O sistema de equações 
discrettzadas foi resolvido usando-se o algoritmo iterativo TDMA 
(TriOiagonal Matrix Algorithm) linha por linha, dupla varredura. 
A interrupção das iterações foi baseada no resfduo local de massa 
(<5xl0'7) e no resfduo global (< 0,1%). Para acelerar a 
convergência foi utihzada a técmca de relaxação no cálculo de 
todas as variáveis dependentes. Neste trabalho os fatores de 
relaxação foram para: u, v, w = 0,5 e para p = 0,8. 

O modelo proposto neste estudo para a determinação do 
ângulo da região de entrada (<Xci1\Jco). analisa a derivada da 
velocidade cm função da direção principal em todos os pontos de 
domfnio. 

Com o objetivo de tomar o critério de desenvolvimento mais 
conservador são analisados os valores de dwldt. dos cinco últimos 
passos na direção principal. O escoamento será considerado 
hidrodinamicamente desenvolvido quando dois critérios forem 
satisfeitos: 

• desvto do valor da denvada nos cinco últimos passos do 
escoamento for menor que I% do valor da média das 
derivadas desses cinco passos; 

• 

(23) 

valor da média das denvadas dos cinco últimos passos for 
inferior a lxl0 6: 

t~ <lxlO"' 
J•l dll} (24) 



Malho. Foi rcalizudo teste de malho para determinar a 
diMribuição mais adequada pura a investigação do problema 
fTsico. Definiu-se urna malha com 990 pontos na d1rcção axial, 15 
na direção angt1lar c 30 pontos na radial. Foi uti lizado um 
coeficiente de não-uniformidade <I;= I ,6) na d1reção axial. 

Figura 3- Malha ullhlllda no plano ~ (I~ x 30) 

Fígum 4- Malha u11h1ada na d•rcçào princ1pal (990 pontos). 

RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Escoamento anular. É resoh 1do o c~coamcnto para a compos1ção 
querusenclágua e estudada a mflucnc1a do número de Dcan no 
ângulo crítico (compreendido entre a entrada do tubo curvo e o 
ponto onde o escoamento é conSI(Jcrado h•drodmam~camente 
desenvolvido). Na entrada do tubo curvo cons1dera-se um perlil 
desenvolvido provementc de um tubo reto. 

Para validar o programa utilizado forom simulados 
escoamentos monofásicos no interior de tubos retos c curvos e 
seus valores comparados com dados conhecidos e confiáveis. Os 
resultados das s•mulaçõcs em tubo rcto foram comparados com a 
equação anaHtica proposta por Rcynold~ para detem1inação do 
comprimento de entrada: 

L, = 0.06.d. R e (25) 

Para escoamentos em tubos cuf\OS o~ re~ultados foram 
comparados com os valores de Yao c Berger ( 197-'): 

L< = e1 (2.K/Ãf a (26) 

onde, 

e 1 ~coeficiente do compnmcnto de entrada. 
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O valor de e1 é dado cm função da razão de raios. Para o 
escoamento analisado ()..:0,05) o valor de <>1 uultzudo foi de 2.2. 
Na entrada dos tubos rcto e curvo foi conMderado um perfil plano 
de velocidades. A Pigt1ra 5 aprc~cnta a comparação entre os 
comprimentos de entrada obudo~ pelo presente trabalho c os 
comprimentos defimdos antcnormcntc. 

Analisando os resultados obudos. Figura 5, percebe-se uma 
excelente concordância cmre o~ resultado~. O ma1or erro relat1vo 
foi de I .3<n para o tubo reto c 2.6'4 para o curvo. Pelos re!>ultados 
apresentados conclui-~c que as técmca\ nurnéncas são vál1das na 
solução desses problcm.1s c por con~equênc1a, váhda~ na 
resolução do problema proposto 

3.0 _r _________ _ 

r: 
_.,_ 

\IIC'I"M • ....,, 
• u .............. 
• w,........,_. 

0.0~ -+ - --1 
600 1000 1500 

~ .. ,_.,,..,....,...., 
2000 2500 

Figuro 5- Compnmcntos de entrnda para tubo~ rctm (L,) e curvos <L..l 

Braga (1995) resolveu as equaçõe~ do c~coamento anular 
completamente desen, oh 1do ( iJ/11; ~O) par.1 do1s líqUidos 
1misdveis no interior de tubo~ lUrvo~ A F1gum 6 apresenta a 
comparação entre perfis de 'cl<x:•dadc plenamente 
desenvolvidos. apresentado~ por Braga ( 1995 }, c os perfi$ obudo~ 
no presente trabalho. Verifica-~c uma excelente concordância 
ent.re os resultados e conclui-se que os perfis de velocidade 
obtidos neste estudo estão dc,cn\olv•do~ 

As d1ferenças pcrccntua•s méd1a!> entre os resultados 
encontrados por Braga ( 1995) c os obtidos neste estudo são 
calculadas pela Eqs. (27): 

••I -........._ 
) .. ~· -------------

--..11!ótW!It-IUO (~M) 

•.. ---------------- • • ...,., Qet~tntl\<ldo (leçtollj 

o.:~ 

! 4:E·é--
4· • --

C Plll'fll CrieM 1"'- · (s.ç.h W 

• "llf'N"'IiiHI' - ~11) 

41r---~----~----~--------~-

41 . l ~ .... ---·1 ' c·· .... .. ...... .. . ..... .. • 

0 0,2 0 . Ot O,t t t J t • I t .. 
w 

Figuro 6 - (a) Comparn.;áo c:nlre perfi~ de 'cloc•dJde:. plenamente 
des<:moh1dos. Bmga (1995) c perfi\ obudo~ neste ~tudo. l:>.!an=280 

E(%)=(;) I i(w''";;;-1 .. ,. - w .... ~~ )x1j 
Jf.l''ill ti •J, V\1 

(27) 

onde, n - número de pontos compamdos: 



Tnbcln ? Enu m~dio ahsoluro -
Dean tKJ Seç~o Erro(%) Seção Erro(%) 

030 A-A 0.7 8-8 0,6 
075 A-A 1,0 8-B 0,9 
200 A-A 1.0 B-B 1,0 
280 A-A 1.1 B-B 1,0 
350 A-A 1.2 B-B 1.2 
500 A-A 1.3 B-8 1.2 

Resultados: Para estudo do ângulo crluco o domímo foi dividido 
em Lrês regrões núcleo, rntcrface c fil me. Frgura 7. Embora a 
rnterface não tenha espcs~ura, a regrão definida como rntcrface 
consíMe no conjunto das posrc;õcs ocupados por ela durante o 
desenvohimcnto do e<;coamento por causa da ltmitação do 
modelo u11li1ado 

Na análise dessas rcgrõcs ullltlou-se um modelo estatístico de 
médias ponderada'> c atnbuiu-~e para cada ponto do domínio 
computacional um peso relativo a ~rc<J do volume de controle. 
Esse método permite constnrir uma curva característica para cada 
região do domfnro. 
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~ ~Uti~O 
:Jlli]J,,,,,, ... 
~, .... 

Ftgura 7 R.:prc!><:niJÇlo d3S rcgtoc) anahs3d3S no escoamento. 

0> efeitO" do Número de Dcan no desenvolvimento 
hrdrodinâmico do escoamento querosene/água são analisados a 
segu1r. As Figuras 8 a 10 representam o desenvolvimento do 
escoamento nas três rcg•õcs. A~ curva.!> apresentadas indicam a 
vanação do ângulo crluco cm função da posrção angular 

Com o aumento do número de Dean a regtão do filme do 
escoamento querosene/água de~envolve de maneira maJs 
homogênea porque 1oua c~pe~ .. ura dtmrnui com o aumento da 
vcloc•dadc. Na rcgrão do núcleo o crescimento do número de 
Dean re1arda seu desenvolvimento por causa do aumento da 
ínén.:1a do e'>coamento. Além dbso observa-se um deslocamento 
do ponto de máx1mo no senudo onti-horário. Isso ocorre porque o 
movimento .!>Ccundário aumenta com o Dean e desta forma 
dc~loca o ponto de velocidade máxima para o lado de fora da 
curva. 

Na reg1ão da interface o deslocamento o deslocamento é 
retardado com o aumento do Dcan. Em 9=90" o escoamento na 
interface demora mt~b a desenvolver qualquer que seja o do 
Número de Dean. Quanto maJor o número de Dcan m:uor será o 
ângulo críuco 

::: r. h . ~=-=-.. -=="J 
• .,.. :i ..... -----~ ~ 

..... . ..------:---

- «- lfTtJU'ACf. 

t •wrr-------~-
• • ~rr--------+-

'~ 111" 

9 
Figura 8 - Ângulo crluco c a.. ........ ) X po>~ção angular (0). Dcan=030. 
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..... r 
l«lO t ·-" ____ ...__ __ ,__ ____ -l 

u ........... ..... _ ··- -----'---~--~-~~~_J 

.... ,.,. 
e 

Figur3 9 - Ângulo cnuco W,m~ .. J ' postção angular (6). De:ln=280. 

---W) 
!100' - .C- INf(A,ACI 

11100" 
• • ' "LIH. 

11000' 
" .... +-------~----,!'--

.... 

. .. ~---------~--~--------~---~--.... -
8 

Figuro lO - Ângulo cnuco <a.,.K .. ) li. pos1ç-Jo angular (6) Dean=500 

Finalmente a Figura l i aprc~enta a vanação do ângulo critico 
em função do Número de Dean A equação para determinação do 
ângulo critico do escoamento anular querosene/água em função 
do número de Dean é. 

a.,~ .... = 32,9 · K"··: (28) 

Verifica-se que par.1 a compo~•çüo querosene/água o ângulo 
crítico é menor rm rcloçllo o um escoamento de água com as 
mesmas cnracterlsticas 

' .... 
a . .. 

... ~--~-~---------~-----------~ 

O.on (K) 

Figuro li - Ângulo crítico do escoamento monofásico (água) c: anular 
(querosene/água) paro perfil de cntmda completamente desenvolvido. 



CONCLUSÃO 

O ObJeUvo desse trabalho f01 determinar a regtão de 
dese.nvolvimento hidrodinãnuco de um escoamento anular de 
dots fluidos tmiscfveis em tubo curvo. Este tipo de escoamento é 
bastante complexo e não pode ser resolvido analiticamente. O 
método numénco uuhzado neste estudo fot o método de 
Dtferenças Fimtas com Formulação em Volume de Controle. 

Para desenvolvunento do modelo foram adotadas várias 
hipóteses simplificadoras paro o escoamento e para a geometria e 
posição da tnterface. A val1dação do modelo foi feita através da 
comparação dos resultados obtidos numericamente com os 
resultados analrticos para escoamentos monofás1cos em tubos 
retos e com os resultados encontrados por Yao e Berger (1974) 
para escoamentos monofás1cos em wbos curvos. Para os dois 
problemas resolvidos os resultados numéricos apresentaram 
ótima concordância. Ass1m cons1derou-se validado o método e o 
mesmo fot uuhzado na determinação da região de entrada para o 
escoamento anular de dois lrquidos imiscfveis no intenor de um 
tubo curvo, horizontal e de seção circular constante. 

Com base nos resultados obtidos na simulação do escoamento 
anular queroseoe(filme)lágua(núcleo) pode-se concluir que: 
• aumento do Número de Dean imphca no retardamento do 

escoamento principalmente do núcleo e da interface. 
• escoamento secundáno aumenta com o Número de Dean e 

desloca o ponto de velocidade máxima para o lado externo 
da curva O ponto onde o escoamento se desenvolve por 
último desloca-se na mesma d1rcçllo. 

• escoamento no filme desenvolve-se mais homogeneamente 
com o aumento do Número de Dcan. 

• deftmu-se uma equação para determmação do escoamento 
anular querosene/água. 

• a presença de um filme de viscos1dade ma1or implica na 
dimmUiçilo do ângulo critico. 
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ABSTRACT 

ln the present study lhe influcncc of Dean numbcr tn the 
value of entrance nngle is detcrnuned of a hydrodynanuc 
development of an annular flow of two tnmtscible liqu1ds. under 
laminar conditíons, inside a Lightly curved pipe (with a largc 
radius of curvature), in a horizontal plane. Entrance angle is the 
angular measure between the beginntng of lhe curve and lhe potnt 
where the flow develops. The tlow has been cons1dered parabohc 
in the axial direction and the physical propcn1cs of the liquids 
were consumt. The liquids flow totally separated, w1thout thc 
occurrence of any penetration, forming an mterface without 
lhtclmess. smoolh, circular and concentnc to the axis of the duct. 
The govemmg equattons were solved by mcans of a finite 
difference method with control volume formulntion. The bchavior 
of keroscne(film)/water(nucleus) has bcen analyzcd. This mixture 
is used to decrcase incrustations and corrosion. wh1ch are 
considerably stroog m shelhng of watcr 
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RESUMO 
\ 11111Íht<1' <I•• prohiPtm~o:~ iuvt>r;;o::> Pm tra.ru;fere-ncia dP calor por condnc.;!lo p<»-•::-ul nirifu:l aphcnçoe:; 

rdnwut1-,; 1'111 f'llj?;<' llhnrin. t\~tP trabalho f. apre:."f'nta.da a análbc do prohlPnw inH'TI:'tl unklitu!'n:<ional 
cf;' I ran~ft'TPtl<'ift de• c•aJor por e•ondUÇOO para c:o--timaliva do (f'rmo font t>:; Plll VHn'lH:' COrllhll:<l ÍV(>Í~ 
f'llíndrka." cm phwa:~ pl ana~;;. O l'ombni>l.ívc.>l é modelado eomu Ulll lllf'io <'Oill pr1>priPdadt>::- Ll-rmic~ 
c'Wil>ll\11\1'::< '' c·ond IÇO\'t< dP <'outomo df' Robin repr!'scnta l rflm:.fê>ul'ia de• c·n lor por C'I>IIVPn;ao para o 
m<>io qm• o <'llvolw. i\ partir de uwdidas experimentai:< d!'l l t>HI J>f'rn.t.urn. no nmt.oruo f'/ou no iut.<•rior 
do liiCIO c•t~t illlll-M' o l<'rHIO fottl<' t\f'lll U('rthuma inf(lrtllAÇiW a priori dn dt'p<'lldc•neie fuuciouul Pt-1Jm.cial 
<' t<•mpornl. Purn fi e•:4f i111ntiva dC'st&l funçoe:. é usado o Método do Gruditmtf' Conjugado A..-<:-odnclo 
fi uma Equaçao ,\dJUIIUI (.\l(;C'EA). envolvE'udo o tratamento dn.~ :wguinte•_,. J>&"'t<<><~ hlí:~ic·n:~. (a) o 
pruhl<>mn. dirdo, (h) o prohl;'llUl de ~;ensibilidndc, (r) o pTC>blf'lllA adju11i o I' e'Cfllii(,'UO Ul' grad iellt t>, 
(d) o mt;todo dP mnumizaçao <'Otn o gradiente conjugado l' (c.>) o t·ril{>rio d<' pnradu. É apn~PHhldo 
um ('11."<> e'XI'Illplo p11m o qual :.ao inve:.t igado:> o~ efeitos da m11guit udt• do" <'rrc»-"' t'X}>t'rimt>nt ai~ na 
qmllid11dP da grandt•za t-'tlt.imada. 

I. INTRODUÇÃO 

A análi..'o(' dt• prohlt•nul.o< inwr:<cJtO t>tn c"'nduç-ao de 
rnlur po .. "<-Ui várill:- nplic·Rçc,.'lc tt'<'llolóy,in\.;< rPIP\'BDl~. kta 
afin nac;tic> pudi' l:'c'r dt'IIIOI~.>-1 nula JWlo nmnt•nto quE> \'E'ID 
sendo oh:ot>rvadu un qumlllcbult• d•• puhlwac.;o+~ :;obre ~te 
assunto. Jurkow:!kl c'l a i lj t':'l nnnram 11 c·onduttv•dade de 
t em10plá8t t('O:' •'III Ulll!• mnpiA fnixa de lt·mpc·roluf&l. Alek
,pe,· [2 df'll<'ff'V<' urn uH\IOdo pnrn P::<lllrtalÍ\11 dr fluxo df:' 
calor qu<' podr IP\'llr ao <l<'::>f'll\olvinwnto de bClls<lr<'::> ótko:>. 
VoZ~Ír ,, SnbnkcMÍ [:l[ f'>'f inmn1111 H difn:;ividadt' t ~rm i<"a dP 
:::illid()::l c'Hiprt•gandrl 111 1111 Vltrinntl' elo tn6t~1do "flash" qu<> {o 

hlllilt'~ul o mt.apli<"a.çiHI c)p 11111 pnhm im•tfl,l ll.R.11 P() d i' nuor. Oo
raie Tortordli 11[ rt >;,;O]\·('TI\111 o probll'tna invl'rso dli.ssico em 
<:onduçn.o U(' e•alor de• c--,;t imnl ivn. dP t·ondiçoo dt> contorno. 
Silva Pt. 11 1. [r,] p,..timnrom a difn~ividud<' l.í-rmka P a m ndu
tividadc tc~rmko. dt• mot<'rinb mlo-mt>hílicct.". 

lado:< :'f'ndo lf'\'!ldc "" c•m c·on:-tclc•mçn() ai rav~::- dP um c'oefi
cif'nt f' df' t nwn t PT1111t'H f'llf n• n ,·nrc•t a c> o Ou ido n•frigf'rant(>. 
Nao fui C'ott:-tdrrndn a drpc•udPU<'Ul C'om R \uriá.vd c,-,>aeial 
ao longo da ~1HPhl mmhu:-l íwl, z, ficando a dt>pendenria 
e.~padal limitada nu raio. r .. \::- propriC'clad~ l~nnk~ ,ão 
c·on:-id~>nu.hL-; 1'011:-tnnt c~ t\u .. , '*'\~H>::- t'<'guuttc>,; ~o d~-rilc~ 
o::< Pll·~"-~o:- tl('('P:!.."<Íric~« pnrn n nplwac;ao do mt~t odo do gradi
t"lltt> cuHJugado, lwm I'OIIIt> z,;ao aprc~cutado•· a lguns r~ul
tadu::~ nuuJhi<'O!' para a lgum; c·n~);<-f'XE'mplo, analisando a 
diBt ri buiçno do:- I:'PIIt~OT•':.< de• I C'lllpf'rat um (' o t>feilo da mag
nitud(' dos erro:~ f'XpPriJHc•ntai:.<. 

Sil\11 ~C'to,. Õt.i~ik 16 !l] e't'timurttlll à iut C'usidade de 
fc,nt.eB l,(lnnic-a:~ 8 Jl!lrt ir dt• ll1Nl1d11 ITRll:<it•nle' tlt> \C'Ill})Prli\1-
UT!I.\' no int Prior I' nu 1'11111 orno do uwio. 

r:m Enge•nhnrlll nd••ar I'Xl:<l<' também um amplo 
conJUIIIo de• prohle'Jilfl:< ft'f'llologic'l" qu•' podc>m ,;er trat.ad~ 
<'Olll a abordag.•tu J,. prohlf'mn. mv•'TI:'t~::- 10] 

'e-,;lt• tralmlho ~ <'lllJlT<'gndoo tllt~todo do Grndient<' 
C'onjugn<lo a.""-'i IC'iflclo t1 uma c>quac;~u • HtiJnnl n para a E'l:'li
nu\t i \'R do I Pmto d<' g<'ntt;n.u t.;rnllt'll t>lll \'lll"f'la.~ cilíndrica:; 
ou plru·SU~ plnna ... 11 part tr clc• lll«'(lttfll., Lran~t<'ll\1~ dP tem
peratura..-.[11 . C'omu u ohJt'llvo df't'tn prmwira abordagem 
é o dE'~m·olvmwnt o ela uwt odologiu, formn induídru:: :::-im
plifiC'aço~ na fonrmlf1çau do prubl<'nta. O rf'\"('l:-l imeuto e o 
t>::>-pru.;o c>nt TI' l't'l <' <' 11 vnrl't 11 e·mnhu::-t íve•l nao foram mod••-
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H . PROBLEMA DIRETO 

Con::.itlt'rt' 111110 \'llre•t n mmhust ívcl plãC'a plana ou 
dlímlrit·;1. com t<i tut't nH nxml iniC'ialnwntf' a uma tl:'mper
al ura ccmr:>t ante', :;ulmwt idn. 11 c·cmdiç~w dt> <"ontorno de ter
t•E>iro t 1po, t·om proprit'<lndt•:.< t (.rtllica::. conl:'tantes, S{'Tn de
JX'Ild•;nC'in nn \1lruíwl !'::tptll'llll ao longo do :oeu Pi.xo, z e Ç> • 

• \ fonmrhu;ru1 llUit<'mlíl ica do probk•ma df' trrul:-"lTli&--ao de 
calor por mndut.;nu t nm~irnlt' Ullidiml'n.:•ional ~ dada por: 

1 OT(r,l) 
õ 8t 

l'!lll O < r < R. para t > O 

-I._IJT' o,. 
r R 

h(T' -'Ii) 
r R 

(la) 



<'m r R, pHnl 

T(1·,0) To pnrn 

o 
o 

( I h) 

(k) 

ond1' T {>a t<'mp<'ratura, fl(t·, f) ,: a iniPtU:-tdadl' da fontP 
I énuica, R P. n nlio da VlH<'I 11 ou a •':'Jli'S.-'IlrR dt~ pla<-a plamt, 
k (> a rondut h idadP térmka, o i; 11 1liru::-id11dP L1;r111it·a , h {> 

o coefic:ÍI'ntl' dt• t fO<'<l t.~nnka, 1j i1 11 ll'lli)Wrat nra do fluido 
,. Io {> n ll'mperal.ura inwtal, s -- I n•pn>::-<'11\n a g1.'<l1TIPtria 
,·ilíndri<"<l <' s -'-'- O a <-nn t'>'innn. 

Quaudu a gPtmwt ria, a condi~áo lllll'tal, a.• condi<,'<W::' 
dr contorno eu tPrmo cJ,, g<'rru;ão ::-ao ,•onlwddoto, a.-< II'UlJlf'r 
at ur~ T(r.t) AAO cali'llhuJa:~ IINllldo o problf'lll!l( I ) ~~>:;lP 
ca:::o l t:'m-:<P o Prohll'll'UI Dm•t o. 

III. PROBLEMA INVERSO 

Quando Hlguma infurmaçoo 1<ohn• o prohh•mn e:::t á 
fali ando. t>U f'!:'liÍ íncomplf'ta, f' mNiidn::: di' t.l'tn~·nt l nrn no 
int<'rior P 0 11 no contorno do mt•io (~I no di><poHíveb, lt'lll-!:'1' 
Pnlao um Problema Tm''l't4> ond1• "" gr11nd1'Ul::' dt>::~conllf'd
cla:. pociPm :!('r t't<timnda::.. O ohjPI ivo di'::'! I' lmlmlho {> a 
<~l i mat.iva do lt>rmo fontP g(r, I) :'11'111 nf'nhum!t infonuaçao 
a priori oobrro n. clepl'lldi\ucil1 fnni 'IOJltll l'c.Jl!Wial l' .'ou tempo
ral. 

Para prohlt>mo:- invt>r::.<l:< •'III ,·onduçnu ll•• C'a lor <'11-

voh·Pudo a ~--ti mal ivn di• funço<':', o 1\lt;t odo tlo C:radir•nt.r 
Conjugado(:\fGCCA) a,:;sodaclo u ullln t>qUII<;iW ,\lljuntn 1121 

t.·m :::e mo;<trado cfi('ÍPilh'. l lnm clnt~ \7l11tllgt•n~ dc>!:'la nhor
dagem é u fatu da ro>gularizllc;!lu "- tnr Plllhut Hbt na aplir~n~an 
do método. 

Para a aplicaçno do l\IG( ·r~A :<no W'<~':<NÍ.riu:- ~~ 
;:'('gllintes pa..'~: Problt•ma di' ~·u,..tlHIHiadP. l'rohlf'lllli ,\d
junto <' Equnçao do Grnd 11'111 t•. \14\t mlu d·· \ luumillll;lwl'om 
G radienl•• Conjugndn, C'nt ,;no eh• l'unula •' . \lgorn mo dt> 

Soluçao. 
&ttf'::' pa..-..::c~ ~riio df'tnllwdo. u ~i~guír. 

Problema de sensibilidade. r~tl' prohlt>IIUL ,; uht tdo "1lh-
:4iluindog por g +~g c• T por 7 ~/'no prohh•mn dirt>lo(l) 
•' ~onbt.raindo t':'lt> problt•nta dn t'X(lrt':Q-Ho n•,.:ult.nuiP, onuP 
.:J.~ c> uma p!'<JIIl'IIIJ pPrl.nhnçno qm• indur pt•quPna:- J>Prtur
haçnr-s llfl ll'lllpl'ntlllrfl uT. p....,;:n•w-:w i'lllHo: 

-- 1· -- f -ug(t-, IJ I {J ( • Ot:. l ) I 
, .• 8r th J.: 

I Ot:./'(7',1) 
n- {)[ 

t'Hl O .. ,. R. para I O (:!a) 

{)~1' 
hu'l -k--nr 

1'111 r R. pi! Til I o (:!b) 

~I (rO) o pnrll I O (21:) 

Problema Adjunto e Equaçao do gradiente O Prol>
!f•rna hwel"<'(l é> fl':'olvulo como 11111 prohlt'IIUI dt• ol imizaçao 

df' forma qui' ::'<'Ja minunitado o ftlllt' tonnl 

J:J(g(r.l)) 

,, 
! (ti r.~ [1 ... (1) 

2 

Zm(l)] di (:l) 
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onde A4 é o númi'W totnl <l f' ~f'n:::ori't', 11 ,: o in~tnnt.t> final dt1 
observaçao, '1',, (I) e ZmUl t'IW nt~ li'IIIJWrnt urn:; t·akula.da~> e> 

mPdidas. re::-pPd ivnmPll\i'. 
Para a obt.t•nçao do prohh•uut adjnuto, primt>iro (> 

definido o lagrangw111o: 

!ti( )" M [ ]2 
J 

0 

~ .~ /,.,(1) Z,.(t) di 

J'' jR [ 1 éJ ( .or) -i À(t·,l) --;- r -
r• cJr iJr 

I 
J::Y(1', I) 

o o 

(·1) 

oude À( 1', I) f. a funçao adjunht 
F'llZl'ndo m~\is m na vf'7 a 1wrt urbnc;ao u~I<IA na 

obtNtçao do problm111 d1• :"í'll:>ihiliclttclt•(:J) I' t'llhl raindo o 
probiPnut originHI (4), dl':'pri'Z}IIHlo n ..... IPrlllll~ dP !:'1-•gund11 ur
d em obt.ém-,;t•: 

.:::.J 

tI 

j (T.)' ~ +,.,(1) Z,.(l)] ô / ,.(f)dl t 

t1 R 

//À(r,/)[~~(,.·1)~'/) 
r' Or tJr 

o o 

1 IJSI'(r.l)]drtll -õ I)[ 

.!.~y 
k 

(!l) 

l .3alldo int f'gf81;ao p or pttrt '"'· a c'olHi u;nu nudal ,. a~ 
c<~Hdiço.-.;; di' ,·ontonto do prohii'IIIH d•• ·•·u~iluJuladP." pPrl
odiddadP ela ::.<>luçao no ang-ulo uzínntl nl o.- t'XJginclo quP l1t' 

lf'rtnO:' quP multiplil'am t:;;.T ::-~•jn111 uultl:' ••hi Pm-~f'" prob
lf'ma adjunto: 

I O ( .IJÀ) 
r" iJr ,. Or 

M ( )'' +L * ((7,.,(1)- Xn,( l ))li(r- ,.,.. ) 
m I 

Em O • ,. U, JlHrH 

{)), 
-k fir h>. l.m r H J>Hrtl 

>. O para t, 

(} 

I DÃ 
-Õ DI 

o 

((ia) 

((jb) 

(f.c) 

ond«> r,,. m 
tl'mpcratnn' 

I. 2. • \1. ,; 11 ltwnlitUt,'tlll ,}.~ H'lt.->~ITI':' dP 

D~tl' pro.·.-.litnPntn Tl~llt nmdn o to•rmn: 

IJ fi 

.:::..1 111 r.-\(r. I)~~~ 1h·dt (T) 

o u 



( ) 

(~nnpnrnnd1~~· lli' J·~~~.(i) P ('<) oht ém-~ a equaç.ao 
para o gradwnt l' 

.1' (I', I) 
I 
k~(l·,l) (9) 

Método de M inimização com Grad iente Conjugado. 
O pro .. r dtnu•ntolll'rl\1 t\o JlHrH u 1':-l lltlll(Í \'Il cl!l font1~ tPrmi<"a 
;> thulo por li a, 

ou de· 

/
1(1',1) !/'(r,l)-•.fpk(r,f), 

1.- O. I.:.! ..... 

1'0111 

IJ U [ 1 Z J J .1'~ ( r , I) drdl 
11 o 

IJ /1 [ ] :t J J .I'A 1(1-,/) rdrdl 
11 () 

~o 
I 

(lO) 

o (ll) 

(13) 

,JA é t-akuhulo <11• fomm 11 nunmut.ar o funcional (3) quando 
é a pli1111lu!/ t 1, oll t'••ja 

fl.J(r/ ') 
lHA 

o (13) 

( I t ) 

Crité rio d e P arada ( 'nnu• f'rl ih ttJ dP parada para o c·ái
('IJlu itPrlll ivo 1; u;,~ud11 11 pritwipi11 <ln dtl:'<'rt~patwia 111]. Con
t>idPrP qnl' o d,•,.vtn pndnuo do.- l'rro~ dt• mf'd ida, u, í:'f'ja o 
lllt~mo para Iodo>' o::- ~··n:-ort':' dt• fornl!l qtll' dn l'À"J.(3): 

2 r ( )
. 

\lu 11 R (1.)) 

O pro<'t'<lim••nt o llo•rat t\o 1; 111lo•rrump1dn quaudo: 

.Jiu(r.l)l 1..z ( 16) 

A1gorltimo d a S olução (),; pn:<:;c~ acnna dt'SCrilo:' lOao 
uttli1.ndo .... no proc·PdiiW'll(o itt>ralivo oprf'::-('lllllÜo ll. ::'<>guir: 

I) i\dotur tllllfl ~~ itnflt i \'li midHI parn g(r,l/1 .t ).Por ex-

Ptllplo !/('r, f) c·rm::-t.uut.t>; 

3) ('akulrLr T(·l', I) <"otll u problema diret.o. Equa-
ÇOPR( l tl - c); 

3) C'alculur À(1·,1) c·om o problema adjunto. 
EquAÇ()I~((ia <'); 

1) C'akulnr .J' ( ,.,1) <'<Jm a ('qUa~to(O); 
!'1) ('akular ...,A mm 11 NJUaçao(12); 
fl) ('alt·nlnr pA (1', t) l'um a t>quaçao(ll); 
7) ( 'akull\T :l 1 (r·,/) do problt>ttUI de :;cn:;ibilídade com 

:lg(r. t) pA (r, 1). 
'<) Cakular J~ c·om n t'<IUnc;aH( 14) 
!) ) Cakubtr l 1(r. I) m m a 1-'Quaçao(IO): 

10) \"t>rilinn c• <'rtlt;rlll d•• parada Se 11110 et>liver sa-break 
ti;:ff'Jtu, \ o lt 1' JlHTt\ o pn .... o:! 

IV. RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Pma tmllinr n r finÍC' i!l do \lt>todo do Cradicnte Cun
judndo a~;~..~o<·tttclo n tmm l:;qtwc.;ao AuJUilltt(~'lUCK\) ua f':.'

t itnnt ivn dtl int t'll~iduclc• d t• fonl1~ i.Prntim.,. <'til \'8Tf'ÜI.8 rom
hu:;;tl íwi:< c·ilíndric&o ou t'lll pllu·m~ plaml1l, <'<'lll rwnhum <'01\
lwc inwntco !t priort dn~ d c• tll't1dPtH'im• 1-'t:-pl:Wtlll <' tt•mporal, 
fonun rr•nlL~nd11:< diwrt<o~ h•:;t<~. l)pvido À difut>-no 1"1\volvida 
m• lntn::of!'TPllt'lft d1• l'll lor por t'llllduçao, o!'l cal:'os mA i::> difícei~ 
cl<' n•c·nn:'lt.rm;no <111 f(mt P I •;rllltl 'tl sao acpwlc·:s cm quf' cwor
rPm quioc;of'l' Hhruptn:~ 11111\o no P~pnc;o quonto no 1empo. 

l'umo dado~:~ r<'ni~:~ dt• tnt'didn,:~ tron:;it>nl.~ dP t.em
pt>rat·ura m1o ~uwam di:-pullht•it<, foram gPmdo,-; <.lado" t~in
tétie08 <'olllt.'ll<lo l'rr•~ i'XpPriuwntn ~:o at.rnv~::- dn adiçao di' 
t•rro:; randmnic~>:> ,~,..., t Plllf>t'nlt.ura::- PXnt »." l'akulndl\:' paro a:~ 
full(,1JP,-; lt'>'l l', 

/:,., fl,, ,, Otn•,• 

I. '2. . \ "' 1. '2 .... .. \1 ( 17) 

onde z,. •; n lt'llt(lt'rnt 11ra ''llll'fhd»" nt.limPn::.1onal. 8,.. , 
,; n tl~mpl'rntum nduw•n,..tonnl t'X<IIa •·nkulnda. u 1; n 

d~vio pmlru.o c lt~ t>rro:; d1• ltu'flida, 1m, 1; um uúmt'ro 
mndomil'o í' •·om cli~t rilmu;a.o uorrn»l, H {> o uÚUJPTO 
!.lP * lll><lfto;:; cl1• t•'IIIJWrnt urn I' ,\ ~ o uúml'ro dP mf'di
un.• PXI>t'TÍtnPT11 !1 ii" oht icJH.~ C'()lll t'llclll ::t.'lll'OT 011 tlltf'n>aJO 
dP lt>111po I i<J, I JI 1\ mlmu•nt~toHuliznçno da tempt>
rat nrn. c~ fr ita t o11111 11do por rPfl·rPncin. H maior lf'lllJJf'
raturn JTII'cJin, rPpri'>'l'lli anelo. porwndo, u. l:'it 1111~.~'ío mail> 
crítkn.. · 

J>ara. t•rrnl:' rtlndolni<·ck" I'OIIt uutn dit<t.ribuiçR<> normal 
hrí uma prohnliilirlndí' d<• !)fl''(, di' qtw r"'·' liquP tul faixa 
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( I ~) 

Ot>~ido a liuttt 111;1\o dt> 1~pac;o. 8<'rao t'OilSidcradc>:> 
t11."lJ;:-I'XI'lllPI11 1\)li'IU\:' 1'0111 VilTIII<;H() I':'J}IlCial l'lll 7' 

1\n Fi~. l :<no mo~t nvln:- 11.:- t'l:'l imat Í\~ para uma 
fum P tt•rmic~l c·om \~ITÍll(,'l:lll tot>gUndo I 1'1 do pE>ríodo da 
fum;ao '""'•t'llo 1111 t'uonh•nudn radial, para O r < R, !' 

<h>t·rt>:;<'l'lll !' l i l wll.rt lh~llt•• com o lt•mpo, l4o'ndo o ~t>u valor 
máxitno t'lll I O I' dt••gtmdo a zt•ro r m t - O, 311. :\a 
Fig ln ::-ao tnt~t rada.." n.- ~tima.t1va." para~ i.u.htant~'>' dt• 
tempo I o. 1/f• (' t o.:HF'. ('para tr~ vnlore..- para I) 
d~vio padrno u O, O; O, 02 c O. 0:), rt>pr~ntaudo Qt'(,, :-,1( 
" l:lc<, dP ;•rru PXJ>''rinwmal com n~laçao à maior lt'mper

at urn mr<lida. 1\ n Fig. I h eno 1110c:ot radns as ;>:;.t irnat i \ '8.1' para 
dml>' pc~ir;or:s clifPrrnt~. O, 3R I' R, J)lcl rt~ 'lb m~m<'~>' valorf'>' 
dP (}, 

Para t~<> rt'.,jultndrn< tm)bt nt.do,o IW l ig. l f, mun t•cmo.id-
<'rn.do:> () I'<'II!:'OTI'!:I cir {.(•lllprrntmn , i.o•., AI {j, distribuído<' 



da ~:reguinte forma: 1 (mn) no centro e !i (dnco) unilonne
mcntc distribuídos ao longo do raio ou da (-'t:;p~::mm. 

Na Fig. I pode st>r ohf\ervnda tt boa. t'oHcordânda. das 
estimativas com os valores exatos mesmo quando os dados 
experimentais apresentam erros d<' 13% com rclaçao à maior 
temperatura medida .. 

smr---r---r---r---r---r---r---r---r---r---, 

• • • 1•0/ tf 

OJ 

1m 
~,.. .. . . ,._ ... , .......... 

0~~~~--~--~--~--~--~--~--~~ 
DD D.l D2 D:l D. t Df 

r 

(a) variação rom r 

SDD 
I • 

•m~\. 
-- l~ala 

Â • Slpta•O 0 

• . sipa•001,,.•01R 

3111 1--1. • ~ ~ • • sipa•O 0,, ,..R 

+ Jlpta•O 0,, ,..0 1R 

~ =f ·~- • Slpta•O 0,, ,..R 

tm 

D 

•t [D I I I I I I I I I 1 I 1 I 1 I 1 I e I 

o lO 211 :m tO 50 .. lO 10 !11 

(b) \'1\riaçao t'OIII I 

Fig.l Fonte com variaçao I '~ di' t•o.,-.('110 11a t't>Ordf'nada 
espacial t> d<'Crl'-"<:imcnto lin<'ar uo lt'mpo, ('OIU 6 ,;en
sere::< de lt>m}>('ratura 

Kas Fig.2 t> 3 f. novaml"ntt> utrhzada a fonte t•mpre
gada no Ca."<<-Exemplt> I <'UJtlt> r~uladoto u::ando 6 ~n~oreto 
de temperatura são m~tradnt> na F'ig. I l\lantend~~ todoe 
O<" outros paramt>tros iguab, f. alterado o.pena.:- o ur'mlf'ro dP 
sensores de temperai urn. N n Fig. 2 <; u!.'ado .\-1 3 e na 
Fig.3 f. usado M 4, respeitnndo-t'(' a dJtMibuiçao descrito. 
anteriormente. 

Para e:;te caso em quf' u depf'ndenda fmrrional da 
intensidade da fonL<' com a. variáwl t'::-J>adal c> ::;ua.ve, 
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o uso de um número cxt'<'&livo dt' l:l(~ r ltlOrc•s de ternpcr
aLura (l'vl - 6) pode na, rralidnd<' aprc'f:lc•nl.ar resultadclS 
para o problema inven<u iufrriorPil àqucl\'~ obtidos com 
um número menor de SE'IIllOTt'H dt• U'lllperatura.. Este 
obviamente nào é um rct-ultado gemi. (hnforme mon
strado por Silva Nrt.o <' Ózi~ik 9] o 111írrwro de t'elle:or~ 
<' a localizaçao dos me.mo:1 tem influt>nria dirE'ta na qua
lidade da e-tima! i va quando n fontl' a ~r r<'<.'onstruída apre
SPnta. dc::ocontinuida.d~ na dl'rivada primrrra eom a variáYE'l 
espacial . 

&mr---r---~--r---~--r---~--~~.-~.--, 
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l • • .... 
txlllll 
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DI I I 
DO DI D.2 DJ DI os 

(a) va rinção c-om r 
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IXa• 

1(1) j, . . ..... 00 

• f ll "'8 • D02 r•D211. 

• •11"'•• DOS r•ll. 

DJ • f ll"'• • 005 I • O CIZII. 

+ '' "'" • DOS I • 11. 

b(l :liJJ 

1m 

D 

-f[l) I I I I I I I I I I I I I 1 I I I I I 

D 10 :2D :m tO 5D 8l 7D III 90 

(h) \18 TÍa(,'lUI (~Jill I 

Fig.2 Fonlr com variaçao J .... cJ,. co~·11n na c·oordcnada. 
espacial "decrcsciml'nlo lirwnr 110 l<'lllpo. c·om :3 8en

sorPS de lf'mpernt urn. 
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(b) vnrinçao com t 

fi'ig.:l Fonte com vnriac;ao J /'ii. de C'l)."t:l<'no na c'oordE>na.do. 
c~pa.cial c• dc'<'re.scinH'lllu ünear no lf'mpo, c•om 4 ~n 
""m~ dE' t t'IIIJ>t'ratura 

V. CONCLUSÕES 

P~l ~ ~1.0 O..~ JlTÍIDE'ÍTo,- rt":<Ullado:'l obtidO>' Clll Ulll pro
jeto df' JX'I!quiM pma a 11ná1i::~P do f'OmpurtanwnLu l.ermo
hidráulil'o do !']c•Jiu•nto romhusLív<'l l'ltl reaton '::l uud<'an~ 
~>mpn-gando uma Ahordag,~m no coni!'XIo dE' problema<' in
vc>rsos. A:.:. ~;i mplificuçoes nwndonada ... na introduçau df'l;l<' 
t.rabalho ~rao rc•muviuas, prnnitindCI o 1 n:ll.ruut>niO de uu;c,~:~ 
mais rc•a lit-las dc~tacando-~· propri<>dadc::- lhmicas dcp<'n
deol~ da temperai ura. uw d!' me<IJd& externl\:l t> acopla
mcnt.o \'llretflrnuidu. O t.ratamcuto mab realista do proh
lema p!'ru1itirá o emprego da té<:·nic•a aqui aprc._.,rnt.ada no 
p rojeto E' no aromJ>Anham cmo de d('S('IltJ)(>nho d!' c>IE'mE'nloe:; 
combu«l (veio, ~endo ~t~> o uhj~>t ivo prindpal do projf'to. 
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Outro &pecto importante obber\-adO liO longo do de
senvolvimento d~te trabalho foi a inclu:;ão do t.enno r R 
na Eq.(3) reprCl:;C'nta.ndo uma ponderação nw medid&o ex
perimt>nlais u&\das. Este fat o mer rcc uma análise mais de
talhada 

• \ quahdn.dP dos r~ultado.s aprebentados na seçao llll
tcriur indicam ::;pr esta uma linha de pesquit~a promii:!t!Ora 
Jcvamlo inclusi'\1(' a uma abordagpm tecnológica de prohle
JilQ!, rf'}P\Iantt>::o em lennuhidniulic-a de reator~ nuclearc::-

Agradecimentos .. J.S. 11gmdect> a FA PERJ pdo apoio H
nllnct>iro rotlr(><)ido duranl~> a realiznc;ao do trnbal11o. 
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ABSTRACT 

A Lwo-diuh'n::-ionl i nvi'TIAI' n nnl .v~·Ít; ft>r t. Jw 
:;tn•ugth of a lw11t :-<JUT!'P P~:<t i111t1t Hlll iu 11 c·ylimlric11J ful'l 
rod ii: prE>:::enlt'<.l. 

From tnm.-iPII1 tPmp~>rnlur<' dntn takt>n at tlw 
bounda.ry aud . or inlc>nor of t Jw nu'<limn, t h•• ht•nt ,.-1urrP 
Hrrngth i::; t>Slullilt.Nl wit h no prior 111formut ton o11 IIII' 11'111-
pora.l and spatial fundumnl form.~. 
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Th~> l'[('(·t" of t Jw nuntht•r uncl hwat 11111 of t t'l11J>PrR• 
t un• ~n:;or" 8<' \WII a::; t ht• nu111;11tl mi•· of t III' t•XJlf'TÍm••ntnl 
t'rron. on t !te ac'(·unw) ,,f t lu• ,..,., imnt 11111. nr" t>\Hllltlli'd 
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SUMMARY 

Aimmg to 1.'\lt'IUitlw (lllll/_nif of Jluid dmamic Ü! III'O·f'IICISe jlow S)'llfii!S, m tlus ll'ork ti/'(' dtScussed tht! c/tffinJties 
and Jimitatüms of the one-dunmsional tll'o-phau jlow moclel to es/1/tltlte the pressure 8rcuiic•ms a.uocuuecl '' ith the 
jlow Tll'o fWrttcular cases are invesl!gated: rhe h\'draulic conl•rring and the fllll'tllllliiiC rmnsport. The I'OiidtY 
of rhe nwdel is checked by compw·í118 eJ;perimenwl daw reportnl i11 the lw:rarure to predicted \'alues of 
prc•.1surt' grculi<•nts wul I'Oill fracrions. For the silllations analy::.ed here, it ll'ttS ,·erifled tlwt. despitt> thetr 
limiwtimts, the /H'(>·plwse f/oll' fi i'OI'ides good predtctiolls for the pressun• 1/radil•tlf f. 

11\:TROQllCTIQN 

The cla~~a:al model dc~cnpuon!. of llu•d dynrunic behavior 
on pan•culatc system~ cmploy the Theory of Mixtures onginally 
de,eloped hy True,dell (I 957) and I ater extendcd by Kelly 
(196-') The de,elopmcnt of a two-phru.e llow model based on 
the Ml\lure Thcory as~umc~ that each poinl in the mixture 1s 
occup1cd sJmuhaneously by two pha:.e!> and the thermodynruruc 
andtransport propen•es or a m•xture depcnd on lhe properties of 
each mdn •dual phase and aho on !IS concentralion. The model is 
de cnbed by the ~:onunully and momentum equation~ wnnen for 
each pha~e. Thc coniiOUIIY cquauons for the l101d and solid 
phases are. 

~~ (ep,)+div( ep, vr )=o ( I ) 

: , [(t-e)p.)+di{(l-c)p,v,]=o (2) 

where p1 and p, are the fllud and particle densil•es. vr and v. are 
lhe Ouid and paruclc vclocity vcctors and E is the vo1d fmction. 

TI1e momentum halunce~ are 

dtv T,+ m + (1-E)(p, -pr)g 

The tntcraclions bct,~ccn the phu!>cs are taken mto accouot by 
a constllullvc cquauon for a generali,cd rel>ISIIve force, m and by 
lhe extra strc~s tcnsors acung on thc phase~. T1 and T, 
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(Ma~saran•. 1989: Silva Telle~ ünd Massarani. 1989). They are 
givcn hy the fotlowing equations: 

(5) 

Tr =-p, l (6) 

T.=-p (C) l (7) 

\\here ~. Í\ lhe tlUJd \JSCO\IIy, t.. i~ the porou~ media permeabiltty. 
t: IS lhe Ergun factor, ·~ thc rclall\'e sltp veloclly bctwccn !.Ohd 
and Ouid pha\e-.. p1 and p, ore the pressure componcnts for fllud 
and sohd phases. 

·nl iS SCI Ol equa11ons desenhes lhe lluid dynamic bchavior Of 
a widc varicty of nows through pomus media. including 
lihration, nuidilallon, scdimcntation. parucle conveying and 
even 'i los di~chorging (Silvo Tcllcs, 1993: Massarani. 1997). The 
solution of thcse equation~ rcquires thc knowledge of severa! 
parameters that appcar in lhe 101eracuon 1e1ms, such as thc void 
fracuon, E, the permeah!IJty. k, the Ergun factor. c or lhe slip 
velocity. U. h 15 wctl known thal thi\ approach does not consider 
local insumtaneous flucwauon~ 10 thc tlow, which may cause 
local vanauons ot propcnJcs such as the v01d fraction and the 
pressure drops. ln 'PIIC ol 1h1s. becau~e 11 b s•mplc and procucal, 
the model 1s largcly employcd for pred1c1ing global avcragcd 
vanables and se\cral authors havc reponed con~•stenl prcdicuons 
for the tlow charactcmucs u~•ng such SlmphficatJons. Thcrc JS, 
howe' e r, some contrO\ crs) rcfernng to lhe interpretauon of a few 
tcrmll 1n the momcntum l."qUallon~. The controve~y arose mainl) 
from the as\umpuon~ of conunuum mediUm for both phases and 
stm1larny \\llh a smgle-phase Oow system. Dueto lhe presence 
of a d1spcrsed sohd pha\e. the •nterac110n terms defined for two
phasc Oow nol always can be descnbed by phys•cally consistent 
tcrms or mcasurablc quan1111eS For e\amplc. a controver!>y on the 
form ol the pressure gmd1ent term 10 the phase momcntum 
equauon arosc duc to dtfferent 101erpreta11ons (lshii and 
Kocamuswfuogullari. 1983 ). 



Considering that the est1mate of lhe prcssure drop associated 
with the flow is essential for des1gnmg of conveying equipment, 
m Lh1s work we are mterested m discussmg the difficullles and 
linutalions mvolved in apply1ng this model for pred1ctmg lhe 
pressure drops for two pan1cular cases of two-phase flow, which 
are the hydmuhc conveying and the pneumatic Lranspon. 

The study will be rcstncled to steady state and non
occeleratmg flow 10 circular p1pes, assummg incomprcssible and 
one-dimens1onal flow and umform votd fraction d1stnbution. 
The equations, which appeared abovc, may be simplified by 
cons1dering these assumplions though. For ao cxpanded flow, 
equauon (7) may be applied resulting in: 

grad(p.)= O (8) 

and the momentum equation for solid phase, Equa11on (4 ) is 
wnttcn as: 

O= m + (1-e)(p, -p,)g (9) 

wherc g JS the gravity acceleratJon vector. 
The modehng of one-dimensional twcrphase flow inside 

tubes requires the inclusion of a term 10 consider the altrition 
force between the gas sohd mixture and lhe tube-wall in the 
momentum balances (G1daspow. 1994). For taJdng into account 
the mteracuon between the mixture and the solid surface, the 
classical emptrical relationship developcd for single-phase flow 
through pipes is adopted (Pavlov et aJ., 198 1 ). 

F. =(r v~. pJ/20 (lO) 

~ = -2 1og10 [0.27~+(6·8 1 )o.Yl· ReM > 10' (l i) 
, r D ReM 

VM=(Q,+Q,)/A ( 12) 

PM = ep,+(l-e)p, ( 13) 

Re,, = D VM P""/Jl..,. ( 14) 

ln such equations, F, is the tube-wall attrition force. c ts Lhe 

tube roughness, f is the friction factor, vM. PM. ~1 are 
respectively the velocity, density and VJscosHy of the mixture, Qr 
and Q, are Lhe volumeuic llow rates for flutd and solid phases, O 
ts the transport tube diameter and A is lhe cross secuonaJ arca of 
the tube. 

Since one-dtmensional flow was assumcd. the pressure drops 
in homogeneous conveymg of expanded mJxtures mto ptpes may 
be estJmated combtrung Equa11ons (3) and (9). lncluding the 
nuxturc-waJI attriuon force, Equation (I 0), the axial pressure 
drop ts given by: 

dp -dz= (1-e)(p, - p,) g, +p, g, + F, = 
( 15) 

=pMg,+ F. 

where Lhe fl utd pressurc drop, p1, is now mdicated stmply as p 
and mdex z ts employed to mdicate the dtrection of the flow. 
Equations (10), (14) and (15), plus the expressions for estimating 
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the mixture void fraction and mixture viscosity define a 
simplilied theory thal describcs lhe homogcneous lranspon of 
solid-fluid mtxturcs m ptpes. The solution of thts set of 
equauons would y1eld the pressure drops requtrcd for the 
transport of a parttcular dispcrsed phase. 

h mus1 be observed lhat the cstimate of interaction forces 
represents the main shoncomiog for modeling Lhe flow tbrough 
porous med1a in generul. For some particular applicaúon~. 

however. such as in flu1dtzatioo and fillration, the dtfficult!cs 
have been ove.rcame by lhe eslablishment of empincal 
correlalions that apply for a large range of operauonal conditions. 
For verticaJ flow in pipes, however, in spne of the great numbcr 
of expenmental data reponed m the htcrature, no author havc 
been succcssful in proposmg general rci::Jilonships for predicting 
interaction terms. Therefore it is imponanl to know thc 
limitaúons of a model used and the range of database for which 
the constnuuve relationshtps may be apphed. ln th t!> work, the 
one-dimenstonal two-phase flow model descnbed above will bc 
checked by comparing pressure-<lrop prcdtcuons and 
experimcntaJ data for lhe followtng !>i tualions: (i) hydraulic 
conveying of fine and low-dense panicles; (ii) hydraulic 
conveymg of coarse parucles; and (iu) dJiu1e phase pneumallc 
tmnspon. ln each case, the estabh~hment of good consti tuuve 
relalionships for pred1cting the mixture votd frocuon represem~ 
Lhe main difliculty for solving the model. Each ca~c will be 
dt!>cussed m the following. 

Case (i) - Hydraul!c Transpon of Fine and Low-Dense 
Particles. Some kind of panicles when fl owing in aqueous 
suspeosions inside tubes may show a rheolog1cal behavtor 
!>tmilar to that of a non-newtoman homogeneous flutd. Newitt 
( 1955) estabhshcd an emp1ricaJ cntena for evaJuating the 
conditions m which this occurs. wh1ch tS gtvcn by the 
following cqua1ion: 

( 16) 

where v. IS the particle terminaJ se11hng velocity and vM IS the 
sohd-flutd ffil:(ture veloeuy 

Th1s conduioo is usually accomphshed in the hydraulic 
conveying of particles with dp < 100 ).lm and dcnsities close 10 
that of the carrying fluid, which are being .rcfcrred as fine and 
low-dense particles. ln hydrauhc conveymg. lhe mixturc 
v1scosity, J.!M· IS usuaJly constdered to be the sarne of the purc 
flutd. ln the transport of non-ncwtoman soluuons and 
suspensions. Massamni and Silva Tellcs ( 1992) showcd that an 
effective mixture viscosity could be calculated from 
experimental data of shear stress and charactensuc d•Meos1on 
rate: 

llM =S(t.:) I t..: (17) 

The shcar stress. S, ts experimcnlally detcrnuncd as a 
function of the distensíon rate. Thc charactensúc dtslcnsion rate, 
À', is a function of lhe llow propcnies. From rheological 
measurement!> m the flow of small and low-dense parucles inside 
Ctrcular tubcs. Santana et ai. (1 983) oblamcd. 



Ã.· =6.25~ 
o 

( 18) 

Smce the suspens•on is composed ol small and lo""-dense 
parucle~. the relauve shp velocily bet\\<een Ouid and panicles is 
assumed to be 7ero. From lhis assumpuon the following 
expression can be written: 

U=~- Q, =0 
AE A(l-E) 

( 19) 

and the m1xture void fraction can bc est•mated from lhe 
lmowledge of Ou1d and pan1cle volumctnc Oow rates: 

(20) 

Wuh the estimatc of the m1xture vo1d fraction the Equations 
(15) and (20) can be solved to g•ve the pressure gradients 
requ1red for the transpor!, wilh the attnuon force, F. cstimatcd 
from Equauons (I 0) to ( 14). 

Case (jD - Hydraulic Transoort of Coarse Partjcles. ln the 
general case of hydraulic conveying of coarse panicles, neither 
the assumpuon of zero slip velocity nor the Newltt cri teria can 
be apphed. The vo1d fraction in the transport hne can be 
esumated from the momentum equauon for sohd phase, 
Equauon (9). A constitutivo relationsh1p for the res1stive force, 
m, is g1ven by Equation (5). Equauons (5) and (9) can be 
rewntten as: 

where the functions ~ 1 (t:)=elk and ~(E)=ce2/(k) 112 depend on lhe 
paniculnte system properties and U is the relntive slip velocity. 
The funcuons ~1 nnd 92 can bc experimentally detennined from 
homogeneous Ou1d1zation expcnmenu •. smce the mcreasing of 
the Ou1d velocuy umil values greater than the minimum 
Ouid1zation veloc•ty results in a unafonn expans1on of the bed. 
Experiments on hqu•d Ouidization wuh h•gh v1scosny (low slip 
velociues) prov1dc the values of ~1 wh1le the values of ~2 may be 
obta1ned from Ou•d•zation tests wuh water (Massarani, 1997). 

TI1e rheology of coarse particle suspensions is not well 
known, thus thc viscosity of mixturc is considcred, in a !irst 
approach, as bcing the sarne of the pure Ouid. 

Smce the rcsistive force, m, is known, Equation (9) is applicd 
for estimatmg lhe void fracuons and Equation ( 15) can be sol vcd 
for the pressure drop, Wllh lhe attnuon force, F, esumated from 
Equauons (10) to (14). 

lf there IS no mformation about the functions Ç>1 and ~ 
obtamed from hqu1d Ou•d•zation, an altemalive procedure ts to 
employ an empirical rclauonship lhat correlates the void fraction 
and the shp velocity. The Richardson and Zaki (1954) 
relationship is oftcn employed in the literature to provide such a 
relationship. 

Cose <iiil - Diltue Phase Pneumat jc Conveying. Al the 
greatest a1r velocities, typical of dilute phase flow, 1mpact and 
fricuon are mainly responsible for the sohd pressure drop. 

Considenng a constant solid fiow rate, high ai r velocities result in 
ITllXture vo1d fracuons next to I, so the contribulion of we1ght 
force IS expected to be smaller than lhe contribuuon due to 
fnction of gas phase. 

The soluuon of Equation (15) requires the esumate eilher of 
lhe vo1d frncuon in lhe tine or of the shp velocity. These 
estimatel. are particularly difficult to be done for the dilute 
condll10ns of pneumatic transport. Smce the void fracuons are 
close to I in dilutc phase Lransport, measurements of void 
fractions are dif!icult to be performed and the lnerature does not 
report rcliable corrclations to estimate this parameter. 

ln this work it was considered that two limit situations might 
occur. ln the !irst one. the relative slip velocity will be assurned 
as lero, a lower hmit in which the panicles are bemg carried by 
the fiu1d w1th no drng between the phases. This assumption must 
prov1de maximum values of void fracuons ln the second one Lhe 
shp veloclly would be assumcd as be1ng equal to lhe terminal 
seuling vclocity of an individual pan1cle. thus providing 
mimmum values of void fractions. For the extremely dilute 
condHions of pneumntic transport. lh•s ac;sumpllon 1s pracucally 
eqUJvalent to apply the Richardson-Zak1 rclauonship. 

RESULTS 

The validity of lhe model will bc checked by companng 
pred1ctcd pressure drops and expenmental values reported in the 
hterature for each case descnbed above 
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Case m - Hydraulic Transooo of Fine and Low-Dense 
Partjcles, Expenmental data on horizontal hydrauhc transport of 
bentonite 10 wnter are reported by Santana et ai. ( 1983). The 
authors veri!ied expcrimentally the non-newtonian behavior of 
the now. For a concentration equal to 4% in weight, the 
rheological behavior of the suspension is given by the followmg 
expression: 

s = 0.68 À.0$4<• (25) 

The vahd11y of Newitt criteria was checked for the 
conduions 1nvesugated. The experiments were carried out in 
gnlvamzed 1ron tubes with diarneters vary1ng from 21.6 to 53.0 
mm. The fnction factor. f, was estimated considenng smooth 
tube. 

A comparison between the experimental and predicted 
pressure drops is showed in Figure I. 

1t can bc observed in Figure I that this approach provides 
very good predictions of pressurc drops. panicularly for the 35.8 
mm d1nmeter tube. The model overesumates the pressure drops 
for the other d1ameters, but m ali cases, the pressure drops were 
estunated wuh deviations 10 a range of ±20%. The Jack of 
experimental data on the rheological behaVJor of hydraulic 
transported suspensions prevcnted a more deta1led analysis of th•s 
npproach. 

The mam advantage is that 11 does not require any kind of 
information about the interaction forces betwcen the phases, since 
the characteristics of dispersed phase have been incorporated in 
the rheology of the suspeosion. Rheological measurements can 
be eas1ly performed and as the results are promising, additional 
data must be obtained and analyzed to confinn the validity of this 



approach for predicting the pressure drops on hyc.Jrauhc transport 
of fine and low-densc particles. 

500.0 r,::::=::c===::::c:==;-r-~;~71 
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Figure I - Experimental versus predicted pres\urc drops for u:ua 
obtamed m hydraulic tran~port of line and low-dcnse 
parttcles (bentonite-watcr suspcn~ion:., 4% tn weight). 

Case <iil - Hydraulic Transpon ofConr~c Pílniclcs. The data 
analyzed here wcrc those obtained by Rcstini ( 1977) und by 
Kopk.o et ai. ( 1975) for hydraulic conveying ot severa! purucles. 
Rcsum ( 1977) invesugatcd the verttcal tran~pon of plaMic 
cylinders and sand in PVC tube:. t>l mternal diameter cqual to 25 
mm, usmg water as c:mying Ouid. 11le author ha..\ me~ured not 
only the pressurc gradtcnt:.. but also the mean votd fracttons, 
usmg a y-ray techmque. Kopko ct ai (1975) havc measured the 
pressure gradtcnl!> for ~evcra1 panteie~. tram.portcd tn a 61.0 mm 
dturneter tube. Detatls of the sohds cmploycd by Rcsttnt ( 1977) 
and Kopko et ai. C 197 5) are gtvcn on Tablc I 

PJ 
(2] 

PJ 
!4J 
151 

Tablc I - Properttcs of soltds tn\Csugatcd <Rc\llnt. 1977 and 
Kopko ct :li . 1975). 

Material e' ( k~/m1) c..lc (mm) "~ (m/sl 
Plasuc c;rltnders 1770 1.14 

Sand 2500 0.5 1 
Chilled tron 7590 19.1 6. 19 
Chillcd iron 7560 35.6 8.43 

Alumina ecllcts 36!!0 77.0 7.92 

Restini (1977) has carried out cxperiments on liquid 
nuidization. so experimental duw of permeabilíty, k. and Ergun 
factor, c. werc employcd in Equauon (22) for estim:ning thc void 
fractions. The~e data wcre not available for the systems 
investigatcd by Kopko et ai. ( 1975). ln thts case. thc slip veloctty 
was cstimated from the dcfiniuon: 

U=~-~ 
EA (1-e)A 

C26) 

and an empmcal relauonshtp propo-.cd by Ma~!>aram and Santana 
(1994), using data obtruned tn scdtmentauon expenments, gtvcn 
m the following: 
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~ = 0.095exp(2.29ê) Rc, > I O' (27) 
V-

The calculated and experimental valuc~ of prcssure drops are 
showo m Figure 2. 

o I I] (Rcsllnt, 1977) 
2.30xl0"1- o [2) kl 

6 (3) !Kopko ct ai. 1975)" 
E 

1.70xl0t ~ [4) kl 
~ 
::>.. [5) kl 

~ 
~ I.IOxiO 
"tl 
'C.. 
~ 5.00xl0 

0.00 6.00xl03 1. 20xl0~ 1.80x l 04 240xl04 

·(dp/d7)prl\l' Po/m 

Figure 2 - Experimental versus prcdtctcd pressure drops for 
hydmulic transport of course parttcles. 

The results show that the formulation yiclds to good results 
concemcd 10 the prcs~urc gradtcnts. Although mo~t data are 
overestimated. the dcviauons lay tn a mngc of ± 1 5~. Kopko et 
ai. ( 1975) obtatncd prcdtcllons of prc~surc drop~ wtthtn 6C'fo 
accuracy u~tng Lhe Rtchardson and Laki'~! 1954) correlauon. Thc 
re~ults tndicatc that cmptrtcal correlauon~ obtatned for 
sedimentation and nUidt13ltOn can bc c:r. tended lnr e~umattng the 
void frJcllons tn hydraultc tran\port The great mcrcasc in 
pressure gradtents for tr.tn\port of coa~"'>e panteies when 
compareci wit.h thol>C obtatncd for ftne and low-tlcnsc panteies ts 
also nottceablc. 

ln Figure 3 ts ~hown a comp:tmon bctwcen the cxpcrtmcntal 
void fractions measured b)' Rcsttnt ( 1997) and thc prcdicted 
values esttmatcd from Equauon (22). 
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c 0.90 
.g 
t.) 

.§ 0.80 
:g 
~ 

c:a 0.70 
c 
~ ·c: 0.60 
~ 
X 

o 
o 

~andy-wmer 

plastic-wmer 
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Prcdtetcd vold fracuon 

Figure 3 - Experimental ver,us predtcted votd fracuon for 
hydraultc transpon of coar\e panteies. 



h can bc obscrvcd that the valucs of void fractions varied 
from 0.70 to 0.98 and wcre e~llmatcd Wllh t.lev1ations within a 
range of ±5%. 

Case (iiil Dllutc Phnse Pncumatic Conveying. 
Expenmental rcsuhs obtmncd by Ferre1ra ( 1996) are compared to 
Lhe modcl prcdtction~ for thc h mil caJ.e~ of U=O and U=v_. The 
data refer to Lhe trampon of ~phencal glass panicles <p.=2505 
t..glm\ dr=l. l mm and v~=l:! 9 m/s) 10 a gah3nllet.l iron tube w1th 
dtamcter equalto 53.4 mm 

·e 
>f 
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100 () 200.0 300.0 400.0 500.0 

-(dp/dL).,. Palm 

Ftgure 4 - Pret.ltctcd versu~ cxpcnmcntaJ pressure drops for 
d1lute venical pncumauc transpon. 

h can be seco that the assumpuon of zero shp vetocuy 
prov1des beuer esumates of the pr~sure gradtents. wtLh 
devtations wiLhin a range of ±20o/c The use of terrrunal velocity 
overesumated the prc~sure gmdtents up to 40'h-. Despue the 
good prcdicuon' obtmned for thc pres ure ~:,tradients assummg 
zero shp vclocuy, thc cMtmates of votd fracuons pro\ided by Lhe 
modcl werc not good, a~ can be seco 1n F1gurc 5. The 
expenmcntal void frucuon valucs shown m Ftgure 5 were 
obtained by Fcrre1ra ( 1996) with nn accurucy of ±0.15% by 
tr::~pping thc panicles tn a scclton of thc tubc and deternúning the 
volume occuptcd hy thcm. 

Figure 5 showl. thot thc V<1id fracuons prcdicted are 
overestimatcd for both approachcs n<.loptcd. IL can be observed 
that the void fracuons on dtluie pncumatic transpon vary in a 
narrow r.mgc from O 995 to 0.999. Unlike what occurs for 
hydrauhc transpon (~cc Ftgurc 3), this range of variation is 
practically Lhe sarne of experimental mcasurernent accuracy. So 
the bad pred1c11ons oht:uned for the void fracLions are not 
surpnsmgly. and lcad to thc conclusion that accuracy of 
experimental mca\urcmcnt •~ not good enough to allow the 
\ahdation of the modcl for votd fr::~cuon predtctions (Ferreira et 
ai., 1998). Dcsplle the small nurneneaJ dtfferences observed 
bctwcen the predtcted and e~penmcnLal values of void fracLions, 
thcy affcct ~trongly the e~umates olrruxture denstty, p\1• and can 
lead to signíficant errors tn the predtcuons of shp veloctlles. The 
hter.uure repons no avatlable tcchmque for mcasurement of void 
fracuons wuh accuracy grcater than 10·3 for Lhts range of 
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variation. Tht~ IS the reoson for thc lack of good empiricaJ 
correlations to prcdict void fractions in dilutc pneumatic 
transpon. 

1.000 

0.999 
o 

c: o <D o~ !;< 
ü .,. 
E 0.998 • '"" • :i! • 
c • 
> 

0.997 'O ., 
·º 'O 
~ 0.996 

(!.. o U=O 

• U=8.89 m/s 
0.995 

0.995 0.996 0.997 0.998 0.999 1.000 

Expcnmcntal vmd fracuon 

Figure 5 - Prcdicted versus experimental vnid fractions for di lute 
pncumatic transpoll. 

ln spitc of the fact that the predictions of void fractions were 
not good, the prc~.!turc gralhem' c.:oult.l be estimated with good 
accuracy wuh the assumpuon of 1ero relauve shp velocity. There 
is no evidence in the htcrature. however. that this tS a physically 
consistem assumpuon tn the ca\e of pneumauc transpor!. 

COKCLUSIONS 

The one-dtmcnstonal two-phase flow model has been 
employed to predtct the pre\sure gmdients tn hydraulic and 
pneumatic transpon. For thc Mtuauons anatyzed here. it was 
verified that de\pitc thc1r ltrrutauons, thc two-phase flow model 
providcs good prediCllons for the pressure gradtcnts. The best 
prcdictions werc obtatned for hydraulic transpon of coarse 
panicles. for which thc dcviations stayed within ±I 5%. ln case 
of hydraulic trnnspon of tine paniclcs and dilute pneumatic 
conveying, thc prcdícuons swyed within ±10%. 

Thc knowlcdgc of flow structure, as well as thc model 
solution rcquires the estimntcs ()( void fractions in lhe transpor! 
tines. ln the hydmulic transpon of line and low-dense particles, 
the results showcd that the votd fraction may be estimatcd from 
informauon on thc rhcologtcnl behavior of suspensions and 
assumption of tero rclatt\e shp vcloc1ty. ln Lhe hydraultc 
transpon of coarsc panteies. it was vcnfied Lhat the void fractions 
may bc C\llmated euhcr lrom hqutd fluidtzation experirnents, 
which allow Lhe c~umatc of the rcsisuve force, or from empincal 
correlations obtatncd for flutdtted beds or sedimcntation. ln 
dtlute pneumauc transpon, neuher Lhe assumption of zero shp 
vetocity nor the use of emptncal correlations for estimating Lhe 
void fracuon provtdcd good rcsuhs. 
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RESUMO 

Para investigar a deformação transiente e pemumente de partfculas viscosas suspensas em escoamento 
cisalhante arbitrário de baixo número de Reynolds, utilizou-se de uma formulação de integral de contorno 
rrid1mensronal não· singular. No mtuito de se encontrar um mitodo numinco mais robusto e preciso, foram 
testadas difertntes formas de se calcular a curvatura e o vetor normal da superfície da partícula. Realir.ou·st 
tambim um estudo da estabilização da tstrutrlra da malha de cálculo. A dtptndtncia da deformação da 
partícula em relação ao númuo de capilaridadt do escoamento foi qwmtijicada e comparada a teorias 
assmtóticas de deformação e a experimentos. Resulwdos preliminares de interações binárias de partlculas em 
emulsões diluídas são tambim mostrados. 

INTRODUCÃO 

Ex1ste grande mouvaçl!o para se estudar o problema de 
deformação de uma partfcula v1scosa nnersa em fluido ambiente 
(emulsllo infinitamente di lufda). O problema requer a 
investigação de efeitos microestruturais que governam o 
comportamento de emulsões em escoamentos de grande 
import!ncia tecnológica Alguns exemplos silo: comportamento 
de glóbulos vermelhos em pequenos vasos sangUfneos, formação 
de emulsões em indústnas de alimentos e untas, recuperação 
terc1ána de petróleo, mixing de polfmeros. 

Em panicular, o estudo de emulsões dilufdas ~ atrativo para 
caractenzaç§o qualitativa do comportamento macroscópico de 
fluidos de reologia complexa Nos limites de baixa concentração 
( + S 5% ), o comportamento da emulsão pode ser avaliado em 
termos das propriedades e mecan1smos fundamentrus envolvendo 
uma panfcula individual ou mterações binárias de panlculas. 

Um número considerável de artigos, inic1ando com os 
trabalhos p1one1ros de Taylor (1932, 1934), tem tratado da teoria 
de deformação de partfculas viscosas e de propriedades de 
suspensões dilufdas. Esses estudos têm sido expandidos, nas duas 
últimas d~das, com o objetivo de se detenrunar, para 
suspensões dilufdas, como as panfculas fluidas se deformam e em 
que condições se rompem ou se aglutinam (Rallison, 1981, 1984; 
Stone, 1994; Loewenberg & Hmch, 1996a; Zinchenko, Rother & 
Davis, 1997; Crisuru. BlawzdzieWJcz & Loewenberg, 1998). Para 
os casos-hmite. quando as deformações são muito pequenas 
(pequenos desvios da esfericidade das partfculas) ou muito 
grandes (teoria de corpo delgado), c~stcm soluç&s analft icas 
(Taylor, 1934; Cox. 1969; Franlcel & Acnvos, 1970; 
Barthes·Biesel & Acnvos, 1973; Hinch & Acrivos, 1979), 
enquanto, para as deformações intermediárias. os resultados são 
expenmentrus (Taylor, 1934, Guido & Simeone, 1998) ou 
num~ncos (Rallison, · 1981 , 1984; Locweoberg et ai., 1996a; 
Zmchenko et ai., 1997). Quanto às soluções nu~ricas, há dois 
grandes problemas freqUentemente relatados na literatura: i) a 
dificuldade no cálculo da curvatura e ii) a degradação da malha 
de cálculo durante a evolução da solução (Loewenberg et ai .• 
1996a; Zmchenlco et ai, 1997). 

A proposta deste trabalho foi estudar formas de cálculo de 
curvatura e vetor normal, de estabilização da malha e de cálculo 
de deformação de partículas fl uidas submetidas a escoamento 
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cisalhante linear geral com mtensidade arbitrária. para se 
proceder à detemunaç.ão da deformação permanente para cada 
llpo de escoamento. 

FORMULACÃO DO PROBLEMA 

Considere uma partfcula (fase dispersa) de viscosidade ~2 e 
densidade p2 1mersa em um fluido newtomano (fase continua) de 
VISCOsidade ~. e denSJdade p1 A tensão superficial da partfcula, 
iniCialmente uniforme, ~ denotada por r e O raio da partfcula, 
IniCialmente não-deformada. ~ a . O escoamento não-perturbado, 
u-, nas vizinhanças da panfcula pode ser escrito usando uma 
s~rie de Taylor, u-(x) = u(O) + Vul0 x +O( a/ L)1 , em que x ~ o 
vetor posição medido a partir do centro da partfcula que se 
encontra na origem e L>> a ~ um comprimento de escala 
característico do escoamento imposto. Suponha que a velocidade 
de deslocamento do centro da partícula seJa Idêntica a u(O), 
ent§o o escoamento exterior 1mposto à partfcula t do tipo 
cisalhante com taxa de cisalhamento y. E mais. suponha que o 
número de Reynolds do movimento do fluido responsável pela 
deformação da panfcula seja pequeno (p1ya1 /JJ1 « I ), como 
tambtm o número de Reynolds do movimento interno à partfcula 
(P1Ya1 /(i..p,) «I, em que À= J.1 2/ J.1 1 ~a razlio de viscosidades). 

figura I: Esquema de deformação de uma partfcula viscosa 
sujeita a escoamento ambiente 

A Figura I mostra. esquematicamente, o problema que foi 
estudado no presente trabalho. Uma partfcula viscosa, imersa em 
fluido infinito, que ~ submet1da a um escoamento exterior, u· . e 
que, em conseqüência deste escoamento sofre defonnação ao 
longo do tempo. 

A hidrodinâmica do problema, u , ~ governada, a cada 



instante. pelas equações de Stokes: V· u = O, 'v'x e 9P c 
V· a = O, 'v'x E S em que: 

a = {-P.I + ~-t 1 (Vu + Vu
7

) se x E V. 
-~I +~-t 1(Vu +Vu1 ) se x E\': 

(I) 

com P. = p- p1g · x e ~ = p- p)g x sendo as pressões 
mecânicas modificadas pelo efeno da gravidade quando x E V. e 
x E V). respectivamente 

As condJções de contorno são. 1) no infinito, 
u -+ u- = Vu · x = y(D + W) x em que D e W são, 
respecuvamente, os tensores taxa de deformação e vorucidade 
adnnensionalizados pela taxa de c1salhamento. y. n) na 

superfície da partícula, [ u). = O e [a o), = M = r, - f: em que 
li, representa as condições de salto, atrav~s de S. da grandeza 
entre colchetes e n é o vetor uru1ário normal a S onentado para 
fora da partícula: e iil) condição cinemática em S, que rege a 
vanação da forma da partrcula no tempo.~= u(x) n, 'v'x E S. 

Aplicando-se a teona do potencial hidrochnânuco de 
escoamentos mcompressfveis descrita em Ladyzhenskaya (1969) 
é possível se chegar ll formulaç~o integral completa do problema 
definido acima (Rallison & Acrivos, 1978): 

(l+l..)u(x0)= 2u·(x0)--
1
- f M (x)· G(r )dS(x)+ 

411:).1 1 Js 
1-À I +- u(x) T(r ) n(x) dS(x) 

411: 5 
(2) 

em que G = I / r+ rr I r' é a funçAo de Green de espaço hvre do 
escoamento de Stokes (stokeslet) e T = -6rrr I r~ é o tensor de 
tensões associado (stresslet). As integrws da Eq (2) são avahadru. 
na superficie da panícula. 

Uma sunphficação da Eq (2) é obtida quando as 
viscos1dades do fluido e da partícula são iguws (À= I ) 

u(x0 ) = u·(x0)- -
1- J t.f{x) G(r ) dS(x) 

8n~o~ , s 
(3) 

essa equação é vá11da em todos os pontos do escoamento 
(internos e externos ll partícula) e pode ser mterpretada como a 
superposição do escoamento-d1stúrb1o gerndo por uma membrana 
de pontos de força ao escoamento 1mposto no mfimto. Essa 
superposição. quando levada ao lim1te, representa a mfluêncía <.la 
presença da partfcula no escoamento. 

Note que ainda é necessáno determ1nar a equação 
constitutiva para M a fim <.lese efetuar a integraçlio e o cálculo 
da velocidade nas Eqs. (2) e (3). Assim, a forma de M é 
M =t.pg · xn +Ã(-pl +~-t(Vu+Vur)) n em que 6(] = 0 1-[h é 
a condição de salto entre o interior e o exterior da partfcula e g é 
o vetor aceleração da grav1dade. Fazendo um balanço de forças 
em um elemento d1ferencial de área da superfície da partícula é 
possível se determinar uma expressão para o segundo termo do 
lado direito dessa equação, cons1derando que a tensão superficial. 
r. é inicaalmente homogênea e função da concentração, C(t). de 
surfatantes na superficie da panícula: 

t.(-pl +J.l(Vu +Vur)) n =r(C)nV' n - V' r(C) (4) 

em que o índ1ce J s1gn1fica que o grad1ente é calculado tendo 
como SIStema de referência o SIStema de coordenada~ loca1s. com 
' sendo a direção do vetor normal à supcrfic1e da panfcula. Note 
amda que 'i/ ' n = 2lC em que lC é a curvatura mécha da superfic1e 
da partícula. Aplicando as cond1ções de contorno definidas 
antenormente à Eq. (2). obtém-se a equação 

~ - ~ r 
(I +Ã)u0 = 2y(D+ W)· x0 +-J,u T · n dS+ 

I 4n s 
--i f(Ãp{g · x) + 2fK)n - 'i/Tl G dS 

41tJ.l , ;. 
(5) 

em que as variáveiS independentes fornm omitidas por 
simpltc1dade de notação. A Eq. (5) é a formulação mtegral 
completa do problema estudado no presente trahalho. 

Adimensionaljzacão das Eoyacõc~ Governantes. Para 
proceder à adJmens1onali7ação foram uuh7adas as escalas: i) de 
comprimento, a (rwo da partícula n.w·deformada) e n) de tempo. 
2n~o~ 1a( l + },)lf, (tempo de relaxação da ten~ão superficJal). em 
que f , é a tensão superfiCial IniCial da partícula (referência) A 
equação ad1mens1onal1zada é (Cunha. 1996) 

1-À l 
41t I+~ s 

u0 = 4nCa(D + W) x0 + ( ) u T n dS + 

-~J!(sox e, +;, 2K) n +PV'(~)] G dS (6) 

em que todas as variáveis são adimensionais: Ca = ~o~,'Ya/f, é o 
número de capilaridade, que representa a ra.Lá.o emre as tensões 
viscosas que tendem a deformar a partícula e a tensão superficial 
que tende a restituir a forma esférica ll partícula; Bo = ga) t.pjr, 
é o número de Bound. que representa as variações de pressão 
hidrostática relativas a tensões ~uperficiais: P- -(C./r0)* é 
uma medlda ad1mens1onal da variação de tensão superficial 
dev1do à presença de ~urfatantes. e e, é o vetor unnáno na 
direção da gravidade. 

A adimens1onaliz.3ção da cond1ção cmcmáuca da superfTcic 
resulta em dx

0
fdt = u0 em que todas as vanáve1s são 

adtmension:us. 

Subtracão de Smgularidadcs. Note que as mtegrass da Eq. (6) 
são smgulares uma vez. que T e G apresentam síngulandades 
sobre a superfície da panícula. Portanto é necessáno que se 
efetuem procedimentos algébncos para 3 chnunação dessas 
singularidades (Poznludis, 1992). A ehnunação das 
singularidades foi eferuada pelo método de subtraçlio de 
siogulandades (Pozriludis. 1997; Loewenbcrg et ai., 1996a) 
baseada nas identidades f G · n dS = O e fT n dS = -4nl . 

Após a subtraçiio de singulandadcs, a Eq. (6) se toma: 

2u 
-( 

0
) = 41tCa(D + W) · x11 + 

l+À 

1 - ~ l + ( ) (u - u0 ) T · n dS+ 
47t l+À ~ 

-~si ( Bor e, + ~. {fK- f 01C0)) + 

+ l_(V'C n - V'C0 n0)]n G dS 
c. (7} 

em que 3 sublração foi feita tomando-se como ponto de referêncJa 
o ponto x0 para o qual se está calculando a veloc1dadc. c r é o 
vetor distância entre um ponto qualquer da mtegração e o ponto 
de rcferéncia. Note que o vetor r que muluphca o termo de 
gravidade é o mesmo que é uuhzado para calcular o stokeslet e o 
stresslet. 

Tioos de Escoamento~ lmoosto~. Os escoamentos Impostos 
ao fluido. na ausência da partícula, foram definidos em função 
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dos tensores adimenSIOnélls de taxa de deformação e voruc1dade. 
Os tensores taxa de deformação c voruc1dade uullzados foram 
D =(e1e~+ e1e1)(1+x)/2 e W =(e1e1 - e!e, )(J-x)/2 em que 
-IS X SI é um parâmetro arb1tráno do escoamento. O 
escoamento imposto, quando X= I , é do tipo ex tensional 
hiperbólico, quando X= O, é do upo cisalhamento s1mples e, 
quando x =-1. é uma rotação de corpo n'gido (Ralhson. 1984). 

Med1das de Deformacão. Uma mcd1da escalar ad1mensional 
para quantificar a deformação foi proposta por Taylor (1934), 
D =(L+ B)/(L- 8) em que D é a mcd1da da deformação. L é a 
maJor dimensão da panfcula e B. a menor (ver F1gura I). 

Hipóteses Simplificativas. A pnme1ra hipótese assum~da no 
preseme trabalho foi a ausência de surfatantes na superffcie da 
panícula, implicando num grad1ente de tensão superficial 
desprezfvel. Considerou-se que a d1ferença de densidades emre 
Ou1do e partfcula fosse de pequena ordem de magnnude. E, 
finalmente, que as v1!>COS1dades do Ou1do e da panfcula fossem 
aproximadamente igurus. Essas hipóteses podem ser expressas em 
lermos de parâmetros ad1mens10nais: ~ << I • Bo << 1 • r :: r, c 
À = I. As simplificações adotadas no presente trabalho 1êm como 
consequência a transforma.ção da Eq. (7) cm: 

(8) 

No1e que a velocidade, em qualquer ponto da superfície da 
partfcula, pode ser detenninada explicitamente por integração da 
Eq. (8). uma vez que o lado d1rei1o dessa equação é mdependentc 
de u0 • 

METODOLOGIA 

Todos os procedimentos computaciOnais descntos na 
presente seção foram efetuados uuhzando a linguagem C++ 
(Stroustrup, 1997; Barton & Nackman, 1994), tendo como 
sistema operacíonnl o Windows NT rodando cm plataforma 
Dual Penuum 11 - 300 MHz com 128 M-RAM. 

A metodolog.a de d1screlização do problema, de cálculo de 
curvaturas e normélls, de estabihzação da malha c de cálculo de 
deslocamentos dos nós é descnta a segu1r. 

Djscretizacão do Problema. A superffcie 1nterfacial da 
panrcula foi discrctauda em uma malha não-estruturada de n-' 
elementos tnangulares (ver Figura 2). Os vértices do~ tnângulos 
são denonunados nós. As velocidades foram calculadas para cada 
um dos nós e a posição de cada nó no tempo detenninava a 
topolog1a da panrcula durante a evolução da simulação. 

• ... ~~:-·:· I (; ~-
• ~· >+-~n 

t~ -...-• .,_.. 
~'i .'. ' ,~,. .. -ti-"*.,. 

- . 
F1gura 2: Esquemas de discretização da partícula com 180, 720 e 

5120 elementos respectivamente 

E.~~a discretização fo1 conseguida a partir do arquivo gerado 
pelo programa DOME.EXE (Bono, 1996), de domínio pllblico, 
que, baseado nas faces de um icosaedro eqililátero, cria uma 
cúpula esfénca - o mesmo lllttodo de geração de malha 
uuhzado em grande pane da literatura (Loewenberg ct ai ., 1996a; 
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Zmchenko et ai., 1997). O número de elementos fo1 controlado 
por variáve1s fomec1das ao sofn..or~ de Sono (1996), que 
detenninavam o número de d1vísões que seriam feitas nas faces 
do icosaedro, de forma a se conseguir malhas com qualquer 
resolução. 

Cálculo de Curvaturas e NOrmaJS. Efetuou-se a comparação 
entre métodos de cálculo de curvatura e vetares nomUJs que se 
encontram descntos na hterarurn e outro idealizado pelos autores. 
para determinação do método a ser utilizado no presente trabalho. 
Avaliaram-se o método de integral de linha de segunda espécie 
(Loewenberg et ai .• 1996a), o método do fit do parabolóide 
(Zmchenko et al., 1997) e o método do parabolóide modificado 
(proJetado pelos autores do presente trabalho). 

O método de mtcgraçl!o de Unha de Loewenberg et ai. 
(1996a) é baseado na identidade: 

lCil6S .. .!.J(v o)ndA = _ _!_!tdt 
2 4S 21'c 

(9) 

em que a integração é efetuada em tomo da curva C. tJS é a área 
contornada por C (área hachurada da Figura 3) e i é um vetar 
unitário tangente aos elementos e perpendicular a C (ver 
Figura 3). 

Figura 3: Esquema para o método de integração de linha de 
cálculo de curvatura e vetar normnl 

O esquema desenvolvtdo por Zmchenko et ai. (1997) aJUSta, 
pelo método dos mrnimos quadrados, um parabolóide sobre um 
conjunto de nós, conforme mostrado na Figura 3. O nó i está nn 
superfície do parabolóide e é a origem do sistema de coordenadas 
locais no qual a expressllo do parabolóide é dada por 
;: - Ax + By + Cx1 + Dxy + E i . Note que é necessário conhecer o 
vetar normal ao nó i (direção l) para se proceder ao ajuste. Por 
outro lado, o ajuste dctennina o vetar normal ao nó i. Desta 
forma. o método do fit do parabolóide itera as detemunações do 
vctor normal e dos coeficiente!> do parabolóide até que o vetar 
normal convirja e, então, é calculada a curvatura final por 
IC =-C- E . 

O método do parabolóide mod1ficado d1fere do método 
descrito por Zinchenko et ai. (1997) por não ser uerativo. O vetar 
normal de cada nó da malha é detemunado pela média dos 
vetares normais de cada elemento que contém aquele nó, 
ponderada no mverso das áreas desses elementos. ou seja, 

o,= L,A,/n,, ~L,A,11o,1 1 
n I I,, 

(lO) 

em que o, é o vetar normal ao nó 1, A,, é a área do elemento ~~ • 
n,, é o vetar normal ao elemento d e o somatóno é eferuado em 
todos os elementos que contêm o nó i. A detemunação da 
curvatura é realizada diretamente, após o ajuste do parabolóide, 
pelo procedimento descrito por Zinchenko et ai. ( 1997). 

Estabilizacl!o da Malha. Três métodos de estabilização de 
malha roram testados: i) o método descrito por Loewenberg et ai. 



(1996a}, ii} o m~todo de Ztnchenko et ai. ( 1997) e iii) uma 
adaptação do método descrito por Cristini et ai. ( 1998). 

Loewenberg et al. ( 1996a) descrevem um método em que um 
campo artificial de velocidades tangentes ~ cnado para deslocar 
os nós na direção da distância média de seus nós vizinhos. O 
problema desse ~todo ~ a sua meficiênc1a na aplicação em 
estudos de sedünentação de panículas v1scosas (Zinchenko et al., 
1997). Além disso. por ser um método local, tende a gerar 
mstabilidade da malha quando o passo de tempo não é 
suficientemente pequeno. 

O método descrito por Zmchenko et al. (1997) também 
calcula um campo artJfic1al de veloetdades tangentes para 
deslocar os nós, porém esse campo é calculado de forma a 
mminúzar a vanação do tamanho dos lados dos elementos. Esse é 
um método passivo, pois nllo consegue rcvener. uma vez 
alcançada, a d!Slorção da malha de cálculo. Por outro lado, o fato 
de esse método tratar a malha da partfcula globalmente, evitando 
a instabilidade citada antenonncntc, é uma de suas grandes 
qualidades. 

O método descrito por Crisuni et ai. ( 1998) trata a malha de 
cálculo como um sistema dmârruco em que os lados dos 
elementos são constderados molas. cu;as constantes elásticas são 
proporcionais ao quadrado das curvaturas. Os nós são deslocados 
ao longo de seus planos tangentes de manetra a minimizar a 
energia desse sistema de molas. E mais, quando o grau de 
distorção da malha se eleva, reconectam-se os nós e adicionam-se 
ou subtraem-se nós da malha (topolog1a variável). Esse método 
apresenta a desvantagem de sef computacionalmente muito 
sofisticado e, com a reconexi!o de nós. é possível que o número 
de vizinhos de um nó se reduza a ponto de o cálculo de curvatura 
pelo método do parabolóide modtficado ficar 1mpraucável. 

A ada!l(ação que os autores do presente trabalho propuseram 
ao método de Cnsum et ai . ( 1998) fot nllo alterar a topologia da 
malha. Como em Cristini et ai . (1998), a ngtdez de cada "mola" é 
proporcional à soma dos quadrados das curvaturas dos nós que 
une, K. - K; + K! em que i e J são os nós em questão. Essa 
expressão para a rigidez tende a manter ma1or concentração de 
nós em regiões onde a curvatura é mais acentuada. 

Assim. a nunimizaçao da energ1a da malha é efetuada na 
função F(óx1, .. ·,óx..,)= I,K.(l, -/0 )

1 em que óx, é o 
deslocamento de cada um dos nós e /v =I x, + Ax, - x 1 - Ax 

1
1 é o 

comprimento do segmento que une os nós í c j (alterado por I:J.x1 

e I:J.x 1 , respectivamente) e 10 ~o comprimento não-tensionado das 
molas (distância tfpica entre dois nós no início da simulação). 

A determinação da direção de deslocamento (fixa a cada 
passo· de tempo) é feita de maneira semelhante à escolha do 
campo de velocidades tangentes descrito em Loewenberg et ai. 
( I 996a). E. finalmente, a mininuzação ~ alcançada pelo m~todo 
de Powell (Press, Teukolsky. Venerling & Flannery, 1992). 

O método adotado neste trabalho foi o método da 
minimização da energia com topologia fixa. Esse método 
conseguiu superar as falhas apontadas nos do1s outros métodos 
testados. Em particular. o método atual é eficiente para se 
estudarem partfculas em sedmlCntaçoo c também é "auvo", sendo 
capaz de recuperar a qualidade de uma malha distorcida. 
levando-se em conta a quahdade do cálculo da curvatura e do 
vetor normal. 

Cálculo de Deslocamentos. As velocidades foram 
determinadas por mtegração d1reta da Eq. (8). Para essa 
integração. foi selecionado o método do Trapélio (Pres~ et ai .• 
1992). As sucessivas posições dos nós no tempo foram 
determinadas por int.egração da equação da cinemática da 
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superffcie, para a qual foi escolhido o método com passo de 
tempo variável de Runge-Kuua-Euler (Press et ai., I 992), em que 
o controle do tamanho do passo de tempo era efetuado com base 
na comparação entre a velocidade prescrita pelo método de Euler 
e a prescrita pelo método de Runge-Kuua de segunda ordem, 
sendo I% a dtferença máxima aceitável entre as velocidades 
calculadas pelos dois métodos. 

Após sua determinação. a velocidade era projetada na 
dlreção do vetor normal em cada nó para mJnarruzar a dtstorção 
da malha (Loewenberg et ai ., 1996a) Os nós, entllo. eram 
deslocados com a velocidade comgtda e passo de tempo 
prescrito. Uma vez deslocados os nós. era efetuada a 
estabilização da malha de cálculo pelo método da mtntrruzação da 
energia. segundo descnto antenormente. 

Critério de lnterryocão. O passo de tempo pode ser estimado 
por meio de análise de escala. Constdere o intervalo de tempo 
dimensional do problema proposto, llt0 - ~t/cft. em que t..r é a 
distância tfpica entre dois nós no 1nfcto da simulação, e o tempo 
de relaxação da tensão superficial, 2'1tJ!1a(l + 'A.)jr , . O passo de 
tempo adimenstonal para integração numénca fica estimado em 
llt0 - 2t..rCa-'(1 + Àt'. O criténo de estabilidade de Rallison 
( 198 I) para integração numérica é t!.r '5. Ct..r em que C é uma 
constante 0(1). Comparando o passo de tempo esumado à 
sugestão de Rallison, obtém-se C- 2Ca· '(l +À) ' . 

A simulaçiio era interromptda quando llt < 1 o·' 610 , em que 
llt é o passo de tempo utilizado na simulação que satisfaz a 
condição de 1% de dtferença entre os métodos de integração 
temporal. Quando. com detenrunada dcnstdade de nós (número 
de elementos), a condtçlio de interrupção era aungtda, a 
densidade dos nós era aumentada e a stmulação, repetida para se 
obter os resultados necessários. Como o método de discretização 
apljcado neste trabalho uulizava topologta fixa, as simulações 
estavam hrrutadas a deformações moderadas. porque o criténo de 
parada era alcançado, mesmo para grandes denstdades de malha, 
quando as deformações eram grandes. 

RESULTADOS E ANÁLISE 

Curvaturas e Noonais. Efetuou-se procedimento semelhante 
ao descrito em Zinchenlco et ai. (1997) para se comparar a 
eficiência dos cálculos de curvatura e normais dos métodos 
mencionados na metodologia. Os testes foram realizados em 
esferóides CUJas superiTcies obedectam à exprcssllo (Zinchenko ct 
ai., 1997) f(x.y.t.)=x 11a+ilb+z.1/c-l para diferentes 
discretizações, ou seja. para diferentes n0 • A curvatura correta, 
IC_..,.. era calculada por 'il n/2. em que n = 'ilf/l'ilfl . 
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Figura 4: Erros dos cálculos de curvatura de diferentes métodos 

(a=b=c=I,O). 
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Ftgura 5: Erros dos cálculos de curvatura dos diferentes métodos 

(a=I,O b =0,5 c=0,2). 

Nos testes renlizados, o método de integração de linha 
mostrou-se mais preciso que os outros dois, para partfculas 
esféricas (Figura 4), como Zinchcnko ct ai. ( 1997) haviam 
verificado. Entretanto, para panículas CUJIIS superf1cies se 
afastavam da forma esférica, a precisão do método de integração 
de linha dinunufa sensivelmente como indicado na Figura 5. Os 
métodos do jir do parabolóide e do parabolóide modificado 
apresentaram a mesma precisão para quase todos os testes e, 
quando havia dtferença, esta era a favor do método do 
parabolótde modtficado (Fagura 5). 

Venficou-se que o método de integração de linha perde sua 
efiCJéncia quando os elementos da malha tomam a fonna de 
triângulos obtusos. fazendo com que o carrunho de mtegraçã.o 
passe além dos hmites do elemento. Como, para a esfera, a malha 
apresenta elementos aproxtmadamente eqOiláteros (Figura 2), o 
erro desse método permanece muno pequeno, enquanto, para os 
demais casos, como os elementos tornam urna fonna alongada 
(Figura 6), a precisão desse método fica comprometida. 

Figura 6: Esferóides utilizados para avaliação do cálculo do vetor 
normal e curvatura 

O método do jir do parabolóide, para os casos em que a 
malha se tomava muato distorcida, apresentou convergência 
muito lenta e, em cenos casos, solução de qualidade inferior ao 
método do parabolótde modificado. Esse problema deve-se à 
incapactdade do método do fit do parabolóide de determinar, com 
precisão, os vetares normais aos nós. Desta forma. o método do 
parabolóide modificado fot adotado como o método padrão para 
as stmulações deste trabalho. 

Deformações Transrentes As evoluções temporais da 
deformação sofnda pelas panfcula~ são mostradas na Figura 7 e 
na Figura 8 Na Figura 7, é mostrada a evolução da deformação 
de partfcula submet1da a escoamento crsalhante com Ca = 0,25. 
Na Figura 8, é mostrada a evoluçl!o da deformaçl!o de partícula 
submeuda a escoamento de pura extensão com Ca ::: 0.13 . Para os 
casos analisados no presente trabalho, o eixo principal de 
deformação do escoamento ambiente se encontra inclinado de 45° 
em relação à honzontal. porque o tensor D não era 
diagonalizado. 
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Figura 7: Estado arucaal e final de deformação 
(escoamento ctsalhante simples, Ca = 0,25} 

T =0,80 T = 2,40 

Ftgura 8: Estado inacial e final de deformação 
(escoamento extensional hiperbólico, Ca = 0,13) 

Mesmo com Ca tnferior, a deformação sofrida pela 
partfcula. quando em escoamento exten~1onal hiperbólico 
(Figura 8), é visivelmente mais acentuada que a deformação 
sofrida pela panfcula, quando em escoamento de cisalhamento 
simples (figura 7}, esse comportamento será explicado na seção 
seguinte que trata das deformações permanentes 
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Figura 9: Evoluçl!o da defonnaçllo de uma panrcula fluida 

submetida a escoamento cisalhante simples (X= O). 
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Figura 10: Evolução da deformação de uma partícula fluida 
submetida a escoamento ex tensional hiperbólico (X= I). 



As simulações realizadas em escoamentos de cisalhamento 
simples mostraram que, para Ca « I, a deformação das 
partículas permanece muito pequena c, para Ca - I , ocorreram 
deformações que ultrapassaram a capacidade de simulação do 
sistema desenvolvido neste trabalho (Figura 9). Esse 
comportamento foi mais acentuado para o escoamento 
extensional hiperbólico {Ftgura 10). para o qual, escoamentos 
com Ca - 0,1 já apresentavam deformaçllo elevada. 

Deformacões Peonanentes. Para detenrunado escoamento, 
quando as partfculas atmgtam um estado maller.ivel de 
deformação, essa era considerada a deformação permanente. 
Desta forma foi possível produm gráficos que mostrassem a 
deformação permanente em função do número de captlaridade ou 
em função do parâmetro de escoamento (Figura li e Ftgura 12. 
respectivamente). 

Para baixos números de capilandade, a deformação 
permaneceu pequena, dev1do à pouca 1ntens1dade do escoamento 
em relação à imens1dade da tens5o superficial, 
mdependenternente do t1po de escoamento (valor de x). 
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Figura li : Evolução da deformação permanente em função do 

número de capllandade 
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Figura 12: Evolução da deformação permanente em função do 
parâmetro de escoamento 

Para x =-I não ocorreu deformação. Entretanto, à med1da 
que o escoamento se aprox~rnava do escoamento extensional 
h1perbólico, a deformação aumentava notadamente (Ftgura 12). 
Esse comportamento deve-se oo fato de que, para o escoamento 
extensional hiperbólico (X= I ).toda a mtens1dade do escoamento 
contribui para a deformação da partfcula, enquanto, para o 
escoamento de cisalharnento simples (X= 0), parte da 
intensidade do escoamento atua para deformar e parte. para girar 
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a partícula em tomo de seu centro (vorticidadc não-nula). tendo 
como caso-limite a si tuação em que x =-I. nu qual a partrcula 
gira cm tomo de seu centro. sem sofrer dcformaç1lo (rotação de 
corpo rigido). Os resultados mostram que a vorucidade inibe a 
deformação da partfcula. 

Note que, para Ca = 0,01, não ocorre alteração do estado 
permanente de deformação tão acentuada quanto para os outros 
casos, uma ve1 que a grandeza que dom.Jna esse processo é a 
tensão superficial. que faz com que a deformação permaneça 
pequena, mesmo para escoamento ex.tens1onal hiperbólico. O 
caso-hm~tc desse comportamento ~ Ca =O. em que não há 
escoamento e a partfcula permanece esf~nca ( D =O}. 

Pequenas Deformacões As soluções das equações de Stokes 
para geomeLnas esf~ricas calculadas por Lamb ( 1932) podem ser 
utilizadas para detenrunar a deformação permanente de uma 
partícula VIscosa submeuda a escoamento ex.tenor, desde que o 
desvro da forma esf~nca seja de pequena ordem de magmtude 
(Rallison, 1984). Dentro desse hm.Jte, a deformação da partícula. 
quando submetida a escoamento externo, obedece à expressão: 

D = (19Ã + 16)/(16À + 16)Ca{e .... -t.,,,) (li} 

em que e..,.. e e .... são, re~pectivamente. a m:ixuna e a minima 
taxa de deformaç!!o principal do escoamento ex. tenor. 
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Figura 13: Comparação entre a teona de pequenas deformações, 
as simulações realizadas neste trabalho c resuJtados 

experimentais (de Rumscheldt & Mason e de Duffy & Blundell) 

Na Figura 13 são mostrados os estados permanentes de 
deformações previstos: pelas soluções assintóticas de Taylor 
(1934); pelas simulações realizadas. e pelos experimentos de 
Rumscheidt & Mason para c1salhamento simples (Banhês-Biesel 
& Acrivos, 1973) e de Duffy & Blundell para escoamento de 
pura extensão(Rallison. 1984) 

Observa-se uma concordância muito boa entre os resultados 
das srmulações e a prev1são da teoria assmtóuea de pequenas 
deformações. Os desvios s5o perceb1dos a partir de Ca = 0,2 para 
o caso de escoamento cisalhante e a parttr de C a = 0.08 para 
escoamento extenstonal h1perbóhco. para ambos os casos, as 
d1ferenças eram da ordem de 10%. Esse desVIo se deve ao fato de 
que a partícula se afastou srgmficauvamente da forma esf~nca. 
situação em que as soluções de Lamb ( 1932) perdem a validade. 

Para os resultados expenmentrus. a concordância ~ 

significativa, tanto para escoamento de c1salhamento simples 
quanto para de pura extensão. Os desvios s5o percebidos, para os 
resultados de Rumscheidt & Mason (cisalhamento stmples), a 
partir de Ca = 0,35 com diferenças estimadas supenores a 4% c 
se devem à limitação na capacidade de simulação do sistema 



desenvolVIdO nesta pesquisa. Para o~ resuhados de Duffy & 
Bluodell (pura extensão) a concordância t excelente mesmo para 
o~ casos em que o Imute de Simulação estava próx1mo 

(Ca =0,12). 

Jnteracõe~ Binária-; Nesta seção são apresentados alguns 
resultados prelirrunares qualitativos do estudo de mterações de 
partícula~ viscosas em emulsão dllufda. Para solução deste 
problema, o método de integral de contorno, descrito na 
formulação mic1al do problema, fo1 modificado conforme 
Loewenberg et ai. (1996b). As superfícies, Sa, de cada panícula, 
a, foram d1scretizadas em n,. elementos tnangulares e a 
velocidade, u

0
, de cada ponto de colocação x0 e S0 fo1 calculada 

por uma simples extensão da Eq. (7)· 

2u __ r_ = 4ttCa(D + W ) x
0 
+ 

{I+ À) 
l { I À +"'i {- ){u -u0 ) T n + ~ ~o, 4n I+À 

-ft ( Bor e,+ ~. {rK- rnKo)l + 

+l_(~'C n-~'C0 n0 )]n G dS. x 
C, 

(12) 

Segumdo a mesma metodologia descrita anteriormente, 
Mmulou-se o movimento de duas partfculas Interagindo 
h1drodmarrueamente em um me1o Outdo infinno. Com esta 
s1mulação está se estudando de que maneua a história da 
dmãmica de deformação de urna pardcula é mnuenciada pelos 
distúrbios hidrodinârrucos causados pelas distribuições de 
stok.eslets e s11esslets das superfícies das particulas. 

A Figura 14 mostra a evolução temporal do movtmento de 
duas partrculas interagmdo hidrodinam1camente em campo de 
escoamento de cisalhamento simples (X= O), para À= I e 
Ca = 0.2 . A posição rela uva imcial dos centros das partrculas era 
6x = (- I 0;0,4;0) e ambas as panrculns estavam, 1mcialmente, 
esféricas com rruo unnário. As superfic1es das panículas foram 
discretizadas com n .. = 720 elementos. 

T • 6.38 

Figura 14: Seqt1ênc1a da simulação de interaçâo de duas 
panrculas em escoamento c1salhante simples (Ca = 0,2 ) 

Observa-se que a deformação das panículas aumenta no 
quadrante compress10nal de cisalhamento. É notável que grandes 
transientes de defonnaçllo podem estar presentes, sugerindo a 
possjbJI1dade de ruptura das partículas Induzida pela 1nteração 
h1drodmârruca. Quando as pardculas atingem o quadrante 
extensional de cisalhamento, inic1a-se o processo de separação e a 
deformação duninui gradativamente até que as duas partículas se 
comportam como se esuvessem isoladas no escoamento (não 
mostrado na Figura 14). É observado, também, que, para as 
condições s1muladas, a deformaçllo da superficie das partkulas 
durante a interação ntar-field deve inibir a sua coalescência. Em 
futuras investigações a mesma seqUência da Figura 14 será 
apresentada para diferentes Ca e À Dessa maneira, conclusões 
mrus prec1sns sobre a questão da coalescência poderão ser 

elaboradas. 
Esses resultados mostram que a deformação resulta em 

trajetónas 1rreversíve1s por aumentar a separação, transversal às 
linhas de corrente. entre as partrculas. Este fenômeno sugere a 
poss1bihdade de migraç~o transversal de panrculas indu1.1das pela 
defonnaçllo, conforme recentes estudos numéncos de 
Loewenberg et ai. ( 1996b) e invcsugações expenmenta1s de 
Guido et ai. (1998). Cunha & Hmch (1996) deterrrunaram a 
d1fusividadc ludrodinM\ica de panículas csf6ricas rígidas 
rugosas. Usando o procedimento computacional descrito no 
presente trabalho, pretende-se. futuramente, a exemplo de Cunha 
et al . ( 1996). deterrrunar a d1fusividade h1drodmâmica de 
partículas defonnáve1s, DH =a1"fll>/(Ã,Ca), para caracterizar a 
dispersl!o de panículas cm emulsões d1luídas cm que $ < 5% 
(Almeida, 1998). 

Figura 15: SeqUêneta da simulação de ante ração de duas 
panfcuJas em sedimentação ( u- =O, Bo = I) 

A F1gura 15 mosiJ'a uma sequência de configurações da 
evoluçao da mteração de duas partículas, tmc1almente esféncas, 
de raios diferentes (1 e 2) mteragindo em sedimentação, Bo = I , 
em um fluido cm repouso, u· = O Nota-se que, semelhante mente 
ao que ocorreu para interação em escoamento c1salhante, as 
panículas são compnrrudas uma conlra a outra, porém. neste 
caso, devtdo à d1ferença de veloc1dade de sedtmentação entre as 
duas· partículas, Ut = 26pa2g/9JJ. . Observa-se que ocorrem fortes 
transtentes de deformação durante a etapa de aproximação bem 
como durante a etapa de afastamento, pnncipalmente na panrcula 
de menor dunensão. sugerindo. também para este caso. a 
possibilidade de ruptura durante o processo de interaçllo. 
Novamente, a deformação das partrculas inibe a coalescência, por 
evitar que as superfic1es das panrcuJas interagentes se 
aproximem. 

Para o caso de interação de panículas em sedimentação, um 
deslocamento líquido na d1reção transversal à grav1dade é 
observado, caracterizando uma trreversibtlídade do movimento. 
Esse fenômeno, semelhantemente ao da mteraçAo em 
cisalhamento simples, carncten1.a uma autodJfusllo mdUZtda pela 
deformação das pankulas. Em trabalhos futuros. os autores 
estudarão esse fenômeno para determinar o coeficiente de 
autodifusllo de pardculas em sedimentação, DH = aU,$/(À, Bo) . 
em que U, é a velocidade tenrunal relaova de sedimentaçlo e a é 
o rato méd1o das pardculas (Alme1da, 1998). 

CONSIDERACÓES ANAIS 

As s1mulações real tzadas neste trabalho mostraram uma boa 
concordância com os resultados assintóticos para pequenas 
deformações e com resultados expenmenws. Essa concordância 
valida a metodologta uúltzada no presente IJ'abalho e , 
especialmente, mostro que a fonna de calcular a curvatura e o 
vetor nonnaJ utilizada neste estudo ~ precisa e efic1ente. 

A utilização de passos de tempo variávets mostrou-se 
computacionalmente econômka, po1s, durante a parte tniJlStente 
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da evolução, quando a deformação estava se processando, o passo 
de tempo permanecia pequeno (vários ciclos por intervalo de 
tempo) e, ao atingir o regime permanente. quando a deformação 
cessava, o passo de tempo crescia (poucos ciclos por intervalo de 
tempo), abreviando as simulações. 

Constatou-se que o ~todo de estabilízaçAo de malha 
utilizado foi satisfatório para deformações moderadas. Entretanto, 
quando a deformação passava de moderada a grande, a 
estabihzação da malha mostrava-se msuficiente para manter 
adequada a distribuição de nós na superffc1e da panícula, 
inviabilizando a simulação. 

Os resultados prelinunares, apresentados neste trabalho, de 
interação de duas pa.rtfculas em escoamento cisalhante simples e 
em sedimentação foram qualitativamente iguais a resultados 
disponfveis na lit.eratura (Loewenberg et al .. 1996b: Zinchenko et 
al .• 1997; Cristini et al . 1998). Esses resultados serlio detalhados 
em futuras investigações. 

A continuidade deste trabalho deverá contemplar uma 
estab1hzação de malha capaz de reconectar nós (Cristini et ai., 
1998): grandes deformações: escoamentos extenores d1ferentes 
dos simulados no presente trabalho ; densidades e viscosidades 
diferentes entre fluido e partícula: interaçilo de duas pa.rtfculas em 
suspensão: e ruptura e coalescência de pa.rtfculas. 
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ABSTRACf 

A genual three-d1mensional bountklry mtegral formulation 
is used to investigare transient and pennanent defonnallon of 
viscous deformable drops suspended m arbllrary shear f/ows ar 
low Reynolds numbers. ln order 10 find a more robust and 
accurau n~rical method, dijferenr methods of calcularmg the 
surface curvatures and unir normal vecrors are tesred. A study of 
mesh srabilization is also considered. Steady defonnarions as a 
funcrion of the capilary number and flow parameter are 
detennined and compared to asymptOtlc deformation rheones 
and experimental results. Prelumnary results of bmary 
interaction of drops in stmple shear flow and buoyancy driven 
morion have also been sho-.,'11. 
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SUMMARY 

Thil work invutigate1 the 1edimentation of point-porticle• with ucluded volume 1hell in a rue.. 
angular box with periodic a ide• and impenetnsble bottom and top. The porticle1 are dutributed random 
and independenUv in the vertiCill dirution and uniformlv in the other one.t ao that 1tati1tiC4l demitv 
ftuctuation. are only verified in the gnstJity dirution. Computer •imul4tion,, bo1ed on 1tatútic1 over 
160 of theae conjiguration1, lhow how the uarian«1 of uelocitJI depend on the 1ire of the box and ol.to 
determine the amount of uelocity ftuctuation ani&otropJI. 

INTRQDUCTION 

Velocity fluctuationa of eedimenting particles are ob
served aJso iD non-Brownian SUBpeDAÍOD flows with Vf!cy 

sma.l1 particle Reynolds numbers. Such fluctu&tiona bave a 
!ong-time behaviour chara.cteriatic of di.ffusion proceeeea and 
their effect is cal.led hydrodynamic self-diapersion (Cunha k 
Hinch, 1996). A small particle (with a diameter le1111 than 
about 114m) usually diffuaes dueto random impacta of the 
fluid moleculea in which it ia su.spended. A larger parti
ele 1acks this Brownian motlon, but often exhibits a <illfu
sive motion origin&ted &om ita chaotic !ong-range hydro
dynamic in.teractioD.II with other large particles in the SWI

pension. Long-range multibody hydrodynamic interactions 
play a key role in the motion of ao individual sphere settling 
in the midst of a su.spension of ll.ke non-Brownian spheres. 
lndeed, each sphere undergoes a random-walk motion due 
to the ftuld velocity disturbancee cauaed by the surrounding 
ones. The dimensional analysis leads to a number of simple 
and powerfu.J resulta that e:xplain this greatly enhanced mix
ing in aplicationa such as sedl.ment transport (Cunha, 1997). 
ln the preeent time, there is a discrepancy between experi
menta and numerical simulationa regarding the dependence 
of the velocity fluctuationa on the sedimenting (Ontainer 
size {Davis, 1996). Experimenta performed by Nioolai and 
Guaz&elli (1995) using wel.l-stirred suspenaiona sbowed that 
the values of the velocity fluctu&tions did not vary signifi
cantly when the vesael width waa increased by a factor of 
four; in contrast, Cunha and Hinch (1996) reported th.at 
oomputer simulationa uaing random and independently ini
tial distributiona of partieles in ali d.irectiona of the space 
yield resulta which did inaeaae with increasing the container 
size, following a parameter O(~L/o) according to the scaling 
ana1ysia propoeed by Hinch (1988). A well-stirred experi
mental suspeuion may not be a suspen.sion where the parti
eles are randomly JX!8itioned u aaeumed by thoee numerical 
simulatioD.II, thongh. The ecreeoiDg mechan.ism of Koch and 
Shaqfeh (1991) is the only preeently available theory that 
could lead to velocity ftuctuations independent of the veeeel 
size. However, the experimenta are unable to verify the hy
potheeis that thm~ is a deficit of one particle surrounding 
any given particle of the auspen.sion aiJSumed by this screen
ing theory. There must be eome suspentlion micr08tructure 
which dependa only on the particle volume oonoentration. 
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Searching for other micr08truct\ll"e& than the ones already 
simulated, a new kind of initial distribution of particles is 
propoeed and tested in this work. 

The initlal oonftgurationa uaed in alJ simul&tiona here are 
generated placing point-particles regu.lady in the horizontal 
(perpendkular to the gravity force vector) directiona, and 
random and independently in the vertical (parallel to the 
gravity) direction iD.IIide a rectangular box of dimensiona 
L x L x H . The distribution is made 80 that each particle 
center is separa.ted form the other ones by a distance greater 
than the dimenaionlees particle diameter in the aame con
figuration, avoiding overlape. A typical initial configu:ration 
for the ooncentration ~ = 3% and the dimeosioDlees radina 
o/ L = 0.05 is shown in Figure {1), in three views. 

(b) H 

(a) 

L 

(c) l 

L 

Figure 1: Typical initial distribution of particles for tbe 
concentration ~ = 3% and the dimensionlees radius a/ L = 
0.05. (a) is a thre&-dimeDAional perspective view of the bax, 
(b) is a side view and (c) is a view of the top. 



The main plll'pose of this rather u.nnatural ld.nd of di&
trlbution ia to try to eliminate tbe poesible presence of 
convection-driven eecondary fiows in the horizontal direc
tions, what would infiuence tbe velocity variaoces of the 
particles. 

The long-raoge n&tlll'e of the hydrodyua.mic interacions 
in sedimeotation requ..ires ca.re for the simulation of ao infi. 
Dite suspension. At the present, the m08t appropriate way 
to mathematically treat such ld.nd of problem is by the use 
of periodic bouodary conditions, which representa the aedi· 
menting box as a spatially periodic array of ídentical cells. 
ln this article, efficieot simulations of &edimeotation that 
incorporate a strong anisotropic suspension microstructlll'e 
are described aod the mean particle velocities aod their vari
aoces properly quaotified, presented and analysed. 

HYDRODYN AM1C STMULATIONS 

The equations govern.ing the motions of N particles sed
imenting in a fin.ite box are presenteei in this section. To
gether with the periodic bouodary conditions (to simulate 
ao in.finite suspension), it is adopted the image system in
troduced by Cunha (1996) in order to ma.ke the bottom 
aod top of the container impenetrable (to si.mulate a finite 
box). The ftu.id inside the box is assumed Newtonian aod 
incompressible with density p and viscosity p. The suspen
sions considered are monodispersions of rigid spheres with 
diameter 2a/ L aod density ps. The value a/ L is a cut-off 
parameter which correeponds to the non-dimension&l radius 
of an excluded volume shell. The dimensionless volume frac
tion (or volume concentration) of partlcles is given by the 
expreasion: f/J = 4:tra3 N/3L2 H. Theee particles move under 
the i.n.ftuenoe of gravity and t he viacous resistaoce exerted by 
the ftuid. The net gravity force is: f = (4/3)1fa36pg, wbere 
6p = P• -PI· Here, Reynolds, Stokes aod Péclet num
bera are defined by Re = P!U.a/p, St = 2p.U,a/9p aod 
Pe = 61fp42U./k'I', wbere U, is the Stola)s velocity, equal 
to 2a2 6pg/9p. Tbe problem is considered uoder the condi
tions of very small Reynolds aod Stokes numbers (Re < 1 
aod St < 1), with St/Re ""'P•IP!t aod large Péclet number 
(Pe > 1). Consequ.ently, particle and ftuid inertial forces 
are not considered and neither is Brown.ian motion. 

Periodíc Stolces Flow. The focu.s of this work is on di
lute 81l.Spe.D.8ioll8 (i .e. f/J ~ 5%), wbere tbe typical interpar
ticle distance is large compared with tbe particle radius, 
I x, - XJ I> a. ln thia special cue, it is conven.ient to ap
proximate the 6u.id velocity in the &edim.entation box as a 
superpositlon of Stolceslet distlll'baoces. This simplest levei 
of appraximating the hydrodynamic is coll8idered with the 
ftu.id velocity governed by: 

- pV2u + Vp =L f!cS(x- x..) aod V· u =O. (1) 
o 

where u and p are the velocity aod presslll'e fi.elds, respec
tively. Tbus, with an error O(f/J) in the eettling velocity of 
tbe particles, the finite síu of the spheres is negleted and 
the suspension ia dealt witb as a distrlbution of point-forces. 
Here cS(x- x..) denotes the Dirac's delta function , and f! 
Is the hydrodyuamic force exerted on the particle o by the 
ftuid. Using periodic boundary conditions, the solution is 
such tb&t a1l components of the velocity field (u, v,w) are 
periodic in x and y with period L, periodic in z with pe
riod 2H, and the vertical compooeot of velocity w satisfying 
a kinem&tic condition of va.nishing velocity in the top and 
bottom. Adding tbe i.mage system into the problem of solv-

972 

ing Stokes fiow to obta.in tbe impenetrable bottom and top 
in a whoUy periodic box, tbe solution for the hydrodyuamic 
equation tbat relates the velocity u; aod the forces rt be
comes (Cunha, 1996}: 

N 

u' = LL.M~j(ro , ro ,, , ro ,i)· f~ + 
o 

N 

1 " ' ".Mr' ( h + ~ .LJ .LJ ,, kp). fi a, (2) 
.., J=l 

where -8 denotes the volume of a single cell of the lattice 
-8 = L 2 x 2H. This equ.ation consista of two lattice sums, one 
in the real spa.ce over lattice vector r 0 aod the other in the 

reciprocai space over lattice vector kp. Here E' indicates 
the summ.ation in the reciprocalspace. The relative position 
vectors, in the phy11ical space, are giveo by: 

r o.• = [(:t; - %J -:to), (lf;-JIJ - l!o), (%4 -ZJ - zo)) (aource), 

ro ,i = ((:t; - %J -:to), (l/i -Ui - lia), (zí +z, -zo)) (imoge), 

ro = [(:t;- Zo) , (1/ó- &/o), (z;- .ta)]. 

The vector k.,, belonging to the reciprocai space, has the di
mension of the inverse of lengbt aod repreeents a wave num
ber defined as k = (Jh/L,/32/L,/J:s/2H), being Pt,/h,/J:s 
positive or negative integers (O, ±1, ±2, ... ). The coupling 
between the particle velocity and the forces, the graod mo
bility matrices ,MP• and .Mr' , are both N x N m.Atrices of 
3 x 3 blocks which describe long-raoge or far-field pairwise 
interactions between the particles in the physical (i.e. p1) 
aod reciproca] spaces (i. e. r1), respectively. Tbe elements 
Mfj aod e are calculated a.ccording to the foUowing e:xpree
sion.s: 

w.• _ { ~' (ro,,) + ~'(ro ,l)- 2Gfj(ro) if; = 1, 2, 
'i - G,j(ro,,)- Gíj(ro,í) if; = 3 

a = { C<l6(21rk.S . r,) + cos(21fk.S . r,) - 2 C<l6(21fk.S . x) 
C<l6(21fks · r, )- cos(21fk.S · r ;) 

M[;' = GfJ(k.,). Here, GJ!'I (r) aod Gr'(k) are the ~dic 
Green's functioll8 M&Ociated with the phy11ical and recipro
cai spaces calcu.lated by the e:xpressions: 

G"•(r) = C À- ~ r• ( 1rr
2

) I + 
I - ; À 

+ 21rC1À-~q ( ,.~
2

) rr 

Gr'(kp) = cl [2>.r;(1rk~>.)I- 211'>.2ri(1fk~Ã)k.sk.a] I 

where Ct = 1/87rp, r:(v) is the incomplete gamma func
tion, À is the link parameter between the physical aod recip
rocal spaces aod the tensor I denotes the u.nit second-rank 
tensor: (e,.e,. +~~+e. e.). 

Dimensionle!!!§ Goveming Eauatioll,8. The variables ar~ 
made dimensionless by considering a , U, and 67rJJ4U, the 
referenoe acales of length, velocity aod force, respectively. 
Hence, R ::: a- 1r , K = ak, V = a-3-8, U = U; 1v , 
T = a- 1u.t, aod F = (61rpo.U.)- 1f , where the capitallet
ters (R, K , U , T , F) denote the corresponding dimension
lese quantities. Introducing tbese dimeosionlese variables, 



Eq. (2) then becomee: 

N 

u• "" EI;Mf,"(Ro .• ,Ro .• ) · F, 
Q J 

N 

+ v E' E Mi/(K). Fje, (3} 
K j • l 

with FJ = 2a26.pg/9JSU• = (0,0, 1) - since the particles 
are free of inerti&, the only driving force is the dimenaion
lesa gravity force, which acta in the vertical direction. The 
Eq.(3) gives the solution for the mobility problema of this 
work. Giveu an initial distribution of pa.rticles X(O), the 
equation dX' /dt = U 1 can be integrated intime to produce 
the dynamic evolution of the su.spension miaostructure. 

RESULTS ANO DISQUSSIONS 

ln this section, it is presenteei a brief description of some 
simuJation features and the most relevant results of this 
work. 

Tbe optimum value for the ..\ parameter had to be in
vestigated given the particular featuree of the SUBpensiou 
initial micr011tructure. The Àoptom"m was examjoed for the 
coocentratious of 1%, 3% and 4%, and for the numbers of 
27, 125 and 343 periodic boxes. The cootainer a.spect ratio 
used in allllimulations was H/L= 3. The best value fouod 
under the conditious set was ..\ = 1r. 

A few si.muJationa were made with the sedimenta.tion of 
one single particle in the box in order to veri!y some char
acteriBtics of tbe numerical routine and obtain preliminary 
resulte necessary for future si.mulationa. At fint, the testa 
consisted of one particle of dimensionleas radius af L = 0.05 
being released in a certain initial poeition cloee to the top 
and its motion foUowed as far as it reached the impenetr~ 
ble bottom. The integration of dX/ dt = U was 110lved via 
a fourth order Ruoge-Kutta scheme. The magnitude of the 
non-di.meosiooal time atep in the Runge Kutta procedure 
was set up as ât ~ K a/ L - which is about the dimension
less time spent by a aingle particle to fall acroas its own 
radiua. K = 1 gave enough preclsioo for the present llim
ulatioDS. The value choaen for the one-particle eimulations 
was /l.t = 0.05. Three simulations were made with 27, 125, 
and 343 periodic boxes, Figure (2). lo all the cases, the per
pendicular components of the particle velocity were fouod 
to be nuU during the whole sedimentatíon evolution. This 
happened becau.se the test particle did not suffer inBuence 
from any other particle in the bax - the only pairwise inter
action computed was that of the test pa.rticle in itself. The 
paralJel component remained constant and greater then zero 
when the particle was not near the top or the bottom. The 
increasiog and the decreasing in the settling velocity are 
due to the effect of the image aystem. adopted to produce 
the impenetrabillty in the top and bottom. The information 
about the zone of inBuence of the top and bottom is eeeen
tial to define a bulk region of the SU!pension in which the 
statistical data analyais should produce meaningful results. 
Baaed on the resulta of Figure 2, it was assumed that, in 
future eimulations with m.a.n.y pa.rticles, only the pa.rticlee 
comprised ln the regioo 0.30 ~H/L~ 2.70 would be con
side:red during the e&lculatioDS of the suspenaion tran.sport 
properties. By doing this, the statistical data analysis is 
evaluated in a region of the box where the varlations in the 
individual velocity of a refere.uce particle are only due to 
the p&irwiae interactiona with thi! other particles. The dif-
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Figure 2: Dimen.síonless perpendicular to the g1avity di
rection velocity versus the vertical poeitioo of the particle 
in the box plotted for three different sets of periodic boxes. 

ferences of a.ccuracy verified in the tests with 27, 125 and 343 
perlodic boxes were of the order of 0.1 %. Thu.s, the arrange
ment of 27 periodic cells (3 x 3 x 3 boxes) proved to be the 
best choice for future simulations, sioce it requirea the least 
computation time compared with the others. The terminal 
vertical velocity Uu/Us that a single particle sedimenting 
alone can rea.ch is O. 75 ( using the point-particle approxi
mation and pai.rwise interaction between the pa.rticles, with 
the distu.rbance caused by the pa.rticle being evaluated in ic.
self). This velocity is achieved malring the non-d.imenaiooal 
radius a/ L tend to zero or the size of the box teod to the 
infinite. Other one-particle llimulatlons were run to test the 
inBuence of the box aspect ratio in the particle maximum 
veJocity. lnteger aspect ratioe ra.nging from H/ L = 1 to 
H/ L = 5 were used and the radiu.s of the particle was var
ied in order to produce volume concentratíoo.s va.rying in 
the interval O% ~ 9 ~ 3%. The terminal velocities ob
tained are plotted in Figure (3) versus the dimenslonlees ra.
dius of the particle a/ L. Sinoe the volume concentratíon is 
calcul&ted by tfJ = 41ra3N / 3L2 H, the di.menaionlees particle 
radius is O(ljJ113

) . For a constant value of the aspect ratio, 
the settling veJocity increa.see as the particle concentration 
decreasee becau.se the simuJation approachee t.be coodition 
of an i.ofin.iteJy diluted suapension, &ee of baclc flow effects. 
By the aame reasoo, keeping the concentration constant, 
the sedimenting velocity becomes greater aa the aspect ~ 
tio gets bigger. Notice that, if the volume coocentratioo 
tends to zero, the di.menaionless terminal particle veJocity 
tends to the terminal velocity: O. 75. 

The simulations with many particlee started with m .. 
surements of the fluctuatíon in the number of density, called 
the structure factor of the suapension. Figuril (4) shows the 
resulta of twenty eimulationa of the verticalstructure factor 
with volume coocentrationa 1% ~ 1/J ~ 5% and number of 
partidas 54 ~ N ~ 1024. The averages were obtained over 
1000 initial oonfigu.ratioDS in each cue. The fact that alJ the 
mean valuee are pretty cloee to the uoit indicates that the 
numerical process of locating pa.rticles random and indepen
dently in the gravity direction produced the expected strM
ification. The small deviatious appear due to the finite size 
ofthe s~tem. lt is seen in Figure (4} tb.at the verticalatruc
ture factor is esseDtially independent of the oumber of par-
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Figure 3: DimeDAionleas parallel to the gravity direction 
velocity 88 a function of the dimensionleas radius of the par
ticle. Five different box aspect ratioe H I L were used io the 
simulations. 

ticles. ln particular, it is fouod to be 0(.../N) io agreement 
with the predicted by the 8Galing aoalysis of Cunha (1997). 
The perpendicular structure !actor w88 exactly zero io ev
ery c:on.figuration of all simulations. This meaos that the 
20000 i.oitial distributions were perfectly regular io the hor
izontal directions, beiog the particlea equally distant from 
each other io all configurations. 
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Figure 4: Vertical structure factor as a function of the 
square root of the number of particlea. 

After haviog verified that the numerical routine did malc.e 
the expected ioiúal distributions, the ioveatigation of the 
eettling velocity aod ite 6uctuation began. Thirty differeot 
simulations were made t{) compute the statistics over 150 io
dependent i.oitial configurations. Thi.s took about 1 houra of 
computation time io ao Alpha Digital work-station with 333 
MH.z and 200 Mbytes of RAM. ln theae teate, called "Zero
Time Simulations", no evolution of the sedimentation in 
the time (aod space) was ploduced. Becauae it is a mobility 
problem, the velocitles and 6uctuations could be calculated 
based only io the rela.tive poeitions of the particlea io each 
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configuratíon. The box aapect ratio H I L waa kept constaot 
aod equal to 3. The volume partlcle concentrations were 
varied throughout the range 0.5% ~ ~ ~ 5%, and the val
ues of particle radius adopted, 0.02 ~ a/ L ~ 0.07. ln each 
confl.guration, the meao componenta of the velocity (of alJ 
particles comprised io the bulk region 0.3 ~ H I L ~ 2. 7 de
fined above) aod their varia.nces were calculated. At the end 
of every simulation, the averagea over the respective 150 i.oi
tial distributions were then obtaioed. The parallel and the 
perpendicular to the gravity direction componen\8 of the 
mean velocity and the velocity varia.nce were made dimen
sionless dividiog them, respectively, by the Stokea velocity 
Us and by the squared Stokes velocity U~ . The dependence 
of the mean sedimentation velocity on concentratlon is pre
sented io Figure (S). 
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Figure 5 : Sedimentation velocitiea as a function of the vol
ume concentration of particlea. 

A1ong with the aimulation data, three curves are plotted. 
The first one is the expression for the eedimentation velocity 
of a suspension raodom aod iodependently distributed in ali 
directions derived by Batchelor (1972). The equation of tbe 
curve, adapted for this problem, is (flu)/Us = 0.75- 5.5~. 
The factor -5.5~ ia the hiodered settling term of the eq~ 
tion, related to the compenaatiog bac.k 6ow of 6uid ioduced 
by the sedimentiog particles. Notice that this whole ex
pression ia a function of the volume particle concentration. 
Cunha and Hinch (1996) have reoently ach.ieved computer 
simulation resulte io good açeement with this theoretical 
expression, uaiog for that a random distribution of parti
eles in ali directions. Usiog the same linear mathemati
cal model, a num.erlcal regreesion waa performed with the 
data obtained io thi.s work. The hindered eettling equation 
found for the partícle velocitiea under the initial condition 
set is: (tJ11 )/Us = 0.75- 10.~. The coe:ficient of COJTela. 
tion was 95.2%. This expression shows that the back fiow 
effect ( -10.~) io a suspenaion with stratific&tion only io 
the vertical direction ia approxima.tely twice that io a to
tally random distributed suspenaion. It is noticed io Figure 
(5) that the fim aod eecond C\1l"ve& diverge as the volume 
concentration gets higher. This cao be explained by the 
fact that a differe:nt microetructure is beiog used io this 
work and that such microstructure strongly departs from a 
condition near of a raodom distribution in ali directions 88 
the conoentra.tion grows. The third curve is another numer
ical regreesion using the simulation data, which follows the 



power-law model propoeed by Richardson and Zaki (1954): 
<Uu)/Us = 0.75( 1 -~)21 .s. TheCOlTelation c:oeficient, in this 
case, was 98. 7%. If the p&rticles were random and indepen
dently distrlbuted in all directiona, the exponent would be 
about 5 (Richardson and Z&ld, 1954), whlch is near four 
times less than the value found here. Figure (5) a1so showa 
that the mea.n hori%ontal velocitiee have been found equal 
to zero. Thia indicates that there is no mea.n horizontal fiow 
in the eedi.menta.tion, in agreement with the simula.tiona of 
Cunha. a.nd Hinch (1996) with totally ra.ndom suspensions. 

ln Figure (6), variances of veloclty in the vertical direction 
of one typical aimulation are preeented versus the number 
of the configu.ration. It wa.s uaed, for each independent ini
tial configuration, 176 spherical particlea with dimensionJeas 
ra.diua equal to a/ L = 0.05 - what gave a volume concen
tration of ~ = 3%. 

ljr---~--~--~--~----, 
meea n lue=0.39476 ---

1.25 

07S 

Qj 

0.2S 

o 
.0.2S .___....__....__...._ __ __,_ __ _.... 

o 60 120 I~ 

Configuration 

Figure 6: Pa.rallel velocity varianoe versus the nu.mber of 
the con.figuration. 

The ultimate goal of theee initial-time eimula.tions is to 
vtlrify whether the velocity variances of the particular dis
trlbutions conaidered in this work are depended or not on 
the 8ize of the cont&iner. For this purpoee, the ensemble a.v
eragea (tri)/Uj and (U'~)/Uj were evaluated and plotted 
versus the box pa.rameter ~L/a propoeed by Hinch (1988). 
Figure (7) ahows the vari.ances of velocity in a perpendic
ular direction, and, Figure (8), the variances of velocity in 
both perpendicular and paral.lel directiona as a function of 
the scaling pa.rameter ~Lfa. 

The resulta suggest that the velocity variances of p&rticle 
distrlbutiona with strati&ation only in the vertical direction 
a.re best deacribed by linear functiona starting at the origin. 
The following equationa were then obtained by linear regre&

sions: (U'~)/Uj = 0.01(4>L/ a and (U'~)/Uj = 0.65()4>Lfa. 
The correlation coeficiente were 71.5% a.nd 92.0%, reapec
tively. The valuea found for the variances of veloclty in the 
horizontal directions stay between one third and one hA1f 
of the ones achieved in totally r&ndom IIW!penaions aa eimu
lated by Cunha and Hinch (1996). ln the vertical direction, 
they are between three and four times the related values in 
the refere!lced publication. Düferent initial distribution.s re
ault in diverte mea.n statistic&l propertiee of the au.spenaion. 
Cunha and Hinch (1996) expected that if the horizontal Suc
tua.tlona in the number of denaity were elimitated, u it wu 
done in this work, both the horizontal and the vertical vari-
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Figure 7: Horizontal veloclty variance versus the box p~ 
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Figure 8: Veloclty ..:ananoea in both perpendicular &nd pa.r
allel directions as a function of the box parameter ~L/a. 

a.nces of veloclty would be smaller than the valuee observed 
in their aimula.tions. This prediction was verlfied only in the 
directions perpendicular to the gravity, though. The resulta 
preeented in Figures (7) and (8) stillleave open the problem 
of the ultimate structure of eedimenting suspeuaions whlch 
leads to finite valuee of the velocity Suctuations. 

The velocity Suctuation &niaotropiee, ((U'~)/(U'i))112, 
are seen ln Figure (9} versus ~L/a. The mean value, equall 
to 6.82, is much greater than the experimental one reported 
by Nicolai et 4l. (1995), approximate.ly 1.9, and than the 
reeult of the eimulations run by Cunha and Hinch (1996), 
whlch was about 2.6. 

A typical suapension evolution in time, as it is seen by &n 
obeerver placed at the top of the box, is preeented in Fig
ure (10}. The initial con.fisuration uaed is exactly the aame 
as the one in Figure (1), for~= 3%, a / L= 0.06 and 176 
particles. Before the sedimentation began, the suapension 
microstructure wu formed by 16 vertical parallellinea of 11 
particles each, with stratification within the l.inea. When the 
eedimentation atarted, a l1lixiDI be«&n to h&ppen destroylng 
the initial resular diatribution in the horizontal directiona. 
This mixing is due to the partlcle velocity Suctuati0118, th&t 
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Figure 9: Velocity ftuctuation anisotropy as a function of 
the box para.met.er t/>L/a. 

are caused here only by the bydrodynam.ic intera.ctions. If 
the volume concentration was q, = 0%, there would not be 
any hydrodyuam.ic ftuctuation - wbat does not happen to 
thermal ftuctuations (Brownian motion)1 which wou.ld ex
ist even in zero particle concentratíon. Since the Reynolds 
and Stokes numbers are Vf!!rJ low, there were not turbulent 
structures in the fl.ow, nor particle inertia effects. The di
men.sionless time step u.sed in t.he evolution was chosen to 
be K = 1/6, so that tbe effects of the velocity ftuctuations 
cou.ld be analysed in detail. Tbe times presented in Figure 
(10} are made non-dimen.sional by the reference ecale a/Us. 

e • I , ••..•.• , , ...... . ~ •... :::: • • .• ·q ,. ...... 
••••• '···-··i '( ... -
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Figure 10: Time development of a suspenaion abowing tbe 
microstructure changes in the regular distribution of parti
eles in the horizontal directiou.s. 

Figure (11) abows the projected trajectoriee on vertical 
planes of sample particles of a settling suspension. Two 
time evolutions for q, = 1% and q, = 3% were selected. 
It is seen that the pa.rtlcles move downward in the gravity 
direction while responding to the lateral ftuctuationa caused 
by the continuous configuration changes. 

ln future publications, the time development of aedimen
tations witb the initial distribution of pa.rticlee propoeed in 
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this work will be studied and the dependence of tbe self
diffusivity on the box size analysed. 

t/J = 1% I/J = 3% 

H 

I 
H 

L L 

Figure 11 : Ttajectories of sample pa.rticles under sedimen
tation for ti> = 1% and ti> = 3%. 
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ABSTRACT 

The r.:enl'ml sollllum of rhe paruc/e mCimenrwn equarion for unsread\ Sruk.t'l j7mu ;,. obumwd unahuca/1.\ Tlze 
lllt'lhmltl.ll'd to nhrwn rhe .wiiiiiCitt C"OtWSIS of applymg a fracuonal-dtffuenltal opt'I"Cllor 111 lhe }tr!.l ortler. mlegro· 
dtjJt'rt'lltwl t•qumwn cif mmicm 111 ordt'r 10 transfonn lhe ortgmal equauon 11110 a ucond-orcln. twn·homogeneous 
l'quauon. wul 1hm !.olnnR 1/us las/ equa/toll by lht' melhod of l"ariallofl oj paramt'lus. Tlze fraCiional diffat'mtol 
apaaltlr ctm.IHU of a lllfl·e /tmc·Kale, lmear operalor 1ha1 Slrelchi'S lhe ordn tif 1l1t Rtemcmii·Liounlll' Jraoional 
duil'lllll'<' cHmc·wtt•d "''" lhc•ltt~lorr ll'nn 111 llrl' equalion of mouon. 

I . l NTROOUCfiON 

Thc de~cnpuon l)f lhe motwn o r \mail parucle~ in a viscous now is of 
fundamental 1mpormncc 1n 111l1ny engmccnng .md scicnulic lields. The 
,·ast mnJoruy of the stu<.he~ in the fH:Id of multiphnse Oows are 
conductcd numcricnlly. whcrc thc paruclc equation of motion is eithcr 
snlved lhrough iterativc ~chcmc~. ur •~ simphliec.l to allow for fast 
computnt1 on~. ln euhcr ~1lualH1n, thc outcome of lhe nu meneai studies 
1s compromiscd, smce computat10nal co~ts need to be balanced 
agnmM unrealistic solut1on\ The mo~t t·ommonly used strategy is to 
ncglect mwblt•soml' tcrm' 1n thc cquauon of mo11on and solve exnctly 
or numencally the remammg \lmphlied equallon. Th1s option proves 
to bc unsaustactory for many 1mponant Oows. espec1ally when the 
un~teadme\~ of the Oow held ncar thc pan1clc plays an 1mponant role 
on thc balance of force~ aumg on thc pan•cle. ln th1s work, we solve 
the pan1cle cquauon ot lll(J!Ion exactly. overcommg the most 
lundamental prohlcm\ ol compuung p<~nJcle veloc111es 10 unsteady 
\.1\COUS Oo"'· 

Among the earhe\t mtempts to c.le~nbc the mot•on of a ng1d part1cle 
ln ii \I~OU~ now " lhe cqu,llwn dCrl\ cd hy Oscen (1927). b~ upon 
thc works of Bou~smesq (I HHS) anc.l Ba~set ( 1888). Because of these 
fundamental contnbuuun,. the cqua11on 01 mouon m uniform Oow~ 1s 
somellmes called the BBO equauon <Basset-Boussmcsq-Osscn). Voj1r 
and M•chachdcs ( 1994} po1ntcd outthatthc has1c form of the equation 
was lirst dcnvcd by Bous\lllC\q in 1885 The very common 
denomination of Ba:.Jl'l equatirm or Basst•t fnrce would then be 
mappropriate. ln this work, "c rl!fcr te> thc cquauon as panicle 
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momemum equntw11 anc.l 10 thc Boussinesq-Bassel term m thc 
equation as hts/Cin 1enn 

Sevcrnl forms of thc cquauon of motion for u small particle moving in 
unsteady nows h:wc hccn studicd m this century (Tchen, 1947: 
Corrsin and Lumlcy, 19'i6: and Moxey nnd Riley. 1983), hut few 
attcmpts hu,·e hccn mude 10 solve the cquation of mot10n for the 
velocity of thc panicle. Also, and mo!>l ~urpri singly. no previous 
atternpts to c.lescribe gcncrally the vctocity of the particle as a function 
ofthe background Oow choractcrist1cs have been conducted. TI1e basic 
form of the equauon of mtllion m umform llows has been known for 
more than a ccntury, hut the cquauon of motion with unsteady forcing 
dcrived by Tchcn ( 19-17) was ncver analytically solved in a general 
form. Thc objccuvc uf th1s work ts to dcvelop a procedurc 10 solve the 
equa11on c\actly (to thc approximauon~ rnadc tn the denvauon of the 
equalion) for a genenc umform Oow lield chnractenzed by a 
background vclocuy li( 1 )~O Folio" mg th1s obJCCllvc. the equa110n 

of mouon for thc hmu or mlimtes1mal panicle Reynolds numhcr 1s 
sol\'ed analyucall) Thc focu\ nf the pre~nt work is the mathemaltcal 
method used to lind thc analyucal soluuon of thc equauon of mot1on. 
and not thc corrcc11on ot th1~ cquauon for the case of a linitc pan1cle 
Re:,-nolus numbcr. Howcver, thc analyt1cal soluuon of this classtcal 
problem m flUiu dynamic.:s should be \aluable as a hmiting case for 
higher-oruer c'pan~•ons on the panteie Reynolds number. 



ln section 2. a fractional diffcrcntial opcrator IS upplied to a 
d1mensjonlcss form of thc parti ele equauon of mouon llm proccdure 
yiclds a second-orcler, ordmary d1ffercmial cquation on the rclative 
paniclc-to-tluid velocily Dunng thc dcnvauon of the explicit 
equauon, attenüon is gJVcn to the 1dcnu licauon of lhe terms m this 
equauon with thc ongmal forces that generate them. Thc rc~ulting 
non-hornogenous. second-order equauon tS then ~lved cxactly in 
section 3 using variation of parameters. 

2. EQUA TION OF MOTION FOR PA RTICLF.S lN UNSTF \OY FLOWS 

The v1scous tlow motion ot small panicles JS dcscribcd by lhe 
equauon dcrived by Maxey anel R1ley ( 1983). Thc rcsulung equauon 
for thc motion of a small ng1d part1c1e subJccted to nonumform tlows 
prcsents several addiLional terms in re1auon to thc 880 equauon, and 
duc to iLs completencs~. 11 IS the startmg pomt of our denvation. 
Maxey and Riley prcsemed lhe panicle cquation of mouon as (Maxey 
anel Riley. 1983: Maxey, 1987) 

dV DU d(V-U) 
lllp- = III!- - IIII 

dr Dr 2dt 

67ra}.I( V -U) + (m,- m1 ) g 

_ 61ra
2

}.1 [1d(V-U) der + 
.J;; der Jt- er 

V(O)- U(O)l 

fi 
(2.1) 

+ mf- + 7r a' }.1 v2u d [a2 v2u) 
dr 20 

+ a
4

}.1.J; [1 d(V'
2
U) der + V'

2
U<Ol l 

./v der Jt-CT fi · 

where V and U are lhe pan1cle anel tlu1el velociues. respectively, 1 tS 
umc. a IS the raelius of the panteie, m, IS the mass of thc partic1e, m 1 

1s the d1splaced tluid mass, g is lhe gravitauona1 accclcration vector, 
and }.1 are v lhe dynamic anel kmematic viscosnics, rcspcctivcly. The 
tlutd velocily U in equation (2.1) IS the tluíd vcloc1ty at thc current 
posiüon of the partJclc. The tenns 10 brackets containing the mtegral 
from zero to r ín the right-hand-sidc of cquution (2.1) are lhe hislory 
terms responsible for lhe modilicatíon of the drag duc to thc 
unsteadiness of the near tlow lield as thc particlc moves through lhe 
!lu1d. The second term in each brackct accounts for non-zero initial 
rclauve velocity (Maxey, 1987). ln order 10 simplify the following 
dcrlvation, lhe panicle and thc tluid are a~sumcd to have inllial1y Lhe 
sarne velocíty (zero iniLia1 Reynolds number). llowever. the analysis 
can be caslly extcndcd to non-1ero IOJtJal rclauvc vclocity. 

The nonJinearity of equauon (2.1) ts rclated to thc facl that thc 
substanuaJ derivauve D/ Dt and thc tcrms involvmg thc nutd vcloc1ty 

must be evaluated at the position of thc part1clc. lt is tmponant to 
emphasize thc dtstincuon between the substanttal derivattve followmg 
a tluid panicle ( D/ Dt ) and Lhe substanual dcn vau ve follow1ng thc 

ngtd parucle (d/dt ). not only because thc values of thc denvalivcs 

are not equaJ, but also bccausc cquation (2.1) is not lirruted to small 
flow Reynolds number Re 1 = U 0 L/v • whcrc U u IS the charactenstic 

tlow velocity. and L is charactensuc length of the bad .. ground tlow. 
This feature of the equation allows calculuung, for example, the 
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motion of a small partic1c subjccted to a turbu1ent background tlow if 
thc Kolmogorov length ~cale is much largcr than the radtus of the 
parucle. Nonethclcss. equation (2.1) IS only vahd for sma/1 panicle 
Reynolds numbtr (R e P = lU · VI o jv << I), sma/1 shear Reynolds 

nwnber (Re, = U 0 a2 /v L<< 1). anel apphcablc onJy for a small 

panicle so that aiL << I lf the background tlow field undcr 
considerauon tS umform, both substanual denvauvcs are 1denucally 
equaJ, and the restncuon of small shear Reynolds number IS re laxed. 
For the cases wherc thc background tlow lield has ncghg1ble 
convective acceleration (Stokes tlow) approx.1matmg the substanLial 
derivaüve D/ Dr as d/dt 1\ cxact to thc ordcr of approx1mation made 

in the derivation of (2.1 ). ln th1~ work. wc C<lnccntrate on the exact 
analyücal solution of thc part1ciC rnomentum cquation for unifonn 
background tlows, but thc form of thc general soluuon derived in llus 
work is valid whcncvcr D/ DI can bc approx1matcd by d/dt. 

The terms mvol vmg lhe Laplacian of thc tlow velocity in the third and 
fourth lines of (2.1) rcprc~cnl thc Faxén corrccllons for Lhe 
nonuniformity of the now ficld. TI1csc tcrms nrc only rc1evant for 
background now lields lhat prcscnt strong vcloclty gradients 
(signilicant velocity grad1cnts on thc scaJe of thc particle radius). For 
uniform tlows, the Faxén correcuons are 1cro. Equation (2. 1) is Lhe 
original form of the equat10n deriveel by Maxcy and Ri1ey (1983) and 
Maxey ( 1987). Auton et ai. ( 1988) stud1cd thc problem of inviscid 
tlow over a sphere and showed that thc ~econd term on Lhe right-hand
Side of (2.1 ), the so-callcd added mass term. ~hould be writtcn as 
m1 (dV/dt)12-m1 (DU/dt)12. Since Lhe present work IS 

concemed wnh unstcady Stokcs tlows. thc suggestcd mod11icauon 1s 
not relevant. 

For zero initiaJ panteie Reynolds numller. an equauon of mouon 1s 
obtauled from the nondlmcnslonah/atlon of equauon (2.1): 

d v du d(v- u ) -.=a-. -a . -(v-u ) 
dt dt 2dt 

( ) r, g ~a J.' d(v- u) der + l -a -- - . 
u.. 2TC •• da ~i -er 

(2.2) 

ln equation (2.2), a i~ thc flUid to pan1clc density ratio, r P is a 

particlc characteristic time given by 2pfla2 j9p, i is Lhe 

dimensionless t1me, v and u are the dimensJOnless particlc and tluid 
velocnies, respecuvcly. Tune, vclocuy, and lcngth are 
nondimens10nahzed by r P. U 11 , and L, respccttvcly. 

Defining w as the relative \Ciocny (v u ). equatton (2.2) can be 
rewritten as 

d~ = (a- 1 ) d~ - a dw_ - w 
dt dt 2dt 

- {9ci f dw _!}_g_ + (I - a ) r, g . 
V2n n der ~i -er u. 

(2.3) 



ln arder to recognize !ater the contribution of the different terms in 
equation (2.3), each term is multiplied by a binary coefficient 
(P*=pressure, H*=history, M*=virtual mass, D*=drag, a11d 
G*=gravity), with possible values of O or 1, depending on the 
consideration or not of the corresponding forces. Equation (2.3) then 
becomes 

dw 1 ) du dw 
- . =,ac *-1 - . -M*a--. -D*w 
~ dt 2~ 

-H* ~9a t dw(a)~+ G*(l-a )~ 
21r 0 da ~ Uo 

The following coefficients can also be defined: 

D=D· 

P=l-a p * 

M =M · a/2 

H=H*(%" v;; 
T P g 

G =G* (1-a)
Uo 

k=-1-
I+M 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

. (2.9) 

(2.10) 

ln terms of these coefficients, the equation of motion for a parti ele is 
written as 

d w jr; dw da ) - . + Dkw + Hk J, ----
dt o da ~~-a 

G k - P k d ~ (2.11) 
dt 

We identify the history term (in curly brackets) as .,J; times the 

Riemann-Liouville half-derivative of the relative velocity w. The 

Riemann-Liouville fractional derivative of arder 11 of f (I ) is defined 

as (Zayed, 1996): 

d"f.(t) = ll/r(-11)f_~i-~f-lt(a)da (Jorn<O) 

dt" I d (J' (• )•-•-1 )r" ) 
( ) 

... t-a f(a)da vor11<::0, 
r m-11 dt --

(2.12) 
where r(z) is the gamma (generalized factorial) function of z. and 

m- 1 :5: 11 <m, m = 1,2,3 , ... 

ln definition (2.12), we take 11 =-1/2 and J(i) = d w /di, and using 

the property d-112/dr - 11 2 (dwjdt}= d 112 w/dr 11 2
, we reduce 

equation (2.11) to 

dw c d Yz w 
- . +H k ...;n ----v-+ Dkw 
d t d (12 

= Gk-Pk!!.!!_ 
dt 

(2.13) 

Equation (2.13) makes explicit the characteristic feature of the 
equation of motion that makes it hard to solve. The equation is 
characterized by three terms in w which are associated with three 
different time scales, including a non-integer scale. ln arder to 
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circumvent this difficulty, we apply the following linear operator to 
equation (2.13): 

d dYz 
\f =-- Hk.J;-- + Dk 

A 1/ ' 
dt d( /2 

(2.14) 

resulting in 

(2.15) 

The second term on the right-hand-side of equation (2.15) results from 

the definition (2.12)- the contribution to the half-derivative of J(t) 
of the time integral from - oo to O is equal to f( O)/ J;T". 

When the binary coefficients (with superscript *) are set to unity, 
equation (2.15) is equivalent to the one derived by Michaelides 
( 1992), who Laplace-transformed the equation of motion (2.3) to 
derive an equivalent second-order differential equation in w. The idea 
of Laplace-transforrning the equation of motion to transform the 
original integro-differential (or non-integer differential) equation into 
an ordinary differential equation was first suggested by Konopliv 
(1970). The advantage of equation (2.15) over Michaelides' equation 
is that it allows associating individual terms with the forces that 
generated them. This is important if one wishes to understand the 
contribution of these terms in the following derivation. It should be 
noticed that Michaelides ' equation already presents an improvement 
over equation (2.2), since his equation is explicit in w, although of 
higher arder. Previously, Boggio (1927), and Sy et al. (1970), 

obtained analytical solutions for the case of u (i) = O . Konopliv 

(1970) Laplace transformed the equation of motion for the case of 

u (t ) = O to obtain a much simpler form of equation (2.15). 

Michaelides (1992) extended Konopliv's method for ali u (t ), but 

resorted to numerical methods to solve the resulting second-order 
explicit differential equation (Konopliv suggested that the equation 
derived in his short note be solved numerically, but did not present 
any result). We will show that it is possible to solve analytically 

equation (2.15) for a general flow velocity u ( t ) . 

3. ANAL YTICAL SOLUTION OF THE EQUATION OF MOTION 

ln arder to simplify the notation in the following derivation, we define 
the following parameters that are functions of a only 



b=(2D-H 2 n k)k. 

c=D 2k 2
• 

ll = b2 
- 4c. 

-b-.fi 
Q= . 

2 

R=-b+.fi 
2 

(3.1) 

{3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

{3.5) 

Equation (2.15) is then rewntten 10 tcnns of the parameters defined by 
equations (3.1) to (3.5), with dots dcnoung 10teger denvauvcs w11h 

respect to I or to the dummy vanablc of integration: 
w+ b w + c w = . 

cve- H e[ G- Pu(o) l - Pk u 

Jf 
- p D k l ü + PH k l f ü (a )da . 

n Ji- q 

(3.6) 

Equnuon (3.6) is a second-order, ordinary, non-homogcneous. linear 
dtfferential cquation with constant cocfficicnts. Because the 
coefficients b and c on the homogcneous pan of cquntion (3.6) are 
functions of the cocffictents D. H. and M (tht\ last one through k). 
the solution for the panicle velocity hns :1 nonhncar tlependence on 
these coefficients. making more difficult to dtrectly associate terms on 
the solution for tht particle ''elocity wuh the spcctfic forces that 
generated them. This resuh JS expected stnce these forces are 
dependem on lhe velocity of thc panteie and 11s dcnvatives 10 
equation (2.2). The contnbuuon of vtnual mass is embcdded 10 lhe k 
factor, which varies from zero (infinllely hght panteie) to one 
(10fimtely heavy panicle). The vmual mass effect can bc eastly 
assesscd by cons•dering soluuons wuh the actual value of k and 
solutions WJth k equal to I (no vmual mass cffect) Thc 100ucnec of 
the history term can be properly quantificd •f the general solutton for 
thc complete equation of mouon JS found Thts JS because the soluuon 
of equation {2.11) neglccting the history tcrm is very easily found 
through thc mcthod of variation of parametcrs o r through thc use of an 
integraung factor. ln other words, a complete undcrstanding of the 
forces to the motion of a small panteie through o viscous Ouid can be 
achieved tf lhe solution to the complete cquation of mollon is found . 

Funher analysis of equaLion (3.6) shows Lhat contribuuons from the 
time derivatives of Lhe Ouid velocity and from the gravily field are 
only present in the non-homogeneous pan of the same equation. The 
fact thnt both the cquaLion (2. 11) and the opcrator 'fi are hnear makes 
possible to maintain the contributions from thc background tlow in the 
non-homogeneous pan of the equauon, nllow10g LO find a general 
soluuon for a generic background now TI1c follow10g secuons treat 
the cases when ll > O (a > 8/5 ). ll = O (a= 8/5 ). and ll <O 

(a <8/5 ). respeclively. 

3.1 Tbe case ll >O (a> 8/5) 

For the case when the fluid-to-pantcle densuy rnLio JS largcr than the 
cnucal value of 8/5 • the charocterisuc equauon assoctated wtth the 

hornogeneous pan of equauon (3.6) has two dt~llnct and real roots. 
and the general solullon of the hornogeneous equation h as the fonn 
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wil(i)= A eRi+ B eQi, (3.7) 

with the Wronsktan of the two hncarly independent solutions given by 

( .) r. -h i 
1\112 I = - "6 t.' (3.8) 

The general soluuon for the rclali\C veloclly '' (i) when ll >O is 

found to be 
w(i)= A t 11 '+ B elli 

+ 1- -k - G [ /*a :[e 11 'l'if JRf t'u'e1f .JQf ]I] 
26 R Q 

!* l [e 11
' e1f( JRi) e ui eif( JQf)l . 

+(1-a) k JR - u(o) 
R -.fQ 

(1-a)ke
111 i'[ .11 , [&~a J.' ü(a)da . · ]~ + r. e - k ~ - u - k u dr (3.9) 

" fl Cl 21r 11 V f _ a 

(1-a)ke Q' l'[ - (.Ir [&a J.f.' ü(a)da .. ]~ - r. e - - u - k u dr. 
" ll ,, 21f Cl .j;--; 

The two mtllal condiuons assocJated w11h equauon (3.6) are uscd to 
find t.he conMant vectors A and B: 

w{O) = O. 
,\•(0)= GJ. - (1 - a)J. u(O) . 

(3. 10) 

(3. 11 ) 

The first inítJal condtuon 1:. duc to the original assumption of initial 
panicle Reynolds number equal to zero. The \econd condition JS 

derived dtrectly from cquauon (2. 11 ). Thc constam vectors A and B 
are then obtained as 

A= ~(1 + kD) (; _ (l - a )k u(O), 
.fi l R .fi 

(3.12) 

B "'.=!(1 + kO IG + (1- a )k u(O) . 
fi. Q ) .fi 

(3.13) 

Thus, the relauve veloc1Ly ola paniclc hghter than critical•s gtven by 

w (i)~ [I + ~-;: "[' • i •ifc R .}Ri - _e r.J '--.eifc Q.._.JQf---1.; ]] 

+(l - a) f9ã"k : [e 11;e,f(JRi ) _ eu'eif(.JQf)l ü(O) v-u JR JQ 



+ (1-a)k tRi r [e-Rr( (9ii k(r ü(a)da ü -k ü l~ dr 
!i. 1 v;; Jo Jr - a IJ 

- (1-a)keo' f' [e<~•[ {9ã" k{ ~-ü-k u)~dr. :r; Ju v2;; vr - <1 IJ 

(e<~•-e•') 
+ (1-a)~/.. u(o) (3.14) 

Equation (3. 14) is thc general solut1on for the pamcle velocity in 
unsteady Stokes or uniform nows for the case when thc llu1d IS more 
than 8/5 times denser then the particle. and for imtial Reynolds 

number equal to 1cro. The rcstricuon on the mitial Reynolds number 
ts not practically btndmg bccausc the sarne solution procedure 
advanced hcrc can bc u!>cd to tind the solution for different ioitial 
Reynolds numbers. Equation (3.14) is of particular interest in marine 
sciences bccause it nllows describing the motion of small bubblcs that 
behavc as light solid sphcrcs. ·me prescnce of surfactams in small sea 
bubblcs may reducc thc strcngth of thc internal circulatíon and allow 
one to consíder thc no-slip condllíon as 1f the bubblcs were rigid 
spheres (Ciift ct ai., 1978). The unsteady motion of these small 
bubbles is grcatly inllucnccd by the h1story term since the incrtia of 
the bubblcs IS much smaller than the inertia ofthe surroundíng lluíd. 

Equauon (3.14) relates exphcllly the parllcle velocity to Lhe 
background tlow. We procecd 1n the next two sub-secuons with lhe 
denvation for the other posstble valucs for li . 

3.2 The case li= O (a= 8/5) 

When the Ouíd-to-parllcle denslly rauo is equnl to 8/5 (criticai 
densny rauo). the soluuon LO the eharacterisuc equation associated 
with equation (3.6) has two ídenticnl roots, leadmg to the following 
form of the soluuon for the homogeneous equauon: 

w 1, (i)= A e k i + B i e J.. i . 

with an associate Wronskian given by 

Wr.2 (i) = e 2J.. i . 

(3. 15) 

(3.16) 

The general solution for this criticai cose is found through the mcthod 
of variation of paramcters after application of the initial conditions 
(3. 1 0) and (3. 11) to yield 
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w(i)= G(i-e 1 ;)+[G(I+k)-(l-a)k ü(O))ieti 

+ [ (1-a) il(O)-G 1( kl i-~ }•i J* erf ( Jkf) 
+ {9ã" k ( (1-a) u(O)-G] Jf vl; 
- (1-a )ee 1 l {r e 1 ' ü(r)dr- í1e 1 'u(r)dr] 

+ (1-a) {9ã"kle 1 ' iJ.'[e .. 1· ü(a)da )dr '/2;; n n Jr - <1 

+ (l-a) k e 1 ; [i~ r e 1' ü (r )dr - i J: e ., ü(r )dr J 

-(l-a) (9ã kle 1 'J.' [r e'' f' Ja)da )dr. 'Jl; ,, Jo r - a 

(3.17) 

Equation (3.17) is the general solullon for the Stokes mouon of a 
part1cle starting at 1ero relative velocity, and with criticai fluid-to
parucle density ratio (a= 8/5 ). Because equation (3.17) is ooly valid 
for the criticai densiry rauo, its pracllcal interest is limited. The 
transiuon from less than cntical to larger than criticai densíty ratio is 
smooth and the solut1on for the criticai densi ty ratio can bc 
approached by cithcr si de of the spectrum of a . The critical value of 
a= 8/5 ts thus only of mathemaucal relevance and does not imply a 

change of physical character of the problem. 

3.3 The case li< O (a< 8/5) 

When the d1scrimmant of the characteristic equation associated with 
equation (3.6) is J.maller than zero, Lhe roots of Lhe charactensuc 
equ:nion are complex. The form of the real-valued solution to the 
homogeneous equation is 

w 11 (i ) = A e -b ~ c os ( .Ji6i 1/2) + B e -b ~ sin ( .Ji6j i j2) , 
(3. 18) 

with an associate Wronskian given by 

(•) .Ji6je-hi 
W1 2 I = ...!..:.-'---

. 2 
(3.19) 

Following the sarne procedure used in the previous sub-sectioos, Lhe 
general solution for a parttcle heav1er than criticai is given by 

w(t) = G + li":"í(G-Pü(O))k sm --• 2e·•!{ . [Mil 
vllil 2 

-·~ [ [Mil b . [Mi]~ - e · cos - 2- + Msm - 2- ~ G 

2e -·~ [Mil! {9ã" 1f e"h [Mr] + .Ji6i sm -
2

- 'J2;k:[(1-a)ú(O)- G].Io fi cos - 2- dr 



li hr/ [#jrl ( )(~a kl{r ü(a)da -k ü-k2ü)dr) + e /2 cos - 1-a Jo ~ 
o 2 2~ ~r -a 

2t r. vl9 t 9a ' t /l vlâlr - • r/ [ fl .. ~-]jJ* ••/ [ PI l 
- Mcos -2- 21f e[(l- a) u(O )- G Jf.. """];~10 ~ dr 

. r:~ .. {~, J<·-·>r J*er ~~~:-· · -·' ·H· 
(3.20) 

4. CONCI..UDING REMARKS 

Thc general solution of the partJCie cquauon of mouon in unsteady 
Stokes nows has been obtained. The procedure to derive lhe solution 
consisls of applying a linear opcra1or lo thc cquauon of molion lhal 
serves the purpose of slrctching thc non-101cgcr ume derivative 
presem in the history tcrm mlo an mlcger dcnvauve in a h1gher-order 
cllplicit cquaúon. This higher-order equnuon is then solved exaclly by 
lhe method of vanauon of pa.ramelers. 1l1e general solutJon is 
characterized by three d1ffercnt mathemntical behavaors. 
corresponding lo values of thc nuid-to-part•clc dcnsaly rauo a 
smaller than. equal to. and larger than thc cnticnl value of 8/5 Thc 

soluuon depends only on the pan1clc and OUid paramctcrs and on the 
denvauvcs of the background nuld vcloclty 
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ABSTRACT 

The goo·erning equat1011 for the temperature resporue of a small particl~ subjected 10 diffusiv~ o11d radiauve heat 
transfu anel immersed in an itifinite mediwn is derived. The method used to derive this inlegro-dtfferemial equarion 
for unifonn baC'kground temperawre jield is based on an exlenston of Dultamel's superposi/IOII rheorem, and ts 
lholl'n here to be much sunp/er than the usual Laplace-trarufonn metlrod used by Maxey and Riley (1983) and 
Mtchaeltdes and Feng ( /994). This approach is also us~d to dtsc11ss lhe origin of tire historr tem1. ln the present 
ovarA, the histon• term is .rhown to be simply a Riemann-Uouville-We.rl ha/f dertvative of the temperature potetllial 
betll't'ell the frte-stream temperature and the parricle 's surface value This fact is used to solve exac1ly r h~ h~at 
transfer probfem for unifonn, ltme-dependem background temperalllrt' fields. Tht> melhod ust>d to dern e lhe general 
soltmon of the pmposed problem consists of includi11g the radiatio·e t>jfec1s in a11 mtegro-dijferen11al equation that 
describes lhe temperature history of the pamcles. A fracuonal-differential operator ts then app!ted to the radiation
difjitsion equation. Tire resulting equation ts solved e).actly by the method of vcmarion of parameters for the 
temperature potential betwun the parttcles and the medwm. The scaling of the tmsteady and the quasi-steady 
contribution ts Gllal\-zed for hannonic perturbatio11s of the background temperawre jield. 

I . I NT RODUC1'10'11 

Many mdus1nal procesM:s uuhze thlule. dispersed multiphase 
cnvironmcnls 10 enher promote or take advantage of the heat 
trnnsfer exchange betwecn thc phases prcsent. ln other processes 
thc mtcracuon IS passive, where lhe heat trnnsfer IS just inhcrcnl 
to thc prescnce of lhe d1fferent phases. and may not bc des1rable. 
D1lute, d1~pc~ed muluphase en,1ronments of relcvance mclude 
sprayed and pulvem.ed fuel llames. seed dryers, pneumatic 
trnnsport of particulate and powders, dilutc separntors, and many 
other processe.:. occumng 10 h1gh and low tempernture 
equipmcnt The under~tandmg of Lhe thennal interncuon between 
the phases 10 1hese processes is of fundamental importance 10 
determmc olhcr relared phcnomena such as mitinl drying rates, 
onset of homogeneou.:. and/or heterogeneous chem1cal reactions, 
or rhermal wearing of the d1spersed material. Th1s work providcs 
a 1heoreucal approach 10 the rndiauve and diffusJVe hea1 tmnsfer 
problem between the cont1nuous and the dispersed phase in a 
dilute, homogcneous cloud of particlcs 111 suspcns1on. Allention 
IS given 10 non-convcctivc phenomcna thm are characleristic of 
ITUCro-gravlly env1ronmen1s, bul lhe 1mportance of uns1cady 
effects for more con\'enuonal engmeenng apphcauons is also 
s1udied. 

The trans1ent heal transfcr from a sphcrical pamclc lo a limc
dcpendent surroundmg lempernture field IS enh::mccd when 
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compared lo Lhe quns1-s1eady formulation of Lhe problem. Thc heat 
Lransfer enhancemcnt 1s due to lhe dcvelopmg temperature profile 
around lhe part1cle <Chft et ai .. 1978). Th1s conlnbuuon IS usually 
neglccted in heat tmnsfer analyses since it is common place to 
assume an averagc heat transfer cocfficient that is independent of 
tune (Michaehdes and Fcng, 1994). The contribution from the 
un.:.1eadmess of thc lcmpcrature profile m the near region of lhe 
pa111clc IS however not always negligible, nnd can account for 
significanl mod1ficauon of lhe quas1-slcody lcmperaturc behavior. 
One of the objccllves of this study IS to determine lhe conditions 
for '1'-hich the trans1ent enhancing becomes importanl. as well as to 
asscss lhe effect or lhe rad1auon heal transfer mode to Lhe 
tcmperature h1story of part1cles in a d1lute suspens1on. 

The problem studied hcrc IS that of a suspension of small 
part1cles that are cither stationary or moving wnh small rclative 
velocny wnh rcspec1 to the surroundmg medmm. The volumetric 
denslly of particles 1s low so thal Lhe mean d1stance betwecn 
particles is much largcr than the radius of lhe porticles 
(volumctric dens1Ucs of lhe order of lO-' or lower). Sectton 2 
present~ the diffus1on heat transfer problem. Sccllon 3 d1scusscs 
approximations for lhe radJat1on heat transfcr process, and 
restricts the absorption coefficient of Lhe continuous medium for 
wh1ch the theory applies. ln this sarne sccuon, lhe radiation
diffusion equation that describes Lhe phenomcna under study 1s 
prcsentcd. ln secuon 4. lhe formal analyucal solution of the 



radiation-diffusion equation is dcnved. Secuon 5 summarizes lhe 
rnain conclusions of this work. 

2. E NE RGY EQUATION FOR A GENERIC T EI\II'ERATURE F IEL D 

Consider a srnall pan1clc moving through a non-uniform 
temperature field. Assurnmg a small Bi number for Lhe process, 
Lhe uniform but Lime-dependem temperaturc of the pan1cle IS 

given by 

dr 
mP c, __ P =- fq • o dA=- fq • ndA- fii • n dA. (2.1) 

d t ... ,_ •• 

wherc o is the umt vector perpendiCular LO the surfa.ce of the 
panicle A,P and q IS the total heat flux at the 10tcrface between 
thc pamcle and the flu1d. As 10 thc prcvious secuons, thc total 
heat flux can be d1v1dcd 10 two pans, thc penurbed and thc 
unpenurbcd heat flux contribuuons. Thc unpcrturbed 
temperature must sausfy the cncrgy cquation for the continuous 
pha.se (M 1chaelides and Feng, 1994) 

- .l:q •ndA =-'k 'V2 T dV=p c 4rra' (af., CJT J 1 1 "' N, ,, ,, -+u -"' 
-'• V 3 df 

1 
dX I 

4Jra 1 DT.,, . 
= p,.c., . -3- - DI •I•) 

(2.2) 
where the subscnpt m 10dicatcs propenies of the background 
medi um and D/ D 1 is a substanual dcrivativc follow10g a fluid 
pan1cle at the posnion of the rigid pan1clc X( 1 ). 

ln order to determine the contribuuon from the penurbcd 
temperature fteld , the unperturbed flu1d 1s cxpanded as a 
quadratic funcuon of the coord10ate J.ystem movmg wnh thc 
panicle (Burgers, 1938; Maxey and R1ley. 1983; M1chaehdes 
and Fcng, 1994 ). Defining the relauve poslt10n10g vector as 
z=X-x(l ). where X is thc Eulenan rcfcrcnce frame ftxed in 
time, the unpenurbed tempcraturc ficld ll> expanded 10 a 
McLaurin series 

_ ar.. + -• T --"·- + ... -, 1 cff I f ( z. 1 ) = r .. (" . 1 ) + z, :-. •. 2 ~. ~ 1 a '• a x, • 
.. OA, '.() ... ,. 

The pcnurbcd tempcrarurc ftcld is thcn tokcn as 

~~~ ( Z. I ) = r P ( t )- f,,. ( z, I ) , 

which gives 

(2.3) 

(2.4) 

T., ( z. t ) = r~ ( t ) - T,. (X. I ) - :, ~~· I 
t I. •0 

alf 
- 2-=• 41 a ,,a"'"'JI._.o. 

(2.5) 

ln order to determine thc penurbed hcat flux q. 11 help!> noucmg 
that because the surface of the panicle is assumcd spherical the 
th1rd term in the right-hand-sidc of Eq. (2.5) does not y1cld a net 
contribuuon. This is also truc for thc non-thagonal tcrms m lhe 
founh term of the sarne cquation (M1chachdes and Feng, 1994). 
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Through direct application of Duhamcl's Supcrposition Theorern 
the heat nux from the pcrturbcd ficld is gívcn by 

- ~~~(z,t) r'[df,,(z ,l)~d q =-K' -- - I( Jo r 
m a m dr ~Jram(1 -r) ' 

(2.6) 

where d/d r now represents a Lagrangian dcnvativc following 

the particle. The temperaturc of thc part1clc m a non-uniform 
temperature field IS Lhen govcmcd by 

drp _ 4Jra Drm _ I q •ndA. 3~ m c --- PmCm 1 
P P d 1 3 Dr A(t) A., 

(2 7) 

lmegration of lhe heat flux (2.7) over lhe surface of the particle 
g1ves 

.( _ K .. A,~ { ( ) _ ( ) al "' _ , } - yq •ndA=--
0
- r, t -T., x.t -Óv·r,.. 

~ .~ 

.!!_ rr(r)-f .. (x,r) - 0
l 'V1 T.,, } 

f' d'f 6 I ,CI 

- "'·· Aw J, dr. 
o rra,, 1- r 

(2.8) 

Combination of (2.8) and (2.7) yield~ thc cnergy cquotíon for a 
parti ele movmg in a non-uniform tcmpcrnture field in lhe lirnit of 
inifinitesimal Pe and Bi numbers: 

drr _ c 4rra ' DT.,, 
mPcP -P .. ., 

3 
D 

di I •ltl 

_K~A"'{r,(l)-f .. (x.r)-
0:'Vlf·I..J 

.!!_{r,(r)-f .. (x.t)} (29) 

f. dr 
- K,. A., dr. 

'' JrraJ,-r} 

{ 

l _, } 
d !:!....v: r .. 

, -;J"; 6 ... o dr. 
+ K.,A,,. J., ~rra..{t -r:) 

Equa.tion (2.9) is lhe cncrgy cqunuon first derived by 
Michaelides and Feng (1994). ln thcir papcr, Michael1des and 
Feng followed closcly thc method uscd by Maxey and Rilcy 
(1983). who derived thc analog cquation of motion for a small 
particle moving in non-uniform vclocny licld. 

Thc presem derivation of Eq. (2.9) pre~ented above ~hows 
cxplicitly that the Faxén correcuons (thc terms in the Laplacian 
of the background temperarure field) are contribuuons origmated 
from thc pcnurbed field through cons1derauon of a McLaunn 
senes expans10n on z for the unperturbed ficld Bccause of this, 
the Faxén correcllons must be included in cvcry tcrm a.ssociated 
w1th lhe temperature potenual bctwcen thc part1clc and lhe 
unpenurbcd field. Th•s conclu\lon 1s 1n contra.st wnh the 



heuristic argumcnt uscd by Tchcn ( 1947) to derive his analogous 
second equarion of motion for non-um form velocity lields. 

Burgers ( 1938) notcd that, as a ~ccond-order approximation, a 
small p3nicle "sces" thc non-uniform flow around it as a 
moditied flow field g1vcn by (llappel and Brenner, 1971) 

2 
íi (z.r) = íi{x.r)+ ~V2 ü(x,r). (210) 

6 
Analogously. one can argue that 3 pan1cle moving in a non
umform lempemture ticld "sees" the background lempcrature 
field as 

' 
fm(z,t}=Tm (x.t)+~'V2 Tm (x,r). 

6 
(2. 1 I) 

Combina11on of Eqs.(2 I I) and (2.6) y1 eld~ d1rectly Eq. (2.9). 

When 3 umform volumctnc heat source 1s cons1dered, 
mampul3tion of Eq.(2.9) 311ow~ describing the tempcrature 
history of an intinitely conductive panicle m tcrms of an 
cquation analogous to thc momcntum cquation for lhe motion of 
3 small sphere in a non-uniform flow (Maxey and Riley, 1983). 
ln lhe next sec1ions wc concent ralc on lhe problem of a uniform, 
timc-dependenl tempcralure ficld lhat IS made non-uniform by 
thc prescnce of lhe p3rtlcles only. ln 1h1s situation, lhe 
background or tmperrurbed tcmpcrature f1eld i ~ only a function 
of lime. Equa1ion (2.9) is lhen simplified to lhe following 
implicll, ordmnry, mtcgro-differentiru equa11on 

d~ =(Ã-I)dT:, - 38 -3 {f r'( do )-.'-dr. 
dr dr ~; Jo dr Fr (2.12) 

"here i 1s the dunens1onlcss 11mc l(,.rj p,.r,.a2
• and ). 1s lhe 

heat capacuy ra11o p,..c,..J p ,.c,. . 8 IS the dunensionless 

1empcrature po1cn11al (r,.-T,.)/(T). and f,. is the 

dimemionless, unperrurbed, ume-dcpcndent tempcraturc of the 
rnedium at thc pos1110n of lhe pMtlcle. Unperturbed here IS used 
10 mean 111 the absence of rhe parride. The symbol (T) is used 

for the charac1cristic mcan 1empermurc levei of the particle and 
1hc medium. Equt1110n (2 12) is valid 1n the limil of small Péclct 
( Pe = Re Pr} and 8101 ( Bi) numbers and for uniform 

background temperature ficlds. The small Pécle1 number 
restricllon cxists bccnusc lhe convective tem1s werc neglccted a 
priori in the prcsent annlyst~. ·n1e srnall 8101 number restriction 
ex1sts becausc lhe tempcraturc of the pnrticlc is aJ>sumed uniform 
throughoul !Is volume. 

Equa11on (2. 12) y1clds a trivial solullon for À= I , whtch means 

thal lhe tcmpcraturc of thc panteie follows exactJy thc 
temperature flucluallon'> of thc medJUm in th11> case. 1lus soluuon 
is e'pected bccausc the term contammg the ume den\'311\e of lhe 
medium tempcrature 1s zero for À= I The term contaming the 

ume derivaU\e of thc mcdtum tempcraturc 1s called hereaftcr the 
w•sread1· fordn!J tcrm. Mnce 11 IS respons1hle for inducing the 
transient thermal bchavtor of thc pan1clcs. The th1rd term on the 
nght-hand-s1dc of Eq (2. I 2) IS analogous 10 the Basset or hisrory 
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tcrm in thc pnniclc momentum equation and is called hercafter 
lhe lusrory 1crm. 

ln the fottow111g denvauon, 11 IS assumed lhat the avcrage 
dtstancc bclwecn p3mcles (hnear separauon) is much larger lhan 
the particle rndtus. a conduion often found in many engineering 
apphcations. Th1s as~umpuon means lhat thc d1ffusion occurs in 
an approxtmatcly 111fin11e medJUm, or m othcr words, lhe 
d1ffus1on process occurs 111 thc proximity of the particle and 1s 
insensit1ve 10 othcr panteies 111 the cloud. Thc presence of the 
other particles is fch only through the rad1a11on heat transfer term 
as descnbed m Co1mbra et 31 ( 1998). lt should bc noticed that 
the penurbauon caused by a l>tngle pan1cle m lhe 1emperarure 
field of thc local surroundmg mcd1um is accounted for in Eq. 
(2. 12), whtch is the cxact dtffu~1vc formulation of the problcm 
for thc ca'>c of 3 smglc parucle and van1shmgly small Péclel and 
B1ot numhcrs. 

3. [NCLUSI ON OF R ADIATION Et-FEÇTS 

As an analogy with tinearized flutd mcchanics, the second 
(conduclion) tcrm on the right-hand-sidc of Eq. (2.12) represents 
a drag tcrm for thc paniclc tempcrature. This term will be 
rcfcrrcd as lhe conducrance tcrm. Coimbra et ai. (1998) describes 
the formula11on of thc unsteady hea1 transfer problcm in a dilute 
suspension of small particles mcluding hncarized radiatíon 
effec1s Sincc thc d1ffuston problem is lmear. and the radiation 
problcm can be hneariled whcn cons1dering smatt particles and 
relílll\ely small rad~:.llion ab~orption coefficients. the radíation 
cffecl IS supcnmposcd to the dtffuston heat transfer problem. 
lnclus1on of thc rad1a11on requ1rcs the mciU\IOn of an extra hcat 
flux contribution, wh1ch. after nondm1Cnsionahzauon, becomcs 

• -12at:,.t:,.a (r)'8 
Q,...J m = [ ( )] ' 

K ,. 1- r ., 1-t:, 
(3. 1) 

where for a gray mcdJUm r. = 1-E .. , and for a non-gray 

medi um hoth r, and E,. are total 1ntemal properues The 

d1ffusion-rudHlliOn cquauon descnbmg the tronsient temperature 
po1cn1ial for the paniclcs IS thcn 

d~ +H (;(dO 'L2.....dr + 08 - U df:'· . (3.2) 
dr ln dr JFr dt 

whcrc the followmg cocflic1ents are defincd in arder to simplify 
thc notatton 111 lhe derivallon 1hat fo llows ( D stands for 
conducumce, 11 for hisror'l'. and U for Wlsteadyforcing): 
0=3(1+CR) (3.3) 

H=3t. (3.4) 

u = À-1. (3.5) 

Thc d1men~1onlcss radtallon coeffic1ent CR IS a delineei in 

Co1mbra e1 ai (1998) as 

(36) 



This term is a measure of the contribution of the radiat1on mode 
Lo Lhe temperaturc bchav10r of Lhe pnniclcs and hns thc meaning 
of a Radiation Nusse/1 numbcr. lf CR<< I, radiauon cffccts can 

bc neglccted. Howcvcr, 10 many cng10ccring apphcntions, thc 
ordcr of magnitude of CR may range from onc to much greater 

Lhan one, implying that radiation can contribute dominantly to 
Lhe conductance term 10 Eq. (3.3). 

The reslriction on the absorpuon cocffic1ent for which Lhe 
approxima1ions made 10 Lhe rad13110n modeling are valid can be 
evaluated in terms of Lhe C R coeffic1ent. ln terms of C R, k_ 

must satisfy the follow10g restncuon for the present formulauon 
to be val1d (Coimbra et ai., 1998) 

41. 
ka,. <<--

CRCI 
(3.7) 

As an example of pracucal IOtcrcst, 1 f C R 1s equal to one and 

l.fa is equal to lOm-•, k.,. as condauoncd by Eq. (3.7) to bc 

much smallcr than 40111-1
• The rcstricLion 10 thas particular 

satumion ts not practically bindmg. bc10g ~atislied even for many 
(not too sooLy) flnme environmcnts. 

4. SOLUTION Of TIIE RADI ATION-DIFFUSION EQUATION 

Equation (3.2) can bc solvcd numcrically for a given unpenurbcd 
ume-dependent temperaturc licld of the mcdium f,.(r) . The 

nurnerical procedure hns to bc Herative. and thus time
consuming, bccausc of thc impliclt nature of the equation. 
Moreo\er, solving numencally gtves httlc 10saght to thc 
contnbulion of the dafferent hcat tr.msfer mechanisms m this 
problem. lf we resist thc tcmptauon of solv10g Eq. {3.2) 
numencally. we see that thas equauon can bc solvcd analyucally. 

First, we recogniLe the integral tcrm 10 Eq (32) as J1é times 
thc Riemann-Liouvalle-Weyl hnlf-denvauve of the temperature 
potential 8 . The Riemann-Liouville-Weyl fractional derivative 

of order 11 of f (;) as delined a.~ <Zaycd, 1996) 

d•f (;) 11/r(-n) f_(i -<1 )" 1/(<1) d<r 

ii• = 

'11 <o 

I d"' ( · 
r(m-ll)dí"' f_{i-<rf' 1

/(<1) dO') .11 ~O, 

(4.3) 

where r(;:) is thc gamma <gcncrahlcd factorial) function of z. 
and m -1 ~ n <m, m = 1,2.3 , ... 

We define Lhe following conjugatc hncar opcra10rs '1' 1 that are 
compriscd of three terms. one of thcm contnining a Ricmann
Liouville-Weyl half-denvauvc: 

d d x 
'1'1 =--;: ± H J; -.r+ D . (4.4) 

dt d 72 i 
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The lefl-hand-stde of Eq. (3.2) IS then samply '1'+[ e (I)]. The 

mitial step in the solution procedure outlined herc consists of 
applying the fractiona.l-differential operator 'I' - to (3.2). The 
objective of thts procedure is to stretch lhe half-dcrivalive 
associated with the lustory 1crm m that equauon. Apphcation of 
'I' - to (3.2) 

'1'- {'1'• [e (i)]}= u \fi { ~"'} {4.5) 

rcsults in 

dl8 (2D Hl )d8 Dl8 ---;-;-+ - Ir - - + = 
dt ' dt 

- U dl!.• - DUd~. 
dt ' dt 

+HU[-1 ~ + J d'~ .. dr l .Jf drj1 .o '' dr J; - r 

(-t6) 

Equalion (4.6) can now hc solvcd cxaclly. ln order to solve Eq. 
(4.6), the nature of thc ~olution has to bc analyzed. There is a 
criticai value of À for wh1ch thc functional form of the solution 
changes charactcr. Thas value i~ 1., = 4 (I+ C 11 ) I 3 . Thrcc 

possible cases exist: Ã> À, • À= À, , and Ã< À, . lhe first two 

cases are of limited practical intercst sincc thcy unply a suspensaon 
of particles with infinite conductivity but with dcn~iLy smaller Lhan 
Lhe density of Lhe surroundmg medium, ~ince lhe valuc of thc 
specific hcat capacities of sohds, hqu1ds and gases are of Lhe sarne 
order of magnitude. Becausc of this 1mphcation, and because the 
solution for thc first two cases 1~ nctually ~•mpler than the solulion 
for thc Lh1rd case, they will not hc cons1dcrcd hcrc. 

The soluuon of Eq. (3.6) for Ã< À, as thcn found to be 

+Ud~,., s10(8i) 
dt . 

I -11 

8 (i)= t -ai J- sin (o i) f't'ar cos ({Jr )rlu(r )dr 
{3 l Jo' 

+ cos (o i) f'<'ur sin (fJr )1hs(r )dr 
Ju' 

where rhs ( r) IS 

[i; d~f dr I ~rf,, ] 
rhs(t) = HU I ; J· +7. dÍ . 

(I tr 1-r VI / • U 

- U dl~· - DU d~'" 
dt 2 dt 

and Lhe coeflic1cnts a and {3 are dcfined as 

H~Tr 
a= D---

2 

{4.7) 

(4.8) 

(4.9) 



(4.10) 

where 1s the discrimmant of the charac1erist1c equation 
assoc1a1ed wilh (4.6). ln order to obtam Eq. (4.7), Lhe followmg 
iniual condiuons wcre used 

8(0)=0. (4.11) 

~.-o= u d:~l. ~ (4.12) 

The firsl 101!1al cond1110n 1s due 10 Lhe ongmal assumpuon of 
1m11al thermodynam1c cqUihbnum bctwecn lhe part1cles and lhe 
surrounding medium The sccond condition is derived directly 
from Eq. (3.2). 

Equation (4.7) ~~ thc general soluuon for lhe d1mensionless 
tempernture potential. Ry addmg to it lhe value of Lhe 
unperturbcd lemperature of Lhe medlllm fJí'), lhe d1mensionless 

tempermure of the pnrticle 1~ found. 

5. CONCLUDING REMi\RKS 

A lheoretical descriplion of thc d1ffus1ve and radiaLive hcat 
Lransfer problcm of a homogcneous dispcrs1on of highly 
conductive panicle~ ~~ prc~ented The parucles and 1he medium 
surrounding lhem are con~iden:d to be miually in therrnodynamic 
equilibnum. and the medlllm IS considered to be weakly 
pan1cipa1ing. The first condiuon (/ero initial Lemperature 
potenual) was cho~cn to simphty the denvauon, but is not a 
necessary cond1110n for the success of Lhe me1hods applied m this 
paper. The second cond1110n (wcakly part1c1pating medium) 
reslricLs Lhe value of lhe mean ab~rpuon cocflic1ent for which 
thc theory apphe~ The range of val1d values for Lhe mean 
absorpuon cocffic1cnt is d1scusscd 1n secuon 3. The vahd range is 
shown to be no1 vcry rcstncu..,c. allowmg the apphcauon of the 
presenL thcory to rclevant mdustnul processes. 

Mosl gas-sohd suspcns1ons of pracucal mterest are characterized 
by small values of À, in 1hc order of 0.001. ln 1hcsc suspcnsions. 
lhe mfiuence of the h1story term 1s neghg1ble even a1 low 
tempcratures. For thc case of pulveriLed or sprayed fuel fiames, 
the combmed effccts ol rad1ation hent transfer and the 
charactcristically small vulues of À makc lhe small particles 
behave quasi-stcadily. The snuation JS differcnt for liqu1d-solid 
suspensions, where values of À 1n thc order of O. I are typical, 
and since radiauon b usually not relevam. the dev1ation from 1he 
quasi·sleady behavíor may be appreciable. especially at higher 
frequcncy pcrturbations. 

Considcr for example a hannoníc tcmperalure field varying in 
time with nn angular frequcncy n The angular frequency for 
which h1story effccts bccome dommant 1n lhe heat transfer case 
JS gJVen by n, = a .. (I+ c. 'fI a. . whcre a. IS lhe therrnal 

diffusivuy of the mcd1um, a IS lhe rad1us of thc part1cles and C • 

is lhe dimens10nlcss rad1a11on coclfic1ent defined m Eq. (3.6). 
Smce m lhe energy equauon lhere 1s no terrn analogous to the 
pressurc tcrrn 10 lhe Nav1er-Stokc~ cquauons, lhere is no l'irtual 
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mass range for lhe heat transfer problem. Unsteady effects 
bccomc domman1 ovcr lhe quasi-steady diffusion and radiation 
term.) for forcing frcquency higher lhan Q ,. Jn combustion 

cnv1ronmcnts. lhe steady-slntc conducuon and radiation effects 
dommalc over thc h1story contnbution, unlcss very high
frcqucncy tcmperaturc Ouctuations are observed. 

As a numerical example of relevance. consider a cloud of 
particles m a1r "1th average dia meter of 20 m1crons. At moderai e 
tempcratures ( f. • 500 K } • rad1a11on cffects are negligible 

(C • << 1). and n, • 5x I O' radls Th1s value of n, is one order 

of magnnudc larger than what '-'OU!d be common in fully
turbulent cnv1ronments. A~ lcmpcraturc mcreases, Lhe value of 
a,. and c. mcrease. thu~ decrcasmg thc 1mportance of history 

effectl>. Lurger pan1clc~ are more affec1ed by the uns1cady 
evolv1ng protile. but the condiuon of infinitesimal Pe number 
neccssary to derive lhe results obtamed m this work are nol 
sausfied for larger part1cles undcr usual conditions. However, in 
m1cro-gravny combuMion environments. convective effects are 
diminished, thus rnaking poss1ble for history effectS to bc 
dommant over quasi-stcady ones when part1cles of millimetric 
dimensions are con!.idered. ln liqutd-solid suspcnsions, radiation 
effects are negligiblc and the effect of thc evolving lempcraturc 
profile around lhe panicles i!> 1mportan1 even at low frequenc1es. 
Cons1der for examplc a part1clc wuh an average dutmeter of 200 
microns suspcndcd in watcr. For th1s siluation. the value of n, is 
approxunaLely I O radlt.. 
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SUMMARY 

The study of /iq111d fal/back in mtermittent gas-lift methods shows that the impact of the fal/back 
is misimerpreted in the /uerature An explanatron ofthe dynamics ofthis phenomena is presented as 
a comribution to a hetter understandmg of the process. The economic analysis of gas-lift plants 
demonstrates the sensitivity ofthe performance to the correct evaluation ofthe effect ojthefallback, 
when ranking the best intermittent methods. 

INTRODUCTION 

Gas-lifi methods are employed to pump petroleum in 
vertical wells when the reservoir energy is not enough to 
elevate the oil up to the surface. 

Selectton of the proper gas-lifi method is criticai to the 
long term profitability of the oil well; a poor choice will 
lead to low production and high opcrating costs. ln 
practicc, af\er a decision has been made, it is rarely 
reviewed latcr on to determine whcther it rcally was and 
still is lhe best choice for the cxisting conditions. Besides. 
changing the system implies additional costs, and also that 
lhe wrong decision was made in the first place; and so, 
once a method is chosen, it usually stays in place. This 
situation stresses the imponance of making the correct 
choice right from the beginning. 

Therefore, it is of paramount imponance to evaluate 
accurately the performance of gas-lift methods. One typical 
aspecl of such methods is the liquid fallback that occurs 
during the elevation of the o ii in the well. The impact of the 
fallback is somewhat misinterpretcd due to the 
incompleteness of the avai lable literature. 

ln the presenl work. a computcr model. developed by 
Santos et ai. ( 1997). is applied to the study of fallback. The 
computer simulations help in the understanding of the 
dynamics of this phenomena. The results are applied to the 
economic analysis of gas-lift p1ants, dernonstrating the 
sensitivity of the perfom1ancc to thc correct eva1uation of 
the effcct of the faJlback, whcn ranking lhe best 
interm ittcnt rnethods. 

INTERM JTTENT GAS-Ll FT 

Description of the Process. ln the intermittent gas-lift. 
or IGL {Figure 1). the process cyc1e is driven by a timer 
controlled motor valve that feeds the well casing with gas 
(inJectton stage). Once the pressure inside the casing 
reaches a preset value, the gas-lift valve opcns, and the gas 
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flows into the production tubing, elevating the liquid 
column inside the tubing (elevaflon stage). Eventually, the 
liquid arrives at the wellhead and is collccted by the 
productton faci lities (production stage). After lhe whole 
1iquid slug leaves the tubing. the gas flows out of the tubing 
too (decompression stage). Al some point, liquid starts to 
pour into thc bottom of the well from the reservoir, re-
1oading the tubing with a new 1iquid s1ug (loading stage). 
At the proper time, the motor valve opens again to re
cncrgize the system, and a new cycle begins. 

During the elevation and production stages, the gas moves 
up faster than the tiquid (gas penetration), and a film of liquid 
is " left behind" in the tubing. Therefore. lhe fmal amount of 
liquid produced in one cycle is smaller than the inüial load of 
1iquid present in the tubing before the stan of the e1evation. 
This diffcrcnce is usually referred to as thc !tquidfallback. 

As a first thought. it seems that prevcnting the fallback 
will always increase production. This idea leads to the 
alternative design known as the gas-1ifi with plunger, or 
IGLP, wherc a so1id interface bctween the gas and the 
liquid may diminish the fa llback to a grcat cxtent (although 
not completely eliminating it due to leakage). Funher, 
effons have been directed at experiments to quantify the 
fallback, in order to develop models for use in design 
analysis. The laboratory experiments known to the authors 
reproduce only the first cyc1e up to the end of the 
production stage, and measure the initia1 and final volumes 
ofthe 1iquid s1ug. 

Literature Review. Clegg el ai. ( 1993) and Chacin 
( 1994) presentcd an extensive overview of artificial li fi 
design considerations, comparison of methods and their 
normal operating conditions. Brown and Jessen ( 1962), 
Brill et ai. ( 1967), and Neely et ai. ( 1974) did some 
experimental work on specific field installations. White et 
a/. { 1963) deve1oped the first simple mathematical 
re1ationships for the method and did experiments on 
1aboratory installations; Machado ( 1988) developed a 



mechanistic model coupling physical principies and 
empirical correlations to calculate some variables of the 
system; Liao ( 1991 ) obtained thcoretical rcsulls that 
showed good agreemenl with Brow, Brill and Neely. The 
simulator of Santos et ai ( 1997) is inspired on Li ao· s work, 
but it includes severa! original elements that make it quite 
different aod complete, such as the liquid film and the 
fallback. 

packer 
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Product1on Decompression 

.-gas 

IGL-P ElevatiOfl 

Figure I • The intermittcm gas-lift cycle's stages. mjection. 
elcvation. production. dccomprcs~ion and loading; also showing 

the elevation :.tagc ofthc gas-lifi with plungcr. 
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White ( 1982) conducted tests without and with a 
plunger to demonsrrate lhe reduction of liquid fallback in 
the plunger case. Mowcr and Lea ( 1985) used differenl 
plungers to study the effect of plunger geometry on lhe 
leakage. Chacin et a/. ( 1992) devcloped a mechanistic 
model, introducing lhe empirical findings of Mower and 
Lea into the model. 

ANALYSIS 

Flow Rate. There are two ways to compute the average 
flow rate of the IGL system· for one cycle period 111 one 
may calculate (or measure) either the liquid volume 
produced at the surface Vt<;. or the hqutd volume fed by the 
reservoir VLR· ln steady-state operation, these two 
quantities are equal. ln the litcrature, one typically finds 
reference to arguments based on the first method of 
calculation. ln the present work both values are computed: 

I J.'•+'• QL =- dVLs 
/1 '· 

v~.s 
(i) 

I J 

I J.t.+t1 QL =- dVLR 
I I '• 

I J.'•"• =- PI(P"r- PR)dt , (2) 
I J '• 

here, P.,..f and PR are, respectively, the wellbottom pressure 
and the reservoir pressure. and PI is the reservoir 
productivity index. For the ·• ideal" system, the produced 
volume VLS is equal to the load volume, i.e., the initiaJ 
volume ofthe liquid slug VL,. therefore Q1' ~ V1/t1. For the 
simple fa llback model, the produced volume I'LS is the final 
volume of lhe liquid slug VLr. therefore QL' = Vult1• The 
fallback is defined as Vtb ~ VL,- Vtr. lt would follow, fTom 
a simple reasoning, that Q1 ' < QL'· except that, when 
comparing lhe cycle periods, one finds that they are not the 
sarne, other parameters being equal. ln fact, the system 
witb fallback has a shorter period (Figure 2); consequently, 
it executes more cycles per unit time n llt" and this may 
offset its smaller production per cycle {QI, = n VLs). The 
simulations with the ideal plunger show that its elevation 
and production stages take more time becausc the total 
liquid load has more mass (more inertia) and more length 
(more "friction'') than the slug that loses mass along the 
way up. 
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figure 2 • Cyclc pcriod ror IGL and ICiLP. as a 
f'unction o r lhe gas mjection per cycle. 
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Figure 4 - Datly producuon for IGI and IGLP. as 
a function ofthc gas mrecuon per cycle. 

Figure 3 shows the reservoir production per cycle. The 
produced volume is constant for the IGLP without fallback. 
The IGL produces lcss Jiquid per cycle, but, thanks to its 
shortcr period (Figure 2), its daily production (Figure 4) is 
comparable to that ofthe IGLP. 

Anothcr issue is that part of the fallback is in the liquid 
film around lhe gas, and part is in the form of dispersed 
liquid droplets in lhe gas core, Vn, = Vr+ Vd. During the 
decompression stage, lhe gas now carries lhe droplets and 
drags the liquid fihn. The simulations show that, in some 
cases, the dragged film may represent a significant 
contribution 10 the total production ln other words a 
fracrion_ of the fallback is produced." V10p. and lhe act~al 
productton becomes QL" - ( l'lf + V 10p)l11. The volume tbat 
effec~ively remains in the well is V lb< - V fb- I' lllp· 

Ftgure 5 shows the contribulions of the liquid slug and 
of the liquid film 10 the total volume produced at the 
surface. The film production is negligible for lower rates of 
gas injection per cycle and significant for higher rates. 

ln conclusion, the fallback doesn't always have an 
adverse effect as bad as one is led to believe without 
running a complete cycle simulalion. The simulations show 
that the conventional IGL may present now rates of the 
sarne magnitude as the IGLP. 
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Figure 5- Contribution ofthe liquíd slug and liquid lilm. 
as a funcuon of the gas in.rcction per cycle. 

Transient Period and Cycle Stability. As pointed out 
earl ier, under steady-state conditions - when the cycles 
repeat themselves - the reservoir Oow and the surface Oow 
~re e~ual. This is nol true for thc transient period, 
mcludmg, obviously, the very first cycle . 

ll'tth fallback fu/1 rerurn 

Ór·~ 
~~·~ 

Figure 6- Stable cyclcs tn steady-state opcration 

As depicted in Figure 6, the system without fallback or 
with full retum of the fallback to the bottom of the well 
operates in steady-state right from the first cycle ~ 
JILR ~ I'LS. For real systems, on the other hand, only a 
fracuon of thc fallback has enough time to return to the 
bottom, the rest will still be stored in the liquid film, at the 
moment when the liquid column reaches its initial state 
(Figure 7). h follows that J'LR > VLS, in the first cycle. The 
second cycle will stan with a liquid film above the liquid 
slug; hence, the second cycle will be different from the first 
cycle. 

ln the second and following cycles, the Jiquid film adds 
to the surface production, increasing VLS. while VLR 

diminishes a bit dueto the somewhat greater fallback ofthe 
larger load being elevated. Eventually, after a few cycles, 



the system may reach a steady-state operation with 
VL.R = VL.S (Figu.re 7). 
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Figure 7- Firsl cyclc and stablc stcady-statt: cycle 

Figure 8 shows the difference between the surface 
production and the reservoir production in the first cycle as 
a function of lhe initial load. The load is expressed by lhe 
ratio ofthc length ofthe liquid slug, L, to the static head of 
the reservoir H5 (PR/pLg). 
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Figure 8 - Rcscn oir and surface production in 
lhe first cycle, ilS a function oflhc inuialload. 
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Figure 9 shows lhe transicnt evolu1ion leading to the 
steady-state. ln the lirst cycle the fallback is equal to the 
difference between lhe initial and linal volumes of lhe 
liquid slug. ln the following cycles and in the steady-state, 
tbese variables are not equivalent. The amount of liquid 
being pushed up increases with the addition of the liquid 
film, then it takes more time for the liquid to reach the 
wellhead, consequently the efTective fallback increases a 
linle. The added mass of the liquid lilm makes up for lhe 
loss of mass to the fallback, resulting in a larger final 
volume at the surface anda smaller difTerence between lhe 
initial and final volumes ofthe liquid slug. Since part ofthe 
fa11back retums to the bottom. the volume contribution 
from lhe reservoir diminishes a little. The film thickness y 
also increases due 10 the fract ion of the fallback lhat 
doesn' t have time to flow back to the bottom. 

The transient behavior of the surface and liquid 
production per cycle is presented in Figure I O. 
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Figure I O - Rescn oir and surfoce production per cycle • 
trans•enl de' clopmcnt lcodmg to thc stcad) -state. 

Two more issues must be notcd. First, some sets of 
operational conditions do not lead to steady-state cycles. ln 
some cases the gas will break lhrough the liquid before lhe 
slug reachcs the surfacc and lhere is no production, in 
others the load keeps increasing due to the fallback and the 
cycle doesn' t close. Sccond, the rcservoir production in the 
first cycle may be a good cstimate of the steady-state 
production when 1he difTerence between the surface 
produclion and the reservoir production is not too large . 

The lessons lo bc leamcd are: 
• lhe lirst cycle does not represent accurately lhe 

interrninent gas-lifi process; 
• the first cycle produces less liquid at the surface than 

the steady-state cycles; 
• in the first and succeeding cycles, the reservoir 

production is closer to Lhe steady-state production than lhe 
surface production. 

ln conclusion, the perforrnance ofthe conventionaiiGL 
is usually underrated, since it is common to use the frrst 
cycle surface output 10 estimate the liquid production. 
When the steady-state production is computed, one fmds 
that lhe IGL flow rote is comparable lo that oflhe IGLP. 



To illustrate this point, for a reservoir with 
PI = I m1/d.MPa and PR 8.35 MPa, the maximum steady
state flow rates obtained wilh lhe IGL and IGLP where, 
respecuvely, 48 m3/d (±0.4%) and 49 m3/d (±0.4%). On the 
other hand, the maximum fim cycle production of the JGL 
was only 39 m3/d (±0.7%). 

Optimum Operational Conditions. ln general, operation 
at the point of max imum flow rate is not warranted because 
the gas consumption QG is too high, and production 
becomes nonprofitable. Therefore, the flow rate is not 
always the proper criteria to rank the IGL systems. For the 
sake of comparison between lhe conventional IGL and lhe 
ideal IGLP, lhe simulator was run following an 
optimiL.ation procedure to find the best operation point of 
each system in accordance to an economic criteria. The 
maximization of thc daily profit requires that dQc/dQL <r; 
where r is dependent on the economic valucs of oil and gas. 
The cases presentcd in Table I are for a well with an open 
gas injcction, producing oil and water, bul not gas. Each 
case represents a different reservoir productivity index PI, 
and static pressurc PR. 

PR/Pu 

PR 
(MP a) 

.8 

III 

.6 

8 35 

... 
5.57 

.2 
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1 able I - Optimum cconom•cal operation ofthe 
conventional IGL and ideal IGLP 

PI (m1/d MPa) 

20 tO 5 2.5 

lO L lO L I OLP I OLP 
106- 9.87 67 9 - 8.54 37.9-5 12 20.2-2.74 

IOLP IOLP lO L lO L 
100- 12.8 67 3-9.03 36 8-4 71 19 4-2 73 

IGL lO L IOLP I OLP 
80- 11.5 48 o -6.77 27.7- 4 71 14.8-2.51 

IGLP I OLP IGL IGL 
70.5 • I O I 48 I- 7 00 25.9-4 14 l-I o. 2.52 

!OLP !OLP !OLP I OLP 
47.3- 8.35 28.1 -4.49 17.2 -3 .30 9.2- 1.77 

lO L lO L lO L lO L 
42.5. 6 33 27 6-4 89 1-1.8-3 03 8 6-2.52 

IGLP IOLP I OLP I OLP 
17.9-3.91 10.6-2.32 5.8- 1.27 3.1-0.67 

lO L lO L IGL lO L 
16.9-531 8 4 -2 50 4 4 - I 75 2.2. 0.97 

The pmr of numbcrs m each half of a cell are rcspecuvcly, lhe da• I> 
hquid production Q1 (ml/d) and gus injec11on Qo ( I 03 m3/d). 

ln Table I, PR/ P11 is lhe ratio of the reservo ir pressure 
to the static pressure ofthe well completely filled with fluid 
(pr.Yf.,.). The top position (gray shading) in a table cell is 
U1e most economic system. 

The conventional IGL perfonns almost as well as the 
ideal IGLP; the differences are significant only for very 
low PI and PR. The IGL does better for high PI and PR. 
The perfonnance of lhe IGL. is more sensitive to PR than to 
PI. Figure li depicts the effective liquid gain per day for 
both systems, delined as the value of the liquid minus thc 
cost of the gas, expressed in equivalent volume of liquid in 
the left axis; also shown is the ratio ofthe IGL's gain to lhe 
IGLP's gain, in the right axis. 
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To stress the importance of computing U1e full 
simu lation instead of employing Lhe results from the first 
cycle, thc economic optimization was run using the surface 
production of Lhe first cycle, for the reservoir with 
PI = I m3/d.MPa and PR = 8.35 MPa. As expected, the IGL 
production "fell" from 48 to 37 m3/d, the effective gain 
''dropped" from 34.5 to 27.5 m3/d, and the relative gain 
was " knocked down" from I to 0.8. 

P1=2.0 PI= 1.0 P1=0.5 Pl- 0.25 

~ 
1 2 

1.0 
120~ I 
100 o\o 

g 80 \ \l 08 
v 

\ ~ 60 o \ l 06 v 
~ \ 40 

\ 0.4 o 
20 ~ 0.2 
o 

~ .6 4 .2 8 6.4 2 8 .6 .4 .2 8S 4 .2 

Figure l i - Effective liqu1d gam for IGL (\\hite 
bars) and IGLP (gray bars}. and relative gain of 
JGL \\Íth respect to IGLP (line with dots} versus 

PRIP11, for difTercnt values of PI (m3/d.MPa} 

0.0 

CONCLUSION 

The present srudy indicares that the effect of the 
fallback is not as adverse as usually portrayed in the 
literature. Also, the simulations show lhat the first cycle is 
not a reliable benchmark for comparison of the gas-lift 
systems. ln many of the cases examined. one cannot 
definitely disregard the IGL in favor of the IGLP, because 
the differences between their perfonnances are within the 
uncertainties inherent to the physical and numerical models 
used to sirnulate the complex transient two-phase flow 
process of the gas-Ii ft cycle. ln such cases, other 
engincering and economic criteria are required to select 
between thc twa systems. 
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APPENDIX 

Table 2 prescnts the phys•cal pararneters of the representative 
well uscd in the simulations. 

Table 2 - System parometcrs for the s1mulotion 
ofthe representativc well 

well depth "" 1500 111 

casing diameter De 140 mm 
tubing diameter D, 60 mm 
depth of gas-lifi valve llp, 1480 111 

wellhead pressure P..,h 07 MP a 
compressor pressure p 7 MPa .. 
surface temperature 7~ 27 °C 
geothermal gradient ar 0.031 "Cim 
o1l sp. gravit) Yo 0.825 
water sp. gravit) y .. I 07 
gas rei. density s. 07 
\\-ater 'o lume fraction !p,., 50 ~o 

994 



Aacm VIl ENCIT- Rio de Janeiro,RJ BRAZIL (November,1998) 

* PUC ... o 
LAGRANGEAN-EULERIAN APPROAC H TO 

TWO-PHASE VERTICAL FLOW lN PETROLEUM WELLS 

Kwon-11 C hoi, Maria C ristina C. Cunha, Sérgio N. Bordalo 
Department of Petroleum - Faculty of Mechanical Engineering 

UN ICAMP 
13083-970 - Campinas, SP - Brazil 

SUMMARY 

A computer model is introduced to describe long-term trans1ents in rwo-phase vertical jlow in 
petroleum wel/s. The gas motion is treated with Lagrangean ce/Is, whlle mass and momentum 
balances for the liquid are done upon an Eulerian grid. This model was employed 10 sumi/ate 
periodic tramilents m unstable gas-hfl wells, and proved to be robust, versatile, and suitable to face 
severely changmg boundary conditions. 

rNTRODUCTION 

The computer simulator's module responsible for 
mode1ing the transient behavior of two-phase vertical tlow 
is crucial for the analysis and design of the operation of 
petro1eum wells. Among the transient phenomena one 
counts the periodic discharge of unstable gas-lift, the 
unloading of gas-lift wells, the gas kick during drilling, jet
lift operation, the flow period of well tests, changing of 
surface conditions of the production plant etc. 

ln the petroleum industry, most two-phase computer 
simulations employ ditTercntial equations of conservation 
and constitutive relationships in a discrete fomlUiation 
based upon an Eulerian grid; i.e., a grid that is static and 
rigid in time. through which cells the fluid flows. ln this 
\\-Ork a novel approach is introduced, with moving elastic 
cells following packs of gas - the Lagrangean viewpoint. 

The motivation for this work arose from the experience 
of the difficulties in adapting the traditional Eulerian 
formulation to cope with a gas phase moving through the 
liquid phase in transient flows. Santos (1989) simulated the 
di verter operation that follows a blowout of gas. Due to the 
unsuitability of the Eulerian grid to follow closely the gas 
front advancing through the grid, Santos introduced 
"adjustment" factors to mate h Lhe calculated void fractions 
at the gas front to the experimental values. Consequently, 
he was able to adjust the simulated pressure profilcs so that 
the pressure peaks corresponding to the arrival of gas at tbe 
surface resembled the ones observed in the experiments. 
Santos' simulator was based on Nickens' method (1987), 
which is reported to suffer from numerical instabilities 
under some conditions. Capucci ( 1990) simulated the 
unloading of gas-lift using a method based on Santos' 
work, but employing empirical correlations for the hold-up 
of liquid. ln a11 of these methods, the variables are solved 
in an iterative fashion, being computed explicitly for each 
cell from the bottom of the well upward until the surface is 
reached, at which point a pressure check flags the 

convergence status or the re-start of the computation loop. 
Gokdemir ( 1992) studying transient two-phase flows in 
petroleum wells, recommended that a model should be 
developed to deal with varying boundary conditions, whjch 
is quite difficult to do with the traditional formulation. 
Gokdemir used a semi-implicit method proposed by Liles 
et ai. ( 1978) originally for nuclear reactors applications. 
This Eulerian method was stable and converged for 
relatively large time steps, but at the cost of solving 
simultaneously a set of algebraic non-linear equations 
represented by a banded matrix, requiring an iterative 
algorithm such as Newton-Gauss-Seidel. lt was not very 
flexible, as noted by Gokdemir. 

THE LAGRANGEAN-EULERJAN APPROACH 

Characteristics ofthe Simulator. The simulator's goal is 
to compute the dynamic behavior of vertical two-phase 
flows under slow transients dominated by convection 
times. The simulator should be robust and suitable for 
varying boundary conditions- such as, closing and opening 
of the well, variable gas injection ancilor liquid injection at 
arbitrary points along the production column. 

The following characteristics are inherent to the 
simulator that was built for the present work. Some of these 
characteristics were conditioned by design decisions, which 
may be altered in the future: two-fluids slip-model, 
neglected sonic perturbations, incompressible liquid phase, 
static model for gas in the annuJar space, neglected mass 
transfer between phases, reservoir represented by a source 
with a productivity index (lP), well-head represented by a 
two-phase choke, gas injection represented by a gas-lift 
valve model or orifice model, vertical straight pipe, 
temperature protile pre-defined by a geothermal gradient, 
Lagrangean treatment of the gas phase, Eulerian grid 
generated on lhe run at each time step. The two-tluids slip
model (or drift-model) was described by Zuber (1967). ln 



this model lhe momentum balance is applied to the whole 
mixture, whi le the rela1ive movemenl of lhe phases is 
controlled by a kinematic rela1ionship, each phase has a 
different velocity, the muiUal interac1ion between the 
phases is for, a two-phase friction factor is employed, the 
following venical flow pattems are reckoned: bubble flow, 
slug flow, annular now and mist now. 

Description of Lhe Hybrid UE Simulator. The 
independent variables are the rime t and the position x. 
while the dependent variables are the void fraction ex, the 8 

Surface Boundary (choke) 
./ compute thc mass now 
./ compute the upsucam chokc prcssure. Pch 

IF I Pc:t. ·pI < tolcrancc 
··goto nexr ume step .. 

ELSE 
"" /oop back to the rcscn·oar 
boundary \\llh a new esumatc 
for p.,.i' 

~ 

surface 

choke 
,-,X 

~·(L 
cell I 

pressure p, the gas velocity vG and the liquid velocity Vt. I 
Therefore one needs two equations taken from the mass 
balances of each phase. one equation taken from the 
momenrurn balance for Lhe mixture and one constitutive 
equation for the slip velocity. Usually, a system of panial 
differential equations is discretized by finite differences on 

./ mterpolate p . vc Vt , a atthc-tu::ad ~ 
, cell2 

an Eulerian grid. ln the present hybrid schcme, the proper 
balances are written for moving elastic cells, treated as 
small control volumes; the variables are solved on each cell 
(here it is implied lhe existence of a solver-routine- in the 
present case a system of nested " do-loops" , each of which 
has its own convergence control), and the procedure 
propagares from the bottom upward unti l the surface is 
reached. The moving cells carry packs of a fixed mass of 
gas (the mass balance for the gas is automalically satisfied). 
At each time step, an amount of gas is injected into lhe 
production column, originating a new cell which moves up. 
As gas is produced at the surface, the corresponding cells 
" flow ouf' of lhe system. This process leads to a 
continuous gencration and elimination of cells, according 
to the injection and production rates. The size of each cell 
also changes due to the gas compressibility, expanding as 
lhe pressure decreases, therefore the front and back of the 
cells have different velocities. Meanwhile, lhe liquid is 
allowed to flow across the boundaries of the cells. The 
mass balance for the liquid is carried out on a grid that 
results from the "freezing" of the Lagrangean cells at a 
cenain moment. The finite differences mcthod is used on 
this instantaneous grid. The sarne grid is employed for the 
momentum balance of lhe mixture. 

Figure I illustrates the flowchan for the simulator, 
which was coded in " C" , and can run on a desktop 
computer. To follow the flowchan, stan at the bottom of 
lhe figure. 

The continuous generation and elimination of cells 
requires a method of dynamic allocation of memory. ln lhe 
present work, a "virtual infinite vector" was employed; its 
memory space is arranged in a circular way, so that even as 
lhe numbering of the cells increases the vector does not run 
out of memory (Figure 2). 

The algorithrn 's iterations were controlled by lhe 
method of Van Wijngaarden-Dekker-Brent which is 
available as a ·• C" -function presented by Press et ai. 
( 1992). Their method ofTers the guarantee of the bisection 
method and the speed of the secant method. This was lhe 
best option; lhe bisection, the regula-falsi and the secant 
method proved to be very slow for this specific simulator. 
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{r 
Cell Computations 
* esumate p 

DO 
• p"= p 
* c>llmate a 
DO 

* esumate vc; 

DO 
• vc'- V<; 

.I COmpute X • 7" 

.I compute J 

./compute v, 
o VG .. ) +v, 
•;o • avo 
" ll =L. LG 

WIIILE 1 ' c· - vv 1 > tol 

./compute ) L· 

* e~ttmatc a 

I WHILE ,;L· - JL I> tol 

.r compute t:.p 
· e. =l?!!!!·(lp 

I WHILC lp' -p i> tol 

_"iC 
Bottom BoundSr) (reserv·oir) 
• QLR = lP (PR- p"r ) 
• QoR = B,.Rot. QLR 
• Qov = q1,c.B1 

• J = (Qt.R+QcR+Qov)/11 
• ;o = (Qc;R+Qov)/A 
• Jt = (QoR+Qvv)/11 
* esumatc a 
IDO 

• a·= a 
.r compute v, 
• vo - ) + v, 
• a = JG l vc. 

WI-IILE la -a l> tol. 
-

~ 
~~* esumate the \lell-bottom prcssure p .. r 

i 

BEGIN MAIN TIME LOOP 

~ 

ccll) 

-

-· 
.. ,._.. 

ccl11 

r--

.,_,. 

1-l 

reservorr 

Figure I - Simulator's flow chan. 
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Figure 2 - The "virtual infinite vector" (viv). 

The numerical properties of this method have not yet 
been established in a theoretical and precise mathematical 
form. Empirica/ly, it showed robusmess, stabilúy, 
flexibiliry, economy and speed suitable for the engineering 
applications for which it was designed. 

THE TWO-PHASE VERTICAL MODEL 

The variables adoptcd in the presenl work are: the total 
volumetric flow rate per unit arca of the pipe, j = QIA, 
denominated superficial velocity of lhe mixture; the 
volumetric flow rates of each phase per unit arca of the 
pipe. jc; = Qc/A and j 1 "' Qlf'A, respectively, lhe superficial 
velocities ofthe gas and liquid; the voidfraction, <X= AdA, 
where Ao is the actual Oow cross section of the gas phase; 
lhe actual velocities of the gas and liquid phases, 
respectively, v0 and vL; and the pressure. p. Among other 
auxiliary variables, the most important ones are: the 
relative velociry between phases, v, = v0 - vL; the sltp 
ve/oc1ty, v, = v0 - j; the mixture densiry, Pm = <X.p0 + ( 1-
<X).pL, where p0 and PL are the densities of tbe gas aod 
liquid, respectively; the mixture flow velociry, 
Vm = (PoQo + Pt QL)/pmA; the flow rates of gas and liquid 
from the reservoir, QLR and Q0 R; the flow of gas through 
the gas-lifi valve Qov: the pressures PR• p ... -r. Pch• p., in 
order, the reservoir pressure, the well-bottom pressure, the 
upstream choke pressure and lhe surface back-pressure. 

Thc slip model of Zuber et ai. ( 1967) requires 
constitutive equations for the slip velocity. ln the present 
work, the following semi-empirical relationships were 
used: (a) for the bubble pattem - the formula of Harmathy 
{1960); (b) for the slug pattem- tbe formula ofNicklin et 
ai. ( 1962); (c) for lhe annular panem - lhe formulas of lshii 
et ai. ( 1976) for laminar and turbulent flow. 

The mass of gas of each newly generated cell is the 
mass of gas injected during a time step, 

J' I ( k k-t ) ma= Ga, di .. - Ga, +G0 , D.t , 
t-61 2 

{I) 

where G0 , is the mass rate of injection of gas. The mass of 
gas in a cell remains constam, until the cell passes along 
another point of injection, or until part ofthe cell flows out 
of the system. The mass balance for the gas is 
automatically satisfied, and an equation is obtained relating 
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the superficial velocities of the mixture ar the top and 
bottom boundaries of a cell, 

. . I ( dp dT) 
ltop = ltx:Jt +- c-+ e- , 

A dt dt 
(2) 

where c and e are, respectively, the rate of isothermal 
compressibility and the rate of isobaric thermal ex:pansion, 
taken from a chosen equation of state, while the total 
derivatives of p and T, are given by 

dp I [( )k ( )k-t] dt "" 
261 

P.09 + Ptxl• - Ptop + Pbot 

(3) 

Once lhe slip velocity v, is determined from the proper 
formula, v0 is obrained from 

v0 =j+v 5 • (4) 

The cell position is found from the equation of 
movement of its boundaries d:x I d1 = v 0 , yielding 

k t - 1 I ( k k-1) 
X = X + 2 V G + V G Ó./ , (5) 

which, evidently, govems lhe dimension ofthe cell as well, 
and the temperature r. taken from a prescribed geothermal 
gradient 7(x). The time step may vary as needed to effect a 
compromise between accuracy and efficiency. 

The mass balance for the liquid is done on lhe Eulerian 
grid that is built at each time step, and provides an equation 
for the liquid superficial velocities, 

A,., =A..,.+ 

tu [( )k ( • • )*-'] - <Xtop + <Xoot - <Xtop + <Xoot · 
2/lt 

(6) 

The void fraction appears implicitly in the system of 
equations, requiring an iterative calculation. At each loop 
of sue h process, <X is estin1ated from 

<X=j_g_=j-jL (7) 
VG V G 

The momentum balance requires equarions for the 
" friction" force. Here, the models of Ansari et ai. ( 1994) 
were implemented in full for the bubble and slug pattems, 
while lhe correlations of lshii and Mishima (1981) and 
Wallis ( 1969) were combined for lhe annular pattem. 
Transition regions were patched by linear interpolation, 
using <X as a parametcr (and also j 0 , in the case of slug
annular transition). 



Tab1e I shows the simplified version ofthe flow panem 
map tbat was used to identify the regimes of flow; olher 
schemes can be added easily. The condition of existence of 
annular flow was borrowed from the work of Taitel et ai. 
(1980). 

Table I - Simp1ified flow pattem 
identification scheme 

Pattern 
bubb1e 
s1ug 

annular 

Void-fracllon Ran8_e, a 
0.00-0.15 
0.25-0.65 
0.85- 1.00 

Finally, 11p, the pressure drop across a cell is computed 
from the momentum balance, taking into account the 
gravity force, lhe viscous "friction" and the inertial terrns 
(momentum tlux and storage), leading to a relation 
between the pressures at the boundaries of thc ccll, 

Pcop = Poot - !J.p (8) 

The conditions at t.he bottom of the well are govemed 
by lhe reservoir parameters lP (productivity index) and ~L 
(the tlowing gas-liquid ratio), lherefore, 

QLR = IP(pR - Pwr) 

(9) 
QoR = Bv,r RoL QoR , 

where 881 is lhe formation volume factor of lhe reservoir 
gas. The coupling of the production tubing to lhe annular 
space of the well casing occurs through a gas-lift valve, 
where the mass tlow rate G0, is given by a function 
(Winkler, 1993) of P•c and Pvt• respectively, lhe upstream 
(casing) and downstream (tubing) valve pressures íhe 
iojected gas volume is computed from 

Qov = BgvGGi • (lO) 

where B11v is the formation volume factor of the injected 
gas. The mode1 of Cullender and Smith ( 1956) providcs lhe 
casing pressure profile. A compressor system maintains a 
feed-line to the casing, supplying gas ata rate controlled by 
a gas-choke. Meanwhile, the conditions at the well-head 
are govemed by lhe choke-valve that couples thc well to 
the surface production facility. The choke model of 
Sachdeva et ai. ( 1986) was applied to one-phase flow, 
liquid or gas, and two-phase tlow. Given the surface back
pressure p,, the choke pressure Pch is computed for the 
present flow rate and compared to the well-head pressure. 
lfthose values are matched within a certain tolerance, lhen 
the simulation proceeds to lhe next time step; otherwise, 
the computations are re-started ar lhe bottom of lhe well, 
with a new value for p..,r. 

998 

RESULTS 

Examples of unstable continuous gas-lift simulations 
are presented here. ln every case, lhe well starts out dead. 
Figure 3 shows the liquid and gas production for two gas
chokes. Aft.er lhe initial unloading of the well, a long terrn 
transient behavior with "hiccups" is established. The 
interrninence frequency is higher for the gas-choke of 
larger aperture. 

(a) 
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Figure 3- (a} lntcrmmcnt liquid producuon. 
(b) intcrmiucnt gas productron. 

The instability is related to the cyclic gas flow from lhe 
gas-lift vaJve - and reservoir to a lesser extent (Figure 4). 
But lhis instability can be eliminated. Figure 5 shows stable 
bebavior, observed with a wider gas-choke. Altematively. a 
gas-lift va1ve of smaller orifice produces the result shown 
in Figure 6. Finally, a comparison is displayed (Figures 7) 
between the orifice valve of Figures 3-4 and a calibrated 
valve of the sarne port size, showing the stable operation 
attained with the last one. 
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CQNCLUSION 

The Hybrid L/E Simulator built for the present work 
offers the followmg positive features: good response to 
strong variations in boundary conditions; liquid flowback 
to the reservoir when the well-bonom pressure increases 
above the reservoir static pressure; adaptive time step; 
thanks to the Lagrangean treatment, the gas phase is 
monitored with precision, which is ideal for gas kick 
studies; also. a moving point of gas injection can be 
tracked along the tubing, which is lhe case of lhe jet-lift 
with jle..-c-wbe; the simulator allows the user to interfere 
''on the run", thus simulating operation control. One 
drawback of the simulator is that it must run through the 
transient start up period to reach the steady state, there is 
no short cut to simulare steady states. 

There is a number of modirications and studies that 
could be performed on the original simulator: two-phase 



flow modeling; parametric study of convergence and of 
numerical errors; speed up of lhe code; development of a 
mathematical foundation; comparison to experimental 
observations on a physical laboratoty model and to field 
data. 

ACKNOWLEDGEMENTS 

Thanks are due to Petrobras, Cepetro/Unicamp, and the 
Department of Petroleum Engineering at FEM/Unicamp. 

REFERENCES 

Ansari. A. M .. Sylvester, N. 0 ., Sanca, C., Shoham, O. and 
Brill, J. P., 1994, ·• A Comprehcnsivc Mcchanistic Modcl for 
Upward Two-Phase F'low in Wcllbores'". SPE Production 
Facilities, May, pp. 143-1 52. 

Cullender, M. H .. and Smith, R. V .• 1956, " Praticai Solution 
of Gas Flow Equations for Wclls and Pipclines with Large 
Temperature Gradiens", A/ME Petroleum Trans, Vol. 207. pp. 
281-287. 

Capucci, E. C .. 1990, ''Simulação de Descarga de Poços 
Através de Válvulas de Gas-Lift'". M.Sc. Dissenalion. State 
University ofCampinas, São Paulo, Bra7il. 

Gokdemir, O M., 1992, ·'Tmnsrcnt Drifl Flux Modcl for 
Wellbores" . M.Sc. Disscnation, Unrvcrsit) of 1 ulsa, Oklahoma. 
USA. 

Harmath;. T. L., 1960. ··velocn; of Largc Drops and 
Bubbles in Media of lnfinite or Restrrcted Extent"". AJChE 
Journal. Vol 6, pp. 281 

lshii. N .. Chawla, T C and Zuber. F. 1976. "Conslitutive 
Equations for Vapor Dnft Velocrty rn Two-Phase Annular 
Flow". AlChE Journal. Vol 22. pp. 2283-289 

lshii, N. and Mishima, K., 1981. ·• Lrqurd Tmnsfer and Liquid 
Entrainment Correlation for Droplct Annular Flow'". Proc. 7th 
lnternational 1/eat Transftr Conference. MUnchen, Vol. S. pp. 
305-312. 

Liles, D. R. and Reed, 11. W.. 1978. "A Semi-lmplicit 
Method for Two-Phase Fluid Dynamics", Journal of 
Computallonal Physics". Vol. 26. pp. 390-407. 

Nickens, H. V., 1987, •· A Dynamic Computer Model of a 
Kicking Well"', SPE Drilllng Engmeering, June. pp. I 59-173. 

Nicklin, D. J .. Wilkes, J. O. and Davidson, M. A.. 1962, 
" Two-Phase Flow in Venical Tubcs", Tra1JS. Jnst Chem Engrs, 
Vol. 40, pp. 61-68. 

Press. W. H., Teukolsky, S. A., Vettcrling, W. T. and 
Flannery, B. P., 1992, Nummcal Rec1pes in C. chap. 9. 
Cambridge University Press. England. 

Santos, O. L. A., 1989. ··A Dynamrc Model of Divener 
Operations for Handhng Shallow Gas Ha.ards in Oil and Gas 
Exploratol) Drilling''. Ph.D. Thcsis, Louisrana Statc Universit). 
USA. 

Taitel, Y .. Bamea, D. and Duckler. A E .. 1980, " Modelliog 
Flow Panem Tmnsitions for Steady Upward Gas-Liqurd Flow in 
Venical Tubes". A!ChE Journal, Vol 26, pp 345-354. 

Sachdeva. R., Schmidt, Z., Brill, J P and Blais, M. R., 1986, 
"'Two-Phase Flow Trough Chokes". 6/st Annual Teclrnical 
Conference & Exhibllion, SPE I 5657, New Orleans, October. 

Wall is. G. B., 1969. One-Dmrens1ona/ Two-Pirase Flow, 
McGraw-Hill Book Co. lnc., New Yorl.., USA. 

1000 

Winkler. H. W., and Eads. P. T., 1993. " Applying Basic 
Performance Concepts of Singlc Elcmcnt , Unbalanccd Gas-Lift 
Valves for lnstallation Design", SPE Production and Facilities. 
August, pp. 211-216. 

Zuber. N., Staub, F. W., Bijwaard. G. and Kroeger. P. G .. 
1967, .. Steady Slate and Tmnsicnt Void Fraction in 1 wo-Phase 
F'low Systems'" , Technical Rcport GEAP-5417. Vol. I, General 
Electric Co. 



VIl ENCIT- Rio de Janeiro,RJ BRAZIL (November,1998) 

• PUC 
II I O 

A 11ML DEI>ENDENT FORMULATION FOR THE MODEI ING OF 
STRATIFIED SOLID-LIQUID ANNULAR FLOWS 

Misael antana M. ;Wellington Campos; Ed uardo Gaspari and André L. Marti ns 
PETROBRAS S.A - CENPES-DIPLOT 

Ilha do Fundão Q.7 - Cidade Universitária 
21949-900- Rio de Janeiro- RJ 

SUMMARY 

The cma/ysts of solid liquid str01ijied flows is a ma;or illlerest of the oilwe/1 dnlling indttslry. This 
pape r presems the .formulation and imp/emenlation of a time depende n/ approaclt for the we/1 known two 
layer model for solid liquid hori:onta/ and near hori:onta/ jlows. The formu/ation states a set o/ four 
differenllai equttttons whiclt are solved by a fim/e di./Jerence method where the variation of soltds 
concemration wltlt rime is stabltshed for typical oi/we/1 drillmg conditions. 

INl RODUCTION 

The stud} of $lrlllified solid liquid annular flows is of 
great mterest for the petrolcum engmeenng, specifically in the 
drilling arca rhiS l..md of flow describcs the phenomena involved 
in the transpon of sol1ds gencrated b) thc bit during the dnlling of 
a honzontal or htghl~ mclincd \~ell. rh1s technique is bemg used 
\\OrJd,~lde as an econom1c \\3)' of 01lfield development. Figure I 
11lustrates schemaucally the drilling of htghly mclined well. Due 
to gravitational scgrcgat10n. both sohds and dnll pipe will have 
the tendcnc) to bc 10 thc IO\\Cr ponion of the annulus fonned by 
the well walls and the dnll column. The fluid is gcnerally 
composed by a polymenc solution. This process is then 
chnractcrizcd by a stratificd solid - Non-Newtonian tluid flow in 
ecccntric annuli. lf hydraulic conditions penn1t, thc solids may be 
kept in suspension avoiding operational problems such as 
abnormal torquc and drag during drill string movcment. 

Figure 1-llonzontal Wcll Drilling 

The topic of drillcd transport during drilling has beco the 
subject of studics for many invcsugators lyoho (1980), Sanchez. 
et ai. ( 1987), Pcdcn et ai. ( 1990), who havc al i focused. on steady 
state flows. Thc dcvelopment of dril ling activitics rcquires. 

though, more rcalistic simulation of the process. which is 
typically transtem. duc to mterrupuons in the opera110ns and 
instab11ities of roei. fonnauons. \\hich tend to gencratc higher 
amounts of solíds than cxpccted. 

ln the pre~ent work thc authors propose a way to quanuf) the 
variation of the nmount of sohds removed from thc annulus '' ith 
time. during the dnlhng and Clrculauon of horizontal and mchned 
''ells Thc maiO obJCCII\C IS to prov1dc methods to evaluate the 
C\Oiuuon of bcd crosion and build up for ghen h)draulic 
conditions 

ClJITfNGS TRANSJlOR r SIMULA TION ANO THE TWQ 
LAYER MODEL 

Thc two layer model has beco originnlly proposed for the 
representntion of drilled cuttings transpon in high angle wells by 
Gavignct nnd Sobcy (1986) bascd on the good rcsults of this 
approach for thc simulntion of othcr industrial processes, such as 
specific gas-líquid flows, (Taitel and Duklcr. 1976), and hydraulíc 
transpon of solíds m pipes (Wilson, 1976). The model proposed 
by thc authors can bc illustratcd by figure 2 and is based on Lhe 
following hypothesis 

• Thc bottom la}er represents the cunings bcd. which deposits 
in Lhe annulus duc to thc acuon of gravitationaJ forces. ln this 
la}cr a fhed solíds concentration of 52'l-o is assumed. 

• The top ln> cr only contains thc carner flu1d 
• There is no shp bcl\,ccn thc sohd and liquid phases in each of 

the la)crs. 
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• There IS no mass transfer bcmccn thc solid and liquid phases. 
The solid-hqu1d S)~tem IS ancomprcSSible and its rheological 
paramcters are the sarne of the flu1d 

• The height of thc antertàce bct,~een the two layers IS constant 
in thc annular sccuon studied and, consequcntly. a hydrostatic 
distribution of prcssure alonga cross section is assumed. 

• Thc solids are chnracterized by an average d1ameter and b) 
the1r sphericity. 

This modcl can be formulatcd by a system of 2 algebraic 
equations, bascd on momcntum conservation laws for the bed and 



lhe Ouid laycrs. Thc solu1ion for lhe two unknowns, bed height 
and frictioo losses, rcquirc iueralivc approache> due 10 the non 
linearity ofthe sys1em. 

Martins and Santana ( 1990) cxpand lhe prevtous model, 
considcring solids in the uppcr layer and four different Oow 
pallems in lhe annulus. staltOnlll)• bed, mov~ng bed. 
helerogeneous suspension and pscudo homogeneous suspensions. 
The model is an adapl.ation of lhe proposal of Doron ct al ( 1987} 
for annular Oows. This model, IS formulaled b) a S)'stcm of 4 
algcbric and I integral equauons bascd on mass conversation laws 
for each phase. momcntum conscrvation laws for each layer and a 
turbulcnt diffusion concepl to describe sohds distnbuuon in lhe 
upper laycr. This modc1 bccame lhe basis of PETROBRAS 
cuuings transpon simulalor which is widely used 1n the design 
and troubleshooting while drilling complc-.: trnjectory wclls. 

T 
OD 

1 
+---'t s u s ----7 

'ti 

F1gure 2 - The T\'o Layer Model, lncluding lhe modifications 
Proposed b) Martins and Santana ( 1990) 

ln lhe following ycars, sc,cral 1mprovcmcnt> ''ere made to 
the model, based on lhe feedback from ficld operalors. Such 
improvements include spccific corrcla11ons for mlerfacial strcsses 
predic1ion Martins et ai, ( 1996). corrections for rolation effccts 
Sanchez et ai.. ( 1997) , use of d1ffercnt rheo1og1cal models for 
characterizing lhe Ouid Oo" Santana c1 ai, ( 1998) and lhe 
introduction of a permeabilil) cquation lO dcscribc Oow lhrough 
lhe bed Santana et ai, ( 1998). 

Among thc changcs in thc basis modcl. proposcd by 
Gavignet and Sobey ( 1986}, the introduction of a solid phase in 
lhe upper layer and the inclus10n of an cquation for 1iquld Oow 
through lhe bcd showcd ncglig1b1e dill'ercnce in the final results. 
For this reason, these changcs "iii not be kept in lhe time 
dcpcndent formulation. /\11 thc othcrs proved to be very usefu1 for 
lhe adcquatc rcprcsentation of cuttings transpor! while dri1hng 
high ang1e wells. 

Til E TIME DEPENDENT FORMULA TION 

The present work consists on a lirst stcp on lime dcpcndent 
solid - Jiquid stratified Oo'" modeling. The concepl of thc two 
layer mode1 is kept, but no'', un1ikc any prc' 1ous approach for 
cuttings transport ana1ysis, transient conscrvation la\\S are derived 
to describe lhe phenomena. 

For this formu1auon the basic h)·polhes1s of Gav1gnet & 
Sobey were adopted No\\, due to the time dependency. lhe 
problem "iii requíre mass and momentum conservation laws 
resulting in a four differcntial cquauons system 
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Continuirv F,guations ; 

• Solid Phase 

êJA8 êJ(A8 U 4 ) 
-= 

êJt dx 
• Liquid Pha.c;e 

iJAA (I C)iJAw iJA1{ 1 1 C)iJl 11 111 -+ - -+--+( - --
ê}t IJ dt dX 11 êh 

(I) 

iJ(AIIUII) = o(2) 

ax 

Mcaning: The rate of sohds wnount Eq (I) or hquid amount 
Eq. (2) over time is the result of convecuvc transponauon 

Geometrical Relationship 

A8 +A~ =Ar (3} 

Meaning: The total arca is equal to thc sum of arcas of bcd 
and suspension. 

Momentum Eguations 

• Bed 

(}(JB =-' q, -Ua ê}(JB- 'CaSa+ r,S, _ _!__gcos(J (4) 

d Pa ~· ~· PaAa PaAa PaAa 

Mcaning. lhe rate of change of bed -..ciOCII) ovcr t1me 
('elocll)' is momentum per untt mass) 1s the result of thc 
contnbution of many pareeis 10 Eq ( -1) I h e first tcrm 1n thc 
sccond hand is the driving force. 1 c .. a procue11on of momentum 
by lhe pressure gradient (Note: th1s term IS truly posu1vc. since 
lhe derivat1ve of pressure IS negauvc) l'he sccond term accounts 
by thc convective transport of momentum. I he th1rd. founh and 
fifih are dissipative terms due 10 viscosity and friction. The last 
represents a smk. 10 which momentum IS consumcd due to 
gravity. Eq. (5). slates thc sarne for thc uppcr layer wherc the 
coulombic (solid-solid) friction cffccts do not appcar. 

• Suspension 

êJU 10 = __ l_êJp _ U ~ êJU, _ r,~S.~ _ ~- gcos 9 (5) 
êJt Ps êJx · àx PsAs P.~A,. 

Boundary Conditions 

• At the End of Holc lntcrval 

p=pmd (6) 

Pend = pgh +ópr (7) 

The pressurc must bc known at the e\tremity of the hole 
interval under S1mula11on. Sincc thc -.crt1cnl part of the boreho1e 
is not to be simulated, the pressurc at some dcpth IS calculated 
directly "ilh the he1p of mean m1xturc dens1ty 



Atthc Bit 

(8) 

(9) 

Meamng Ourmg dnlhng. cuttings are produccd at Lhe 
bonom of thc hole. while mud IS mjectcd through Lhe drill pipe 
and bit nozzl~ I lere 11 is assumcd that the cuttings form a bed 
right away. so that, ali of thc cutungs generated at the bit 
contribute d1rectly to build thc bed. 

NUMERICAL SOI.lJ rtON: 

A finitc volume approach was used to solve thc differential 
equations systcm. lhe ~patial mesh is staggered with A/Ar 
(representcd by a) tmd P cvaluated at the center ofthc cell and Lhe 
vclocities at thc cdgcs. Figure 3 shows the schematic 
reprcsentation ofthe process for cach layer. 

'U 
I S 

•u 
I S 

I 

' U 
I S 

~ ~ ~ ~ ~ :~===p~i=l1===-~-~:------p-+ • .:.. _-a=~..J.~ _ --~ ;~~PFl>"SlON 
~ ~ ~ ~ ~ +-I p-.--t , ·--+-11 I --.-p ~ '----+·11 I ~ --~ 

1·1 i-1/2 1+1/2 i +I 

Figure 3 - Finue Volume Approach 

Continuity Eguations 

• Sol id Phasc 

Appl)' ing the finit \Oiumc approach to Eq (I): 

(1-a)A+l - (1 - a)s. .L (1 - a)* U k+l_(l-a)*U t +l 
1+1 lt J + ltl Bt+l I Bt =0 

lll llx 

(lO) 

The concept of donor cells IS uscd to account for Lhe lack of 
inforrnat1on about the variablcs at the edges of the cells. By this 
approach, the variablcs ai the edges of lhe cell rcceive the values 
from thc center of the last cell calculatcd This results in Lhe 
following relationships· 

•U8 >0=>(1-a),+1=(1-a) 1 ,.., 1+-
2 

• U8 <0=>(1-a),+1 =(1-a) 3 
t+ l t+-

2 

• U8 >0=>(1-a)1 =(1-a) 1 
I 1--

2 

• U8 <0=>(1-a}1 =(1-a) 1 I 1+-
2 

• Liquid Phasc 

The nlgebraic combinntion of Eqs. (I), (2) and (3) plus Lhe 
integration in thc wcllborc axis lcads lo lhe following forrn of lhe 
continuity cquation, alrcndy in lhe discrctiz.cd form: 

( t-a)K+tcuk+t_uk+'>+!l.L-u k+t =O 
1 st 1 Ar s, (li) 

The sarne concepl of donor cells was 8dopted. 

Momentum F.gunuon 

• Bcd La)cr 

Eq. (~ ) \\as d1scrcuzed 10 Lhe folio'' 1ng W8) · 

Hl k pk+l _ pk+l 
Us1 -Vs1 =-Vs àVnl: --'-< 1+t •-t )-

1':11 êJx PB óx ( 12) 

__ F_~~ _ -rBsn~~ +~~~ 
AnPB AsPB AsPB 

Thc scheme ts scmi-implicit, whcre Lhe vclocity is a 
func1ion of P. I hc donor-cell approach results in 

au (V k v * ) 
• V k > O=>l __j}_lk = V k 8,- Bt- 1 

Bt I 8 ax I Bt llx 

av <V * v *> • U k <O= L _8_1* =U k Hal- Bt 
H, 8 ax , H, tu 

Thc bed 'elocil). 10 the terrn of \\811 shear stresscs was 
calcul8ted, aim10g stab1liL) (Mahafl),l982), as follows: 

• U k =>2U k+l -U k 
8, 81 81 
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'r a7 =~I BP a lU ai(2U s~+t - U 8~) (13) 

Applying Eq( 12) in Eq( l i) 

( I 2 /aSa>l*u k+l _<, au8 rasa r;S; -+ --. L" --va + +--
& AaPB 1 1 ~ AnPs AsPa 

c ~k d lk+l (14) 
- g cos(8) +__!L >I~ - ~ ...!... 

ót p8 ,ax, 

• Suspension 

The sarne approach is uscd for lhe uppcr laycr momentum 
cquation. 

<-1. +2 fsSs )u/+1 =<-Us aus -+ -rsSs 
~ AsPs ax AsPs 

iik k+l 

r;S; 'o))l* ~P ----gcos~ . -
AsPs ' , ax' 

( 15) 

Solution 

Tbe proposed discretization schemc results in a 4 unknowns 
(a. P. U, and U8 ) and 4 equauons (10. 11. 14 and 15) algebraic 
system. For each time step, the 4 equauon system as solved for n 
cells representing each scction of the wcll. Since Eqs. ( 14) and 
( 15) are only functions of prcssure, thc system is reduced be to 
only two equations for each cell, whcre the unknowns are alfa and 
P. 

The resulting non-lincar system is solved by the well kn0\\11 
Newton Method. 

RESULTS 

The following results reproducc typical siluntions for the 
drilling of horizontal wclls. The approach is to study the effect of 
perturbations on an initial condition. Two cffects will be 
analyzed: increase of fluid flow rate on bed crosion and increase 
of rate of penetration (or solids flO\\ rate) on bed build up. Ali the 
cases were run for lhe following well gcometry: 

Length = 600 m 
00 = 12.25 in (0.31 m) 
ID = 6 5/8 in (0 17 m) 
lnclinaúon = honzontal 

Effect of Fluid Rheology 

The effcct of fluad rheological parameters on lhe erosion of 
a 43~o of 00 bed height. at the sarne flO\\ rate. can be illustrated 
by figures 4 and 5. Figure 4 shows a less viscous fluid (k=0.20 
Pa.s"; n=0.68) lhan figure 5 (k~0.37 Pa.s": n"'0.70) The more 
viscous fluid proved to bc more effcctive than thc lhinner. Both 

fluids have the sarne density. Stcady state times are also different: 
while lhe lcss viscous fluid rcached steady state in the hole 
section in about 1200 seconds. the more viscous was sull eroding 
the bed after 2000 seconds of c\ecution. 

~(X)~ 

Fig 4- Bed Erosaon '' ith thc Less Viscous Fluid 

;::. 
BIT 

POSITION 

Fig 5 • Bed Erosion \\tth the More Viscous Fluad 

Effect ofFiuid FIO\\ Rate 

Figure 6 shows the erosion of the sarne bed \\h ale pumpang 
lhe more viscous flutd ata flO\\ rate 20°o hagher than an ligure 5. 
White figure 5 shows a partial remova!. the flO\\ rate increase 
sh0\\11 an figure 6 seerns to bc cnough for complete bed remova!. 
The picture reflccts the transport mechanism by dunes and after 
6000 seconds mosl of the well was completei) clean. The 
execulion for a longer pcraod would show thc complete remova! 
oflhc cuttings bed. 
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)1 
BIT 

POSITION 

Fig 6- Bcd Erosion - lncrcased Flow Rate 

Effcct of Rate of Pcnctmtion 

The effect of solids fccd10g rate is shown on figures 7 (Rp= 
20 mlh) and 8 (Rp= 30 mlh). 'J hc figures show thc process of bed 
buíld up by a duncs mcchanism in thc beginning of drilling a 
section, where thc holc I!> totall) clean, at thc sarne fluid pumping 
rate. 

Figure 7- Bed lluild Up - 20 m/h 

As cxpectcd steady ~late bed heights are higher for lhe 
higher rate of pcnctration Thc ume for rcaching steady statc was 
aJso bigger for the h1ghcr rate of pcnetrauon (5500 s against 3500 
s). These results reflect the tendenc1es obsel"\ed cxpenmentally 
(Martins et. ai.. 1996) 

CONCLUDlNG REMJ\RKS 

Thc proposcd formulauon is an effecuve tool for the 
realistic simulauon of drillcd cuttings transport phenomena. 
Presented results 10dicate that. 10 some situations, steady state was 
not reached for umcs as big as 5500 seconds. reinforcing lhe 
limitation of using steady-statc models for field application. 

The results prcviousl)' prcscntcd show that increase in thc 
viscosity paramctcrs. in thc fluid flow rate and lhe reduction in 

the rate of pcnctrat10n of the bit contribute to lhe transpon of 
solids rn horuontnl ecccntric annulus. The phenomena mvo/ved in 
any penurbation of a stead) state, seem to be similar during bed 
erosion and bed build up processes. 

. Further de,elopment 10clude the cvaluation of transport in 
secuons of varmble geometry and 10chnation and the 10clusion of 
a source term to account for solids production from crumbling 
and cave-in of thc \\CII borcs. 

BIT 
POSITION 

Figure 8- Bcd 13uíld Up - 30 mlh 

NOMENCLATURE 

fa 
f, 
g 
h 
H 
i 
k 
p 
QT 
q, 

~ 
Se 
s, 
Ss 
I 

Uo 
Us 
X 

a 
6pr 

a 
p 

Po 
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: Cross-sectional arca ofbed (or bottom layer): 
:Cross-sccuonal arca of suspension (o r upper laycr): 
. Total annulus cross sccuon arca: 
: Sohds conecntration 10 thc bcd; 
: Boreholc d1amcter . 
. Force duc to Coulombic fricuon of cunings and hole 
wall (slippage at the wall); 
: Fanning fnction factor for Bed: 
: Fanning fnction factor for suspension; 
: Accclcration of grav1ty: 
: Bed height: 
: Ocpth ofthe end ofhole intcrval: 
: Space stcp; 
:Time srep; 
:Absolutc prcssure: 
·Total flow rate (solids + fluid): 
: Input rate of euttings at thc bit; 
·Rate of penctrauon; 
.Penmetcr ofbed in contaet wilh lhe hole \\ali: 
.Pcrimetcr ofbed thc mterface between bed and suspension: 
Perimctcr ofsuspension 10 contact w1th lhe holc wall: 
Time; 

:A,erage vciOCil) ofbed: 
:A verage 'clocll) of suspension. 
:Ax1al d1rec11on, 
.As/AT 
.Pressure drop in the annulus bel:\,een surface and 
cxtremity of hoJe interval: 
:lnclin:nion angle of the well in relation to a vertical a:l(is; 

:Mean dcnsity of mud betwcen end of hole interval and 

surfaec; 
:Oensity of bcd of cullings; 



Ps :Specilic Gravi ty of suspension: 
<8 :Shear stress at the contact bctwcen bed and holc wall 

(no 
slip at the \\BII): 

<, :Shcar stress at the mterface bctween bed and 
suspension; 

ts .Shear strcss at the contact berween bed and hoJe wall (no 
slip at the \\ali) 
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SUMÁRIO 

A conhec1da dificuldade de mmimi.=ar a difusão numénca na solução de 
escoamentos de fluidos é, também, bastante importante na simulaçl/o de resen•atórios 
de petróleo O esquema tradicionalmente empregado na avaliação dos termos de jhLro 
co11veclil•o é o método de ponderação a montanle Este procedfmemo, entrelalllo, 
mlrodu: efeitos de orientação de malha. Em malhas cun·ilfneas o problema é ainda 
mms abrangente. em jimção da liberdade de oriemar a malha para uma dada 
configuração fisica. Neste trabalho é apresentada uma formulaçiJo em coordenadas 
cun•ilínea.s com resultados preliminares utili:ando a configuração fiw!-spot Esquemas 
UDS e TI 'D são apresentados e comparados. 

INTRODUCÀO 

Cabe aos engenhe1ros de petróleo a decisão sobre a 
viabilidade de e\ploraçilo de uma bac1a petrolífera. levando em 
conta parâmetros como capacidade de produção. tipo de fluidos 
presentes no res.:rvatóno, estrutura geológ1ca da bacia e técnicas 
operacionais necessánas para realizar a recuperação. Esta decisão 
envohe custos elcvadissimos e. portanto. deve ser tomada com 
base num estudo da bac1a pctrolifera. É cxatamente neste estudo 
que a simulação numérica de resenatónos de petróleo mostra sua 
fundamental importância, jã que uma análise experimental 
completa é multo complexa. senão impossível, de ser realizada. A 
simulação numérica além de oferecer condições para um estudo 
de viabililllção da bac1a pctrolifera. também propicia o estudo de 
otimiLaçao da recuperação de óleo. sendo este um dos principais 
objetivos da engenharia do petróleo. 

As equações que governam o escoamento dos fluidos no meio 
poroso são obtida~ através de um balanço de massa para cada 
componente. Estas equações apresentam um carâter hiperbólico 
.:. pode ser dito, que o maior problema encontrado na simulação 
numérica de reservatórios de petróleo tem origem na 
aproximação dos termos de fluxo convectivo destas equações. O 
método tradicionalmente empregado (na engenharia de 
reservatório) para aproximação destes termos. é o de ponderação 
a montante (UDS - Upstream Dljferencing Scheme) que conduz a 
soluções com uma grande d1spcrsão numénca tendendo a dar um 
caráter muito diSSipatÍ\0 ao flu\0. 

Neste trabalho, pnme1ramente. mostra-se a formulação 
matemática do problema do petróleo cm coordenadas curvilineas. 
Nas seçOes subsequentes identifica-se o problema da orientação 
de malha, com o uso do esquema UDS, através da simulação de 
um problema com configuração simétnca dos poços em malhas 
não simétricas. Propõe-se a utilização de esquemas de mais alta 
ordem, mais especificamente esquemas TI'D (Total l'ariation 
DlmmiSiung). para dimmu1çllo dos efeitos de orientação. Por 
último, mostra-se os resultados obudos com a aplicação dos 
esquemas TI'D no conhecido problema de configuraçao five-spot. 
por este problema apresentar solução nnalitica para comparação. 
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Cabe ressaltar que. o obJellvo final nesta hnha de trabalho é o 
desenvolvimento de algorumos. para problemas 3D com 
discreuaçllo general11.a.da, que apresentem pouco efeito de 
onentação de malha 

Re' 1são B!bliogrâfica O efeito de onentaçllo de malha fo1 
primeiramente apontado por Todd et a/. ( 1972) Eles utilizaram 
uma configuração de poços chamada five-spot. ou seja. 
configuração formada por quatro poços mjetores cm cada face de 
um quadrado e um poço produtor no centro. como pode ser v1sto 
na fig. I. 

• • • • 
X 

• 
X X 

• • • • 
I tgura I • ConliguraçAo fi,c·spol 

Todd et a/ dcmon:.traram que os resultados dependem da 
malha utilizada c que a diferença entre os resultados decresce 
com o aumento do número de pontos da mesma. Eles propuseram 
um esquema de do1s pontos a montante para reduZir os efeitos de 
orientação. Além de Todd et a/, I to ( 1982) e Taggart e 
Pinczewsl.i ( 1985) também demonstraram que o uso de esquemas 
de um ponto a montante, ou SeJa. esquemas de primeira ordem. 
causam níve1s maceitáveis de difusão numérica. 

Yanosil.. e McCracken (1976), observaram que o efeito de 
orientação de malha provavelmente era causado, pela não 
contabilização do fluxo entre o volume onde se está calculando e 
seu vizinho na diagonal. Eles então introdu.t.iram um esquema de 
nove pontos que contabilitava este tluxo. Foram mostrados 



resultados, para várias razões de viscosidades. obtendo soluções 
praticamente Idênticas parn malhas diagonais e paralelas. Este 
esquema é semelhante aos esquemas "skew", bastante 
empregados em CFD, conforme Raithby ( 1974). Ivo (1994), por 
sua vez, também utilizou idéias semelhantes para propor 
esquemas de interpolação com termo a montante inclinado. 

Maliska ef a/. {1993) c Cunha ef ai. (1994) obtiveram 
resultados mmto próximos ao esquema de nove pontos de 
Yanosik e McCracken, utilizando malhas curvilineas 
generalizadas, com linhas coordenadas alinhadas ao fluxo do 
escoamento, c esquema de mterpolação de primeira ordem. 
Cunha observou. que são poucas as configurações onde se pode 
gerar malhas alinhadas ao fluxo do escoamento e portanto o uso 
de coordenadas cunilincas gcncrali7adas não elimina a 
preocupação com a d1fusão numérica 

Com o mtullo de obter soluções com pouca d1fusão numérica. 
consequentemente com minimiLação do efeito de orientação de 
malha e sem provocar o aparecimento de soluções não tisicas 
observadas em esquemas de segunda ordem. llarten et a/. ( 1983) 
introduziram o conceito de métodos TI 'D para equações 
hiperbólicas em coordenadas cartesianas. 

Rubin e Blunl (1991) introdu7irum um esquema TVD 
aplicado nos fluxos. para modelos 8/ack-Oi/, cm coordenadas 
cartesianas com formulação totalmente implicita ou IMPES. 

Pinto (1991) utilizou TI 'D para malhas cartesianas não
uniformes e aplicou o esquema dirctomentc nas permeabilidades 
relativas e não no nuxo. como eomumentc era feito. Ficou 
mostrado que existe pouca diferença cm aplicar o TI 'D nas 
permeabilidades ou nos termos de nuxo. 

Mota (199~) fez a extensão do TI 'D de Rub1n e Blunt parn 
coordenadas generalizadas. aplicando o esquema nas 
permeabilidades relativas. 

FORMULACÃO 

Antes de se escrever as equações go' emantes do problema do 
petróleo, deve-se Identificar o modelo flsico adotado. Neste 
trabalho utiliza-se o modelo chamado de black-oil padrão. Este 
modelo assume escoamento ISOtérmiCO constituldo de três 
componentes (água, óleo c gás) e três fases (água. óleo e gâs). 
Também é considerado que as fases água e óleo são im1scíveis e, 
portanto. não trocam massa e os componentes água e óleo não 
vaporizam na fase gás, mas o componente gâs pode dissolver-se 
na fase óleo. O modelo b/ack-oil, embora SeJa ltmitado. é bastante 
utilizado para reservatórios de petróleo que apresentam óleo 
pesado e de baixa volatilização 

Modelo Matemático. Aplicando-se os balanços de massa para 
cada componente obtém-se as seguintes equações 

:, ~p'" z"']= v.[ÀwV<!>"']- m"' 

.i.~pmzo l= v.(xoox'v<t>o ]- x oomo 
êJt 

1.._~m ]=V.~"V<J>" +À"V<J>" +ÀS: V<J>S: ]
àt 
m" -m" -mg 

onde. 
$ 
pm 
)..P 

<J>P 

- poros;dade; 
- densidade da mistura; 
- mobilidade da fase p; 
- potencial da fase p: 

(I) 

(2) 

(3) 

10()8 

mw. m0
, m8 - fluxo de massa de água, óleo e gás 

zi - fraçao mássica do componente i; 
X 00 

- razão da massa do componente óleo na fase óleo 
pela massa da fase óleo. 

A Eq. (I) expressa a conservação de massa do componente 
água. a Eq. (2) expressa a conservação da massa do componente 
óleo e a Eq. (3). que é obuda da soma das Eqs. (I), (2) e a 
equação da conservação de massa do componente gás, expressa a 
conservação da massa total Diz-se que a Eq (3) é a equação da 
pressão. pois é usada no processo Iterativo para o avanço desta 
variável. 

As incógnitas do problema silo P"'. P". P'. /..w. Z0
• z• mas as 

equações disponiveis são apenas três. Eq (I). Eq (2) e Eq. (3). 
Portanto. necessita-se de ma1s três equações. dadas por 

z$ =1-Z" -Z0 

P"' =P0 -P"" 
pll = p o + p <·Of( 

(4) 

(5) 

(6) 

A Eq. {4) é a equação de restrição e as Eqs. (5) e (6) são 
equações que relac1onam as pressões de cada fase através de 
capilaridade. 

Nas equações de conservuçllo de massa aparecem os 
potenciais das fases, que podem ser escritos da seguinte maneira 
utilizando as Eqs. (5) c (6} 

Cl>" = Po -pCUH +y": 

ct>" = P" +r"= 
ct>lt = po + p <OII + yll: 

{7) 

{8) 

(9) 

Nas Eqs. (I), (2} e (3) a mob1ltdade da fase pé dada por 

AP = U '7' pi' 
J.l p 

(lO) 

onde. k. krp e JJP silo. respectivamente. permeabilidade absoluta. 
permeabilidade relativa do componente r na fase p c viscosidade 
da fase p. 

Como pode ser visto nas equações acima. o modelo 
matemáuco adotado utiliza as frações mássicas c a pressão do 
óleo como variáveis primárias. 

Transformação e Equacõcs Aproximadas. As equações 
governantes. Eq. (I), Eq. (2) c Eq (3), são aplicadas à situação 
tridimensional, visando a solução de escoamentos de petróleo em 
n:servatórios de gcomctrtas irregulares. Tendo isto cm mente. há 
dois caminhos a serem scgu1dos. Integrar as equações de 
conservação na geometria irregular ou transformá-las parn um 
novo sistema coordenado. Neste trabalho utilita-se o segundo 
caminho, que consiste em transformar as equações governantes 
para o novo sistema e então mtcgrar as equações transformadas 
no dominio regular como descrito em Maliska ( 1995), ver fig. 2. 
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)~ 
Figura 2 • Domlnto Ostco I! \Oiurnc di! controle l!lcmcntar 



Daqui em dtantc trabalhar-se-!\. por simplicidade, apenas com 
a equação da conservação da massa do componente água, que 
também passará a ser chamada apenas de equação da água. 
Portanto, transformando a equaç!lo da água. vem 

1-..L~-=· )+~= 
J at J 

a [ • ael>" • ael>" • ael>" ] - On--+0,2--+0u-- + 
ac ac a~ ar 

a [ ael>" ael>" ael>" ] - 021 --+ D!:, --+ 021 -- + 
a~ aç ~ a~ ar 

(li) 

- o;,--+Oj2 --+D;1 --
a [ ael>" oel>" iJCl>" ] 
iJy aç a~ ar 

onde. 
J - jacobeano da trnnstbrmação de coordenadas; 
e. TJ, y -sistema de coordenadas curvillncos: 

( 12) 

com i, j = I. 2 ou 3 c x 1, -.:
1 c x1 são respectivamente, Ç, 11 e y. 

Portanto. or2 é 

( 13) 

As equações transformadas para o componente óleo e para 
pressão são simelares. Para se obter a equação apro-.:imada é 
usado o método dos Volumes Fmitos. que é baseado na 
integração da equação de balanço na sua forma conscrvativa. ou 
seJa. na forma divergente. Integrando no tempo e no espaço a Eq. 
( I I). tem-se 

7[ ~ .. Z" )" - ~'" z • }; }~r+ n; M'L\1 = 

[ 
~· (Jcl>" ~· J o,~ T+Dtz """ir!+ o,"; T. t.Tit.rt.r-

[ ~·· ~.. ~"] o,~ T+ o:; """ir!+ ot1 T "'t.~t.rt.t+ 

[ 
~"' )\(!>" ~" J o;. ar-+ DJ'2 ~· DzJ T 11 óÇó}'AI- ( 14) 

[ ~~~· ~· ~·] o;, T+ Di'l """ir!+ Dn T . óCó}'At + 

[ ~·· ~· ~·] o;. T+ Di'l ""'ãrr+ oj1 T , t.Çó~ót-

[ 
c)l)" ~· ~· ] o;. T+ o;: ""'ãrr+ o;1 T 

6 

t.Có'lót 

Note que os termos D,r ver Eq. ( 12), deverão ser calculados 
nas interfaces leste (e). oeste (w), norte (n). sul (s). frente {t) e 
atrás (b) do volume de controle elementar Portanto as 
mobtlidades. que são armll.l.enadas no centro do volume de 
controle, deverJo ser avaliadas nas interfaces. É importante 
observar que. aproximar satisfatoriamente as mobilidades nas 
interfaces dos blocos. ou SeJa, sem provocar grande difusão 
numénca, é o intuito deste trabalho. Na próxima subseção serâ 
apresentado a função de interpolação UDS deixando para uma 
seçao subsequente a dcscriç!lo das funções de interpolação TI'D. 

Maiores detalhes sobre as aproximações das derivadas dos 
potenciais, do processo de linearização e da integração das outras 
equações de conscrvaçao, podem ser vistos em Maliska ct. ai. 
{1997). 

Esquema de um Ponto a Montante WDS - Uostream 
Dtflérencing Scheme). O esquema a montante é o mais simples e 
está' el de todos os esquemas. porém é um esquema de primeira 
ordem e altamente d•fustvo. Conseqüentemente. provoca erros de 
difusão numérica muitas ve1es tnaceilâveis. 

Utili1.ando o esquema UDS. para a avaliação das mobilidades 
nas interfaces do volume de controle. aplicada. para exemplificar. 
na mobilidade da água na mterface leste (c). vem 

onde, 

(a:;;"' 1 = (G11 Cl>(' +G1 2<~>;; +G13Cl>;·). 

D~' G __ •J_ 
IJ- )../' 

(15) 

( 16) 

(17) 

A Eq. ( 16) define a derivada normal do potencial da água na 
interface leste, o qual indica o sentido do Ouxo nesta face. Pode
se observar que a mobtlidade. no esquema UDS, assume o valor 
da propnedadc do volume de controle que estâ atrâs da interface 
em rdaçllo ao sentido do escoamento 

IDENTIFICACÀO DO EFEITO DE ORIENTACÀO DE 
MALI IA 

Esta seçâo 'isa reconhecer o problema de orientação de 
malha, atra\éS da simulação, utilizando função de interpolação 
UDS, de uma configuração de três poços, um injetor e dois 
produtores, dispostos simetricamente mas com malhas não 
simétricas. 

Simulou-se este problema originalmente idealizado por I legre 
er ai. ( 1986), com algumas modificações que já serão explicadas. 
Almeja-se aqui, quantificar os resultados de cone de água para 
diferentes orientações de malha, comparâ-los e com isso obter 
uma ordem dos erros devido a não simetria da malha. A 
configuração do problema pode ser visto na fig. 3. Como pode-se 
observar, a disposição dos poços produtores em relação ao poço 
injetor é simétrica c portanto a frente de água deveria alcançar os 
poços produtores no mesmo momento. O instante de 
aparecimento de água nos poços produtores é chamado, na ârca 
de petróleo. de irrupção (breakthrouglt). 
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Produtor 1 

• P:odu~or 2 . ... 

o 
~ 
" 

• ln)etor • 1200 Ct ,. __ ,. 
Fogura 3 • OisltibulçAo e configuraç4o dos poços 



Tabela I - Alguns dndos relevantes do problema dos três poços 

Volume Poroso I 62xl0 m 
Porostdade 019 

Volume Poroso da célula do poço 2 86xl0' m 

V37..ão no lnjetor 1920 bbl/dia 
(3 .53xl0'1 m1/s) 

VazAo nos Produtores I 000 bblldaa 
(I 84xlo·' m'ls) 

No anigo de Hegrc et a/. as fronteiras do reservatóno 
acompanhavam a onentaçllo da malha. causando dúvida na 
comparaç<lo dos resultados, pai!. os casos de,enam diferir apenas 
na malha. Com base neste comcntáno, Idealizou-se malhas, para 
o problema. com as fronteiras maheradas (ver fig. 4). 

e Foço l'locJJICt 

• l'oçO injeiOt 

Figura 4 ·Malha para o problema proposto com onentaçAo preferern:aal (60°) 

Como pode-se observar na fig. 4. C\istc uma ''ligação"' direta 
entre o volume que contém o poço inJctor e o que contém o poço 
produtor localizado a di reita Consequentemente há um cammho 
preferencial. ou seJa. um cammho ma1s fâcal e por conseguinte 
mais rápido. para o avanço da frente de água. Deve-se notar que, 
a saturação da água. cm qualquer bloco. só pode crescer acima do 
valor irredutível somente quando a mob1hdade da água. em pelo 
menos alguma das fronteiras do bloco. se tomar nllo-zcro. Isto 
mostra que. um caminho preferencial. isto é, um caminho mais 
direto para a transmissão das transm1SS1blidadcs (mobilidades). 
provoca o avanço da frente desigualmente. A fig. 5 compara os 
resultados deste problema para malha cartesiana. cartesiana 
refinada e a malha com orientação preferencial. Nota-se que, 
corroborando com o que foi dito acima, existe acentuada 
discrepância entre os gráficos de corte de água e que a irrupçllo 
no poço alinhado está bastante adiantada. 
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ESQUEMAS PROPOSTOS 

n 'D (Total Variarion Dinumslung). Os métodos TJ'D silo 
métodos que introdu.Gem um termo anti-difusivo ao esquema de 
um ponto a montante e um limitador para que. em reg1ôes de 
gradientes suaves, o esquema seja de segunda ordem c, cm 
regiões de descontinuidades, o esquema seja de pnmeira ordem. 

Pinto (1991) aplicou o esquema TI 'D, para malhas 
cartesianas, no cálculo das permeabilidades relativas nas 
interfaces. Justificou-se a Slmphlicaçdo cons1derando-se a 
permeabilidade relativa como um fluxo Os resultados 
apresentados por Pinto mostraram que a aphcaçao do esquema 
TI'D nas permeabilidades rclauvas ou nos fluxos f37 pouca 
diferença. Neste trabalho aplicou-se o esquema TI 'D nas 
mobilidades. para um sistema de coordenadas generalizado, como 
fez Mota ( 1994}. que é composto pelas permeabilidades relativas. 

A mobilidade na face leste pode ser apro\imada por 

;. =).uns +A 'i'( vos) 
~ ~ t \"r (I 8) 

onde. 

).~·os • mobilidade no volume tmcdaalamentc a montante 
da face leste; 

A, • termo de segunda ordem, ver Eq.( 19); 

'i' • limitador de fluxo. 

r:'05 
• razão de termos sucessivos de segunda ordem, ver 

Eq.(20). 

A = I.t'()s • V). 
• 2 ' ( 19) 

IIDS A<- op.<tr.,.._ r =--=~:::;..;.;;;;;... 

' A, 
(20) 

onde. 

zf,ns . vctor compnmcnto na dlrt:çllo ç do volume 
imediatamente a montante da interface leste. 
vcrEq (21), 

V)., · gradiente da mob1hdode na interface leste; 

A,_Nplfm"" • termo de segunda ordem no face 

imediatamente a montante da anterfacc leste. 
comparar Eqs. (20) c (25). 

-~ f. . . ·\ 
LUDS =lflÇ · X{í +AI) )'~ j+Ay · :~kJ/1/JS (21) 

Exemplificando a utilização do TI'/) para avaliaçao das 
mobilidade da água na interface les1c (c). vem 

Se [( a:·l < + então 

À, = Àp + A, 'i'(r1. ) (22) 
-{ 
Lp -

(23) A =-• V). • 2 t 

-~ 
L p - (24) A =-• V).,. • 2 

A •. 
{25) rp=-

A, 

É interessante destacar, para um caso cartesiano. que quando 



'I' (r)= I. obtém-se um esquema de 21 ordem: 

't'(r )=r • obtém-se um esquema de dois pontos a montante; 

't'(r )=O. obtém-se um esquema de ponto a montante: 
'I' (r)~ 2 • obtém-se um esquema de ponto a frente. 

Nesta seç:lo definau-se como se aplicar o esquema TI 'D nas 
equações de petróleo de forma geral. sem espcc1ficar nenhum tipo 
de limitador Sení mostrado agora os limitadores implementados. 

TI 'D com limitador de Van Lccr. O limitador de Van Leer 
está dentro da reg1llo de Swcb) que é definida por 

Os 't'(r )s man(2.2' ) (26) 

É calculado através da scgusntc expressão 

() lrl+r 
't' r = -;-:-r.:r 

1+1'1 
(27) 

TI 'D com limhador de 3" Ordem. O limitador de 31 Ordem é 
função de r e é calculado atrnvés da scgusntc expressão: 

'l'(r )= ..!..(2 +r) 
3 

(28) 

Pmro mostrou que este limitador sa1 fora da região de Sweby 
em alguns trechos c por conta disto, sugere restringir o limitador 
de 31 Ordem aos lim1tes da região de Sweby. o que é feito neste 
trabalho. P1nt0 n1ndn comenta que, se este limitador não for 
restringido pode nâo produ7ír um esquema TVD. 

RESULTADOS 

Como primeiro passo. escolheu-se, aplicar o esquema 
proposto para malhas cnncs1anas no problema five-spot. Este 
problema possui soluções anallt1cas para comparação c tem todas 
as caracterlsticas necessárias face o estudo do efe1to de orientação 
de malha. O passo seguinte será util izar os esquemas TVD em 
problemas com malhas gencrali7adas, como o problema dos três 
poços. e avaliar o quanto este esquema reduziria o grande efeito 
de orientação de malha apresentado nos resultados obtidos com o 
esquema UDS. 

Problema Bidimcnsjoonl com Geometria fi've-SoOI. Este 
problema foi resolvido por Ptnto ( 1991) e consiste na injeção de 
água cm um rescrvm6no bidimensional, homogênio, isotrópico e 
horizontal com configuração /i1·e-spor. A tabela 2 traz os dados 
referentes a este problema 

Tabela 2 - Dado~ do probtcma/ll'<'· <pol 

Pftssdo tniCial 3000 PSI (2 07x I 0 Pa) 
Saturaçtlo tn1c1al de agua 0.0 

Espcs~ura S.Om 
Compnmcnto 706,9m 

Largura 7069 m 
Poros1dade 0.05 
Dens1dnde p" =p"=IOOO kglm' 

ViSCOSidade p" = JJ u = I cp (10'1 Pas) 

Fator volume de formaçao 8,. = 8° =I 
Pcrmenbihdade absoluta 200 mO ( 1.97x I o·u m") 

Pcrmenbihdade relativa à água S .. 
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Permeabilidade relativa oo óleo S" 

Vvao de àgua mJetada 5000 STB/d 
(9.20x lO'' m'lsj 

Vazão de llqu1d0 produ11da 5000 STB/d 
à.t mâx1mo lO d1ns (8 64xl0' s) 

à.t mln1mo 10 .. dias {8 64xl0 ... s) 

Para a malha diagonal a geometria é V. de frve-spor e para a 
malha paralela a geometrta passa a ser ''2 de five-spor Por ISto as 
dimensões da malha paralela são 1 OOOm x I OOOm x 5m 

calculadas por um fntor de .fi Simulou-se a malha diagonal 
IOx iO c 30x30 e a malha paralela 14xl4 e 42x42. As soluções 
serão comparadas com a solução semi-analitica de Le Blanc e 
Caudlc ( 1971 ), apresentada por Pinto. 

As figuras 6. 7 c 8 apresentam os resultados obtidos. para este 
problema, aplicando-se UDS, TVD de Van Lecr c TJ'D de 31 

ordem. Pode-se veri ficar que: 
• Como era esperado, as soluções obtidas pelo método 

UDS apresentam grande difusão numérica. O efeito de 
orientaçllo de malha é bastante pronunciado: 

• Os esquemas TI'{) apresentaram soluções com difusão 
numérica c efei to de orientação de malha bastante 
menores; 

• Os esquemas TI 'D obtiveram resultados melhores que o 
esquema UDS para uma quantidade de células nove 
vezes menor, ver figs. 7 e 8. 

A tabela 3 apresenta em volume poroso as diferentes 
irrupções de água para cada esquema. A irrupção é identificada 
quando o \a!Or de corte de água chega a l~o. 

01 

-~ 
..... (.Ql . ...... dog:rtoi~IOwl ) 

o e - - (,Ql . ...... _ (\4rl4 wd ) 

02 

0~~o----~0~2--~~o~.~~~o~.----~~----~~.~o~ 

\támt -lrjUio 

F1gura 6 t>roblcmn fll ·e-.rpm, (/DS 

01 --- J\Oclti/WI~ ...... cllgiN (IO.!Owal) 
• 1\0óti/WI~ ...... -~14wal.) 

-ta· -~!Jkll)wal ) oe 
-· ta --(Q-Gwal j 

02 

F•gulll 7 Probtemafll'd·lf'OI, (//),li~ TVD de VM L«r 



~ 
fj 

OIJ- --s..;-
-• -IIOclt"r~ ·--ciQni(IO.IOwd) 

• I\Odt-r~.,.....,.._,,.u.c~l 

~ f.G · _....,l»<ll•d) 
OH· • f.G · mihi,....(GtCZwd) 

,. o• 
8 

02 

40oo 02 o• • oe oa 10 l.tM!t--
r1gura 8 · Problema /h'<'·lf"'l lf[)S ' 11 '/1 de J" Ordem 

Tabela 3- Resuhadoi doi d1fcrro1es br<!akthmu.l!• (~n \Olume poroso .nje1ado) 

Malha Malhn Lrro Erro rclatt\ o 
Dcagonal Paralela absoluto o.• .. 

UDS 0.430 0.341 0.089 20,7 
UDS 0.546 0.490 0.056 10.3 

relinado 
rrDdc 0.583 0,558 0025 4,3 

Van Leer 
TI'D de 3 0.583 0,583 0.000 0.0 

Ordem 

CONCLUSÕLS 

Neste trabalho apresentou-se uma metodologia numénca para 
sunulaçào de escoamentos trífásicos cm rcser\ a tório de petróleo 
com enfoquc no problema da aprm.cmação dos termo!> 
con,ccta,os. Mostrou-se que para as equações do petróleo este 
problema conscste na avaliação da.~ mobllcdades nas interface~ de 
um volume de controle. Detalhando a Implementação do esquema 
UDS e simulando um caso. c\ ideneiou-se a dcspersào numérica e. 
consequentemente. o efeito de orientação de malha causada pelo 
emprego de uma função de interpolaçflo dissipauva 

Propõe-se a utllililçllo de esquemas de mais alta ordem. com 
o fim de dcmcnucr a dafusào numérica Para tanto. c:~.phcua-se a 
a\ahação das mobahdadcs por esquema~ n D aplicados cm um 
sistema gcncrahtado 

Compara-se os esquemas TI 'D com o CDS para um problema 
bcdcmcnsconal com configuração jh·e-spol Conclui-se. para este 
caso. que os esquemas n ·o apresentam um efeito de orientação 
de malha bastante reduLtdo c obtêm resullados melhores que o 
L DS para uma quuntidade de \O lumes nove \Ctes maior 
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ABSTRACT 

The wc/1 /..nown dtfficuif)' ofminimi:mg numerical diffi/Sion 111 

rire solurioll of jlrnd fiou s IS ais o an tmporrant problem 111 

perro/eum rescn·orr sJmulatloll Tire reservorr smmlatron 
norma/h uses L pstream Diflerem:mg Se/reme to apprO.\Imate rire 
com:ecllw! jlo11 terms Tlus procedure brings gr~d ommltltwn 
efficts. 111e problem is more amp/e 111 mmorrhogonal boumlarr
jiued grids, due ro the /iberl)' oj orient the grid for some phys1c 
conjiguratron 7his work presenls a formulation in bOJmdary
jilled coordrnates w/lh results i11 a jive-spot paltern. Upstream 
Diflerencmg Scheme and Total l'ar1ar1on Drmimshmg Schemes 
are presemed a11d compariSOits arl' matle berween rhem 
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SUMÁ RIO 

Ao smw/ação numérica de reservatórios de petróleo. a manetra usual de 
linean:ar as equações de conservação é atral"és do método de J\cwlon Utili:ando
se coordenadas generali:adas (boundary-fltted coordinares), duas estratégias 
distimas podem ser empregadas para a obtenção da matriz Jacob/ana. Se lodos os 
termos não-ortogonais são tra1ados implicitamente. lem-se uma matrt: Jacobicma 
com de;:enove diagonais A outra estralégia é tratar apenas os termos relalivos an 
problema ortogonal impllcitame.me, avaliando os termos nt1o-or/Ogonais na 
itera~ão all/erior Mesmo não afewndo a qualidade do resultado. esta 1écnica pode 
afetar a taxa de convergência do método Neste artigo. o comportamento do 
merodn de volumes [tm1os não-orrogonal é analisado para ambas as eslratégtas 
Resultados para vános graus de não-orrogonal1dade são apresemados. 

INTRODUCAO 

A Simulação numcnca de rcscrvatónos é uma ferramenta de 
\ ttal 1mportânc1a para o cngcnhc1ro de petróleo. uma vez que a 
simulação completa em laboratório é 1mpossi\el de ser efctuada. 
Podendo csttmar o escoamento do óleo. água e gás em meios 
porosos. toma-se uma ferramenta extremamente uttl no auxilio a 
1mportames decisões técnicas e econômicas a respeito do 
reservatório. tn1s como: produção de óleo estimada. locali7_ação 
de poços injetores. v1da de um dctcnninado poço. etc. 

Desde a introduçllo dos métodos numéricos na engenharia de 
petróleo c ainda hoje. a discretização baseada em coordenadas 
cartestanas é extensivamente usada devido a sua fâcil construção, 
Simplicidade das equações discrcti1.adas e r6pidu implementação 
do código computac1onol No entanto, n discrcti7açào cartesiana 
apresenta consideráveis desvantagens para modelar 
satistàtoriamentc reservatórios com geometrias complexas. falhas 
geológicas e/ou configurações complexas de poços. 

Visando contornar estes problemas. surgiram modelos mais 
eficientes no tratamento da geomctrm de reservatórios. Tanto 
malhas estruturadas, quanto não-estruturadas. têm sido 
exploradas. No campo das malhas estruturadas. J-lirasak1 e O'Dell 
{ 1970). Sharp e Anderson ( 1985). e Sonu.:r e Chaumet (1974) 
mtrodu1iram o uso de malhas curvillneas onogonais. 
promo,endo a modelagem de geometnas e configurações de 
reser\'atórios um pouco mais complexas. Entretanto. a maioria 
dos rcscnatónos reais possuem contornos mu1t0 irregulares 
di fi cultando a geração de malhas ortogonais. ainda mais quando a 
geometna e-..1ge uma diScretização tndimens10nal. !'vlais 
recememente. Bntto et a/ ( 1991 ). Maltska et al ( 1994. 1997) e 
AavatsmarJ... e1 a/ ( 1994 ). fitemm o uso de sistemas cun ilineos 
não-ortogonais. ou generalizados. visando abranger o maior 
número possível de geometrias. dispos1ção de poços e 
configurações geológicas de reservatórios com malhas 
estruturadas. 

Este ttpo de malha requer um esquema numérico envolvendo 
mais pontos do que os sete necessários para uma discretização 
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onogonal trid1mens1onal Uttlizando a formulação totalmente 
implícita c o método de Nt\\ton para a linerização do sistema de 
equações. ISto implica numa matn.r Jacobiana com dezeno"e 
diagona1s 

Com o Objetho de manter a mc:.ma forma da matnt Jacobina 
do problema cartes1ano. Maltska et a/. ( 1997) propuseram 
calculá-la de forma 1ncxata a"aliando os termos pro\enientes das 
derivadas crut.adas na ttcração antenor Segundo os autores. 
apesar deste procedimento não se constituir em erro na 
aproximação das equações. pode afetar a taxa de convergência. 
Em virtude disto. justtficam o emprego desta técnica para malhas 
ditas ··quasi-onogonais", onde a distorção dos volumes com 
relação a configuração ortogonal é pequena. Entretanto. ainda não 
são conhecidos valores quantitativos para indicar o quanto a 
distorção da malha mnucncio na taxa de convergência e também 
se a resolução da matriz. completa reolmcnte acarreta um maior 
tempo de CPU quando sol1·ers de sistema ltnear robustos são 
utilizados. 

Este artigo apresenta uma comparação entre as estratégias 
numéricas acima descritas. uma utililllOdO a matriz Jacob1ana 
com suas 19 d1agonais e outra com apenas as 7 correspondentes 
ao problema ortogonal. Os testes foram feitos em malhas 
tridimensionaiS com dtfcrentcs graus de não-ortogonalidade. 

FORM l lLACÀO 

Neste trabalho uttlt7ou-se o modelo black-oil padrão. que 
consiste no escoamento isotérmico trifásico (ãgua. óleo e gás) a 
três componentes (água. óleo e gás). sendo que a única 
solubilidade possivcl é a do componente gás na fase óleo. Este 
modelo tem vasta apltcaçdo na indústria do petróleo c usualmente 
é indicado para a simulação de óleos pesados e de baixa 
volatilidade. 

Do balanço de massa para cada componente. desprezando-se 
o termo difusivo (Lei de Fick) c empregando a Lei de Darcy para 



a velocidade cm um meio poroso, obtém-se o seguinte sistema de 
equações governantes 

~~p"'zw ]=vkvc:>" ]-m· at 

~~p"'Z0 1= V [x"").0 V<I>0 1- X'"'m" 
O/ 

.!_~·]=V ~."V<!>"+ ).0 V4>0 +).'Vc:>']ot 
m" -m0 -m1 

(I) 

(2) 

(3) 

onde ~ . ).P • X"". Z' , c:>'. p• c mP são a porosidade. 
mobilidade da fase p. fração mâss1ca do componente óleo na fase 
óleo. fração mâssica global do componente c. potencial da fase p, 
densidade média da mistura e fluxo de massa de produção/injeção 
da fase p. respectivamente Os super-lndices \\, o c g 
correspondem, respectivamente. às rases ou aos componentes 
água. óleo e gás. 

A Eq. (I) expressa a conservação da massa do componente 
água. a Eq. (2), a conservação da massa do componente óleo e a 
Eq (3) é a conservação da massa global c é obllda pela soma das 
duas primeiras mais a equação de conservação do componente 
gás. Desta forma, pode-se observar que as vanâveis presentes são 
as frações mássicas globais da <\gua c do óleo c os potenciais das 
fases. sendo que a fração má~s1ca global do gás é obtida através 
da equação de restrição 

zg =t-z• -z• (4) 

Os potenciais das fases podem amda ser relacionados com a 
pressão do óleo e as pressões capilares atra"és das relações 
aba1xo 

c:>" =P"-P'"" +r"= 
<I>"= p• +r"= 
<J>I = po + p"'l. +rll: 

(5) 

(6) 

(7) 

Desta forma as variáveis primitivas passam a ser as frações 
mássicas globais e a pressão do óleo. P" 

É imponante salientar que este tipo de formulação com base 
nas fraçõcs mássicas, ao invés da fomlulaçdo usual que utilim as 
saturações como var1áveis primitivas. foi empregado por facilitar 
a construção do código computacional devido u não ocorrência de 
desaparecimento da fase gâs em condições de óleo subsaturada. 
Esta técnica é descrita em detalhes por Prais c Campagnolo 
( 1991) e Maliska et a/. ( 1997). 

Nas Eqs. (I), (2) e (3) a mobilidade da fase pé dada por 

),P = kJr.'P pP 

JJ" 
(8) 

onde. k. k"'. p" e JJ". silo a permeabilidade absoluta. 
permeabilidade relatl\3 à fase p. densidade da fase p e 
viscosidade da fase p. respectivamente. 

Transformacl!o e Eguacões Aprox1madas. V1sando obter as 
equações na sua forma d1screta. empregou-se o método dos 
'o lumes finitos cm coordenadas gcnerahl3das Desta forma. as 
equações são transformadas do sistema cartesiano (x, y. z) para o 
sistema coordenado curvilíneo (Ç. fi, y). levando o problema do 
domínio fisico para o computacional como esquematizado na f1g. 
I. 

8 

·~: " • I E 

D 

~~ 
Figura I • Dommao lis1co c volume dtscrcto no plano computacional 

Por simplicidade. daqui cm d1ante. será mostrado apenas o 
processo de discretização para a equação de conser,açào do 
componente água ou equação da água. sendo. os passos. 
similares para as demais equações. Desta forma a equação 
transformada da água assume a forma 

I a L , ., 1 m" () [ ,, dcl>" ,. dcl>" ,. dcl>" J --19p Z .t+-=- D11-+Dp-+Dn-
J ar 1 aç a~ • àry ar 

a [ .. à<l>" .. à<l>"' "' à<l>'' J +- Dz~--+D2:--+Dzl--a'1 aç ary ar 

o [ " à<l>.. .. i)<!>.. .. il<1>.. ] +- D31 --+D32-+Dll-ay a; aTI ar (09) 

onde, 

o· =~[~. · ~+ ay' ih'J + ae (h i] 
IJ J ax ih' Cll· ~· a: a: (lO) 

e x'·'. com '· j = I. 2 c 3. correspondem a Ç. 11 e y. 
respecuvamente. 

Neste ponto é mteressantc notar que. dcv1d0 as denvadas 
cruzadas onundas da mlo-ortogonaltdadc da malha. tem-se nO\C 
tennos possíveis de derivada dos potencta1s. Lste fato também 
pode ser ev1denciado pelo aparecimento das nove componente!> 
do tensor métrico através dos o,; Para SIStemas ortogonms. ter-

se-la apenas três termos. Dt1 oc:>" ja~ . o;2 0<1>" ja, e 

Dj3 0<1>" lar. 
De posse das equações translbrmadas, o método dos volumes 

finitos, que consiste na intcgrnçdo das equações na sua forma 
conservativa, é utilizado para se obter as equações aproximadas. 
Integrando a Eq. (9) no tempo c no volume de controle do plano 
transfom1ado da Fig. I, obtém-se 

~ [~"'Z" )1• -~p"' 1." r,, }~t + 
11
; Al'ót = 

[ 
dcl>. à<l>.. à<l>.. ] 

D~1-+D;',-+D."3- AT)Â}Ó/-aç · ary ar 
• 

[ 
à<l>.. à<l>.. à<l>.. ] 

D."1-+D;',-+D:J- t.r}t.}ÓI+ 
iJÇ - ary ày . 

[ 
à<l> M iJ<I> • iJ<I>" ] 

D~1-+D~.-+D~1- 610"')01-- aç - ary • ar ..,... 
~ 

[ 
à<l>" iJ<I>. à<l> ~ ] 

D~1-+D:,-+D~3- t.Çâ)OJ+ · a~ -- a · ar ., Tl • 
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(12) 

As denvadas dos potenciais. que aparecem no interior dos 
colchetes na equação actma, são avaliadas usando diferenças 
centrais. Isto, para uma malha não-ortogonal. en\'OI\'endo as 
derivadas cruLadas. tmpltca no aparcctmento de dezoito ,·izinhos 
ao \Oiumc P, sets dtrctos (E. W. N. S. T. B) e doze ··diagonais'' 
(BS. BW. OE. BN. SW. SL. NW. NL TS. TW. TN. TE} como é 
mostrado na fig. 2. Este ttpo de configuração. como será 
detalhado mats adtantc, le' a a uma matriz de blocos contendo 
dezeno'e dtagonats. onde cada componente da matnz é outra 
matrtl 3x3. 

~. 

Ftgura 2 - Volumes presentes no esquema numenco. 

LtneanT.acão. As equações do modelo black-oil são nào
ltneares A origem desta não-linearidade eStá na forte 
dependência que as propnedades dos fluidos (mobilidades. 
frações mãss1cas dos componentes. pressões captlares. etc) têm 
das variâveis pnmtttvas (pressilo e frações mâssicas globais) 
Para ltneari7.á-las. no conte\to da formulação totalmente 
tmplicita, é empregado o método de Newton. onde utiliza-se a 
expansão cm séne de I a) lor das equaçõe~ na sua forma residual. 
Desta forma. obtém-se 

1
4 

, +I ., dFr h r - (F,.J +r(- ó.\ = O 
V.l (),\' 

( 15) 

onde. I"' P, w,o e X = P,l" ,Z" • avaliados no volume P e em 
todos os seus v11.inhos tratados implicitamente. 

Aplicando esta cquaçBo para a função resíduo da âgua, tem-se 

( 16) 

onde . . \B representa os pontos ,izmhos do \'Oiume P. 
Repettndo este procedimento para as equações de resíduo do 

óleo e da pressão e calculando todas as deri\'adas. obtém-se o 
sistema lmear a ser resol\ tdo 

At:.X =-F ( 17) 

onde. 

Õl•," iJF,~ <JF/ a;; az; az~ [ , .... - ~ l ["'] ar- ilf~· ar· AX; .. z.~A~' _;, .. ), 
F,= t A, - at- az; a;; ( 18} 

I z:•••- z:' ar.;• !!5:... ar;• 
(JJ>, az; i}l~ 

Neste ponto pode-se escolher diferentes formas para o 
tratamento dos termos crutados. Se todos os termos forem 
considerados no mesmo nhel ttermivo. ou seja. forem incógnitas 
nas equações de resíduo, será obudo uma matriz Jacobiana de 
dezenove bandas. como esquematizado na Fig. 3. Por ourro lado, 
se apenas os '111nhos dtretos forem avaliados no mesmo nlvel 
iterauvo. de1xando os termos referentes as derivadas cruzadas 
serem avaliados cxplicttarncnte no termo fonte. será obudo uma 
matnt. de apenas sete d1agonaís (ver Fig. 4). Isto, apesar de 
aparentemente muito atrauvo. pode traLer uma sensível queda na 
taxa de convergência do método de Ne,\ton quando a malha for 
muito distorctda, vtsto que os termos cruzados terão um peso 
maior 

. ' 
··<::·:· .. .. 

· ..... . ·· .. ·. 
·.:-: ,....;,. 
· ... · . 

. ·.·. .. ~ .· . .. . 
A= 

·. - ~~· · .. 

A~ :· A,~ 
'· A, • •• 

"" ..... "": 

· · .~ 

. .. . . ·. 
··=::-··. 

Figura J · Matm Jacobtana de delenove dtagonrus Todos os termos sllo 
avaliado~ no mesmo ní\el uerauvo 

É importante ressaltar que esta técntca não implica na 
introdução de erros. sendo apenas uma forma de avançar as 
vartâveis no processo Iterativo. Outro ponto a ser esclarecido é 
que o termo "avoliudo explicitamente", usado para os termos não
ortogonais nesse contexto, não quer dizer que esta técnica 
introduz alguma caracterisuca explicita à formulação totalmente 
implícita, pois estes continuam sendo avaliados no mesmo n!vel 
de tempo. Esta expressão foi usada apenas para indicar que estes 
termos são avaliados no n!vel iterattvo anterior. 
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··.:···. 
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Ftgura 4 - Matm Jocobtana de sete dtagonats. Termos nAo-onogonats sdo 
avaliados cm um nfveltterauvo anterior. 



Maliska et a/. (1997) e Cunha (1996) utilizaram a matriz 
Jacobiana com sete diagonais. E~ta técnica não deve apresentar 
problemas para malhas quase ortogonais. visto que as 
componentes da matriz nas diagonal:, correspondentes nos termos 
não-ortogonais sl!o valores muito pequenos (Moliska et a/., 
1997). 

Alguns teste, que sl!o analisados ao linal deste trabalho. 
foram realizados visando esclarecer até que ponto é possível 
distorcer a malha sem prejudicar excessivamente a taxa de 
convergência do método de Nc\vlon. quando se utililll a matriz 
Jacobiana apro,imada apenas pela dmgonal princ1pal c as se1s 
correspondentes aos seus v !Linhos d1retos. 

COMPARACÀO ENTRC AS EST&ATtGIAS NUMÉRICAS 

Validação do Método Uuhtjldo. Todos os detalhes a respeito 
da metodologia numérica empregada. que foi resumidamente 
descrita acima. bem como alguns testes realizados e comparações 
com resultados descritos na literatura podem ser encontrados em 
Maliska ei a/. ( 1997). 

Problema Teste. A Fig. 5 mostro a geometria c a malha 
utilizada nos testes. O reservatório consiste cm um paralcleplpedo 
deformado. de maneira que o ângulo entre os eixos coordenados 
curvíllneos ç c 11 é e C, entre o eixo y c o plano Ç-n. é 1t - 9. Note· 
se que o plano Ç-11 coincide com o plano ~-y O comprimento da 
aresta na direção y é de 200 m c o compnmcnto nas dircções Ç e 
11 é de 1.000 m. A malha empregada fo1 de 15' 15x5 volumes. A 
ongem dos eixos coordenados é no -.olume (0. O. 0). 

V1sando avaliar a influênc1a da n11o-onogonalidade de forma 
gradati\'a, o mesmo problema f01 resolvido. para amba.~ as 
estratégias numéricas. com ângulos e de 20". 30°, ~5°. 60°. 80° c 
90°. 

O problema cons1ste cm um escoamento bífásico am1scivel 
en\olvendo água e óleo Conforme é llustrJdo na hg. 5. a IOJcção 
e a produção são rcahz.ada~ cm cantos opostos do reservatório e 
cm apenas um único \Oiumc As \ULÕCS sào a'aliadas 
dirctarnente através dos termos fonte/sumidouro das equações 
governantes. ou seja. não f01 empregado modelo de poço. 

As curvas de permeabilidade rclauva do SIStema água-óleo 
são dadas pelas seguintes equações 

k"' ~- )= k:; ( s• -s"'· )"· 
1-S"' -S"' 

( 19) 

k'"~"' )= k,:"[ 1- S" - S"' )"• 
1-S"' -S"' 

(20) 

l 

onde. S"' . k;;", k;:' , S"' c sor são, respectivamente, a 
saturação da água, permeabilidade rclaliva à água para uma 
saturação de 1- S"', permeabilidade relativa ao óleo para a 
saturação de água irrcdutlvcl. saturação de água irredutível c 

saturação de óleo res1dual. "• c "• silo expoentes. 
Os dados da simulação estão condensados na labcla I. 

Tabela I • Dados do problema test( 

Porosidade ~ =0.3 

Permeabilidade Absoluta k =0.3pm2 

Pressão Inicial P, = 20 6851.Pa 

Saturação lmcial s•· =O.o 

Densidades p"" = I.OOOI.g/m 1 

Compressib1 hdadcs r· "= 7,252 10 '9 Pa-1 

Fatores Volume de 8"' ,.= I 

Formação I +c"'·"{P- P'} 
Aceleração da Gro' tdadc g .. O.Om/s: 

Saturação de Agua I s•· ... o.o I 

Irredutível ! 

Saturação de Óleo S'H .. o.o l Residual 
k'; .Á:,u A~ =k;,o = 1.0 

Expoentes n.,. en,, =I ,S 

Vazões de Produção/ 
q .. I.Om 1/s I 

lnlcçâQ I 

As viscosidades do~ llUJdos são funções da pressão e 
assumem as seguintes e:\ pressões 

p• = 10"3 [1+1.45 1 0" 1 ~(P-t.38 107 ~ (21) 

J.1° =1.163 10-2 [1+145 10 12 (P-1.38 107 ~ (22) 

O critério de convergência uulltado para o método de 
Ne\\10n foi para que a má\1ma vanaçilo da pressão não excedesse 
I OkPa e a máxima variação da fmção má.,sica nflo fosse maior do 
que 5.10·3• Utilizou-se um má.-..1mo de 20 Iterações. No entanto. 
se. ao final das 20 iterações. a convergcncm não for atmgida. 
reduz-se o passo de tempo pela metade c n:toma-sc este time step. 

Para a solução do sistema linear, fo1 empregado o método 
GMRES (Genera/i=ed A/mima/ RestJua/) com decomposição LU 
incompleta como precondicionador c um máximo de 75 iterações. 
O critério de convergênCia para o solt•er foi o de que a norma do 
resíduo não fosse maior do que 10·~. 

Malha 15x15x5 

TJ 

ç 
1-agura S ·Malha tnd1mcnsaonal uullzada nos restes 
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f·mpregou-se um pas~o de tempo. 61, vam\\'el em cada 
atcraçilo, escolhido através da seguante relaçJo 

com 

Ó/lr .lS" 
tJ.t~ = '"" . .~.s.:... 

(24) 

onde. tvhl. tJ.I. • tt.t ... ,. • ~~ ... ln. tJ.S,::... . tJ.S,~, . tJ..P.,.,,. tl.l1,n,. 
são. respectivamente. o novo passo de tempo. o passo de tempo 
utalitado na iteraçuo atunl. o má.'\imo passo de tempo permitido 
(neste cn~o foi utihtado At.,.u =50daa~ ). o mlnimo passo de 

tempo pcrrmudo ( j.t• '" -Is ). a má.'\ i ma 'anaçâo da saturação da 
água com relação ao tempo atual. a 'aríaçilo m:hama permitida 
para a !>aturaçâo da água (ullhtou-se 0.5). a m:hama 'ariação da 
satumçao da água com relaçâo ao tempo :uual e n variação 
máxima permitida para a pn.:s!>ão (utilizou-se 5. 1 0~ 1-.Pu). 

Em outras palavras. a relação acama quer ditcr que o mínimo 
passo de tempo entre os \'alares permatados pela \ariação da 
pressJo e saturação. 61_, c ,,,. . de' e respeitar a seguante relação 

(28) 

A simulação é encerrada após atingir I VPI (volume poroso 
mJeUldo). ou SeJa. após a mJeçAo do \olume de água equivalente 
ao -.olume poroso do re~natório. 

Resultados. As Tabelas 2 e 3 mostram os resultados obudos 
para ambas as formas da matnz Jacobiana e vários valores do 
ángulo e. 

Como era de se e~pcrar. o efeito da não-ortogonal idade sobre 
o processo atcrati\'o é grande para a matril de 7 d1agonais. Note
se que. para ãngulos menores que 80°. obteve-se resultados 
melhores com a matn1 de 19 diagonais Isto dcvtdo o um 
processo íterall\·o multo ma1s eficiente, notado através do 
~cn~ivel menor número de Iterações no método de Nc\\10n e no 
solver comparado com os vnlores obtidos para a matriz de 7 
daagonaís. 

É 1mportant~ ter cm mcme que o custo por iteraç11o. tanto na 
Iteração de Ne,\lon. qunntu no so/1·er. é maaor para o método que 
ullh7.a a rnatn; de 19 dtogonrus. pelo moii\'O ób' io da matriz ser 
me no~ esparsa. 

Cstc efeito é fat al mente notado quando 5C comparam os do1s 
métodos utilizando uma malha canesu.1na onogonal (8 = 90°). 
coso este em que as 12 dtagonaas nào-onogonais têm elementos 
.~:cros Com rclaçào u e~te caso é interessante notar o menor 
número de iterações no soh·er para a matnz de 19 daagonais. Isso 
pode ser explicado pelo fato de que. mesmo que ambas ru. 
matrues SeJam 1guats do ponto de 'ista de elementos nào-nulos. o 
caso com 19 diagonaas lc' a em consadcração as 12 daagonaas 
nulas como pontos de na\el zero (não nulo~) que podem ser 
preenchidos pelo procesMl de làtonzaçào I.U ancompleta. De~ta 
forma, tem-se um maaor rrecondicionamento 

Tabela 2 -Comparação entre as estrnlêgans numéncas para varao.) graus de nao-orlogonnlldndc. e= 20• J0° e 45° 

7 0131!. 19 Di~ijt. 7 Daa~ 19 D1n~. 7 Daa)! 19Dta!! 

'1° de iterações no 
método de Ne,\lon 

1951 597 1941 592 1157 467 

Média 7 2 7 2 6 2 

N° de iterações no 42.519 10.761 42.542 10.777 26 695 7 720 
solver b b ir. 
Média C"' 170 43 ...., 172 43 .,. 145 42 

N° total de ume sti!JII 249 248 241 245 183 183 

~· 0.700 0,703 0.706 0.7 10 192 1.92 
CPU .. 2.778 10) 1.599. 103 2.742 10) I 6U 101 1.604 101 I 140.101 

Jacobian I Residuos .. 6,006. 10: 3,569. 102 6.040.10: 3.598. 1 o' 3,498. 102 2.702. 102 

Solver"" 1.458.101 1,004.101 1.401 101 1,038 101 8.243. 10: 6.885 . 10~ 
• cm daas 
• • em segundos 

Tabela 3 - Comparaçilo entre as cstrategaas numencas para vanos graus d.: nii.O-iln\lt(t>nalldadc, e 60" 80" c 90•. 

7 Diag 19 Diag 7 Daag. 19 Daag. 7 Diai!. 19 Diag. 

N" de iterações no 
método de Newton 

728 377 481 129 297 297 

Média 5 2 4 3 2 2 

N" de iterações no 18.328 5 876 l i 8 17 4.671 6177 4 354 
soher 

b 
o 

1\lédaa 42 
o 

108 ~ 58 .c 133 00 42 41 

N° totol de time steps 137 137 109 109 lOS 105 

tJ.t • 3.85 3,85 6.08 6.24 6,64 6.64 
CPUH 1,088 103 9,202.102 7,0.t8 102 7.849 102 3.839 102 6.787.102 

Ja;.;obian I ResaduosH 2.313 102 2.218.102 1.429 102 2.033 101 8.574.101 1.743.102 

So/1·er•• 5.807.10~ 5.486.102 3.761 l!f 4.536 10' 1.849 to· 3.887 102 

• cm daas 
• • em segundos 
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Para mostrar o efeito do precondicionador no número de 
iterações no solver para a matriz de 19 diagonais, como mostrado 
acima, o caso cartesiano foi novamente resolvido, porém, agora 
com o método de Jacobi. Visto que este método utili7..a como 
matriz de precondic1onamento apenas a diagonal principal da 
matnz Jacobiana. espera-se que o número de iterações no solver 
para a matriz de 19 diagonais seja idêntico ao obtido com a 
matriz de 7. Isto é o que pode ser observado na Tabela 4 abaixo. 

Tatx:la 4 - Resultado do problema cancs•ano (0 90°) com o método de 
Jacobi como precondicJonador 

7 Diag. 19Diag 

N° de iterações no método 
de Nevlton 

314 314 

Média 3 3 

N° de iteraçOes no solver 22.686 22.686 

Média 231 23 1 

N° total de ume steps 98 98 

AJ• 6.96 6,96 

.... CPU .. 7.518.102 1. 133.103 
-- ---------··-

• em d1as 
• • em segundos 

Outro comportamento interessante de ser observado nos 
resultados é a mín1ma variação das médias de iterações para a 
matriz com 19 diagonais. o que mostra a independência deste 
método com relação a nào-ortogonalidade da malha. 

Com relação a liberdade dada ao algoritmo através da escolha 
automática do passo de tempo. pode-se di~cr que ambas as 
estratégias numérica$ tiveram comportamentos muito próximos, 
todavia. nos casos onde houve pequena diferença. fo i observado 
uma vantagem para o método com matri7 de 19 diagonais. Este 
efeito pode ser obscr,ado nas Tabelas 2 e 3 através do passo de 

tempo méd10, ~ . c do número total de time steps. 
A Tabela 5 quantifica a eficiência de cada estratégia com 

relação ao tempo de CPU. ilustrando a análise feita acima. 

CPU" 
/CPU' 

20" 

0.576 

Tnbcln 5 -Razão CPU19 I CPU1 

30° 45° 60° 80° 

0.599 0.71 1 0,846 1, 11 

• com o método de Jocob1 como precondJCJonodor 

CONCLUSÕES 

90° 
1.77/ 
1,51' 

Para o método dos volumes finitos em coordenadas 
generalizadas aplicado a stmulaçào numcnca de reservatórios de 
petróleo. mostrou-se duas estratégias numéncas para tratar os 
termos não-ortogonais 

Uma estratégia calcula a matriz Jacob1ana de forma incxata 
avaliando os termos de derivada crutada cxplicitos, obtendo a 
mesma forma de motriz do caso ortogonal A outra é calcular a 
Jacobiano cxata levando-se em considcraçllo todos os termos c, 
ass1m. obtendo-se uma matriz com 19 diagonais para um 
problema tridimensional 

De acordo com os resultados obtidos vê-se que cada uma das 
estratégias têm um comportamento distinto com relação a nâo· 
ortogonalidadc da malha 

A técnica que utiliza a matriz Jacobiano aproximada com 7 
diagonais é fonemcnte innuenciada pelos termos não ortogonais 
c apresentou resultados piores na taxa de convergência e. 
mclusivc. no tempo de CPU, para ângulos menores que 80°. 

Entretanto, para os ângulos de 80° e 90°, a situação se inverte 
devido ao maior custo por iteração da matri~ de 19 diagonais c a 
melhora do processo iterativo da outra estratégia. 
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ABSTRACT 

The usual approach for solving Lhe conscrvation equations in 
pctroleum rescrvo1r simulation is to use the Newton's mcthod 
When bounda.ry-fittcd non-orthog.ona.l grids are uscd two 
strategies can bc cmployed to obtam thc Jacobian matrix lf ali 
non-orthogonal tcrms are trcatcd 1mphcitl) . thc Jacobian matnx 
''iii ha\'e 19 dmgonals The othcr strateg) IS to evaluate 
implicitly onl) the orthogonal tcrms, 1-..ccping the non-orthogonal 
terms in the prcvious Jtcration Of coursc. this strategy does not 
afl'cct the quality of the rcsults, but may innuencc thc 
convcrgence rate ofthe method. 

ln this paper it is analyzed lhe behav1or of a non-orthogonal 
finite·' o lume method for pctroleum rescrvo1r snnulation for both 
strategies. The dcpendence of the convergence rate on the degrce 
ofnon-orthogonahty ofthe grid is anal)'lcd 
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RESUMO 

Este trabalho 1m•est•ga o deslocamento de um óleo pesado por um óleo leve no í111er10r de 11111 dwo SUJei/O a 
d1[enm1es condrções de temperatura ao longo de sua e:ttensào. São propostos quatro modelos analittcos aproxunados 
fJIIC' pemwem calcular os características do escoamento em q11estão. Formn realcados testes em laboratório 
simulando a si/Ilação. possibilitando a l'erifrcação dos modelos propostos que. de uma forma geral, fornecem 
res11/tados satisfatórios. Os modelos propostos são rífets no planl!jamento dos procedimentos de parada e retomo à 
operação de dutOii que transportam óleos viscosos por regtões nas quais extsrem variações bruscas de temperat11ra 
amhteflle, como por exemplo emlinlws de tra1L5porte de hidroct1rboneros com trechos submarmos. 

INlRODUCÀO 

No lr.lnsportc por dutos de petróleo e setl!> <k-nvados frequentemente 
surge a noccss1dade de uma intcrrupçao mcsperada no bombeamento. 
por vanados mouvos operacionais. Nesta:. situações. o produto que estã 
sc.-ndo tronspOrtado pode permanecer em repou.,'iO na linha de t.nmsporte 
por prolongados periodos de tempo No caso do bombeamento de 
(Xtróleos pesados ou de subprodutos viscosos. a retomada do 
csco:uncnto npós cs1ns paradas prolongadas pode ser extremamente 
pmblcm:luca. 

Este pn>blt:ma é parttculanncnte severo no caso do lr.l1lSPQrte de 
óleos combustl\ eis. nos trechos entre instnlações de superficie e 
em~ atracadas nas prolill!lldades da costa. Devido à alta 
viSCOSid.~ do produto trnnsparmdo. toma-se necessáno seu pré
aquocmll.-nto. de fonna a redunr ~ VISCOSidade. facilitando o seu 
tranSpOI'IC Ad1c1onalmente. caso se de<ieJC mtcrromper o processo. a 
hnha é prcench1da com um produto leve antes da parada das bombas. 
pcnnmndo ílSS!ffi uma sua'e retomada de escoamento. No .:ntanto, na 
h1pót~-sc de uma interrupção súbita e prolongada no bombeamento, o 
óleo combustfvcl entrará cm cquilfbrio ténnico com o ambtente (de 
supcrflcic ou submarino. confonnc o lrceho), c o conseqUente aumento 
da sua viscos1cladc dificulta enonnemente. senllo inviabiliza, a retomada 
do escoornento. já que a pressão de operação do ::.istema é limitada 
Caso ISSO aconteça. a tonna mais segura c r.\p1da d<! recuperação da 
hnha é ruravés do bombeio de um produto leve. preferencialmente 
rruschel com o óleo 'iscoso. que ao pen~1tllr no duto progressivamente 
desloca o material ah retido. 

l;ste processo de deslocamento de um óleo VISCOSO por um óleo leve 
no mtcrior de dutos sujeitos à diferentes condições de temperntura ao 
longo de ~11a cx·tensào é o objeto de estudo deste trabalho. Urna 
exausuva pesqUisa bibliográfica sobre o tema nao encontrou referências 
relevanK'S ao as-sunto, ou mesmo até regJstro de operações do tipo em 
escala indul;trial 

Na realidade. o fenômeno do deslocamento do óleo pesado por um 
óleo leve é c\tn.'l'!lalTlcnte complexo. pois sobreposto ao escoamento 
laminar dos dois fluidos. e.xiste um processo de mistura entre eles. que 
tende a promover a foiT111lÇão de um bolsào de liqu1do menos viscoso na 
reg1ào central do duto. que se propaga por sua o:tensào. Eventualmente 
ocorre o breahhrouglt. instante no qual CSlC bolsao de bal..xa viscosidade 
atmgc o final da tubulaçao, Este momento, que é facilmente Identificável 
pela súbna queda de pressão no Sistema não sinalu.a no entanto a 
complcm retirada do produto pesado da tubulação, mns a formação de 

um canal mtemO ao duto. pelo qual escoa urna m1stura destes óleos. de 
nscosidadc relativamente baixa P~l\ilSlll..'lltc. esta miStura d1ssohe 
mats c mats o óleo viscoso retido Junto às paredes até que o tubo esteja 
completan1Ciltc limpo. 

foram rcaJu.ados tes1es ._, laboratóriO Simulando uma situação 
Lfp1ca, na qual a linha inicia-se e tcm1ina cm trechos de supcrficie. 
entremeados por um trecho submerso SUJCltO a temperaturas típicas do 
leito do mar em baías ou águas próximas do continente (entre 15 "C c 
20 •c). N~:o'Sics testes, para diferentes prCSSÕI.'S de bombeamento, mediU
se o tempo uté o breaJ.Jhrough. vat.ào e fraçào de vazilo ao longo do 
tempo 
~ propostOil quatro modelos analiucos aproX1mados. de diferentes 

gr.Jll!> de sofL•;ucação. que penrutem calcular ns características do 
CSC0311'1L'Ilto em questão. A aplicação dos modeiOil propostos à situação 
testada cm laboratório ll'lOl>'trn que seus resultados são, de uma fonna 
geral . ..ausfatónos. 

PRCX.'I-DIMENTO EXPERIMENI AL 

O ObJ'-"tivo dos testes realizados em laboratório ern o de simular uma 
situação Lfpica de carregamento de óleo combustfvel em um navio
tanque a partir de um terminal costeirO. Neste CU.'>O, a hnha inicia-se com 
um tr .. 'Cho de superficie. ao qual segue-se um trecho submerso. e termina 
,., outro trecho de superticie. 

Fluido:. de Teste. Como fluido deslocante foi utilizado o óleo 
D1escl Nas temperaturas de interesse para os testes. 15 "C. 20 "C e 
25 C. ns \ iscosidades do óleo usado (medi~ por viscosímelro de 
cihndn>s concênoicos Brookjie/d LI 'DI '-/!) são. respectivamente. 
7.1 cP. 5.9 cP e 4, I eP. A densidade, medida cm dcns!meuo Anton 
Paar, é 0.8618 gicm '. à 20 •c. 

Óleo Combu.,<;tívcl-2 (0C2) foi usado como fluido a ser deslocado. 
O OC2 é um produto e.xtremamcntc viscoso. Nas operações de 
tranltporte cm condições normais. o OC2 é pré-aquecido até 90 °C antes 
de ser bombeado por tubulações (térmicamentc isoladas) com longos 
trechos submersos. É irnportnntc ressaltar que. apesar de altamente 
viscoso nas temperaturas de teste (entre 15 "C e 25 °C~ o OC2 não 
c.'\lbe comportamento plâstico llCSUl:> condições As curvas tensão \'S 

taxa de cisalhamc:nto para o OC2 fornm levantadas nestas temperaturas a 
partir de mechções em três viscoslmetros (Broo/.;field Ll'DJ'-11. 
Con/ral-es Low Sl~ear 40 e Hooke RS-100), cn1 taxas de cisalhamento 
em tomo de lO" s·'. 
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Nas temperaturas I 5 °C, 20 °C e 25 °C, as viscosidades da 
amostra de OC2 usada silo, respectivamente. 2,30x l0 ~ cP, 
I ,03x I 0~ cP e 5. I x I o~ cP A densidade da amostra, med1da em 
densimetro d1gital Anron Paar, é de 1.0375 g/cm1 c 1.0341 g/cm;. à 
20 oc e 25 oc. respectivamente. romm também medidas as 
viscosidades de misturas Diesei-OC2. nas temperaturas de teste. 
De panicular interesse, no desenrolar do trabalho. as viscosidades 
da mistura 30° o Diesel-700 o OC2. medida.~ cm v1scosímctro 
Brookfie/d L I'DI'-11. à 15 °C. 20 °C c 25 oc. são. pela ordem. 
2500 cP, 1600 cP e 850 cP 

Metodologia experimental Para conduçllo dos testes foi usado o 
CtrtUito mostrado esquemáucamcnte na figura I , montado em um 
recmto com controle de temperatura ambiente. 

saído do OC2 

~~ 

~~ o.u 
Balança 

Reciclo 
do bombo 

0 
........... , ®-. 

-l\lotÕ<IO 
de~ ... 

Loop no reglóo 
delemperol\lro 
conllolodo 

r emperoturo 
ambiento 
controlado, I 1 

1.60 

I (P, 

'M>uloçOo de 
aço. 0.6,45mm 

Figura I -Circuito de test..'l> uulillldo Cota.' cm n1<:tro:. 

Os lesteS se iniciam preenchendo completarrK.'Ilte o sistema com 
OC2 aquecido. Urna 'ez carre~ o :.1stcma. o banho térnuco é 
acionado de fonna a manter a temperatura dl n:~ulo 1\.'!imada no ' 'alor 
desejado, T2• O sistema é entOO dCL\adO cm n!pou'iO por pelo menos 48 
horas. Inicia-se. então. o deslocamento de Diesel paro dc..'ntro do sistema 
através de uma bomba de cavidade progrcssi-.a l)c forma a evitar uma 
sobrecarga na bomba sua partida lbi feita com a vâl\ula do rc..-ciclo 
completamente abcna Após a part1da, esta v{1lvula em lentamente 
restringida, até que a leitura de pressão cm P1 atingisse os níveis 
desejados para o teste. Durante os c~pcrhncntos, um sistema de 
aquisição de dados registra u cuda 3 segundos as rm:ssõc~ P, c P2. e a 
massa de l!quido tronsportada. :vt, uo longo do tempo. 1 A vazão é 
calculada como a -.ariação no tempo da massa n.-colhida. ColcUl-sc 
pc..'liódicarncnle uma amostra na saída do circuito para posterior medição 
da densidade, de fonna a dCiermmar as fmçôcs de v3l.ào de OC2 c 
Diesel nesta locação. O c.>.pcnmcnto conunua até a ocorrc..ilc1a do 
breaklhrough, carnctcrizado por uma súb1tu queda de p~ no ClJ'Cuilo 
e pelo aumento da vazão 

RESULTADOS EXPERIMEl\TAIS 

Foram realizados testes de deslocamento com temp.:raturas do 
banho (T1) de 15 oc c 20 C. caractcrisucas do leuo do mar em balas ou 
água5 costeiras. A tcmpc..'I'Unrra do laboratóno f01 mantida em torno de 
25 "C. Para cada temperatura Tl foi tc..'Stado o deslocamento de OC2 por 
Diesel às pressões médias fomec1das pela bomba (p,) de 3.9 kg17crrt c 
1.2 kg17cm2

• 

A tabela I n.'Sllrnc os resultados dos quatro experimentos. Em 
tcnnos da evolução temporal dos panlmctms mcd1dos. o rc..-sultado Li pico 

de um experimento é mostrodo na figura 2 (a·b). Na tabela I. t"' é o 
tempo decorrido até a ocorrência do breaJ.Jhrough (carnctcriL.ado 
graficamente como o momento cm que ocorre uma bn1sca elevação da 
vazão -ver figura 2b). Q é a vurJo média nté o breakllu·ough. M, é a 
massa de fluido coletada até o hreakll~rouxh c V, a porcc..'ntngem do 
,·olume de OC2 contido no duto que fo1 deslocada rué o hrl'aJ.Jhrough. 

Tabela I - Resultados C.\pcrirncntuis 

Teste PI T2 t• Q ~~. V, 
(lu~f7cml) (°C) (mm) (L/h) (~) (o o) 

I 3.86 20 74 O.W77 125 34 
2 1.18 20 201 0.0341 118 32 
3 3.86 15 120 0.047·1 98 26 
4 1.27 15 295 0.0208 105 29 

20 
P1 (\..Of/C"l2) 

16 

12 

8 

4 

o 
o 20 40 fi) 80 100 

t (ITtl'\) 

f igura 2a- r.voluçilo temporal de J>, - l~o'Stc I 

Vatbo(llh) fr QC").) ,-JQ V'3lOO fJQ OC2 (1.) 

10 .--.-. -~-- ~ ~ --. 100 

• 4 
I 

e r--i" -
~ 

-: ao 

6 I I 
(> 

"" ·l ti) 

--.!>-- VozOo (ii~) I 
4 • f raçOo oe vozOo <1e OC2 (11.) I i 

40 

JJ.~.-~~ 2 ... J_ . 
r 

Q ':~U 

o 20 40 fi) 80 100 
f (MIIII) 

Figura 2b- Evolução temporal da nvllo c da 
flação de va.rã<l de OC2 na salda do C1rcu1to- I ~1c I 

Todos os testes apre~mam o m~mo lbrmato d<t> cur\'as de pressão. 
vazão e teor de contaminação. IX uma fonna gc..r.!l. as pressões se 
cstab1hzam cm seus \alorc..-s médtos. apó~ um 11'3J'l!>lentc lllJCtal 

apresentando e-.cntums flutuaçôl'l> cm tomo de<acs ,aJon:s. 1'\a 
irninênc1a do brealul~rough. acont..x:e uma súb1tu n.'duçào da pn.'SSélo P1• 

smal1zando que toda a extcnsao do duto c..~ ocupada por um fluido 
mws le\c.. que necessita de menores prc..--:.sõcs de bombc1o para manter a 
vazão pela bomba. 

A v~ mostra um pct~ueno e gradual crc..'l>Cimcnto em torno de 
valores muito bal\OS. até o momento do breakJhrmt~h. quando se 
obsef\ a uma rupida elc\açào dru. 'a?.ôcs tste cn.:scuncnto lento e 
gradual da ,azao até o momento do hrt!ai.JI~rough se JU~iJica pela ação 
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do Diesel: à mcd1da que o D1esel avança pela tubulação a \iscosidade à 
montante da frente de D1c:sel já é ordens de magnitude menor que a do 
OC2. Mantl<kb os nh·e1s de pressão. c naturnl que se observe um 
pequeno cn:scllllCOto da \'3/.ào (que OCOI'Tc até o breaktiii'OUf!h. quando 
então acontece um súb1to aumc..>nto na ,;v.ao) pelo efeito da redução de 
'L<;COS!dade em panes da hnha Neste 1rnb:llho. para efeitos de anâlise c 
comparaçOO será uuhzado o valor da ,.cv.ao m1.'d1a ato.! o broaktiiJ'ough. 

Fm tt'llllOS de contaminação por Diesel do material recolhido. pode
se observar que pratican1ente eoleta-sc OC'2 ruro até o breaklhrough. 
No momento em que ocorrem as rárida~ vadações de rressão e V37.l1o. 

uunbém ocorre um stibito aumento da lraçào de D1esel no material 
recolhido. Logo que se observa o aumento na vtvl1o. a trnção de OC2 é 
mooida cm tomo de 80%: caindo então l'llpldamcntc para valores da 
orJem de 200 o. 

~'!'\ando-se a tabela I. nota-se que ~om todos expcnmentos. só 
cerca de um terço do óleo foi recupcrnda até o momento do 
brr!ak!lll'ough. Lste fato. somado aos perfis de contammação do OC2. 
sugere uma dcscnção fenomenológaca do cscoam~o'lltO como a formação 
de uma frente de Diesel. que se propaga na rcg•ilo ccn~rn.l da tubulação. 
nào retirando o OC2 que se encontrJ junto às pareôcs até que ocorra o 
breuklhrough l~ntão, o Diesel fluir.í com velocidades muito maiores c 
rapidruncnte removerá o OC2 restante. 

MODFI.OS ANAI.ÍTICOS 

Busc:llldo fornecer subsid1os para o plancJamcnto c a otimtzação de 
opcrnçOcs de hmpe.ta de linhas fornm descn-.oh 1dos quatro modelos 
anahliCOS. de dlfCI'I.'IltCS graus de soflsUalção. que JX--rroitem calcular O 
tempo dccomdo até a ocorrência do brooi.JIIJ'ough para a situação 
tcswda em labor.uóno. A sttuação modelada é esquematizada na figuro 
3. a hnhn é subdividida em três trechos. de comprimentos L,. L2 e L,, 
sujcnos à tcmpt'l'lltur·as T, T2 e T,. Esta situação é similar à qw: foi 
obJCio dos testes cm laboratório. 

O' fun t D I ero 

·~~T~ p, T, T, pll ... 

L, 1.: L} 

L' (t) · rosição da frente áP p,· p . ... 

fluido A· Dcslocante: Fluido 13 ·Deslocado: 

Viscosidades: 11"'' 11 ... 2 VISCOSidades : flno· fl~ 

Figura 3 • Situaç-Jo modelada 

O dcslocamo..'lltO miscível de um oleo pc<;ado por um óleo le'e em 
um duto sujeito a diferenteS condiÇões ambientais ao longo de sua 
c-.tcn~o é um processo complexo. o que d1ficulta sua modelagem 
analítica. 1:..'-'SlC uma sene de f.:nõmcnos cm oh ido:.. escoamento 
b1fàsico lrurunar. uanferência de calor. difuSI'O má.c;s1ca entre os do•s 
produtos. efeitos grn~itaeionais c de molhabilidadc da parede do duto, 
dentre outros. c a obtenção de um modelo que contemplasse todos <:!.1CS 

f.1ton:s seria d1ticil. ou mesmo impos.~ivel. Sendo ass1m. :JSSUmirnm-se 
hipóteses simrhficadoras no des.:nvolvimento dos modelos. Algumas 
delas. são comuns aos quatro modelos propostos: 

• flu1dos incompressive1s: 
• escoamento horu.ontal. 
• despru.am-se os efeitos gra' itacionrus c lntcrfoc1rus 
• a temperatura dos flu1dos num ponto oo longo da hnha é igual à 
temperatura ambiente naquele ponto. uma -.c7 que o escoamento é 
lento o suficiente para que o equillbno térrnJco SCJa aung~do. 
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Modelo I· Escoamento !T!91J9fãsico de Dujdo pesado. Um modelo 
que permita estimar com rap1dc:z e segurança parâmetros de um dado 
fenómeno fis1co é sempre conveniente. runda que com hipóteses 
e-.trernarl'K'Ilte Simplificadoras e/ou conservadoras. Dentro deste espínto. 
propõe·<õC calcular o tempo a1é o breahlll'ough, t•, supondo-se que o 
flUido deslocante é o próprio óleo pesado, sujeito às condições 
amb1enta1s de cada um dos tres trechos da linha. Assim, obtém-se 
facilmente uma estimativa conser-.adora de t•. 

i\ vazAo Q. suposta conStante para urna dada diferenço de prcssi!o 
tJP. é obtida pelas equações de escoamento laminar monofãsico (Bird et 
ai.. 1960), com os três trechos do duto complct.arncnte cheios de óleo 
JX:sado durante o teste: 

O = rrtJPD' 
- 128(JJo• (L, + LJ) + JJoz L2 ) 

(I) 

É óbvio que os valores da ,;v.ao ass1m calculados serJo bem 
m~o.'llOres que os encontrados numa ~ituaçâo real Para calcular-se o 
tempo ate o brookthrough. t•. há que se supor que todo óleo pesado é 
r~.·movido. o que não é real!stico. como mostram os experimentos. No 
verdade uma significativa parcela do óleo fica retida fa1..endo que a 
estimativa de t• seja ainda mais grosscu<1 c conscf'\atÍ\·a que a da VEI7.àO. 
Assim. 

(2) 

Modelo 2- Varredura completa ~'\este modelo. supõe-se que a 
frente de óleo le-.e. ao propagar-se pela tubulaçao, desloca 
complctnmcntc o óleo pesado. ocupando nss1m toda a seçâo reta da 
tubulução até aquele ponto. ~ '1scosidf.ldcs de runbos fluidos são 
calculadtiS Ctlm buse nas temperaturas da pan.'de do trecho ocupado ror 
cada óleo. Os efeitos de misc1bilidadc entre os óleos não são 
considerados neste modelo. Confonne mostrodo pelos r~.>sultados 
cxpcnmcntais. a varredura completa do óleo pesado não é realística. 
uma \C.l que signiticalivas quantidades dc:."lc óleo iicam reúda:. no 
1ntenor do duto no momento do breaÁJIIJ'ough. 

t\cstc caso, a 'all'lo qlt) é calculad.l por 

(3) 

onde L '(t) é a posição da fiemc de óleo le-.c num inStante 1. e Ã{L.) é 
dado ror: 

À.1 ( 1:) = 1: JJA1 +( L1 + LJ - 1: )JJ01 +I ~ Jln~ . 

de acordo com a posição de L' em cada trecho da linha 
Pode-se então integrar-se a Eq. (3) em 1 c 1.' · 

de forma a calcular t•· 

(4) 



O somatório dns int<..'grais no lodo esquerdo da Eq. (8) pode ser 
calculado analiticamente. O valor desta e.xprcssâo. calculado para 
implcmenlaÇâo do modelo com o auxilio do programa MathematicdE. é 
aqui omnido por razões de espaço. 

Como no caso do Modelo I. o valor estimado pelo Modelo 2 para 
t•. ao considerar a retirada total do óleo pesado da hnha deve ser bem 
maior que os encontrados expenmentalmentc. 

De posse de t•. é poSSÍ\CI calcular a vamo média Q por: 

1CD
1(L,+L,+L1 ) 

Q 4t• 
(9) 

Modelo 3- Varredura parcial (c{)mca) Neste modelo. supõe-se que a 
frente de óleo leve. ao propagar-se pela tubulação, ocupa uma região 
cômca no centro do duto. não removendo completamente o óleo pesado 
de uma seção reta à montante da frente. Adacaonalmentc. o movimento 
do óleo pesado contado entre o tronco de cone de óleo leve e a parede do 
duto é desconsiderado. As.~ à montante da frente de óleo leve. o 
escoamento é modelado como o fluxo de óleo leve por um duto cônico: 
à jusante da frente considera-se flLLxo de óleo pesado por um duto 
cilíndrico com diâmetro D. À esta situação superpõem·se as condaçõcs 
de temperatura nos três trechos da linha 

O modelo faz uso da soluçao conhecida parn escoamento laminar 
monofásico (fluido com viscosidade J.l) cm uma controção cônica suave. 
Denota-se por P a razão entre os diâmetros de salda n· c o de entrada D 
de uma tubulação cm forma de tronco de cone (/J< I). de compnmento 
L' (supõe-se L'»D). Ncsm situação, pode-se calcular a vazão q em 
fimçOO da difert~ça de pressão tJP entre a entrada c salda da tubulação 
cônica por (Bird et ai .. 1987) 

onde a é um fillor de fonna. função da~ dos dí~>tros: 

3{31 
a({J) = I+ {3+ {3~ 

(10) 

(li) 

O modelo proposto combina o CSCOO/Tll!lltO do fluido leve num duto 
cónico à montante da frente com o escoamento do óleo pesado na região 
cilíndrica à jus;mte da frente. Neste caso. a vatâo q(t) correlaciona-se 
geometricamente com a posição de frente L'(r) por: 

1C D1 {3 n 2 dL' 
q(t)=-- (I+ +~-') - . 

12 dr 

Por outro lado. pode-se escrever 

1C tJP D4 

q(t)= 128À(L'). 

(12) 

( 13) 

onde Ã(L.) é calculado de acordo com a posição de 1.' ao longo dos três 
trechos da tubulação. combUlando-se a Eq (10) c a soluçOO para o 
escoamento de Potseuillc: 

). 1 (L.)=~+(L1 +L1 - L. )J.lrn +L2 J.1 8~· {I~) 
a o 

• L,J.I ~~ (L' -L, )J.lnt 
Àl(L)= ---- + • + 

a, cr1 

+{1., + L2- L )Jloz + LJJ.IBI. (15) 

Ã1(L.)=~+ L,).IA, (L' - 1, -L,)J..I - + AI + 
a, a, a• • 2 

+(L,+ Ll + /.J - I~· )J.lo,' 

onde os finores de fonna são funções da posiçao da !Tente. L': 

r a o= a(/3) 

la~= a(D, I D) 
{a,'= a(D. I D,) 

ler;= a(D1 1 D,) 

la;=a(D' I D1 ) 

e os diâmetros D1 e l>J são calculados c0010 

fo, = D' +(D-D')(I-~) 
{ 
lD2 = t{t-b :.L1 )+o'( b :.L,) 

Igualando-se as cqs. ( 12) e ( 13 ). c mtegrando-!ie cm r e L', 

,. I 3tlPD] lt+fHI.a 

0 
32( I+ {3+ 132 / 1 = I À(l.' )at.' 

o 

de fonna a calcular t•: 

t• = 32(1+P+t> ,, .. ~,J., ~ . 
3t1PD] À( L )dL' 

o 

( 16) 

( 17) 

(18) 

(19) 

(20) 

A integral da Eq (20), que se ~obra cm três Ultegrais. uma para 
cada trecho da linha, de fonna sanular à f:.q (8). e pode ser calculada 
analiÕ<:am<!nte. O valor desta antegral. calculado para amplemcntação do 
modelo com o au.'ílío do programa \latlumwumx. é uqui ornaudo por 
razões de espaço. 

Para implementar-se o modelo. é 01..~'SSário atributr um valor oo 
parâmetro /3. a razão entre os daãmctms do cone. Na ~lha do valor fJ 
deve-se levar em consideraçao o grou de mascibihdade entre os fluidos e 
a vdocidadc do escoamento. Nas situações cm que os fluido:.t.cm maior 
possibilidade de mistura (escoamento lento c alta solubihl.l!Çâo dos 
óleos). o valor de {3 deve ser rd:uivarnentc alto. uma vc/ que menor 
quantidade do fluido pesado será retido JUntO à.s paredes Note que se 
fJ=I , recupera-se o rcsultodo do Modelo 2. Ao contrário, escoamento 
rápido e menor miscibilidadc tomam o cone mais agudo. de fonna que {3 
deverá ser pequeno nestes ca.<;Os. De pos.o;c de t•. é po~sivcl calcular a 
vazão média Q: 

1fD2(l+/3+/3 2
)(L, +L2 +/.1) 

Q 12t• 
(21) 

Modelo 4- Bucklev·Lcvcrell Adantado A solução clássica de 
Buckl~&Levereu (1942) foa dcscn,olvada para o cstuckl do escoamento 
de doiS fluidos. imischeis c inc~~i\eas em um meao poroso. 1'-:o 
modelo aqui proposto. é feita uma adnpUIÇào desta técmca para o 
problema em qucstao. É unponantc n:s.'i31tar que. oo contrãno dos 
outros modelos proposlos. neste ca:,o não se prctcn<k.' calcular Q e t• à 
panir de um 6P na linha Na \erdade, o modelo de Buckley·I.E~>ereu 
Adaptado permite. supondo-!ie Q. a \:V.âo médaa calcular 
ana!Iúcamente como será feita a vam.'durn do óleo pesado, de fonna a 
obter t•. o tempo até o breaJ.Jhrough 

Apesar da técnica original ser rcstrna a fluidos imi'iCiveis. :.em feita 
uma aproximação baseada nos n."'Slllt.'ldos expenmentais que pcrmittrá de 
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lonna limuuda lt.:var-se em conta os eleitos de miscibilidade entre os 
óleos. Supõe-se trunb6n que a vcloctdade do fluido deslocante é muito 
maior que a do llutdo deslocado. 

Dcsprellllldo-sc efeitos tmnsientes no balanço de forças c 
considerando um arranJO de fases anular, com o fluido deslocado 
ocupando o anel ex temo, pode-se escrever a perda de carga cm ambas as 
fases: 

dpa rt.s,. r,s, 
--=---+-- ,c 
dt (,. ,.,, 

(22) 

(23) 

onde t S c A silo 1\.'SpCCtlvruncnte a tensão ctSalhante. o perimctro e a 
área da parede (P) e interface (I). 

As correlaÇ("'cS de escoamento laminar podem ser usadas para o 
cálculo da.~ tensões cisalhantes. Denota-se por h o lwld11p da fase 
dcslocante. definido por 

( /) ): 
h = -t . (24) 

A velocidade superficial ' '·' de roda fluido é definida como a vazão do 
flutdo dividida pela ârc.'l da scçao reta do duto. c a velocidade superficial 
total. v~ . é dada por. 

''v =vx, +I'"'. (25) 

Note que v • .: uma constante no espaço parn cada instante. refletindo o 
fato que a \ar.Jo total é funçao apenas do tempo 

C{)m isso. c despreando-se os cfeit~ de interl'ace pode-se admitir 
que p., ... fJB Igualando-se então as Eqs. (22) e (23), e aplicando-se as 
deftniçõcs acima. 

J.l,,.<ll - 2Jl,., ,.< ... 
o: (I -h>- o;" (26) 

Ocfim.'-SC então o fluxo lhJCionáno. f, a vazão do fluido deslocante 
adirnell~ionali.mda: 

(27) 

Usando-se as Eqs. (24) a (27). tem-se que: 

o· (1 - "> I= ----''---=--
J!n +.l..l!L 

o· (I - "> D '" : 

(28) 

ou SCJa o fllL\O fractonáno scn\ funçOO apenas do holdup da fase 
deslocante. das propriedades do flutdo c do diâmetro O. 

Pode-se cntao CSCI'C\ cr a COOSCf>'UÇ<lo de massa adirncnsionalizada 
para o flutdo dcslocante ( mcompressh el): 

a" eh" - +-=0. 
di (h 

(29) 

Usando-se o fato que ,.~ é constante no espaço x. e a definição de fllLxo 
fracionârio • Eq (27), tem-se que: 

(30) 

Sendo o holdup h uma funçào do tempo 1 e da posição x: 

~ ()/11 dh(x.t)= dT+- dr, , ar • (31) 

Pode-se dctenninar a regtoo no tempo e espaço na qual o holdllp é 
constante fa7cndo dh {-r.t) O 

~;L __ =(~~1 . )/( :U · (32) 

A Eq. (32) fomiXC a \t:locidade caractensuca com que um 
determinado holdup h se propaga pela linha. Com isso, é possi\el 
reescrever a Eq (30) como: 

dtl d( - _,, -
dt .,,.,..,.,., " dh . 

(33) 

Integrando-se no tempo o f.q (33), pode-se determinar a posição de 
um determinado holdup h num dado lnstw1le 1: 

!![ 
x(d ,'"""..,, =v" dh I ' 34) 

assumindo uma condiçOO intcial e calculando"" a partir de Q. 
No entanto. o formato dej(h} é tal que a solução da Eq. (H) 

pode implicar que uma dctcrmmada posição x(t) acomode dois 
diferentes hold11ps num mesmo mstantc. pois dfdh pode ter um 
mesmo valor para duas concentrações diferentes. Isw reflete o 
fato que as \elocidades caracterisllcas de propagação de 
determmados holdups possam ser maiores que as da frente. 
causando por asstm d11er um "atropelo" da frente. Este fato é 
agra' ado pelas desconttnuadades de temperatura presentes na 
situação modelada Como na aplicação da técnica de BuciJey
Leverett em metos porosos. o problema é contornado a partir de 
um balanço de áreas na re~pilo de dupla solução. de forma a 
obter-se uma frente de ltoldup descontinua, como mostrado numa 
snuação genértca pela figura 4. 

Assim, pode-se dividir a região ocupada pelo fluido injctado 
em duas. A primctra .: o zona nâo estabilizada. que se propaga a 
umo velocidade tnferior â da frente. A segunda zona encontra-se 
estabilizada c propaga-se a uma velocidade constante e igual à da 
frente, comportando-se como um pistão de líquido penetrando na 
tubulação. Matematicamente. a ocorrência desta zona estabilizada 
é garantida tomando-se df'dh constante na região da frente 
(O< h < h'), com o Ou\o fracionârio vartando linearmente entre O 
efrh'). 

Conforme comentado. o modelo de Buci..Je)·Leverctt supõe a 
tmtsctbilidade dos dois óleos. Isso contrasta com a situação 
expertmental. onde o deslocamento é nuscfvel e a viscosidade do 
Ou ido deslocante na frente ndo será exatamcnte p6 , mas um valor 
intermediário, função da concentração de cada óleo na frente, a. 
Experimentalmente. esta concentração pode ser obtida em função 
das fração de vazão de óleo pesado. medida no instante do 
brealahrough. ~· Por e\emplo, no teste I, 9 foi medido em 
tomo de 80°o. Com isto. admittndo-se que o fluido deslocado é 
formado apenas de óleo pe:.ado. pode-se obter a concentração de 
óleo pesado (a) na frente deslocante por: 

(1-/(h ·n + f(h '>a=~. (35) 

Com o valor de a, obtém-se a viscosidade do nuido deslocante da 
frente. Como a variação da \'iscosidade afeta o valor do fluxo 
ITacionário, é necessário um procedimento iterativo para a solução do 
sistema das Eqs. (28) e (35). 

1023 



Por fim, outra particulandadc da si tuação modelada que 
dificulta a aplicação deste modelo é o fnto da linha estar sujeita à 
mudanças bruscas de temperatura, o que implica numa mudança 
descontfnua de curvas de Ouxo frac10náno. Surge então a 
possibilidade do nuxo fracionário da frente em uma região ser 
menor do que o nuxo fracionârio da mesma quando esta passa 
para outra região. tomando o tratamento do problema mais 
complexo. Para contornar este fato, a Implementação matemática 
do modelo impõe que o Ou\o fractonário seja o mesmo na 
passagem de uma cur'a para outra. de forma a garantir a 
continuidade do sistema. Isto é posshcl no caso estudado pots a 
diferença entre os fluxos fracionários da frente cm cada regtilo é 
muito pequena. de forma que este art1ficio nllo causa grandes 
erros. 

1,110 

"-(%)' -.-------
0,10 

0,10 

0 .. 0 1 

0.20 ,,· 
0,110 ~~~~-r--~~~ 

0,110 0,20 0 .. 0 0,10 uo 1,110 
x/L 

Figura 4 - Exemplo de uma frente de concentraçâo 

Assim. para uma pos1çilo inicial da frente na entrada da linha. 
assumindo-se Q. \'3Zl1o média. é possiH:I n:~her a Fq (34) ~o:m cada 
uma das 3 regiões da situação modelada (figura 3). de fonna a obter t• 
O modelo foi implementado computacionalmente usando-se o programa 
.\lathematicd~. 

V ALIDACÃO DOS MODELOS 

Os quauo modelos sugeridos neste trnbalho foram aplicados à 
Situação testada experimentalmente, de forma a \criticar sua eficácia na 
previsão da vazão média Q c do tempo até o breaJ...through, t•. 

Na tabela 2 é mostrada a comparação da vazão média das previsões 
dos modelos I, 2 e 3 com resultados c:..pcrimentais. Na tabela 3 silo 
comparadas as previsões dos 4uatro modelos com os valores obtidos 
experimentalmente para t•. 

Tabela 2- Vazão média (l/h)- E\perimental vs. Modelos 

Tesk! Expcr. Modelo I Modelo2 Modelo3 
I O,CB77 0.0591 0,1187 0.1127 
2 0,0341 0,0181 0,0363 0.0345 
3 0.0474 0.0293 0,0590 0.0572 
4 O.Q208 0.0096 0.0194 0.0188 

Tabela 3 -t• (minutos)- E>.penmental \S. Model~ 

Teste Exper. Mod I Mod.2 Mod.3 Mod. 4 
I 7-1 364 181 67 62 
2 201 1190 593 219 188 
3 120 735 365 132 121 
4 295 2243 111 0 401 342 

Assumiram-se as propncdades do óleo D1esel como fluido 
dcslocante (A) c do OC2 como fluido deslocado (B). Os comprimentos 

L,. Lz c LJ são respectivamente. 1.50 rn. 7.90 m c I ,58 m. o diâmetro D 
é 6,45 mm. A temperatura r, é 25 oç Os valores de T1 e P• variam para 
cada experimento conforme a tabela I . Para a Implementação do modelo 
de l'arredura Cónica, após a rcali71lç00 de uma análise de scnsibtlidade 
ao volume de fluido recolhido até o break1hro11gh assumiu-se que 
{J=0,05 Para a implementação do modelo Bt~cklt~'-Ú!I'Prell apramnado, 
uulizou·se o valor da frnção de vadlo de OC2. f/>, de 80%. Isso 
implicou cm \alorcs de a em tomo de 7CP o. 

DISCUSSÃO DOS RESLIL TAIX>S 

A comparação dos resultados e\pcnmentais c pre' istos pelos 
modelos é satisfatória O modelo I fEscoamcnro ,\/ono[ástco de Óleos 
Pesados) é útil. por perm111r ~llmativlb r.ip1das e COflS(.'f\atJ\'3S de t• e 
Q No cmanto, chega a prever valores de t• ntc 7 vete:. supcnores aos 
expcrunentaJS. Jã o modelo 3, I orredura Cõmct1 (do qual o modelo 2-
r ·arredura Completa- é um caso p.111icular~ é ~'ffi mrus sofisticado. e 
permite estimar t• c Q com boa precisão (da ordem de 3CP o), à parur dos 
dados normalmente disponíveis ao se plancjar uma operação do gênero 
Por fim. o modelo 4, Buckley-l.everell Apra\mwdo. extremamente 
solisucado. permite estimar t• à partir de uma Q, ao di~por sobre o modo 
que o fluido desloc:.u1te ocupará espaços no interior da linha Os valores 
obtidos pelo modelo 4 também são muito bons. diferindo dos 
experimentais cm tomo de 2CP/o 

CONCLUSÃO 

Apresentam-se os resultados de quntro e:..pcrimentos nos quais 
foram determinados parâmetros do deslocamento de um óleo JX"Sado por 
um óleo lC\c no interior de uma hnha MJje1ta à diferem~ condições de 
temperatura QuatrO modelos analiucos. de dtfcn:ntes graus de 
sofJsticação foram desenvolvidOS. pcnnllindo calcular grandezas 
rele\ 1111tes deste escoamento. tais como o tempo até o breakJhrougl~ t*. 
e a vazão média, Q. 

Afigura-se que os modelos propostos pos.'kllll ser de utilidade no 
plancjamcnto e ot111114}ÇOO dos procedimentos de paradas e retomo ã 
operação de dutos de transporte de ól<:os pesados por áreas onde 
ocorram dift.-rentes cond1çôcs arnb1entaís. 
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ABSTRACT 

nus work studtes the diSp/acement of a /WQ\1'1' 01/ lJ\' a ftght Otf 
instde a ducr subjecr to dtjforent temperatures througltout tts extetJSton. 
Four anal)tical nuxkls are proposed to cluvacrerr::e thiS fl01~·. 
I.Aborarory rests were a/so carned out, amung artlt.: 1'0/tdattOII of tire 
propo.sed models. ln general tlte \'alues forecasted by tlte models shCM 
reasonable agreement wuh e.xpenmemal results nwse models can be 
usefid for planning shw dawn wul resta/1 opera/tons 111 /ines 
trallSporting viscous otls through regtotiS wlter.t there are sharp 
temperature variations. 
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SUMMARY 

lhe smwltllton o} lhe jlwd jloll' and pig dynarmcs in p1pelme dewatermg operar10ns is presenred. The 
dl}]immtwlt•qualions gowrnmg tlle conservation of mass and momenrum u:ere numerh'al~l' soh·rd hJ a flnire 
dl}ji>rellt'l! se/teme. for compressible. isothermal jlow.~ rltrough pipcfures Tfw j1111d jlow l!tfiiOIIOIIS were 
comhinl!clwirlt an equul/on represenrmg a force balance on the p1g Tire p1g moiiOII cases e:cammed d1splayed 
good ngreemeJ/1 witlz avwlable fleld data. 

INTRODUCTION 

P1pehncs are lrcqucntl) serviced w11h the utilization of pigs. 
ln general terms. a p1g IS a :.ohd plug that is introduced in thc 
pipeline to be ser' 1ced Hu1d I) pumped upstream of thc pig to 
prO\ ide thc ncccssar) force to sct the device in motion. and to 
pcrform thc desircd tas!.. 1 e. removmg dcposits on lhe p1pe \\ali. 
remove ''ater from thc p1pchne or dm ing an mspection tool The 
use of p1gs has bccome a standard industr) procedurc. A grcat 
vanet> of p1g models I'> a\allable for each particular apphcation. 
A difiicull) ollcn laced b) lhe cngmccr ''hcn des1gning a piggmg 
opcrauon IS lhe lack of rehable tools for lhe pre(llcuon of lhe many 
variables relatcd to lhe mouon of lhe p1g. through lhe pipeline. Most of 
lhe available knm\lcdge 1~ b'~ on field cxpcricnce. Hcncc. selecting 
lhe best pig. cstunating 1b spc..'Cd. l'l'quircd dri' ing pressure and lhe 
amount of back and ltln\ttrd bypass ot fiuid. often imolve some 
gu<:S.'>·worl. und. conscqucntly. a high dcgn.>c ofuncenainty. 

On..: opcrotion th:ll 111\0hes n h1gh risk of dumage to lhe 
fuciluics. 1s thc r..:movnlof l"1uid from a pipeline. This opcration. 
oftcn callcd dcw<ltenng. is normally conducted alter a 
hydrostatic tcst of u pipeline IS pcrformed. ln most cases. a 
sealing pig drivcn by gos is cmplo)'cd to displace the liquid lf 
not propcrly dcsigncd. the opcration may lead to ver) high pig 
vclocnies and liqu1d now rates at the pipe e-..it section. 

Figure I illustratcs 3 typ1cal se3ling pig. cmployed in 
de\\atering op..:rations. The pig is formed b) l\\O piston·typc cups 
anached to a C) lindrical bod) ln ordcr to produce efficient scaling. 
p1gs ha'c nommal d~amctcrs larger than the p1pe diameter. Gas 
pumpcd upstrcam of the p1g pro\·1de:. lhe necessar)' pressure 
dllference to O\Crcomc thc contact foree at the ''ali. to displace the 
hqu1d dO\\nstream of the p1g and to accelerate the pig. 

cup 
\ 

Pig body 

l iquid 

Figure I - Schematic vicw of a dcwatering pig. 
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A litcraturc suney revcals ver)' fC\\· papers dealing with the 
motion of p1gs in p1pchnes. Most of the available \\Ork is bascd 
on fleld c-..periencc. being of limited scope. Sullivan (198 1), 
l laun ( 1986) and Burt and MacDonald ( 1997) treat the dynamics 
of Slmpliflcd p1gs 111 gas lmcs General guidehncs for lhe design 
of p1gs are prcscntcd by Cordcll ( 1986). Modclmg of the pig
p1pe contact forces is prcsented b) Gomes (1994) Short ( 1994) 
conductcd 3n C'\perimental research program auned at the 
under~tandmg of lhe fundamental problems rclated lO p1pehne 
p1ggmg A sunplc modcl 10 prcd1c1 the p1g mollon dnven b) 
mcomprcss1blc nuids undcr stcad) state cond1110ns \\85 presented 
b~ AIC\'CdO CI ai ( 1996) Recentl). ALe\edo Cl aJ. ( 1997). 
anal)'led the hy-pa~'> llO\\ and contact forces in pigs. Santos et ai 
( 1997). modelcd the pig d> nam1cs for p1g-llfi applications. 
Vianes Campo and Rach1d ( 1997). studied the dynamics of p1gs 
through p1pel1ncs usmg th.: mcthod of characterisucs. 

The ObjCCII ve o r the presenl work is lO simulatc the trnnsient 
dewotcnng of a pipeline cmploying a scaling pig. Thc simulation 
proposcd is based on the cquations dcscribing conscrvation of 
mass and linear momentum for thc llu1d and thc pig, and takes 
into occount the compres~ibi l i ty of the fluids. pipe dcformation 
and gravit) cffccts. 

MATIIF.MATICAL ~ODEL 

TI1c mouon of a pig ins1de a pipe during a dewatering 

g 
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I• " \ 
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Figure 2- Control volume for unsteady, one-dimensional 
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operution can bc obtained by thc solution of the fluid flow 
problem. couplcd \Vith the a modelto predict thc pig motion. Thc 
upstrcam fluid 1s a gas. whilc thc do\\nstream fluid IS a liquid 
Both are cons1dcrcd to bc Nc\\loman At the prcsent \\Orl<.. the 
OUid flow IS ISOthennal Thus. the flo" problem 1s govemed b) 
the conscrvation of mass and linear momentum cquauons. 

Figure 2 represents an elementar)' section of o variable arca 
duct. fhe ccntcrline of thc duct is inclined with lhe horizontal at 
an angle p. ILIS assumed thaLthe arca change O\Cr the lcngth dx 
IS small. so the Oo" IS csscnuall) onc-dimcnsional ln the figure, 
p. V, P, A are the densit). vcltx:IL)', prcssure and arca. 

respcctively, whllc g is the gravíty vector and t, is thc viscous 

force. 
The mass conscr\'atlon equation can be \Hittcn usmg the 

definmon ofmatcnal dcnvativcs as 

I DA I Do à V D à a 
--+-..=...r:..+--=0 wherc -=-+V- (I) 
A Dt p Dt àx Dt àt i}x 

Area changes can be related to prcssure. by considering thc 
clli:cts of pipe dcfonnauon due to pressurc \artauons along thc 
llo''· I he arca and densit) dcpcndcnce on pressurc are gíven by 
lhe rclations (scc Wyhc and Strcetcr. 1978). 

IDA DCI - ~hDp VilA 
--= +---
A Dt cl Dt A i), 

Dp I Dp 
Ot= alDt 

(2) 

''hcrc e is the pipe wall thid..ncss, E the Young's modulus of 
clasticity of lhe pipe material. 1J thc Poisson's raLio and a is thc 
spccd of sound Substnuting thcsc cquations in cquation (I) onc 
obtam, 

2...e.+ v~ Í' pa2 a v + po2 ~~=0 
êlt ()x ~ àx ~ A Clx 

(3) 

\\here ~= l +a2p D(l-tJ2) / (ef) and ~a2 1 E, IS the ''a'e 

spced 
Thc momenLum conservation cquation can be written as 

a v a v 1 a P r 1v1 v . 
-+ V-=--------gsmP 
dL h p dx 2 o (4) 

'~here f is Lhe fncuon factor [f 4 't1 /(0.5 p V2
)] Thc friction 

factor dcpends on lhe Reynolds numbcr Re. 

Re = p V D/ ~.f (5) 

wherc f.lr 1s the absoluLc viscOSit) . ln the turbulcnt rcg1me the 
frict10n factor is also a function of thc relatÍ\ c pipe roughness 
c'D. h can bc approximated by its fully devclopcd expression. 
ror a laminar regime, Re < 2300, it 1s specifrcd as 

f= 6-FRe (6) 

For the turbulcnt regime, Rc > 2300. the friction factor is 
apprO\Imated b) Miller's correlation (Fox and McDonald. 1995) 

f = 0.25 [lo_( E I D + 5.74 )]-2 
~ 3.7 Ré9 

(7) 

The coupling of the pig moLion with the Ouid flow in the 
pipeline is obLnmed through a balance of forces actmg on the pig, 
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together with an equation 1hot rcprcsents the Ouid prcssure drop 
across the b)'pass holes in Lhe p1g ( /\Levedo ct ai.. 1996). 

The force balance on thc p1g can be writtcn as 

d vP 
m--=(Pt- p1) A- m gsmP- F01 (Vp) 

di -
(8) 

'~herc, V P is the pig velocit). m the pig mass. p1 and p2 thc 
pressure on Lhc upsLream and do\\nstream faces of the pig. P is 
lhe angle of the p1pe axis \V 1th the horizontal 

The tenn F11(V p) rcpresents the conLact force bctween thc ptg 
and the pipe wall. The comact force dcpcnds on x~, the pig ax10l 
coordinaLe, indicating that thc canract force can be allowcd lo 
vary along the pipe lcngth Whcn the pig is not in moúon, Lhc 
contact force 'arics from zero to lhe maximum stalic force F ,..,. 10 

order to balance thc pressurc force duc to the Ou1d flo\\. 
(9) 

Fa1(Vp) = F(xp) .neg Fpos ) wherc - F51a1 (xp) ~ F(x p) S stat (xp 

Smcc the p1g ma) rcs1st diiTcrently to bcing pushed forward or 
backward. the maximum SUILIC force for a negauve pressure 

gradient ts F5~~f, while for a positive pressurc gradicnt is Fra~ . 
Once lhe pig is sct in motion by the flow. the contact force 

assumes thc constant valuc. F dm· rcprcsenLing the dynamic 
frktion force that 1s generalf) d11Tercnt from lhe stauc force. As 
111 the prev1ous suuauon. l\\0 diflercnt 'alues for the d)nam1c 

contuct force are allowed, r;~ and Fr~ . dcpending on the 

dircction ofthc pig motion. 

j-F:;,s<"p > 

Fru(Vp) • f~(,pl 
dtn 

lf 

tf 

vP < O 

Vp >0 

{10) 

Movinl!. Coordinatcs. Since the pig moves in thc 
computational domain, it is con\'enicnt to employ a coordinatc 
sysLem 11 Lhat slrcLches and contracts m thc p1pe. depending on 
thc pig poS!liOn. The flUid flO\\ conscnauon cquauon must then 
be wrinen for thc new coordinatc systcm (Montwo et ai., 1998) 
as 

[ 

., 1 (li) 
Pa- .,_ 

i) P v () p ~ ~ v pa-v iJA O 

ãt( v )+h;~( v)+ _}_ ;.,(P )=[~Ah11 dr!]-[riV!](~) 
1111 p -gs111jl 2 D 

The absolutc \clocit) V is cqual to V + v1 . whcrc V IS the 
rclative velocit) and 'li thc grid \'Ciocít)'. h11 ts Lhe metric whích 
rclates the two coordinatcs. 

~ 
"g = atll'l ~ 

ht'l =arJJ. ( 12) 

Fluid Propertjcs. The gas is consiúcred to bchavc as an ideal 
gas. Thereforc for an isothcnnal now. 

p 
p---

- z Rgas lref 
( 13) 

where RgiiS IS lhe gas constam, 1 rcf thc refcrcnce tcmpcrature and 
zthe compressibiliLy factor. 



For the liquid. lhe following rclationship between density and 
pressure was cons1d~red, 

P 
_ p + P- Prel 
- ref 2 

a 
( 14) 

\~here Prer is the refcrcnce density evaluated the rcference 

pressure Pref· and a is the sound ~peed 
Thc tl u1d absolute VISCOSII) was cons1dered constant for lhe 

prescnt anal) sis 

NUMERICAL METIIOD 

The set formcd by equations (8) and ( I I ). together with 
the appropriate boundar) and miual conditions. require a 
numcrical mcthod to obtain thc desired time-dependent 
pressure and velocity fic lds. I hesc cquntions were d1scretized 
by a finite differcncc method. A staggercd mesh distribution 
was selectcd to avoid unrcallst IC osci llatory solutions. as 
recommended by Patankar. ( 1980). The cquations wherc 
mtcgrated in time using a semi implicit method. that is, the 
cquations are 1ntegratcd by a tolally implicit mcthod. but thc 
coefficients are locally linearized The space derivatives werc 
approximated by the centro! difference method around lhe 
mesh point The resultmg coeflicient matrix is penta
diagonal, and can be easi ly solvcd a direct penta-diagonaJ 
algornhm. 

Adapuve Mc~h . I hc total numbcr of grid points inside lhe 
p1pe was mamtamcd constant 10 the numerical calcu1ations of 
the no" fie1d upstream and do\\ nst ream of the pig. as well 
as fo r the pig d) namics calculations. However, as the pig 
moves along the pipe, 11 IS convenient to rearrange the node 
distribution 1 he number of gnd points upstream and 
do\\ nstream of the p1g was made proponional to the length of 
the p1pe at each side of the pig Further. the mesh was 
concentrated near the p1g, to better resolve the no" variables 
at this location. 

RESULfS 

Two dcwatering cases are analyLed. ln both cases lhe pipeline 
is initially lilled wlth water and mtrogen is injected lo displace 
the water out of the pipe. A seahng p1g separates the two tluids. 
Firstly, a horizontal pipeline gcometry is investigated. Then. tbe 
dewatering of a riser geometry typically encountered in sub-sca 
oil production lines is studied. 

Dewateriog o( boótontal pipeline. The pipeline cbaracte
ristiCS are described bellow 
• pipeline length : 30 km 

• d1ameter: D I fi 
• wallth1ckness: e - 6 mm 
• relauve roughness: EID = 1.5 I 0-4 
• Young's modulus ofelasticity. E ., 2 1 0~ MPa 
• Poisson's coeffic1ent 11= 0.3 

A 50 kg pig is uscd 1n the de\\atering operation. The contact 
force values are: 
• Positive and Negative Stauc Force; 7159 N 
• Positive and Negative Dynamic Force. 6800 N 

The gas selected for the dcwatenng process was nitrogen, 
with the following properties 
• gas constant. 
• Refcrcnce temperature, 

Rgas .. 296.9 N m /(kg K) 
T,.r = 293. 1 K 

• corrcction factor. z "' 1.04 
• Absolutc viscosity, j.l: = 1.5 10'5 N s/m2 

The watcr properties are: 

• Refercnce prcssure, Pref = Patm = I O 1.3 kPa 

• Refercncc dco~ity, Pref = 1000 kglmJ 
• Sound speed. a = 1200 rrJs 
• Absolutc viscosit), 11: • 1.0 1o·J N s/m2 

The followmg boundBr) and initial conditions \\Cre specified: 
• constant outlet pressure: 98.07 kPa 
At the p1pe entrance, a valve was cons1dered to be presem. The 
valvc was progressJVely opcned and had lhe following 
charactensucs: 
• valve dischnrgc coeflic1ent x total vahe arca = 0.01 m: 
• valve upstream pressure = 6.0 MPa 
• vahe open~ hncarly with time unul a fuU tlow arca, A,, is 

rcached. So, 
• NA, =O t =O 
• NA,= I t ~ I s 

Figure 3 illustrates thc pressurc variation with time for 5 
positioos along lhe pipe: x/L = O; 1/2; 1/4: 3/4 and I. As can 
bc sccn in thc figure, thc inlet prcssure rapidly rcachcs a 
constant value. since the inlet valve is complctely open just 
afier I s. The outlet pressure is kept constant. At any 
particular position, lhe pressure increascs with time until the 
pig reachcs that position. After thc passage of the pig, the gas 
pressure decrcases. because of increastng volume of pipe 
available tor the gas 

6 

5 

« 4 ~ 

~ ... ... 3 
:::1 ... ... ... 

2 ... 
Q,. 

o 2000 4000 6000 
Time (sec) 

Figure 3 - Pressure variation with time at ditTerent 
pipe locations. llorizontaJ pipeline. 

Figure 4 presents the gas and liquid mass tlow variation with 
time for selected posiuons along the pipe. The inJeCtion of 
Nitrogen at the 10let secuon IS seen in Fig. 4a. At lhe middle of 
thc pipeline. Fig 4b, the gas mass tlow rate is initially zero, since 
lhat position is miuall) oecup1ed by water. As lhe pig passes thts 
point. thc gas mass tlo\\ rate increases sharply The \\ater mass 
tlo\\ rate at the sarne point has lhe opposite bebavior, as seen in 
Fig. 4c. lnitially. lhe \\ater mass llow rate increases 
monotonically as the pig displaces the water. Aftcr lhe passage 
of lhe pig by the middle of lhe pipeline, the water mass tlo\\ rate 
drops instantly to zero, meaning lhat lhe pipe mid section is frce 
of water. The most 1mportant information from lhe practical stand 
pomt is conveyed by Fig. 4d, where the liquid mass llow rate 
variation at the pipe exit section is presented. 
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Figure 4- Mass Fio'' rate variauon \\llh time (a) gas at inlcL (b) gas at nud p1pe. (c) ltquid at m1d p1pc (d) ltqUid at outlet 

The water mass now rate IS mniall} moderate, As lhe p1g 
approaches the end of the p1pe. the mass no,, rate at the ex11 
section increases sharply due to lhe decreasing no" resistance 
offered b) the wmer no" . fhcse h1gh valucs of the water mass 
now rate at lhe ex1t sccuon mny cause problems 10 lhe liqu•d 
rcceiving facilitiCS thal may not have becn des1gncd to handle 
thesc now rate leveis. 

The results obtamed for the p1g dynamics can be observed in 
Figure 5. Figure 5a corresponds to thc variauon of the pig 
position with time, while Fig. 5b presents the p1g velocity as a 
funclion of its posilion. Thc pig initial position and velocity were 
zero. As thc gas is injected in lhe pipeline. thc pig Slarts its 
motion. The pig rapidly reachcs a vclocity le,el of 3 m/s. 
H o" e' er. as the water I caves lhe pipe. lhe water resistance to lhe 
pig motion is reduced. \\hilc the driving gas pressure is 
mamtained. As a resuh. the pig velocit) men:ascs substantiaJI), 
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(b) pig veloclly versus 11s po~1110n 

Figure 5 - Pig dynamics through homontul pipe. 
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umil it lea,es thc p1pchne l'hc kmcuc energ~ assoc1ated \\lth a 
50-kg pig at thes<: \ciOCit} leveis 1s cons1derable. bemg 
potentiall) hazardous to thc p1pchnc operatmg crc" ál1d to the 
pig recci\ ing faciliucs. 

De"atering of a riscr. Figure 6 l>hows a simphlied nser 
geometry. Gas is pumped at the inlet \\Íth the objective of 
displacing lhe liquid mllia ll) lilling the pipe. As will be seen in 
lhe results to be prcsemed. lhe change in clcvmion of Lhe mer is 
responsible for an interesting pig dynamic bchuvior. 

Thc total lcngth of lhe ri ser is equal to 1500 m. Thc rcsults to 
bc prcsenlcd ore rcfcrcnced to lhe scvcn stations marked in lhe 
figure. 

Tn lf' l __. .. 
1 g ? • 

1 
-
4 

7 

· ~ 

" 

OniPI 
_ .. 

Figure 6 • Rt5er geomelry 

The coordinates of the stauons tnd1cated 111 r1gure 6 are ghen in 
the table below: 

IPosilion x (m y(m l>osiuon x(m \(m) 
Lnlet _() 6QQ Po1m 5: 2~ o 
Poinl I 50 600 Point 6· 25C 300 
IPoint 2 5( 300 POIIll 7: 25C 600 
Point 3 5( ( Outh!t: 3Q(: 600 
IPoint 4 I ~ --º 
ln the simulauons. lhe folllming pipe charactenstics \\Cre uscd: 
• diameter: D = I O m 
• wall thickness: c ~ 6 mm 
• relati\C roughness EID 1.8 10 ... 
• Young 's modulus of clnsucll) I - 2 I O~ Ml>a 
• P01sson's cocffic1ent ~~ OJ 

A 30 kg pig \\QS used m thc dc\\atenng proccss The contact 
force value:. wcre taken as, 
• Positive and Ncgall\c Stmic Force 4982 
• Positive and Negative Dynamic r orce: 4982 N 

The sarne nuids as 111 thc prcv1ous case (nitrogen and \\ater) 
were selected as thc \\Orking fllllds in the riser. 





Figure 10 prcsents thc p1g velocity as a funcllon of íts 
position along lhe nscr. Thc rcsults prcscnted show that the píg is 
ínitially accelemted sharply as 11 gocs from thc inlct to station I , 
as a consequence of the small hydrostauc pressurc ahead of the 
p1g. As the p1g moves down nlong the left lcg of the riser, the 
vcloclly decrenses as the hydrostatic column incrcascs. Thc p1g 
velocity is approxtmatcly constant along thc iniual portion of the 
horizontal part of the riser. Howc,er, as the pig approaches the 
end of Lhe horizontal leg (stauon 5), 11 ts acceler:lled due to lhe 
decreasing resistance offercd by thC ltqutd now that IS beang 
progressively dnven out of the pape. After the pag passes stauon 
5 and bcgms to ascend in the nser, its velocny conunucs to 
mcreasc due 10 thc decre~mg hydrostauc pressure. Thc velocity 
leveis auamed by the pag m thc samulauons are samilar to those 
verified in field operauons. Thcse hagh velocaty leveis lthould be 
avoadcd at thc risk of causmg damagc to thc platfonn facihues. 

Figure II prcsents the pig position along Lhe riser as a 
function of time. The two honzontal hncs plotted in the figure 
represem the pos1tion of stations 3 and 5. and were ancluded to 
facihtate the analysis ol the pig motion 
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Figure I O- Pig velocny versus pig posit10n. Ri ser. 
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Figure I I -Tame vanauon of pig pos1t10n. R•ser. 

CONCLUSION 

The present paper presentcd a simulation of thc nuid llow 
and pig dynarnics of p1pcline dcwntering operauons. The basic 
equations goveming conscrvauon of mnss and linear momentum 
were numcrically solvcd. Dcwatenng opcrotions m honzontal 
I ines and in a riser geometl) were simulated. l'he rcsults obtained 
agree with what has been observcd in field opcrations. ln both 
cases simulated, the pig attaincd VCI) high velocnies at Lhe end of 
lhe opcration. Thcse are potcnuall~ dangerou!> si tuallons that 
should bc avoidcd by proper pag des1gn 
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RESUMO 

Neste trabalho são tm•tsllgados (}j efettos combmados da mriacão de área. fncção e troca de calor 
sobre escoamemos de j1111dos compre.rsí1•eis em bocais do tipo convergente-di1•ergeme (lllbtiras) t utlii:.ado 
um modelo quase-unidimensional e sua .wluçilo nwnérica é oblida através do método dos volumes finitas. Os 
remlwdos tllcO/IIrado.r apreumaram boa collcordâncw com a !Jolução a11alítica do escoamento tsentrópico e 
com resultados mtmincos de escoamemos com fricção e troca de calor da literatura. Emretamo. foram 
\'enjicadas discrepâncias na comparação com resulwdos t'xpemnemais. Concluiu-se que essas discrepâncias 
del'l'lll st'r creditadas à biliimensionalidadt' dos escoamentos em bocais. 

TRODUCÃO 

Bocms do tipo convergente-divergente são utilizados cm 
motores-foguete para expand1r o~ gases resultantes da combustão 
de seu\ propelcntes. Esta expansão produz uma grande variação 
da quantidade de movimento dos produtos da combustão, o que 
resulta na força de cmpuxo do motor. 

O eM:oamento no 1ntenor de um bocal é. de urna maneira geral. 
tridimensional rutJSSimétnco. compressível, t:om rcg1õc~ MJbsônicas. 
transôn1cas e super\ômcas, com fricção, c transferência de calor nas 
paredes. Para proJetar esses bocais é importante conhecer as 
propne.dades do escoamento. trus como pres~ão e temperatura locais. 
Além d1sM>, occesstta-se dctcnnmar os parârneU'Os globrus como o 
fluxo de ma~sa do~ propelentcs c o empuxo desenvolvidO pelo bocal. 

Para um projeto preliminar. uma hipótese amplamente 
utilizada é a de con)idcrar o escoamento quase-un•d•mensional. 
Isto toma possível uma solução analíuca das equações 
governantes paro ca5os hmites. c redut multo o custo 
computacional no caso de urmr solução numérica. Um dos 
objetivo~ deste trabalho é avahar as cond1ções cm que a hipótese 
de escoamento quasc-unid•mcns1onal é aplicável. 

Os pnncipa1s efeitO!> a serem cons•dcrados nesse 
escoamento são a variação de área, a fncção, c a troca de culor 
entre o escoamento c as paredes. Se as temperaturas alcançadas 
forem multo clcvad~. a trocil de calor por radiação e a 
d1ssocwção qufm1ca também ~c tomam imponantcs. Contudo, 
radiação e reações qufnucas n:lo são consideradas neste trabalho 
cm v1nude das baixas temperatur~ dos problemas analisados. 

Bcans ( 1992) apresenta um forma para resolver as equações 
governantes de um escoamento quasc-umdimcnsional com 
variação de área. fricção. c transferência de calor, com umtl 
formuiJção que utillla somente uma equação diferencial 
ordmána, não-lrnear. para o número de Mach. Essa equação é 
resolvida pelo método de Rungc-Kutta de 4•. ordem. Ela é 
dedu11da por Shapiro ( 1953), e, na sua formulação completa, 
contempla também os efeitos da injeçllo de massa. e variações da 
compos1ção quím1ca c do calor específico. 

No presente trabalho emprega-se o método dos volumes 
linitos, como descrito por Maliska r 1995), para resolver o modelo 
matemático quase-un1d1mensional do escoamento cm bocais do 
upo convcrgente·dl\ergente. O coefic1cnte de transferência de 
calor e o fator de fricção são aval1ados através de correlações 
empíncas. A vantagem do método empregado neste trabalho cMá 
na ma1or facilidade de obter-se soluções para propriedades 
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variáveis. Além d1sso. esta mesma metodologia pode ser 
empresada cm escoamentos tndimcns1onais. 

f: feita uma mvestigaçi.lo sobre a influência dos efeitos de 
fricção e transferência de calor sobre o escoamento nos bocais. 

Os resultados são comparados com soluções analfucas de 
casos hmites, resultados numéricos c resultados expenmcntms 
encontrados na literatura visando analisar o modelo matemático a 
seguir 

FORMULACÃO DO PROBLEMA 

O fenômeno ffsico é caracterizado pelo escoamento quase
umd•mcns•onal de um flurdo newtOniano. compressível. e 
termicamente perfeito no mterior de um bocal do tipo 
convergente-divergente. 

As equações governantes são as de conservação da ma~sa. 
da quantidade de mov1mcnto linear, c da encrg•a. além da 
equação de c:.tado dos gases perfeitos. Essas equações silo 
mostradas, respcchvamentc, abaixo. 

(I) 

~{puA)+~{puAu)= - A i)p +_±~(f.l.A ÕU )-<,. P,. C2) 
àt ax ax 3 ax ax 

( ( 

l • 
à aT 4 i.)u qcP .. 

+- kA-)+-f.l.A -) +lult,.. P .. +--
i)x ax 3 i.)x cosa 

(3) 

p=pRT (4) 

onde A é a área da seção transversal do escoamento, cr é o calor 
especffico à pressão constante, k é a conduuvidade térmica, pé a 
pressão, Pw é o pcrfmetro da seção transversal do bocal, qc" é o 
fluxo de calor por convecç:lo na parede. R é a constante do gás, t 
é o tempo, T é a temperatura. u é a veloc1dade, x é a coordenada 
espac1al, a é o ângulo de inchnação da parede cm relação ao e1xo 
longitudinal do bocal. fl é a viscosidade dinâmica, p é a massa 
especrtica do flu1do e t,. é a tensão viscosa junto à parede. 



Como o modelo é quase-unidimen~ional, a tensão viscosa 
junto à parede (Bcjan, 1995) c o nuxo de calor por convecção 
(Shapiro, 1953) são dados por 

f 2 
T =-pu ... 8 

q;=h(T.,-T • .,} 

(5) 

(6) 

onde, além dos sfmbolos já apresentados, f é o fator de fricção 
local, h é o coeficiente local de transferência de calor por 
convecção. T,. é a temperatura da parede, c T1 w é a temperatura 
de parede ad1abáuca 

Para avaliar o cocfic1ente local de transferência de calor. h, 
é ut1hzada a correlação empfrica proposta por Bartz (1957). Essa 
correlação foi obtida para um bocal cõnico, cujos ãngulos das 
panes convergente c divergente possuram 30° e 15". 
respectivamente, c na garganta um raio de arredondamento igual 
ao diâmetro da garganta. A correlação é dada por (para unidades 
do S1~tema InternaCIOnal) 

h =[o.o26[~) (Pc )ox[~J~~ I lA, )09 

o(\' Pro~ c· A o (7) 
a t r, 

onde A é a área local, A1 é a área na garganta, c· é a vcloc1dadc 
caractcrfsuca, cP é o calor especffico à pressão constante, 0 1 é o 
d1âmetro da garganta do bocal. Pc é a pressão na câmara ou 
reservatório, Pré o número de Prandtl. rc é o rruo de curvatura na 
garganta: o subCndicc t refere-se à propncdnde na estagnação, c o 
é um fator de corrcção devido às variações das propriedades na 
camada limite. A expressão para esse fntor pode ser encontrada 
em Banz (1957). 

A temperatura de parede adiabát1ca. T,,.. é dada por 
(Shapiro, 1953) 

T =Tf'l+ry-IM 2 ) ... 'l 2 
(8) 

onde T é a temperatura local do nuido, r é o fator de recuperação 
ad1abática, eM é o número de Mach local. O fator de recuperação 
vale aprOximadamente Pr1n para escoamentos turbulentos. Este 
fo1 o valor assum1do neste trabalho. 

A expressão para se obter a veloc1dade caracterfstica, c•. é 
encontrada cm Huzel c Huang ( 1992). 

O fator de fricção local. f. pode 'er avaliado através da 
equação sugerido por Miller ( 1983), que representa 
aproximadamente o diagrama de Moody. O diagrama de Moody 
fo1 obtido para escoamentos incompre\~fve1~, turbulentos, 
plenamente dc\envolv1dos, em dutO\ Circulares de seção 
constante. A equação '>ugenda por M1ller é expressa por 

r = 0,25[1og[ Yo + ~J~-
2 

3,7 Rc0.9 
D 

(9) 

onde D é o diâmetro local, "e" é a rugO'>Idade absoluta. Rc0 é o 
número de Reynolds. 

Outra forma de avahar o fator de fricção local é através da 
analogia de Colbum (Bejan. 1995) 

f -=St Pr21 l 
8 

(10) 

onde St é o número de Stanton dcfimdo por 

St=~ 
Rc 0 Pr 

( 11) 

onde Pr é o número de Prandtl, Nu0 é o número de Nu~h 
baseado no d1âmctro. Re0 é o número de Reynolds baseado no 
d1âmetro. 

A analogia de Colburn foi ohtida para escoamentos 
incompressrvcis em placas planas. Também é valtda para 
escoamentos em dutos circulares de seçào consumtc, com Pr~O.S. 

As correlações utilizadas para o fator de fricção foram 
obtidas com escoamentos CUJas cnrncterfsticas são muno 
diferentes dos escoamentos estudados no presente trabalho. 
Mesmo assim. deseJa-se verificar se c~'>a!> expressões fornecem 
bons resultados em boca1s. 

Para simular o e.,coamento em bocats, as equações (I) a (4) 
são resolvtdas simultaneamente. A avaliação do nuxo de calor é 
feita utilizando o coeficiente de filme dado pela equação (7). A 
tensão cisalhante junto à parede é avahada utili7..ando o 1iltor de 
fricção dado pela equação (9) ou pela equação (I 0). 

CONDIÇÕES DE CONTORNO 

Em problemn.s envolvendo bocats do tipo convergentc
dtvergente com escoamento subsônico na entrada e supcrsônico 
na saída o nuxo de massa é um resultado da simulação e, dcMa 
forma, não pode ser prescrito (Anderson. 1995). Ass1m, na 
entrada pode-se prc~rever duas vari:h c1s, por exemplo 
temperatura c pressão. c deixar uma variável, por exemplo a 
velocidade, flutuar cm função dos resultados no interior do bocal. 

Neste trabalho, as cond1çõcs de contorno na entrada são 
aplicadas considerando um escoamento iscntrópico entre o 
reservatório c a entrada do bocal. Assim sendo, as condições de 
e~tagnação na entrada do bocal s11o 1gurus às do nu1do no 
reservatório. Na saída, como o escoamento é supersômco, as 
variáveis podem nutuar em função do re,uhado no 1ntenor do 
bocal. 

Já que as cond1ções de estagnação são conhcc1das na 
entrada, a temperatura e pressão estáticas são prescritas em 
função da velocidade de forma explfcuo. ou seja, ulllizondo a 
velocidade da iteração ou instante unterior. Na saída, a 
temperatura e a pressão são exuapohldas linearmente utilinndo 
os valores armazenados nos do1s volumes adjacentes. Isto é 
eqmvalente a fazer as dcnvadas de segunda ordem nulas. 

Tanto na entrada quanto na saída. as velocidades podem ~er 
extrapoladas linearmente, da mesma torma que são feitas para a 
temperatura c a pressl'io na saída. Outra fonna. a que é adotada no 
presente trabalho, é a extrapolação dos nuxos de massa, obtendo
se as velocidades a part1r destes. 

MÉTODO DE SOLUCÃO 

As equações diferenciais governantes são discretizadas 
através do método dos volumes linitos. É utilizada uma 
formulação para qualquer velocidade (Van Doormaal, 1985). com 
arranjo desencontrado de variáveis (Pawnkar, 1980), diferenças 
centrais aplicada com correção adtada CL1IeJ.. et ai .. 1997) como 
função de interpolação, e método SIMPLEC (Van Doormaal e 
Raithby. I 98-l) para o acoplamento pressão-velocidade. A 
solução do SIStema hnear resultante é obudo com o algontmo de 
Thomas (Thomas, 1949). 

A solução é obtida de forma segregadu e, como as cquaçõe~ 
não são lineares, é necessário um procedimento itcrtllJVO. 
Detalhes do algontmo de solução podem ser vistos em Mnliska 
(1995). 
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O Interesse é a obtenção da solução de estado permanente. 
Ape~ar disso. o~ termo~ trans1cntes são manudo~ devtdo a uma 
questão de conven1ênc1a numénca. 

Como no e~tado permanente o nuxo de massa não vana 
moi~. o critério de parada do processo itcrati vo é feito verificando 
\C a variação do mesmo, de uma iteração no tempo para outra. 
c~tá dentro de uma determinada tolerância. Além d1sso. verifica
se se. obedecendo a mesma tolerância. não hã vanação do nuxo 
de massa ao longo do bocal. Para ISto. admniu-sc uma tolerãncta 
de I O 10

• 

Para facilitar a convergência do ciclo iterativo, utilizou-se 
como condtçõcs imc1rus os valores obudos da solução analítica 
do escoamento tscntróp1co no bocal. 

Para rcahtar os cálculo~ fm elaborado um programa 
computacional em Fortran 90. 

RESULTADOS E C'OMPARACÕES 

Inicialmente é verificada a solução numénca obtida no 
presente trabalho através da comparação com a solução annlíuca 
do escoamento 1sentrópico c com soluções obtidas por Bcans 
( 1992). Em seu trabalho. Bcan~ obteve soluções para 
csco:~mcntos com fncção e com troca de calor com o objcuvo de 
demonstrar apcna.~ que a metodologu empregada posstbilitava o 
uso de fatores de fncção e coelic1entes de transferência de calor 
vanávcís. 

Solução íscntrópica. O programa foi aplicado na solução do 
c~coamcnto sem fricção e troca de calor. portanto somente com 
efcno da vanação de área. Os resultados são comparados com a 
solução analfuca (John. 198-t). O objcUvo desse teste é venficar a 
Implementação Jo método utílitado 

Foi utili7ado o bocal convergente-divergente de~crito por 
Rcans ( 1992). E~ se hocal tem 3.99 de razão en1re comprimento c 
d1âmetro da garganta. A pane convergente consiste de um arco de 
circunferência na cmrada. e omro arco de arredondamento na 
garganta. ambo\ com r.uo 1gual ao diâmetro da garganta. A razão 
entre a posição da g~trganta e o seu d1jmetro é igual a 1,3. A parte 
divergente é côn1ca com ângulo de 20". As razões de áreas são de 
3.482 c 8.0. na entrada c safda, respectivamente. 

O erro encontrado para uma 'olução numénca utilizando 
200 'olumes de controle f01 de 0.0015% no nuxo de massa. 
Uuhzando ~00 volumes o erro fo1 de apenas O.OOQ3r,'<' em relação 
~ solução analítica 

:-.lesse trabalho o erro é definido por 

(12) 

onde S" representa a solução ana1C11ca c SI\ rcprc~cnta a solução 
numérica. 

Deve-se enfatizar que esta comparação é feua entre uma 
solução numénca c uma analítica. ambas umd1mcnsionais. o~ 
resultados dcmtmstrJm que. com exceção dos termo~ que 
modelam a fncção e a troca de calor. tudo o mrus. i~to é, os 
dcm:us termos Jas equações di fcrenciais, as condições de 
contorno. a discrcti7ação. e o processo de solução. foram 
corrctamente tmplemcntados paro o escoamento iscntróptco num 
bocal do llpo con,ergcnte-d1vcrgcnte. pelo menos dentro das 
lruxas de erros mcnc1onadas acuna 

Solucão ptllahática com friccão. Foram obtido~ resultados 
para escoamentos nd1abáticos com fricção. utilinndo o bocal e a 
expressão para fmor de fricção conforme Beans ( 1992). Para 
a\ahar o fator de fncção, Bcans ullhza a equação dedu11da para 
csco,tmcntos tncompressfveis, lammares. em dutos de seção 
c1rcular constante, 

64 
f=-

Rco 
(13) 

onde Re0 é o número de Reynolds baseado no diâmetrO. 
Os resultados são comparados com os apresentados na 

tabela 2 da refcrêncta citada. 
A tabela I a seguir mO)tra a comparnç!\o do resultado 

apresentado por Beans. para um escoamento com fricção onde 
Re0 ,=250, com os resultados obt1dos no presente trabalho 
utilizando 200 e 400 volumel>. Nesta tabela Mi, Mg e Me 
representam o número de Mach na entrada. na garganta e na 
saída. respccuvamente. Xs!Og é a razão entre a coordenada do 
ponto sónico c o d1âmetro da garganta, e Cd é o coeficiente de 
dc~carga, que é a razão entre o nuxo de massa obudo 
experimentalmente ou numcneamcntc c o nuxo de massa obtido 
da solução anaiCtica tscntróptca unidimcnsional. 

Tabela I - Escoamento adtabát1co com fncção Comparação 
dos resultados para Reos=250. 

Presente trabalho Beans lsent. 
200 vol. 400 vol. (1992) 

MI 0.1463 0,1456 0,1454 0.1527 
Mg 0.9365 0,9362 0,9360 1,0000 
Me 1.8946 1,8946 1,8946 3,6783 
Xs/Dg 1,3450 1.3450 1,3448 1,3000 
Cd 0.9587 0,9561 0,9531 1.0000 

Na tahcla I. a última coluna refere-se ao escoamento sem 
fricção nc~sc me~mo bocal. Essa coluna foi inclufda na tabela 
para mostrar que nesta situação hipotética de Rc01=250 os efeito~ 
da fricção são cons1dcráve1~ Por exemplo. o número de Mach na 
\afda do bocal é 3.6783 para o el>coamento isentróp1co e 1,89-1-6 
para o escoamento com fricção Para escoamento adíabáuco com 
fricção cm bocal convergentc-dtvcrgente, pode-se demonstrar 
matematicamente (John. 1984) que o número de Mach sônico é 
atingido apenas na scçiio divergente. 

A tabela I compara os resultados obtidos no presente 
trahalho com os obtidos por Beans (1992). i~to é, duas soluções 
numéricas untdlmcnJ>JOnrus. Como Já comentado na mtrodução, a 
mctodologHl empregada por Bcans é stgnilicnuvamente distinta. 
Beans resolve uma única equação J1ferencu:tl para o número de 
Mach pelo método de Rungc-Kuua de 4•. ordem. 

Os resultados mostrado'> na tabela. além do~ obtidos para 
Re01=100. 500 e 1000 e não expoMos no presente trabalho. 
pcmutem conclutr que o termo de fncção fo1 corretamcnte 
Implementado no presente trabalho. 

Solução com friccão c troca de calor. Neste item são 
apresentados os resultados para c~coamcntos com fncção c troca 
de calor. Novamente, foram u\adas as expressõc~ para avahar o 
fator de fncção c o coeficiente de transferêncta de calor conforme 
Bean~ ( 1992). Beans uultza pam uvahar o coeficiente de 
transferência de calor a segumtc expressão, que segundo o autor é 
derivada da analogia de Chílton-Colbum, 

f c,.m l ll 
h=---Pr · 

8 A 
(14) 

Os resultados são comparados com aqueles mostrados na 
tabela 3 da referência citada. 

A tabela 2 a segutr mowa a comparação fctta do resultado 
apresentado por Bcans para um escoamento com fncção e troca 
de calor, onde o fator de fncção é f=O,O.t, e a r:v..ão entre a 
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temperatura de parede c a temperatura de estagnação no ponto 
sônico vale TJf .. =0,6. Nessa tabela P ... e T,c são as condições de 
estagnação na saída do bocal, c Pti e T,1 são as condições de 
estagnação na entrada do bocal. 

Tabela 2 - Escoamento com fricção e troca de calor. Comparação 
dos resultados para f=0,04 e T Jf ,..=0,6. 

Presente trabalho Beans adiab. 
200 vol. 400 vol. ( 1 992~ 

MI 0,1523 0,1523 0.1522 0,15 15 
Mg 0,9924 0,9925 0.9923 0,9893 
Me 3,2033 3,2031 3,2031 3,167 1 
Cd 0,9972 0.9970 0,9967 0,9923 
P./Pu 0,6345 0,6343 0,6341 0,6130 
T8 Q.~838 0,9839 0,9838 1,0000 

Uma observação que deve ser feita é que para reproduZir os 
resultados da tabela 3 de Beans ( 1992) assunuu-se número de 
Prandtl igual a 0,7, e um fator de fricção constante na avaliação 
do coeficiente de transferência de calor (eq. 14). Parn a avaliação 
da tensão cisalhante utilizou-se f=0,04 nn garganta, e ao longo do 
bocal f varia de acordo com a equação (13). 

Ainda na tabela 2, a úhima coluna refere-se no escoamento 
adiabático. Essa coluna foi tnscrida para mostrar que o efeito da 
transferência de calor é pequeno cm relação ao efeito de fricção. 

As comparações feitas para T Jf.,= 1,0 c 1.5 foram 
igualmente bons. 

Comoaracõcs com resuhados exoerimen!ais. Para verificar a 
validade das hipóteses e expressões uuhadas para avaliar o 
coeficiente de transferência de calor e o fator de fncção são feitas 
comparações com os resultados experimentais de Back et ai. 
( 1972). Nesta referêncta são apresentados resultados 
expenmentais para três bocais do upo eonvergente-dtvergcntc. 
Os dados das geometrias dcs~cs bocms são apre~ntadns na tabela 
3, onde L é o compnmento do bocal, L1 é a postç3o da garganta, 
0 1 é o diâmetro da garganta, E.: c Ee são as razões de áreas na 
entrada e saída, respecuvamentc. a e À são os ângulos do 
convergente e divergente, respectivamente. r, e rc são os raios de 
curvatura na entrada e na garganta. 

Tabela 3- Geometrias dos bocats apresentados 
por Back et ai. ( 1972). 

Bocal I 2 J 
L( mm) 150,495 185,039 74,797 
L1(mm) 90,754 64,872 34,953 
D,(mm) 45,822 40,640 40.640 
E.. 7,90 9,76 9.76 

te 2,66 6,63 2.30 
a 30° 45'' 75u 

À 15° 15'' 15° 
r,( mm) 36.068 20.320 25.~00 
r,Cmm) 45,720 12.700 5,080 

A tabela 4 mostra os rcsuhados expenmentais para 
coeficieme de descarga e empuxo adtmcnstonal apre~mados por 
Back c t 31.(1972). O empuxo adimen~tonal. P. é definido por 

F*=...!:_ 
FIO 

( 15) 
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onde F é a força de cmpuxo obtida expenmentalrncnte ou da 
solução numérica, e F10 é a força de empuxo obtida da solução 
isentrópica unidimenstonal. 

Tabela 4- Resuhados expenmentats de Back et ai. ( 1972). 

Bocal 
Cd 
p 

0,990±0.008 
0.981 

2 
0.983±0.008 

0.971 

3 
0.951±0.005 

0,941 

Para a simulação do bocal I foram uulizadns as condtções 
apresentadas por Back ct ai. (1965). Na entrada as condtções de 
estagnação são Pu=697,06 kPa c Tu=833.33 K Além disso. 
Pr=0,70, R=290,7 Jlkg. K, y=l.34. c ~=3.58x l0 ~ Pa.s. Conforme 
Back et ai. ( 1965), a temperatura de parede vana de 0,45 a 
0,58Tu. Porém, como isto tem pouca tntluêneta no resultado final. 
por simplicidade Tw foi constderado constante, com T wffu=0.58. 

Para o bocal 2 as condições uttli1ada!. foram praticamente as 
mesmas do bocal I , mudando somente a pre:.s5o de estagnação na 
entrada para Pu= l ,72369 MPa, conforme Back ct ai. ( 1967). 

A figura I mostra a geometria do bocal 2, os resultados da 
simulação para o número de Mach, o coeficiente de transferêncta 
de calor dado pela equação (7) e os fatores de fricção obtidos 
pelas equações (9) e ( I 0). 
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Finalmente, para a s1mulaç!lo do bocal 3 fomm usadas as 
condições apresentadas por Back c Cuffel ( 1971 ). Na entrada as 
cond1ções de estagnação são P11=689.476 kPa c T11=300 K. E 
amda. Pr-=0.72. R=287,0 Jlkg.K, y=l,40. e J.1=1,81xl0·~ Pa.s. A 
temperatura da parede do bocal, T w• foi COnl>iderada constante, 
com T .lfu= 1,0. Ponanto, enquanto nos bocais I e 2 o 
c coamento é refngcrado, no bocal 3 o escoamento é 
praticamente nd1abático. 

As simulações foram feitas utilizando 540 volumes e um 
microcomputador Penuum 200-Pro. O tempo de computação para 
cada Simulação foi de aproximadamente cmco minutos. 

Os erros das soluções obtidas com 540 volumes foram 
inferiores a 0,04% para Cd e F"' Estes erros foram calculado~ 
pela d1ferença entre as soluções numéricas com 270 e 540 
volumes. 

Os rcsuhaclos obudos para coeficientes de descarga c 
empuxos adtmcnstonats são apresentados na tabela 5, para 
dtferentel> formal> de avaliação do fator de fncção. 

Tabela 5 - Coeficientes de descarga e cmpuxos 
ad1mensiona1s dos boca1s I. 2 c 3. 

Bocal I 2 3 
Eq. (9) Cd 1,0012 1,0014 0,9993 
c=O F• 0.9949 0.9934 0,9974 
Eq. (9) Cd 1,0006 1,0009 0,9991 
c=l2f!m F* 0,9935 0.9915 0.9962 
Eq. (lO) Cd 1,0008 1,0010 0,9992 

F* 0.9943 0.9929 0,9974 

Por dcfin1ção. o escoamento unidimensional isentrópico 
resulta em coeficiente de descarga e empuxo admlCn\lonal igua1s 
à unidade. Se forem considerados os cfe11os da fricção. o 
coeficiente de descarga e o empuxo adimensional têm seul> 
valores dimmufdos. Quando s11o considerados os efeitos da 
tranl>ferência de calor. o empuxo ad1mens1onal sofre um llgc1ro 
decréscimo, independente do sentido do nuxo de calor. Porém. o 
coeficiente de descarga pode sofrer uma pequena elevação se o 
escoamento for refngerado. ou um pequeno dccré.!>cimo se o 
escoamento for aquecido 

Os resultados apresentados na tabela 5. acima. comparados 
com os da tabela 4. moMram que n11o há boa concordância entre a 
prev1siio numénca e os resultados cxperimentats, tanto para o Cd 
quanto para F•: a comparação p1ora do bocal I para o bocal 3. 
Além disso, pode-se ohservar, pela tabela 5. que existe pouca 
d1fercnça entre as soluções oblldas com o fator de fricção 
calculado através da analogia de Colbum, e através da equação 
sugerida por Miller para tubos lisos ou rugosos. 

Uma pos!.fvel explicação para essa má concordância é o fato 
de que as expressões uuhzadas para avaliar o fator de fricção 
foram obtidas para escoamentos plenamente descnvolv1dos, de 
flUidos incomprcsshe1s, c ponanto com carnctcn!.ticas disuntn.!> 
das condiçõel> rea1s. A própria equação (7) obuda 
experimentalmente para escoamentos em boccus, tem sua 
validade restrita aos boca1s com ângulos da pane convergente de 
45° e raJO de curvatura na garganta igual ao diâmetro da garganta. 
restrição que só é atendida pelo bocal I . 

ANÁLISE DE SENSIBILIDADE 

Nesta scç:!o dois são os objcuvos: (i) verificar a 
sens1b1hdade do coefictcnte de descarga, Cd, e do cmpuxo 
adimensional. F*, às variações do ratar de atri to e do coeficiente 
de transferência de calor; e (ii) verificar se as discrepâncias entre 
as prev1sões numéricas e os resultados experimentais podem ser 
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credttadas às incenezas nas avaliações do fator de atrito e do 
coeficiente de transferência de calor. 

ConMdera-se como referência o bocal 2 e a solução obtida 
com a equação (9) para e=O. Nas figuras 2 e 3, a seguir, estão 
plotado~ o Cd c o P, respectivamente, em função dos parfirnetros 
f/f,.r e h/h,.1• Um resultado para flf,.1=4,0 e h/h,..,1=2.0, por 
e~emplo, indica que foi obtido admllindo-se que o fator de 
fncçào era de 4 veles o valor dado pela equação (9) e que o 
coeficiente de transferência de calor era 2 vezes o previsto pela 
equação (7). 

Pela figura 2 pode-se vcnficar que aumentando o valor do 
coeficiente de transferência de calor as d•screpônc1as aumentam 
tunda mais. Além d1sso, os cfcuos da transferência de calor são 
pequenos, pnncipalmente sobre F*. Desta forma, nas figuras 2 e 
3. a variação de coeficiente de transferêncta de calor t bem menor 
do que a do fator de fricção. 
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Figura 2 - Coeficiente de descarga em função 
de f/f,..r c h/hrd. 

lO 00 

A varmção de F• com f/f,cr é mu11o ma1s pronunc1ada do 
que a variação de Cd. Assim, o gráfico da figura 3 é plotado 
somente até f/f,...r=IO,O. 
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Figura 3- Empuxo adimensional em função 
de flfret c Ml,d. 



Nas figuras 2 c 3. a~ linha~ tracejadas repreltcntam os 
valores experimentais c os limites inferiores e superiores das suas 
Incertezas. Admitiu-se que a incerteza para o resultado 
expcnmcntal do cmpuxo ad1mensional tem o mesmo valor da 
mcertcLa do coeficiente de descarga. 

Pode-se observar na figura 3 que para um fator de fricção de 
cerca de cmco vezes o valor de referência o cmpuxo 
ad1mens1onal fica multo próxJmo do resuhado expenmcntal. 
Entretanto. observando a figura 2. para este valor de fator de 
fricção. o coeficiente de descarga não concorda com o resuhado 
experimental, inclusive levando cm conta a sua incerteza. Mc~mo 
considerando a rugosidade na equação (9), ou utilizando a 
equação ( I 0). os resuhodos encontrados são muito próximos a 
e~tes. 

Análises semelhantes foram fei ta:. para os bocais I c 3. Paro 
o bocal I foram encontradO\ resultados melhores. isto é, para um 
fator de fricção com cerca de quatro vezes o valor de referência. o 
coefic1ente de descarga c o cmpu\o adimensional ficam próx1mo~ 
dos resultados expenmental\. Porém, os resultados obtidos para o 
bocal 3 são paores do que os encontrados para o bocal 2 

A partir des~e::. r\!i>ultados. pnnc1palmente dos boca1s 2 e 3. 
conclUI-se que as discordânCilll> do~ result:Jdos numéricos com O\ 

re~ultados experimentaiS não \c devem às mcencLa~ 
experimentais nas avaliações do fntor de fneção e do coeficiente 
de transferência de calor. Além dii>SO, não foi possível determinar 
qual expressão é a mats adequada para avaliar o fator de fricção, 
uma vez que as d1fercnçus entre os resultados obtido~ com as 
dual> expressões foram multo pequenas. 

DISCUSSÃO E CONCLUSÕES 

Uma formulação para resolver escoamentos quase
umd1men~1onais em boca1s foi apresentada e avahada. Os 
resultados obttdos quando comparados com soluções analrticas 
do escoamento iscntróp1c0 num bocal do tipo convergente· 
divergente mostram excelente concordtincia, validando a 
unplemcntação dos processo~ de di~creu?..ação, solução c 
aphcação das condiçõe~ de contorno. A comparação com outra) 
~oluções numéricas demon~Lrou também que os termos de fricção 
e transferência de calor foram implementados adequadamente. 

Entretanto, a comparação dos resultados numéncos com 
resultados expenmcnta1s não atmg1u a concordância deseJada 
neMe upo de problema. Tentou' a~ de 1mputar as d1screpànc1as às 
posshcis inadcquaçõcl> do fator de fricção c do coctic1ente de 
tran)fcrência de calor não foram bem 5uced1das. especialmente 
para os bocais 2 e 3 

Esses resultados condut.em à especulação de que o motivo 
da discordância deva ser creditada à bidimensionalidade do 
eJ>coamento. A solução t'.cntróp1ca bidimensional do escoamento 
no bocal 2 resulta em Cd=0.979±0.00 I e F*=0,9~0±0,00 I , 
conforme March1 et ai. ( 1992). Esses valores, apesar de obt1dos 
para um escoamento 1Sentróp1co. sem fncção e transferência de 
calor portanto. se aJustam melhor aos resultados experimcn1a1s 
que a solução quasc-umd1men)10nal do presente trabalho. que 
tentou modelar esse!> e fenos. Deve-se notar que nos boca1s 2 e 3. 
onde a concordância é ma1s difícil. os efenos da 
b1d1mensionahdadc do escoamento são mats pronunciados. 

Com base nos resultado) apresentados, conclu1-sc que 
soluções quase-umdimcn~iomu) de escoamentos cm bocais, 
embora encontrados com frequêncn1 na literatura, devem ser 
considerados com as devidas caulclas e reservas. 
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SUMÁRIO 

Este tra/Ju/lw 111\'f'Stiga alguns aspectos dos problemas de instabilidades de cmnhustão em sistemas que 
tlllli:am propt'lentes /íqwdo~. Em espectai, é apresentado um modelo analltico qut• lt•••a a um ctitério para 
se assegurar que o sistema estará livre deste tipo de instabilidade. Este modt•lo usa o critério de Nyquist 
que envo/1•e uma transfomwç-cio conforma/ simples. 

11\TRODUCÃO 

Sistemas propuls1vos monopropelentes ou bipropelentcs 
lfquidos. em gemi. aprc<,<.:nlam um tipo de •n~tabilidade de 
comhu.,tão que aparece devido a mteração entre o sistema de 
al1mentação c a dmãm1ca do~ proces~os de combustão (Sutton. 
1992) Estas llutuaçõc\ podem ~r observadas através do registro 
da pressão na hnha de alimentação e/ou na câmara de combustão. 
O modelo apresentado é de f:k1l Implementação e permite ao 
usuáno observar rap1damentc a mlluênc111 dos parâmetros da linha 
de alimentação e da câmara de combustão sobre a estabilidade de 
motores monopropelcntc~ e b1propelente~ lfquidos. lmcialmente é 
desenvolvido o modelo para SIStema monopropelente e. cm scgmda 
é fena uma gencral11ação para o s1stcma b1propelentes e, também. 
um exemplo de aphcaçl'lo do método 

SISTEMAS MONOPROPELENTES 

Os sistema~ monopropelcnte\, uulw.1dos para o controle de 
alltude de satélite~ c outras manobras ncce~sárias em missões 
espac1ai~. podem ser esquematicamente representados pelo figura 
abaixo: 

C&mere de 
Combustlo 

~ 

A d v 

Figura I - StMema monopropelente 
a dccompos1ção catalfuca da h1drazina 

~ 
~ 

(,,,,,., 
de Exaustio 

Estes sistemas. como todos os sistemru. propulsivos que 
alimentam um combuMfvel numa câmara. apresentam flutuações 
que podem ser observadas nO!> registros da pressão na linha de 
alimentação c na câmara de combuJ.tão. Estas perturbações 

afetam o desempenho destes propulsores podendo inclusive 
excitar modos acústicos. de alta frequência, levando a um 
aumento significativo da transferência de calor para as paredes da 
câmara, podendo destruir o propulsor (Crocco and Cheng, 1956). 

Para s1mphticar a anáh~e. consideramo!> o motor fixo numa 
bancada de testes. desprc1ando-~c os efeitos da compressibilidade 
do!> líqu•dos, rellcxllo de ondas nas paredes da câmara e o efeno 
do golpe de anetc na~ válvulas c que a combustão ocorre num 
ponto localizado dentro da câmara, combu~tão pontual. Podemos 
aplicar o teorema do trabalho- energm (Gunter and Fnan, 1960) 
no qual o trabalho externo cxerc1do sobre o llu1do entre o tanque 
e a saída dos lllJCtore~. num tempo mfimtcs•mal dt é igual a 
vanação da energia cméuca mal\ as perda\ associadas; tsto é: 

Considerando que o Ou1do é mcompressível: 
Q =AI'= A,,.,= Al··~ 
Cons•derando-sc pequenas osc1klções e assummdo-se que a 

prcssiio na câmara pode ser i.lefimda por· 

p,=ji(l+k
1
;) 

Onde (1 é a pressão no regime permanente e k um 
coeficiente de pressno constante que nos informa como a pressão 
na câmara é afetada pela velocidade do propclente. Desprezando-
se os termos de 2" ordem c observando que I'~ é o valor de v' 

avaliado num tempo (r - a), 

p,- ji = k ~ ,.~-+ pl(.!!...)l N + p Jl + f ..C.(.!!._J4]v' + 
I' dl tlt 'l dl dl 

+.!. p •. ;[1 + f ..C.(.!!... )4] 
2 dl d~ 

Note que. no rcg1me permanente: 
~··=o 

I'~ =0 
dv' 
-=0 
dr 

E, portanto: 

p, - ji =.!. p •. ;[1 + f ..C.(!!_ )4] 
2 d2 d2 

(2) 
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Então, podemos obter a equuçi!o diferencial: 
dv' , -G, 
-+Ev = v 
di a 

onde: 

-(d )
2

[ /'(dJ
4

] E= T : I+ J d2 d2 >O 

G = _!_(!!J_ )
2 

P > O 
p/ d v 

(3) 

(4) 

Para a solução da equação difercnc1al, vamos assumir uma 
expansão de 11 na fonna; 

z~!.. 
v'= .L,Cl' a 
Substituindo-se na equação diferencial um termo genérico, 

obtemos: 
J(;;)= ;; + B+He-' =O (5) 
Onde: 

{B~E W 
H =aG 

O método de estabilidade de Nyqu1st (Nyquist, 1932 e 
Smetana, 1994) é baseado no teorema de Couchy que diz: "Se 

uma função J(;;) é analrtica dent ro de um dado domínio 

hmilado por um certo contorno C, cxceto para um n" linito de 
pólos no domínio D , então, quando z percorre o contorno À na 

d!reção dos ponte1ros do relóg10, o vetor que representa J(z) no 
plano complexo girará em tomo da ongem e o número de 
rotações completas no l;enudo horário que J(z.) faz. é 1guaJ a 

diferência entre o número de zeros e o número de pólos de J(~) 

no domínio D ". Para a anáhsc de estab1hdade J(:) é obtida da 

equação carnterística: 
J(z)=O 
O donúmo D é o sctruplano d1rcuo c o contorno C conSISte 

do eixo imaginário c um scm1círculo 1nlinuamente grande no 
semiplano dueito de- oo à+ oo. 

y 
pmag.) 

+O!l 

o 

c 
D 

)( 

(Reol) 

F1gura 2 - Donúmo no plano complexo 

O gráfico de J(:) no plano complexo é conhec1do como 

diagrama de 1\yquist Se J(~) é analítica em todos os pontos do 

domímo. o cméno de estabilidade d1L que no d1agrama de 
Nyquist a função J(z) não pode CJrcund.tr a origem. 

O método de Nyquist con~:dera os valores de J(c.) a med1da 

que ;; varia ao longo do cammho y • conforme mostra a ligura 3: 

1038 

y 
(lmag.J 

A 

c 

Figura 3 - Cam1nho r 

B x 

(Reei) 

Como a função J(z) não tem pólos. então, se plotarmos no 
plano de J(z) a medida que z vana em tomo do semicfrculo r, 
o numero de ve7eS que o gráfico contornar a ongem, será 1gual ao 
numero de zeros dentro do contorno r . Para que o sistema seja 
estável. é necessário que o grúlico não contorne a origem. Como. 
cm geral, z é complexo, podemos assum1r que: 

{

1. =x+iy 

: = Re'"' = Rcos({J+iRsentp 

{
X= R COS(/J ' l \" ) tnn(/J =.;... ~(/J'-MCtan.;... 
y =Rsen({J x x 

Substituindo-se este rc:.ultado na equação (6) 

f(z)= B+ Rcostp+iRsentp+ 

+He-Rcos. "[cos(Rsen({J-I.sin(Rsen({J))] 
(7) 

Se R for mUJto grande. para todos os pon1os sobre o 

setrucírculo, exceto nas VIZinhanças de A e C. o fJtor e -R c .. " é 
pequeno e a equação toma-se: 

J(::.)= B+Rcos({J+IRscnlp 

Então, a pane semicircular do cammho r M: tran~fonna num 
semicírculo em À. com centro em 8 +'O 

Para plotarmos À. para a pane ven1cal de y , suhstilumdo-se 
z = -r + i y , c fazendo x = O , obtemos: 

J(z.)=B+iy+He-1
' = B+i)·+ ll (cosy 1scny) 

J(z)= B+ Hcosy+iG·-flscn r) 

A curva completa é mostrad(l na nguru 4. 
y 

(lmag.) 

c 

F1gura 4 - Curvo completa 

e· x 

(Real) 

(8) 



Como a curva Â é simétrica em relação ao eixo real e que a 
curva A 13'C' não tem efeito sobre a estabilidade para valores de 
R sulicientcmeme grande~. a~sim, toma-se necessáno apenas 
plolar os valore~ da pane em fonna de ''looping" para y ~ O 
como mostra a figura 5: 

B lmag. ~--~----~ 

H H 

Real 

Figura 5- Valore~ poslllvos de y 

A condição crítica ex1ste quando 8 é suficientememe 
pequeno para pcnn111r que o pnme1ro "loop" passe pela origem. 
AJ.slm. para que a curva passe pela ongem: 

\' \' 8+-· -=O=In-·- (9) 
tan y H sen r 

8 
O sistema será estável se. 8 ~ H ou - ~ I 

H 

SISTEMAS BIPROPELENTES 

Um sbtcrnu b1propelente pode ser esquemáticamente 
repre~entauo pela figura abaixo. 

Tanque 
combustível 
Ar, dr, vr .--n.----, , ·r, 

\__. ---=-

Tanque 
~/oxidante 

Cimara de 
Combuslio 

Figura 6- S1stema btpropelente 

de Exaustlo 

Nestes SIStema~. temo~ do1s tanques, um de combustfvel e 
outro de oxidante. Para a utiltzação deste:. motores na propulsão 

de satélites, utiliza-~e. em geral. pares de oxidantes e 
combustfvcis que fonnam pares hipergólicos, isto é, produtos que 
iniciam ~ reaçõcs de combustão pelo simples contato. Estes 
propelentcs possuem ainda a vantagem de poderem ser estocados 
por um longo período de tempo. Como exemplo, podemos citar a 
Hidrazina c seus derivados, MMH e UDMH, reagindo com o 
Tetróxtdo de Nitrogêmo No caso dos sistemas Bipropelentes, 
uttlizando 3 mesma nomenclatura que no caso dos sistemas 
monopropelemes. fazendo as me~m3s htpóteses, e adotando-se os 
subínd1ces: o para o ramo do oxidante e F para o de 

combustfvel. e que o fator a 0 =a F =a que representa o tempo 

de atra~o de!.de a tnjeção dos propelentes, na câmara de 
combustão. até 3 sua descarga pela tubem1 na fonna de produtos 
da combustão A\slm, aphcando-se a equação 4 para o sistema 
proposto, podemos obter as segutnte~ cqunçõe~ : 

- I -2[ f I~ ( dF JJ] PF1 -p=-PF 11F I + F--
2 df2 dF2 

( lO) 

_ I -·[ 1;1 
[ d0 ]

4

] Pol-p=-povõ l+fo--
2 dol do2 

(l i) 

Assumindo-se que: 

Pc = p(l +kF~+ko~) 
1'f 1'o 

(12) 

Utililnndo-sc a técnica da!> pequenas penurbações, obtemos: 

d~·~ E ' G ' ' --+ F1'F=- F1'ar-LFI'ao (13) 
dr 

No caso da linha de oxidante, mudando-se o subscrito, 
teremos: 

dv~ E ' G ' ' --+ ~ovo =- o11ao - LovaF 
d! 

com: 

(14) 

Diferenciando-se as equações ( 13) e ( 14), com relação ao 
tempo. obtemos: 

d 2v~ d1•~ d , d , 
--,-+EF --=-GF-vaF -LF dr "'oe 
dr dr dr 

(15) 

Pode-se reescrever ( 13) e ( 14) avaliado num tempo r - 2a : 

d, E' G' L' -VaF =- FVaF - F"'W - FVlao 
d! 

(16) 
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Então, podemos obter a equaçno diferencial: 
dl,' I I 

-+Ev =-Gv 
dt o 

onde: 

v(d·J
2

[ l'(d)~] E=/ d l+f dz dl >O 

G = _!__(:!1.)
2 

P >O 
pi d v 

(3) 

(4) 

Para a solução da equação dtferenc1al, vamos assumir uma 
expansão de 11 na forma· 

z.!.. 
v'= L,C1t- " 

Substituindo-se na equação d1fcrenctal um termo genérico, 
obtemos: 

J(:)=:+8+Hr =0 (5) 

Onde: 

{
8=aE 
H =aG (6) 

O método de estabilidade de Nyquist (Nyqu1st, 1932 e 
Smetana, 1994) é bru,eado no teorema de Couchy que dil: "Se 

uma função f(z) é analflica dentro de um dado domínio 

hmitado por um certo contorno C. exceto para um n" linito de 
pólos no domfmo D . enli\o. quando z percorre o contorno ). na 

d1reção dos ponteiros do relógio, o vctor que repre~cma f(z) no 

plano complexo girará em tomo da ongem e o número de 

rotações completas no sentido horáno que !{:) faz é tgual a 

dtferência entre o número de Leros e o número de pólos de /(z) 
no domínio D ".Para a análise de estabthdadc !(:) é obttda da 

equação caraterfsttca: 
/(z)=O 
O domínio D é o semtplano d1rc1to c o contorno C constste 

do etxo imaginário e um ~cmtcírculo tnlimtamcntc grande no 
.semtplano dire1to de -oo à + oo 

y 
ll mog.l 

o 

c 

D 
)( 

IRe ali 

Figura 2 - Domínio no plano complexo 

O gráfico de !(;:) no plano complexo é conhectdo como 

diagrama de Nyquist. Se t{;:) é analfttca cm todos os pontos do 

domímo. o critério de estabtltdadc d1t que no dtagrama de 

Nyqu1st a função J(z) não pode Circundar a ongem. 

O método de Nyqu1st con::dera os valores dc f(z) a med1da 

que z varia ao longo do caminho y , conforme mostra a figura 3: 

1038 

y 
(lmag.l 

A 

c 

Figura 3 - Cammho y 

B x 

(Re al) 

Como a função /(z) não tem pólos. então, se plotarmos no 

plano de /(z) a medida que ;: varia cm tomo do scn11círculo y , 
o numero de vezes que o gráfico comornar a origem. será tgual ao 
numero de zeros dentro do comomo y Para que o sistema seja 
estável, é necessário que o grálico não contorne a origem. Como, 
cm geral, z é complexo, podemos us~umtr que: 

{
z = x+i y 

z = Re'~> = Rcos~p+ iRsenqJ 

{
x= R cos<p y (") tan<p = "-- ~ 1fJ = arctan .-
Y =Rsen~p " ' 

Substituindo-se este resultado na equação (6) . 

!(;;) = 8 + RcosfP +i RsenqJ + 

+He-R~os •[cos(Rsen<p-t sm(R~cn<p))] 
(7) 

Se R for muno grande. para todos os pontos sobre o 

serrucírculo. exceto nas v•zmhançru. de A e C, o fator t' - Rco' • é 
pequeno e a equação toma-se. 

/(:)= 8 + Rcosi{J +i Rscn<p 

Então, a parte scrrucirculur do cam1nho r -.e tran\forma num 
semicírculo em À com centro cm 8 + i O 

Para plotarmO) À para a pane vertical de r . ~ubStltUtndo-se 
z = x + i y , c fazendo " = O • obtemos. 

/(z)=8+iy+He-" =B+iy+H(cos\' iscnv) 

f(z)= 8+ H coS)' +i(y - H scn r) 

A curva completa é mostrada na ligura 4: 

y 
(lmag.) 

Figura 4 - Curva complcw 

B' X 

(Real) 

(8) 



Como a curvo À é simétrica em relação ao eixo real c que a 
curva A 'B'C' não tem cfeno sobre a estabilidade para valores de 
R sulicienterncnte grnndes, assim. toma-se necessário apenas 

plotar Ob valores dn pane cm fomla de "looping" para y ~ O 
como mostra a figura 5. 

lmeg. 
B 

H H 

Real 

Ftgura 5- Valores posllt\OS de y 

A condição crfttca extste quando B é suficientemente 
pequeno para pcrmlllr que o pnmetro "loop" passe pela origem. 
Assim, para que a curva passe pela ongem: 

B +_r_= O= ln---"- (9) 
tan > Hscn \' 

O ststema scr:1 estável se: B ~ H ou !!_ ~ I 
H 

SISTEMAS BIPROPEI.ENTES 

Um ststcma b1propclcntc pode ser esquemoiucameme 
representado pela ligura abaixo. 

Tanque 
Po1 / oxidante 

Clmara de 

~mbusllo 

~ 
~ c, .. " .. 

de Exaustb 

Figura 6- S1stcma b1propelente 

Nestes l.istemas. temos do1s tanques, um de combustível c 
outro de ox1dame. Para a uttlização destes motores na propulsão 

de satélites, utiliza-se. em geral, pares de oxidantes e 
combustíveis que formam pares hípergóhcos. isto é, produtos que 
tmciam as reaçõcs de combustão pelo simples comato. Estes 
propelentc!> possuem amda n vantagem de poderem ser estocados 
por um longo perfodo de tempo. Como exemplo. podemos citar a 
Hidrazina e seus derivados, MMH e UDMH. reagindo com o 
Tetróxtdo de N1trogênio. No caso dos sistemas Btpropelemes. 
utilizando a mesma nomenclatura que no caso dos ststemas 
monopropelentes. fazendo as mesmas hipóteses, c adotando-se os 
subíndtces: O para o ramo do oxidante c F para o de 

combustível. e que o fator a 0 =a r =a que representa o tempo 
de atraso desde a mJeção dos propelemes, na câmara de 
combu~>tão. até a sua descarga pela tubetra na forma de produtos 
da combustão. As 1m, apltcando-se o equação 4 para o sistema 
proposto, podemos obter as segumtes equações : 

- I -l[ /~ ( d F )~] Prl -p=-Pr~'r 1+/,--
2 dfl dr2 

(10) 

_ 1 _2[ /~ [ do ]

4

] Pot-p=-Po 1'o l+fo--
2 doz d02 

( 11) 

Assumindo-se que: 

I' v p,=p l +k1 ::! +ko~ ( , , J 
1'F ~"o 

(12) 

Utili7..ando-)e a técmca das pequenas penurbações. obtemos: 
d\'~ I I I 

--+ Erl'r = -G Fl'aF- L, l 'uo 
dt 

onde: 

No caso da linho de oxidonte, mudando-se o subscrito, 
teremos: 

dvg E , G , , + ~ovo =- ovao -f...ovu.F 
dt 

com: 

( 13) 

( 14) 

Dtferenciando-~e as equações (13) e (14). com relação ao 
tempo, obtemos. 

(15) 

Pode-se reescrever ( 13) e ( 14) avaltado num tempo 1 - 2a : 

(16) 
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d, E' G' L' dt Vao =- ovaa- ov2a0- ovloO ( 17) 

, 1 (d , E , G , ) 
=::) v!oO = -- -vaF + JrvaF + f' v'WJ. 

L, dt 
( 18) 

ou. utilizando-se a equação { 13): 

1'240 = -- --+ E,v, + rvo.F , I ( d1·~ , G , ) 
L, dt 

{19) 

Substituindo-se na equação ( 17): 

d , (dvr , c , ) L,-v40 = Eo + Er''r + r''aF + 
dt dt 

+G0 ( ~v~+ E, v~ +G,v;aF )- LrLo'·;w 

(20) 

Substuumdo-se este rcsuhado na equação ( 15), obtemos: 

d 2v~ dv~ d , • (d'·~ . , , ) 
- 2-+E,-=-G,..-vo.f·- Eo -+E,v,+Gr''o.r 
dt dt dt dt 

-G0 ( :, v;.;.+ Erv;,;. + G,v;t,F )+ Lrl..o"Ío.r (21) 

ou: 

d2v~ ( )d"f , ( ) d , -,-+E, +E0 -+ErEo''r =- G, +G0 -vo.F 
dr- dt dr 

- (E,G0 + E0 G F ),,~f - {G,.. G0 - L1 L0 ),•;aF {22) 

c dc~dc que G,G0 - LrLo • O 

d 2
1'f di·~ , d , , -,-+ p-+YI'r +<7-l'o.F + T\'o.F = 0 

dr dr tlt 
(23) 

onde: 
J1 =E,+ E0 >O <7 = G, +G0 

y=E,E0 >0 T = E,G0 + E0 G, 

Agora esta exprci>são assume o dtstúrbto v', no mtcrvalo 

-a < 1 < O , expandido na forma: 

l!.. , .. = rc,e 'o. 

substituindo v', no equação diferenctal, vem: 

z2 z z - --+p-+y+G-e 1 +Te 1 =O 
a 2 a a 

Muhiplicando por a
2

: 

::
2 +M ~ +N +e-1(Sz+ T)e /(:.)=O 

onde: 
M=ap>O 

N =a2y >O 

~pode ser cscnto como: 
;: = .t+l)' 

;:=Re'9 

S =aa 

T =a2T 

Fazendo x =O lemos J(z). 
J(;:)= (N- ,.~ + S y sen )' + Tcos ·'·)+ 
+i(M y +S ycos y- Tsen .r) 

(24) 

(25) 

(26) 

Para sistemas bipropclentes: 

j

B,=aE, 

80 =aE0 

H r =aG, 

H0 =aG0 

B, =a v, ( d n )

1

[1-t fF .!L( .!!.L.)~] 
1, dF dn dn 

Bo =a V'o (d01 
)

2

[1 + fo..!Q_(.!!_g_)~] 
lo do dol dol 

H kF (tfF, )l p 
"=a--~ -

p,l, d, "' 

H
0 

=a...!L !!& P 
( )

2 

Polo do vo 

ou, alternativamente, utihzando ai> cquuçõcJ> ( 10) e ( 11 ): 

B -2 gaAn An r- ~Uf'F 

"'"'" 
Bo =2 g~z Apo 

\1'olo 

H _ 1. gaAF1-
F -A, -_--p 

~~'rir 

k 
gaAo,

Ho= o~P 
"ola 

onde: 

w" =vazão másstca do combustfvel 

w0 =vazão másstca do oxtdante 

k, = "!(~) 
p aw, 

k0 = ~(~) 
P à110 

M =8,+80 

N = BrBo 

Obs.: 

S=II,+J/0 

T = BrH 0 + 80 H F 

I . (N-T) é o ponto de infcio da curvtt qunnt.lo y =O 

2. Se T determinam o tamanho dos 1oops · 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

3. M determina a parábola nu qual a curva do loop incrementa a 
estabilidade a cada incremento de M . 

APLICAÇÃO DO MÉTODO; 

Como exemplo, constdcre um StMcmu btpropelcnte com as 
seguintes caraterfsucas: 

a =8x 10 1s IF=0.61 m 

An = 3,89 X w-· m2 10 = 0,61 m 

A02 = 6,59 x 10-s m1 Pc = 351.540,00 l..g I m2 

ApF = 35.154,00 kg I m2 Wr = 1.65 X 10 1kgl S 

Ap0 = 35.154,00 kg I m2 
w0 = 2.88 x 10 1kg Is 

k r =0.4 

ko =0,6 
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Utilizando-se cMcs t!Cido~ nas equações (28): 

1

8, = 2.13 

80 = 2,07 

/1 F = 4.26 

H0 = 6,22 

Sub~utuindo-~c na~ equações (33): 
M = B, + Bu - 4.20 

N = 8,80 =4.41 

S = H F + 110 = I 0.47 

T = B,ll 0 + 80 111 = 22,05 

Al>Sim, a e~uação (26). forma-se: 

J(:)= ~4.41- ,.~ + 10.47 y scn "+ 22,05coS\')+ 
+ t(4,20 y +I 0,47 ycos ,. - 22.05~en v) 

y 
(lmag)~ 

-2 00 

Diagrama de Nyqulst 

-300 T 

L----------------------~0~-----~ 

Figura 7 - S1~tema bipropelente inMável 

O gráfico desta função, no plano complexo, para valores de 
.\ ~ O , contorna a ongem. então o sistema é instável. Para o 
SIStema tornar-~e e~távcl, podemo~ variar os seguintes 
parâmetro~. 

An = 1 ,62x l O~m~ 6pf =217759,50kg/m2 

Ao2 =2.74•t10~m~ tJ.p0 =217.759,50kg/m2 

Com esta~ modificações. e plotando-se a curva de J(:)no 

plano comph:xo. obtemo~ a figura 8: 
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y 
(I~. 

Figura 8 • SiMcma hipropelente estável 

X 

Este resultado, pelo teorema de Cauchy. como não contorna a 
ongem. mostra que o ~i~temu agora é estável. 

CONCLUSÕES 

O método apresentado e a fac1hdade computacional 
Implementada atra\'éS de plamlha . tomam-~e uma ferramenta 
imponante no ~tudo dos fenômenol> das mstab1hdade~ de 
combustão em SIStemas propuls1vos Monopropelentcs e 
B1propclentes. Em pan1culur nos te!.tes de qual1ficação destes 
SIStemas para sua util11ação em satélites. Como sugestão. fica um 
aperfeiçoamento do modelo apresentado, adic10nando-se as 
perdas cx1Mentc~ na!. hnha~ de alimentação c das válvulas 
exiMentes. Testes expcnmenta1s deverão ser reali.Lados para 
validar o modelo. 
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SUMMARY 

This work mvestigates som~ aspects of Liquid Propelltmt 
Combustion lnstabtlm· problems. ln specia/, it discusses an 
anal) ticaltreatmefllleading to a cmuion to insure freedom from 
the pltenomenon of low frequenC)' combustion instabiliry in the 
system. Tltis mode/ uses tlte Nyquw criterion wlticlt involves a 
simple conformaltransformation. 
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SUMMARY 

A detenninistic numerlcal model based on a quasi-steady state approach is developed for an internal melt-ice
on-coilthermal storage tanlc with a built-in spiral coil fllbing heat exchanger havlng a counte.rjlow conflguration 
and quiescent water around the coils. This model is able to simula/e both the charging and dischargmg modes, 
uúing into accotml the overlapping phenomenon that occurs dueto the superposition ofthe ice layers during the 
frrezing as wel/ as the superpo.sition ofthe water layers dunng melting. The developed model accounts for the cool
down ofthe woter earlier during the charging period and the warm-up ofthe water during the discharglng period. 
A themuú storage tank was in.slnmlented and tested over various inlet condítions of secondary fluid temperature and 
jlow rate in afu/1~/e heatlng. ventUatlon, and air-condltioning (H V A C) laboratory. The measurement dota for 
one typicol chargingldischarging cycle were used to validate lhe numerical model. ln general, good agrcement was 
found between the predicted and the measured data 

INIRODUCDON 

Internal melt ioo-on-<:<>il thennal storage tanks have been 
intcosively uscd to shifl energy demand of cooling plants in 
OOI'1lll'le.t'c building.'l mainJy because i1s compactness and modularity. 
The tank consists of a buih-in spiral polyethylene coil tubing heat 
exchaoger, made up of iodependent parallcl circuits, with opposite 
dircdion of Ou.id in adjoining tubcs. A secondary Ouid, consisting of 
ethylcne or propyk:ne glyool and water solutioo, circulates through lhe 
ooils for outwazd frcezing and internal melting of lhe water. The tank 
is ftlled witb W8ter which remains quiescent around lhe coils to be 
used for cootiouous charging and discharging cyclcs. During lhe 
chargiog period lhe liOOOndary fluid temperatures are below lhe 
freeziog point to fonn ice, while during lhe discharging period lhe 
9CaX'ldary fluid tcrnpcr.llW'CS are higher than lhe fn:ez.ing pointto melt 
ice. 

ln lhis paper, 8 model for an internal melt ice-on-<:<>il lhennal 
storage tanlc and lhe resuhs of ao experimental vaüdation are 
prcscnLed. The model is a dctenninistic model to be used eilher in a 
stand alone mode or integrated with existing energy buildiog systems 
simulation programs. A detailed description of this model was 
prcsenLed by Nc:to and Krarti (1997a). Also, 8 detailed desaiption of 
lhe experimental sct-up, lhe validation mc:thodology, and resuJts was 
presented by Neto aod Krarti (1997b). 

Simplified integral solutions were derived by Neto aod Krani 
( 1995) for lhe ice fonnation outward a pipe wall and internal melting, 
with internal and externa! coovection. Jekel et ai. {1993) developed a 
model based oo an eoergy balance method, assuming the entire ooil 
as a singlc segmeoL Some oftbe limitations ofthis model include: (I) 
lhe overall cooductanc:c is assumed coost.ant; {it) lhe water has to 
reach lhe tempc:rallR of32°F (0°C) before the start oftbe freczing 
period; (iit) lhe ioteTsectioo of lhe ice Jaycrs occu.rs at one-balf of lhe 
tube spacing; and (ív) lhe validatioo of lhe model is based on a limited 
maoufacturcts data Strand et ai. ( 1994) developed a simplif~ed model 
based oo lhe heat balance an.alysis, assuming lhe iee-tank as a heat 
exchanger. This mcthod povides oon-lioear correlations to predict lhe 
hcal transfi:r. Howevc:r, the ax:fficic:nts of lheir correlalions depend oo 
prior knowledge of lhe spcc:ifte manufacturer's da.la. 
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DESCRIPIION OE TIIE NUMER!CAL MODEL 

lo lhis paper, a dynamic model for on internal meh ice-on-coil 
thcrmal storage taok, based on a quasi-steady-st8tc analysis, and 8 
lhennal resistanc:c netwodc technique is described. The model is 
capable of detennining tbe extend radius of the outward frcez.ing of 
water and oftbe internal mehiog oftbe ice Jayer at eacb timc-stcp and 
at each segmc:nt along tbe coil Both lhe coo I down period of lhe water 
during the earty stase of lhe fn:cz.ing period (charging period) and the 
wann up of lhe water during lhe laler stage of the melting period 
(discharging period) are taken into account. Thc model is able to 
simulale lhe ob!lerved overlappiog phenomenon of iceand water laycrs. 
which occurs at the end of lhe freczing and meltiog periods, 
respc:ctively. A model was dcveloped to detennine tbe pressure drop 
of the sewndary Ouid inside lhe coils. Figures I and 2 show the 
lhennal networks used in lhis model 

~oflbe~Celii)Q" ~ofl 
!Jdalbcl o(WJ!MifiCllim J!!?'l!r:r_j l 
~hcllaf~ '\i Ra!O" .... bft· i~ 

Res lrior.a Ra ...._. Ra ÍOt,l T Ra_...., T Ra -. ...... 

Trici,J T......_. T...._...., 3Ú( C) T_. T oni> 
<::] <J-- <J--

Qcoii,J Q...,. Q-....a.. 
Fig. l1hmnll ~forÍlllf bn:ll6oa cbiagtbe~pcriod. 

T-., 

or~~~e _.lõi)Q"I 
br:adm:llq 
la ofll'e~ \T 

T ...a..id.J T 'MII.CUJ 32 .F (O"C) 

----------C> <J--
Qcoii,J Q .......... 

Tom. 

Flg 1. 'lblrcml ~for Dlllltiag cbiag tlle --" prild. 



MOQEL FOR CHARQ!NO CONDITlONS 

During lhe oool down period, when thc coil segment is bare: 

Q cot/.1• Q w•,t (l) 

with Q coú, f ' gjven by: 

Q catl.t. UA w../ (T w• .1 - T tnr.,t) (2) 

whae lhe gklbal coeffacient ofheat ttansfer, UA bar•.,. is gjvcn by: 

u Ã ,.,I· (Res 6rln .. l + Res tdc,l + Res w.,, .. ,) - l (3) 

During tbc froczing period, wbcn an ioe laycr is fonned around the 
coil segment: 

(4) 

with Q col/,f , gn·en by: 

Q cot/.,1. UA!., x (ooc - Tmr.) (5) 

wherc thc globeJ hcat transfer coeflicien1, UA /.íl is defincd as follows: 

uA~.1• (Res brllt.,,· ResIde.,· Res ~c.,,f 1 <6> 

Res.,....,,=[(2 xn - 6Jx~xJ,xhlrN,t] - 1 
(8) 

Res • (2 x 1t x R x [ x h ) -1 (9) 
w-,w .. l OUJ• I w-, w-.1 

(10) 

lf o-v:erlapping occurs "0<81<2rr" otherwisc "81=0". 1t is 
assumed that the overlapped arca and the sc:condary fluid are at lhe 
sarne temperature and, thercfore, no hcat transfer oocws through the 
overlappcd sc:ction. During ice fonnation the hcat transfer from the 
.... ~ aound lhe ice lo lhe interface ioelwaler, Q wol, l can be expressed 
as: 

Q •(2 X1t - (PxR x[ xh x(T - 32)(11) 
w-.1 ti Jc.,l I w,l w•,l 

The latcnt bcat used !'> freezc lhe wat.er around tbe coils, Q klt. i ,is 
gjvenby: 

4Mn.1 

Q '-·'· 4 t X HF te• (12) 
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Thc hcat transfer uscd to suboool tbe ioe, Q lc,l (Le., to deaease the 
bulk ice tcmperature bclow the frcczing poinl) is: 

4M 
Q • ~c., 1 x c x (0°C- T,_,,,_) (t3) 

I C,I 4 I Pt --.1 

where 

The ice bulk tcmperature, r bulir..• • is defined as follows: 

Rt~t 

J T (r I' i) x 2 x 1t x r 
1 

x dr 
1 

Ru.,t 

f 2 x 1t x r x dr 
I I 

R-

(IS) 

To fmd lhe radius oflhe ice layer, an itcrative ca.Jculation procedurc 
can bc uscd. lt sbould be mcntioned lhat thc outlet sccondary fluid 
temperaturc of one segmcnt is lhe inlet tcmpcraturc for lhe next 
9e8ffiCOl Ttm outlet !ICQO!ldary fluid tempcraturc can bc ca.lculated as 
follows: 

Q co/J.,I 
T OUI'-,1. T tn~~t,t • mLJ.... x c 

-• Par... 

where lhe mass flowrate through each coil is gjven by: 

m llrllw•. 
p ,.,.. X GPM 

UC X ___;~---
Ncoi[S 

(16) 

(17) 

where tbe cocfficient "UC " is a unit convcrsion coefficicnt, (UC • 

8.02 ft3/b/gpm [0.227 m31b/gpm] ). 

Watcr temperature dwina lhe cbma period. Anotbcr model 
W&§ developcd to calculSc lhe nc:w water temperaturc adjaoent to cach 
gcgmcnt 8l each time>6tcp. This water temperaturc is to be used in lhe 
next time-step. First tbe model determines thc coil tum, wbere the 
gcgmcnt is locatcd, lo vc:rify if the scgmcnt is near lhe t.an1c wall. lf the 
sc:gmcnt is localcd ncar lhe t.an1c wall, hcat gain from ambicnt (i.e., the 
space where thc t.an1c is &ocated) is coosidered. Thcn, thc volume of 
W8lCr ,.V....,,,. availablc .-ound the sc:gment is calculatr:d Fmally, tbe 
new watcr tem pendUre "T ..... 4- .1• is detennined for all sc:gments, 
c:xcept for lhe segments located at the last tum, using cq. (18). For the 
segments located at lhe last tum (i.e. near to the t.an1c wall) cq. (19) 
is usecl 

Q x4t 
T ·T - •• ·' w• MW,I w•,t 6() V • X C X P X 

p- w• w•,l 

(18) 



Q )x Ât (Q.,., .. ,- tllllk.,Wtll/.,1 (J9) 
T -T , - X v 

.,. _llrN,I w• , 60 X C p- X P Wtll Wtll, f 

Tbe calculated water temperature will be used by oq. (2), if the coil 
scgment is bare, ar byequlllion (I I) duringiCC fonnation. 

Oycdaoojruz o( jçe !aym. During the freczing period, overlapping 
of the ia: laycrs may occur. The model oonsiders ali the eight 
9CglllCillS .Jfl J adjaccnt lo a given scgment • r. The sum of thc radius 
of tbe ice layer around the two scgmcnts (i, j) is computed and 
oompared with tbe pitch (i.c., the distancc betwecn the ccnterüncs of 
thc two segments). If any sum is latger than this pitcb. then 
overlapping occurs betwoen thc pair of segments (i, j). Thc 
ovcrlapping anglc: 91J, shown in Figure 3. is thcn calculated using cq. 
(20). 

Fig. 3 Overlapping ang.le of the ice laycrs of two 
adjacent scgments. 

[ 
2 2 2] Ra ,- R k • p 

O • 2 x arccos ' .. , (lO) 
41 2 x P x R 

~. t 

whcreR..,.,1and Rw..J are the ice radius ofthe two adjaccnt scgments. 
lhe Slml of ali tbe overlapping angles, correspooding to scgment ·r, 
repre9CillS lhe total ovcrlapping angle. This overl.apping angle, 9 1 , is 
used in eqs. (7), (8), (lO), ( l l), and (14). 

lnventory of lu •nd w•ter: Tbe total volumes of ice and of water 
available are calculated at eacb time-step. Fim, the amount of ia: 
formed on each segment along the coils is caJculated during the 
cbarging period: 

(2 x 1t - O) 2 2 
Vrc..1= 

2 
x [Rrc.,1- R tc .. oU,t] x /

1 
(21) 

Tben, lhe ice volwne for aD segments is addcd to lhe total accumu lated 
ice volume available from lhe prcvious t.ime-step: 

N 

V'"- tal, r • V Ice. tal, r- 1 • Ncotls x L V rc.,t (2l ) 
I· I 

ln addfuJ, thc voiune of water availab.le at each tirne-step is obtained 
from a mass balance: · 

pk• 
V • V - - X [ V - V ] (23) .,..,t«,t '~',tal, r - 1 te .. tot, t tc .. rot,t· I 

Pw 
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MODEL FOR DISCfiARG[NG CONPIDONS 

Ai the end of a complete charging period, lhe ice inside the tanlc is 
a bomogenous block of ioe (i.e., fonned by lhe ice layers around tbe 
coils) with some gaps of water at the core and near the wall of tbe 
tank. A1 lhe beginning ofthe mehing period, the tempcrature of ice is 
typically near the frcczing point and, therefore, the subcooling ofthe 
ioe is negligiblc. ln addition, internal circulation of the water due to its 
contracúon during lhe mehing of lhe ioe can bc: neglected, since the 
displaced volume of water along the coils represents less than 9% of 
tbe total volume of the coils. 

Hcat is transferred from the sccondary fluid to thc ice layer, 
formed around lhe segments along the coil~ While most of the heat is 
used 10 melt tbe ioc. a small part is uscd to increasc lhe mcltcd water 
tcmpc:ratul'e above the froezing point. Overlapping happcns when tbe 
water radius of the scgment "t' and tbc water radius of any of tbe 
eighl neighboring segments ·r touch cach otbcr. At tbe end of tbe 
melting pe:riod, ali the heat from the sccondary fluid is absortled by tbe 
water. as sensiblc hcat, and thc watcr tcmperature increascs. The 
following governing equations apply to cach scgment at each time
step. At the scgmcnt "i", the hea.t balana: equation can be written as: 

Q catl.l • Q ltll,t + Q 1h,t (24) 

During the mehing period, Q cor/,, is given by: 

Q cotl,t• U.A "'·'X (T lltl4t,l - O o C) (25) 

wberc the global hcat transfer coefficicnt, UAm,t, is: 

UA. m,l • ( J&s brlM,t ~ Res ru.b.. t+ J&s ..,. ) -1
(26) 

The tbennal resistana:s of the tube, Restub..•· and of the secondary 

fkOO, Resbnw.,. are given byeqs. (7), and (8), respcctivcly, while tbe 
thermal resistance ofthe melted ice, Res ,..,,, to is calculated using: 

m( ; ···•) 
OUU/1' (2 7) 

Res 
.. o ) X k X I, w•,t ( 2 X 1t - I Wtll,#/f 

The laíent heat uscd to meh the ice around the coils can be cxpressed 
as follows: 

AM 
Q • .... .,,t x HF (28) 

16,1 Â 
1 

lu 

lhe scnsiblc heat transfer u.c;ed to inc:rease tbe watcr bullc tcmpcrature 
above the frec:zing point can bc determined using tbe following 
c:xprcssion: 

Q l h,t= 
Â M W tllflr I X ( T - o o c ) (29) 
----' X C ba4llc.,t 

Â t P,. 

wherc: 



aod lhe watcrbu& temperature, T ln<llt, is givcn by eq. (15), replacing 

R ~. • by R -u 
To find lhe radius of thc water laycr, an iterativc calculation 

proocdure similar to that used for lhe charging period can be 
perfonncd. The outlct BCCOn<iaty fluid temperature leaving each 
segment is caJculated as fol.lows: 

Q coll, t 
(31) 

with Q <'Oil.i IUld m JJr,, givcn by eqs. (25) and ( 17), respectively. Tbe 
tempcrature, T0.,11,~,, is u.sed as the inlet scoondary fluid temperature 
for lhe next scgment. 

Overl8Win& of water laym. At the end of lhe melting pc:riod 
overlapping of thc water l8yers occurs. Thc overlapping of the water 
laycrs can bc modelcd in 8 similar manner as the overlapping of the 
ice layers. 

Internal water !emprnllUre. During melting. watcr is formed 
bctwcm lhe coil outer surface and lhe ice laycr due to the melting of 

thc ice layer. The prcscnt temperature of this water, T IN/}-avg.•' is 
obtained from a weigbted avcnge of the water tcmperatures, 

T ln.úk·-.• and T btdl" localed n:spcctively insidc and outside the 

overlapping angk. 8&J' Thc oew bulk temperature. T btdk...-,1 is 
dc:l.c:rnmcd from ao eocrgy balance applied to lhe water localcd insidc 
lhe aoglc 8i.J• when: no ice is prescnt, whilc T btJl.• is the wcighted 
average of lhe water tempcrature availablc from the prcvious timc
step. 

lnventorv o( lhe joc mchcd. The total volumes of the mclted ice 
and of the rcmaining ice are determined at each time-stcp. Fll"St, lhe 
amount ofwatcr fonned oo each scgrnent along the coils is calculated. 
Thcn, lhe volume of ice melted extcmally to the ice layer due to lhe 
hcal gain througb the tank wall, is cak:ulated for lhe scgmcnts located 
at the last tum (i.e., near lhe tank wall). Tbese volumes are addcd to 
the total water volume avoilablc from the previous time-stcp. Finally, 
lhe volume of ice rcmaining is obtained from 8 mass balance. 

PrcssuG Droo Mosicl Tbe pressure drop is an importaot variablc 
for an internal meh ~n-coil lhermal storage tank to calculate lhe 
cnergy rcquircmcnts for pumping. The modcl proposed for prcssure 
drop calculation aJong lhe coil is ba9cd on the correlations 
recommcnded by Ali ( 1989). The ooefficicnts of lhe Ali oorrelation 
for lhe Arch.imedian c:onfiguration during laminar regime, were 
corrected to accommodate lhe higb 1ength of the coil The detaíled 
pressure drop modcl is described by Neto aod Krarti (1997a). 

EXPERIMENTAL YALIDAIION 

The prcdiction.s of the oumerical modcl are compared with 
measured data obtaúied from five fuU cbargingldischarging tests 
pcrformed in a real scaJe HV AC lab. A detailed description of the 
experimental set up aod of the tesring methodology can be found in 
Neto and Krarti ( l997b). ln lhis paper, the results of lhe validation of 
the numerical modelare prcsc:o!l:d and discussed for only one charging 
and one discharging tcst. 
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Charaing Perjod Valj<iation. For the selected charging test. the 
cbarging pcriod has ao average sccondary Ouid tempcrature cntering 
the tank (T ....,) of 23°F (-S0 C) and ao average total sccondary fluid 
fhwrale (GPM) of60 8J211 (3.78 Us). Figures 4.a aod 4.b compare the 
time variation of lhe secoodary fluid temperature Jeaving the ice tank 
(T tNik) and lhe 9ClCOildary Ouid bcat traosfer rates (Tons), respectively, 
predictcd by the nwnerical model with the measured data. The relative 
diffen:nce bctwecn lhe heat transfer rates predic:ted by lhe numcrical 
model aod lhe measuremcnts is approximately %5%. The higbest 
difference occurs during the first S minutes. This difference is partly 
dueto lhe fact that the numcrical model neglccts the mass effect ofthe 
piping. and oflhc coil tubing inside the tank. Approximately after lhe 
first hourr(Uld-half from the start of lhe cbarging period, a dip in the 
heattransfer was obscrved. Thtce [actors can contnbute to this dip in 
the heat transfer: (I) lhe actual convect:ioo heat transfer in the water 
is 8lmost nonoexistcnt, when the water temperature is near its 
inversion density point; (ii) lhe supercooling ofthe water, whcn the 
water lempc:rature is approximately 2°F (1.1°C) bclow lhe freezing 
point, canying out a regain in lhe W81er tempcrature due to thc releasc 
ofthe scnsiblc hcat of supercooling; (iii) the three-way-valve regains 
control oflhe water tempcrature cntering thc chiller. Additionally, a 
time dclay of about 2.5 minutes occurs bcfore the outlet tcmpcrature 
"T0.,1111" responds to lhe increase in the inlet temperature "T,,1.,", 

causing 8 dccrease in the heal transfer rate. 
The relative differenoe bctwecn the total secondary fluid he8t 

transfcr (Ton-hr) predictcd by the numerical modcl and that calculated 
from measurements is 1. 7%. 
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Fagure S shows the time variatioo of the volume of ice, obtained 
from lhe numerical modcl prediction.s and from the experimental 
analysis, during the charging period. A systematic differcnce of 
8pproximately lO ftl (0.3 m1

) is present during lhe cntire eharging 
period. This difference is due to lhe unocrtainty of the water levei 
measuremenl 



(2xn- 8
1
) 1 2 

AM .....,,,. p -x .. x [R.....,,-R-..,_,,,Jx 11 (30) 

and lhe watcr bulk tcmpcrature, r bwlk.l • is given by eq. ( 15), replacing 

R i<», I by R -z.r· 
To fmd lhe radius of tbe water layer, an iterativo calculalion 

procedun: similar to tba1 U9Cd for tbe charging pc:riod can be 
pcrfonned. The outlet secondary fluid temperature leaving each 
segment is calculated as follows: 

T atUJM,t· T btJM,I-
Q c«J,t 

(31) 
• X C m,...... P~~+~• 

\lo'Íih Q di and m "- given by eqs. (25) ond (I 7), n::spectively. The 
temperature, rolll/c~ft is uscd as lhe inlet secondary fluid temperature 
for the oext segment 

Overlapping of wpter layers. At lhe end of lhe melting period 
ovcrlapping oftbe water layers occurs. Tho ovcrlappiog oftbe water 
layers can be modeled in a similar manner as lhe overlapping of lhe 
ice layers. 

Internal water temperarurç. During melting, water is formed 
betwoeo the coil outer surfacc aod the ice layer duc to thc mclting of 

tbe ice layer. The present ternperaturc of lhis water, r bu/l-avg.r' is 
obtained from a weigbtcd avcrage of tbe water temperatures, 

r buiJ:-flftf,l and r bufA:., located n::spcctively inside aod outside the 

overlapping aogle, e.., The new bulk temperaturc. r hv/J:•tVW,t is 
dl::tanmed &om m energy balance applied to lhe water loca1ed inside 
lhe aogle By , whc:re no ioc: is present, wbile T btJk.r is lhe weighted 
average of lhe water temperatutc available from tbe previous timc
step. 

lnventory of lhe ice melted. The total volumes ofthe melted ice 
and of tbe remaining ice are detennioed at each tim~ep. Fli'Sl, the 
amount of wata furmed on each segrnent along tbe coils is ealcu.lated. 
Then. the volume of ice melted extemalJy to lhe ice layer due to tbc 
hesl gajo througb the tanJc wall, is calc:ulated for the scgments located 
at lhe 1ast tum (i.e., near the tank wall). Tbese volumes are added to 
lhe loCal watcr volume available from the previous time-stop. Finally, 
lhe volume of ice remaining is obcained from a mass balance. 

Prt:ssure Dmp Model The pressure drop is ao important variable 
for ao internal melt icc>on-coil thermal storage tank to calculalc tbe 
encrgy rcquircments for pwnping. Tbe model proposed for pressurc 
drop calculation along lhe coil is bascd on tbe oom:lations 
rerommended by Ali (1989). The coefficients ofthe Ali correlation 
for t:be Archimedian oon6guratioo during laminar regjme. were 
oom:cted to aocommodate t:be bigb length of tbe coil The detai.led 
pressure drop model is descn'bed by Neto aod Krar1i (1997a). 

EXPERIMENTAI. V ALIDATION 

The predictioo.s of lhe numc:ri<:al model ~ compan:d witb 
measured data obtaiDed from five fuU chargingldi.scharging tests 
performed in a real scale HV AC lab. A deta.iled description of lhe 
experimental set up and of the t.esting metbodology can be found in 
Neto and Krarti (1997b). ln this paper, tbe n::sults oflhc validation of 
tbe n\liila'X:al modelare prc3CDtcd and discussed for only one charging 
aod ooe discharging test. 
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Charging Pcrjod Va!jdation, For thc selected charging test, lhe 
charging period has an average secondary fluid temperatun:: entcring 
the tank (T.,,.,) of 23°F (·S0 C) and un averagc total secondary fluid 
fhwrate (GP M) of 60 gpn (3. 78 Us). Figures 4.a ond 4 .b compare the 
time variation of the sccondary fluid temperature leaving the ice tank 
(T ~ and lhe sccondary fluid beat transfer rates (Tons), n::spectively, 
~ by lhe numerical model with lhe measured data. The n::lative 
difference between lhe heat transfer rates prcdicted by lhe numcrical 
model and the measurements is approximately ±S%. The higbest 
ditference oecurs during the fll'St S minutes. This ditfen::nce is partJy 
duc lo lhe fact tba1 lhe numerical model neglects tbe mass effec.t of lhe 
piping. aod ofthe coil tubing inside lhe t.ank. Approximately after lhe 
first bour-end-balf from tbe start of tbe eharging period, a dip in lhe 
heattransfer was observed. Thn::e factors can contnbute to lhis dip in 
tbe heat transfer: (1) the actual convc:ction hcat transfer in t:be water 
is almost non-cxistent, when tbe water temperatun:: is near its 
inversion density point; (U) lhe superoooling oflhe water, wben lhe 
water ternperaturc is approximately 2°F (1.1°C) below lhe frccLi.ng 
point, carrying out a n:gain in lhe water temperatun:: due to lhe n::lease 
of lhe sensible bcat of superoooling; (ii r) the three-way-valve n::gains 
cootrol oftbe water temperature enteringlhe ehiller. Additionally, a 
time delay of about 2.5 mmutes oc:curs before tbe outlet temperature 
"T01111,;• n::sponcis to lhe incrcase in lhe inlet temperatun:: "T1nl•t"• 

causing a docrcasc in the hcat transfer rate. 
Tbe relative dilfen::nce betwcen Lhe total secondary fluid hcat 

transfer (Ton-hr) ~ by lhe numerical model and tbat calculated 
from mcasurcments is 1.7%. 
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secondary nuid lteat traosrer during . rull ebarging. 

r18UfC 5 shows the time variation of tbc volume of ice, obcained 
from tbe numerical model predictions and fiom tbe experimental 
analysis, during the charging period. A systematic diffen::oce of 
approximately 10 ft' (0.3 m3) is present during lhe entire charging 
period. This diffen::oce is due to the unoertamty of lhe water levei 
measuremenL 



The overlapping pbenomenon occurred approx.imately between 
lhe four1h and tbe sixth hour from tbe sta:t of the discbarging period. 
As d$::usscd in the previous scction. tbe numerical model predicts the 
overlapping phenomenon aa:uratcly. Howevc:r, some diffcrence 
occurred dueto the irregular sbape ofthe watc:r/ice interface during 
this period. Aftc:r this time, sensible beat dominates and the water 
temperaturc increascs rapidly with a corresponding decrease in the 
beat transfcr rates. Alia lhe sixth hour, most of the ice was meJted and 
the scnsible heat became dominant to warm up the remaining watc:r. 
llle 9I:ICOOdary l11id hcai transfcr to the water decreased rapidly duc to 
lhe small tc:rnpcrature gradient bet"ccn the seoondary fiuid and the 
water. A good agreement between lhe pn:dicted and experimentaJ 
secondary fiuid heat transfer rates was obtained during lhis period.. 

FtgUre 9 sbows a time variation oomparison between thc volume 
of ice determined from measuremcnts and that predi<:ted by the 
numerical model. As indieated in the previous section, the volume of 
ice obta.ined from the water levei shows an offset due to 
the uncertainty of lhe watc:r levei measurement. 
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Fig. 9 E1pertmental aad predlded volume of ice during a fuU 
dbdlarging period, for ao a verage secooda ry nuid nownte of 60 
gpm. 

FtgUre I O sbows lhe time variation of thc: measured and predicted 
tempcratures of the 9COOndary Ouid, nnd lhe predictcd externa! wall 
temperature or lhe ooil Bl a repn::sentative location along lhe ooil 
tubing [i.e., tum # 16, oorresponding to I S6.8 f\ (47.8 m) from the 
origin ofthc coil n:spcctively). The olher thrce measured tc:mpcratures 
along lhe ooil, show similar behavior. AI lhe beginning of lhe 
discharging pcriod, lhe tempcrature measured by the sensor is lower 
than lhe actual seoondary Ouid temperuture because some ice can be 
1rappcd around lhe sensor. Fig. I O shows also a drop in the measured 
seoondary Ouid temperature below lhe predicted tempcrature at the 
externa! surface oflhe coi~ from lhe fourth to the sixth hour ofthe 
discharging period. This drop in the measured temperature, can be 
attributed to 8 partia! rupturc: of the local ice Jayers caused by lhe 
ovc:rlapping of lhe watc:r Jayers. This rupture allowcd a frec path for 
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Fig. 10 Measured aad predicted ftuid and wall tempereatures 
for a full d!Kba rging period• for an average ftowrate of 6S 
gpm, for a ooil tum 1116. 
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water circulal.íon around tbe sensors, mainly due to the temperature 
stratifteatíon observed at half-way (tum# 16) and near the tank wall 
(tum #23).ln addition, during this pc:riod 8 warm-up ofthe measured 
and the predicted temperatures was observed, due to the warm-up of 
lhe water around tbe ooils. The ovc:rlapping pc:riod ends approximarely 
a1 tbe sixth hour. Atler this time, a good agreement was found bctwccn 
the measured and lhe predicted temperatuta, mainly bccausc the 
watc:r tc:mperature is closer to lhe 9COOndaty tluid tc:mperature. 

Figure I 1 sbows lhe time variatíoo of tbe measured and the 
predicted t.emperatures of the watc:r at the sarne posiboo descnbed in 
the prevíous section, at the half-way. ln general, lhe predicted warer 
temperature showed good agreement with the measured data during 
the discharging pc:riod. The predi<:oon d.ifference is less than .5°F 
(2.8"C). The reasons of this d.ifference are similar to those already 
describcd iD tbc prcvious scction during the charging pc:riod. The time 
variation of the measured aod thc predictcd pressure drop of the 
secondary fluid along the ooils for both tbe charging and discbarging 
periods are in good agreernent, with a maximum difference of Jess 
than I psi (6.89 K.Pa). 
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Fig. 1 t Comparbon betweea tbe measured data and tbe 
predlctiooa of the model for tbe water temperatures a t ba lf-way, 
during a fuU dbcbarglng period, for au average flownte of 6S 
gpm. 

SUMMARY AND CONCLUS!ONS 

A detc:rministic numerical mode~ based on 8 quasí-stcady state 

approacb is developed for nn internal me h ice-oo-<X>il thennal storage 
tank. This model can be used in a stand alone mode or intcgrated with 
existing building system simulation programs. During botb charging 
and discharging periods, the ovc:rlapping phenomenon as weU as the 
coo! down and worm up of the water during freezing and melting 
pcriods, respectively are oonsidered. This model is able to detennine 
variJus parameters such as the seoondary Ouid heat transfa rates, the 
lat.ent heat transfer rates, the sensible heat to subcool the ice during 
freezing and to hcat thc intc:rnal water during melting, tc:mpcratures of 
lhe sccondory flWdlwaJlr10e and walcr, nnd lhe radius oftbe ice nnd the 
water laycrs for each segment and each time-step. Also, the invcntory 
of ice and water is detc:muned. A prcssure drop model for tbe 
seoondary fluid tb.rough the ooils inside thc: tank was developed. 

An mternal melt ICC-00-<X>iJ thennal storage tank has bcen 
integr11ted., inslrumenn:d and tcstc:d in a real scale labora1ory, to 
validatc tbe numc:rica1 modcl A total or 5 chargingldiscbatgjng cycles 
tcsls, with different inlet conditions of temperature 8Dd floWTBJA: have 
been perfonncd. One of the eyclcs, representative of ali eycles, has 
bcen selected and anaJyzcd in details. 

The model predicts thc average scooodary Ouid tcmperature 
leavlng lhe tank during the entite charging and discharging periods 
within 1% of lhe measured sccoodary fluid temperarurc for all the I O 
tests performed. 

ln 8ddition, lhe numerical model predjctcd the totaJ seoondary 
fluid heat transfa (Ton-hr) within S% of lhe values obt:ained from 
mc:asurc:rnents, for ali the I O tests perfonned. 



Tbe volume of ice detennined from measurcments is 
systematically I O ft.l (0.3 m') higher than that predicted by lhe 
oumerical modeJ duriog lhe freezing and melting periods. This 
difference is due to uncerta.inty of the measu.rements. 

A good agrcement was found betwcen thc pn:dicted aod tbe 
measured secondary fluid temperatun:s tak.en at four rcpresentative 
locations aloog the coil Thc predicted and thc mcasured water 
temperatures at three rcpresentative localions of the tank (i.e., core, 
half-way and near the tanlc wall), showed geoerally good agrcement 
A max.imum differcnoe of S°F (2.8°C} was due to the large mass of 
water available at the core of the tank and some stratification present 
at the end of the discharging period, not accounted for by tbe 
nwnerical model 

Flll8lly, the predicted and measured pressurc drop showed good 
agrcement with a diiTerenoe of less than I psi (6.89 KPa), which is 
within the aocuracy ofthe instrument. 

ln general, tbe numericaJ modcl was in good agrcement with the 
measurcrnents. The proposed model can bc use fui for design and for 
simulation purposes. 
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RESUMO 

O 1mpacto dos CFC ao meio amb1e111e tem levado à pesqmsa de ciclos de refngeração não com·encionais. O uso 
do ar é uma dessas altematims p01s tem w11 grande 111Ímero de l'antagens. Este trabalho apresenta o análise 
tennodmãnucn de um ciclo aberto de refngeraçâo a ar com duas etapas de compressão com resfnamento 
i11termediário. O ar, do meio ambi('llte, é tratado como 11ma mistura ideal de ar seco e vapor de água. Med1ante 
ttma simulação computacional do ciclo. mostra-se o impacto dos parâmetros dos componentes do sistema sobre 
a eficiência do ciclo para di1·ersas condições de operação. Finalmente otimí::.a-se os parâmetros termodinâmicos 
com a finalidade de que o sistema tenha uma operação apropriada. 

INTBODUCÃO 

A preocupação atual de substituir os CFC e HCFC que 
danificam a camada de ozônio por um refrigcnmtc benigno ao meto 
ambtcntc é a mzão do u~o do ar como um subsututo a estes 
rclngcrantes convencionais. As mais adequadas aplicações são 
aquelas que aproveitam vantagens das caracterlsucas especiais dos 
ctclos de ar. como são a ampla fwxa de temperaturas de operação e 
o controle da Ulllldade do ar (Rémy, 1987). (Murphy et ai, 1994). 

O ctclo a ar é amplamente uuliLaclo na inouMnn aeronáuúca na 
climatitação (resfriamento e/ou aquecimento) c prcssuritação da 
cabina. Na refrigeração, o ciclo a ar dcmostrou ~cr uma boa 
alternativa aos ciclos convencionais. O tamanho e peso dos 
comprcssore~ e turbinru. tem ~ido drasticamente rcduztdos com o 
dcscnvolvunento de nova~ tecnologias. fa1cndo que SCJam m:us 
lc\e~ e pequenos que os ststcrllal> de compressão de vapor (Murphy 
et ai. 199_.). l nstttutçõe~ de cnsrno e industrias estão desenvolvendo 
pc~utsas neste campo (Van Gerwen e Van Der Wek~en. 1995). 

Recentemente vános trabalhos foram publicados sobre 
rcfngcrução utilizando ciclo a ar. Têm-se os que relatam o 
de~envolvunento de plantas protótipos (Van Der Wckken e Van 
Gerwen. 1995). (Gigtel et al .. 1995), tPerilhon, 1992). o uso de 
dtferentcs gases de trabalho (Angelmo c lnvcmrat, 1995). o 
efeuo da umtdade c do gelo <Fieming et ai., 1994), utilização de 
ar seco <Collares. 199_.), !Stquctra e Parisc. 1996) e outros. 

O CICLO A AR 

O ctclo a ar que tem a configuração da Figura I. é o mais 
usado para aplicações de rcsfnamento e congelamento (Van 
Gerwen e Van Der Wekken. 1995). (Holder et ai , 1994). O 
pnnctpto de trabalho é o 'eguintc: ar do meto ambtcnte (ar 

úmtdo) é compnmido por um compressor C I, movtdo por um 
motor elétrico M. de tal forma que sua pressão c sua temperatura 
seJam elevadas. O ar comprimido é resfriado dentro de um 
trocador de calor TC! e caso ocorra condensação do vapor de 
água. este líquido é rettrado por um separador SI Em seguida, o 
ar é novamente comprimtdo pelo compressor C2 que é movido 
pela turbrna T (turbocomprcssor TC). de tal forma que novamente 
eleva-se a temperatura e a pressão do ar. Conunuando. o ar é 
rcsfnodo dentro de um trocador calor rcgcncmuvo TC2 que 

uuhza o ar frio que sw da câmara fna CF e caso ocorra 
condensação do vapor de água os líquidos formados são retirados 
pelo separador $2. E finalmente o ar expande-se dentro da 
rurbina T até a prcsst\o da câmara fria, fazendo que sua 
temperatura diminua. Este ar esta pronto para ser usado cm 
aplicações de resfriamento e/ou congelamento. 

9 
Figura I - Esquema do ciclo a ar. 

MODELO MATEMÁTICO 

Para a modelagem matemática do ststema de rcfngeração com 
ctclo a ar é nccessáno fazer algumas constdcrações (Pcrilhon, 
1992). (Siqueira c Parise. 1996): o fluido de trabalho é o ar 
úmido do meio ambiente; o srstema esta operando em condições 
cstávets: é considerado desprezível a troca de calor com aos 
redores; as perdas de pressão nos diferentes elementos do sistema 
são constderndos desprezívers. 

Os seguintes parâmetros são conhectdos pressão P1, 

temperatura T 1 e umtdade relattva q,1 do ar úmtdo do me10 
ambiente que entra no ststcma. São conhcctdas também, as 
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temperaturas do ar nas sardas dos trocadores de calor TC I c TC2, 
T3 e T6, respectivamente. 

A pressão do ar dentro do sistema é regulado pela velocidade 
de rotação do primeiro compressor. Da mesma forma, o fluxo 

volumétrico V é uma função desta veloc1dade. Foram utilizados 
dados experimentais (Perilhon. 1992), Figuras 2, 3 e 4, com a 
finalidade de obter equações empíricas para o fluxo mássico do ar 
e para as relações de pressão r, e eficiência i~entrópica fl , dos 
compressores e da turbina. As propriedades do ar seco e do 
vapor de água. foram equacionadas tendo como base tabelas 
termodinãmicas. 
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Figura 2.- Relações das pressões dos compressores CI e C2 e da 
turbina T, em função da vetoc1dade do compressor C I. 
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Figura 4.- Eficiências 1sentróp1cas dos compressores C I c C2 e da 
lUrbina T, em função do fluxo volumétrico reduzido. 

Composição do Ar Úmido. Pressão de vapor saturado é uma 
função da temperatura T: 

P = f(T) 
VS 

(I) 

As pressões do vapor de água e do ar seco. são, respecliva
mente: 

P =~XP 
v vs 

(2) 

P = P- P 
a v 

(3) 

$ : Umidade relauva. 

Os fluxos mássicos do ar seco c vapor de água, são, 
respectivamente: 

P xV m =-a __ 
a r x T 

a 

r p 
m =-ª-x M x m x(2-) 

v R w a p 
a 

r. : Constante da equação de estado, 287 J/kg-K. 
R : Constante universal dos gases perfeitos, 8.3143 J/K-mole. 
M,.. : Massa molar da água, 18,02e-3 kg/mole. 

(4) 

(5) 

Compressão I - 2. A compressão do ar na entrada é 
considerada adiabáuca. Pode-se calcular a temperatura 
tsentrópica ao final da compressão: 

r l
( l-Yt ) 

T2j=TJ r~l Yt (6) 

O coeficiente isentrópico y1, é função da composição do ar 
úmido. 

Sendo a eficiência isentrópica do compressor Cl. Tlbct. a 
temperatura c pressão na sarda são: 

T 2=T t+ (T2i - Tt) 
11isCI 

P2 =rc1xP1 

(7) 

(8) 

Resfriamento 2 - 3. O resfnamento do ar compnmtdo é 
efetuado dentro do um trocador de calor Cons1dera-se que o ar 
alinge uma determinada temperatura T, As perdas de carga são 
desprezíveis . 

Considerando-se a hipótese de que aconteça condensação 
parcial do vapor: 

93 =100% (9) 

p = p 
v3 vs3 

(10) 
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(li) 

Considerando ns constantes da Equação 5, os fluxos mássicos 
do vapor e do lfquido condensado são: 

p 
m 

3 
=0.622x m x21 

v a p 
a3 

(12) 

(13) 

A h1pótese ~ falsa quando: 

(14) 

Não acontece condensação, portanto o fluxo mássico e a 
pressão parcial do vapor de água são as mesmas: 

A um1dade relauva é: 

p 
$ =__& 

3 p 
vs3 

(15) 

( 16) 

(17) 

Separacão 3 - 4. Caso o resfriamento amenor permita 
condensação. grande pane do lfqu1do condensado é separado. 
Esta separaçllo parcial acontece porque a pressão não é 
suficientemente grande (Penlhon. 1992). (Holder et ai., 1994). 

Igualmente, cons1dera-se que não exJstam perdas térmicas, de 
carga e de massa de vapor. 

Compressão 4 - 5. A compressão no turbocompressor. é do 
tipo dmâmica, podendo ser considerada adiabática. O líquido que 
não foi separado na ewpa amenor é injetado no compressor onde 
é evaporado. Portamo, não é possível calcular os parâmetros 
isentróp1cos do ar úmido pela le1 dos gases perfeitos, na presença 
de lfquidos. 

Considerando-se a hi pótese de acontecer condensação 
parc1ul, ao final do processo têm-se: 

~5i = 100% (18) 

pv5t = pvs5i (19) 

P51 = rC2 xP4 
(20) 

pa5i = p5i - pv51 (21) 

O fluxo m..isstco de vapor no final deste processo pode ser 
calculado de duas formas: 

· ma X(Sa51 -Sa4)+ mv4 X(SI5i -sv4) 
m -

v51- (sa5i -sa4> 

+ ml4 x(sl5i -s14 ) 
(22) 

(saSi -sa4) 
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ou: 

~ m 5. = o.622x m x v 1 
v 1 a p 

351 

(23) 

Sendo que os valores das entroptas são uma função da 
temperatura, tem-se um SIStema de equações: duas incógnitas 
(T5. 1 e m 5" ) e dU3S equaçõeS (22 e 23), para resolver. 

I V I 

O fluxo de lfqUJdo condensado é: 

(24) 

A hipótese amenor é falsa caso: 

(25) 

Não acontecendo condensação: 

(26) 

A pressão parcial do vapor de água é: 

m s· p . =( v' )xP (27) 
v51 062"xm +m SI 

· - a vS1 

O valor da temperatura T
51

, calculado tem que cumpnr: 

ma X(Sll5! -Sll4)+ mv4 X(SV51 -Sv4) 

+ml4x(sv51 -si4)=0 

Para o caso real meversível: 

(28) 

(29) 

O fl uxo mássico c a pressão do vapor num processo sem 
condensação são: 

A unudade relativa ao final do processo: 

p 
~ = ...:..&. 

5 p 
vs5 

(30) 

(31) 

(32) 

Rcsfnamcnto 5 - 6. O resfnamento do ar comprimido quente 
é efetuado dentro do um trocador de calor regenerativo que 
utiliza como fl UidO fno o ar que sai da câmara CF. Considera-se 
que o ar aunge uma temperatura T6, logo de ser resfriado. As 
perdas de carga são desprezfveis. O cálculo é sinular ao 
resfriamento 2-3. 

Separacão 6- 7. No caso de acontecer condensação parc1al, 
a separação de lfquidos é total, devido à pressão mais elevada. 
As cond1ções serão as mesmas da separação 3- 4. 



Expansão 7- 8. O ar na IUrbina, com a expans!io, resfria- se e 
provoca uma condensação parcial. A expansllo t considerada 
adiabática, mas os parâmetros iscntrópicos não podem ser 
calculados pela lei dos gases perfeitos, devido à presença de 
condensados. 

Ao final da expansão, os fluxos mássicos de vapor e liqu1do 
condensado são: 

mv8i 
(ma xsa7 + mv7 xsv7) 

sv8i 

<ma xsa8i + ml8i xsl8i > 

s,gi 

miBi = mv7- mv8i 

Outra forma de calcular o fluxo mássico do vapor é: 

. p 8' 
mvSi =0.622xma x(....Y....!..) 

pa8i 

(33) 

(34) 

(35) 

Tem-se um sistema de equnçõcs (33 e 35) com duns 

incógnitas ( mvSi, TSi) pronta para ser resolvida. 

Para o caso real irreversível: 

Tg =T7 +1\sTx(T81 - T7) 

PS= PSi 

. p 8 
mv8 = 0.622x ma x(-v-) 

Pas 

ml8 = mv7- mv8 

Coeficiente de Performancc do C1clo CCOP> 

COP=~ 
wg 

Energia frigorffica produzida: 

Qp = H1- Hg 

Op = <mvl xhvl +ma xhal) 

-<mvgxhvg +ma xh3 g +m18 xh1g) 

Energia gasta: 

Wg = H2 - H1 

wg = <mv2 xhv2 +ma xha2> 

-<mvl xhvl +ma xhal> 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

(42) 

(43) 

(44) 

Com esta modelagem será possfvcl. entre outros estudos. 
observar a mtluênc1a dos difer ... utcs parâmetros sobre o COP. 
para uma posterior otlmização do~ mesmos. 

SIMULAÇÃO DO MODELO 

O modelo foi utili7.ado, via simulação. para idcntllicar os 
parâmetros que mais afetam o desempenho do Sistema de 
refrigeração com c1clo a ar. Entende-se como desempenho o 
coeficiente de performancc COP e a temperatura que alcança-se 
na câmara fria TR. Para os cálculos foram uuli1.ados os valores de 
entrada: condições ambientaiS de P1= 101325 Pa. T1= 27 C c ~1= 
80%, c temperaturas de resfnamento T,=27 C c T~= IO C. 

Na Figura 5. o COP vana mversamente proporc10nal com a 
velocidade de rotação do compressor C I Isto deve-se a que ao 
aumentar a velocidade, aumentam as relações de pressão dos 
compressores e o fluxo máss1co do ar no SIMcma. nas F1gura 2 e 
3. respectivamente. O fato anterior fat com que a energ~a gasta 
aumente em maior proporção que a energia fngorffica produzida. 
Figura 6. 

O valor do COP vana d1retamente proporciOnal com a 
temperatura do ar na entrada T1• F1gura 7. Isto acontece devido à 
variação proporcionnl que a energ.a fngorífica produzida sofre 
com a entalpia do ar na entrada. 

Da mesma forma. o COP vana d1rctameme proporcsonal com 
a umidade do ar na entrada 91 • Esse mesmo comportamento tem 

a entalpia e o fluxo más~ico do vapor, cm relação li umidade, 
Figura 8. 
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Figura 5.· Coeficiente de pcrformance do ciclo de refrigeração a 
ar cm função da velocidade do compressor C I. 
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Figura 7.- Coeficiente de performance do SIStema cm função da 
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Figura 8.- Coeficiente de performance do s1stema em função da 
velocidade do compressor CI e da umidade do ar na sua entrada. 

Para rcmperaturlb de resfriamento T~ menores que 295 K. o 
COP vana inversamente proporcional cm função da velocidade 
do compressor C I, Figura 9 

O valor do COP vana mversamcnte proporcional com a 
temperatura de resfriamento T~ c também com a cntalpia do ar na 
câmara CF. Da mesma forma que a energia frigorffica produzida 
é inversamente proporciOnal a esta entalpia. 
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Figura 9.- Coeficiente de performance do sistema em função da 
veloc1dade do compressor C I e da temperatura do ar resfriado no 
trocador de calor regenerativo TC2. 

Na Figura 10, a temperatura da câmara fria T8 varia 
inversamente com a veloc1dade do compressor Cl para valores 
menores de 8000 RPM, e dirctamente para mwores velocidades. 
Esta tendência é devida a que com o aumento da velocidade de 
C I. aumentam as relações de pressões e as efic1êncJa 1sentrópicas 
dos componentes. Por outro lado, o valor de Tw vana diretamente 
proporcional com a temperatura do ar na entrada T1, Figura 11 . 
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Figura 10.- Temperatura do ar na câmara fria cm função da 
velOCidade do compressor C I . 
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Figura 11 .- Temperatura do ar na câmara fna em função da 
velocidade de C I c da temperatura do ar na suo entrada. 
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A temperatura Tft varia díretamente proporcional com a 
umidade do ar, Figura 12. 

Na Figura 13 pode-se ver a importância de ter um bom 
resfriamento do ar ames de que entre na câmara fria . já que estas 
temperaturas variam diretamente. 
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Figura 13.- Temperatura do ar na câmara fria em função da 
velocidade do compressor C I c da temperatura do ar resfriado no 
trocador de calor regenerattvo TC2. 

OTIMIZACÃO DO SISTEMA 

Pode-se comprovar a existência de valores mínimos de T8: 

valores ótímos, Figuras I I -13. Mais esta cons1deração estana 
errada pois no caso do cocfic1cnte de pcrformance COP não se 
teria a mesma conclusão 

Portanto é fundamental conc1har os valores das cond1ções do 
ar na entrada ao SIStema, da velocidade de Cl e do COP. A 
temperatura do ar depoas de ser rcsfnado por TC2 influirá 
diretameme no valor de T~. 

A função objcuvo será: a temperatura na câmara fna em 
função da velocidade do compressor Cl (o modelo do sistema, 
em forma implícita): 

T8=f(TI , PI . $1 ,NCI) (45) 

A função de restnção será o COP, do modelo mencionado 
amcriom1cnte, para um valor maior que I, por exemplo. 

COP=f(T1 . P1 . $1 ,NCI) > I (46) 

Utilizando o software MatLab, pode-se calcular o valor ótimo 
de T8, para as condições dadas. 

CONCLUSÕES 

-Foi apresentado um estudo simples de um sistema de 
refrigeração com c1clo a ar, onde se mo~tra a anfluênc1a dos 
parâmetros termodanãmacos sobre este. As seguintes conclusões 
foram retiradas de este estudo com a finalidade de que o 
sistema tenha melhor desempenho 

- Os resultados mostram que este mtema pode ser compcuuvo 
com os convencionaiS, pnncapalmente devado a que as 
turbomaquinas tendem a ser cada vez maas eficientes. 

- A dupla vantagem deste tipo de sistema (rcsfnamemo em CF e 
aquecimento por outro lado, no trocador TC I), podena ser 
aproveitado. 

- Para um funcionamento ótimo do sistema, a velocidade do 
compressor CI deve ser próxima de 8000 RPM c as condições 
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do ar na entrada estar próximo1o de 300 K c 80 o/c de unúdade. 
-As condições de entrada anteriores podem ser difkcis de 

controlar, neste caso, é possível controlo.r a temperatura do ar 
que sai do trocador TC2 atravé~ do fluxo do ar frio que sai da 
câmara fria. 

- A seguinte etapa de oumitação englobam a tota.lidade das 
variáveis e utili7ação de outros programas de ounuzação. 
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ABSTRACT 

The impact of CFC to thc cnvaronmcnt has becn taking to lhe 
rcsearch of rcfrigcration cyclcs not conventional. Thc u~ of lhe 
ai r is one of those altemotives hccause 11 has 3 great number of 
advantagcs. Th1s work prescnts a thcnnodyn8Jlllc analys1s of a 
refrigeration aír cyclc wuh two compressaon stagcs wilh 
imcrmedíary cooling. Thc air. of thc cnvnonment, as considered 
as ideal nuxturc of dry :ur and ~tcam By means of a sJmulation 
computauonal of the cyclc. thc 1mpact of thc components 
paramcters of the systcm are shown on the efficaency of the cycle 
for severa! operations condiuons. Finally, the system is opumi7ed 
with the thermodynamic parameters for thc purposc that thc 
system has an appropnate operataon. 
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SUMMARY 
This paper collsrders rlte de1·elopmenr of a new compressor resrrng method based 011 a rhennodynamic 

Cl'cle wJ.mg plttce in the s11perheated region only. More than an altemam·e to standard testing methods rhe 
propmed Sllperheated crcfe ••·mtld presem significam ad••amages as for exampfe ti faster transiellf change 
between s1eady Slllle 1es1 conditions. ln order co cany 0111 a11 inves1iga1io11 of lhe adj11sting of opera/íonal 
conditions, lhe new cycle was modefled and sim11lared. PrefimiJIGI)' resulls af/ow 10 venfy the system 
behm•iour according lhe cha11ge in lhree cotl/ro{ paramelers : refrigera/li sysrem charge, expansion o•alve 
opemng, wul dt•supuhelller wa1er jlow rale. 

lNTRODUCTl ON STANDARD TF~TS vs. SUPF.RHEATED CYCLE 

• PUC 
lt iO 

Air-condi11onmg and rcfngcm11on systerns have a significant 
panicipa11on m the o"erall cnergy consumption of a country. ln 
Brazil, clectric consumption due to air-condiúoning and 
refngera11on apphcations IS continuously growmg. According to 
a govemmental program to energy cfficiency improvement 
(Proccl. 1998). the contnbu11on of such applications m the totaJ 
consump11on 1n the res1den11al. commerc1aJ and mdustrial sectors 
IS about 32~. 20~ c 6% respecuvely. wh1ch represents about 15 
% of the total electnc energy produc11on. 

The final goal of a compressor tcst IS to verífy how well the 
actuaJ performance matches Lhe des1gn compronuses at diiTerent 
operating condtt ions. For Lhat, during the test, Lhe compressor is 
subrniucd to a certam opcraung condtt1on, to whtch its behaviour 
IS C\ aluatcd (figure I). Such test cond1tions are defincd by means 
of the followmg vanablcs (cons1denng constanLs rotation speed. 
ambient tempcmturc. etc.): 

ln air-condtt1omng and refngeration applicalions. the vapour 
compress1on cycle Mlll one of the most 1mportant oncs. ln such 
cycle, Lhe compressor is the most imponam componem with 
respcct Lo thc energy cftictency use. 

Although dtffcrem compressor des1gns (scroll. screw, etc.) 
has g:nhered imponam markcL segments. Lhe reciprocatmg typc 
sull being largcly used duc to its large lield of application. 

Stanutmh fur compressor performunce testing, is the scope of 
codcs such as ISO 917 (ISO, 1989) c ASHRAE 23-1978R 
(ASHRAE. 1993a) where sevcral meLhods for performance rating 
are proposcd. ln these standards different limitattons are imposed 
with respecL to lhe droplet effect and SLeady state condition. ln 
general. most of the proposed tests require a relatively complex 
apparatus, a long pcnod of time for steady staLe regime, and 
presem some d1fficulty to adju!>l tcst condttions. 

ln ordcr to avoid such problems, Dirlea el ali ( 1996). have 
cons1dercd thc a tcsung cycle wtth ali the refngeranL processes 
taking placc 10 the !.uperhcated reg10n only. A prelirninary 
anaJysis of the lea\lblhty of such a cycle was conductcd m a 
smaJI scaJc cxpcnmcnLal apparatus. aJiowing to observe certain 
advantages to the supcrheated cycle, as for mstance : low energy 
consumpuon, casy adJUSt of Lcl>tmg condittons. s1mple layout of 
lhe tcst apparntus. small rcfngemnt charge. and quick transient 
change betwecn stcady stnte te t regimes. 

ln thc presem papcr, thc superheatcd compressor testing cycle 
is analyscd 1n more detatls. Emphasts is gtven to the stcady sUite 
modelling and s1mulation of the superheated cyclc, in order to 
verífy the change in operating conditions with the paramcters of 
adjustmem of thc cyclc. 
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• P.. pressure at compre:.sor supply; 

• P,. pressure at compressor exhaust. and: 

• T.. temperature at compressor supply 

To these test condttions the compressor wll l response with : 

• ri-1,1 a rcfngerant now rate. and; 

• W,1 will consume some power. 

From Lht~, othcr imponant pcrformance paramcters can be 
obtained, such as : 

• Qr~r refrigerating capacity; 

• E,ul volumetnc cffectivencss; 

• ê,.f iscntroptc cffect1vencss. and: 

• COP coefficicnt of performance. 

P su ~Qref 

P ex 
-+COP 

~Evol 

T su 
~ Eis 

Figure I -Compressor pcrformance tcsting concepL 



The 150917 standard code (ISO, 1989) presents a set of nine 
different methods for the performance testing of reciprocating 
compressors. as follows : 
• Method A : Secondary nuid calorimcter; 
• Mcthod B : Calorimeter w/ refrigemnt llooded system; 
• Method C : Calorimeter with refrigeram dry system: 
• Method DI : Vapour refrigerant now meter: 
• Mcthod 02 . High pressurc panial condensation: 
• Method F : Liquid refrigeram now meter: 
• Method G : Water cooled condenser; 
• Method J : Vapour cooled refngerant; 
• Method K : Exhaust hne calonmeter. 

Basically. these methods can be class1fied according lhe 
technique uscd to obtain the refngerant tlow rate as d1rect (when 
a tlow meter dev1ce IS used) and 1nd1rect (when refrigerant tlow 
rate is obtamed from energy balances). 

Along lhe IS0917 standard code, severa! restrictions are 
made with respect to the intluence of oil-refrigerant milting, 
droplet, and steady state condH1ons. 

Conccmmg the oil-refrigerant mixing, thc standard imposes 
that the oil pumping rate must be less than 1.5 % of the 
refrigerant mass tlow rate and recommcnds the use of efficícnt oil 
separation devices in lhe c1rcuit. Following thesc limits no 
correction is rcquired by the standard to thc effect of thc 
lubricating oil concentration. 

M1nimum superheating an<.l subcooling dcgree~ are irnposed 
m the standard in ordcr to avoid thc effcct of incomplete 
condcnsation at condenser cxhaust, and occurrence of liquid 
drops in the refrigerant leaving the cvaporator. According the 
standard, lhe design of the testing apparatus shall be sue h that the 
outgoing vapour will not entrain droplets of refngerant and is 
superheated by at lea~t 8 K 

The steady state condnions for the test are spec1fied in the 
standard on the basis of a max1mum acceptable change on the 
variables mcasured during the test 1ns1de a I h lime interval 

A schemalic view of the apparatus for compres~or testmg in 
the superheated reg1on only is shown m figure 2. Four mam 
components are included : the compressor to be te~ted. a 
desuperhcatcr heat exchangcr. an cxpan~10n valvc and a 
rcfngcrant rcscrvoir. 

The refngerant transformation are as follows : After 
compression (I ~2). the hcat absorbed by the refrigeram 
(corresponding to thc comprcssion powcr) is dclivercd to the 
cooling water at the dcsupcrheatcr hcat exchanger (2-+3). An 
isenthalpic expansion is thcn camed out trough an cxpansion 
device (3-+ I). closing the cyclc. 

111c diffcrenl operating condittons are uttaine<.l by adjusting 
the following lhree parameters : dcsuperheater water llow rate, 
expansion va!ve pressure drop, and. rcfngcrant system charge. 
Thc water tlow rate can bc casily changed by mod1fying the 
opcning of a globe valve located at watcr inlet. The watcr inlet 
temperature is quite constant varymg only accordlng the amb1ent 
condittons. 

The pressure drop of lhe refngcrant trough the cxpansion 
valvc is changed by d1splacing the necdlc of lhe valve in order to 
rnodify the tlow passage arca. 

Thc refrigerant syMem charge IS mod1fied by means of lhe 
refngerant reservou place between lhe h1gh and low-pressure 
mcuits, and soleno1d valves A and B (normally closed). lf 1t is 
desired to decreasc Lhe system charge. solenoid valve A is open 
and part of the compressor exhaust gas will be bypassed to Lhe 
reservoir. On the olher hand. if 1t is necded to mcrcase thc systcm 
charge, valve 8 is open and some amount of gas will bc added to 
the system. 

1 

Pressure 

.. ' 3 
Pcd "i"""-·--· : .... L .......... ..., ..... , ...... <>----0 

l Tcd 
2 

): ;r , 
i ! Tev 1 

Pev .. ~ ..... J. ...... ; ........ ~>- ............ \ .... .. 

Enthalpy 
Figure 2- Schcmatic apparatus and cycle for thc new test. 

With respect to the standard mcthods described before. the 
new proposed method may prcscnt thc following advantages : 
• The test apparatus is simplcr not rcquinng heat exchangers 

for condensation and cvaporatton. 
• Steady statc tcst conditions can be reached faster becausc of 

thc smaller thermal capacitance of the system. 
• The intluence of droplet can be m1n1m1sed or even avo1ded 

completely; 
• Smaller refrigerant charge. 

MODElJLING AND SIMULATING T HE NEW CYCLE 

The simulation of the superhcated teM cyclc is carried out on 
thc basis of componcnt models devcloped to thc compressor. the 
desuperheater, the expansion vai ve und a refrigerant charge 
inventory. 

The main goal of thc simulation i~ to obtam, for diffcrcnt 
operational conditions, thc adjusts rcquired to the control of the 
cycle, i.c., bemg imposed supply/cxhau~l prcssures and the 
compressor mlet tcmpcrature, wh1ch valucs must be udopted to 
the refrigerant charge. watcr flow rate. and valve opening (figure 
3). 
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Psu~ 

EM"' Superheated 
LlP P~x~ Testing Cycle 
• 

Tsu~ ... mw 

Parameters (Compressor, 
Oesupemeater, Expansion Vatve, etc.) 

Figure 3- Scheme for the s1mulatton of the new cycle. 



Compressor. The compressor is modelled i o a semi-empirical 
way (8ourdouxhe et ali.. 1994), ond consists basically in the 
representation of the refngcrant tlow rate, as : 

v= vs[l +C1 -C1 (P~,/P..fr] 
and the power consumpuon by means of, 

wherc:, 
v volumctnc refrigeram tlow rate 
c, clearance factor 

Vs s\loept volume 

P,u evaporattng prcssure 
Pu condens1ng pressure 
w compressor power con~umpt10n 

~v,. Jscntroplc compres~10n powcr 

"''" 
const:lnt elcctromagncuc lasses 

a lasses factor 

(I) 

(2) 

[m3/s] 

[ - ) 

(mJ/h) 

[bar] 
[bar] 
[W] 
[W) 

[WJ 

r -1 

The ma1n assumptions of the compressor model are related 
w11h thc surroundings heat lasses, which are neglectcd, and thc 
compress1on proces~. wh1ch is u~sumed as bcing iscntropic. 

Thc four paramctcrs de~cnbed above are characteristic of the 
compressor and must bc 1denufied pnor to the simulauon. This 
was made us1ng catalogue data, to wh1ch a minimisation 
procedurc based in the lea.!>t square technique is applicd. Figures 
4-a and 4-b shows the tdenuficauon results. 

~ 0,0014 1 
~ Vs = 0,00185 

2 0,0012 I Cf = 0,056 

g l R2 = 0,936 
0,0010 ------.+~I ;::r= I , I , , 

1 ,O 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 

Pressure Factor [ -1 

(a) 

3000r-------------------------~--------. 

c: 2500 
o 
~ 
Cl. 

E 
ii 2000 
c: 
o 
o 
~ 1500 

~ 
Q. 

Wlo = 295,7 W 
a= 0,614 

R2 = 0,8917 

1000 ~~--~·~--~~~~~~--~~-+--~ 

800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 
lsentroplc Power ( W 1 

(b) 

Ftgure 4 - Compressor idcntificauon rcsults : (a) volume tlow 
rate model; (b) power consumption modcl. 
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Desuperheater Heat Exchanger. The desuperheater is 
modellcd as a clossical hent exchanger. To the known 
dimcnsions. geometry and tluids arrangemem, the overall heat 
exchanger cocfficient ( U ), was obtained by means of: 

U = (1/huf + R,w/1 +l/h,. f 1 

where, 
U overall heat transfer cocffic•ent 
hrr1 mternal convecuve heat transfer coefficient 
Rk.,11 conducuve wall reststnnce 
hrrJ externa! convecuve hca1 1ransfer coefficient 

(3) 

[W/K] 
(W/m1K) 

[m2K/W] 
[W/m2K] 

wnh the hca1 transfcr cocrficJents both ai lhe wa1er and 
refrigerom stde compu1ed from the classical Dinus-Boeher 
equation (Ashrac, 1993) 

whcrc, 
Nu 
R e 
Pr 

Nu~sclt~ number 
Reynolds number 
Prandtl number 

(4) 

[-1 
[-J 
1-J 

The 101:11 hea1 exchanged m lhe desuperheater ( Q), 
neglecung heal lasses to ~urroundings is g1ven. by : 

where, 

li1,. .lilrcJ wa1er and refngcrant mass flow rate 

ll T11 water 1empero1ure nse 

spec1fic en1halpy change 

log-mean 1empera1ure d1fference 

[kglsj 

[K] 

[kJ/Icg) 

[K] 

Equmions (3) 10 (5) are used mainly 10 ob1ain lhe refrigerant 
lemperaturc a1 the desuperhemer outlet, wh1ch corresponds lo the 
expansion device inlet. 

Expanslon V:alve. Thc refrigeram mass llow rale trough an 
expansion device may be modelled by means of the following 
equation (Tamainot-Tclto et ali. , 1994): 

(7) 

whcrc, k. nnd n . are lhe tlow coefficiem and the tlow passage 
arca respccuvely, which can be defined by, 

_ c( tit tej ]" k,. - --
Psu 

(8) 

il =b0 x+b1x
2 

(9) 

wilh C, n. b0 e b., constant parame1ers of lhe valve, and x lhe 
needle displacemcnl of lhe valve. 

Knowing the mam dtmensions of lhe valve needle and 
passage hole, allow 10 obtam paramerers b0 and b1 as being 

0.0015 ond -0.119 rc!.peclively. ln order to determine C and n, 
the expanston valve was l~led using both nitrogeo and air. The 
pressurc drop and tlow rote through the valve, os well as inlet 



pressure and temperature, were mcnsured for different valve 
openings and inlet pressures. Then, we obtain C = 0.018 and n = 
-1.018. Figure 5 show lhe identification rcsults. 

4.0E-06 

N' 
.§. J.OE-06 

"' c» 
.( 
& 2,0E-06 

"' ln 
ln 

:. 1,0E-06 • 
y = -0.1187x2 • 0,0015x 

~,. 0,9885 

O,OE+OO o----r---.---.,,.----,.--~ 

O.OE• OO 1.0E-03 2.0E-03 3.0E-03 4,0E-03 S,OE-03 
Needle Dlsplacement [ m] 

~ 

2500,-----------------------------------~ 
c 

2000 

1500 

1000 

1 

~ 1 
o 

c 

Y = 0,0177x·1.0182 
Rz .. 0,7701 

c~c ~ .---.-
o.oooos 0,0001 0.00015 0.0002 0,00025 

m,.lp ... [m'la] 

(a) 
Figure 5 - Expansion valve identification resuhs. (a) Change m 
expansion valve passage arca Wllh needle d1splacement -
equation (9); (b) ldenufication of flow parameters - equation (8). 

Refrigerant Charge lnventory. One important variable in 
the simulation of the superheated cycle is the charge of the 
refrigerant in the system (M,). lt is considcred that the total mass 
of refrigerant can bc obtained by considcnng the sum of the 
masses at low and high-pressure sidcs : 

M. = PLPVLP + PHrV~t P 
where. 

( lO) 

PLP . PHP refngerant average density nt low and h1gh-pressure 
circuils, respect. [m3/kg] 

VLP. V11p Low and high pressurc c•rcuits volume, respect. 
(m31kg] 

The values of VLP and VHP• where previously determined. 
Average densities atlow and h1gh pressure hnes are considered. 

Simulation of the Cycle. The goveming equations defined 
above werc solved simultaneously, to the known parameters, 
usmg the EES software (F-Chart, 1987). Thermodynanuc Ou1d 
properties were calculated by buiiHn funcuons ava1lable Wlth 
that program. The simulation was carried out for 30 operaung 
points inside lhe application range of the compressor. 

Figure 6(a) corresponds to s1mulauon rcsults, for a constam 
water flow rate at the desuperheater, showmg the influence of 
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both lhe refrigerant system charge and the expansion valve 
opening. 

For a given refrigerant chargc in the system, different 
condensing and evaporating prcssurcs can be imposed to lhe 
compressor by means of the cxpansion vulve opening change. 
However, lhe change in Lhe valve opening alone does not allow to 
adjust ali the diffcrcnt combmations of condensing and 
evaporating required to the test of the compressors, being in this 
case necessary to change lhe refrigcrant charge 10 the systcm. 

With respect to the dcsuperheater water flow rate, this will 
have an influence on lhe compressor supply temperature. Then to 
a given refrigerant charge and expans1on device opening ít is 
possible to adjust the water flow rate trough desuperheater in 
order to maintain a constam temperature at compressor supply. 

30r-rç-----=-~ 
= . '"l~. _: ::::: ::::::: 26 

l· j .~~·~ . 
X -

o-- a *-:---~{ Pev -~ a_10 [ -x---~ 
=- <---- ::;:;;..---x-z-~ 

0~----------------~--------~-------+----o 0.2 o.• o.a 0.8 
Vlll~oe Opening I ·I 
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(b) 
Figure 6 - (a) Refrigeram charge and expansion valve opening 
inlluence on lhe condcnsing and cvaporating tcst conditions 
(water flow rate constam = 2.0 kg/s): (b) Watcr now rate 
inOuence for fixed refrigeram chargc and cxpansion valve 
opening. 

PRELIMlNARY EXPERIMENTS 

An existing gencral-purpose test bench for expenmentul study 
of refrigerauon systems, was adapted for operat1on according lhe 
proposed testing cycle. A simplified view of thc test apparatus i.s 
shown in figure 7. 

Preliminary tests were carried out for a herrneuc compressor. 
The main goal of these tcstS was to evaluate the mfluence of lhe 
comrol parameters on the adjust of operatmg condiuons. 



P3 

Expanslon 
Valve 

P2 
·····--··...,.--® 

--~~~-j 
Venturt 1 

5 

Figure 7- Schematic view ofthe testing apparotus 

Refrigeranl Mass F!ow Rate Evaluation. The refrigerant 
flow rate in the system was obtained by the following different 
ways : (a) usmg '''0 venturis at low and h1gh pressure circuits: 
(b) from comprt!!>sor and desuperheater energy balances: (c) 
simulated values from the compressor model, and (d) theoretical 
relauonsh1p to pressure drops 10 the low pressure circuit. 

The prcssurc drop m the low prcssure circuit was calculated 
from the pressure measurements at expansion device outlet and 
compressor supply, wh1ch was then correlated with the different 
cstimauons for the refrigerant flow rate (figure 8). A 
confrontation among the different refngerant Oow rate 
estimauons is Lhen possible. 

2.6 

o Theoretical 
o Venturi 1 

x Venturl2 

• Corrpr. SmJiated 
tJ. Colrpr &lergy Balance 

o 000 o 005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 

Refrlga rant Masa Aow Rate [kg/s) 

Figure 8 - Relationship between pressure drop in Lhe low 
prcssure circuit and the d1fferent esumauons found for Lhe 
refngerant mass Oow rate. 

We can tirst remark that, for a refrigeram flow rate above 
0.012 kg/s, there IS a rcasonable agreement between the Oow rate 

estimations from compressor energy balance. theoretical 
calculauon and compressor s1mulauon. 

The ventuns used were constructed and previouslly calibrated 
(Hemandez et ali., 1998), bemg tested in the sarne test bench 
wh1ch was at that ume operated Wlth complete condensation and 
evaporation. Energy balance based deterrninauons of refrigerant 
mass Oow rate were comparcd with direct measurements of such 
meters. Results contirrned the feas1bihty and extension of their 
use. 

Results shown for venturi 2 are quite smooth. However, Lhe 
difference bctwecn thc flow rate measured with venturi 2 and Lhe 
other ones 1ncrease with the refrigeranL flow rate. Since there is a 
good agreement among the other flow rate est1maoons, we may 
expcct that venturi 2 is introducing some errar which leads to an 
underestimalion of the flow rate. This may bc caused by the 
accuracy of differential pressure measurement and the venturi law 
defined from calibrution. for instance. 

ln the case of vcnturi I, we rcmnrk that, for fl ow rates bcllow 
0.012 kg/s, Lhcre is a good agreement with the other estimations 
(compressor cnergy balance and simulation, and theoretical). The 
error between venturi I and the oLher cstimations increase 
considerably above 0.012 kg/s because this corresponds to a 
differential pressure higher than Lhe full scale limits of Lhe 
transducer used. 

Chang e in Ooerating Conditiom. When the expansion valve 
IS closcd there is both an mcrease in the high pressure and a 
decrease 10 the low pressure. The opposite occurs when the valve 
1s closed, see figure 9 between 10500 and 12000 seconds. ln 
other words closmg the expansion valve causes an increase io Lhe 
compress1on ratio, while opening the expansion device leads to a 
decrease in the compression ratio. This occurs because closing 
lhe expansion valve resuhs m a decrease in the refrigeraot flow 
rate and a consequent drop in lhe low pressure. As the total 
refngerant charge JS not changed, a smaller refrigerant mass in 
Lhe low side circuit will occur, because the pressure on this side 
decreases. Then, since the volumes must remain unchanged, a 

1059 



m·ass displacement (from low 10 high pressurc circuit) increases 
lhe compression ratio. 

Opening the expansion valve causes an incrcasc m lhe lower 
pressure which leads to a mass displacemcnt to the low pressure 
circult and consequemly decrcases the mass ln the high pressure 
circuit. Then, there is a decrcase in the compression ratio. 

With respect to the inllucnce of the refrigeram mass we may 
remark that, as the mass is increased (between 17000 and 19000 
seconds), bolh lhe high and low pressurcs will increase 

The refrigerant mass has a sigmficant mfluence on the 
temperature or the refngerant leavmg the compressor. As the 
charge is increased, lhe discharge temperature of the gases 
increases. because the htgh prcssure no\\ IS greatcr. 

ln lhe heat exchanger, Lhe rcfngcrant mass mcrease causes an 
mcrease in lhe water outlct temperature, duc to a greater 
refrigerant flow rate and a larger power to be disstpated, wh1ch 
must be compcnsated by increasmg the temperature difference 
between entrance and exit of the heat exchanger. 

ln the severa( experiences undenuken to evaluate the 
influence of the water flow rate on the behaviour of the pressures, 
it was noticcd that when the water flow rate is increased there is a 
decrease in thcse pressures (5000 to 9000 J>econds). Thts occurs 
because for the sarne power to be dissipated in the hent exchanger 
ll is necessary a smnller temperature di fference. 

Then, we have a smaller water outlet tcmperaturc for lhe sarne 
constam inlet temperature. 
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Figure 9- Compressor operating conditions change. 

CONCLUSIONS 

The proposed cycle seems to be a good ahemmive opt1on for 
the compressor performance rating. Prclimlllary simulation and 
experimems allow to verify the influence of the change in the 
threc control parameters. in order to 1mposc to the compressor a 
well-defincd operating condition. Next activtlle~ wtll cons1der 
addJtiooaJ tests m order to attain a bettcr comprehension of thc 
control of lhe new cycle. 
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RESUMO 

Este ar11go apresenta 11111 estudo numérico sobre o desempenho de tubos capilares com R-22 e alguns 
flwdos refriguantes altematrvos selecionados para substituição do R-22. especificamenlt! o R-407C, R-4/0A 
e R-134a. Comparou-se a ••azão mássico em função das condições de entrada (temperawra de condensação, 
grau de subresfricmrellfo ou tftu/o 11a entrada) para uma dada geometria. Os resultados mrméricos mostram 
que, tomando o R·22 como referência, as •·azões mássicas do R-407C são le••emente superiores (cerca de 5%), 
o R-4/0A apresenw vazões mássicas cerca de 30%maiores que as do R-22, enquanto que o R-134a apresema 
vazijes mássicas aproximadamente 30% inferiores. Estes resultados estão ligados com as diferemes pressões 
de saturação para cada fluido. 

INTRODUCÀO 

Nos últimos anos tem-se acumulado uma série de evidências 
ligando os compostos halogenados, dentre eles os fluidos 
refngerantes, à redução da camada de ozômo cstratosférica. Estas 
evidências levaram à assinatura do Protocolo de Montreal (1976), 
cujo obJellvo pnnc1pal é a ehiTIJnação destas substãnc1as. O R-12, 
uuhwdo pnnc1palmcnte em refngeradores e " freezers·· 
domésucos, é o mal) 1mponante e um dos mais danosos destes 
compostos prcjud1cia1s à camada de ozónio. Nos países 
desenvolvidos o uso deste flu1do fo1 ehiTilnado no início de 1996. 
Já para o R-22. ullhLndo principalmente em SIStemas de ar 
condicionado e bombas de calor e menos danoso à camada de 
ozõnio, foi estabelecido um cronograma de eliminação menos 
restritivo. Assim, a prioridade da mdústria de refngeração e ar 
condicionado foi a busca de um substituto para o R-12, e uma 
substância pura, o R-134a, foi escolhida como alternativa ao R-
12 em novos refrigeradores c ·• freezers". 

Agora as atenções se voltam para o R-22. Este fluido é 
largamente util izado como refrigerante em equipamentos para 
refrigeração comercial. condicionadores de ar comerciais e 
residenciais bem como cm bombas de calor. Infelizmente até o 
momento não existe uma substância pura que possa ser utilizada 
como allemauva sem a necessidade de grandes mod1ficações nos 
equipamentos existentes. O R-134a é uma alternativa apenas para 
uma estreita faixa de condições operoc1onais. O uso de misturas 
de refrigerantes não azeotróp1cas ou quase azeotrópicas é a 
solução mais adequada até o momento. 

O uso destas ITIISturas requer novos estudos expenmemais e 
numéricos a fim de avahar corno elas afetam o desempenho dos 
ciclos de refngeração, bem como o prOJeto dos componentes do 
ciclo. Neste sentido o dimensionamento de tubos capilares 
adiabáticos (o d1spositivo de expansão uulizado em aparelhos de 
ar condicionado de pequeno porte) utilizando ITIISturas não 
azcotrópicas é um assunto de particular interesse. 

Um levantamento recente fe1to pelo lntemaúonal Lnsútute of 
Refrigeration (IIR, 1998) mostrou que tanto os fabricantes de 
compressores quanto os fabricantes de unidades de ar 
condicionado de pequeno c méd1o porte europeus e americanos 
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estão utilizando como allemativa ao R-22 principalmente o R-
407C (uma mistura não azcotrópica com 23% de R-32. 25% de 
R-125 c 52% de R-134a em base mássica) c o R-134a. O uso do 
R-410A (uma mtstura quase azeotrópica com 50% de R-32 e 
50% de R-125 cm base má.ssica), outra possfvel mistura 
al tcmauva. ainda não atmg1u o nível esperado, porém os 
fabricante japoneses planeJam uulizar esta rrustura em un1dades 
de pequeno porte. 

Este anigo apresenta os pnmeiros resultados de um estudo 
comparativo do desempenho do R-22 e de algumas misturas de 
fluidos refrigerantes altemauvas escoando através de tubos 
cap1lares ad1abáticos. Comparou-se o desempenho do tubo 
capilar com escoamento de R-22, R-407C (mistura não 
azeotrópica), R-41 OA (mistura quase azeotróptca) e R-134a 
(substância pura). 

MODELO MATEMÁTICO 

O modelo mmemático é baseado em trabalhos anteriores dos 
autores (Paiva et ai. , 1994, 1995; Peixoto, 1995; Peixoto et ai. 
1998). Foram introduzidas modificações nestes modelos 
previamente desenvolvidos n fim de permitir o cálculo das 
propriedades terrnodmâmicas e de transporte das misturas de 
refrigerantes. A Figura I a segu1r mostra as princtpais variáveis e 
parâmetros envolvidos na modelagem e s1mulação de tubos 
capilares. 

As principats hipóteses do modelo são: 

• regime permanente; 

• escoamento umd1mens1onal; 

• escoamento de flu1do refrigerante puro ou mistura de 
refrigerantes pura (sem contaminação de óleo); 

• sem atraso de vaporizaçlio; 
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Figura 1. Variáveis do modelo de simulaçlio do tubo capilar 

• condução de calor nas paredes do tubo capilar nas dire
ções axial c radial dcsprezfvel; 

• coeficiente de troca de calor com o meio UA · (lado ex
temo) constante 

• modelo de escoamento btfás1co: cquilfbrio homogêneo 

Esta última hipótese, segundo Whalley ( 1996), é razoável 
para os casos em que G > 2000 kg/s.m~. o que ocorre para os 
tubos capilares uuliados nos eqmpamcntos de ar condicionado. 

Para as nustums não azeotróptc<b e quusc azcotrópicas 
adotou-se como temperaturas de "condensação'' c "evaporação" 
as temperaturas de bolha nas pressões de condensação c 
evaporação. Lsto fo1 feito com o mtullo de estabelecer uma base 
comum para as comparações. A temperatura de bolha 
corresponde à temperatura na quul se forma a pnmetra bolha de 
vapor no interior do lfqutdo numa dada pressão. 

As equações fundamentaiS do modelo são os balanços de 
massa, quantidade de mov1mcnto e energia, Eqs. (0 I) a (03): 

• Massa 

G =!!!.. =const. (01) 
A 

• Quantidade de Movimento 

fvG2 

(dp/d:.)= ---G2(dvfdz} 
2diC 

(02) 

• Energia 

(dh/ dz) = -lrclfÓIC ~T,ç -r ... )- G2v(dv/ dz) (03) 
III 

onde G é o fluxo mássico, 1ir a va71io mássica e A corres
ponde 'a área da seção transversal do tubo capilar. Já p é a pres
são, z a cota./ o foto r de atrito de Darcy. v o volume específico e 
d1c corresponde ao diâmetro interno do tubo capilar. Por fim. Ir é 

a entalpia específica. hr o coeficiente de transferência de calor 
por convecção do lado mtemo do tubo capilar, T1r o temperatura 
de mismra do fluido no tubo capilar e r,. a temperatura de parede 
do capilar. 

Os fatores de atnto são calculado~ uuhzando a correlação de 
Serghides (cf. Kakaç et ai., 1987): 

) (A~- B2T 
(1/ .[i = As - (As + 28

2 
+ c,) 

(04) 

onde: As= --Q,86861n(E/d,c +~) 
7.4 Re 

82 = -0.86861n(~+ 2.51A~) 
7,4 Re 

e C1 = --o,86861n(r./dtr + 2.5182) 
7,4 Rc 

onde dd1c é a rugosidade rclauva do tubo capilar e Re é o 
número de Reynolds do escoamento Este número de Reynolds é 
calculado, no caso bifásico. uulizando-~e a correlação de Dukler: 

J.l = J.lt(1-a)+ J.l,.a (05) 

A perda de carga localizada na comração na entrada, para 
condições de escoamento bifdsico na entrado, é calculada por (cf. 
Collier & Thome, 1996): 

Pcd- P~m = 

~a:,, [[ ~' _, J +(I-;, ll' +•{ '• :,'' )] (06) 

onde u = ficd / J\c é a relação de áreas e C r = f (a) é um 
coeficiente de contração dado em função da relação de áreas. Na 
Eq. (06) x é o título, v1 o volume específico do líqmdo e v, o 
volume específico do calor. Para o caso de emrada com líquido 
subresfriado, a perda de carga loc3hlada é calcul3da pela Eq. 
(07) (cf. Jdelcik, 1960): 

, 
Pcd- p - 1 5 G·v tlft- t --

2 
(07) 
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A perda de carga localizada na expans!io na salda do tubo 
capilar, para os casos em que o escoamento nllo está blocado, é 
calculada por (cf. Colher & Thome. 1996): 

~ I 1 v,. - ,., )~ 
Psal - Pt\ = c-v,cr(1-C111 +Al_v_,- ~ 

(08) 

A condição de escoamento critico é vcnficada através da 
comparação entre a velocidade do escoamento c a velocidade do 
som no fluido no final do tubo capilar. Esta velocidade do som c 
é calculada através da diferenciação numérica da pressão p em 
relação à dens1dade p do fluido a entrOpia s constante 

2 ~~~ c = 
dp S,.Ctlllfl 

(09) 

O coeficiente de transferência de calor por convecção do lado 

mtemo h~: é dado, para a região de lfqu1do. pela equação de 
Dlllus-Bocher. Para a região bifásica é ullhLada uma equação de 
Dtllus-Bõeher modificada (cf. Pale, 1982): 

"'d" = 0,023 Rc?·8 Pr,n[ 1- x Jo.s 
k1 l-a 

( lO) 

onde kt é a condutividade lémuca do flu1do. R e, é o número 
de Reynolds calculado com a veloc1dade do escoamento e as 

propnedades do líquido, Pr1 o número de Prandtl do lfqu1do c o 
expoente 11 é igual a 0,4 para aquecimento e 0.3 para 
resfriamento. 

A tcmpcnuura de parede do tubo capilar T.,. é dada por: 

T. ; h, !fd,(T,C + UA'T,, 
" hctrdtc +UA' 

( 11 ) 

onde T11 é a temperatura ambiente c UA · o coeficiente de 
troca de calor do lado externo do tubo capilar, que inclui a 
condução de calor através do isolamento. bem como a convecção 
natural e a radiação na superfície externa do tsolamento. 

A detcmunação das propriedades termodinâmicas c de 
tmnsporte envolve considerações sobre o equilíbrio de fases e 
químico de misturas. As equações de conservação (Eqs. 01 a 03) 
permitem que se calcule os perfis de pressão e de entalpia ao 
longo do tubo capilar. De posse destes dois perfis e da 

composição nominal da mistura é possível determinar o perfil de 
temperatura do capilar: 

T,t:,t = f(p,,/~,)l•· .. ·Yn) (12) 

Da hipótese que existe equilíbrio térmico e hidrodinâmico 
entre as fases ICquida e vapor (escoamento homogêneo) e dos 
perfis de pressão e temperatura resultam os perfis de composição 
do ICquido e do vapor ao longo do tubo cap1lar, Eqs. ( 13) e (14): 

(13) 

YI,••,/•"·•.Yn.v,i = f(p;.T,c,i•Yl•"''Yn) (14) 

Por fim, a part1r destes perfis de p. T, h. )'t e )\ pode-se 
calcular as propriedades termodinâmicas e de transporte do 
trqu1do e do vapor saturados, e o perfil de título e as propriedades 
da m1stura. Por exemplo, para o volume específico teríamos as 
segumtcs equações: 

(15) 

h,.,i =J(p,, x=l,yl .•• .. ·•Yn,,) (16) 

(17) 

"'·' = f(p;,X = O.)'t,/•"·•Yn.l) (18) 

""·' = f(p;.X = l, )'t,l·• .. ·•>'n.l') (19) 

''I= x,v,.,, +(l-x,)v1,, (20) 

Foi desenvolvido um código computnc1ona.l para simulação 
numénca do escoamento através de tubos capilares utilizando-se 
o software EES (EES, 1997). Este software uuhza um método de 
diferenças finitas implícito para mtegração numérica das 
equações fundamentais e resolve o sistema de equações 
algéhncas não lineares através de um Método de Newton
Rhapson modificado. A variável de integraç§o utilizada é a perda 
de pressão. As propriedades termodinâmicas c de transporte do 
são calculadas utilizando as rotinas do REFPROP (N!ST, 1996). 

A val1dação experimental do modelo para substâncias puras 
(R-12 e R-134a) foi apresentada em trabalhos anteriores (Peixoto. 
1995; Paiva et al., 1995). Foi tarn~m realtzada uma comparação 
dos resultados numéricos de simulação com dados numéncos e 
experimentais disponíveis na literatura abena (Dirik ct ai ., 1994, 
Escanes, 1995; Whitesel, 1957; Kuehl & Goldshmtdt, 1990). A 
incerteza das vazões mássicas calculadas é menor que 10%. 
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RESULTADOS 

As Figs. 2 a 6 mostram os resultados numéricos obtidos. Os 
cálculos foram realizados uuli1ando-se a seguinte geometria: 

du: = 1.676 mm, Ler = 1,524 m, dcd = dt, = 6 mm. Admiúu-se 

uma temperatura ambiente constante Tu= 2s•c e um coeficiente 
de troca de calor do lado externo UA' = O, li W /m. •c , bem como 

uma temperalUra de evaporação Tn. = -s•c. 

Os resultados mostram que ~ vazões máss1cas do R-407C é 
Jjgeiramente supenores (cerca de 5%) às do R-22. Já as vazões 
mássicas no tubo capilar trabalhando com R-410A são cerca de 

70,0 

65,0 6 6 6 6 
6 A A A 

~ 60,0 
A A 6 6 

6 6 A A 
A A A 

"" .---i 55,0 
0 oo 

oR-22 
o o o o o oR-407C ·= 50,0 ooooo~oooooo ..., oooo oooo A~1M 

:E 450 
oo 00 oo 

o . o o o o R-1348 

~ 40,0 
> oooooo 

35.0 00 ooo 
o o o o • o o o o 

30,0 

0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 

Grau de Subnlsfrlamanto na Entrada ("q 

(a) 

30% maiores que as do tubo cap1lar trabalhando com R-22, 
enquanto que o R-134a apresenta val6es mássicas cm média 30% 
menores que as do R-22. 

Estes resultados estão basicamente ligados à.s diferentes 
pressões de saturação que cada nuido ou mistura apresenta, 
confonne mostrado na Fig. 6. O R-41 OA apresenta pressões de 
saturação maiores que as do R-22, enquanto que para o R-407C 
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A partir destes resuhados é razoável considerar, cm termos 
das vazões mássicas que passam através do tubo capilar, que o R-
407C é um bom substitlltO para ser utilizado no rctrofit de 
equipamentos cxjstentes, enquanto que o R-41 OA c o R-134a 
devem ser utilizados apenas para novos equipamentos rcprojeta
dos para estes fluidos. 

É importante destacar que apenas a vazão mássica está sendo 
considerada nesta anáhse. Extste uma série de outros aspectos 
que devem ser levados em conta na selcção de um fluido para 
retrofit ou para novos equipamentos, porém os resultados aquj 
obtidos estão de acordo com a hteratura, que tndtca o R-407C 
para retrofit e para novos equtpamentos, e o R-4 I OA e o R- I 34a 
apenas para novos equtpamentos. 

CONCLUSÃO 

Este artigo apresenta os primeiros resultados de um projeto 
de pesquisa em desenvolvimento na Universidade de Silo Paulo 
com relação ao escoamento de mtsturas de fluidos refrigerantes 
através de tubos capilares. O próximo passo neste trabalho é a 
realização de levantamentos experimentais do escoamento de 
misturas não azeotrópicas através de tubos capilares a fim de 
validar o modelo de simulação e os resultados numéncos obtidos 
e brevemente descritos neste trabalho. 

Os resuhados obtidos até o momento estão de acordo com a 
literatura, que indica o R-407C para uultzação cm rctrofit de 
equipamentos extstente e para novos e equtpamentos, c o R-410A 
e o R-134a apenas para utilização em novos equipamentos. 
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ABSTRACT 

Thts paper presents a nu meneai Mudy on the pcrformance of 
capillary tubes with HCFC 22 and some altemativcs considered 
for its replacement, namely R-410A, R-407C and HFC 134a. lt is 
compared the mass flow rate as function of inlet condttions 
(condensing tempcrature. subcooling dcgrec or inlct quality) for a 
given geometry. Taking R-22 as refcrencc, numerical results 
show that R-407C mas~ llow rates are slightly higher (aboul 5%), 
R-410A presents about 30% higher mass flow rates and HFC 
I 34a presents nearly 30% lower mass flow rates. These results 
are connected with diffcrent salurallOn pressurcs of each fluid. 
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SUMMARY 

The use of ventuns meters for the measurement of refrigerara mass flow rate at liqwd and vapour phases is 
presented. Details of construction, calibration and utilisation of the l'enturi meters are also shown. The 
measurements of refrigera/1/mass flow rate using venturis meters were compared wllh mass flow rate detennined 
by energy balances at condenser and evaporator of a refrigera/li system. Preliminar\' results confirmed lhe 
feasibilin· of the proposa/. 

INTRODUCTION 

Refngerant ma~s flow rate can be obtaincd by direct 
measurement or by means of energy balance m components of 
refngeration and a1r-condl110mng systems. The precision of 
deterrnining the rcfngcrant mass flow rate 10 components such as 
evaporlllor, condenscr and compressor, is dependent upon lhe 
prec1sion wh1ch are measured mlet and outlet temperatures and 
pressures. and the m:llntenance of certain therrnodynamic 
condiuons for the refngerant and the fluid wh1ch exchanges heat 
with the refngerant. lf th1s method 1s sull Lhe most accurate on 
one hand, it 1S the most ume consurrung method on the other 
hand. The direct measurement of refrigerant mass flow rate can 
be processed using commercial instruments from which as say 
Abdul-Rauak et ai. ( 1995) the mean flow velocity 1s deterrruned 
and lhe flOW denslly IS determined from State parameters, i.e., 
tempcrature an<.l prcssure. A flow rate instrument usually 
measures Lhe mean nuid velocity eilher direclly or by mcasunng 
the nuid dynamic head or momentum flux. For the d1rec1 
measurement of refrigeram mass flow rate, thcre are a ~cries of 
differential prcssurc instrumcnts available commercially. such as 
orifice, vcnturi, and nozzle mcters, nnd olhers such as rotameters, 
rurbinc flowmetcrs, Coriollis cffcct flow melers. etc. Among the 
differential prcssure instruments, vcnturi meters induce thc lowesl 
pressurc loss relative to thc othcr dtfferential pressure 
instrumcnts. lf on one hnnd lower pressure loss is a positive 
behav1our, on the other hand, the mensuremcnt of differential 
pressure at a range of 5-l 00 mbar wllh good accuracy and robust 
manometers until rccemly was not easy and, if possible, 
instruments were eltpensive. Fortunately, in these days. it is 
possible to lind c1rcull mtegrated d1ffcrential pressure transducers 
for measurement in that range, nccurate and cheap. 

Although ventun meters are extensively uscd for 
measurements of ~s flow rate of many fluids. including 
refrigerants. most of lhe stud1es m Lhe literature are for large 
diameter tubes. Therc are few stud1es of venturi for relatively low 
and mtermed1ate mass fluxes in small diameter tubes Lhat are 
specially found in the refngerant and air-condilioning systems. 

ln pracuce, thc mass flow rate seerns readily detcnnined by 
using venturi meters. however 11 1s not so s1mple. There is a series 
of occurrences and experimental conditions which can effectively 
mask such measuremenls. For example, the presence of 

1067 

refrigeration oil insidc thc throal of the venturi meter creates a 
layer, which w11l change IIS discharge coeflicient. The non 
homogcnous phase veloclly, the presence of droplels causing two 
phase flows also contribules to lhe anaccuracy of a ventun meter. 

B~cd on thc above-menuoned reasons. there were 
constructed and cahbrated two small d1ameter venturi meters. 
They were 1nstalled 10 thc h1gh and low pressure hnes of a 
spcctally assemblcd and computer monllored R22 refrigcration 
systcm. Energy balance b~ed deterrrunat1ons of rcfngcrant mass 
flow rate werc compared w11h dtrect measurements of such 
meters. Results conlirmed the feasib1hty and extenswn of thc 
presem proposal. 

EXPERIMENTAL SET-UP Al"m PROCEDURE 

Two vcnturi metcrs werc mnchined from two solid brass rods 
with throat dtametcrs of 6.34 and 10.02 mm. They were 
manufactured following recommendations of Abdul-Razzak el 

ai. (1995), ASME and ISO (ISO, 1980) Slandards. Dctails of 
construclion and dimension of the vcnturi mctcrs are shown in 
figure I. 

L1 d L2 

' ~,~1 1- J 

I 
o o 

o o Oimensions· 

L•quid Vopour 
o -1002 mm U09 mm 
Cl - & ,)4 mm 774 mm 
L I • 1069 mm 1l .OO mm 
L 2 • 24.86 mm 30.20 mm 
o - 11.5. mm 11.5. mm 
s - 5. mm 5. mm 
o - I 59 mm 1.59 mm 

Figure 1- Dctails of the Venturi meters. 
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One venturi meter wilh throat d1ameter d = 6.34 ± 0.0 I mm and 
diameter O= I 0.02 ± 0.02 mm was designed for the measurement 
of refrigcrant mass Oow rate in the liquid phase. TI1e other venturi 
meter with throat diameter d = 7.74 ±0.01 mm and diameter O= 
13.09 ±0.01 mm was manufnctured for the measurement of 
refrigerant mass Oow rate in vapour phase. 

Using both an externa! and an mternal micrometer in 
combination w11h a pro file prOJector showmg a resoluuon of 0.0 I 
mm, 20 measurements of each d1ametcr (d or 0) were taken 10 

various positions in order to vcrify ecccntnclly wh1ch was leios 
than I pcrccnt and also in ordcr to have enough data for the 
statistic treatment. 

The ventun meter~ were cahbrated m separate ways as 
follows : 

I. with water flow using a mercury-under-water mano meter for 
measuring venturi's differential pressure and measuring flow 
rate by direct mass of collected water in a certain period of 
time; 

2. with air now using a watcr manometer for rneasuring 
venturi 's differential prcssure and me:lsuring air flow rate by 
the use of a calibrated and ASME's standard manufacturcd 
nozzle. 

Figure 2 shows a schematic of the rcfrigeration test bench 
charged with CHCIF2 (R22) as thc working primary Ouid, and 
water and air as thc sccondary Ouids. At Lhe sarne figure it is 
shown Lhe installation of both ventuns meters wh1ch are dealt m 
Lhe prescnt study. The refngerallon system has a maximum 
refrigerating capacity of about 9 kW. and may operates e11her as 
a classical vapour refngcration cycle, w11h 1ts convenuonal 
components (compressor, condenser. e~pansion valve and 
evaporator). or without condcnsauon or evaporauon following a 
thermoynamic cycle in the superheated reg1on only as proposed 
by Duarte et ai. ( 1998). 

After the compreSSton process and the pass:~ge through the oil 
separator. the supcrheated refngcrant Oowl> to a water cooled heat 
exchanger which may opcrate as a conden~er (Mandard vapour 

compress10n cycle) or as a desuperhealer (superheated cycle). 
Then i! passes through a reservoir and thc firM vcnturi meter. 

After an expansion process IS carricd out by the expansion 
device (a thermostat1c or a manually operated expan~ton valve) 
the refrigerant may arnve at the evaporator mlet where a hquld· 
gas Oow Wlll occur <standard v:~pour comprcss1on cycle) or 
simply rerurn to the compressor mlet (superhe:llcd cycle) 

As a gas, the refnger:lnt passes through the second venturi 
meter. A clly water c1rcull powercd by a pump IS prov1ded for the 
condenser as shown 1n figure 2. A rotameter for the control of the 
water Oow rate through a control valvc 11 IS all>O shoWll. An rur 
circuit powered by two fans IS prov1dcd for the evaporator. Air 
consumpuon IS measured by the ventun meter number 3. shown 
in Lhe figure 2. 

Severa! mcasuremcnt points of tempcrature. stauc pressure, 
differential pressure, angular rotation and clcctric power (figure 
2) were automated by a RTI-800 AD data acquisillon system 
driven by a 386/66 MHz personal computer running Labtcch 
Notebook and MS Excel softwares, at 10 seconds intervals. The 
data wcre recorded and saved on the hard drive of the PC. The 
installed EES (Engincering Equation Solver) software provided 
basic mathematical function~ and refngerant thermophysical 
properties. 

For ali tcmpcrature mcasurcments in the refrigeration system 
it was used convcnuonnl typc T thermocouples with 
compensauon of the cold JUnction by an 1ce-bath. Each 
thermocouple was installed mto a .. glove-finger" arrangement 
inserted in the tines on the mcasurement spot. Overall accuracy of 
temperature measurcments is ± 0.1 °C. 

For the measurement of stauc pressure, thcre were used 
p1ezoresisuve pressure transducers wnh accuracy of ± 0.25 % of 
full scale. The assembling of prcssure transducers 10 the test 
bench was made by screw connccuons. Two d•ffcrcnllal prcssure 
transducers of 0.1 PSI and 1.0 PSI range wcrc used to mca5ure 
the pressure drop on the vcntun meters. Accuracy of the 
d1fferenúal pressure transducers was ± 0.25 % of full scale, 
according to the manufacturer catalogue. 

1068 



AJr tlow rate in the evaporator was measured by a venruri 
whose d1fferenual prcssure was monitored by an U water 
manometer backed by a millimetrie seale (± 0.5 mm). 

ENERGY BALANCES 

We can consider an application of thc lirst law of 
thermodynam1cs m order to carry out an energy balance for 
selected control volumes in the test bench, and obtain estimations 
for the refrigerant fiow rate. For an open system with multiple 
"n" mlets and outlet streams, we can write: 

which, for praclical purposes may be stmplilicd by: 
• ncglecting both the kinetic and potential changes: 
• considenng a steady fiow conduion for the control 

volume, and; 
• the assumption of a quasi steady statc reg1me, i.e., 

dU /d-r= O. 
Therefore, a s•mphlied representation of equauon (I) can be 
wnuen as . 

n • n n • dU I Q1 +I (,ht:.h )1 +I w, =-
t• l 1=1 i=l d-r 

(2) 

Application of energy balance equat10n (2) was made by 
dcfinmg appropriate control volumes for condenser 
(desuperhcater), evaporator and compressor, and neglecting thc 
presence of the lubricant mixed with the refngerant. 

For both condenser and evaporator. the heat losses to 
surroundmgs can be neglected, because good thermal insulation 
was prov1dcd. 

For the eondenser (desuperheater - figure 3), two control 
volumes were considcrcd : control volume A. considcrs only the 
heat cxchanger, whilc control volume B, includcs ali the water 
network. For both control volumes follow: 

{3) 

WJth the water total enthalpies being delincd accordingly the 
control volume considercd. For control volume A. we have : 

(4) 

(5) 

whtle for control volume B : 

(6) 

thcn, 

m Cp 1T -T ) 
• W,t.'tl \\ \ \~,t..t 1~ ,JU l'\1 

muj .cd = ( ) 
hru.cd- ~~~t.cd 

{7) 

-------cõiilrõfvõiümê ·a··---------- t lilw,e.rt 

Figure 3- Condenser (or desuperheater) control volume. 

For the evaporator (figure 4) we have: 

H uf.r< + H rq .su = H atr,a + H wr,Ju 

,;, rtf V'su.t•· - htt.n ) == nlarrCP wr (Tatr tk - Tarr.ru ) 

. lila,cPair (rwr r• - Twr.<u ) 
111 rtj ,ti' = ( ) 

hsu.cd - h,,,td 

. . . . 

........ . tH,ur,tt 

• ............................................. . 

Figure 4 · Evapora to r control volume. 

For the compressor comro1 volume (figure 5) we have: 

H o.CP + Óamb.cp = H su rp + \Vcp 

w cp - Óamb.cp 
Til rtf.r•• = ( ) V1tx.cp - h su.cp 

(8) 

(9) 

(lO) 

( 11) 

(12) 

with lhe compressor heat tosses to surroundings being calculated 
by means of: 

(13) 

where the overall heat transfer coeffictent was obtruncd from 
classical free-convecúon empírica! correlations, and the 
compressor shell assumed as an isothermal surface at a 
temperarure equal to the refrigerant exhaust temperarure. 
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rx.CP 

F1gure 5- Compressor contrai volume. 

ln the energy balance cquauons abovc, the specilic emhalp1es 
are calculates by state equauons for lhe R22 refngeram. as a 
function ofthe temperature and pressure measuremems. 

Then, from equallons (3) to ( 13). we obtain estimaiiOns for 
the refrigeram mnss Oow rale, by simply imroducing the 
experimental steady state measurements. 

ANALYSJS AND DISCUSSJON OFTHE RESULTS. 

Venturí Calibration Resull<;. The discharge coeflicients of 
each venturi meter were calculated trough the exprcs~ion : 

!rd2f2i~ 1n=Cd-- --vpllp 
4 1-/34 

(14) 

where {3 =d/D, d is the lhroat diameter, 1i1 is the mass Oow rate. 

p is lhe tluid density. and Cd 1s the d1scharge coeflic1ent 

The overall d1scharge coeflic1cnt obta~ned 1n lhe 
cal1bration of both ventun meters are shown 1n figure 6 as a 
funcuon of lhe Reynold' s numbcr based on the lhroat d1ameter of 
each vemuri. 

1,10.----------------------, 

::::;100 
c • 

a • 
\ltl'lfVII2 

.I ~~ 
a D /o . o D 

5 0,90 . . . .. 
o u • D 

e. 0,80 Vilnt.Utl 1 .. 
.: 
u .. 
õ 0,70 

• Vtnl~o~tl 1 .. vepourlll•uiA,. c.•tdon) 

0.80 .f-o.----~~---~---'-~-...... ~~---' 
O I 0000 20000 30000 ~0000 50000 60000 70000 

Reynold'a Number (o) 

Figure 6- Results from the cahbrauon of the vcnturis. 

For lhe cons1dered range of Reynold's number (5E4 to 
1.5E5), the a\erage calculated d1scharge coeflic1ent of bolh 
venturi meters was 0.92 ± 0.02. 

Refrigerant Flnw Rate Results. The refngerant mass tlow 
rates obtamed from the venturis and from the energy balances for 
the different tests are now presemed Two data sets are here 
considered. 

Data set one (standard vapour compression cycle) was 
obtamed running the lest bench wllh both condensation and 

evaporation, wilh venturi I installed 10 the liquid line afler the 
condenser and vemuri 2 installcd in the compressor suction line. 

Data set two (superheated cycle) wru. obtained running lhe 
test bench according a superheated cycle, with both venturis 1 
and 2 submitled to a superhcated gás. 

Prelirrunary tests were carricd out for data set one using an 
open type reciprocating compressor The mam goal of these tests 
was to evaluate the intluence of the contrai parnmeters on lhe 
adjust of operaung condllions. 

After some modilicauons m the test bench, new expenments 
were carried out with a henneuc compressor, for data set two. 

Data Set One - Conventional Cycle. The rcfngerant tlow 
rate obtained from the venturi~ and from the energy balances for 
thc differenltests are presentcd at table I and figure 7. 

Table I - General results from the expenmental tcsts 

Tsu,cp Tcd Tev Vent1 Vent2 Mref,cd Mref,ev 
r·q r·c1 r·CJ [kg/5) (kg/SJ [kglsJ (kglsJ .,o· .10' .,o· .,o· 

I 32.5 38.8 -12.1 6,61 8,68 6,84 7,38 
2 34.1 42.9 -6.6 6 61 7 96 7,03 7,17 
J 39.5 43.1 -9.4 7,01 8,31 765 6,52 
4 35.1 42.4 -6.4 6,69 7,95 7,78 6,39 
5 35.1 41 .3 -7.4 7,17 8,65 8 34 5,37 
6 34.9 35.4 -13.4 8.60 7,83 2,22 8.51 
7 34.3 38.3 -13.2 6,57 8,16 2 86 8,24 
8 33.0 33 3 -13.4 8,77 7,49 3 86 8,14 
9 33.4 33 4 -13.3 9,00 7,67 3,80 8,18 

A comparison among the four csllmat1ons available can be 
made with respect to the agrecment hetween them. First 
companng lhe mensures g1vcn hy the ' 'entun meters, we verify 
lhat they agree by ± 17 'k 10 averagc. For the lirst tive tests, 
indicalion from vcmuri 2 is always greater than from ventun I, 
while for lhe last 4 tests there is some tendency to the contrary 

The condenser energy balance re~ults for lhe four last 
experimcnts are quite low wíth respect to the other values. This 
can be related w11h lhe occurrence of a very low subcoohng 
degree at condenser outlet. 

The main aspect conccmmg the cvaporator energy balance is 
rclated with the accuracy of the air tempcrature measuremem at 
evaporator outlet, which was taken from a s1ngle signal from a 
grid composcd by four thermocouple~ in a series Clrcull. The 
mensure obtained in this way could be inaccurate duelo lhe non
uniform mass now mte and temperaturc distnbution at the 
evaporator outlet. 

I c:::::~,..,.. c:;:::;;;;,....,..., _._....,~,,.,. • -o-...,~.,. • • ...c: J 
F1gure 7- Refrigeram tlow rate measuremems (Data Set 1). 

The overall accuracy of thc refngeram llow rate obtruned 10 

th1s way, must be cons1dered as subjecled to some uncertrunty 
due to the 1mplici t accuracy lim11s of the 10dividual 
mcasuremenls. 
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Another aspect is related with the thermodynamic state of lhe 
refrigeram in the control volume boundaries. While the 
superheated condiuon of the refngeront at condenser inlet and 
evaporator outlet may allow to calculate specific enthalp1es quae 
aceurately, lhe sarne IS not true at condenser exhaust. At this 
po1n1, a small ~ubcoohng can not assure lhat ali refngcrant has 
bccn condensnted Thcn, some error may be 1ntroduced. 

Data Set Two - Superheated Cycle. For this data scL, the 
refrigeram llow rate 1n the system was oblruned by Lhe foUowing 
ways : (a) u~1ng thc ventuns at low and h1gh pressure circuhs; (b) 
from compressor and dcsuperheater energy balances; (c) 
simulated values from the compressor model, and (d) theoretical 
relationsh1p to pressure drops 1n the low pressure circuit. 

The pressure drop 1n the low pre~sure c1rcua was calculated 
from the pressurc mcasurcmcnt~ at expans10n device outlet and 
compressor supply. wh1ch was then correlated with the different 
estimations for the refngernnt flow rate (figure 8). A 
confronHlliOn among the different refngeront llow rate 
estimuuons IS then possible. 

2.6 

"' 2.2 o a: 
u 
::> 

~18 .. • o. 
<I 

1 4 • 
.~-o t .,, ~/}. 
~o/}. 

I ::. o /}. 

O 0_i • 

o TheoreUcal 
o Venlurl1 
x Ventun2 

• Corrpr &rrulated 
A Corrpr 81ergy Balance 

1.0 !--- -.....------!:==-----==;....--==-. 
0.000 o 005 o 010 0.015 0020 0.025 0030 

Refrlgerant Mau Flow Rate [kg/s) 

Figure 8 - RelaiiOn!>hlp betwecn prcssure drop 1n the low 
pressure circu11 and the differem estímations found for the 
refrigeram masl> llow rate. 

We cnn lirst remark that, for a refngerant llow rate above 
0.012 kg/s, therc is a rcasonable agreement between lhe flow rate 
estimations from compressor energy balance, lheoretical 
calculallon and compressor simulation. 

The ventuns used were eonstructed and previouslly calibrated 
[Hemande1 et ai.. 1998). be~ng tested in the sarne tcst bench 
which was at lhat time opcrated with complete condcnsation and 
evaporation .. Energy balance based determmauons of rcfngerant 
mass flow rate wcre compared with direct mensurements of such 
meters. Resuhs conlirmcd lhe feas1b1hty and extension of their 
use. 

Resuhs shown for vcmun 2 are qulle smooth. However. the 
d1fference bctwecn the llow rate mcasured wnh venturi 2 and the 
other ones ~ncrcase wnh the rcfngerant flow rate. Sioce thcre is a 
good agreement among the Olher llow rate eslimal1ons, we may 
expect that ventun 2 IS introduc~ng some error wh1ch leads to ao 
underesumation of lhe flow rate. Th1s may be caused by the 
accuracy of d1fferenual pressure measurement and the venturi law 
defined from cahbration. for instance. 

ln the case of vcnturi I, we rcmark that, for flow rates bellow 
0.012 kg/s, there is a good agreemem wuh the other estimations 
(compressor energy balance and sunulation, and lheoretical). The 
error betwecn vcnturl I nnd the other cstimations increase 
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considerably above 0.012 kg/s because th1s corresponds to a 
differenunl prcssure higher than Lhe fu ll scale limils of the 
transducer uscd. 

CONCLUSIONS 

The construction, cahbrauon and use of two venturi meters 
for the measurcmcm of lhe refrigeram mass llow rate 10 a 
laboratory refngeraung syMcm 1s a d•flicult task. The vemuri 
mctcrs were u~ed both at hqu1d and vapour phase. allowing to 
obtain ~ndirect measuremems for the refrigeram flow rate from 
the measurcs of temperature and pressure differcnce. 

Thc rcsuhs of th1s expenmental mvesugat1on, on the use of 
vemuri meters for the refngeront flow rate mcasuremem allow to 
concludc that : 

• Venturi meters represents a valid oplion for the 
measurement of the refrigerant mass flow rate m 
rcfrigerating sy~teml., prov1ded that we takc care with 
their construction, calibrauon, installation and 
measurcmcnt of inlet lemperature and prcssure drop; 

• Droplct occurrence at condenser and evaporalor outlcl, 
mny affect the results of lhe energy balances of these 
componems. ln the prcsent study, the superheating 
dcgrces observed for the refrigeram leaviog the 
evaporator were qu11e high, !.O wc may assume complete 
evaporation. liowever, for the condenser. ccrtain tests 
show a subcooling degree so small as 1.5 K, which 
corresponds to a slate so close thc saturated liquid line 
that lhe presence of bubblcs of vapour may sull be 
presem and cause errors as obl>Crved 1n lhe condenser 
encrgy balance 

• One aspect wh1ch plays a qulle 1mportant role bolh in lhe 
energy balance calculauon and 1n the venturi meters 
measuremem IS relatcd wuh the mlluence of the lubricant 
mixed wah thc rcfrigcront. The presence of oil may cause 
some error 1n the calculauon of thermodynarnic properties 
of the refngerant, as well as. 11 may change the gcometric 
charactenstics of the vcnruri meters. 

For ncxt expcrimcnts, wc intend to mvesligate lhe inlluence 
of thc oil re-cin:ulntion 1n the ventuns measurements. ln such 
case. the mass flow rate determined through thc encrgy balances 
in thc condenscr or evaporator can be put in tcrms of pressure 
drop !:1p across thc venlun meter and corresponding oH
refrigeram mixture density Pml~h as fo llows, 

IÍJ = K ~ p"'"' !:1p (15) 

being K a corrclntion cocfficient. 
Considcring a homogeneous mixturc where the velocity of the 

oil and rcfngcrant are Lhe sarne, the mixture dcnsity is defined by, 

[ l
i 

x 1-x 
Pmw = --+---

Pmt Puf"~ 
(16) 

with x represcnung the 011 percemage. 
When equauon (16) 1s 1ntroduced into equation (15), lhe oil 

percentage w11l be g1vcn by. 

X 1-x AJK)2 
Pmt + Pu]rr.t = ..... l nt 

(17) 

Apphcation of such an approach will require a quite 
accurate result from the energy balances. 
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SUMÁRfO 

O objetn•o pr111cipal deste trabalho é demonstrar a wilidade das técmcas de simulação numérica e 
otinu::.açáo 110 desenvolvimento de projetes de sistemas frigoríficos. Neste caso em particular o método foi 
wilil.ado lltt m projeto específico, buscando com isso revelar seu potencial em termos de aplicaçOo prática. 
EntreWIItO. os conceitos básicos da metodologia podem ser extrapolados para sistemas témricos de uma 
fonna genérica, e até mesmo para outras áreas da engenharia. 

INTRODUCÃO 

A busca de srstemas fngoríficos com melhores desempenhos 
mantendo. ou até mesmo redutmdo, o custo do equipamento é 
uma meta fundamental para o setor de desenvolvimento de 
produtos Ou então a determmaçllo da melhor configuração. em 
termos de componentes, para um equipamento submetido a 
determinadas condrções de funcronamento tendo cm vista cena 
função. Sob a lu7 da técnaca da tentauva e erro tais tarefas 
tomam-se 1nv1áve1s no que se refere à agilidade e economia. 
pnnc1palmente cm se trarando de projetos de equipamentos sem 
simllarcs. 

No prc~entc trabalho buscamos propor uma metodologia para 
tais upos de problema com base em métodos compmaciona1s 
aliados a resultados cxpenmemais. O método apresentado pode 
ser dividido cm duns pane~ bósicas: a Simulação e a Otimização. 

Na primeira delas busca-se obter os modelos matemáucos dos 
componentes que compõem o sistema em questão. Tais modelos 
se traduzem cm funções matemáticas que são uti lizadas na 
composição de um sistema de equações, que quando resolvido 
determina o ponto de func1onamento do sistema em regime 
permanente. Uma ve7 obudos os resultados simulados é 

necessáno compara-los com dados experimentaJs no intuito de 
vahdar os modelos propostos com base em margens de erro 
aceitávei!>, como pode ser observado em Ohve1ra (I 996). Depois 
de val1dado. o modelo pode ser considerado para o uso na etapa 
de o1Jm1zação. 

É Importante lembrar que quando nos referimos à 

componentes de um Sistema fngorífico estamos falando 
b:lSicamente de condensador, evaporador. compressor. elemento 
de expansão e válvulas de controle. E cada componente pode 
assumJr diversos upos em função da sua característica 
construtiva, como por exemplo o condensador, que pode ser do 
tipo tubo carcaça, tubo dentro de tubo. tubo aletado e etc. O tipo 
do componente define alguma~ peculiaridades quanto ao seu 
modelo matemático tomando-o distinto. Considerando um 
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mesmo upo o modelo passa a depender basicamente das 
dimensões do componente. 

Em termos conccuua1s a simulação procura representar a 
realidade. ou seJa. gerar resultados que se aproximem dos obtidos 
experimentalmente com o mímmo de erro. A simulação deve 
obter resultados acellá\el!> Independentemente da configuração 
do sistema e das cond1çõcs externas a que ele estiver submetido. 
Portanto, de uma forma geral, a s1mulação determina o 
comportamento de um cqu1pamento prc' mmcnte estabelecido. 

A determinaçllo da configuração de um sistema térmico. ou 
SeJa. qua1s os componentes seus tamanhos e tipos mais adequados 
para determinada aplicação, é a meta bás1ca da otimização. A 
busca de pontos de ótimo para determinados parâmetros com 
base na vanação de tamanhos e tipos de componentes, consiste 
cm linhas gerais, a estratégia desta técmca. Os resultados oblldos 
através da simulação f:11em pane de um passo inicial para que a 
otimização possa ser aplicada. 

Munidos das técnicas aqui apresentadas projetamos um 
equipamento buscando o ponto de ótimo para alguns aspectos de 
interesse. Desw forma pretendemos desenvolver e divulgar uma 
forma criteriosa c apurada de projetar sistemas frigoríficos, tendo 
em vista agilidade. economia. versaulidade e qualidade do 
resultado final. 

O PROJETO 

O cqu1pamento a ser projetado deve ter a função de resfriar 
uma mistura lfqu1da a pan1r dos 40 oç até 4 °C, mantendo-a neste 
patamar. Esta OlJStura, usada no setor al1mentfc10, é mantida num 
recipiente ciHndrico em tomo do qual uma tubulação de cobre é 
externamente soldada, constuumdo ass1m o evaporador do 
sistema. O Circuito será um circuito básico no qual circulará R-22 
e onde apenas o cvaporador terá uma configuração especrfica, 
pois os demais componentes são peças de prateleira. O projeto 
deverá se preocupar com um problema comum neste tipo de 
equipamemo que é a formação de gelo na parede do recipiente do 
lado da mistura. Ponamo, é de interesse que o superfície do 



rec1p1ente assuma temperaturas que evitem cs1e fenômeno, 
entretanto, quando a mistura aproxima-se dos 4°C o problema se 
toma crl'tico. Este pode ser um inconveniente bastanle prejudicial 
ao equipamento, uma vez que esta camada de gelo pode 
proporcionar uma considerável resistênc1n térmica que impede a 
troca de calor entre o líqmdo e o refrigerante. Isto se traduz numa 
redução da capac1dade de refngeração do equipamento, cada vez 

m31s drástica em função da espessura da camada formada. 
Port.anto é de grande mteresse que o eqmpamento possua uma 
configuração que permita que esta temperatura seja a mais alta 
possível. É inleressanle lambém venficar se a configuração do 
equipamento que soluciOna este problema, não causa algum 
prc;uízo quanto a capacidade de rcfngeraç11o. 

Levando em conta as considerações acima, podemos defimr 
que o processo de otimização deverá buscar o ponto ótimo em 
relação à dois parâmetros de in1eresse. que são a 1empera1Ura na 
superfície da parede do recipiente e a capacidade de refngeração 
do sistema. Chamaremos estes do1s parâmetros a serem 
otimizados de variáveis resposta. 

Para que o ponto de ótimo possa ser encontrado é necessário 
que pelo menos um parâmetro seja livremente modificado. 
definindo assim um grau de liberdade. Decidiu-se então por 
submeter o evaporador a variações em relnção a dois graus de 
liberdade, que são, o diâmetro d:.~ tubulação a ser soldada 
cx1emamente ao rccip1ente e o número de circuitos cm que ela 
será divid1da. definindo ass1m duas variávc1s que chamaremos de 
variáveis livres. 

Portanto, de um modo geral, o pro;eto revelará qual o 
diâmetro da tubulação e quantos c1rcu1tos o evaporador de\·erá ter 
para que a temperatura da parede do rec1p1ente se;a a maior 
possível assim como a capac1dade de refngeração do s1stema 

PROGRAMA DE SIMULACÃO 

A simulação é feita numencamente através de um program:.~ 
de computador que determina o ponto de funcionamento do 
cqu1pamento em regime permanente. O rcg1mc permanente ideal 
não é efetivamcnte conseguido na prática, mas apesar disso 
podemos chegar bastante próximos dele a ponto de o 
considerarmos praticamente satisfeito. 

Como já citado o equipamento deve ter a função de resfriar 
uma mistura líquida de 40°C a 4°C, o que configura um situação 
notoriamemc transitória. Para a execução das simulações 
consideramos o equipamento func1onando cm regime permanente 
com a temperatura da mistura a 4°C, pois é justamente 31 onde o 
problema da formação da camada de gelo é crl'tico. Desta forma 
pudemos avaliar a capacidade de refrigeração que o equipamento 
proporciona, assim como a temperatura da superfTcie da parede. 

Os parâmetros externos são dados de grande importância a 
serem considerados pelo processo de Simulação por 
rnfluenciarem significativamente o funcionamento da máqurna. 
Eles são fatores alheios ao sistema que tmpõcm condições de 
funcionamento ao equ1pamento. Neste trabalho o condensador é 
resfriado à água, e a vazão e temperatura de entrada deste fluido 
são considerados parâmetros externos. Seus valores foram 
fixados para todos os casos simulados. de modo que a 
temperatura de entrada da água foi mnntida igual a 25°C e a 
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vazão a 0,5 kg/s. É importante salientar que em função da 
variação destes parâmetros a melhor configuração do 
equipamento para o problema cm questão pode mudar. 
entretanto, este aspecto não foi abordado aqui. 

O fato das simulações serem em reg1me permanente faz com 
que os modelos matemáticos resultem cm equação algébncas 
normalmente não lineares. Estas equações. dcfin1das pelos 
componentes e por relações termodinânucas, compõem um 

sistema de equações do referido tipo. O resultado de uma 
simulação é o conjunto de valores que satisfazem o sistema. ou 
seja. é a solução do mesmo. Portanto, matematicamente falando, 
o problema se resume cm resolver este SIStema para cada situação 
desejada. Para tanto, um método matemático adequado para este 
propósito, e aqui utilizado, fo1 o Quas1 Newton. Um programa de 
computador foi especialmente elaborado para este fim, 
pernutindo uma maleabilidade quanto a modificações de 
parâmetros e modelos. As propriedades termo ffsicas de todos os 
fluidos envolvidos são providas pelo programa 

Fazendo uma relação das equações c incógnitas envolvidas 
no sistema de equações, temo~. 

Equações. 
I - Evaporador (capacidade de evaporação). 
2 - Compressor, 
3- Condensador (capac1dadc de condensação), 
4 - Nfvel de superaquecimento, 
5 • Elemento de expansão (expansão isocntálp1ca). 
6- Variação de entalpia no cvaporador, 
7 -Variação de entalpia no condensador. 
8 - Compressão isoentróp1ca, 

Incógnitas, 
I - Vazão mássicn de refngerante. 
2 -Título na entrada do evaporador, 
3 - Temperatura de evaporação, 
4 - Capacidade de rcfngcração, 
5 - Pressão de condensação, 
6 -Temperatura de sucção, 
7 -Temperatura de descarga, 
8 - Capacidade de condensação. 

MODELOS MATEMÁTICOS DOS COMPONENTES 

Evaoorador. O modelo matemático deste componente foi 
definido com base na Eq. (I) u~ualmcnte empregada para 
trocadores de calor. 

Qe=U.A. âT 

onde, 
Qe = fluxo de calor trocado pelo evaporador I W] 
U = coeficiente global de troca de calor (W/(ml. C)j 
A = área de troca de calor [ ml) 

( I ) 

ôT =diferença entre as temperaturas do trqu1do resfnado c a de 
evaporação [0 C) 



O evaporador, como já citado, é uma tubulação soldada do 
lado externo de um recipiente que contém o líquido a ser 
resfriado. Um aguador mecânico estimula a troca de calor entre 
este JfqUidO c a parede do recipiente. delineando um coeficiente 
de troca de calor calculado pela correlação proposta por Brooks e 
Su (1957). Do lado interno da tubulação, onde escoa o 

refrigerante, a correlação para detenrunação do coeficiente de 
troca de calor usada, fot a proposta por Bo Pierre e comentada 
pelo arttgo de Altman et ai ( 1960). 

Devtdo a sua forma construtiva a resistência térmica da 
parede do recipiente deve ser motivo de um cálculo mais apurado 
por assumtr valores relativamente s1gntficat1vos no cálculo do 
coeficiente global de troca de calor. A figura I representa a 
analog1a feita entre a configuração real do cvaporador e um 
hipotético modelo para efeito de cálculo. 

l 

Isolante 
Térmico 

Mistura 
Liquida 

Parede do ~ 
Recipiente 

RI R2 R3 

Figura I - Resistência térm1ca da parede do recipiente juntamente 
com o tubo soldado 

Podemos verificar na figura I a analogia feita no intuito de 
simplificar o cálculo da resistência térmica existente ao 
soldarmos um mbo numu parede. Do lado esquerdo da figura 
temos uma visão cm cone da tubulação soldada à parede do 
recipiente. Na parte central da figura podemos verificar a nossa 
proposta de simplificação cm tennos fisicos que atnbue uma 
resistência térmica equivalente. Consideramos para efeito de 
cálculo, que a parede do tubo, o material da solda mais a parede 
do recipiente podem ser considerados como três paredes em 
contato uma apó~ a outra Do lado d1reito desta mesma figura 
temos um desenho esquemático das resistências térmicas R I , R2 
e R3 dispostas cm sénc de acordo com o modelo hipotético 

sugerido. O fluxo de calor na dtrcção Y foi desprezado pela 
simplificação e somente fo1 levado em conta o fluxo na direção 
X. dev1do a predorrunânc1a dos al tos gradientes de temperatura 
nesta d1reção. 

Compressor. O modelo matemático empregado para o 

compressor fo1 baseado no modelo proposto por Mondot (1991) 
que lança mão de uma equação empinca (3) para a determinação 
do coeficiente de compressão politrópica k utih7.ado na equação 
do cálculo da vazão mássica (2) 

ma= (Vs/qsuc).[ l - t (d"( llk)- l)]rpm/60 

onde 
Vs =deslocamento volumétrico [ml) 
qsuc =volume cspedfico do refngerante na sucção [ml/kg] 
t =espaço noc1vo 
d = razão entre as pressões absolutas de descarga e sucção 

rpm =rotação do compressor [rot/rrun) 
k = coeficiente de compressão politr6p1ca 

sendo 

k =(a+ b.Tsuc).d"(0.07) 

onde 
Tsuc = temperatura de sucção [ K 1 

(2) 

(3) 

Os coeficientes "a" e "b" são determinados observando-se o 
componamento do compressor quando submetido a duas 
condições de teste com razões de compressão o mais diferente 
possfvel uma da outra. Em cada uma destas condições são 
conhecidos os valores de Tsuc, d e k (onde k é calculada pela 
equação 6 aplicada a cada um dos processos de compressão). que 
ao serem substitufdos na expressão 3 definem um sistema de duas 
equações c duas tncógnitas cuja solução revela os valores de "a" 
e "b" . O valor destes coeficientes varia com base no tipo de 
compressor (hennétlco, serru hennétlco ou abeno). Mesmo para o 
caso de um compressor hennétlco podem haver variações em 
função do modelo ou das condições de funcionamento, como 
convecção forçada ou não sobre o compressor. O compressor 
aqui modelado e stmulado com o sistema foi um modelo 
herméuco fabricado pela Maneurop para aplicações em médla 

pressão de retomo com R-22. 

Condensador. O tipo tubo carcaça foi o condensador usado 
neste trabalho, com refrigerante escoando pelo lado da carcaça e 
água por dentro dos tubos. A Eq. (4) foi usada na elaboração do 
modelo matemático deste componente. 

Qc = ma.Cp.(tc- ti).{ I - exp[-U.A/(ma.Cp)J} (4) 

onde, 
Qc =fluxo de calor trocado pelo condensador [W] 
tc =temperatura de condensaçl!o (0 C) 

ti =temperatura de entrada da água no condensador [0 C] 
Cp =calor cspecffico da água (J/(kg. °C) 

ma= vazão máss1ca de água [kg/s] 
A =área de troca de calor (m2] 

U =coeficiente global de troca de calor [W/(m2.0 C)) 

O coeficiente global de troca de calor foi obtido 

determinando-se os coeficientes tntemo e externos de troca de 
calor. Do lado da carcaça onde escoa o refrigerante o coeficiente 
de troca de calor foi determinado atrav~ da correlação proposta 
por Nusselt, corrigida por Goto et ai (1979) e citada por Stoecker 
(1985). Em rclaçl!o ao lado da água, referente a parte interna dos 

tubos, a correlação adotada para a determinação do coeficiente de 
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troca de calor foi o de Diuus Boeltcr. A resistência ténnica da 
parede do tubo foi cons1derada e dctenninada com base nas 
usurus leis da condução (lncropera e Wiu. 1990) 

Nfvel de SuoeraguecmlCnto. O superaquecimento é definido 
como a diferença entre a temperatura na sucção do compressor e 
a temperatura de saturação relativa a prc~são na sucção. 

Elemento de Expansão. O modelo matemático deste 
componente foi levantado com base nas propriedades 
tennodinãm1cas de uma expansão 1Soentálp1ca, ou seJa. a entalp1a 
é considerada constante ao longo da expansão. 

Variação de Ento!pia no Evaporador. A vanação de entalpHl é 
obtida através da Eq. (5). 

óh=Qc/ ma (5) 

onde, 
óh = variação de entalp1a do refngerantc entre a entrada c a sarda 

do evaporador [J/kg] 
ma= vazão mássica de refrigerante lkg/s] 

Variacão de Entalma no Condensador. A detcnninação da 
vanaçiio de entalp1a no condensador é fe1ta de fonna analoga à do 
evaporador. 

Compressão Polmómca. De acordo com o modelo propo~to 
por Mondot ( 1991) o processo de compressão foi considerado 
pohtróp1co, e portanto, ~egue a Eq. (6) 

P.v.t = cre (6) 

onde, 
P =pressão lkPa] 
V =volume espedfico I m3/kg) 
k = coefic1ente de compressão politrópica 

OTIMIZACÃO 

A metodologia que ulllilamos para a otimização do projeto 
teve como base uma ferramenta da Estatfstíca. Mais 
cspccificanlente a técmca de Planejamcnto Fatorial onde 
estabelecem-se nfve1s de variação para as variáveis livres c 
verifica-se a repercussão causada na$ vnnáve1s resposta. Esta 
ferramenta nos pcrmllc avahar não apenas os efeitos principail. 
das vanávcis livres. mas também os efeitos de 1ntemção entre 
elas. Neste trabalho estamos lidando com apenas duas variáveis 
hvres, ma~ o método pcrmile que múmems sejam manipuladas. 

Box ( 1978) é uma excelente referênc1a na abordagem desta 
técmca onde conceitO\. definições e aplicações podem ser 
encontrados com uma cnonne riqueza de detalhes. 

A opção por esta ferramenta res1diu na relativa simplicidade 
com que ela pode micialmente atacar o problema. pennitindo um 
postenor aprofundamento na medida cm que ele se torne 
necessário. 

Fazendo umn relação das vnnáve1s envolv1das neste trabalho, 
temos, 

Variáveis hvre~. 
x I = Número de C1rcuitos 
x2 =Diâmetro da Tubulação (mm] 

Variáveis Resposta, 
Qe =Capacidade de Refrigeração do Equipamento [WJ 
Ts =Temperatura da Superfície da Parede do Recipiente I °C] 

Estabelecemo~ três níveis para as vanávcis livres. Os nhc1s 
são: inferior ( - 1 ). !>upcnor (I) c mtcrmed1áno (0). Podemos 
venficar na Tabela I os três respecuvo~ nive1s para cada uma das 
variáveis livres. O número de c1rcunos naturalmente só pode 
assumir valores inteiros. Já o diâmetro da tubulação pode assumir 
inúmeros valore~. entretanto, nos rcstnnpmos aos 
comercialmente dl\ponfveis. Ter alguma experiência com o 
cquipanlento envolv1do no projeto é muno úlll na sugestão dolo 
nfveis, pois pode-~e chegar mail> rap1dnmcnte aos resultados 
finais. Apesar d1sso quando não há c~tc conheCimento prévio ter
se-á um pouco ma1s de trabalho estahclcccndo 1.ucessivos níveis 
até chegar ao resultado linal. 

Tahcla I - Nível!> da!> vaná\eiS hvrcs 

Nívc1s 
-I o I 

Número de I 2 3 
Circuuos ("<I) 
D1âmetro do 
Tubo Lmmj (x2) 

12.7 15.9 19 

Definidos os níveis. montamo!> a Matriz Planeamento que 
estabelece todas as combinações possfvc1s entre as variável~ 

livres. Para cada combinação fo1 fcua uma !>lmulação obtcndo-~c 

os rcspecuvo~ resultado!> para Qe c Ts A Tabela 2 apresenta aJ. 
nove situações simuladas enumerando cada uma delas. 

Tabela 2 - Matriz Plancjamcnto com Resultados 

Simulação xl x2 Qc Ts 

I -I -I 3-114 -21 
2 o -I 4J96 -8 
3 I -I -139t! -5,5 

4 -I o 4314 -9,8 
5 o o 4324 -4,7 

6 I o 3947 -3.8 
7 -I I 4449 -5.7 

8 o l 3877 -3.8 
9 I I 3445 -3.3 

A dctenninação da sensibilidade de uma vanável resposta com 
relação a uma vanávellivre é algo muitas veLes deseJado 
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Os efeitos causados pelas variáveis livres sobre as variáveis 
resposta con~iste também num resultado de interesse. Estes 
efeitos podem ser clas~ificados como efeitos principais ou efeitos 
de interação. Cons1dcrando apenas os nfveis superior (I) e 
mfenor (-1) levantamos estes cfcllos (apresentados na Tabela 3) 
para exemplificar os concettos envolv1dos. O efeito principal de 
um variávelltvrc é a d1fercnça entre as respostas médias nos dois 
níveis daquela variável. Em outras palavras é a resposta 
provocada por uma vanável ltvre quando variada isoladamente 
do seu nível mfenor para o supcnor. Já o efetto de intcração entre 
duas vanáveís liucs é a metade da d1ferença entre os efeitos 
princ1pa1s de uma delas nos doi\ nfveis da outra. Ou seja. é a 
comparação dos efeuos pnnc1p:us causados por uma variável em 
cada um dos nfveb da outrn vunável. 

Analisando a Tabela 3 vcnficamos que os efeitos principais 
de x I c x2 slio pra11camcnte iguais demonstrando que quando 
variamos isoladamente cada uma desta.~ variáveis ocorre um 
acréscimo de 4,5 c 4.4 unidades cm Ts. Apesar disso o efeito de 
interação de x I c x2 é de -3,3 , o que no~ leva a afirmar que x2 
exerce um cfetto menor sobre T~ quando x I esta em seu nfvel 
superior. Ou entlio que x I exerce um efeito maior sobre Ts 
quando x2 está em seu nível inferior. denotando que existe um 
efeito de mtcração significatiVO entre .x I e x2. 

Quanto a vanávcl resposta Qe, temos que ela decresce 5 
umdades na medida que 'I passa do nfvel inferior para o 
superior, e da mesma forma o efeito principal de x2 incrementa 
Qe em 20.5 umdades. O efctto predominante sobre Qe é o de 
1nteração de x I c x2 promovendo uma redução de 497 pontos. 

É imponantc lembrar que os efettos aqui d1scu11dos são 
rclall\·os a uma vanação entre o nhel mais ba1xo e o mais alto 
estabelecidos para as vanáve1s ltues Ta1s análises também 
podem ser fcua~ com base cm outras fa1xas de variação como 
entre o nível ma1s ba1xo e o tntcrrnediáno. ou então entre o 
intermediário e o ~upcrior c com 1sso obter diversas conclusões 
para faixas intermediária:.. 

Tabela 3 - Efe11os pnncipais c de íntcração das variávei:. livres 
sobre as vnriáveís resposta 

Qe I Ts 

xl -5 4.5 
x2 20.5 4,4 

xl..x2 -497 -3,3 

Optamos por avaltar graficamente os resultados, uma vez que 
estamo:. trabalhando com apenas duas vanáveas. Isto permJte uma 
avaliação v1sual das 1nter relações e desta forma as conclusões 
podem ser fac1htadas. Quando o problema envolve tnúmeras 
vanáveis a anáhse toma-se um pouco mais elaborada. Para estes 
casos uma estratégia bastante Interessante é a SupertTcies de 
Resposta que pcrmlle avaltarmos a 1nOuência de uma série de 
vanávc1s livres sobre uma vanável resposta. Box ( 1987) faz um 
abordagem bastante completa sobre este assunto. 

Orgamzando todos os dados levantamos os gráficos a seguir. 
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Figura 2 - Capac1dadc de Refrigeração em função do Número de 
Circutlo~ c do Diâmetro da Tubulação 

T<mrrmun~tll S<JprrHcle d1 1'111t'dc IT•J 

G .s.,. -·-·- ·- T . ..... .... .. ........ .. 

-;; ·10~1 .-·-·-· ••• ó · · 

~ .. ···· 
~ · 15 --~·~·------~--------------4 !i .·· 
- ·20 • .._··_· ----------4--------------~ 

·25 
2 3 

DIAmctru> (x2) 

~ 
1-·D·-15,81 
-()-19 

' 

Figura 3 - Temperatura da Superfície da Parede em função do 
Número de C1rcuuos e do Daâmetro da Tubulação 

Os gráficos ac1ma representam as nove cond1ções simuladas 
para cada uma das variáveiS resposta. Cada uma delas está 
vinculada a uma configuração determinada pelo diâmetro da 
tubulação c pelo número de circuitos em que o evaporador foi 
dividido. Com isso podemo!. verificar as interdependências entre 
as variáveis e idcnuficar a configuração que melhor se adequa aos 
lins desejados pam o equ1pamento. 

A F1gura 2 no~ mostro como a Capacidade de Refrigeração 
(Qe) depende do número de circuitos e do diâmetro da tubulação. 
Uma nít1da redução ocorre na med1da em que aumenta-se o 
número de c1rcullos considerando apenas o d1âmetro maJOr. Para 
diâmetros menores a tendência se modifica, de modo que para o 
menor deles vcnficamos um ponto de máximo entre 2 e 3 
circuitos e a pan1r d;ll corre um decr~imo. Para o diâmetro 
interrned1ário ocorre uma mic1al estabalização seguida de um 
decrésc1mo gradual de Qe. 

O gráfico da Figura 3 nos mostra tendências semelhantes para 
Ts em função das duas vanáve1s livres. Na medida em que se 
aumenta o número de Clrcullos ocorre um aumento de Ts. 
qualquer que seJa o diâmetro. E quanto maior é o diâ.metro mais 
alto é o valor de Ts e menor é a inOuência do número de 
circuitos. Ou sep, para o maior diâmetro Ts varia pouco com 
relação ao número de c•rcu11os e para o menor diâmetro estn 
variação é bem mais significativa. Notamos. também, que Ts 
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assume seu valor mais alto quando temos 3 circuitos c um 

diâmetro de 19 mm. Podemos venficar também que com este 

mesmo diâmetro c 2 circuitos não há uma mudança sigmficat1va 

em Ts. Portanto, estas duas configurações seriam adequadas para 

o projeto no que se refere a Ts. Entretanto, ao verificarmos o 

gráfico da F1gura 2, com relação n estas configurações. notamos 

um valor bruxo para Qe, e porlanto, desmtercssante. Devemos, 

então. procurar outra situação que satisfaça da melhor forma 

possfvel a ambas as vanáveis resposta. No gráfico de Qe (Figura 

2) as configurações mais interessantes são: 2 CirCUitos e tubo de 

12,7 mm, 2 circuitos e tubo de 15.9mm. 3 CirCUitos com tubo de 

12,7 mm e I circuito com tubo 19mm. Dentre estas quatro 

possibilidades. todas satisfatórias com relação à capacidade de 

refrigeração, selecionamos aquela que alcança a mruor valor com 

relação à temperatura da superffcie da parede. Desta forma 

adotamos a configuração com tubo 15,9 mm e dois circuitos, 

onde a capacidade de refrigeração é de aproximadamente 4400 W 
e a temperatura da parede é de -5°C. 

Poderíamos levantar também a pos~ibilidade de aumentarmos 
o número de circuitOs para mais de três e com isso aumentar Ts, 

conforme a tendência do gráfico da Figura 3. Entretanto esta 

solução prejudicaria Qe, cuja tendência predominante é decair 

para um número de circuitos ma10r que três independentemente 
do diâmetro. 

Finalmente, a configuração que melhor adaptou-se as 
necessidades impostas pelo prOJeto foi a de dois circuitos com a 

tubulação de diâmetro intermediário (15.9mm), que aunge um 

valor de Ts relativamente alto e também proporciOna urna 
razoável capacidade de rcfngeração ao SIStema 

CONCLUSÃO 

A metodologia aqui apresentada c aplicada representa um uso 
bastante simplificado do que elo vem a ser. Na medida que o 

número de variáveis aumenta. a an:ilise eJtige abordagens um 

pouco mais elaboradas do que a usada neste trabalho. 

Ferramentas matemáticas como Steepcst Ascent, R1dge Analysis 
ou Análise Canônica utilizadas na técnica de Supcrffcies de 
Resposta tornam-se então necessárias, c com isso demonstram 
com maior profundidade o potencial do método. Entretanto. os 
resultados provenientes do descnvolvunento deste trabalho já 

apresentaram resultados qualitativamente positivos, uma vez que 

o equipamento em questão encontra-se atualmente em fase de 

testes. Uma análise quantitativa dos ensaios permitirá uma 
avaliação completa dos modelos matemáticos aqu1 empregados. 
que já revelaram uma coerência no que se refere a tendências. 

Porlanto uma averiguação experimental de cunho quant itativo é 
de grande valia para o aprimoramento da metodologia de uma 

forma geral. O uso desta ferramenta tanto a nfvel acadênuco 
quanto industrial tem demonstrado sua ag1hdade, economia e 

rapidez na elabocação de projctos mostrando-se um excelente 

recurso para o segmento de desenvolVImento de produtos. 
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ABSTRACT 

Thc goal of this work. is to ~how the utility of numerical 
simulation and opltmizalton techniques on lhe design of 

refrigeration systcms. Thc applicat1on of this mcthods in lhis 

anicle was concerned to thc dcsign of a spccific system. 
However, thc methods can be applied to many Lypes o problcms 
besides thermal ones and, under thts pomt o vtcw. are general. 
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RESUMO 

Neste artigo é analisada a i1if1uencia do efeito de filtragem e do caudal de fugas na envolvente nas 
caracterfsticas do ar interior pretendendo-se contribuir de algum modo para a melhoria da qualidade do ar 
interior e ~ensibiliutr os constmtores de 1mídades de climatização para a ntctsstdade de colocarem 110 

mercado rquipamento de qualidade reconhecida. As metodologias de msaios tos resultados de wn conjumo 
de testes laboratorims a uma unidade de tratamento de ar à qual st verificou o nfw!l de estancamemo da 
em·oll·emr são também apresentados. 

ENQUADRAMENTO 

A prcocupaçllo com os ambtentes mteriores 
surgtu a parttr do momento em que um grande 
número de pessoas. que trabalhavam nestes 
ambtentes. começou a apresentar smtomas que 
podenam ser atnbufdos 11 qualtdade do ambiente do 
edtfícto onde trubalhavarn. A má qualidade do 
ambtente 1ntenor poderá não ser a única razão para 
o surg1mcnto destes smtomas, mas com certeza que 
tem uma grande importftncia. 

Nestes locms de gmnde ocupação a manutenção das 
condições de conforto é atnbufda a sistemas de 
climatt7..ação com as funções de aquecimento e I ou de 
arrcfccimcmo e de venttlação. As eslrlltégias de 
climatt7..ação têm variado ao longo do tempo não só 
como rcsultndo da crise energéuca mas também como 
função da.~ necessidades dos ocupantes quer em termos 
de conforto quer cm termos de qualidade do ar. 

A sausfaçiio das ex1gênc1as de conforto ténnico e de 
qualidade do ambiente no mtcrior dos ediffcios ou das 
necessidades de certos processos produtivos implica. 
em gernl, o recurso a meios de ventilação. aquecimento, 
arrcfectmento. hum~dtlicação e/ou dcsurrúdificação. 

Face a considerações menos postUvas em relação a 
sistema.~ de condíctonamento de ar e ventilação toma-se 
necessáno estabelecer medidas que possibilitem 
usufruir das vantagens daqueles SIStemas sem agravar as 
consequências que lhes são Otnbuídas. 

Portugal. com um clima não muito frio no 
Inverno nem excessivamente quente no Verão e 
com periodos curtos de eventual aquecm1ento e/ou 
de arrefecimento é um pafs sem tradições na 
utilização de SIStemas de climatização. Exceptua-se 
o caso de edifícios de serviços e daqueles em que a 
ocorrêncta de grandes cargas ténnicas internas 
obriga ao recurso a sistemas de arrefecimento. 
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As cond1ções do ar que resp1ramos nem sempre 
são as 1dca1s cm termos de saúde. As causas para 
estas distorções são de natureza d1versa mas mui tas 
delas são atnbufve1s ao!> l>IStemas de chmauzação 
que actuam como fonte de polu1ção. Contudo, o 
conhecimento como a polUição nos locats de estar 
está relac1onado com os SIStemas de climauzação e 
em panicular dos seus consutumtes ainda apresenta 
uma grande mdefinição. Este trabalho pretende 
sistematizar aquela relação com vista ao 
desenvolvimento de estratégias c de regulamentação 
paro melhoria do comportamento dos sistemas de 
climatização c seus consti tuintes numa perspectiva 
de qualidade do ar e de energia. 

A quantidade de ar movimentada pelos sistemas 
de climotizaçllo é um dos parâmetros que inlluencia 
as condições de ambiente interior uma vez que é 
através deste que são retirada!> as cargas térmicas do 
local e que as concentrações de poluentes são 
mantidas cm nfvel!. pré-definidas pelo que se toma 
fundamental o seu conhecunento ass1m como as 
suas caracteristtcas especfficas à saída da unidade. 
Estas podem ser dctcr1J1madas pelo conhecimento 
das caracteristtcas ~ entrada e pelas transformações 
sofridas naquela No entanto ex1stem aspectos 
construtivos que podem mlluenc1ar aqueles cálculos 
como seJa a falta de e.!ttancamento da envolvente. 

As fugas de ar existentes através da envolvente 
são nefastas quer em termos ténrucos quer em 
termos de qualtdade do ar. Neste úlúmo aspecto são 
particularmente tmportantes quando a unidade de 
tratamento de ar se encontra em depressão e a zona 
de filtragem é restringida à zona de adnussão do ar. 

* PUC 
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QUALIDADE DO AR IN!ERIOR 

A qualidade do ambiente é um tema que tem 
vindo a obter um crescente protagonismo nos dias 
de hoJe. 

De mício as preocupações rcstdtram 
dominantemente no ambtente exterior As respostas 
às preocupações com o ambiente extcnor fizeram 
grandes progressos como ~e pode constatar com as 
d1vcrsas normas c d•rcctnzes que têm Sido editadas 
na tcmauva de dtmmu•r a emissão de poluentes para 
o ambiente c gerir a qualidade do ambiente no 
espaço exterior. 

Após alguns anos de aparente alheamento dos 
problemas da qualidade do ambiente intenor surg1u, 
de alguns anos para cá uma crescente preocupação 
com a qualidade deste. 

O aumento do tempo passado pelas pessoas 
dentro de edifícios é uma das mzõcs relevantes. Nos 
dias de hoje, as pessoas passam 80 a 90'* do seu 
tempo dentro de edifícios. Sendo assim tem de 
haver um esforço parn proporcionar o essas pessoas 
um ambiente confonávcl, o mai~ isento de poluentes 
quanto possível, de maneira a que possam 
desempenhar da melhor forma as dtvcrsas 
actividades a que se propõem. É cena que ex1stem 
diversos poluente~ que podem mliltrar-se no 
ediiTc10 a partir do ex tenor. 

Contudo, o verdade1ro problema rclatJvamente à 
qualidade do ambiente mtenor, é a em1ssão de 
poluentes no mtcnor c a ~ua acumulação dev1do a 
uma 'cnlllação deficiente c bal"<as taxas de 
renovação de ar. o que f:u com que haJa uma fraca 
remoção desses mesmos poluente~. Munas ve1es. 
apesar de um determmado local ter uma taxa de 
renovação adequada, existem problemas. Estes 
problemas podem ter origem numa deficiente 
ventilação, ou seja, por qualquer r:vão a ventilação 
não é capaz de renovar todo o espaço, ex•stindo 
zonas de estagnação. Outra preocupação que há a 
ter cm conta é que pura além da remoção dos 
poluentes, a ventilação tem também o objectivo de 
proceder à diluição desses mesmos poluentes. 

Sem esta diluição, com valores ba1xos de 
concentração de poluentes, muita!. veles dentro dos 
valores aconselhados, podemos ter uma qualidade 
do ambiente mterior deficiente. Para além desses 
dois processos de controle da qualidade do 
ambiente mterior. que são a dilu1ção e a remoção, 
existe também outro processo que é o controle na 
fonte. 

Para que possa haver controle na fonte é 
necessário conhecer à pamda essa fonte. Se ti,cr 
esta fonte devtdamente localizada e caractcnzada, 
pode-se, antes de mais, tentar d1mtnuir ou controlar 
a sua emissão de poluentes. Se tal não for possível 
há que fa1er um controle locahzado dessa fonte. 

Outro factor que tem influenciado o crescente 
interesse pelo problema da qualidade do ambiente 
mtenor tem s1do o aumento de ca~os de doenças do 
foro re~p1ratório. ta1s como olergias, a)>ma, noites e 
sinusites. 

1080 

Tem-se vindo a tentar provar, c cm alguns c~os 
com sucesso, que a qualidade do ambiente tntenor é 
um factor que proporciona o crescunento deste 11po 
de doenças, apesar de não se poder 1mpuwr toda a 
responsabihdade a este factor 

A preocupação com a redução do consumo de 
energia é outra ra1ão que pode ser rclac1onada com 
a qualidade do ambiente 1ntcnor. No~ d1<1!. de hOJe é 
cada vez ma1s tmponantc o controle do consumo de 
energ1a, po1s este pode eqUJvalcr a uma redução de 
custos, mUJtas 'elCs relevante nos cuMos globa1s de 
exploração do edifíc1o A relação que e.\ JMe entre o 
consumo de energ1a c a qualidade do ambiente 
interior tem sobretudo a ver com o ga\lo de energta 
na ventilação. Se por um lado temo~ :1 energ1a 
mecânica necessána pam pôr um ventilador a 
funcionar, por outro temos a energia térmica 
associada à ventilação. 

Daqui se conclui que não basta controlar o 
caudal fornecido por um ventilador, é necessário 
também estudar com cuidado as cargas térmicas 
necessárias e a forma de os redu7tr. Se todos estes 
factores forem analisados com o dev1do rigor. pode
se obter um baixo consumo de energ1a a)sOclado a 
um 11po de ventilação que proporcione uma boa 
qualidade do ambiente 1ntenor c que seJa capa1 de 
remover ou diluir a mmor pane dos poluentes 
ex1stentcs dentro desse amb1cntc 

Como se pode conclu1r da análise dos elementos 
atrás descntos. a preocupação com a quahdadc do 
ambiente intenor é algo de movador c de extrema 
1mponância 

FUNDAMENTOS TEÓRICOS 

A figura I mostra o modelo do balanço de 
massas num local de volume V cm condições de 
regime permanente quando scrv1da por um sistema 
de chmauzaçuo. 

V2c•• V4 co 

M'ilf.MA 

I.()(' AI 

VI O a 

V~c1 VI t i 

v~ n fl ...c:2• 

Vl\ n I V7o -Wa 

Fig. I - Dtagrama de fluxo\ de m~sa de poluentes 
em regime permanente 



A equação que representa o balanço do local é: 

V dc1l dt =V I co + V2 co + V3 co + V4 co ( 1-el) 
+ V5 Cl ( l-c2) + V6 ci - V8 ci -
VIOCI + G 

em que. 
c1 - concentração de um poluente no mterior 
co - concentração de um poluente no exterior 
V - volume do local 
V I - caudal de ar de mfiltração no local 
V2 - caudal de ar ex tenor de fugas pelo calXJlho do 
filtro: não ~uJello a filtragem 
V3 - caudal de ar cxtenor de mfiltração através da 
envolvente do \iMema não ~ujeito a filtragem 
V4 - caudal de ar extenor SUJeito a filtragem 
{cficJênc~a c I ) 
VS - caudal de ar de retomo sujeito a filtragem 
(eficiêncill c2) 
V6- caudal de ar de retorno não sujeito a filtragem 
V7 - Caudal de ar de retomo 
V H - caudal de urde extracção 
V9 - caudal de ar de exaustão 
V I O- caudal de ar de ex filtração do local 
G - Caudal de poluente libertado para o local 

A cons1deração que o local em questão eMá em 
sobrcprcss:!o - V I= O c que se estuda apenas o 
rcg1me permanente - dc1 I dt = O a equação anterior 
~1mphfica-sc para· 

O = V2 c o + V 3 co + V 4 co ( 1-e I) + V 5 c i ( l-e2) + 
V6 Cl- VR Cl - v lO Cl + G 

E\phcnando Cl c con,1dcrando que: 

V9 +V 10 = V2 + V'l + V4 = VO 
V9 = VR - V7 
V7 = V5 + V6 

resulta 

ci=(coVO - coV4el +G)I( VO+V5e2) 

Esta equaçt\o trudu7 a concentração verificada 
no local para um dado poluente como função do 
caudal de ar exterior VO. do caudal de ar exterior 
que é ~ubmeudo a filtragem V4, e do caudal de ar 
de rcc1rculaçt\o que é :.uhmeudo a filtragem Y5. 

Por r:võcs de S1mphc1dade e atendendo a que o 
e~tudo propo,to d1t rc~pcno apenas a sistemas de 
chmatuação cons1dcra-sc a não exi~téncia de caudal 
de retomo pelo que VS = O. Do mesmo modo a 
produção de poluente no local G também é 
cons1derad:1 nul:l ~esta cond1ção, a equação 
antcnor pode 'e r escnta como: 

ci =(coVO - co V4 cl ) IVO 

ou. colocando cm de\taque os caudais de ar exterior 
que e'tão assocwdos ao sbtem:l de climatllação, ter
se-:\: 

ci = co V21 VO + co V3 IVO+ co V41 VO
-coV4ciiVO 
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ou 

cJ=coV21VO+coV31VO+co( 1-el )V41VO 

Considerando que V2 c V3 representam o 
caudal de ar que nDo é SUJeito a filtragem, em 
contrapan1dn ao caudal V4, a equação antenor pode 
ser escrita como; 

c1/co =X+ (l-ei)( 1-X) 

cm que X = Vnf/Vo representa a percentagem de 
caudal de ar, cm relação no total, que não é filtrado. 

A forma gráfica de~ta equação é representada na 
ligura 2. 

VnfNo 

•• .. •• 

F1g 2 - Concentração 1ntenor em função do caudal 
de mfiltração e de cf1C1énc1a de filtragem 

A análise d~ta figura perrrute md1car que a 
obtenção de uma concentração mtcnor que seJa 
50% da ex1~tcntc no exterior pode ser conseguida 
pela uuhtação de um filtro com uma eficiência cl=l 
c um caudal não filtrado de 50%. Se a eficiénc1a de 
filtragem for de 0,8 ou de 0,6 a quantidade de 
caudal não liltmdo tem que ser menor c corresponde 
a uma rclaçl'io de 0.35 c 0,15 respectivamente. A 
obtenção de uma relação entre a concentração 
cxtcnor c n 1ntenor infenor a 20% apenas é 
conseguida com o colocação de um filtro com a 
máxima eficiência c a relação de caudais tem que 
ser mfcrior a 20/ff. 

Quando a efic1énc1n de filtragem é nula, el =O, 
a equação c o gráfico dcmonwam que a 
concentração no mtcnor é 1gual à concentração no 
extenor. Este facto aphca-sc a poluentes sob a 
forma de gases e vapores como o formaldeído, 
OlOOO, VOCs. C02, OICOIIO:l para OS quais O efeito 
de filtragem não~ aphca (Bcrmudez.. 1997) dentro 
do conJunto de factores que afectam a qualJdade do 
ar mtcnor refendes por Andrade (1995). 
Simultaneamente. conhecidO a eficiência do filtro, 
c I, a equação pcmute determ1nar o caudal de 
cxtcnor que se torna necessário insuflar no local 
para que a concentração de um dado poluente não 
ultrapas:.c os valores máJomo admissíveis, referidos 
em diversa literatura como (Bermudez, 1997), 
(ASHRAE, 1989), (USEPA. 1994). 



Por outro lado a análise da equação ind1ca que a 
concentração resultante será tanto menor quanto 
menores forem os caudais V2 c V3, ou seja que a 
quantidade de ar que faz o by-pass do filtro e aquele 
que entra no sistema através da envolvente c que 
não fica sujeito a filtragem devem ser reduzidos ao 
núnimo. Neste senudo toma-se necessáno a sua 
quantificação em testes laboratoriaiS para que as 
soluções de projecto, em termos de qualidade do ar 
no intenor, seJam cumpndas. 

METODOLQGIA DE ENSAIO 

De acordo com os procedimentos das normas de 
referência prEN 1886 ( 1997), os testes de avaliação 
de fugas pela envolvente devem ser executados 
numa instalação laboratorial, concebida para o 
efeito e de acordo com a figura 3. 

medidor de caudal 

Figura 3 - Instalação para avaliar coeficiente de 
fugas 

Todas as abenuras que a umdade a testar possui, 
sejam elas de entradas c saídas de ar para ligação a 
condutas ou de rubagens dos permutadores e tubos 
de esgoto (ligações hidráulicas). deverão ser 
elinunadas, segundo as mstruções da norma de 
referência Já referida. Nestas condições, as únicas 
possibilidades de passagem de ar entre o interior e o 
exterior da unidade são as eventuais abenuras 
inerentes à construção, como por exemplo, possíveis 
frinchas que existam entre os painéis e a estrutura. 

O método de cnsa10 consiste em ligar um 
ventilador auxiliar, com regulação de velocidade. à 
unidade a testar, de modo a que se estabeleça uma 
pressão no interior da mesma, lida em manómetro 
(fig. 3). Entre o ventilador e a umdade é inserido um 
dispositivo de avaliação de caudal que no caso 
concreto desta instalação é constituído por uma 
placa onfício ( P = 0.5 ) que penrute a determinação 
do fluxo de ar através da leitura duma d1ferença de 
pressão. 

O nível de pressão durante os ensaios de testes 
devem ser vanáveis entre uma pressão nula e a 
pressão nominal de funcionamento. No entanto, de 
modo a ser possível comparar valores entre 
unidades diferentes, a pressão a estabelecer no 
interior é de 400 Pa negativos ou 700 Pa posit1vos. 

1082 

O valor da pressão no interior é função do 
desempenho da unidade. Por exemplo, se a unidade 
funcionar em regime de sobrcpressão, ou seja, com 
o ventilador colocado no início da unidade, a 
pressão a fixar será de 700 Pa pos111va. A 
classificação do coeficiente de fugas pela 
envolvente será dada pela tabela I, aba1xo dcscnta. 

Coeficiente de fugas Valor máximo para ..., 
pela envolvente Pt=+700Pa 

[l.s·1.m 21 
3A 5~ 

A 19 
8 o.63 

Tabela I - Classificação de unidades quanto ao 
aspecto de fugas pela envolvente + 700 Pa 
(positiva) 

No caso em que a unidade funcionar cm 
depressão, que é o caso da unidade cm teste no 
esquema da figura 3, estabelece-se uma pressão de 
400 Pa negativa no interior da unidade (prEN 1886, 
1997). Para esta metodologia a classificação far-se-á 
segundo a tabela 2. 

Coeficiente de fugas Valor máximo para 
pela envolvente r ·=-400Po 

l.s 1.m' 21 
3A 3 96 
A , 
8 1 ~2 

0.44 

Tabela 2 - Classificação de umdadcs quanto ao 
aspecto de fugas pela envolvente -400 Pa (ncgauva) 

RESULTADOS 

A unidade de tratamento de ar que fo1 ensaiada, 
tem como principa1s características uma construção 
do tipo modular, cantos e perfis cm alumímo, 
painéis de dupla parede em chapa com isolamento 
interior de lã mineral (dens1dadc absoluta de 50 
kg!m3

), filtro plano com cficiênc1a EU3, serpentina 
de arrefecimento/aquecimento a água e ventilador 
de dupla aspiração. O caudal de ar, nominal, 
previsto para circular nesta unidade, quando em 
regime de funcionamento cm obra, é de lO 500m3/ 
h. 

A área total para efeito de ensaio~ é de I 0,83 
m2

• O procedimento de ensa10 é o descnto 
anteriormente, e como se trata de uma umdadc que 
funcionará em reg1me de depressão é ~tabelec1da 
uma pressão no seu mterior de 400 Pa negauva. 

Numa pnme1ra fase, a umdade fot testada antes 
de alguns acabamentos fina1s, nomeadamente o 
ISOlamento das golas de entrada e saída de ar aos 
painéis da unidade e a vedação dos onffcio:. de 
passagem das ligações hidrauhcas. 



Para eMe caso fo1 obtido um valor de caudal de 
fugas 83 m1 I h que corresponde a um coeficiente de 
fugas de 2, I I J.s 1 m 2, que se traduz numa 
classificação do llpo "CLASSE 3A" (ver tabela 2). 

Verifica-se ass1m que a umdade se encontra 
poMcionada na classe de menor qualidade em 
termos de caudal de fugas e que este representa 
cerca de 0,89f do caudal nominal. 

Na procura de resultados de melhor qual idade a 
unidade foi devidamente finalizada quanto aos 
aspecto~ rcfendos. e obteve-se um valor para o 
mesmo coeficiente de fugas de 1,07 J.s·•.m·2 que, 
agora, \C tradul numa classificação do tipo 
"CLASSE A" (ver tabela 2) a que corresponde a 
um caudal de fugas de 42 m3 I h. 

Da forma de ensruo seguida, isto é, da avaliação 
numa pnmeira fase de construção do coeficiente de 
fugas pela envolvente e em seguida da determinação 
do mesmo coeficiente após todas as operações de 
acabamento construtivas, e por comparação dos 
resultados obtidos, pode-se avaliar a importância de 
algumas operações finais de acabamento na 
classificação de uma unidade de tratamento de ar 
quanto ao aspecto de fugas pela envolvente. 

Neste caso concreto, tais acabamentos 
permitiram que a unidade melhorasse a sua 
•· performance" em termos de estanquecidade, 
classificando-se num nfvel de qual1dade superior e 
redu11ndo-se o caudal de fugas para 50% do 1mcial 
suuando-se a 0,4% do valor norrunal do caudal. 

O conhecimento deste valor e com recurso às 
equações descntas antenormente ou pela análise da 
figura 2 é possfvel verificar qual o nível da 
concentração 1nterior que se verificará para 
di ferentcs cfic1enc•as de filtragem. 

CONCLUSÕES 

O texto apresenta uma análise sobre a qualidade 
do ar interior c a sua correlação com os sistemas de 
climauzaçl:lo em especial no que concerne ao caudal 
de ar movimentado. 

O efeito da cfic1ência de filtragem e do caudal de 
infiltraçllo nos sistemas de ventilação para ao nível 
de concentraç11o de poluentes nos espaços interiores 
toma-se mais importante quanto maior for a 
capacidade de retenção de poluentes nos filtros. 
Assim, a colocação nos sistemas de climatização de 
equ1pamcnto de filtragem de eficiência superior 
1mphca que o nfvel de estancamento da unidade seJa 
o ma1or possfvel de modo que os dois efeito não se 
anulem entre SI po1~ têm acções contrárias. 
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Os resultados apresentados permitem indicar 
que alguns cuidados de montagem são suficientes 
para que o caudal de fugas pela envolvente seja 
reduzido de 50% penrutindo. no caso concreto desta 
umdade, que a classe de referência, segundo 
criténos pré-defimdos em normas mtemacionais, 
seja transferida para uma de melhor caracterfsticas. 

A metodologia de cnsaJo para vcnlicação do 
nível de estancamento da umdade que ~ apresentou 
não demonstra qualquer dificuldade de 
implementação em laboratóno pelo que se 
recomenda que os construtores de equipamento de 
ventilação tenham d1sponfveis uma instalação deste 
upo para avaliação das caracterfslicas das umdades 
que fabricam, ou em alternativa que recorram a 
laboratónos cxtenores pura acredi tação dos seus 
produtos. 

A colocação no mercado de equipamento com 
caracterfs ticas pré-definidas em regulamentação 
permlle uma garantia de qualidade do produto 
vendido por pane da empresa assim como uma 
melhoria da qualidade do ar interior por parte dos 
utentes. 
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SUMMARY 

This pape r anafrses the eflect of jifter ej]iciency and 
casing air feakage of the assembfed air handling 
wlits on indoor air quafit)' 10 improve a beller 
indoor air qualuv and to sensuise the air 
conduioning manufacwring to hold 0111 equipment 
of be11er qualuy and in accordance ll'ith standards. 
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RFA'iUMO 

Neste artigo t-studa-se a 1•iabifidade ténricCI c económica da construção de uma câmara frigoríficn em relação 
a dois tipos de materiais construtivos: o C'OIII'encional (alvenaria de tijolos maciços) f o Styrohlock (nwtt•rial 
altemalll'n de poliestin!nn e.\f101rdidn - EPS). A análise consiste em diminuir a potênria frigorífico do 
maquinário para a refrigemçcio ncr câmara frigorífico, afim de buscar uma economia nns gastos com ent•rgia, 
através do t•mprego do Styroblock na construção, material de condutil•idade térmica menor qrumdo 
comparado ao conl'l' IICÍnnal. Conclui-se com a mel/ror opção em termos de gastos com enugia, ai11da 
relatando valoru tais como. tarrfa praticada para a compra de energra elétrica, tempo de operaçcio e IIUíodo 
de amorti::.ação do capiralrm·esudo que tomem viá1•el a const111ção prete11dida 

"'O~IENCLATURA 

C - Calor específico do produto ante~ do congelamento 
fkJ/kg ''C] 

C' - Calor ~pecífico do produto dcpo1s do congelamento 
[kJ/kg ''CJ 

CARMAZ" Custo de anna7cnamento do produto l US$/hm1) 

COP - Coeficiente de performancc [ad1mem1onal] 
DI - Diferença de rnvestrmento I LS$1 
c - Espessura [m] 
Ec - Eleuícidadc consumida na câmara fngorífica [kW) 
f - Fato r de anuidnde [ l/ano] 
G - Rcpos1ção de produto ao longo do dia lkg/24 hl 
yóH - Diferença de entalpia por unidade de volume I kJ/m3j 
H Período equivalente de opcraçno 1 h/uno] 
lnv1L • Investimento de capital cm obrn~ civis [US$] 
IMAQ - Investimento de capital em maquimkio [US$) 
K - Condutividade térmica (kJ/mh0C) 

k - Diferencial do pcrfodo de amoni7açi'lo do capllal 
investido r anos I 

n · Número de pessoas /lâmpadas I pessoa /lâmpada) 
Pf - Potência fngorífica ou carga ténnica totallk W] 
Pcl - Tarifa de eletnc1dade [US$/kWhJ 
Q - Calor fk W] 
q - Calor hbcrado por pessoa [kJ/h] 
R - Econom1a anual esperada I US$] 

- Taxas anual dos JUro\ I C:f I 
r' - Calor latente de congelamento [kJ/kg] 
T - Tempcrnturn ["C) 
Ti - Tempcrnturn 101C1al do produto ("C) 
To - Tempcrntura de congelamento do produto (''C) 
Tio - Tempcrntura linal do produto [''C) 
VE - Va?.ão do ar ex tenor [ fT! 

1/d1a] 

V AR~tAZ • Volume de produto arnlatcnJdo f m'l 
Vc•mm · Volume da câmara frigorítica lm'j 
Abrev1acõcs 
A - Alvenana comenc10nal (tiJOlos macrços) 
ARMAZ - Arm:ucnamcnto 
cond - Condução 
1lum - llummação 
mtilt - Infiltração 
pcss - Pessoas 
prod - Produto 
S - Styroblock 

JNTRODUCÃO 

Assrm como outras engenharias. tai ~ como mecânic:t c clétrico, a 
cngcnhana civil vem constantemente procurando novos trpos de 
materiais para a constmção de editicações. E'sa con:.tante busca 
de materiais alternativos se juMifica pela necessidade de redução 
de custos, fator primordral para a soluçüo de problemas sociais 
(construção de morad1as. hospll:m, escola,, etc ). c aumento d3 
competitividade da industria ciVil. 
A redução de custos pode se dar no comtrução propriamente dita 
ou na manutenção d~ta. 1\e~te último a\pecto deMacamo~ os 
ombientes com nece~stdadc de rcfngeração ou aquecrmentn onde 
geralmente tem-se um grande con\umo de energ.a. 
Vários são os estudos de novas fonte~ de energn1. \ISto que os 
recursos naturnis de que d"pomo~ ~ão l'ada vct ma1s ~a.~sos. 
porém não podemos descanar os estudos para melhor uuhzação 
dessa energia. 
:-Jeste senudo o matenal de construção alternativo Styroblock 
(blocos de pohestireno c>.pand1do - EPS). aphcado na construção 
de um ambiente a ser rcfngerado. tem mercc1do uma c~pec1al 
atenção, principalmente pelas sua~ caracterí,ucas nitidamente 
vantajosas. visto que uma parede con,truída com o mesmo. 
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possui condutividade térm1ca cerca de até 5 (cinco) vezes menor 
quando comparado com uma parede de material convencional 
(alvcnana de tijolos maciÇO~). Este estudo envolve o conceito de 
uso racional de energia com relação aos cálculos de Carga 
Térnuca e aphca uma metodologia desenvolvida por Luz-Silveira 
( 1994) para o estudo da v•ab1hdade técnica e econõmica na 
construção de uma câmara fngorflica para um pequeno 
abatcdouro v1sando econorrua com gastos de encrg1a. Na primeira 
pane efetua-se a anáhse da Carga Térmica a ser retirada do 
recmto em relação aos do1s ma1enrus escolhidos para a 
comparação. Postenormcnte é efetuado o estudo de viabilidade 
econôrruca onde são detcrrmnados os custos de armazenamento e 
refngeração, de mane1ra a escolher a melhor opção em termos de 
econom1a anual esperada, para a construção pretend1da. 

ANÁLISE DA POTÊNCIA FRIGORÍFICA (CARGA 
TÉRMICA) 

Para o propó~ito deste estudo, optou-~e por analisar o caso de 
uma pequeno abatcdouro que nccessiltl de uma câmara frigorffica 
de d1mensões. largura de 2 metros, compnmemo de 3 metros e 
altura de 2 metros. Considera-se que u câmara não está exposta ao 
sol portanto não ex1stc acréscimo de carga térmica por insolação. 
O produto utih.wdo é carne bovina com 400 kg por dia de 
trânsito, temperatura m1cial de 30 "C, temperatura final de -5 °C 
c um1dade relativa de 60o/c [Oficinn do frio, 1993]. A temperntura 
interna de câmara é de -5"C c a externa de 30 ''C. A iluminação é 
feita por uma lâmpada de 40 W de potênc1a. O tempo de 
oper:1ção é estimado cm 16 hld1a. 
Defimdas as informações bás1cas - produto a ser estocado. 
d1mensõc~ da câmara. localização <local com msolação ou à 
sombra) e tipo de matcnal u11l11ado na construção. calculou-se a 
carga térrruca. com a qual :.e d1mens1onou os equipamentos de 
refngeração a serem m~talados 
Muitos fatore) mnucnc1am o cálculo da carga térmica: a 
d1ferenc1a entre as temperatura) do extenor e do interior da 
câmara (sempre acontece alguma troca de calor entre o ambiente 
externo c a parte Interna da câmara. mesmo através de paredes 
com ISOlamento). o calor liberado pelo produto {dependendo do 
produto a ser armazenado se venlica as condições desse 
arm:u.enamento. temperatura, umidade. concentração de oxigênio 
e gáb carbõmco. o tipo de embalagem. distribuição do produto no 
ambiente, se a armazenagem é de longa ou curta duração, etc.), o 
número de pessoal. que trabalharão dentro da cfimara, o número 
de portas c a quantidade de vezes que elas serão abertas ao longo 
do dia, a presença de aparelhos clétricos (i lummação, motores) e 
outros. 
O c:\lculo da carga ténruca é a somatória de todos os itens que 
1nnucnc1am na quantidade de calor que o maquinário de 
rcfngcração vai reurar para que a câmara fngorifica se mantenha 
à temperatura desejada. São clcl>: Calor de condução (entre os 
ambientes e'temo c 1ntemo através da parede de isolamento), 
calor de mfiltração. calor do produto, calor devido a Iluminação, 
calor das pe~soas que trabalham na câmara, etc. [ABRA V A, 
1996) 
Os parâmetro~ construuvos para o~ cálculos de calor de condução 
(penetração) são apresentados na ligura I para alvenaria de tijolo 
mac1ço c na figura 2 para o Styroblock: 
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={]~]~J ;f' T:[TI··~F 
Kj 

-ÍJ C.z e, et I e~ e~ ! !:1 I 

Figura I • Cone da parede de alvenaria [Grote, et ai 1997] 

Onde: 
K 1= K7 = 
K2= K6 = 
K1 = K~ = 

K~ = 

758.538 I..J 1 mh•c 
0.188 1..1 1 mh•c 
3,140 kJ I mh°C 
3.517 kJ I mh"C 

e1 = c7 = 
c2 =Cto = 
e,= es = 

CJ = 

0,005 m 
0.010 m 
0,030 m 
O,IOOm 

Figura 2 • Corte da parede de Styroblock [Grotc, et ai, 1997] 

Onde: 
K1 = Ky = 758.538 kJ I mh''C e,= eg = 0,005 m 
K2= KR = o.J88 kJ 1 mh·c c2 = c8 = 0,010 m 
K., = K1 = 0.314 kJ 1 mh·c cJ = e7 = O,Q20 m 
K~ = K11 = 0,117 kJ I mh•C • e~= 4. = 0,022 m 

K~= 0.209 kJ I mh"C • e~= 0,126 m 

Nota· referência [BeJan. 1996]. 

• Espessuras equivalente\. De\ldo à forma do Styroblock, 
conforme figur:1 3. conduZiu-se os cálculos de modo a 
aumentar a espessura da parede do bloco de forma a 
compensar a área trans\'ersul das emendas internas do 
material. 

Figura 3 - Styrobloci..[Grote et ai. 1997) 

A equação u\ada para o c~lculo do Calor de condução é: 
óT L\T L\T 

Ocond = (parede)+ (leio)+ (piso) (I) 
l: l!n l:~ l:~ 

Kn A Kn A Kn A 
Para os outros Itens de cálculo de calor (intiiLração, produto, 
1lurrunação. pessoas. etc ) seguiU-se as normas recomendadas 
segundo Lu7-St!vc1ra ( 1994) e 3) equações são: 

Q inf ii = VE y t. H (2) 



Qprod = G(C(Ti- To)+ r'+ C'(To- Tfo)J 

Qilum"' OJamp P H 

Qpess = npess q H 

(3) 

(4) 

(5) 

Qto1al = Qcond + Qmftl + Qprod + Qllum + Qpess (6) 

Os resultados dos cálculos da carga ténmca (calor a ser retirado) 
para os dois upos de câmaras frigor{ficas (uma const.itufda de 
alvenaria de tijolos maciços e outra de Styroblock) são 
apresentados na tabela I a seguir [Crcder, 1990] 

Tabela I -Carga ténn1ca a ser retirada na câmara frigorífica. 

Carga térmica 

Q condução 
Q infi ltração 
Q produto 
Q iluminação 
~as 
Ç,totaJ 

AJvenaria 
[kW] 
5,21 
0,68 
1,54 
0.01 
0.18 

7~62 

Styroblock 
[kW] 
1,67 
0,68 
1,54 
0,01 
0,18 

4,o8 

ORÇAMENTO DOS SISTEMAS CONSTRtJTrvOS E DO 
MAOUINÁRrO DE REFRJGERACÃO 

Para compor os custos da construção da câmara frigorffica 
cspec1ficada foram considerados os matena1s uuhzados e suas 
quantidades. a mão de obra e os cqu1pamenros empregados 
ITPCO 8, 1986]. 
No SIStema construtivo de alvenaria convencional uso-se tijolos 
cerâmiCO maciços (0,05 x 0, 1 O x 0,20 m). chapisco, reboco, c a 
estrutura: laje pré-fabricada com tavelas cerâmscas, vigas pilares e 
fundação compatfvcl ao carregamentos, com concreto annado de 
fck 18 MPa (res1stênc1a característica do concreto). No outro 
Mste ma usou-se o Styroblock com enchimento de concreto leve, 
laJe pré-fabricada com blocos de EPS, fundação compatível com 
o carregamento e o revestimento (reboco) somente com aditivos 
sem o uso de telas. Para os dois SIStemas foi usado cort1ça e 
alumfnio com as me~mas espessuras [Azeredo, 1977]. 
A compossção de custos para os métodos construtivos usando 
alvenana de tiJOlos maciços e Styroblock é apresentado na tabela 
2 aba1xo: 

Tabela 2- Compos1ção dos custos em obra civil. 

Descrição Custo [US$1 
Alvenaria Styroblock 

T1jolos 285.30 
Styroblock . 763.00 
Revestimento 148,00 180.00 
Estrutura 1875,80 1795,00 
Cortiça 1149.77 1149,77 
Alumfnio 804,00 804.00 
Total 4262,87 4691177 

O Investimento total, 1sto é. a compos1ção do cu:.to com obras 
c1vis [BASF. 19951 c o custo do maqum:irio de refngeração a ser 
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instalado [Grote et aJ, 1997) conforme a potência frigorffica de 
cada caso (dimensionamento) é mostrado na tabela 3 abasxo: 

Tabela 3 - Investimento com câmara fngorífica 

Investimento 
em: 

Obras civis 
Ma9.uinário 
Total 

Custo [US$) 
Alvenana Stx_roblock 

4262.87 4691,77 
3517,65 2455.23 

7780.52 7147,00 

ANÁLISE DE VIABll.IDADE ECONÓM ICA 

A viabilidade econõmica está condicionada à economia de 
energia e létnca. Observa-se para os dois casos, uma diferença 
percentual de 46 %a menos para o Styroblock. 
Deve-se observar que os resultados da tabela 5, abaixo. mostram 
a vantagem para o mvcstimento em câmaras com o Styroblock. 
com relação ao d1fercnc1al no perfodo de amortização do capttal 
mvestido. como exemplo para uma tarifa de cletricsdadc de 0.090 
US$/kWh, é indicado que a diferença de investimento será 
amortizado 1,02 anos antes da câmaro construfda com alvenaria 
de tijolos maciços. 
A seguir desenvolve-se os cálculos para o estudo de viabilidade 
cconômica para o material proposto (Lu1-Silvcira. et ai. 1997 d). 
Dados para os cálculos: 
Pel = 0.045 a 0.090 I US$/ kW h I 
H = 16 ( h/d1a] '< 365 ( d1as/ano] = 5840 [h I ano) 
Estimando um coeficiente de performancc COP=3,0, tem-se que: 

COP = Pf lkWl = 3,0 ~ ad1meslSional (7) 
Ec [kWI 

a) Encrgta elétrica anualmeme consum1da 
Pf 4 08 

Ec5 =-5
- 11 = -'-·5840= 7942.40kW h/ano (8) 

COP 3 
Pf 7 62 

EcA =-A-· H =-'--5840=14833,60kWh/ano (9) 
COP 3 

b) Gasto e Economia anual com cncrg1a clétnca por faixa de 
tarifa de eletnc1dadc (tabela 4): 

Tabela 4 - Gasto c economia anual com energia elétnca. 

Pel Gasto anual [US$ I ano] Economia anual 
[US$ / kWh] Alvenaria Styroblock fUS$/ ano] 

0,070 1038.35 555.97 482,38 
0,075 1112,52 595,68 516.84 
0,080 1186,69 635,39 551,30 
0.085 1260,86 675.10 585.75 
0.090 1335,02 714,82 620,21 
0,095 1409,19 754,53 654.66 
0,100 1483.36 794,24 689, 12 
0.105 1557,53 833.95 723,58 
0,110 1631,70 873.66 758.03 
0.120 1780.03 953.09 826,94 



c) Diferença de investimento- DI [US$]: 
DI= 7780,52-7147.00 = 633.52 US$ (lO) 

d) Diferença de período de amortização do capital investido- k 
[anos] pela tarifa de eletricidade {tabela 5): 

k = .Q!_ (1 1) 
R 

Tabela 5 - Di fcrencial do período de amortização do capital 
investido em função da tarifa de e letricidade. 

Pel k 

rus$1 kWhJ [anos) 

0,070 1,3 1 

0,075 1,23 

0,080 1, 15 

0,085 1,08 

0,090 1,02 

0,095 0,97 

0, 100 0.92 

0, 105 0,88 

O, I 10 0,84 

0,120 0.77 

A figura 4 mostra o gráfico da economia anual com eletricidade 
entre os dois tipos de materiais empregados na construção da 
câmara frigorílica. 

Economia anual 
[USS/ano] 

1000.00 

800.00 

600.00 

400.00 

20000 

0 .00 _ _____ .J.._ __ -+----1-----l 

0.070 0.080 0.090 0.100 0.110 0. 120 

Tnrifa de eletricidade fUSSikWh) 

Figura 4 - Análise da economia anual em função da tarifa de 
e letricidade 

O cálculo do custo de armazenamento foi feito através da 
seguinte equação [Travasses et ai, I 996]: 

(I CIVIL + I MAO) x f Pel x Ec 
CARMAZ = + [US$/ h m 3

) (12) 
H X V ARMAZ V ARMAZ 

Onde : 
V ARMAZ = V Útil = 80% V Câmara= 9,60 m

3 

q= l+(r/100) onde r= 12% 

f = S.__{g:ll o nde k = de O ,5 à 5 anos 
q - I 

(13) 

( 14) 

( 15) 

Com esses dados teremos as segujntes equações para 
Alvenaria e Styroblock: [US$/ h m3

] 

C _ (7780,52)x f + Pelx7,62/3 ( l6) 
ARMAZA 5.840X9,60 9,60 

C _ (7147,00)xf + Pelx4,08/3 ( ! 7) 
ARMAZ S - 5.840X9,60 9,60 

A figura 5 mostra o gráfico de análise comparativa da viabilidade 
econômica entre os dois sistemas construtivos no período de 0 ,5 a 
5 anos, em relação ao custo de armazenamento, onde se verifica 
que o sistema utilizando Styroblock é sensivelmente melhor que 
o apresentado para a alvenaria de tijolos maciços. No primeiro 
ano o custo de armazenamento é praticamente igual mas ao longo 
do tempo verifica-se que a câmara construída com Styroblock 
tem um custo menor de armazenamento cm relação ao outro 
material , portanto o período de amortização do capital invest ido 
será menor. Em relação a tarifa dt: energia elétrica (Pel em 
US$/kWh). mostra-se que com o seu aumento também aumentará 
o custo de armazenamento. 

Custo de armazenamento 
(US$/h m3] 

0.30 

0.20 

0 .10 

_._ Pel = 0 ,07- A 
· · O · Pel = 0,07 - S 
-+--Pei=0,120-A 
- · + · -Pei=0,120-S 

0.00 +----r----..---..-----.-----. 
o 2 3 4 5 

Tempo [anos] 

Figura 5 - Análise comparativa em termos de custo de 
armazenamento cm função do tempo 

CONCLUSÕES 

Neste estudo constatou-se que o Styroblock é um excelente 
material para uso alternativo, apresentando grandes vantagens 
devido ao seu baixo peso cspedfico (proporcionando alívio de 
cargas na estrutura c fundação); aumento de produtividade na 
obra, pois os blocos são encaixados uns nos outros, gabari tando 
os prumos e esquadros, sendo ainda autoportante, isto é, não 
necessitando de vigas e pilares e consequentemente implica na 
obtenção de um baixo nfvcl de desperdício na execução. Além 
dessas vantagens a ênfase dada é na propriedade de alto 
isolamento ténnico. 
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Em relação aos custos obtidos nas obras para a câmara frigorífica 
verificou-se que o Styroblock ao se comparar com a alvenaria de 
tijolos maciços constitui em um sistema construtivo 



sensivelmente mais caro (cerca de I O % mais caro) . A maior 
diferença de custo foi JUStamente nos matenais usados: alvenaria 
de tijolos maciços com um custo de US$ 285,30 c o bloco de 
Styroblock com o custo deUS$ 763,00. 
Na análise da carga térmica como o EPS apresenta um cocfictente 
de condutivtdade térmtca menor que o tiJolo mactço. observou-se 
uma vantagem com uma diferença percentual de 46'l- cm relação 
a carga térmica. do si)tema construtivo com Styroblock sobre a 
al\enaria de tijolos. Essa dtferença tmphca numa potência 
fngorífica menor para a câmara conMrufda em Styroblock. 
extgmdo consequentemente um maquináno de refngeração com 
menor consumo de eletncidade, o que tmplica num custo de 
mvcstimento menor no equtpamento para refngeração. 
tnOuenciando no custo final de cada sistema construuvo 
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ABSTRACf 

ln this paper, the techmcal and cconomical studies for the 
construction ora frigorifc room are prcsentcd. TI1e construction 
of the system is considered utilizing Styroblock in compari~on 
with conventional brickwork, to freete thc beef. Thc bcst syslcm 
IS recommendcd as a function of the levei of annual saving 
expected m energy tcrms and by the free1ing costs. 
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SUMARIO 

E.11e rraballro descre1·e o estado da arre dos srstemas de refngeração crrogêmcos para aplicações 
espacwi.f. Drmre os Jistemas apresemados, é destacado o destm•olvímento e projeto de um radmd01 
criogênico passn·o de pequenas dimensões. Uma re1·isão dm trabalhos enstentes 11esw área é apresentado 
ass1m como dados obudos com a otimiwção da geometria de radiadort'S cr(()gênicos passtvos que atenda às 
necessidmh•.J rio ProJ1ranw Nacional de Atividades Espaciais (PNAE). 

INTRODU CÃO 

Os lançamentos de vcfculos espaci:us tem levado ao espaço um 
grande número de equipamento!. que devem ser mantidos a baixos 
nívci~ de temperatura parn seu funcionamento com a máxima 
efictênc1a. Este nfvel de temperatura varia dentro da faixa de 200 
K a poucos grau:. ac1ma do Zero ab:.oluto (0 K). Telescópios c 
dctctorcs infravermelho, disposnivos supercondutores, amplifica
dores de s1nal IR de ba1xo rufdo. dispositivos de sensoreamento 
remoto são exemplo\ de cqu1pamentos que operam dentro desta 
faixa de temperatura. Estes equ1pamentos possuem pequenas 
dtmensões. pouca massa c dtssipam uma carga térrruca pequena. 
Mas. esta carga térrruca, por menor que seja. deve ser correta mente 
dissipada paro que não altere o desempenho do equipamento. 

E~tstc um grande número de técmcas para se manter estes 
equapamento~ rcsfnado~. dependendo do nível de temperatura 
desejado, da quantidade total de calor a ser retirado do equipa· 
mcnto e da vada útil desejada do mesmo. Os ststemas cnogênicos 
nasceram para suprir C\1:1~ neccssadadcs. 

Tabela I -Categorias de missões que necessitam de 
resfriamento criogênit:o (NASA). 

Categoria da Missão Faixa de Carga térmica de 
Teme.enuurasl KL res[riamento 

Meteorologia. pcsqu1~n de 
recursos terrestres, monitom- IOn 100 Miliwnus li lO W 
1ão de ~lucntc~. etc. 
Astronomia de nha cn.:rgm e 4 a 100 Miliw:llls à 10 W 
raios gama 
Astronomia IR 0.3 à lO Microwans 11 O I W 
DispositiVOS supcrcondutores taiS Ampla f:uxn de 

carga 1érmicn 
Ex~nmentos de e:;~u•S3 I aiO Ab:uxo de O. I W 

A Tabela I. apresentada por Gil more ( 1994), mostra várias 
categorias de m1ssões que requerem SIStemas criogênicos de res
fnamento paro seus equapamentos Esta tabela está baseada nas 
rrussões da NASA. A Ftgura I. apresentada por Gilmore (1994), 
mostra as vánas técmcas existentes c sua fa1xa de temperatura em 
função da carga térmica a ~cr d1~sapada. 

O conhec1mento do funcionamento destes sistemas, bem como 
dos fenômenos de transferêncta de calor à temperaturas criogênicas 
são essenciais paro o correto descnvolv•mcnto destes dispositivos. 
1 Atualmcntc professora visitante do Instituto Nocional de PesquisiiS 
Espoc•:~•s (INPE). Bras• I 

Carga Térmica [W) 

Figura I - Técn1cas para resfriamento criogênaco. 

O objctivo do presente trahalho é apresentar uma visão geral dos 
sistemas cnogêntCOl> existentes para aplicações espaciais. enfocando 
m:us detalhadamente os ..,istemas uc radiadores pas~ivos. 

SISTEMAS CRIOG~NICOS PARA APLICACÕES ESPACIAIS 

0:. SIStemas de rcfrigcrüção a temperaturas criogênicas mais 
utilizados cm aphcações e~paci3JS sl'io: 

• Fluido~ arma1enados: 
• Refrigeradores at1vos c 
• Radtadorc~ (ati vos c pas~ivos): 
Rad1auorcs cnogênaco~ podem ser utilizados, tconcamente, em 

temperaturas aba1xo de 60 K wb cond1ções 1deais. Porém. abaixo 
de aproximadamente 100 K. a capactdade de rejeição de calor pelo 
radaador caa dramattcamcnte devido ao fator T' da Lransferência de 
calor radtattva (lca tlc Stcfan-Boltzmann). A este nfvel de tempe
ratura. rad1adorc~ ~:riogênicos tomam-se pesados cJou de grandes 
damcnsõe:.. proabtt1vos na grande mruoria das missões espaciais. 
São também C."<trcmamente sensfveas a pequenas cargas térmicas 
provcnacntcs de fugas através do asolamento e da estrutura, ou 
proveniente~ do própno ambacntc no qual o vefculo está orbitando. 

Em temperaturas mtus altas (por volta de 150 K), resfriadores 
tcrmoclétncos tomam-se mats atrativos para dissipação de peque
nas cargas térmica!.. NcMa mesma faixa de temperatura mas para 
extgências mo1orcs de rejetção de carga térmica, radiadores com
binados com tubos de calor ou CirCUitOs de bombos capilares po-
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dem ser empregados para transportar o calor c espalhá-lo sobre 
uma área relativamente grande de um radiador. 

Sistemas criogênicos com fluido armazenado mantêm equipa
mentos dentro de uma faixa bastante ampla de temperatura, desde 1.5 
K (hélio super fluido) até 150 K (amônia sólida). Nestes sistemas 
ocorre a evaporação ou sublimação de um fluido ou sólido a tempera
turas criogênicas e a consequente absorção do calor. A reJeição do 
mesmo se dá através da sangna do fluido que mudou de fase. 

Em missões de longa duração, mesmo com baixas taxas de re
Jeição de calor. o volume e peso de fluidos cnogênicos armazena
dos tomam-se muito grandes. e refrigeradores ativos são uma 
opção bem mais atrativa. Os refngeradores atlvos são baseados em 
ciclos termodinãnucos e requerem força externa de acionamento. 

Sistemas Criogênicos com Auido Arma1enado. Sistemas com 
flUido cnogêmco armazenado expansível usam tanto líqu1dos 
criogênicos no estado subcrftlco ou supercrftico, sólidos criogêru
cos, ou gases a alia pressão combinados com válvulas Joule
Thompson (J-T) para o resfriamento de equipamentos de veículos 
espaciais. 

As principais vantagens deste tipo de sistema são. 
• Simplicidade dos componentes; 
• Viabilidade do sistema; 
• Economia relativa; 
• Potência externa desprezível. 
As desvantagens básicas deste tipo de sistema são sua vida 

operacional limitada devido a fugas de calor do reservatório e 
grande volume e peso em missões de longa duração. Embora 
sistemas de gás pressurizado com válvulas J-T possam ultrapassar 
os limites impostos por missões de longa duração, as limitações 
associadas com o armazenamento de gases a altas pressões e a 
baixa eficiência das expansões J-T geralmente tomam estes siste
mas proibitivas quando a vida operacional aumenta. 

As temperaturas operaciOnais de vários flu1do~ expansíveiS que 
utilizam o calor de vaporização ou de sublimação é mostrado na 
Figura 2. Podemos ver que temperaturas variando de próximas ao 
zero absoluto (O K) até 300 K podem ser atlngtdas. 

o 

Am6nia """!""""",?""" c::J 
Dió.xido de Carbono ~ 

Metano@d ] 

~~~~~~======:J O~gênio 

.:::J 
Hélio I Mtruma PontO 

temperatura triplo vaporização critico I da fase sólida 
I 

I 
.....-,-.--.t -; .,.- -r- ---r-- ,_....... .1\j ' i 

40 80 120 160 200 240 380 420 
Temperatura (1<] 

Figura 2 - Faixa operacional de temperatura de alguns fluidos 
cnogênicos 

A principal limitação destes sistemas é a complexidade do 
projeto do tanque necessário para minim1zar a ebulição e a separa
ção de fase em fluidos subcrfticos no ambiente espacial. e o grande 
peso e volume para missões de grande duração. Uma alternativa é 
a utilização de fluidos criogênicos armazenados no estado sólido 
que proporcionam um conteúdo energético muno maior que os 

líquidos, maior densidade, e um projeto mah simples. Este tipo de 
sistema apresenta algumas restrições quanto ao sistema de monta
gem do detector, procedimentos especinls de preenchimento do 
tanque criogênico e necessidade de uma malha de metal para 
dissipar gradientes de temperaturas enquanto o sólido sublima. 
Uma segunda alternativa para lfquidos criogênicos armazenados 
são válvulas do upo J-T que utilizam a expansão de um gás a alta 
pressão (15 a 45 MPa ou mais), resultando no resfriamento do gás 
e na eventual formação de lfqu1do a ser ut1li1.ado no controle de 
temperatura de algum tipo de sensor. 

O SIStema de rcsfnamcnto com válvula J-T consiste em um 
tubo aletado de diâmetro mtemo fino de modo que a relação 
área/volume seja grande o bastante para a troca de calor ocorrer. 
Dado um oniTcio de uma válvula J-T. o fluxo de gás vana com a 
pressão na entrada da válvula Portanto, ~omente um valor da 
pressão proporciona a refngeração deseJada A manutenção da 
pressão em um valor constante na entrada da válvula durante toda 
a vida do sistema é um problema sério nos SIStemas J-T tradicio
nais. Recentemente, criostatos de onfíc1o variável tem apresentado 
bons resultados. 

Refrigeradores Alivos. O que diferencia os refrigeradores es
paciais dos industriais e aerotransportados são a necessidade ex
trema de baixo peso c baixo consumo de energia, necessidade de 
bom funcionamento por longos perfodos sem manutenção ou 
reparo, e geralmente a necessidade de mfnima vibração ou qual
quer outra perturbação mecânica que possa significar qualquer 
impacto no sensor. Os ciclos tfpicos para sistem~ de refrigeração 
de veículos espaciais são: 

• Stirling; 
• Vuilleumier (VM); 
• Ciclo Brayton/Ciaudc reverso; 
• Ciclo Joule/Thompson fechado (J-T). 
Os pnmeiros võos utilizando refngeradores com c1clo Slirhng 

ocorreram em 1970 e 1971. Os equipamentos eram umdades co
merciais de solo conven1das para expenmentos espac1a1s de curto 
prazo. O SIStema de maior longevidade to1 lançado ao espaço em 
primeiro de setembro de 1978, desenvolvido pela Pluhps NA. 
Tratava-se de quatro umdades operando segundo um c1clo Stirhng 
por um período de cmco ano~. A pnme1ra umdade falhou multo 
cedo e. em virtude d1sto, as demais unidades se degradaram signi
ficantemente até a destru1ção do satélite cm meados de 1983. 

Um sistema operando segundo um CiciO VM voou em 1972 no 
veículo SESP 71-2. O equipamento func1onou com sucesso por 
seis meses antes do circuito de nu1do refrigerante falhar. 

Jewell ( 1991) apresenta uma v1são geral das atividades da 
Agência Espacial Européia no desenvolvimento de sistemas de 
refrigeração ariva utílizando o ciclo Stirhng. Estas atividades, que 
tiveram início nos anos 70, levaram no proJeto de um modulador 
de pressão (PMC) que foi utilizado com suce~so nas missões Nim
bus 6, N1mbus 7 e Pionncr Venus. O sucesso da operação deste 
equipamento em vôo. assoc1adn à mabihdade de se resfriar radiati
vamente os detectores às temperaturas criogênicas necessánas 
levou ao desenvolvimento de um rcfngerador que operasse se
gundo um ciclo Surling utilizando o mecanismo PMC para aungir 
80 K. Scull e Jewell (1991) mostram os testes de pré-qualificação 
deste equipamento. Jones et ai. ( 1991) mo~lram o desenvolvimento 
e a pré-qualificação de um rcfngerador destinado a operar a 20 K. 
Bradshaw e Orlowska ( 1991) propõem um rcfngcrador mccâruco 
operando segundo um ciclo fechado J-T para operar a 4 K. Os do1s 
últimos ciclos tiveram seu proJeto baseado no rcfngerador desen
volvido para operar a 80 K. A figura 3 mostra o mecan1smo de 
operação de um ciclo Surhng. 

Radiadores Cnogênicos. Uma forma extremamente s1mples de 
se produzir temperaturas criogêmcas no espaço é utilizar a tempe
ratura do mesmo (aprox. 4 K) para absorver o calor d1ssipado por 
radiação térmica através de superfic1cs radu.1doras. 

Dependendo de como o calor é transfendo de sua fonte até as 

1090 



superflcies radiadora~. os radiadores criogênicos são classificados 
de acordo com a tabela 2. 

Radiadores Cnogêmco~ Auvos. Radiadores ativos necessitam 
de força externa para bombear um Ou1do desde a fonte de calor até 
o radiador. Quando são urilizado!> circullos de Ouidos, o nuido 
troca calor com o espaço através de tubos aletados. Geralmente o 
Ou1do utilizado é b1fás1co e entra nos tubos aletados no estado de 
vapor saturado ou superaquecidO e sw sob a forma de lfquido 
condensado. Quando se utllium tubos de calor acoplados a cir
cuitO de Ou1dos, o calor é transCendo de sua fonte até a raiL de uma 
superflcie rad1adora. enquanto os tubos de calor se encarregam de 
distnbuir o calor sobre ela. 

Tabela 2- Classificação dos Radiadores Cnogênicos 

Tipo 

R 3d i adores 
Passtvos 

Radtadores 
Ati vos 

ConufÕO com a {ontl! di! calor 
Dtreta 
Por meto de Tubos de Calor I bombas capilares 
Por meio de Mnlennts com Mudança de Fase 
Por meio de Circuuo de Autdo 
Por meto de Circuuo de Auidos acoplados com 
Tubos de Calor e/ou Bombas capilares 

Radiadores Cdogênicos Passivos. Os radiadores cdogerucos 
passivos silo os meios ma1s arrativos para se produzir temperaruras 
cnogêmcas no espaço, pois nl!o necess1tam de força externa para 
funcionar c possuem v1da opemcional teoricamente infinita (de
pendendo de farores externos como conraminação, bom funciona
memo de tubos de calor. erc.). 

A fome de calor (ou o detector IR) pode estar momado dlreta
mente sobre a placa fria do radiador. Neste caso, o calor é transfe
ndo para o rad1ador por conduçl!o ténruca, rad1ação térmica ou por 
ambos. A princtpal vantagem desre tipo de momagem é a simplici
dade do projeto. Quando não cx1stc a poss1b1ltdade de se montar o 
detector Junlo ao md1ador, utiliza-se tubos de calor ou bombas 
cap1lares, ou ainda matena1s com mudança de fase para conduzir o 
calor desde sua fome até a ploca fna do radiador. Quando se utihza 
tubos de calor ou bombas cap1lares. a região do condensador é 
montada junto à placa fna do radiador, e o evaporador junto ao 
equipamento a ser rcsfnado. Esta conexão pode ser feita de forma 
direta, quando o própno evaporador compõe a placa fria. inte
grando o tubo de calor à placa fria través de uma estrutura de 
colmeia, ou através de interfaces espec1ais. 

Materiais com mudança de fase oferecem boa transferência de 
calor por condução para as superffc1es do mdiador. Estes materiais 
se liquefazem durante o perlodo de alta dissipação de calor e se 
solidificam quando esta dissipação diminui, controlando desta 
forma a temperatura de dercctores, manrendo o seu valor quase 
constante. 

Princípio de Eunc1onnmento dos Radiadores Criogênicos 
Passivos. Os rad1adores pass1vos Irradiam calor para o espaço 
através de urna superffc1e de alta crruss1vidade. chamada placa fna 
do radiador. Se esra superflcie estiver sob a influência de cargas 
externas como, por exemplo, cargas térmicas solares (radiação 
direta) e terrestres (radiação IR e albedo) deve ser adicionado um 
estagio externo para mterccptar estas cargas, sombreando a placa 
fria. Este estág1o consiste de um renetor parabólico ou cónico cuja 
superfície mterna é especular e altamente reflecuva. Fatores como 
tipo de órbita, altitude do veículo, orientação do mesmo em rela
ção ao Sol e à Terra. posição do radiador na superfície do veículo, 
necessidades de reJeição de carga térmica, influenciam no projeto 
deste tipo de sistema. Desta forma é difícil de se identificar urna 
forma padrão de radiadores já que cada tipo de missão requer um 
tipo de radiador. 

A placa fria dos radiadores pass1vos pode possuir um ou mais 

estágios de rejeição de calor. Os princfpios operacionais e o con
ceito de radiador passivo de múltiplos estágios está documentado 
com detalhes cm Wright e Wilson (1976) e Wilson e Wright 
(1977). Cada estágio da placa fria é isolado termicamente do está
gio subsequente por MU's2 (para minimizar as trocas radiativas) e 
por suportes de ba1xa condutividade térmica (para minimizar a 
condução de calor). O pnncfpio da performance dos radiadores de 
múluplos estágios é baseado no fato de que cada estágio interme
dlánO mtercepra as fugas de calor parasitas através dos isolamen
tos anteriores e irradia-as para o espaço. Desta forma cada estágio 
subsequente possui uma cond1ção de contorno cada vez mais fna, 
fazendo com que este atinJa temperaturas cada vez mais frias. Os 
estágios mtcrmediános também podem dissipar calor a temperatu
ras mrus altas para refngerar outros elementos tais como placas 
eletrónicas. Tubos de calor também podem ser utilizados para 
espalhar o calor sobre a superffcie Irradiadora. melhorando a per
formance total deste disposll1vo. 

Análises preliminares sobre a performancc térmica de diversos 
tipos de radiadores de múltiplos estágios desenvolvidos pela Divi
são de Sistemas Espaciais e de Reentrada da Philco-Ford Corpora
tion (cl!ados por Donabedian ( 1972)) mostraram que a perfor
mance é aproximadamente máxima com três estágios. ou em al
guns casos, com dois estágios. Estágios adicionais proporcionam 
níveis de temperatura desprezivelmente menores enquanto adicio
nam considerável complexidade ao projeto. 

O Estado da Arte dos Radiadores Criogênicos Passivos. O 
desenvolvimento de radiadores cnogênicos começou no início dos 
anos 60, conforme mostrado por G1lmore (1994), sendo o primeiro 
modelo qualificado para vôo lançado em I 964 dentro do programa 
Nimbus I. 11 c lli(NASA). Este d1sposiuvo, que alcançava 195 K 
dissipando 1.7 mW para o espaço, foi instalado em um satélite cuja 
órbua era sol-sfncrona. Com uma área de 9.8 cm2

• possuía um peso 
de apenas I hbra (453.6 gramas) e fo1 utilizado para refrigerar um 
especrrómetro fR de alta resolução. A este dispositivo, seguiu-se 
um segundo dcsunado ao programa N1mbus IV (NASA). Este 
disposíuvo operava a 175 K. d1ss1pava 5.8 mW, e possuía uma 
área de placa fna menor que seu antecessor: 8.9 cm2

• Com um 
peso de 2libras, fo1 uuhzado para o resfnamcnto de espectrómetro 
de filtro. 

Hulett c Zierman ( 197 I) reahroram uma análise paramétrica 
de projeto assim como testes rérmicos e estruturais em um radiador 
de 4 estágiOS. Os testes mostraram a possibilidade de se operar tal 
d1sposirivo a temperaturas de 83 K, dissipando 50 mW com uma 
área total de 0.021 m2, c uma emissividade superffcial de 0.9. 

Merriam e Gabron ( 1972) mostram um estudo realizado sobre 
os requiSitos básicos para o resfriamento de detectores através de 
radiadores passivos. Toda a metodologl8 de projeto de sombreado
rcs para a placa fria é mostrada com base nos princípios da rene
xão dos raios solares (radiação direla) e terrestres (radiação IR e 
albedo). Também são apresentados dados computados para a 
temperatura da placa fria. Os resultados mostraram que para uma 
dissipação de 40 mW a temperatura variou entre 100 K e 130 K 
para o solstício de inverno e de verão. respectivamente. 

Mayer (1972) mostra a fabri cação de um radiador passivo para 
um detector IR com matenais pollméncos (filme de poliéster) 
alumimudos. 

Wright c Pence (1973) mostram um projeto de um radiador 
passivo acoplado a tubos de calor capaz de dJSSipar 12 W atempe
raturas de 125 K a I 40 K. Fo1 uulizado um tubo de calor CUJO 
flu1do de trabalho era metano, para transportar calor de um de
tector experimental até a raiz da placa fria do radiador. O calor era 
espalhado sobre os 1.3 m2 do raciJador através de dois tubos de 
calor cm "C' que utilizavam freon 14 como fluido de trabalho. 

Wright (1980) mostra o projeto de um radiador pass1vo de dois 
estágios acoplados à tubos de calor cujo fluido de trabalho é o 
oxigêmo. Dois tubos conduzem o calor do detector até a raiz do 

2 Do ingles Multt Layl!r lnsu/(l(tOn ou Isolante de Várias Camadas. 
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radiador e um terceiro o distribui sobre a supcrHcie do segundo 
estágio (6.88 m2

). A área total deste rad1ador é de 8.1 m2 c 5 W são 
rejeitados para o espaço a uma temperatura de 70 K. 

Bard (1984) descreve uma nova tecnologia utih.~;ada para pro
Jeto de radiadores passivos, baseada no uso de "escudos de mdia
ção inclinados". O " Radiador Pass1vo Avançado", como foi cha
mado, utiliz.a duas técnicru. parn reduzir os fluxos de calor parasttru. 
para a placa fria do rad1ador O fluxo parasita de calor condutivo 
foi reduzido com o uso de suportes estrutural~ capaLc~ de suportar 
as cargas dinânucas de lançamento. e uma veL em órb1ta eMes 
suportes são mecanicamente c tcnntcamentc desconectados do 
radiador. Estruturas capues de suportar as cargas dmânucas orb1-
ta1s permanecem fixas. O fluxo parastta de calor rad1attvo foi 
reduzido com a utilização de "escudos" de ba1xa enutânc1a e bruxa 
condutânCJa, com superfrcie altamente especular e reflectiva. 
Escudos adJacentes foram arranJados de forma que entre eles 
exiStisse um ângulo de 1.5". cnando grandes cav1dades em forma 
de "V' com o lado ma1s aberto voltado para o espaço. A radiação 
térmica proveniente do vekulo é interceptada por cada um destes 
escudos e é retleuda d1reto ao espaço. O conJunto destes escudos 
aumenta a emissividade total deste dispositivo. Os escudos foram 
feuos com folhas de mylar alumtnltado e apresentavam um peso 
bem inferior a um radiador equivalente. Bnrd real1zou testes com
parativos com o dispositivo propostu por Wright ( 1980) c os re
sultados mostraram uma menor área requerida pelo radiador pas
sivo avançado. 

A performance em võo de um rad1ador passivo acoplado a tu
bos de calor de condutância vnnável é mowudo por Gayrard 
( 1991 ). O rad1ador foi mstalado no telescópio 1mageador SIGMA 
(França) e fo1 lançado ao espaço cm dctcmbro de 1989. Utilizando 
tubos de calor de condutância variável com amônia como fluido de 
trabalho e mtrogênio como gás n1!o-condcnsável. o rad1ador ope
rou por mais de 18 meses (tempo de vida prcv1sto em projeto) 
d1ss1pando 35 W a uma temperatur:~ de - 100 "C. 

Brand e Schhtt (I 997) apresentam o prOJeto e teMe~ de um ra
diador criogênico passivo acoplado a quatro tubos de calor d~en

volvido para o satélite Germâmco ABRIXAS Este rad1ador é 
constituído de um cstágJO pnmáno. sombreado das cargas exter
nas. e que consegue d1ss1par 52 W a - 100" C. Um segundo estágio 
externo ao sombreador consegue diSMpar 8 2 W a uma temperatura 
de -47° C. Os tubos de calor acoplados ao radiador primário (do1s 
tubos) utiliLarn etano como nu1do de trabalho. c os demais acopla
dos ao rad1ador secundáno ullli7am amôn1a. 

Otimizacão da Geometria de Ra(hadores Cdogênicos Pas$ivos. 
A geometria dos radiadores pass1vos pode ser oumizada de acordo 
com inúmeros critérios. devido ao grande número de parâmetros 
de projeto. Um critério de otimi.~;ação normalmente empregado é a 
mimmização da temperatura de funcionamemo de uma placa fria, 
dado uma carga térnuca Q1 para um certa área total do dispositivo. 
Para expressar matematicamente este critério, devem ser cfctuados 
balanços de energia para cada estágio do rad1ador. o que leva a 
uma formulação um pouco extensa. 

Wilson e Wnght (1977) utilttaram este criténo no desenvol
vimento c ounuzação de um rnd1ador criogênico pa~s1vo de três 
estágios acoplado a tubos de calor. 

O balanço de energ1a para o SIStema pode !ter escnto como: 

" n 
qP + IQ, = I,q, "I 

fel t•l 
(I) 

onde qP é a carga térmica parasita que atravessa o ISOlamento, Q, é 
a carga térnuca imposta ao C\tágio 1 pelos equ1pamentos a serem 
resfriados e q,,.,1 é a carga térnuca reJeitada ao espaço. 

Para cada estágio md1vidual o balanço de encrg1a é dado por: 

Q, +q(i-tHCr) = qtil-+(1+1) +q,.,,.J (2) 

onde q11_11-.(,1 é a carga térmica parasita mcidente sobre o estágio i 
proveniente do cstág1o anterior, c q1,1 ;(I• li é a carga térmica para
sita imposta pelo estágiO i ao estágio posterior 

Realizando o balanço de encrgta dcscnto pcln Eq. (2) aos n 
estágios de um radiador c rcsolvcnc.lo a~ equações resultantes para 
as n temperaturas de funcionamento, obtém-se equações que des
crevem o componamento destas temperaturas cm reg1mc perma
nente em função das cond1ções de contorno do rad1ador. As equa
çõe~ resultantes são do tipo T, = T,(A 1, . •• A, .... ,A •• Q~o .... Q, ..... 
On• T,.. T ..). As Eq. (3) e (4) mostram as expressões obttdas para as 
temperaturas de funcionamento de um rad1ador cnogên1co pass1vo 
de dois estágios: 

Tj' = ckr..! +~r+ <IT~4 t ,..,,~r:+ Q{· • %. c r +f)J 
(r+c)--A2r- (Áj•tl!llr+d2 A~r2 

(3) 

2 4 4 2 ~ 
.,..4 ~c Tb IA1 +A2l +2crT.IA1 + A2 )+r ;\1T. + 
1 2 1 1 

(AI + Al )(r-+ t')- - A1r· 

+ Q2[d2+%l>+~l<' +r) (4) 

(A1 + A2 )(r+ t')l- A2r 2 

onde T1 é a temperatura do I'' e~tágio, T2 é a temperatura da placa 
fria, A1 c A1 são as áreas exposta~ dos respectivos estágios. Q1 c Q1 

são as cargas térmica~ impostas aos respectivos estágios, Tb é a 
temperatura da base onde o rod1ador está fixado (temperatura do 
parede do satélite, por exemplo), T. é o temperatura do espaço. 

Os valores de c c r são dado!> por· 

C= (1 C.IIU 

r=aeR 

(5) 

(6) 

onde a é a constante de Stcfan-Bohzmann c c.11u c eR são as emis
si,idades efcttva do ISOlamento c da\ placru. rad1adoras respecti
vamente. 

A relação óttma entre as áreas dos 11 cstág1os do rad1ador que 
fornece a menor temperatura da placa fna é c.lcternunada pelo 
.s1stema de equações (7); 

'---- =0 

e a área total do rat.ltador é: 

n 
AP = l,A, 

1=1 

(7) 

(8) 

Em alguns casos, a área total d1sponfvcl para o radiador é um 
dos pnrãmetros do projeto. Neste cas(>. através <.lu Eq. (8), pode-se 
obter o valor de A 1 em função de A1, c das de ma i\ :\reas, redu lindo 
o número de cquaçõclt do Sl~tcma (7) de (11) para (n-1 ). 

Para radiadores criogênicos que possuam sombrcadorcs. estes 
também devem ~er otimlt.ados quanto li ~>uu abenura e/ou altura. 
Bywaters e Keeling (1974) obttveram vnlorcs óttmos para os 
ângulos de abertura de cones de sombreJmcnto pam radiadores de 
estágtos Circulares. Fo1 estabelecidO um volume fixo do rad1ador 
(altura do sombreador x área total). e o parâmetro de proJeto a ser 
ottm1zado é o angulo de abertura <.lo cone. 8. 

Estes autores adotaram as h1pótc.scs de que a placa fria é som
breada tanto dos rruos pro,cntcnte~ do Sol quanto do própno 
veículo espac1al, de que a órbita é c1rcular cquatonal, e de que o 
e1xo do cone no qual o rad1ador se enca1xa é normal ao plano da 
órbtta O fluxo mc1dente sobre o rad1ador é dcv1do à enussão IR e 
ao albedo terrestre. A gcomctna óttma é aquela CUJO ângulo 8 é 
capaz de mtcrccptar as cargru. térm1ca.' rad1attvas proven1entes da 
atmosfera terrestre, não permlllndo que as mesmos alcancem a 
placa fria do radmdor. 
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Projeto c Descnvolvimemo de um Rad111dor Cnogênico Pas
stvo para Aplicacõcs E'pactat:.. O Núcleo de Controle Térmico de 
Satéhtes <NCfS) do Depto de Engenhana Mecâmca da Universi
dade Federal de Santa Catanna (EMC/UFSC), vem desenvolvendo 
tecnologta em radiadores cnogêmcos passtvos. O dtsposuivo em 
del>envolvtmcnto no NCTS é um radiador criogémco de pequenas 
dtmen\ões operando a 110 K. Este será ensaiado em solo com 
diferentes configurações (um, dois ou três estágios). Os dados 
obtidos scrvtrão de base para projctos futuros de maior porte. 

0~ parâmetros orbitaiS adotados para este prOJCtO são: órbita 
equatorial de baixa ahuude (aprox. 800 km) e bruxa inclinação 
(aprox. 7"), Temperatum da base Tb = 300 K. T. = 4 K. carga 
térrmca tmposta Qri••D '"" = O. I W e área máxtma disponível = 
0.03463 m·. 

O objetivo primordial é desenvolver um radiador que opere a 
110 K. Também fat. parte dos objetivos o estudo dos efeitos das 
cargas térmicas em órbtta, stmulando as condições espaciais cm 
laboratóno. Também sào estudados os efe11os da contaminação de 
supcrfíctes sobre a temperatura de operação do rad1ador criogê
mco. Dados de vôo de outros satélites mdtcam que as superfíctcs 
dos radmdores passtvos estão SUJeitas a comammação devtdo à 
liberação de gases (owgassmg) por pane do satéhte, e devido a 
fenômeno:. orbitais como n incidência dos elétrons e íons carrega
dos con~tituintcs do cmturão de radtação de Van Allen e proveni
entes de panículas solarel>. A degradação tende a mudar as pro
pnedades ópticas das superfícies do radjador, causando. assim, um 
aumento na tempemtura da placa fna e consequente duninuição da 
sens1btlidade do detector. 

Este radiador fot o!lmt.t.ado utilizando-se o procedunento des
crito na secção anterior A Tabela 3 fornece o valor das áreas 
ótimas obtidos com o SIStema de equações (7) para o desenvolvi
mento de radiadores criogênicos passivos de dois e três estágios. 
As Ftguras 3. 4 e 5 mostram a variação da temperatura de funcio
namento dos estágiOS do radiador com a área da placa fria (obtidas 
a pantr da Eq. (2)). A Ftgum 6 mostra a configumçào adotada para 
o radiador criogêmco passivo 

Tabela 3- Áreas óumn~ para mdiadores criogéntcos passivos. 

Áre:~tota.l 

Rad. criogi ulco 
com um ~st6gio 

Rad. crioginico 
com dois eS161(ios 

0.01108 m· 
0 .02356 mj • 

0.03463 m' 

Rad. criogênico 
com três est61f!os 

000159 m· 
0 .0 1063 m! 

0.02241 ml • 

Ohserva-se que, pela Figura 3. que um radiador criogênico 
passivo de um único e~tágio com área máxima de 0.03463 m2 não 
con\Cgue operar abatxo de 110 K diss1pando a carga térmtca esu
pulada (0.1 W). A temperatura mi ruma que este rad1ador consegue 
aungtr é de 113.7 K. Pelas Figuras 4 e 5 observa-se que radiadores 
de dots ou mais estágios conseguem operar aba1xo de 110 K dissi
pando a carga térmtca esupulada no proJeto. Observa-se também 
que o estágio anterior à plnca fria pode ser utiliznllo para diss1pur I 
W a temperaturas em torno de 2 12 K. Observa-se também, que. se 
submetidos a cargas térmtcas iguais. quase não existe diferença 
entre as temperaturas de opemção das placas frias dos radjadores 
de dots e três estágtol>. A máxima carga térmtca possível a ser 
d1sstpada pelo radtador cnogéntco de dois estágtos em estudo (F1g. 
4). é de 0.21 W, sem nenhuma d1ssipação extra pelo segundo 
estágio. Para o radiador de três estágios (Fig. 5), esta carga sobe 
para 0.23 W. A linha trncejoda nas Figuras 3, 4 c 5 indica a mí
nima temperatura de operação requerida para o radiador (li O K). 

CONCLUSÕES 

deveu-se à pass1vidade do sistema, melhor relação custo benefício 
em relação aos demais sistemas, projeto mais e longa vida opera
Clonai quando em órb1ta. 

A necessidade de potência elétrica de ac1onarnento para Slste
m;u auvos é sua pnnctpal desvantagem. Nos sistemas de flu1do 
criogêntco armazenado. as limitações impostas pelo peso e volume 
do tanque e as complicações de projeto indicam sua aplicação a 
casos extremos (temperaturas entre 60 K c 1.5 K. e cargas térmicas 
entre 0.01 W e O. I W). 
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Figuro 3- Tcmpcratura1 da placa fria de um radiador crio gêmeo 
p;us1vo de um estál!lo 
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F1gura 4-Temperatura' dos estágios de um radiador criogênico 
passivo de duplo estágto (A 1 =A"- A1). 
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Ftgura 5- Temperatura' dos estágios de um radtador criogênico 
pass1vo de três estágtos (A 1 = 0.00159 m2 e A2 =AI' -A3- A,). 

Dentre os SIStemas de resfriamento criogêmcos apresentados a 
escolha pelo rad1ador passtvo para controle témuco de sensores 

J E11u = 0.020. 4c = 0.900, T•"' 300 K. 
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Um cuidado todo especial deve ser tomado na escolha dos 
materiais e das propriedades termo-ópticas nos projetos de radia
dores passivos operando a temperaturas criogênicas. Um isola
mento térmico condutivo e radiativo bem dimensionado deve ser 
feito entre os estágios subsequentes, evuando que fluxos de calor 
parasttas mterfiram na eficiência global do Sistema. pois a ordem 
de grandeza das potênc1as dissjpadas por radiadores é, normal
mente. alguns mil i watts até I W. 

~de 
Catgas TérmK:.s 11 e 

externas 

Estágios 11- llr ....-~ 
do Radiador ' w 1 

Suportes de 
Baixa Coodutivi~ 

Ttnru~ 

MU 

Figura 6- Configuração adotada para o prOJeto do radiador crio
gênico passivo compacto. 

As cargas térmtcas incidentes sobre o radiador devem ser per
feitamente dcfintdas. Tratando-se de temperaturas a níveis criogê
ntcos. qualquer fluxo mc1dente, mesmo que de bruxa intensidade, 
pode ser importante. mterferindo dirctamente na temperatura da 
placa fria e consequentemente na sens1btlidade do detector ou no 
fu ncionamento do equipamento refrigerado. Couto e Mantelli 
( 1999) mostram uma metodologia para a avaliação das cargas 
térmicas incidentes sobre satélites em órbita terrestre. 

O desenvolvimento de um sistema criogênico que atenda à~ 
necessidades do PNAE (Plano Nacional de Atividades Espactais). 
conforme apresenta a Agência Espacial Bras1le1ra (AEB) é um 
1mponante passo para o domínio da tecnologia de controle térmico 
a baixas temperaturas. Esta tecnologta pode propiciar o desenvol
VImento de sistemas pass1vos de maior capac1dade de rejeição de 
carga térnúca, visando atender necessidades futuras não só de 
programas espaciais nacionais, mas como também de programas 
internacionais. 
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ABSTRACT 

The "s10te of art" for the thermal contrai of cryogenic systems 
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A review on the t.Msting swdies on 1his area is a/so prese111ed. 
Data obtained 1wth the optimiv:won methodology for pa.ssil·e 
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1094 



A3Cii1 VIl ENCIT - Rio de Janeiro,RJ BRAZIL (November,1998) 

DESENVOLVIMENTO DE UMA ABORDAGEM EXPERIMENTAL PARA 
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RESUMO 

Neste trabalho foram apresentados e comparados trés métodos de detenninação da transferência de calor 
em ti'Oporadores "roff-bond". O método escolhido. baseado na wilização de transdutores de fluxo de caLor, 
foi 111ilizado para quanrificar o efeiro do posicionamenro e da inclinação do evaporador sobre o coejic:ienre 
global de transferência de calor. Verificou-se que quando o evaporador era inclinado levememe para trás o 
roejiciente global de transferência de calor aumemava 6,1% em relação a posição original e que a taxa total 
de trallsfuência de calor passa1•a a ser igualmente distribuída entre os dois lados da placa. 
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O consumo de energia de um refrigerador depende do 
desempenho de cada um de seus componentes: compressor, 
condensador, cvaporador c d1spos1t1vo de expansão. e da 
transferência de calor através das paredes do gabinete e das 
gaxetas das portas. Na ma1ona dos rcfngeradores bras1leiros, o 
evaporador é do upo ·roll-bond'. ou seJa. formado por duas 
placas JUStapostas de alumfnio que ongmam canais por onde 
escoa o refngerante. A práuca atual é selecionar a área deste 
elemento Simplesmente em função do volume mtemo do 
refrigerador, não considerando por exemplo, a d1stribuição c o 
diâmetro dos canaJs, ape~ar destes terem efe1to sobre a carga de 
refrigerante c ~ohre a pressão de sucção do compressor. Desta 
forma. resolveu-se con~tnm uma bancada experimental para 
qunnuficar a trnnsfcrêncw de calor em tais tipos de trocadores. e 
assim poder caracterizar, por exemplo, o efeito da geometria e do 
posiCionamento dentro do refrigerador. Além das técnicas 
convencionais de avaliar o nuxo de calor, este foi também 
avaliado através de transdutores de Ouxo de calor. Testes foram 
realizados com um evaporador 'roll-bond ' em três posições 
distintas no 1ntcnor do gabinete, com o ObJetivo de aplicar a 
metodolog1a desenvolv1dn. Silva (1998). 

Figura I - V 1st a superior do amb1ente de testes 

BANCADA PARA CONTROLE DAS CONPICÓES DE 
FUNCIONAMENTO DO EV APORADOR 

A bancada para teste de evaporadores, construfda para 
controlar e med1r as cond1ções do refngerante na entrada e saída 
do evaporador. está montada no amb1ente de testes, 
esquematizado na Figura I . Compõe-se basicamente de três 
sistemas: i) SIStema de refngeração, ii) sistema elétrico e iii) 
sistema de med1ção. 

O SIStema clétnco e panes dos sistemas de medição e de 
refrigeração estão locahzados no exterior da câmara, em ambiente 
climatizado, o que focllua o controle da bancada. No interior da 
câmara encontra-se a scçllo de teste composta basicamente pelo 
evaporador. disposillvo de expansão e transdutores de 
temperatura e pressão. 
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Sistema de Refrjgcrncão. Os componentes do sistema de 
refrigeração estilo dispostos como ilustrado na Figura 2. 

r---------------, 
COo.IPCN:O••t$ Dol BANC.:lo\ I 

NO 'ITIPOOII Do< CAU""' : r--t-...::--, 

-'""" 
I 
I 

, •.. I 

I I ___ _____________ ; 

Figura 2 - Bancada para testes de evaporadores 

Como mencionado anteriormente. pode-se observar que a 
maior parte dos componentes estilo localizados no extenor da 
câmara de testes. No interior da câmara estão o evaporador, a 



vlilvula de expansão principal (VEP), o visor de lfquido (VLAE) 
e a resistência aquecedora para controle do sub-resfriamento 
(RAI). 

A bancada utihza HFC-134a como fluido refrigerante e 
funciona da seguinte forma: Refngcrante a alta temperatura e 
pressão sai do compressor passando pelos scpnradore~ de óleo 
(SO) e filtro de óleo (FO), mstalados cm séne. Os separadores 
têm sistema automátiCO de retomo de óleo para o compressor. 
enquamo o filtro necessita de retomo manual O pressostato de 
alta (P) deshga o compressor se o sistema ultrapassar seus Imutes 
máx1mos de pre!isão. 

O fiu1do rcfngerante a alta pressão c temperatura segue então 
para o condensador. onde sofre mudança de fase c um possfvel 
sub-resfriamento. A pressão de conden~açilo é controlada pela 
troca de calor no condensador, através de uma válvula que regula 
o fluxo de água de refngeração. Refngerante Hqu1do a alta 
pressão passa do acumulador (AL) para o sub-resfnador CSRL). 
também refrigerado a água, onde o sub-resfriamento pode ser 
aumentado. Em seguida, passa pelo filtro secador (FS) e pelo 
medidor de fluxo de massa (FM). O v1sor de lfquido (VLAF), 
antes do medidor de VnLão, auxiha na verificação do e~tado do 
refrigerante, o qual, necessariamente deve se encontrar na fase 
lfquida nesta posição. 

A reSIStência de aquecimento (RA I), controlada por um PlD, 
tem o objetivo de ajustar o nível de sub-resfriomento untes do 
refrigerante ser expandido na vt11vula tlc expansão pnncipaJ 
tYEP). O visor de líquido logo após u rcsiMência (VLAE). serve 
para verificar a presença de bolhas no nuxo de rcfngcrame antes 
da emrada no dispositivo de expansão. 

A pressão tle evaporação é controlada pela válvula 
pressostática (VEP). Esta válvula ao ser aberta, aumento a 
passagem de Ouido refngerante ao evaporador, aumentando 
assim, a pressão de evaporação Do cvaporador, o refngerante 
~egue para o separador de lfqutdo <SL). de onde apenas vapor é 
a.~ pirado pelo compressor 

A capac1dade de rcfngeração do SIStema é controlada através 
de um by-pass de líquido. c:ompo~to por uma válvula de expan~ão 
(VES) c um cvaporador sccundáno. c de um by-pass de vapor, 
que liga o filtro de óleo ao separador de lfqu1do. 

Sistema de Medição. Durante os cxpenmcntos foram 
ullhzados transdutores para a mcdtção de temperatura (TPID. TI 
e T2), pressão (TA. TBA c TBD) c fluxo de m~~a (FM), também 
mdtcados na Figura 2. As inceneza~ de medição deMc!> 
transdutores, foram composta~ pelo máxima dispersão du medição 
encontrada durante a calibração c pelo erro de :tjuste da curva de 
calibração, Gonçalves ( 1994). Os valores resultantes foram: 
±0.04 kg/h, ±0.05 bar e ±0,2 °C. 

MÉTODOS DE A V ALIACÃQ DA TAXA DE CALOR 
TRANSFERIDA PARA O EVAPORADOR 

O evaporador em estudo é do tipo ·roll-bond' de placa plana. 
como tlustrado na Figura 3. 

Este evaporador está montado no mtenor de um refrigerador 
de 230 litros, que por ~ua vc1 co,tá locahzado no mtenor da 
cãmara com temperatura ambtentc controlada. como i lu~trado na 
F1gura I. Na Figura 2 é po~sívcl \Crtficar a posição do 
evaporador em relação ao Sistema de rcfngeração da bancada. 

O coeficiente global de transferência de calor do evnporador, 
será determinado através da scgumte relação (lncropera.l990): 
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qfl'(l{l 

U., .• p =A .(T - T,,.{l) 
l'ltill " 

( I ) 

onde U.,"~'. A.,,.,, '0, , T<ur c q<"P' correspondem 

respectivamente ao coeficiente global de tmnsferência de calor do 
evaporador, à área superficial total do evaporador, à temperatura 
mécha do ar na reg1ão frontal do evnporador: à temperatura de 
evaporação inferida a panir da pressão de evaporação e à taxa de 
transferência de calor 

-,-

·-

Figura 3- Evaporador ·roll-hond' (Sitm 230 litros) 

Os valores utilizados no detennmoção de 'T1,'. (TI. T2. T6. 
TI. 1'8), foram os med1dos nas postçõcs tnd1cad~ na Figura 4 

ITI I VISTA 

+T6 
LATEM!.. 

+n 
EVI\l'ORADOR li :~.-----. j 

T•·TitTltT6+T7+TI ,--
lO anel !o 

r~J .... t T1 SUPERIOR. 

- ~:" 
: 

Figuro 4 - Pos1ctonamcnto dos tcrmopare!> para mcdtr a 
temperatura do ar na face frontal do evaporador 

O valor de 'q.,.p· pode o,cr avaliado de dtvcrsas formas e é 
ISto que diferencta o~ métodos de análise a seguir apre~entados. 

Método Direto. Ne'>IC método () nuxo de calor sendo 
transfendo no evaporador é obudo dtretamcntc atravé~ de um 
balanço de encrg1a no evaporador. o que ong1na a equação a 
~cguir: 

q._ap =til.(h1 -hJ (2) 

onde • ri1' c 'h' representam respectivamente o Ouxo de massa e a 
cntalpia espedfica do refrigerante. 



A~ condiçOcs tcrmodmfimicas do refrigerante nos pontos I c 
4 estão representadas no dtagrama pressão-entalpia da Figura 5, 
ressaltando-se que as entalpta~ foram obttdas a partir de medições 
de pressão e temperatura nos pontos de mteresse. 

p 

h 

Ftgura 5 • Dtagramn prcssão-cntalpia 

Método lndircto. Independentemente do método empregado. 
é necessário que os omhicntcs externo c mterno ao refrigerador 
tenham suas temperaturas controladas. O sistema de climatização 
da cãmarn controla a temperatura externa ao refrigerador. Já a 
temperatura interna é comrolada por resi ~tênc ias elétricas 
postctonadas na pane tnfenor do gabinete, como ilustrado na 
Figura 6. 

Câmara 
TE Relngerador 

(gabmete) 
Tt 

V" Evaporador 
qp • Tevap 

$ 
qevap 

q, 
1ft 

~ Res•stênaas 
Elétricas 

Figura 6 - Esquema da situação de te~te 

O método mdireto, considera que todo calor transmitido 
através das paredes do rcfngerador ·qP' devido à diferença entre a 

temperatura ambiente médlil externa · 'fc · e a temperatura média 

interna do gahtnctc · ~ ·. adtctonado ao calor gerado pelas 

resistência~ elétrica~ "q,', é ab~orvtdo pelo Outdo rcfngerante, ou 
SCJ3. 

(3) 

O valor de ·q,' corresponde à própna potência dtsstpada pelas 
resistênctas elétncas. c 'qr' pode ser detcnrunado atra\'és da 
seguinte expressão: 

(4) 

O parâmetro (UAlr é determinado experimentalmente através 
de teste regulamentado pela norma técnica NTBOOII9 (1992). O 
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ensaio consiste cm manter o ar no tntcrior do gabmete numa 
temperatura supcnor à temperatura externa, através do 
acionamento de rc~tstênctas clétricas com pOLência não superior a 
50W, in~taladas na supcrfTcic inferior do gabinete, como ilustrado 
na Figura 6. Tats rcmtênctas são controladas por um variador de 
tensão sendo a sua potênc1a 'q,' medtda através de um transdutor 
de poténcta. Desta forma. o fator UA do refrigerador é dado por: 

(UA) - q, 
" (TE.- T,) 

(5) 

A temperatura médta 1ntema corresponde à média aritméttca 
das temperaturas TI, TI, T3. T4, c T5. medidas nos pontos 
ind1cados na F"igura 7. Os transdutores que indicam as 
temperaturas TT. TO. TF e TE. foram postcionados a I O cm das 
paredes, no centro geométnco dus laterais e da porta. A média 
aritmética destas 4 temperaturas corresponde à temperatura médta 
ex tema. 

•n 

VISTA LATilltAl. 

+TI 

VISTAS~ 

"lU 

n.r•~]~ • •rr 

TI j 

"TI! 

Figum 7 - Posictonamcnto dos transdutores de 
temperatura paro o teste de UA 

Todos os transdutores utilizados na avaliação da temperatura 
do ar. foram brnsaúo~ com estanho no centro geométrico de 
massns ténmcas padrões de cobre. Os accssónos do refngerador, 
tats como prateleiras c gavetas, foram removidos para permitir a 
instalação das reStStênctas e para evitar a estratificação térmica. 
As res1stênctas foram cobcnas com papel alumínio para fac11itar a 
dissipação de calor D01s furos com diâmetros de 
aproxtmadamcnte 25mm. foram rcal1zados na parede postenor 
para perrntttr o ncoplamcnto do rcfngcrador à bancada. 

Os valores de UA e suas mcerteL3S de medtção, estão 
relacionadas na Tabela I. para 3 d1ferentes condições de teste. 

Utthzacão de Transdutores de Fluxo de Calor. Este método 
consiste na avahação dtreta do nuxo de calor transferido para o 
refngerantc, através da utthzação de transdutores de fluxo de 
calor com d1mensões de 5xl cm, d1spostos nas superfícies frontal 
e postenor do cvaporador {entre canrus), como ilustrado na 
Figura 8. 



Tabela I -Valores de UA (refrigerador anexado à bancada) 

TESTE J T ESTEZ TESTE J 

q.fW) 42.11 ±0.10 45,46:!: 0,10 46.44:!: 0, 11 

~ ["C) 
42,73±0,10 50,02:!: 0,10 56.88 ±0,10 

~ roCJ 18,55 ±O,IS 25,21 ±0,15 31.74 :t0.15 

UA [WrC) 1,74 :t 0,01 1,83:!: 0,01 1,85 ± 0,01 

FACE .FRONTAL FACEPOSIDUOR 

qt" 

Figura 8 - Dislribuição dos transdutores de fluxo de calor 
nas faces do evaporador 

Desta forma 'qe,'P' é dado por: 

q tl'tlp = q ;,"1' X At\111' (6) 

sendo, 

["] ["] 
L,q; L,q; 
_,.. + ..!.!! 

11 TI 

FIICE FIICE 
FRO,VTIII. POSTERIOR 

qti'Of' : (7} 
2 

onde 'n' é o número de transdutores de fluxo de calor em cada 
face do evaporador. 

Um transdutor de fluxo de calor, em geral, quando submetido 
a um fluxo térmico, registra um gradiente de temperatura 
decorrente da sua configuração mtema e que por sua vez é 
proporcional a este fluxo. Nos transdutores utili7..ados no presente 
trabalho, GUths et ai. (1995), este gradtente de temperatura é 
gerado num plano tangencial ao plano de med1ção, devtdo a uma 
assimetria fís1ca que desvia as linhas de fluxo, como ilustrado na 
F1gura 9. A Figura 10 apresenta um desenho e~quemáuco do 
transdutor abeno. 

Este tipo de transdutor é composto por um supone metálico 
de constantan, sobre o qual estão depoSitadas camadas de cobre, 
formando o que denomina-se de termopar planar a eletrodos 
depositados. Pinos de cobre em contato com uma das 
extremidades do termopar, desviam as linhas de nuxo de calor, 
gerando o gradiente de temperatura. Os termopares estão ligados 
em série. e cada um convene a diferença de temperatura em força 
eletromotriz (f.e.m.) através do efeito Secbeck. 

1098 

Na Figura I O podem ser observadas os várias camadas de 
cobre, na parte inferior, depositadas ao longo de uma longa lira 
de constantan, e os pinos de cobre, na parte superior, 
responsáveis pela assimetria das lulhas de fluxo. 

thu e • • ••'•' 

~ 

Figura 9 - Vista lateral de um transdutor em corte. 

Figura lO- Vista de um transdutor abeno 

COMPARACÃO ENTRE OS MÉTODOS 

Com o objetivo de comparar os três métodos utilizados na 
avaliação da taxa de transferência calor 'q.,.r' para o evaporador, 
foram realizados dois testes nas seguinte!> condtções: 

A) ( ~ = 8,13"C: TE= 32,53"C)-+ 6.T = 24.40"C 

B)( ~ = 12,27"C: ~ = 43.16"C)-+ 6.T = 30.89"C 

Neste caso. a saída do evaporador foi mantida l>Uperaquecida 
para a determinação da entalpia 'h1' necessánn ao método direto. 
Para o parâmetro (UA)p, uulizudo no método tndireto, foram 
assumidos os valores de 1,85 [W/K] de acordo com a Tabela I 

para TE - 32°C, e 1,95 [W/K] extrapolando os resultados desta 

tabela para ~ - 43"C. 

A Tabela 2 apresenta os valores de 'q ... r' determinados a 
partir dos testes A e B. 

TE.ST 
E 

A 
B 

Tabela 2- Comparação entre métodos, ·q.,~~'· (W) 

METOOO 
DlRETO 

58,5 
59.1 

METOOO 
tNDtRETO 

59,0 
60.2 

UTU tZAÇ ÃO DE 
TRANSDUTORES 

60,5 
61.1 

Pode-se observar que a mruor diferença encontrada entre os 
métodos não ultrapassou o valor de 2 W. o que representa apenas 
-3,3% da taxa de calor medida com os transdutores. 

Os resultados obtidos permitem conclu1r que os métodos 
apresentados não diferem significativamente entre SI, optando-se 



então, nos demais testes, pela utilização de transdutores de fluxo 
de calor, em fu nção da sua praticidade e sobretudo, pela 
possibilidade de se avaliar a distribuição do fluxo de calor em 
ambas as faces do evaporador. 

AV ALIACÃO EXPERIMENTAL DO COEFICIENTE GLOBAL 
DE TRANSFERÊNCIA DE CALOR DO EV APORADOR 

O coeficiente global de transferência de calor 'U•••P' do 
trocador de calor cm questão. foi determinado variando-se o seu 
posicionamento no imerior do gabinete. 

Foram realizados três grupos distintos de testes como 
indicado na Figura I I: i) evaporado r na condição original 
(posição I); ii ) evaporador inclinado mais para frente (posição 2): 
iii) evaporador inclinado para trás (posição 3). Estas variações 
tiveram como limae as grades horizontais do refrigerador 

Suoerfkie 
postenof 

POSIÇAO I 

co e\looorocror 

POSIÇAo 2 POSIÇ).O J 

o. s.o• 

Figura 11 - Posições do evaporador no interior do gabinete 

Os pontos experimentais foram obtidos mantendo constantes 
a pressão e temperatura do refrigerante na entrada do dispositivo 
de expansão, a pressão de evaporação e o tluxo de massa de 
refrigerante, enquanto a temperatura interna do gabinete era 
variada. A condição do refrigerante na safda do evaporador foi 
mantida sempre saturada para garantir uma maior uniformidade 
da temperatura superficial do evaporador. 

O valor de 'qmp' foi obtido através das indicações dos 
transdutores de fluxo de calor fixados nas superffcies posterior c 
frontal do evaporador. 

Foram realizados 20 testes para cada posição do evaporador. 
As leituras tiveram duração de 30 min c foram realizadas uma 
hora após a bancada ter ating1do condições de estabilização. 
Dentro do intervalo de 30 minutos escolheu-se um outro intervalo 
de 5 min, onde o limite máximo aceitável para a variação de 
temperatura, pressão e fluxo de massa era respectivamente de ± 
0,2 ~c. ± 0,05 bar e ± 0,025 kg/h. Finalmente escolheu-se um 
intervalo de I min do intervalo de 5 min, executando-se um 
processo de média com os valores registrados. 

As Figuras 12, 13 e 14 mostram respectivamente os 
resultados obtidos para o evaporador nas posições I. 2 e 3. 

As linhas representam o ajuste dos pomos experimentais 
através do método dos rnfnimos quadrados. O coeficiente de cada 
polinômio de primeira ordem corresponde ao valor de 'UA' do 
evaporador. Estes coeficientes deram origem aos seguintes 
valores de ·u ... P·: 7,69 [W/m2.K) (posição original). 7,79 
[W/m2.K] (inclinado para frente), 8,16 [W/m2.K] (inclinado para 
trãs). 

Como pode ser observado, o coeficiente globaJ de 
transferência de calor não foi fortemente afetado pela posição do 
evaporador. Isto deve-se ao faro das limitações impostas pela 
geometria do refrigerador para variação das posições. Dentro 
destas condições, a melhor posição foi a inclinado para trás. 
Nesta posição, o valor médio de 'Ucvap' foi 6, I% superior ao 
valor médio encontrado para o evaporador na posição orig.inal. 
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As Figuras 15, 16 e 17 ilustram, respectivamente para as 
posições I, 2 e 3, os valores das taxas de calor transferidas 
através das faces frontal e posterior do evaporador, na forma de 
valores percentuais. 

Nas posições I e 2 verifica-se que uma maior taxa de calor é 
transferida para o nuido refrigerante através da face frontal do 
evaporador. Entretanto, quando o evaporador é inclinado para 
trás, esta diferença praticamente desaparece. 
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CONCLUSÕES 

Este trabalho apresentou uma metodologia e~pecrtica para a 
avaliação experimental da transferência de calor cm evaporadores 
"roll-bond''. baseada na uuli1ação de transdulorcs de fluxo de 
calor. 

O efeno do posicionamento do cvaporador no intenor do 
gabinete, sobre o valor de 'Uc>.p.. foi efetuado. Como as 
mclinações eram hm1tadas pelo espaço hvrc mtcmo do gabmete. 
as diferenças observadas não foram s1gmficauvas. 

A pamr de um processo de regressão, verificou-se que o 
evaporador apresentou melhor dc~cmpenho quando estava 
inclinado para trás. Nesta pos1çào. o de~cmpcnho fo1 6.1% 
superior ao valor assoc1ado com a po~H;ão ongmal. 
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ln this work Lhree methods to C\ aluate the hcat tran~fe r 1n 
roll-bond evaporators were prc~cnted nnd comparcd. The cho,en 
mcthod. based on hcat flux meters. wns employed to study Lhe 
evaporators posn10nmg effcct on thc ovcrall heat tran~fer 

cocfficient. lt is shown thaL the overall heat transfer coeffictent IS 

increased by 6.1% when the plnle is shghtly ultcd backwards. At 
this sarne posnion the overall hcat transfcr rate is cqually 
distributcd betwcen both s1des of thc evaporator. 
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RESUMO 

O ohp!lti'O deste trabalho é apresentar um código compuwcional de nawrew pennanente, aplicado a ""' 
tipo especifico di' refrigerador de I porta. constituído por um compressor hermético altemtlftvo, 11111 

evaporador "roll-bond", 11111 condensctdor arame sobre wbo e 11m trocador de calor tubo capilar-linha de 
sucção do tipo concê11trico. As prel'isões do modelo são comparadas com testes de "pu/1-tlown", realizados 
em duas temperaturas wnbtente. Uma análise de sensibiltdade do modelo englobando variações na 
temperat11m ambtellle e em alguns parâmetros geométrtcos, é também apresentada e discutida. 

INTRODUCÃO 

O emprego de nu1dos refngcrantes ecologicamente aceitáveis 
c o con~umo de cncrg1a têm ~1do ullhlados pelas mdústrias de 
rcfngeração como elemento!> de markeung. IMo faz com que a 
trans1ção para SIStemas que operem com novos fluidos deva ser 
acompanhada por ações que v1sem pnncapalmcntc a redução do 
consumo de energta. 

O proJeto de refngcradores c frcczcrs é reuo geralmente 
através da uuhtação de processo!. mdavaduaas de cálculo para os 
componentes básacos (compressor, condensador. cvaporador e 
tubo captlar) acompanhados de teMe~ cxpenmcntats. Este 
procedimento exagc a reahtação de vário~ testes experimentais 
que consomem tempo c recursos. poas o processo de 
damensionamento não consadcra o anter-relacionamento entre os 
componentes. Um procedimento alternativo consiste na utilização 
de modelos compuwcaonaas que pcmutam simular o 
comportamento Integrado dos componentes do SIStema, como 
fom1a de gerar produtos com menor consumo de energia. Através 
destes modelos torna-se possível avaliar várias opções de projeto 
antes da necessária fase experimental. 

A contnhuiçõo maior deste trabalho é apresentar um modelo 
para a simulação cm regunc permanente de um tapo e:.pccílico de 
refngcrador, acompanhudo de um conjunto de resultados 
expenmentais utlhtndos na ~ua validaçiio. O refngerador 
utihtado é um modelo samplcs, de I porta e sem congelador. O 
flu1do refngerantc uttluado é o HFC-134a e o isolamento é de 
pohuretano. cxpandado com CFC-11 . 

Devado a hmuaçào de espaço. l.erão apresentadas apenas a 
estrutura geral do programa. as modelações do compressor. do 
trocador de calor tubo capalar-ltnha de sucção e da transferência 
de calor para o antcnor do gabmete, o mventário de massa, a 
validação do modelo c uma pequena análise de senstbtlidade. 
Maaores detalhes podem ser encontrodos em Klein ( 1998). 

ESTRLHURA GERAL DO PROGRAMA 

O fluxograma geral do programa é mostrado na Figura I. 
Como dados de entrada, são ncccs~ários apenas os parâmetros 
físicos do refrigerador c a temperatura ambaentc. 
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A~ estimativas anicanis dal> tcmpcratums de condensação, de 
evaporação, nu entrada do compre~sor c do gubmcte são obtidas 
através de funçõc:. dependente:. da temperatura ambiente, 
inseridas dentro do própno programa. Embora para muitas 
situações estas funções não esttmcm valorc) multo próx1mos do 
real. cm nenhum caso observou-se qualquer problema de 
convergência. 

O programa mtcaa com a ~•mutação do compressor, que 
depende da temperatura na entrada deMe componente, c também 
das tcmpcraruras de evaporação, de condensação e ambaente. Os 
próxamos componentes a serem Mmulados ~ão o condensador e o 
trocador de calor tubo captlur-hnha de sucção. os quaas além dos 
dados de entrada. necessitam das condtçõe~ do fluido refrigerante 
na saída do componente antenor. 

Apól> a stmulação do trocador de calor. a temperatura de 
condensação é aju~tada atrav6~ do métouo du falsa posição, até 
que os fluxos de massa rornccido pelo compressor e pelo tubo 
capilar seJam 1gu:us. 

Em scguada stmula-se a parte da linha de sucção 
compreendida entre a ~arda do trocador de calor e a entrada no 
compressor. A tcmpemtura na entmda do compressor, arbitrada 
tnicaalmcntc, é substituída pela temperatura na safda da linha de 
sucção calculada. até que nilo hajam mais modalicações nestes 
valores. 

O passo segutnte é a ~imulação do calor transferido para o 
mtcnor do gabinete. São uttlttadas as temperaturas amb1ente, do 
gabmcte e da placa do evaporador Na simulação do evaporador, 
a capacadade de refngeração de'e ~er aguai ao calor transferido 
para o antenor do gabtnete. Em caso contrário. acréscimos ou 
det:réscamos são efctuados na temperatura do gabtnete. até que 
esta agualdade seJa estabelecida. 

Conhecada a entalpta do refngerante na s:úda do evaporador, 
o fluxo de ma\sa c a capactdade de rcfngeração, determina-se a 
entalpaa uo refngerante na entrada do evapomdor. Esta, por sua 
vez. é comparada com a entalpta do refngerante na saída do tubo 
capalar. A temperatura de evapomção é aJustada através do 
método da falsa posrção até que estes valores coincidam. 

A últtma pane do programa está relacaonada com o cálculo da 
massa de refrigerante contida no sistema na condição de melhor 
desempenho do refrigerador. ou seja. quando o refrigerante 
encontra-se no condiç!l.o de vapor saturado seco na saída do 
evaporodor. 
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MODELACÃO DO COMPRESSOR 

A modelação do compressor baseia-se em relações 
termodinâmicas que estimam o fluxo de massa c a potência de 
compressão, juntamente com algumas relações obtidas a partir de 
experimentos. 

Os testes experimentaes foram renlilados em um calorfmet.ro 
de flu ido secundário, onde foram realizadas medições de pressão 
e temperatura nos passadores de sucç~o e dc~carga e nas câmaras 
de sucção c descarga de um compreJ.sor espcctalmentc 
instrumentado, além das mcd1çõcs de rotina, tais como 
temperatura do corpo do compressor, potência clétrica, fluxo de 
massa e capacidade de rcfngcração. 

Através destes testes foram ajustadas correlações para 
determinação das quedas de pressão entre o passador e a câmara 
de sucção (queda de pressão na sucção) c entre o passador c a 
câmara de descarga (queda de pressão na descarga), além de 
correlações para determinação da elevação de temperatura entre o 
passador e a câmara de sucção (elevação de temperatura na 
sucção) e queda de temperatura entre a câmara e o passador de 
descarga (queda de temperatura na descarga). todas em função 
das temperaturas de condensação. evaporação e do corpo do 
compressor. 

O fluxo de massn deslocado pelo compressor, rit,0""'. é 

determinado pela Equação I, onde o termo entre colchetes 
representa a forma usual de se expressar o rendimento 
volumétrico ideal. Entretanto, deve-se ressaltnr que tanto os 
efeitos de vazamento, que aparecem na determinação do expoente 
polittópico. como a perda de carga nas válvulas de sucção e 
descarga já cstl!o contempladas nn equação proposta. o que faz 
com que as suas prevtsões se aproximem consideravelmente do 
valor real. 

lil<omp = 1'\id [/+C-) ~JCÇ y/nl 
sue "l Psuc J 

(I ) 

Na equação antenor os termos li11 • "sue • C • PfJcs • Psuc . 

n representam respccuvamente o deslocamento volumétrico. o 
volume específico na câmara de sucção, a fração de volume 
mono. a pressão na cãmara de descarga, a pressão na câmara de 
sucção e o expoente pohtróp1co. 

A potência elétnca consum1da pelo compressor. \V • é 

determinada diretamente a pan1r da potência de compressão, ~\~. 

através das Equações 2 c 3. 
As constanres A1 e A2 foram determmadas a parur de testes 

calorimétricos, podendo ser encontradas cm Kletn ( 1998). 

l [ (• 'Y. ]) • • 11 Pnr.s • 
Wc = 111,·,mp - PsucVsur (-l -1 

11 - I Psuc) 
(2) 

W = Fep(A1 + A1~Vc) (3) 

Como todos os pontos utili1ados na determinação das 
constantes A1 c A2 são referentes n uma temperatura de corpo 

do compressor de 60 °C, a relação obuda deve ainda ser 
muJuplicada pelo fator de corrcção Fc,. • também detcnrunado 

experimentalmente como uma função da temperatura do corpo do 
compressor. 

A pressão no mtenor da câmara de sucção é obuda 
subtraindo-se a queda de pressão na sucção. da pressão de 
entrada oo compressor e a temperatura através da soma da 
elevação de temperatura na sucção à temperatura na entrada do 
compressor. Como a pressão na safda do compressor é conhecida. 
subtrai-se deste valor a queda de pressão na descarga para se 
obter a pressão na câmara de descarga. A temperatura na câmara 

1102 



de descarga, Tflr.s • é dada pela Equação 4, obtida através da 

sub~tituição da equação do~ gases perfeitos na relação de 
compressão pohtróp1ca A temperatura na saída do compressor é 
detenrunada subtramdo-se a queda de temperatura na descarga da 
temperatura na câmara de descarga. 

(4) 

O expoente pohtrópíco fo1 detenrunado através da equação a 
segu1r. onde as prc~~ões c os volumes específicos na sucção e 
descarga foram também obt1dos a parur de testes de calorfmetro. 

(5) 

MODELACÃO DO TROCADOR DE CALOR TUBO 
CAPILAR-LINIIA DE SUCCÃO 

Mc1avila (1995) dc~cnvolveu um programa computacional 
denominado CAPIIEAT, capaz de fornecer o nuxo de massa 
através do capilar, a temperatura na saída do trocador e o título na 
saída do capilar, cm função das condições de operação e da 
geometria do trocador de calor. 

Este programa, entretanto, apresenta dificuldades de 
convergência para algumas situações, o que impossibilitou o seu 
acoplamento ao programa sendo desenvolvido. Desta form~ 
optou-se por uuli.(,3J' resultados fomec•dos pelo CAPHEAT para 
gerar correlações que pudessem ma1s fac1lrnente ser inseridas no 
módulo computacional. ObJcto deste trabalho. 

Para o desemolv1rnento destas correlações. fez-se necessário 
a utilização de um método estatístico conhecidO como projeto 
fatorial (racionado em do•s nível\ (ver Box et ai. ( 1978)), com a 
finalidade de rac1onahnr o número de "pontos experimentais'' 
necessários para a descnçao adequada do fenômeno. 

Como dados de entrada, foram consideradas 8 variáveis: 
pressão de condensação, grau de sub-resfnamento ou tftulo na 
saída do condensador, temperatura de evaporação, grau de 
superaquecimento na saíd3 do evaporador, diâmetro mtemo do 
tubo capilar. comprimento do tubo capilar, comprimento da 
regiãO de entrada (distância entre o mício do tubo capilar e o final 
do trocador de calor) c o comprimento do trocador de calor. 

As correlações desenvolvidas foram comparadas com as 
previsões do program3 CAPHEAT. em diversas condições 
geométricas e operacionais, quando se verificou uma dispersão 
máxima de +1- 10%. 

MODELACÃO DA TRANSFERÊNCIA DE CALOR PARA O 
INTERIOR DO GABINETE 

De acordo com a Equação 6, a transferência de calor para o 
intenor do gabmete. q.,, . f01 d1v1d1da cm duas partes princ1pa.is: 

i) transferência de calor através da região da gaxeta ( q ~(&tu ) e ii) 

transferência de calor umdimens10nal através das paredes e porta 
do refrigerador ( qll> ). 

(6) 

Flynn et ai. (1992) desenvolveram um programa utilizando a 
técmca de elementos finitos para analisar a transferência de calor 
através da região da gaxcta de refrigeradores e freezers, e 
concluíram que esta região é responsável por cerca de 25% da 
transferência total de calor para o gabinete. A Equação 7, mostra 
que a transfcrênc1a de calor atrav~s da reg1!10 da gaxeta pode ser 
dividida em 4 panes. i) condução de calor através da gaxeta 
propriamente dna ( q to"'" ) , 1i) vazamentos ( q,..,,.._1010 ), iii) 

condução de calor através do Oange da porta ( q1.,_,) e i v) 

condução de calor atravé~ do nange da parede ( q 1 .,,,.Jr ). A 

transferênCia de calor através dos flangcs da parede e da porta 
deve-se a efenos bid1rnen~10nrus , que ocorrem ao longo do 
perímetro do gabinete. 

(7) 

A transferência de calor mravés da região da gaxeta é 
determinada através da Equação 8, onde os símbolos L«o.r , T,mb 
e T,.ab representam respectivamente o comprimento da gaxeta. a 

temperatura ambiente e o temperatura do ar no gabinete. Para 
determmação da transferênci:~ total de calor foram realizados 
experimentos para deterrmnar o valor de UA do gabinete em três 
temperaturas ambiente distintas de acordo com a norma 
NTB00/19 ( 1992). A transferência de calor unidimensional fo1 
dctcrm.inada nesta~ mesmas temperaturas. Estes valores foram 
substituídos na Equação 9. a partir da qual determinou-se urna 
função para a constante K. dependente apenas da temperatura 
amb1entc. Vale ressaltar que a inversão das temperaturas na 
Equação 9 está rclac1onada com o fato da temperatura do 
gabmete ser manuda superior a temperatura amb1ente na 
reali1..ação do~ testes de UA. 

(8) 

K = q,.,, - qm 

L~a.r ( T,.,, - T,mb) 
(9) 

A transferência de calor unidimensional através das paredes e 
porta do refrigerador é calculada de mane1ra s1mples, resolvendo
se um problema de condução de calor através de uma parede 
composta, formada pela chapa metálica, isolamento e caixa 
plásuca. 

Para os lados externo c interno do gabinete. os coeficientes de 
transferência de calor por convecção, determinados através de 
correlações para placas planas em convecção natural. são 
somados aos coeficientes de transferência de calor por radiação. 
Vale ressaltar que no lado mtemo do gabinete considerou-se o 
fator de forma entre as paredes e porta do refrigerador c a placa 
do evaporador. através do acoplamento de urna sub-rotina do 
código computacional NBSW, desenvolv1da por Kusuda (1975). 

INVENTÁRIO DE MASSA 

O cálculo da massa total de refrigerante é dividida em 3 
panes: i) rcfngerante nas regiões de fase única, ii) refrigerante 
nas regiões bifás1cas e ii1) refrigerante dissolvido no óleo do 
compressor. 

Nas reg1ões de fase única, a massa de refrigerante é 
determinada através da Equação 10, que utiliza urna densidade 
média do refrigerante para uma determinada seção. 
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m,11 = L, p,dV = vp, (10) 

Nas repões bifásicas. a massa de refrigerante é detcnrunada 
através da Equação I I, que considera a soma das contnbu1çõe~ 
da fase vapor com a f~e lrqu1da. O desenvolvimento completO 
desta equação é mostrado por R ice (I 987). 

m,~1 = m1 + m, = v[p, a( i')+ p1( 1-a{x))) (I I) 

A fração de va110 em função do título de refrigerante foi 
obtida através do modelo de Hughmark ( 1962). 

A quantidade de refrigerante dissolvida no óleo depende da 
pres~llo e da temperatura no Interior da carcaça do compressor e 
da natureza do óleo e do refngcrante cm questão. 

holando a massa de refrigerante, m, , na definição de 

~olub11idadc, Sol , mostrada na Equação 12, pode-se dctcrmmar a 
quantidade de refrigerante dissolvida no óleo, uma vez que as 
Equações 13 e 14 foram obtidas a parur de curvas fornecidas pelo 
fabricante. 

m, 1- -
So - 111, +m., 

So/=exp(C~ +C1 1nT) 

C1.C1 =J(P) 

VALIDACÃO DO PROGRAMA 

( 12) 

( 13) 

(14) 

O modelo dcscnvolndo fo1 validado através da comparação 
com resultados experimentais (testes de "pull-down" ), realizados 
na.~ temperaturas ambiente de 32 c 43 •c. 

Os teste~ foram realizados no mterior de uma câmara com 
temperatura controlada. seguindo recomendações da norma ISO 
7371185( E). 

Foram instalados transdutores de pressão nas linhas de sucção 
e descarga. ambol> po~icionados a uma distãnc1a de 
aproximadamente 8cm da carcaça do compressor, com incertezas 
de medição respectivamente de 0,02bar e 0.05bar. 

As med1çõcs de temperatura foram realizadas através de 22 
tcrmopares tipo T, t·om mccrteza de med1ção de +1- 0.2 "C. Do~ 
22 termoparc\, 3 foram instalados no compressor, 9 na região de 
alta pressão. 7 na placa do evaporador e 3 na linha de sucção. 

A potência elétrica consumida pelo compressor foi obuda 
atra,és de um watfmetro, cuja incerteza de medição é de +1-
0,25'h do valor md1cado. 

A Tabela 1 mostra uma comparação entre os resultados 
numéncos e expenmentais relativos às pressões na sucção e 
descarga do compressor. 

Pode-se venficar que o modelo reprodut. ra?oavelmente bem 
os resultados experimentais tanto para a pressão de sucção como 
de descarga. Em amhos os casos a d1fcrcnça se situa em tomo de 
O, I 3bar 

Algumas temperaturas do sistema prev1Mas pelo program::1 
são comparadas com resultados experimentais na Tabela 2. 

Pode-se observar a boa concordância entre os valores 
experimentais c computacionais das temperaturas do gabinete. de 
entrada e saída do compressor. Esta boa concordância pode ainda 
ser observada para as demais temperaturas do sistema, conforme 
apresentado cm Klein ( 1998) 

Tabela I - Validação do programa- pressões na sucção e 
descarga do compressor 

Temperatura 
amb1entc 

<"C) 
32.0 43.0 

Pressão nn sucção Expcnmental 0.84 1.12 
do compressor Computacional 0,96 1.25 

(bar) Erro absoluto 0,12 bar 0,13 bar 
Erro relativo 14,2% 11,6% 

Pressão na descarga E"<perimcntal 11,32 15.16 
do compre~sor ComputaciOnal 11.48 15,24 

(bar) Erro absoluto 0,16 i>ar 0,12 bar 
Erro relatiVO 1,4% 0,5'h 

Tabela 2- Validação do programa- tempennuras do SIStema 

Temperatura 
ambtcntc 

<"C) 
32.0 43,0 

Temperatura do Expcnmental -3.5 5,2 
gahmete Computacional -2.7 5,4 

{ •C) Erro absoluto -o.s •c 0,2"C 
Temperatura na entrada Expcnmental 44.4 55.1 

do compressor Computacional 44,9 55.2 
( •C) Erro absoluto O.S"C 0.1 <c 

Temperatura na ~aída Expcnmental 73.0 88,3 
do compressor Computacional 74,5 88,6 

(C) Erro absoluto t.5 ·c o,3 <c 

A Tabela 3 aprt!l>cnta a comparação entre os resultados 
expenmenta1s c computacionais da potí!ncia clétrica consum1da 
pelo compressor 

Também neste caso. o modelo reproduliu razoavelmente bem 
os resultados experimentais. 

Tabela 3 ·Validação do modelo· po1ência elétrica comumida 
pelo compressor 

Temperatura 
amb1ente 

< •c> 
32,0 43.0 

Potência Expenmental 67.3 76,3 
clétrica Computacional 68,7 77.1 

(\V) Erro absoluto 1,4W 0,8W 
Erro relativo 2.1% 1.0~ 

ANÁLISE DE SENSIBILIDADE 

A Figura 2 apresenta a mnuêncla da altura da placa do 
evaporador sobre a potência elétrica consumida pelo compressor 
e sobre a temperatura interna do gabinete. Diminuindo a altura da 
placa do cvaporador ocorre uma d1minu1ção na potêncHl elétnca. 
já que a temperatura de condensação mantém-se praticamente 
constante c a temperatura de e'aporaç:!o sofre uma redução. A 
redução da temperatura de cvaporaçiío ocorre porque ao ~e 

reduzir a área da placa. reduz-se também a quantidade de energia 
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sendo entregue no evuporador pelo lado do ar. Com o intuito de 
estabelecer o equilfbno, o compressor redUL a sua capacidade de 
refrigeração mravés da redução da temperatura de evaporação. 
Apesar da redução da temperatura de evaporação, a temperatura 
interna do gabmete se eleva dev1do a redução na área de troca de 
calor. 

100 -r------ -----------,- iO 

710 

~ .. s 180 

:!! 
Ui 
.(! 
<> c: 

•41 

õ 
Q. 

77.0 

1e.o 

1s.oL-1 
O I O,V 1.0 1,1 1.2 

Altura do evaporador I Altura original da placa do evaporador 

Figura 2 - Desempenho do refrigerador cm função da altura da 
placa do evaporador 

A F1gura 3 aprcl>cnta a mOuência do número de aletas do 
condensador sobre a potênc1a clétnca consumida pelo compressor 
e sobre a temperatura mterna do gabmetc. Pode-se venficar que 
quanto maior o número de aletas menor será a potênc1a elétrica c 
a temperatura mterna do gabmete. Este efeito explica-se através 
do aumento da temperatura de condensação com a redução do 
número de aletas Este aumento vem acompanhado de um 
aumento na tcmper:nurJ de evaporação, responsável pelo 
aumento da temperatura mtcrna do gabinete. O aumento da 
potência elétnca é decorrente dos aumentos nas temperaturas de 
evaporação c condensação. 

Vale ressaltar que a correlação utilizada no determinação do 
coeficiente de transferência de calor para o lado externo do 
condensador não levo cm conta o espaçamento entre as aletas. 
ponanto, deve-se utili7ar o bom senso na escolha do número 
máximo de alctas que pode ser util izado na simulação. 

Em relação ao e~tado do refngerante na salda do 
condensador, este praticamente nilo ~e altera, visto que um 
aumento na área de troca de calor do condensador (número de 
aletas) vem acompanhado de uma redução na temperatura de 
condensação. 

A Figura 4 apresenta a inOuênc1a da e~pessura do isolamento 
do gabinete do refrigerador sobre a potência clétrica consumida 
pelo compressor c sobre a temperatura tnterna do gabinete. Nesta 
análise. a área l>upcrlic1aJ externa do refngerador foi mantida 
constante, ou seja. a diminuição ou aumento da espessura do 
Isolamento fo1 acompanhada de uma vanaçlio no volume interno 
do refrigerador. Como era esperado, o aumento na espessura do 
isolamento fez d1m1nu1r a quantidade de calor passando para o 
interior do gabinete c. conseqUentemente a potênc1a clétrica e a 
temperatura Interna. 

Um comportamento semelhante é obudo alterando-se a 
condutividade térm1ca do ISOlamento no 1nvés da espessura. 
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Figura 4 • Desempenho do rcfngerador cm função da espessura 
do isolamento 

Vale ressaltar que o~ resultados apresentados nas Figuras 2. 3 
e 4 referem-se :~ \lmulaçõelt realizadas na temperatura amb1ente 
de43 oc 

A Figura 5 apresenta a mnuência da temperatura ambiente 
sobre a carga de rcfngerante no sistema. Pode-se verificar que a 
dimmUJção da temperatura amb1ente imphca na necessidade de 
uma menor massa de refngerantc no ststema. 

As simulações realizadas pcrrrutem concluir que a diminuição 
da mal>sa ocorreu prcdommantcmente no compressor. Neste 
componente a massa de refrigerante dissolvida no óleo 
permaneceu conl>tantc (6,5g). já que a redução da pressão no 
intenor da carcaça foi compensada pela redução de temperatura. 
Já a massa de vapor na carcaça do compressor diminui em vtnude 
da diminuição da densidade do refngerantc com a temperatura. 

A massa de refngerante no condensador pcnnaneceu 
praticamente malterada, sendo este fato melhor entendido através 
de uma análise da Equação 1 I. Com a diminuição da temperatura 
ambiente ocorre uma diminuição mais acentuada do título ao 
longo do condensador, acompanhada por uma diminuição da 
densidade na fase vopor c aumento da densidade na fase lfquid::t. 
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Em decorrência destas variações ocorre também uma diminuição 
mais acentuada da fração de vazio ao longo do condensador. 
Estas variações. quando incorporadas na Equação 11 se 
contrabalançam, de forma que a variação na carga de refrigerante 
no condensador se toma imperceptfvel. O mesmo efeito é 
observado no evaporador. Os demais componentes não 
contribuem de forma significativa no cômputo da massa total de 
refrigerante no sistema. devido aos pequenos volumes e a 
existência de refrigerante apenas na fase vapor. 

A variação mostrada na Figura 5, embora na tendêncta 
esperada. parece ter um gradtente anferior ao mdicado pela 
experiência práúca. Este fato pode estar rclactonado ao modelo 
empregado para computar a fração de vaz.to. modelo este 
"calibrado'' para a temperatura ambtente de 43 °C. 

Esta caltbração consistiu em se estimar um djâmetro 
equivalente para os canats do evaporador, em foco da 
complexidade da sua geometria. O diâmetro estimado (10 mm) 
foi aquele que forneceu a carga de refngerante determinada 
experimentalmente na temperatura de 43 •c. 
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Figura 5 -Carga de refrigerante no sistema em função da 
temperatura ambtente 

Deve ser ressaltado que em todas as simulações apresentadas 
neste trabalho o refrigerante foi mantido na condição de vapor 
saturado seco na saída do cvaporador. 

CONCLUSÃO 

É inegável a importãncta de programas de simulação na fase 
de desenvolvimento de novos refrigeradores. Obvtamente, a 
simulação não elimina totalmente a necessidade de realização de 
testes experimenws. embora o número desses possa ser 
consideravelmente reduzido. Neste trabalho apresentou-se um 
programa de simulação desenvolvido para um modelo especffico 
de refrigerador, embora este possa ser facilmente estendido a 
outros modelos. 

A metodologia utilizada no desenvolvtmento do programa 
consisúu na simulação indivtdual de cada componente com 
posterior inter-relacionamento entre eles. Assim, além da 
simulação do sistema, o programa pcrrmte também a simulação 
de cada um dos componentes. 
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ABSTRACf 

This work presents a steady-statc computational code for a 
spccilic one-door refrigerator. The refrigcration systcms tncludes 
a hermeuc reciprocating compressor, a roll-bond evaporator, a 
w1re and tube condenser and a conccntric capillary tube-suction 
líne heat exchanger. The model prcdictions are compared wilh lhe 
results of pull down tests performed at two dtffercnt ambient 
temperatures. A sensttivíty analysts of the model. to the ambtent 
tempcrature and geometric data is also prcsentcd and dtscussed. 
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SUMÁRIO 
O trabt11fw mostra a necessidade de refrigeraçc1o de leite do pequeno produtor nJral de rt',~roes 

desprovidas dr rede elétrica, enfatizando a viabilidade técnicaleconômica do sistt'ma proposto, comparando 
os custos de um sistema de refriguação solar por adsorção sólida e de um outro que opera por compressão e 
que u/1/i;;o com·ersão dr rela( células foto•·oltaicas). 

INTRODU CÃO 

No presente trabalho é proposto um sistema de refrigeração 
rnra a conservação do leite, de origem bovina, a)l6s a ordenha da 
tarde até o recolhimento na manhã seguinte através do sctor de 
colcta da usina. na pequena propncdade mral no Nordeste 
bras1le1ro. · 

Segundo dados de levantamento feno até JUlho/95 (INCRA. 
1995) 91.56% das propncdades rurais do Estado da Parnfba são 
representadas por e~tabelec1rnentos com menos de 1 Oha (72.83%) 
c de 10 a menos de 50ha (18.73%). Desse total apenas 12% são 
clctrificadas. de acordo com estudo para determinação do índice 
de elctrilicação rural (SAELPA,l995). O rebanho bovino do 
Estado é de 858.853 reses com uma produção ano de 97.790.000 
Imos de leite (IBGE. I 993) Uma hnha de crédito especial foi 
criada c repas~ada às cooperativas para a aquis1ção de matnzes, 
numa tentativa de recompor o rebanho antenor de I .320.000 
rc~c~ parcialmente diz1mado por quatro anos seguidos de seca. 

Vários estudos foram feitos para determmar a 1mportâncn1 
econõm1ca da freqllêncu.l das ordenhas sobre a produção de leite. 
Em Minas Gerais. na fazendo experimental de Ubcraba. (Correia. 
1996), obteve- se um aumento de 60% na produção méd1a diária 
de leite com a adoção de duas ordenhas. sem o reg1me de 
aleitamento anific1al das cnas 

O Regulamento de lnspeção lndustnal e SaOilána de 
Produtos de Ongcm Ammal (Mmistério da Agncuhura- D!POA, 
1980) exige que o leite seja entregue nas usinas de 
beneficiamento até 12:00 horas, após a ordenha, podendo 
permanecer sem resfriamento por no máx1mo 6hs após a ordenha 
e deve apresentar grau de acidez, máxima de 16" domic para 
fabncação do Iene pasteunzado e entre 18" e 21" dom1c para a 
fabncação de outros produtos. Corno a maior pane das pequenas 
propnedadcs é desprovida de energia clétnca, é esumulante a 
ut1h1ação de uma fonte energética alternativa, tal como a energia 
solar, para utiHzação cm um sistema de refrigeração. Outros 
fatores dctcrminames na sclcção do sistema são: capacidade de 
funcionar com recursos locais, autonomia, temperaturas de 
conservação adequadas ao produto, baixo custo de fabricação e 
de manutenção, simphc1dadc de manejo. segurança, longa vida e 
mcx1stênc1a de peças móve1s 

A soma dcstcll fatores, nliada à experiénc1a acumuJada 
pelo Laboratório de Energ~a Solar da UmverMdade Federal da 
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Paraíba na pesqu1sa para aproveitamento de cncrg1a solar. optou
se por um sistema de refrigeração por adsorçlio sóhda. usando 
sílica-gel/água como par fngorígcno. Trata-se de um sistema 
extremamente simples, sendo formado baSICamente por três 
trocadores de calor Interligados (Reator adsonivo, Condensador. 
Evaporador). O funcionamento destas máqumas é baseado na 
reação química entre dois compostos. que se apre!.entam um na 
forma sóhda(adsorvente) e outro na forma lfquida ou 
vapor(adsorvato). 

A pan.r de 1973. após o grande choque na economia 
provocnda pela crise internacional do petróleo, o Brasil, a 
exemplo do que acontecia no mundo, passou a mvestir na 
pesqUisa de novas fontes não convencionais de energia, como 
81omassa. Eólica e Solar. como forma de minimizar os custos 
com a dependência do petróleo, levando - se em conta que na 
rcg1ão Nordeste do Bras1l, onde os nJveis de insolação tUJngem 
3.000horas/ano. 

O primeiro trabalho sobre refrigeração solar desenvolvido no 
L.E.S. (Laboratório de Energia Solar) testou um sistema frigorífico 
intermitente de absorção com o par frigorífico amônia-água 
(Coutinho. 1974). Em 1983 foram iniciados os estudos de adsorção 
com a apresenmção de resultados experimentais de coeficientes de 
de!.empenho tcnnodinã~n~co e solar, para um sistema de 
refngerador solar, em 20 d1as de teste. realizados entre os meses de 
agosto a detcmbro. no resfnamento de frutas(Vochamtskaia, 1984). 
O uso do par gel de s01calágua foi grandemente justificado pela 
gmnde variação da capacidade adsortiva venficado em ciclos com 
tcmperotums máx1mas de até IOO"C. 

Na análise de refrigeração solar de lei te para uso na zona 
rum! do Nordeste brasileiro, procurou-se abranger uma região do 
Estado da Paraíba que representasse as condJções típicas 
nordetlnas facilmente encontráveis em toda a Região. 

SISTEMA PROPOSTO 

O sistema refrigerador solar de Iene é composto por 
três trocadores de calor ligados entre si por tubos de cobre, 
contendo em seu intenor água pura. cm c1reuito fechado. O 
trocador superior contém sflica gel que, com a água. forma o par 
fngorífico escolhido gel de sOica/água. 



O colctor será posicionado cm cima de dois perffs de 
cimento e inclinado para o Norte, com ângulo cm relação à 
horizontal igual à lalltudc do local. 

nte 

- hc ~ " I ~ 
I . :.,. . .... ; .... .. 

L 

Figura I - Esquema de um dos tubos que compõe o reatar com 
notação usada na modelagem matemáuca. 
onde: 
Is = rad1ação solar mc1dcnte no colctor, hc = Coeficiente de 
contato térmico entre o tubo c o leito de servente (W/mlK) ), Up 
=Coeficiente de perdas ténnicas do colctor solar (W/m~K). 

O trocador superior(coletor sola• ou rel.llor) é o local onde 
acontecem os processos de sorção c regeneraçno, isto é, os 
processos de combmação da água com a snica. Adotou-se para o 
refrigerador solar de leite o mesmo colctor com configuração 
multitubular, com tubos concêntncos internos em tela metálica c 
com a coroa circular preenchida com gel de ~n.ca(figura I), já 
usado e testado em trabalhos desenvolvidos no Laboratório de 
Energia Solar (KIUppel e Gurgel, 1987). A cobertura do coletor é 
cm vidro plano de 3mm de espessura. 

../ 

coletor solar 

condensador 

evaporador 

reservatório 
de liquido 

válvula 

Figura 2 - Sistema refrigerador solar de Iene à adsorção. 

Na parte central dos perfis, apo1ado cm supone preso 
nestes. encontra-se o condcn~ndor consutufdo por tubos de cobre. 
1merso em um reservatóno contendo cerca de 0.5 m3 de água. 

E, finalmente, o tercc1ro trocador. o evaporador, 
composto por dots cilindros concêntncos. confecciOnados com 
chapas de aço mox ABNT-304. com 3.0 mm de espessura, 
formando a câmara que recebe o balde de Iene cm !>CU mtcnor. 
para resfriamento. Entre os dois Cilindros C!>tá a água usada para o 

resfriamento. Entre o balde de leite e o cilindro interno, existe 
uma pelfcula de água que tem a função de facilitar as trocas 
térm1cas. O balde de leite com capacidade de 20 litro~ é cm ferro 
galvanizado. de uso corrente no campo. A figura 2 mostra uma 
vista do sistema. 

O modelo matcmáuco uulindo por Espínola(l997) é 
adaptado a realidade do modelo proposto c simulado em 
Carvalho et ai (1998), considcmndo as Simplificações que 
garantem a umforrmdade da dhtnbu1ção de temperaturas no 
mterior do reator(leno poroso), a cada Incremento do tempo. as 
quais são: 

- Os processos de sorção são con!>1dcrados quase-estáticos 
para qualquer mstante de tempo (t), o que é vá.hda somente 
quando o fluxo de calor 1mpoMo ao SIStema é pequeno 
(correspondente a flu"<o de cncrg•a solar). conforme comprovado 
experimentalmente por (Karag•orgas e Meumcr. 1986). 

- A pressão é umforme cm qualquer ponto do leito 
adsonivo para cada instante de tempo, ou sej:.1. a difusão de massa 
é calculada sem a presença de resiStências no C\coamento. 

- As propriedades tem1ofísicas do par são consideradas 
independentes da temperatura. 

-Não é considerado qualquer cfello de natureta convecuva 
no fluxo gasoso de sorbato. 

- É admitido um calor específico a prcs!>t\o constante para o 
composto sorventelsorbmo como uma médio pondcmda entre 
servente seco e sorbato(lfquido) adsorvido. 

- O leito granuln.r adsonivo em presença de vapor do 
sorbato é tratado como um ~óhdo contfnuo homogênco, para 
efeito de condução térmica. 

- A massn do sorbato evaporada do adsorvente durante o 
aquecimento sem presença de condensação é cons1derada 
desprezível. 

- A parede do tubo é considerada a uma temperatura 
uniforme. ou seja, o fluxo de rad1ação solar me~dente na pane 
superior. é rapidamente conduz1do dcvuJo a uma boa 
condutividade térrruca da parede do tubo. 

- São dcsprcados gradientes de temperatura no mterior do 
leito granular devido a pequena espessura das camadas porosas 
do leito (Leue. 1996). 

10 
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F1gura 3 - lnfluênc1a da temperatura de trabalho do condensador 

Com diversas simulações rcallzadas(Canalho op. cll.), constatou
se que dms parâmetros são extremamente dctemunantes no 
desempenho do SIStema, que são. temperatura de trabalho do 
condensador(figura 3) c resfnamento do reatar. Desta forma, 
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verifica - se que o desempenho do sistema está inttmamente 
ligado a quamidauc de" massa cíclica'' relativa ao ciclo, ou seja, o 
coeficiente de perdas térm1cas no período notumo determina de 
maneira preponderante a eficiêncta do sistema(figura 4). pois é 
responsável pelo cfcllo frigorífico. Ass1m sendo. para se obter um 
melhor COP, deve-~e ter atenção a forma de resfriamento do 
coletor. Isso pode ser melhorado através de coletores com janelas 
e/ou com vnral hgc1ramente elevado permHmdo um maJOr 
coefic1ente de perdas térmicas( figuraS). 

o 19 

COPs 

0.18 

0.17 

0.14 -t--.....-

4 
1 
8 12 16 20 

Up (W/m2K) 

Figura 4 · lnOuênc1a do coeficiente de perdas do reatar no 
desempenho do mtcma 

VIABILIDADE ECONÓMICA 

A viab1lldade cconômH:a da rcfngcração. uma região em 
que grandes quantidades de produtos rurrus perecíveis são 
perd1dos todo :mo, c onde apenas cerca de I 0% de sua área rural é 
eletrificado, tornou-'e de grande tmponãnc1a para os estudos de 
novas formas alternativas de energta, que aproveitassem os 
recursos naturais dtsponrvct~o na região. 

Entre estes produtos, o leite, de grande importância na 
alimentação tnfantil, foi o escolhido para esta abordagem 
econômica inicial. 

O SIStema de rcfngcração proposto é comparado com 
sistemas que utilí1am painéis fotovoltaicos. cxistemes no 
mercado, e energia elétnca. 

Uma d1ficuldade que podcna surg1r no futuro seria a 
comerculltzação das unidades de refngeração devido ao baixo 
poder aquisitivo do consumidor aho defimdo neste trabalho. A 
solução sena o financiamento atravé~ d~ cooperativas ex1stentes 
na Reg1ão c ou órgãos de fomento como o Banco do Nordeste. 
Banco do Estado, Banco do Bras1l, etc. 

Para a análl~ econõnuca do SIStema há a necessidade de 
formação de um nuxo de ctuxa. c toma · se primordtal 
estabelecer algumas constdcraçõcs: 

O tempo de vtda útil adotado para o sistema, segundo o 
código tributário nacional para deprectação de eqUJpamentos, é 
de lO anos; 
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A taxa de juros adorada é 2% a.m .. Trata - se de uma taxa 
pouco superior a operada pela caderneta de poupança, visto que o 
pequeno produtor só tem acesso a este valor de valor; 

O lucro do produtor com a venda do leite, segundo 
levantamento realitado junto a produtores e cooperativas do 
Estado da Parafba. situa · se em tomo de R$ 0.20/litro; 

Cons1dcranuo atnda o mesmo levantamento, esttma · se a 
produção em 20 litros por d1a por produtor a ser refrigerado. 

-e-
-+-. 

Fonna de Resfnamento 

Reator aberto 
2 

U = 18 W/m C , 
Reator aberto U = 14 W/m C 

10 

P (kPa) 

-v- , 
Reator fechado U = U perdas (6 - 9 W/m C) 

No SIStema estudado não ser~ realizada qualquer tipo de 
manutenção. 

Os custo levantados, do sistema aqu1 estudado, estão 
assim distribuídos: 
I . Materiais utilitndo:. 
11 · Mão de obra 
III · Investimentos em equipamentos 
IV - ICMS 
V . Lucro prcv1sto (20%) 
Valor total c~umado por unidade 

R$2.419,00 
R$ 196.00 
R$ 89.00 
R$ 444,80 
R$ 630.00 
R$ 4.000,00 

Reah1adas c~tas con~iderações, pode - se montar o nuxo de 
caixa adotando como método de dec1são o Método do Valor 
Atual. Desta forma. temos: 

VA =-I + FVA(i,n) *R (I ) 

onde: 
VA =Valor atual; 
I = Investimento tn1cial; 
FY A = Fator de valor atunl de uma série de recebimentos a uma 
taxa i durante n perfodos; 



Para o sistema estudado, temos então: 

(VA) 5E = -4000,00+ FVA(2%,120) * 120,00 (2) 

onde: 
(V A>sE = Valor atual do sistema estudado; 

(VA) SE = R$1445,65 (3) 

Como (VA)SE >0. pode · se afirmar que o SIMema é 
econollllcamente v1ável. 

Uma empresa Instalada cm Vargem Grande Pauhsta(São 
Paulo), apresenta catálogo com três modelos fabncados a pan1r 
de gabmetes de "frcczcrs" comerc1a1s 
modificadores(Hehodinãm1ca, 1996) e adaptados para func1onar 
com baterias de 12 volts, conforme tabela I 

Modelos NF -9Y HF - IIG IIF- li F 

Apbcação Conservação Refrigeração Conservação 
Indicada de Vacinas de Alimento~ de Alimentos 

Capacidade 95 11 5 11 5 
útil(lüros) 

Temperatura 4 a 7 •c Oa-4 "C de -4 a -8 •c 
de operação 

Módulos 4xHM40DI 2 6x HM40012 8xHM40D I2 
Solares 

Capacidade 300Ah/20h 450Ah/20h 600Ah/20h 
das batenas 
Prcço(R$) 4300.00 5400.00 6500.00 

Tabela I - Modelos de SIStemas fotovolta1co~ c:~.lst cn tcs no 
mercado 

Comparando as duas alternativas, vcnfica - se que o~ 
sistemas fotovolta1cos apresentam custo IniCial ma1or e custo 
nd1cional de manutenção. 

O SIStema convencional. que utlli7a energia elétnca. 
apresenta a seguinte compOSIÇi.lo de custos: 

I Km de rede de transmissão monofás1ca de energia clétnca 
no meio rural custa R$ 3.07 1,00(Saelpa, 1995); 

Custo de compra de um free1er R 'ii 500,00: 
Custo Mensal de energ1a clétnca R$ 20.00: 
Lucro do produtor neste sistema R$ I 00,00 

Desta forma,o valor atual do sistema convenciOnal será: 

(VA)sc = 3571,00* Km+ FVA(2%,120) * 100 

O s1stcma só será v1ável ~c (VA)sc>O. logo. 

(VA)sc =-357 1,00* Km + FVA(2%,120) >O 

FVA(2%,120) 
Km< 3751,00 

(4) 

(5) 

(6) 

Km < 1,27 (7) 

O sistema convencional ~6 ~crá viável economicamente se a 
rede elétrica estiver no máx1mo n 1.27 Km do local desejado. 
Mediante esta conclusão, podemos comparar os sistema~ 

considerando os limites estabelecidos de acordo com a 
viabilidade cconômica de cada um Sendo 3\~im, temos: 

(VA )sE = (VA)sc (8) 

1442.,65=-3071,00* Rín-5ffi00+ 100,00* fVA(2o/ql:D) <9> 

Km=0,84 (10) 

O SIStema convencionnl \Ó supera o \1\lcma e~tudado 
quando a rede elétncn C!>llver a mcno\ de 0.8~ Km de dbtúncta 
do local onde é requenda 

CONCLUSÃO 

A refrigeração do leite permite um aumento da ofena do 
produto em regiões desprovidas de energia cl6tnca, permitindo a 
sua estoeagem a temperaturas ndcquadal>, po~sihllitando a sua 
comercialização ou melhor aproveitamento económico. 
conseqüência do menor gntu de acide/. com a possibilillade de 
duas ordenhas diárias, ficando a !>egunda unna1enada no 
refrigerador para a manhã do d1a ~cgumte. Um outro fator 
tmponante na escolha de um ~1s1ema de rclrigerac;ão. nos d10ti 
atuais. é o 1mpacto ecológ1co, devtdo ao qual o~ refnger:u.lorc\ 
que uuhz.am "CFC's" estão tendo seu U!>O rcstnng1do. A 
viabilidade económica. do !>istcma propoMo, pode ser oumuada 
através do melhoramento no desempenho dos snema' 

O desempenho dos Mstemas solan:s podem 'er melhorados 
através de maiores 10\'eMimentos, rxm os projeto~ nesta área 
padecem de recursos. os qua1s são extremamente necessános na 
resolução dos problc:mas técmcos CXI~lcntes. Entretanto. em 
consonância com o que foi mostrado nesse tr<tbJiho. os mesmos 
já são viáve1s técmca c economicamente. 

ABSTRACT 

This research shows thc neces,ity ot mlll.. retngeration of 
hule rural producer in wnhout region\ ol clectric net, 
emphasising the tcchniqucleconomic leas1bihty llf proposal 
system, comparing thc costs ol a \Oitlr rcfriger,ttion syslem based 
on sohd sorption and a othcr type systcm wh1ch worh by 
compre~s1on and which uses <.hn:ct convcrs1on (fotOvohuiCS 
cells). 
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RESUMO 

Neste trabalho, são comparados e discutidos dois modelos de solução das eq11ações de consen.·ação na 
região do escoamento bifásico ao longo de wbos capilares, quando o equilíbrio térmico entre as fases é 
co11siderado. Tais modelos são comparados com um modelo mais completo, que co11stdera o mio equilíbrto 
hidrodinâmico e térmico emre as fases. Apresentam-se ainda os res11ltados obtidos quando é asswuido que as 
fases possuem a mesma velocidade e a mesma temperatura. As distrib11ições dt' pressiio calcllladas são 
comparadas com resultados experimentais. 

INTRODUÇÃO 

O dispositivo de expansão é usado no sistema de refrigeração, 
com as finalidades de redução da pressilo do flutdo refngerante, 
desde aquela de condensação até a de evapomção. e de controle 
do fluxo de massa de refrigerante que entra no evaporador. Nos 
sJstemas de refngeração de pequeno porte, os dtspo~tlivos de 
expansão largamente usados ~llo os tubos captlares. 

A análise do desempenho de tubo~ capilares. tanto 
expenmental como teórica, tem stdo tratada por múmerol> 
pesquisadores. O escoamento do nutdo refngerantc no tnterior 
desses tubos é bastante complexo. tdenuficando-se, dcvtdo à 
mudança de fase, duas rcg~õcs. uma de escoamento monofás1co, 
de nuido refrigerante no estado líqUidO, e outra de escoamento 
b1fásico líquido-vapor. 

Embora a modelagem da regii'io monofás1ca. de IJquido 
rcfngerante. seja amplamente conhec1da, a complex1dade do 
escoamento bifásico tem levado à claboraçi'io de diferentes 
modelos. 

Nos modelos teóricos disponíveis na htcrarura, geralmente, 
utilila-se a hipótese de escoamento bifásico homogéneo, no qual o 
deslizamento entre as fases é desconsiderado e o c.;,coamcnto bifásico 
é assumido como escoamento monofásico. com propriedades ob!Jdas 
por uma média ponderada das propriedades das fases mdividuais. As 
equações usadas são a~ mesmas do escoamento monofósico e as fases 
são consideradas em equilíbno, com mesmas pressões, veloctdndes e 
temperaturas. Com o modelo homogênco, o~ desvios entre os nuxos 
de massa medidos e os calculados são, aproltimadamentc, da ordem 
de 10%. 

No modelo apresentado por Setxlack et aJ. ( 1997), através de 
uma abordagem ma1s real1sta do eJ.coamento b1fásico, reproduL
se melhor os resultados experimentaiS e procura-se o melhor 
entendimento dos fenômenos complexos cnvolv1dos nesl><! 11po de 
escoamento. Nesse modelo, considera-se o não equalíbno térmico 
entre as fases. além do h1drodmâm1CO, u~ando o modelo de do1s 
nu1dos para a anáhse da rcg1ão b1fás1ca 

O modelo de dois 0Utdo~ constitUI-Se, até o presente. oa 
abordagem ma.1s avançada disponível na literatura para analisar o 
escoamento em questão. uma vez que permite cons1derar o não 
equ1líbrio hidrodmâm1co e térmico entre as fase1. e também os 
fenômenos interfac1aís. 

Para a validação do modelo de Scixlack et ai. ( 1997) foram 
usados os dados experimentais Je Melo ct ai. ( 1995). Tru~ 
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comparações foram realizadas cm termos de valõeJ. em massa e 
distribuições de pressão, obtidas para do1s tubos capilares 
operando com o refrigerante HFC-134a, cm diferentes condições 
de operação. 

No presente trabalho, são apresentados c d1scutidos outros dms 
modelos de solução das equações de con""Crvação do modelo de dois 
Ouidos. considerando o eqUJiíbno térm1co entre a!\ fa!\C~. Isso é feito 
para demonstrar que a hipótese de cqu1líbno térmi<.'O entre as fases é 
bastante adequada para a an:U.se do CM:Oamcnto cm questão. Os 
resultados obtido1. por esses modelo~ são comparados com os dados 
experimentais de Melo ct ai ( 1995) c com aqueles obudos pelo 
modelo que considera a diferença entre a!. tempemturas das fases 
(Seixlack et al.,l997). o~ resultados obudos são também comparados 
com aqueles calculados pelo modelo homogênco. 

MODELOS DE SOLUCÃO 

Nos modelos a serem apresentado~ no presente trabalho, o 
escoamento ao longo do tubo captlnr é d1v1d1do cm duas regiões: 
aquela em que o fluido n:frigcrantc encontra-se no estado de 
lfquidCI sub-resfrindo e aquela de e~coamento b1fás1co líquido
vapor, conforme se observa na Fig. 1. 

O escoamento é con~idcrado unidimcnsional, uma vez que os 
diâmetros dos tubos capilares aqui analisados encontram-se na 
faixa entre 0,5 c 2,0 mm. As hipóteses simplificativas 
consideradas são: (i) tubo capilar reto. hontontal c com d1âmetro 
constante: (ii) escoamento incompressível na regt:lo de líqu1do 
sub-resfriado. (i1i) c.o,coamento Ullld1men~1onal, cm regime 
permanente c adiabáuco; (I v) rcfngcrante isento de óleo: (v) 
vapor, quando presente, e~tá saturado cm relação 11 pressão local : 
(vi) o fenômeno de mctac~tabtlldadc do escoamento é 
desconsiderado, (vil) ambas as fases eMão na mesma pressão em 
qualquer seção transversal ao longo do tubo, ou seja, o~ efeitos de 
tensão superfic1al são desconsiderado~ 

Condensador Regaõ.o de Uquado 

7. 

i 
-< L 

3 

Rcgaão 
Bafá5JCa 

Figura I - Esquema de um tubo capilar. 

Evaporador 
4 



Região de Escoamento de Uguido Sub-Resfriado. Uma vez que o 
escoamento nesta rcglilo é considerado incompressfvel, a equação 
da conservação da quanlldilde de movunento c da con~ervação de 
energ1a são. respectivamente, dadas por, 

dp f1 G~v 1 -=----
dt 20 

dT =O 
dz 

(I) 

nas quaas z é a distãncHl ao longo do tubo, p é a pressão. G é o 
!luxo de massa. vL é o volume e~pecHico do líquado. O é o 
diâmetro do tubo. fL é o fator de atnto na região lfquada calculado 
pela correlação de Churchall (1977), T é a temperatura e cv é o 
calor especflieo a volume conMante. 

Região de Escoamento Biftlsaco. Para obter a forrna 
unadimensional do modelo de dOIS OuiúOl; integra-se o modelo 
tridimcn.!>ionul ao longo da área da ~eção transversal do tubo 
antroduzindo-sc valores médio~ odcquadO.!> para as variáveis (lshii 
c Misharna. 1984). Com a rcalitaçt'io de médias, a informação 
sobre a mudança das variáveis na direção normal ao escoamento 
no anterior do tubo é perdida e as transferências de quantidade de 
movamento e energia entre a parede c o lluido são expressas por 
correlações cmpfrica!> ou modelos simplificados. 

O modelo para an:\h~c da região bafás1ca apresentado em 
Scix tack et al. (1997), considerando tanto o não-equHtbrio 
hidrodinâmico quanto o t6rmaco. será aqua referenciado como 
modelo A. o~ outros doas modelos que cons1deram apenas o não
equilíbno hidrodanãmaco serJo referenciados como modelo 8 e 
modelo C. 

Modelo A. Neste caso propõe-se a ~olução de cinco equações 
governantes: conser"ação d:l massa da mistura, de quantidade de 
movimento da fase lfquada. de quantidade de movamento da fase 
de 'apor, de cnergaa da fase de vapor c de energia da mistura, 
respectivamente. d:Jdas por. 

(2) 

(3) 

(4} 

(5) 

(6} 

nas quais 
• os subfndaccs L c V and1cam, respectivamente. as fasel> de 

lfqUJdo c de v.tpor. 
• pl é a massa c~pcdfic:l de cada fase (k =L, V); 
• V L e V v são, respectivamente, as velocidades da fase líquida 

e de vapor; 
• a é a fração de VUltO (razão entre a áre:J ocupada pela fase de 

vapor c a área total da scção transversal do duto): 
• FLv é a força intcrfacaal por unadadc de volume, aluando 

sobre a fase lfquada na dareç1io do escoamento c na darcção 
oposta sobre a fosc de vapor. Essa força ocorre devido ao 
movimento relatava entre as foscs c é responsável, cm parte. 

pela tran~ferência de quantidade de movimento entre elas. 
Embora dependa de cfeaos adicaonaas bastante complexos 
(lshia e M1shima. 1984), neste modelo, a força interfacial é 
modelada considerando os tennos de massa virtual, F mv• c o 
tenno de atnto anterfacaal, F0 • 

• F.,.,1_ e Fw, são as forças por unadade de volume devido ao 
atrito entre a parede do tubo e, respectivamente, as fases de 
líquido c vapor; 

• r~= (d(~p~ V~)/d7), onde k = L ou k = V, é a taxa de 
transferêncaa de m:JSsa por umdadc de volume na anterfacc e 
V, é a vclocadadc antcrfacaal. dada por: V,= TIVL + 0-TI}Vv 
Para o coclicacnte 11. ~socaado à vanação de quantidade de 
movimento dcvado à mudanç:l de fase. ut1l11.a-sc o valor 0,5 . 
sugcndo por Walhs C 1969), 

• hL c hv são, respectivamente, as cntalpias das fases líquada e 
de vapor. 

Com asso, o Modelo A cansaste das Eqs. de conservação (I) . 
que devem ~cr solucitmada~ para o cálculo das variáveis: p e T no 
região de lfquado, c da~ Eqs. de conservação (2) a (6). que devem 
ser solucionadas para o cálculo das vanóveis: V1 , V v, p, a c h L 
(ou Tt). na regii\o bif:\sica. As propriedades terrnodinâm1cas: 
p L, Pv. e h v são calculadas u partir de correlações obtidas por 
ajustes dos dados fomecados por Gallagher ct. ai ( 1993). 

Além d1sso, o modelo pos~ui as seguintes características: 
• na região de escoamento bifásico, três regamcs de escoamento 

são consadcrados: bolhas. agaame e anular (Setxlack ct ai., 
1997); 

• ~sumem-sc que as trans1ções entre os regimes bolhas
agitante e agttante-anular ocorram, respecuvamente. para 
a=0.3 e a=0.8, 

• as forças de atnto entre a fa!>e de lfquado e a parede do tubo 
(F .. ,) e entre a fase de vapor e a parede do tubo (F,.v). nos 
regames em bolhas c agatantc, são avalaadas de acordo com o 
modelo de Solbng ct ai. (]978} c no regame anular, a 
correlação de Erth (1970) é usada para calcular o fator de 
atrito batibico. 

• a força de massa vartu31. F mv• é calculada pela equação de 
lshii e Mashama ( 1980}, com o cocficacnte de massa virtual 
calculado pela corrclaç:lo de Zubcr (1964): 

• o força de atnto entre as fases é calculada pelo modelo de 
Solbng ct ai. ( 1978). no qual o coeficiente de atrito 
antcrfacinl, Cn . é cakulodo. no rcgame de bolhas. a partir da 
correlação de Rowc e 1-lenwood (1961), no regime anular, 
pela correlaç!ío de Walh~ ( 1969) c no rcgtmc agitante, tanto 
Cn como o área imerfncial. são calculados por interpolação 
exponcncanl entre os seus respectivos valores nos pontos de 
transaç1\o holhas-agitante e agitante-anular: 

• o cocfic1cntc de transferência de calor entre as fases é 
calculado: no rcgamc de bolhas, pela correlação de 
WhHakcr ( 1972), no rega me anular, pela correlação de 
Colbum ( 1933) e no rega me agatante, por interpolação. 

Se o cqualíbno térmaco entre as fases é considerado. cm 
conJUnto com as hapótescs samphficativas apresentadas 
anteriorrnentc, o numero de vandvcas a serem calculadas é 
reduza do para quatro. V L. , V v , p e a. Consaderando então essa 
htpótese. do1s modelos: 8 e C, são apresentados :1 seguir c os 
resultados são comparados com aqueles obudos com o modelo A. 
no qual T L * T v· Apresenta·se runda o modelo homogêneo (D) 
obudo quando no modelo de doas lluados é assumido que: 
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V L= V v c T L =TV· 
Nota-se que, cm todos os casos. a região Hquida é tr:Jtada de 

forma idêntica àquela apresentada anteriormente (vide Eqs. ( 1 )]. 

Modelo B. Neste caso. o ~istema de equações de conservação a 
ser solucionado é dado pelas êqs. (2) a (5}. com a simplificação 
de que na Eq. (5), a cntalpia da fase líquida de1xa de ser uma 



variável dependente e é calculada por uma corre lação obtida por 
ajuste dos dados fornecidos por Gallaghec et ai. { 1993). 

Expandindo a Eq. (5), a equação da conservação da energia 
da mistura a ser solucionada neste modelo, é dada por, 

- dVL - dVv [ dh 1 dhv 
PLhL --+pvhv --+ (1-a)pL VL --· HXPv V v--

dz dz dp dp 

+(1-a) VLhL +- --+ Vvhv +- -- -+ ( 
v~ )dpL { V~ )dPv] dp 
2 dp 2 dp d2 

+ PvVvhv-PLVLhL+Pv--PL- -=0 ( 
v~ v~ ) da 
2 2 dz 

(7) 

na qual hL=((I-a)(hL+JV~/2)) c hv=la<hv+3V~/2)). 
Observa-se na Eq. (7) que as var1áveis dependentes são: V L . 
Vv.pea. 

Modelo C. Neste modelo, a equação da quantidade de movimento 
da fase lfquida é substi turda pela equação da quantidade de 
movimento da mistura lfquido-vapor, que é obtida através da 
soma das Eqs. (3) c {4) c é dada por, 

d 
dz [(1-a)pL v~ +apL V~l=- dp +(dp) 

dz dl. 8 

(8) 

na qual (dp/dz)8 é o gradiente de pressão dev1do ao efei to 
combinado do atrito das duas fa~es sobre a parede do tubo. 
Tratando o escoamento b1f:h1co como um escoamento 
monofásico equivalente, esse termo pode ser deterrmnado u~ando 
o fator de atrito convencional, como. 

(
dp) f8G~ 

- dz 
8 

= 2pmD (9) 

onde f8 é o fator de atnto na reglllo b1f:h1ca calculado pela 
equação de Enh ( 1970). 

Substituindo a Eq. (9) na Eq. (8) c cxpandmdo essa última, 
obtém-se. 

[2(1-a)pL VL)dVL +(2apvVv) dYv +[(1-a)V~~+ 
dz dz dp 

2 dpv J dp da f G2 

aYv-+1 -+(PvYv -pLVL)-=--~~--
dp dz dz 2pm D 

( lO) 

As equações de conservação da massa, da quantidade de 
movimento do vapor e da energia da rrustura são, 
respectivamente. idênt1cas lls Eqs. (2). (4) e (5). Salienta-se runda 
que a Eq. (8) poderia também subMnuir a equação da 
conservação da quanudadc de movimento da fase lfquida no 
modelo A. 

Modelo D. Para uma avahação ad1cional do modelo homogêneo, 
assume-se no modelo A que V L = V v e T L = T v· Dessa forma 
trabalha-se com equações de conservação para a m1stura líquido
vapor. Feno ISSO e somando as Eqs (3) e (4), o sistema de 
equações de conservação na reg1ão b1fás1ca é, neste caso, dado 
por. 

(1) Conservação da massa da mJstura: 

dV [ dp1 dPv]dp da Pm-+Y (1-a)-· +a- -+YPLv-=0 
dz dp dp dt dz 

( l I) 
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na qual p m =(I - a)p L + ap v é a mas~u espedfica da mistura 

lfquido-vapor e PLv = Pv- Pr. · 

(ii) Conservação da quantidade de movmlcnto da mrstura: 

dV dp r: ) 
P Y-+-=-(FWL + rwv 

m dz dz 

(iii) Conservação de energ1a da m1stum. 

[{1-a}pLhL +apvhv +3V/2]dV + 
d7 

(I 2) 

+V (1-a)pL-1 +apv-" +hL-1 + h,-"-+ [ 
dh dh - dp - dp ] dp 
dp dp dp dp dl 

+V Pvhv -pLhL +-Ptv -=0 ( 
v

2 
)da 

2 dt. 
( 13) 

na qual: h L =(1-a)(hL +V~ 12) C h v =a(hv + V2 /2). 
Obtém-se, portanto, um modelo homogênco a partir de 

simplificações realizadas no modelo de dois nUid<ls. Dessa forma. 
as variáveis dependentes passam a ser: a velocidade média do 
escoamento, V. a prcsl.ilo, p, e a fração de vazio, a. 

Condições de Contorno. Geralmente, na entrada do tubo capilar. 
o nuido refrigerante encomra-se no c~tndo de trquido sub
resfriado ou no estado de saturação. com tftulo igual ou maior do 
que zero. A pressão nesse pomo é calculada a partir da pressão 
medida na conexão de entrada do tu~ capilar. Penr• e a 
temperatura é determinada em função da temperatura de 
saturação, relauva à pressão P-:nt c do grau de sub-resfriamnto, 
âTtu~>. 

Para a solução da~ equações de conM:nação na reg1ão 
bifásica é necessário que sejam conhcc1das ~ cond1çõcs de 
contorno. conforme o modelo usado. para a~ variáve1s: 
a, VL. v,., p c h1 Uma ve1 que o fenômeno de 

metaesrabilrdade do escoamento é de!>cons1derado. é assurrudo 
que a nuclcação IniCie-se na prcss:lo de !>aturação relativa à 
temperotura na safda da região líquida Esse ponto é idenuficado 
pela comparação entre a temperatura do nUido refngerante na 
reg~ão lfqUida e a temperatura de smurução Tsat (p), obuda a 
partir da pressão, através de uma correlação termodinâmica 
(Gallaghcr et ai. 1993). 

Considerando que as bolhas formadas sejam esféncas, a 
condição de contorno na entrada da região bifásica. é dada por. 

a 41 =(7tN 0 dj/6) • Vv =SnVL 

VL =G/l(J- a 41 )P1 +SuauPv I 
(1 4) 

onde N11 é a densidade micral de bolhas por un1dadc de volume, 
d0 é o diâmetro méd10 m1cial de bolhas e Su = I é o dc!>lrzamento 
imcial enLre as fases. Scgumdo o mesmo proced1mento de 
Schwellnus (I 988) assume-se que N11 = I 011 núclco~mJ e 
d0= 5x I 0'5 m. 

a safda do tubo cap1lar. nenhuma da\ 'anjve1s a, V L' V, .. p 
c hL é conhecida. Considerando que o escoamento ao longo de 
tubos capilares frcqtlcntcmcnte c\lá bloqueado. ou seJa. a 
cond1ção crfuea é alingida na safda do tubo. a pres!.ão nesse local 
poderá ser superior à pressão de evaporação. 

Nos modelos aqui apresentado~. o criténo numénco adotado 
pam a determinação da scção de bloque1o, fo1 primeiramente 
apresentado por Fauske (I 962) c baseia-se em obscrvaçõe~ 

teóricas e experimenta.1s de que, sob cond1ções de escoamento 



critico, o grndrcntc de pressão assume um valor máximo finito. 
para um dado lluxo de ma~sa c um dado tftulo. ou seja. 

( dp) -+(ValorMáxunoFmuo) 
dz cnhu> 

()5) 

Es~ valor má>.rmo é gernlmentc arb1trário. de\endo 
entretanto ser .sufic1cnte para perrrutir a correta determinação da 
pos1ção de bloqucro. Um valor excess•vamentc elevado pode ser 
1naceuável. uma ve1 que pode conduzir a uma pressão critica 
demasiadamente redu11da c fis1camente 1rreal. 'os trabalhos de 
Ardron !1978). R•chter (1983). Ehas e Chambré (1984). 
Schwellnus ( 1991 ) c Dagan ct ai. ( 1993 ). a 'cção de bloqueio foi 
estabeleCida como aquela cm que (dp/dz) atingia valores 
clevndos. arbitrados Jc act1rdo com a Tabela I . 

Tabela I - Valores de (dp/dt) usado~ para o critério de bloqueio 
de Fauske ( 1962). 

(
dp )<Palm) 
dz 

Ardron ( J97H) 
Elias e 

Chambré 
(1984) 

Dagan et ai. 
(1993) 

Richter 
(1983) 

Schwellnus 
(1991) 

No presente trabalho também é u~do o cnténo de 
Fauske ( 1962). mas é estabelecida como seção de bloqueio o 
incremento antcnor àquele onde o ~mal do gradiente de pressão 
(dp/dz) se mvenc. E~se proced1mento fo1 adotado em função da 
grande vanação dos termos d~ equações cnvolvid~ em tomo da 
posição de bloque1o. Utilizou-se um incremento, da ordem de 
milímetro~. c obtevc-!>e a solução do l>l!>tema de equações até o 
incremento cm que o srnal do grad1cnte (dp/dz) invencu-se, 
significando que entre este e o incremento anterior, (dp/dz) 
tomou-se máximo. 

Mctodologicr de Solucão. O escoamento do refrigerante ao longo 
de um tubo capilar con~titui um problema de valor inicial. uma 
vez que a.s condições. 13i!> como a pressão e o grau de sub
rcsfriamento, ~ão eonhec1Ua!> na cntmda do tubo. Além disso, esse 
escoamento é fonementc umd~tccronal e ponanto as informações 
são transmitida!> cm apcna!> um senudo, o que equivale a dizer 
que o escoamento é parabólico para efeito de solução. 

Para a solução do ~istema de equações d•fercnclaJS ullhza-se, 
neste tmbalho. o método de integração numérica pela técnica de 
Runge-Kuna de quana ordem, bastante comum na solução de 
problemas parabólicos. Panmdo das cond1ções na entrada do 
tubo, até que a cond1ção de bloque10 seJa aungida, o programa 
computaCIOnal pode detcrrnmar· (i) o comprimento do tubo, 
conhec1da a va1ão cm massa e dcmrus condições de operação. ou 
(u) a vazão cm ma\\a, conhecido o compnmento e dema1s 
cond1ções de opcraçlo 

No pnme1ro caso é necessáno que o sistema de equações seja 
solucionado uma úmca vez e o compnmento é então 
determinado. No segundo c3\0. o processo de solução é iterativo, 
p01s as equações de conservação dependem do nuxo de massa. 
Dessa maneira, um nuxo de massa inicial é arbitrado e o 
comprimento cah;ulado é comparudo ao comprimento real, 
devendo esse nuxo ser corrigido para o próxima iteração. até que 
t1 convergência seja alcançada. 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Para n validação do modelo A (Seixlack et ai., 1997). 
uulitou-se O!> dados experimentais aprescmados por Melo et. 
ai. ( 1995). Os resultados ohudos com os modelos B, C e D, são 
também comparado~ com esses dados experimentais. 

Melo et 31. ( 1995) realizaram medJções de fluxo de massa, de 
temperatura c de pressão ao longo de dois tubos capilares. 
uulizando como nu1do rcfngerante o HFC-134a. Esses tubos são 
aqui idenuficados como c3p1lar 7 e cap1lar 8 e suas características 
gcométncas são apresentadas na Tabela 2 

Tabela 2 - Car3ctcrf\Ucas geométric~ dos tubos cap1lares 7 c 8 
(Melo ct ai. 1995). 

Comprimento Diâmetro Rugosidade 
Capilar (m) Interno Absoluta 

(mm) (l:!:m} 

7 2,998 0,606 1,08 

8 2.973 0,871 0,78 

lncenczn de 
0.002 0.005 0,2 

Medr~ão 

Pressões de condensação na fa1xa de 900 a 1600 k.Pa (9 a 
16 bar) e sub-resfriamcnto na fruxa de 2 a 16 °C foram escolhidos 
como condrçõcs de operação. sendo todos os ens:uos real1zados 
~ob cond•çõcs de escoamento crfuco. Foram realizados ensaios 
com c sem tom3da.s de pressão. venficando-se que as furações 
não provocaram aheraçào )Jgnrflcall\a !>obre a vazão em mas!>a. o 
que se deve a vários curdados tomJdos no procedimento 
cxpenmcnt31 (Melo ct ai.. 1995). Sal•enta·l>e que os resultado!> 
experimentais cscolh1dos para as comparações mostradas neste 
trabalho c cm Scixlack et ai. (1997), foram aqueles que 
aprel>cntamm um:~ rcgit\o de metacstab1hdade aproximadamente 
nula. uma vc7 que tal fenómeno não é previsto no presente 
modelo. 

Nas Frgs. 2 c 3 süo mostradas as comparações entre as 
dtstriburçõc!> de prcs~3o medidas c calculadas pelos modelos A. 
B. C e homogéneo. rcspccuvamente. uo longo dos tubol> 
capilares 7 c 8. 

1000 -------------

800 .... 

;;_ 600 ... 
--- A: L= 2,969 m (-I t;t l 

• 
B · L=~ .9Hm(·l.8'.l) l 

c L = 2.61 S m <- 12.8 '.t I ~ 
~ 200 

Modtlo Homogénto, 

• L= 2.-191m(·l6,9'll v .... 
r-o ..J.----r--

o o.s 1.0 I.S 2.0 1.5 3.0 3 s 
Posrçlo. m 

Figur3 2 - Compnrações entre os modelos de solução do 
escoamento na reg1ão bifás1ca - capilar 7: Pcnr = 905 kPa, 
t.Tsub= 5,5 °C, m (mcdid3) = 1,866 kg/h. 
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Figura 3 - Comparações entre os modelos de solução do 
escoamento na região bift\stca - copilar 8: Pent = 1110 kPa. 
ATsub = 5,2 °C, m (mcdtda) = 5,602 kg/h. 

Observa-se que os perfi s de pressão e os comprimentos dos 
tubos capilares, calculados pelos modelos A e B, são bastante 
próximos, como se cspcrova, pois a consideração de equilfbrio 
térmico entre as fases no modelo B foi comprovada pelas 
distribuições de temperatura obudas com o modelo A (vide 
Seixlack et ai , 1997). Observa-se também que as distribuições de 
pressão calculadas pelo modelo C s:lo bem mais próxi mas 
daquelas calculadas pelo modelo homogêneo. Essa proximidade 
deve-se à utilização da mesma correlação para o cálculo do fator 
de atrito bifásico (Eq. de Erth, 1970) cm ambos os modelos. 

Na Fig. 4, a distribUição de pressão rnedtda para um caso ao 
longo do tubo captlar 7 é comparada com os perfis de pressão 
calculados pelos modelos A, O c homogéneo. No modelo D. os 
termos F"'L e Fw., são calculados~ nos rcgtmes em bolhas e 
agitante. de acordo com o modelo de Solhng et ai. (1978) c no 
regime anular, a correlação de Erth ( 1970) é usada para calcular o 
fator de atrito btfásico. 

1000 ...------------

soo 

0 Press:io M cdtda 

•P~at (Temp M edtda) 

~ 600 Q; !real)= 2.998 m J 
·= ~ 400 -- A L= 2.969 m (· I 'll ,_ 

t
-- D L=2 .781ml-72'l) 

200 
odeio Homo1heo 

L= !,H I mI· 16.9 ';t l 

o ' 
O O,S I .O I ,5 1,0 2,5 

Posiçio m 

• 
Pc\1. 

3.0 3.5 

Figura 4 - DtstribUtções de pre~são ao longo do tubo captlar 7: 
Pcnt = 905 kPa, ATsub = 5,5 °C comparação entre os modelos A 
(dots flutdos), O e homogéneo. 

Observa-se na Fig 4, que o perfil de pressão calculado pelo 
modelo O apre~enta uma concordância melhor com os dados 
experimentais. do que o resul tado obtido com o modelo 

homogêneo, no qual a concordância entre o comprimento medido 
e o comprimento calculado é de - 16.9 %. 

Na Fig. 5, o termo de atrtto do modelo homogêneo que utiliza 
a equação de Erth ( 1970) para avaliar o fator de atrito na região 
bifástca é comparado com o termo ( Fwt. + Fwv ) da Eq. 12, 

calculado pelo modelo Solbrig et ai. ( 1978) em conjunto com a 
Eq. de Erth ( 1970) . 
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Figura 5 - Força de atrito por untdade de volume: comparação 
entre a equação de Erth (1970) (modelo homogêneo) e o termo 
( Fwt. + Fwv ) do modelo D 

Verifica-se na Fig. 5 que a equação de Erth superesuma a 
força de atnto por untdade de "olumc. resultando em uma queda 
de pressão mais acentu:1d:1 :10 longo do tubo do que aquela obttda 
pelo modelo D (vtdc Ftg. 4). 

CONCLUSÕES 

Neste trabalho, foram comparadas e discultdas diferentes 
formas de combmação das equações de conservação do modelo 
de dois fluidos na simulação do escoamento btfásico ao longo de 
tubos capilares. Tais formas dependem d:~s hipótese~ adotadas na 
elaboração do modelo. Na forma muts completa, considera-se o 
não equilíbrio hidrodinâmico c térmtco entre as fases e cinco 
equações de conservação devem \cr re~olvtdas (modelo A) Caso 
o equilíbrio térmtco entre as fases ~CJ3 con~idcrado, quatro 
equações de conservação devem ser re~olvtdas e dois modelos 
bifásicos podem ser obtidos (modelos B c C). 

O primeiro deles (modelo B) uuhza as equações de 
conservação da mas~a da miMura. da quantidade de mo' tmento 
de cada fase e da encrgu1 da mtstura Nesse caso, os resultados 
são bastante próximO\ daqueles obudos com o modelo A. o que 
era esperado, uma vc7 que O\ resultado~ apresentados em 
Scixlack et ai. ( 1997) comprovam a htpótesc de equtlíbrio 
térmico entre as fases . 

O segundo modelo utih7a as equações de conservação da 
massa da nustura, da quanudade de movtmento da mtstura, da 
quanúdade de movimento do vapor c da energia da mistura. Na 
equação da quanudadc de movtmento da nustura é usada a 
correlação de Enh ( 1970) para o cálculo do fator de atrito 
bifásico, que também é empregada no modelo homogêneo. Nesse 
caso, os perfis de pressão C<~lcu l ados oprc~cntam inclinações mais. 
acentuadas. cm rclac1ío àquelas obtida!> no modelo A c, dessa 
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forma, os resultados estilo mms pr6x1 mo) daqueles obtidos com o 
modelo homogêneo. Tnl fato mostra a grande influência do termo 
de atrito no desempenho dos modelos apresentados. Esse fato 
pode ser também observado, na comparação entre os resul tados 
obtidos com o modelo homogênco e o modelo D. 
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ABSTRACT 

Two mathcmntical models for conscrvation equations in two
phasc flow through capi llary tubcs are solved. The thermal 
cquilibrium between lhe liquid and vapor phases is considered. 
Thosc models are compared agninM anothcr onc more complete, 
considenng thc hydrodynamic and thermal non-equilibrium 
bctwecn thc phasc!>. lt is abo prescnted, the results obtained when 
is assumed the sarne velocny and tcmpcrature of cach phase. Thc 
prcssure profiles gtvcn by thc modcl are comparcd wi th 
expenmcntal data 
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SUMMARY 

ln this work, non standard finite element methods are used to analyse coupled-conJugate 
thermodynamic problems of non-Newtoman fluids flowing in thick-walled ducts. To solve 
the resulting formu/ation, a Uzawa-like a/gorithm is applied to solve the nonlinear dynarmc 
prob/em in conjunction with an externa/ iteratlve procedure that deals with the coupling. A 
post-processing teclmique is app/ied to obtain the compatibility of the heat /lux at the so/id-ftuid 
mterface. 

lNTRODUCTION · · · · · the difficulty m obtammg prectse solutions to the de-

The first works dealtng with heat transfer in lam- generatcd parabolic transport equatton of thc Auid and 
inar Aow inside ducts have been proposed by Graetz the satisfaction of compatibility conditions for temper-
(1885) and Nusselt (1910), independently. They ne- atur~ an~ Auxes a~ the solid-liquid interface. ln case of 
glected the ~ali ~alysing the transfer of heat only in con~tdenng .prescnb~d tempcrature at the outside wall, 
the Newtoman fhnd, and admitted different tempera- sem1-ana~yttcal solut1ons were proposed by Mori et ai. 
tures at tbe inlet section of tLe flow and along the wall (Hl74) w1tb accurate rcsults obtained far from the fiow 
neglecting its thickness a.nd material. Semi-analytical entrance region. 
solutions have been proposed and, until about the fi. When non-Newtonian fluids are considered in the 
nal of tbe seventies, extensions of these solutions have context of conjugate heat transfer problems, two addi-
been derived to modHied problems but none of them tional difficulties arise: the satisfaction of the incom-
included wall effects. Tbcse probÍems are known as pressibility internal constraint and the pure nonlinear 
'conventional convection problerns'. Nevertheless after character of some constitutiva relations as the power-
tbat period, researches have shown tbat the wall ~ight law to which Newton based methods fail to solve ade-
have considerable effect on the heat transferred to or quately for very large or vcry small power índices. For 
from the Auid, stimulating to analyse the problem for these kind of problems efficient mixed finitc elemcnt 
solid and fluid simultancously. These problema are now tnethods, allowing sarne interpolation orders for ali vari-
being referred to as 'conjugate problerns'. Then, scv- ables, and algorithms Lave been developed in thc con-
eral works have been done includin.,. radial conduction text of creep analysis by Glowinski and Marroco (1975) , 
in the wall, hut still not taking c:re of axial effects. Loula and Guerreiro (1990) and Guerreiro et ai. (1991) , 
However, some of those works predicted that axial con- and they may be adapted to the situation of power law 
duction in the wall might be investigated (Shah et al., fluids .. 
1978 and Guedes ct ai., 1990). Numerical methods were Dtfferently from the classical approach to coupled 
proposed to deal wíth these problems and the major- nonlinear problems which consists in linearízing the 
~ty of them fails to solve adequately at the very near ~roble~ élfold uncoupling the resulting system as a start-
mlet section of the flow; but they confirmed the predic- mg pomt, m the present work we present a mixed finita 
tions of the importance in considering axial conduction element method constructed by a Petrov-Galerkin type 
in thick-walled ducts, by evaluating accurately well this form_ulation over the Hellinger-Reissner principie for the 
cffect far from the criticai inlet section (Campo ct al., ?onlinear coupled-conjugate heat transfer to Auid Aow 
1.99 1 ~ Barozzi et al ., 1985 and Pagliarini, 1988) and 0011• m du~ probler~. Prescribed velocity and tcmperature 
s1denng heat Aux prcscribed at the outer surfacc wall of at the mlet sectton of the duct and gíven temperature 
tbe duct and using iterativa methods. Besides the cou- at the outside surface wall are considered. To solve 
~lin~ between thermal and kinematics effects, two ba- the f~rmulatio~, a Uzawa-like algorithm was developed, 
s1c dtfficulties arise wlaeu one faces conjugate problems: and ~~ deals wtth the non.linearity as well as with the 
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sure the continuity of the hcat flux at the solid-fluid 
interface and no iteration is necessary to tbe continuity 
of the ternperaturc, once this is an intrinsic character
istic of the finite clement method. Numerical results 
are presented comparing, comparing coupled and un
coupled considerations, conjugace and non conjugate, 
and coupled-conjugate effects. 

COUPLED-CON.JUGATE DIFFERENTIAL 
FORMULATION 

Let n = (fl, U fl 1) C n2 be a bounded domain 
with r i = fl, n fl /• and boundaries f • and r 1 such 
that 

r. = r .o u r ,9 , r ,o n r ,9 = 0 ( 1) 

r1 =r1uur1our19 • r1snr19 =0, (2) 

wbere ,, 1,., o and q referre to solid, fluid, solid-fiuid 
interface, tcmpcrature and hca.t flux, respectively. 

Let u be the stress tensor, u the velocity vector, 
O the ternperature, f the heat generation in the solid, 
f body force vector, k thc thermal conductivity coeffi
cient, m~ tbe density and c11 the heat capacity. 

A general formulation tbat modcls thormally cou
pled and coujugate problems of a non Newtonian fluid 
flowing in ducts may be characterized by the following 
set of equations. 
- solid pbase: 

-div(ka ~O.) = f in fls; 

- liquid phase: 

-divu + (~u)u = f in !'lr; 

~·u = A(S,01) in flr; 

with A (S, o,) a nonliuear function of 

I 
S = u- -trai· 

2 ' 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

divu = o in n,; (7) 

-div(kr~Or) + mccpu · ~Or = 4> m !'lr; (8) 

with the viscous dissipation given by 

~=a: ~(u) (9) 

and 
{~u + ~uT) 

t(u) = B(u) = ~·u = ; 
2 

(10} 

- boundary conditions: being n the outward unit nor
mal vector, 

o,= o, on r.s, (ll) 

k, ~(), · n, = q, on r,q, {12) 

u=u on fru, {13) 

o,= o, on rro , (14) 

k1~o,. n1 = 7i, on frq; (15) 
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-interface compatibility condition: 

o,= o1 at r, {16) 

k,~O.·n=k,~O,·n, at r,. {17} 

Tbe constitutive equation we are interested in is a com
bination of Arrhenius and Ostwald-de-Waele laws, that 
is 

{18) 

where ( is the power-law index, K is the consistence 
parameter and /3 is a function of the activation energy. 

SOME PRELJMINARY DEFJNITIONS 

Defore introducing the formulations we need the 
following definitions. Let cm(n) be the set of al1 real 
valued functions defined in n with continuous deriva
tivas until order m, Cõ'(O) tlte subset of functions in 
cm(n) with compact support in n and D(O) = C{{" 
the space of trial functions to which the dual , D•(n) is 
the space of linear functionals defiued in D(O). Define 
the inner product 

('1/1,4>) = f '1/Jt/>dO 'v''I/J,t/> E D(fl). (19) 
n 

fJ ={o E wJ·'(n)}, (20) 

U ={r= [r,1];r,1 = r1; E L~(fl),i,j = 1, 2}, {21) 

Ur ={TEU; trT = 0}, (22) 

V= {v= {v,};v; E W~'1 (0),i = 1, 2}, (23) 

with ~ + ~ = 1 and w< ·• and and L' are Sobolev and 
Hilbert spaces with tbeir usual norms. Define the prod
uct spaces and their respective norms: 

U = Ur x U, V = Ur x V, (24) 

II{T,r}llv = IITIIu + llrllu, V{T,r} EU, (25) 

IIP, v}llv = IIÃIIu + llvllv, 'v'{Ã, v} E V . (26) 

Consider the usual finite element discretization 
where n = u~~~ ne, and N e is the number of elements 
and h is the mesh paramecer given by h = max{he}· 
Let P:(n) be the space of continuous finite element 
polynomials of order k and class CO and Q~(n1 ) be the 
space of discontinuous finite element polynomials of or
der l and class c-1• Then, define the following finite 
dimensional spaces: 

{)" = {oh E P:(n) n w~·2(fl)}, {27) 

1i11{div) = {Qh E (P~(n) n H(div)(fl))2
}, {28) 

u" = {u" E (Q~(n1 ) n L'(n1 ))3
}, (29) 

UTh = {S11 E (Qi(n1) n L'(01 ))3 , trS11 = 0}, (30) 

v"= {uh E (Pf(n1) n wci ·'(01})2}. (31} 

where H{div) = {g : g E I}(O),divg E L2(0)} equiped 
with the norm IJgiJ H(dlv) = IIYII + lldivgiJ, with IJ.II being 
the usuaiJ}-norm. 



A MIXED STABILJZED FINITE ELEMENT 
FORMULATION 

By segrcgating tbe deviatoric part of the stress ten
sor and introducing a multiplier, the nonlinearity can 
be isolated as in the following continuous variational 
formulation: 
Problem Pl : Find{S, u, u , À, 8} E Ur x U x V x Ur x 
fJ, such that 

(A(S, 8), T) +(.X, T ) =O, V T E Ur {32) 

(S - uo , p.) =O, V p. E Ur {33) 

(u, V'v) + (f , v ) =O, V v E V (34) 

{V'u, r)+ (.X, ro) =O, V r EU (35) 

k(\78, \117) +mc,(u \78,7]) = (4>(u, u,8) ,7J), V '7 E fJ. 
(36) 

Note by Eq. (33) that S and uo represent stress 
deviators treated independently, and À plays tbe rolo of 
a Lagrange multiplier. Differently from the uncoupled 
case, Problem P 1 is not a saddle point but a dissipative 
problem. Even being isolatcd, the nonlinearity which 
appears in Eq. (32) still rcmains "purely nonlinear", 
and can preclude applications of classical algorithms to 
solve it. More than this, if Galerkin approximations are 
introduced, the compromise between the approximation 
spaces prevents interpolations of tbe sarne order for u 
and u , wbich could cause instabilities. To overcome 
these difficulties and in view of constructing efficient al
gorithms to treat the strogly nonlinear equation, we in
troduce the following stablilized finitc element method 
which allows sarne order interpolations, coupling the 
thermal problem governed by the diffusion-convection 
equation. 
Problem P2 : Given f , find {Sh,uh,8h}; {.Xh, u h} E 
{Uh x fJh} x V h, such that 

(A(Sh, 8h), Th) + (.Xh, T h)+ 

+(Sh- um .• P.h)+ 

+(u~a., V'v,.) + {f, vh)+ 

+(V'u h, 1"h) + (.X~a., 'TDh)+ 

+[61 (Sh - uoh. 'TJa.- T~a.)J + [~~
2 

(divuh + f , div7h)hJ = 
11 

=0, V{T~a., r~a.}; {.X~a., v h} EU h x V l1> {37) 

k(\lO~a., \71J~a.) +mtc,(uh · \78h,f"Jh) = (iP(u~a.uh,Oh),1Jh), 

V 1Jh E f}h· {38) 

with 61 and eh are constants to be fixed. 
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Note that tbe 61 parameter was added to introducc 
a linear sh part to the nonlinear equatiou in a natural 
way, enabling the inversion of the constitutiva equa
tion. The term in 62 was included to allow sarne order 
of interpolation for uh and uh, stabilizing tbe effects of 
the incompressibility constraint. For the energy equa
tion, Eq. (38), witb general material conditions, it may 
be used an artificial diffusion method like the SUPG
metbod of Brooks and Hughes (1982), as clone next. 

R.earranging and adding the SUPG terms, Pro
blema P2 may be written in a general form as: 
Problem P3: Given f , find {Sh,u~a.,8h,Àh, uh} E UTh 
xUh X f}h X Urh X vh. such that 

A~a.({Sh,uh,8h}i {Th,rh})+Bh{{T~a.,rh}; {Àh,uh}) = 
= F~a.({Th,rh}) ,V{T~a.,rh} E uTh x u~~.. (39) 

Bh({Sh,uh} i {P.h 1 vh}) = Gh({lth, vh}), 

V{p.~a., vh} E UTh x Vh, (40) 

D(8h,1Jh) + C({uh,8h},1Jh) = E~a.(TJh), V1Jh E t'h, 
{41) 

where 

Ah({S~a..,uh,8h}; {T~a., rh}) = A({Sh,uh,8h.}i {T h, 'Th})+ 

+ 
6~

2 

(divuh,div'Tl, )h, {42) 
11 

A({Sh,uh,8h}; {Th,r~a.}) = (A({Sh ,Oh }), Th) + 

+61(u~a.- Sh,'TJa. - T h), (43) 

Bh( {Sh, uh}; {P.h, v"}) = (roh - T h,J.'h)- (v• v h, rh), 
{44) 

ó2h2 
F~a.({Th, rh}} = -~(f, div'Tl,)h, (45) 

11 

Gh({p~a., v~a.} ) = -( f , vh) , (46) 

D(8h,f"Jh) = K.(\78h, \71Jh), (47) 

C({u,.,811} 1 '71o) = mec,(uh · VO~a.,1Jh) + 
+ (Ç, uh · di v( -K.VO~o), V1JJ,)h + 
+ mep(Ç,uh urveh, 1Jh)h, (48) 

(4>h,1Jh) = (uh . 'V'uh, TJ~a.), 
Eh(TJh) = (cf>h,fJh) + (Ç.ct>h uh, 'V1Jh)h, 

(49) 

(50) 

w?ere 61, 62 are arbitrary positive constants to be fixed, 
Ç, is the SUPG parameter de6ned by 

Ç _ heÇe 
.. - 2mc,lu~a.l' 

K. 
Çe = max{O, l- I lh },e= l , ... ,Ne.{5l ) 

me, u h. e 

Note that Sh and UDh represent the deviatoric part of 
the stress, but tbey are independently treated . Once 
the temperature and the velocity are continuous from 
element to element, we may use the temperature and 
the velocity calculated above to determine the heat Hux 



by the following post-processing tecbnique which en
sures the continuity of the heat flux along the solid-Auid 
interface. 
Problem PQ: Given {u,Oh}, find Qh E 7ih{div) such 
that 

with 

{53) 

Q(qh) = Óq(met:pu · 'il(h. +<fi, divqh)h- (K'ilOh, Qh)· 
(54) 

Stability of Problem PQ for Óq > O may be seen in 
Karam Filho and Brum (1998). 

To solve the coupled Problem P3, we propose the 
following algoritbm. 
Algorithm Al: Given 0~, find 
{S~,CTh,o;:}; {À~. u h} E {UTh.x uh X '!9~t} X {UTh. X Vh} 
and qí: E 'H~t(div), n ~ 1 such that 

A h ( {SJ:, aí:, 8~-t }; {T11, rh}) + B~t( {Th, rh}i {..\/:, uJ:}) = 

= Fh({Th,r~t}), 'v'{Th,'íh} E UTh x U,. {55) 

Bh({Sf!,aí:}; {t.th, vh}) = G~t({P.h, Y~t}) , 

'v'{JJ.h, vh} E UTh X vh (56) 

D(Oí:,11h) +C({uJ:,Oí:},TJh) = (iPJ:,TJh}, 'v'TJh E 19" 
(57) 

Qh(qí:,qh) = Qh({u?,,Of.};qh), Wih E 7ih(div), 
(58) 

Algorithm Al leads to sequences bounded by the data 
of the problem, ensuring its convergence. Note that 
Algorithm Al approaches Problem P3 for íts coupled
conjugate character. lt remains that system Eq. (55)
Eq. (56) is nonlinear, requiring an appropriate algo
rithm to solve it. To solve tbe nonlinearity we use 
a scheme proposed in [3J which when adapted to the 
above algorithm leads to the following procedure to the 
coupled-conjugate nonlinear problem. 
Algorithm A2 : 
(•) Given 0~·1 , ,\~·1 and 8~·1- 1 , find {a~·1 , u~ ·1} E Uh x 
Vh ,n ~ O,l ~ 1, by solving 

Ó ( · n,l ) Ózh
2 

{ . n 1 . n 1 
I aDh•'íDh +--.::- diVCTh' ,diV'íh)h- ('ilu h' ,'íh) = 

v 

Ó (sn/-1 } ('n/ ) Ó2h
2 

. = I h, 1 TDh - Ah' 1 TDh - --.::-(f,diVTh)h, 
v 

(a~'1 , 'ilvh) = (f, vh), 'v'r11vh E Uh X Vh. 

• Now, with ad~ and u~· 1 , find S~·1 E Urh by 

(A(0~·1 , S~·\ Th~ + 61 {S~· 1 , T~t) = ó1 (ad~• Th); 

(59) 

(60) 

+(>.~·1 , Th), vrh E UTh. {61) 

• Then knowing an,t sn,l and .xn,l calculate 'n,l+t E 
, Dh• 11 h • "'h 

UTh by 

.xn,l+l = ).n,t + p ( n,l - sn·') 
h la h CT Dh h ' {62) 
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• until 

• With CT~'~ and u~ given by the above steps, find 
o~+l,l+t E 19" by 

k('ileh , 'ilTJh) + mec;,(u~·1 'VO~+l,l+l' Tlh) =(<I>~. TJh) 
(63) 

• until 

(• ] Now, as o~+J.I+t E '19h and u~ ·1 E Vh are known, 
find the continuous heat flux, qí: E 1lh(div), by solving 

The linear part introduced by the ó1-term allowed 
the application of Newton-like methods to solve, at the 
integration points (Nip), the resulting nonlinear alge
braic equation: 

A(8~'1 
I s~·'(x,)) + ÓtS~·1 (x;) = óla~·~(x;) + ).~· 1 (x;), 

where i= I, ... ,Nip, once we know a~·:, and >.~·1 • 
(65) 

!IS;! li, llu;:ll, llaí!ll, II'VBhll and ll>.í!ll generate se
quences bounded by the given data ll fll , ensuring the 
convergency of the algorithm. 

APPROXTMATION ANALYSIS 

The analysis presented bere consider, for simplic
ity, Hilbert spaces. Extensions for Sobolev spaces are 
possible by using analogous arguments as in Glowinski, 
(1982). We can evaluate the quality of the approxi
mation· generated by Problema P70 by the following 
result. 

Theorem T : For Problem P3, being { CT, S, O,..\, u} so
lution of Problem Pl, and {a h, s~~.,oh • ..\11., u~~.} solution 
of Problem P3, it is valid the estimate below: 

'v'{Th ,rh} E Uh,{J.'h,vh} E Vh,1Jh Eth (66) 

with C4 p >O 

(67) 



IIS- sh,(J - lJh, >.. - >..h, u - uhllh,V,V = 

= ns- sh ,(J- (Jhllhu + 11>.. - >..h, u - uhllv {68) 

!IS- T11,u- Th, B- 811, >..->..h, u - vh llh,Ü,t1,V = 

= IIS-Sh,U-Uh, À-À/a, u - uhllh,'U,'v+IIB-Bhllo (69) 

Proof (sketch): Applying analogous argumcnts as in 
Kararn Filho and Loula (1997) for the tbermally cou
pled, but non-conjugate problem, we obtain inequality 
(66) with Cap depending, now, on the ratio of thc con
ductivities, k, f kJ . 

Applying the results from the interpolation tboory 
to the theorem above, the following estimates may be 
obtained: 

!lu - uhilh.U 5 C, [h1+1 (lult+l + ISit+l + i>..k·-• )+ 

+hklulk +h'+ i IBit+l, 

ll\?u - \?u11ll 5 C2[h1+1 (lult+l + ISit+J + l>..lt+d+ 

+hklulk + h'+t IBit+t, 

IIS- S11llu 5 C3(h1+1 {lult+t + ISI1+1 + i>..lt+d+ 

+hklul.t + h1+t1Bit+t, 

11>..- >..hllu 5 c,.[h'+l (lult+l + ISit+l + l>..lt+.)+ 

+hk l ul~; + h'+tiBit+• , 

(70) 

{71} 

(72} 

(73) 

The estimates above, for thc couplcd problem, dif
fer from those obtained for the uncoupled case by the 
term comming from the temperature approximation, 
11(8- Oh) li. 

NUMERJCAL RESULTS 

Numerical results for newtonian and non
Newtonian fluids ftowing in circular ducts are presented 
in terms of the following dirnensionless quantities. Be
ing r the radial coordenato, z thc longitudinal (or 
axia1) one, L the finite length of tbe duct where heat 
is being transferred, d the thickness of the duct wall, 
D the internal diameter, K the condutivity ratio, Um 
the axial mean velocity at the internal area Ac with 
pcrimcter Pc, Pe thc Péclet numbcr and Nu: the local 
Nusselt number, define 

• r • z • 8 - Bw k, d 
r = D'z = L'0 = Bt -B ... .'K = kj' b= L' 

ffltCpUmD 0 = - 1-f UrOdAc Pe = · ' m,• A Um A 
I c • 

88 _ 1 ( ôB _ D((~)l].: 
[( ôr) , j: - Pc} P. ( ôr );dPc, Nu: - K(Om,i- Bw)" (74) 
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For K = 10 f = 0.05 and Pe = 500 the results 
of the uncoupled-conjugate problom are presented in 
Figure 1, in tenns of z • X o· for different values of tbc 
wall thickness, showing the importance of considering 
radial and axial conduction evcn to thin wall 

Figure 2 depicts isotherms for ( = 4, Bw = Be = 
SOOK (where variations in temperature are due to vis
cous dissipation only), comparing coupled and uncou
pled considerations for a duct with 3D/ 4 reduction with 
L=4D. 

Figure 3 compares the results for Newtoniau and 
non-1\ewtonian ftuids in conjugate coupled and uncou
pled cases, for b = 0.03, K = 10, and initial Pe = 500, 
in terms of z" x Nu: 

0.8 

!.'! 
2 

i0.6 1; 
; :\ 
00.4 J\ .. \ j \ 
.s ' 

0.2 

b-<l.01-
b-<l.03 ·

b•0.2 ....... 

··,..__... ---- --- -·- I -=::::::- -·-··-::-· -- -: o,.....__ ' I I 

o 0.2 04 0.6 0.8 z· 

Figure 1- o· for difl'erent b, 
Pe = 500, K = 10 

(a) l[C ~Q !~ 
,I 

(b} ltl[ ~ I L 

,I 

Figure 2- Jsotherms for ( = 4, 
(a)uncoupled, (b)coupled 

CONCLUSJONS AND REMARKS 

ln this work it was presented a procedure by us
ing mixed stabilized finite element formulation which 
allows sarne order of interpolation for ali variables and 
a Uzawa algoritbm capable of dealing with the cou
pling and thc nonlinearity of the problem of conjugate 
heat transfer to non-Newtonian ftuids. This procedure 
makes possible the use of simple Newton methods to 
solve tbe Power-law constitutive equation, cven for crit
icai values of the power index. 
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12 

,, 
10 

7 

6 

~ 
• 4 unooupled-oonjugate -
• 4 ooupled-<X>jugate -
• 2 unooupled-oonJU08te ~ 

0.2 0.4 0 .6 0.8 
z• 

Figure 3- Coupled x uncoupled conjugate 
problerns. NuJ: for ( = 2 and ( = 4 

To the heat conjugation {solid-6uid unlmown inter
face temperature), tbe continuity of tbe temperature is 
an intrinsic characteristic of the fi.nite element inter
polation used. The compatibility of tbe heat fiux was 
obtained by a post-processing technique which at the 
same time improves the approximation error estimate 
when compared to techniques based on differences, and 
do not need any iterative method to ensure botb com
patibility conditions. 

From the numerical results obtained bere, first it 
may be observed separately conjugate x non conjugate 
effects by varying the thickuess of the duct wall, sup
posing the problem as uncoupled. ln this case, tbe re
sults in Figure 1 may be compared to those of Mori et 
al. (1974) for the region far from the entrance. Here, 
the inlet result is obtained without oscíllations. f'rom 
Figure 2, by eliminating the effect of tbe wall, different 
locations of the isotherms show the importance of con
sidering coupled effects. ln Figure 3, tbe complete prob
lem, coupled-conjugate, is focused and compared witb 
two · other situations. Observe that, at tbe entrance 
of the 6ow, the N Ur of the coupled-conjugate prob
lem with non-Newtonian 8uid approaches tbe Newto
nian uncoupled-coojugate curve and is very far from tbe 
uncoupled-conjugate non-Newtonian line (10-15as tbe 
fluid entcrs the duct, far from the entrance, it reaches -
an intermediate bebaviour. Tben, very far from tbe 
entrance, it tends to the uncoupled Newtonian limit. 
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RESUMO 

Este trabalho mostra o dese11volvímento de um c6digo compuU1cionaf pC/ra a utilização do simulador 
TRNSYS Versão 14. /.Kiein. ( 1990). para a análise trC/nsiellte de sistemas termo-solares C/copfados a ciclos de 
refrigeração por absorção que operam a temperaturas moderadas. O c6digo desenvolvido ptrmite o proJeto 
completo destes sistemas inclui11do o dm1ensionamemo dos equipamemos em·oll'idos, prmc1palmente a área de 
cole ta de energ10 solar, voluml! do tanque, características do cíclo de absorção e sala fr~goríjica em função 
dos prmcipais parâmetros termoflwdodmâmicos. Os resultados [l.ráficos gerados mosrram os perfi~ de 
temperatura no sistema, isto é, no coletor, no tanque e na safa frigorífico, considerC/11do a irtfluencitl d()s 
diftrentes parâmetros. Todos estes resultados são apresentados para dados solarimétncos médios. 

INTRODUCÃO 

Existem vánas maneiras de se utilizar a termo-conversão 
da energia solar, através de diversos equipamentos de coleta, 
com ou sem o uso de concentradorc~. para diferentes finalidades. 
Neste trabalho foi analisado um SIStema termo-solar transiente 
acoplado a um c1clo de refngcração por absorção que opera a 
temperaturas moderadas. Para a análise tennoflu1dodmâmica do~ 
coletores c do tanque reservatório, incluindo o ciclo de 
refrigeração por absorção e a sala frigorífica1 dcscnvol veu-sc um 
código computacional para uulitação do l>imulador TRNSYS 
versão- 14 I. KJem. ( 1990). 

FUNDAMENTOS TEÓRICOS 

Dcscricão do Sistema Propq~to 

O sistema é di\ 1dido cm três panes: SIStema de colcta de 
energia. c1clo de refrigeração por absorção c sala Fngorífica. 
Figura I. 

O sistema de colcta de energia é composto por um coletor 
solar. tanque de armazenamento. bomba c um fluido térmico 
portador de energ1a, sendo neste caso água. 

O ciclo de absorção compreende quatro componentes 
bás1cos: um evaporador e um absorvedor. loca h lados no lado da 

Ralo• "'

Solar•~ ~ 

baixa pressão do SIStema. c um gerador c um condensador, 
locali7ados no lado da alta prc~são do sistema. São uuhzados do1s 
fluidos de serviço, um refngcrnnte e um ab~orveme. O ciclo de 
recirculação do refrigerante é do condensador para o evaporador, 
deste para o absorvedor. em segutda para o gerador c retoma ao 
condensador, enquanto o absorvente passa do absorvedor para o 
gerador e retoma ao absorvedor 

O processo de refrigeração pode ser descnto cm linhas genus 
do seguinte modo: o fluido refrigerante vindo do gerador (após ~er 
separado) passa por um condensador e se liquefaz. Logo após. 
durante a expanst'io produzida por uma válvula, o lfquido se re~fria 
amda ma1s e penetra no cvaporador. onde uma pane deste lfqu1do 
se vaporiza por efello da absorção de calor, rcurando calor das 
vizinhanças c. deste modo, produzjndo a refngcração na câmara 
apropriada O vapor do refrigerante é reab~orvido no líqUidO 
absorvente que é bombeado para o gerador, completando assim o 
ciclo. O calor necessário para o funcionam<:nto deste sistema de 
refrigeração. rcprojetado para temperaturu moderadas, é obtido 
mediante colctorcs solares planos ou então atra,és de coletorcs 
concentradores. 

A sala ou câmara frigorffica compreende o volume onde será 
entregue a carga frigorífica gerada pelo c1clo de refngeração por 
absorção. de modo a resfn á-lo. 

Conde.n•ador ..........__'--.a ,iJ 

..........__ JJ Separo dor 

,iJ 
l!!vaporador 

Ciclo de Refrlgeraçêo 
Sala Fngorifica 

Abso..,t!dor 

Figura 1 - Esquema Geral do sistema termo solar acoplado ao ciclo de refrigeração por absorção. 
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CÓDIGO TRNSYS 

Para a elaboração do código TRNSYS, antes ~ necessario a 
existencia de sub-rotinas cscntas na linguagem Fonran, cada 
uma delas representando um processo especrtico, as quais são 
interconectadas mediante um programa executivo, (escrita na 
linguagem de programação do TRNSYS). Logo após são 
transformadas num outro cóchgo para sa1da final para utilização 
do usuario mostrando apenas os espaços correspondentes as 
entradas c ou parâmetros para a Simulação do sistema g lobal. 

Com esta 1de1a apresenta-se a segu1r a metodologia para a 
análise da dtnámica do SIStema termo solar, acoplado ao ciclo de 
refngeração c sala frigorífica. Resaltando que, quando se fala de 
elaboração do codigo, emenda-se por elaboração do programa 
executtvo escnta na hnguajcm de programação do TRNSYS. 

O SIStema cons1ste de várias sub-rotinas chamadas de 
TYPE-n (onde n ~ o número que diferenc1a um processo do 
outro). que cm conJunto, c com aJuda de um nuxograma (Figura 
2), se necessario, po~s1bihtam a elaboração do código que 
permite a simulaçilo nus muis variadas condições. O esquema 
ilustrativo do sistema analisado foi mostrado na Figura I. 

Lista das Unidade:, ou sub-rotinas 

Os seguimes TYPES, ~ão levados cm conta para a 
elaboração do cód1go TRNSYS; TYPE 9 Leitor de Dados. 
TYPE 16 Procc~sador de dados da Radiação, TYPE 21 
Subsistema Colctor-Tanquc-Bomba, TYPE 2 Controlador 
diferencial , TYPE 7 C1clo de Absorção, TYPE 12 Carga 
Fngonfica. TYPE 28 Pcrformancc do Subsistema Coletor 
Tanque Bomba. TYPE 28 Pcrformance do Ciclo de Absorção, 
TYPE 28 Performancc da Carga Fngorffica, TYPE 28 
Pcrformance do S1stema Geral. TYPE 65 Resultados Gráficos 
(Onlin~ Plou~r), TYPE 27 para safda em forma de histogramas 
e TYPE 6 Aquecedor Aux1liar (OpciOnal). 

lmplcmcntacão dos Dados Mctcorolóll!COS 

Os dados mctcrcológicos podem ser altmentados em forma 
de dados horonos loca1s reaiS e/ou cm forma de função, 
Morejon. ( 1997). Para esta s1mulação foi implementado os 
dados solarímétricos obudos llo oju~te a uma função scnoidal, 
com a temperatura amb1cnte vanávcl com llefasamento em duas 

horas na temperatura máx1ma do d1a. Hackenberg. ( 1980). Estes 
dados foram armazenados num "fi/~" contendo a seguinte 
informação: mês, d1a, hora, radiação c temperatura ambiente, cuja 
leitura é fetta posteriormente pelo TYPE 9. 

Defimcão dos dados de simulacão 

Para tn1c1ahzar a simulação fo1 cons1derada uma temperatura 
ambiente de 25,0 ["C), com tempo do começo, tempo final e 
mcremcnto de tempo escolh1dos livremente. assim neste trabalho 
correspondem a I [h), 168 !h] e 0,25 (h] rcspecuvamente. 

Defimcão dos dados geográficos 

Sendo o lugar geográfico de intere1.se a c1dadc do Rio de 
Janeiro. cons1derou-sc os valores geográficos correspondentes a 
esta região, como latitude de (·23 L"]), inclinação com respeito a 
superf(cie da terra c mudança do ângulo horário no tempo solar 
( I 80112 ['']). 

Controlador do Ouxg mássjco i'º gerador 

A va1ão mássica do fluido aquecido que alimenta o gerador do 
ciclo de rcfngeração é controlada por meio de um dispositivo 
controlador, TYPE 2, tendo como referência a temperatura de 
geração de vapor do refrigerante. 

Ciclo de refrigeraci!o 

Foi utihzado Brometo de Lftto como refrigerante e água como 
absorvente, sendo separado~ no gerador, usando a energia 
provemente do Ou1do aquec1do pelo sol. Obtem-se, na saída, a 
carga frigorffica gerada pelo SIStema O c1clo de refngeração por 
absorção deve ser proJetado pam operar com temperaturas de 
geração moderadas, em tomo de 60 • 70 •c. utilitou-se o modelo 
"'Arkla model Wf-36" Klctn, ( 1990), sistema representado pela 
sub-rottna TYPE 7. 

Sala frigorífico 

Nesta sub-rotina typc 12. são consideradas as caraetcrfsticas da 
sala frígorffica: os coeficientes globab de transferência de energia, 
o tamanho e o material da sala ou câmara frigorífica. 

Me.s Ole Hor• I T • 

·~~~~~=.~~~~ 
1 teu '• 

'·-----' ., 
I t HIStJmJ4 
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1 Ç.\!o.t.:W~" 
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Figura 2 Fluxograma do sistema solar acoplado ao ciclo de refrigeraçao por absorção 
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RESUMO 

Est~ trabalho mostra o desenvolvimento de um código computacional para a 11/illzaçiio do simulador 
TRNSYS Verstio 14./,Kfem, ( 1990), para a análise transieme de sistemas termo·solares acoplados a c•c/os de 
refrigeração por absorção que opuam a temperaturas moderadas. O código desenvolvido pemute o projeto 
completo destes sistemas incluindo o dimensionamento dos equipamentos envo/l·itlos, principafme/1/e a área de 
coleta de energw solar. volume do tanque. características do ciclo de absorção e safa frigorífico em função 
dos principais parâmetro.f termofluidodinámicos. Os resultados gráficos gerados mostram os perfis di! 
temperawra no sistenw. isto é, no colewr, no tanque e na sala frigorífico, considerando a influencia dos 
dijeremes parâmetros. Todos estes resultados são apresentados para dados solarimétricos mt!dios. 

lNTRODUCÃO 

Existem várias maneiras de se utilizar a tcnno-conversão 
da energia solar, através de diversos equipamento~ de coleta. 
com ou sem o uso de concentradorc~. para diferentes finalidades. 
Neste trabalho f01 analisado um SIStema tenno-solar transicnte 
acoplado a um c1clo de refngcroção por absorção que opera a 
temperaturas moderadas. Para a anáh~c tcrmoflu•dodmâmJca dos 
coletores e do tanque reservatório. mclu1ndo o ciclo de 
refrigeração por absorção e a sala fngorílica, dc~cnvoheu-sc um 
código computacional para uti lização do s1mulador TRNSYS 
vcrsão-14.1. Klein. (1990). 

FUNDAMENTOS TEÓRICOS 

Descrição do Sistema Prooosto 

O sistema é dividido cm três partes: sistema de coleta de 
energia. ciclo de refrigeração por absorção c sala Frigorrfica, 
Figura I. 

O sistema de colcta de energia é composto por um colctor 
solar, tanque de armazenamento, bomba c um lluido ténnico 
portador de energia, sendo neste caso ~gua. 

O ciclo de absorção compreende quatro componentes 
básicos: um evaporador e um abltorvcdor. locali7.ados no lado da 

Raio• 

Sol....,..~"-... ,........._ .., 

baixa pressão do sistema, c um gerador c um condensador. 
localizados no lado da alta pressão do SIStema. São utilizados dois 
fluidos de serviço, um refrigerante e um absorvente. O ciclo de 
recirculação do refrigerante é do condensador para o evaporador, 
deste para o absorvedor. cm scgu1da para o gerador e retoma ao 
condensador. enquanto o absorvente pas)a do absorvedor para o 
gerador c retoma ao absorvedor. 

O processo de rcfngeração pode ser dcscnto cm hnhas gcraJs 
do seguinte modo: o fl uido refngerantc v1ndo do gerador (após ser 
separado) passa por um condensador e se hqucfa1.. Logo após. 
durante a expansão produLida por uma válvula. o Jíqu1do se rcsfna 
ainda mais e penetra no evaporador, onde uma parte deste Jíqu1do 
se vaporiza por efeito da absorção de calor. retirando calor das 
VIZinhanças c. deste modo. produ71ndo a refngcração na câmara 
apropriada. O vapor do rcfngcrante é reabsorvidO no líqUidO 
absorvente que é bombeado para o gerador, completando ass1m o 
c1clo. O calor necessário paro o funcionamento deste sistema de 
refrigeração. reprojctado para temperaturas moderadas, é obtido 
mediante coletores solares planos ou então através de coletores 
concentradores. 

A sala ou câmara frigorflica compreende o volume onde será 
entregue a carga frigorílica gcmdn pelo ciclo de refrigeração por 
absorção, de modo a rcsfná-lo. 

C o.ndens•dor "'-...... S eparador 

A v aporado• 

C1do de Refngeração 
Sal• Frigorifi~ 

A.bsoTVedor 

Figura 1 - Esquema Geral do s1stema termo solar acoplado ao ciclo de refrigeraçao por absorçao. 
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CÓDIGO TRNSYS 

Para a elaboração do c&hgo TRNSYS. antes é oecessano a 
existenc1a de sub-rot1nas escritas na linguagem Fonran, cada 
uma delas representando um processo especflico, as qua1s são 
interconectadas mediante um programa executivo, (escrita na 
lmguagcm de programação do TRNSYS). Logo após são 
transformadas num outro código para saida final para uuhzação 
do usuano mostrando apenas os espaços correspondentes as 
entradas e ou parâmetros para a simulação do sistema global. 

Com esta ideia apresenta-se a seguir a metodolog1a para a 
análise da dtnâmica do ststema termo solar, acoplado ao ctclo de 
refrigeração e sala frigonfica. Rcsaltando que, quando se fala de 
elaboração do codigo, entenda-se por elaboração do programa 
executivo escrita na hnguaJem de programação do TRNSYS . 

O sistema cons1stc de várias sub-rotinas chamadas de 
TYPE-n (onde n é o número que diferencia um processo do 
outro), que cm conJunto, e com BJUda de um fluxograma (Figura 
2), se neccssario, po~~tbtlitam a elaboração do códtgo que 
permite a ~•mutação nas mais vanadas condições. O esquema 
ilustrativo do SIStema analisado foi mostrado na Figura I. 

Lista das Unidades ou ~ub-rotinas 

Os seguintes TYPES. são levados em conta para a 
elaboração do códtgo TRNSYS; TYPE 9 Lettor de Dados. 
TYPE 16 Processador de dados da Radtação, TYPE 21 
Subsistema Coletor-Tanque-Bomba. TYPE 2 Controlador 
dtferencial, TYPE 7 Ciclo de Absorção, TYPE 12 Carga 
Fngorifica. TYPE 28 Pcrfom1ance do Sub:.istema Coletor 
Tanque Bomba, TYPE 28 Performance do Ctclo de Absorção, 
TYPE 28 Pcrformancc da Carga Frigonfica, TYPE 28 
Pcrformance do Sistema Geral. TYPE 65 Resultado~ Gráficos 
<Online Plouer). TYPE 27 para safda em forma de histogramas 
c TYPE 6 Aquecedor Auxiliar (opciOnal). 

Jmplementac11o dos Dado:; Meteorológicos 

Os dados metereológicos podem ser alimentados em forma 
de dados horarios locais reah e/ou em fom1a de função, 
Morejon, (1997). Para esta Stmulação foi implementado os 
dados solanmétricos obudos do aJUSte a uma função senotdal. 
com a temperatura ambtcnte vanável com defnsamento cm duas 

horas na temperatura máx1ma do dia, Hackenbcrg, ( 1980). Estes 
dados foram arma1.enados num "file" contendo n seguinte 
mformação: mês. dia, hora. radiação e temperarura ambiente, cuJa 
leitura é feua postenormeote pelo TYPE 9. 

Definição dos dados de simulaciio 

Para tntcializar a simulação fot considerada uma temperatura 
ambiente de 25,0 [''CJ, com tempo do começo, tempo final e 
incremento de tempo escolhidos livremente. assim neste trabalho 
correspondem a I (h], 168 [h] c 0,25[h) respectivamente. 

Definiçiío dos dados geográficos 

Sendo o lugar geográfico de interesse a cidade do Rio de 
Janeiro. constderou-se os valores geográficos correspondentes a 
esta região, como latnudc de (-23 ['']). inclinação com respeito a 
superfície da terra c mudança do ângulo horário no tempo solar 
( 180112 [")). 

Controlador do fluxo mássico ao urador 

A vazão mássica do fluido aquecido que alimenta o gerador do 
ciclo de refrigeração é conrrolada por meio de um dispositivo 
controlador, TYPE 2, tendo como referência a temperatura de 
geração de vapor do refrigerante. 

Ciclo de refrigeração 

Foi utili1.ado Brometo de Lfuo como refrigerante e água como 
absorvente, sendo separado~ no gerador, usando a energia 
proveniente do fluido aquecido pelo sol. Obtem-se. na saída, a 
carga frigorlfica gerada pelo sistema. O ciclo de refngeração por 
absorção deve ~er projetado para operar com temperaturas de 
geração moderadas, cm tomo de 60 - 70 "C, uúlízou-sc o modelo 
"Arkla rnodcl Wf-36" Klein, (1990), sistema representado pela 
sub-rotina TYPE 7. 

Sala frigonfica 

Nesta sub-rotina typc 12. são consideradas os caractensticas da 
sala frigonlica: os coeficientes globais de transferência de cnerg~a, 
o tamanho c o material da sala ou câmara frigonfica. 
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Figura 2 Fluxograma do sistema solar acoplado ao ciclo de refrigeração por absorção 
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Safda de resultados do sistema global 

Os resultados aqui considerados s!io apresentados na forma 
numérica (TYPE 28) e na forma gráfica (TYPE 65). sendo estes: 
perfil de temperatura do fluido quente v1ndo do tanque de 
armazenamento, perfil de temperatura do flu1do que sa1 do 
gerador e volta para o tanque. coeficiente de performance do 
ciclo. COP, perfil de temperatura da sala. temperatura ambiente 
variável. carga fngorífica alimentada à sala. calor consum1do no 
gerador, radiação utilizada e a vazão mássica do flUido passando 
pelo gerador. 

Com base nestas considerações e com ajuda do fluxograma 
(Figura 2) e Tabela 1-x que mostra todos os parâmetros e 
vanáveis de entrada c safda. fo1 construfdo um código 
computacional mostrado. em detalhe por MoreJón, ( 1997). para 
possib1htar a simulação programada do sistema aqui anahsado. 

Tabela I A - Leitor de Dados - TYPE 9 
Parâmetros 
Lê os dados do file, onde a pnmeira hnha do!> MOD=2 
dados corresponde ao começo da simul~o 
Núm. de valores lidos desde o "data file"' N=5 
Intervalo de Tempo no qual os dados foram ót ... =I,O 
alimentados (horas) 
Se J ~i~ 18. Então a i-esima saída deve ser 1=0,0 
convertida usando os fatores de convel3ão. 
Fator mult. Para conversão do iésimo valor Mi=O.O 
Fato r aditivo para conversão de 1ésimo valor ru::O 
Umdade numérica de entrada lógica Lu= IO 
fonnatacão de leitura F~rr=l 
Saídas 
Rachação solar I 
Temperatura amb1ente T 
Umidade Relauva UR 
Tempo corresp. ao valor da linha anterior Tdl 
Tempo corresp. ao valor da linha postenor Td2 

Tabela IB · P s da Rad 
~-· ~-. ~-·-·-· -- --· TYPE 16 

Parâmetros 
Radiação horizontal. Correlação de L1u & MO DE= I 
Jordan ( 1960) 
Superfície fixa T RAC"K "1o.o.E= I 
Modelo isotropico do céu Suttr MooE= I 
Dia do ano para começo da simulação Dw Y t.R=I 
Latitude (graus) LAT=-23 
Constante Solar. (kJ/ml·h) SC=4871.0 
Mudança do ângulo horario no tempo Solar SHFf=IS0/12 
Capacidade da Radiação suave num SMOOTH=2 
mcrcmento de tempo<! h 
Incremento do Tempo de Simulação. if I E= I 
IE<O(Opcional) 

Entradas 
Radiação horizontal 
horizontal (kJ/m2-h) 

na superfrc1e I 

Leuor de dados. tempo antenor (h) Tdl 
Leitor de dados tempo postenor (h) Td2 
Reflectância da terra (0 ~ p ~ I) A I 

Mudança do ângulo horário (horas) Jh 
Azsmute de superfícse ou rastreado dos y, 
eiXOS i (graus) 

Saídas 
Rad. solar honzontaltoLal (kJ/m~-hl I 
Rad. Difusa na superfTcse hon7.ontal (kJ/m'-h) ld 
Radiação total na superfíc1e I (kJ/ml·h) !rr 
Angulo de incidência da l>upcrfTcse I (gr.sus) e 
Incremento na superffcie I (graus) 13. 

Tabela IC ·Controlador Diferencial. TYPE 2 
Parâmetros 
Número de oscllacões num dado tCm_j)() NSTK=5 
Banda acima da d1ferença de tem{'(!raturas 6Tu::O.I 
Banda abaixo da dsferença de temperaturas 6T =O I 
Limite supenor de corte na Temp .. (''C) T.1AX=200 
Entradas 
Temperatura ma10r de entrada (''C) TH 
Temperatura baixa de entrada (''C) Tl 
Temperatura para o limite auto apagado ("C) TIN 
Entrada da função controle )j_ 
Saídas 
sarda da função controle. ) '" 

Tabela I D- Subsistema Termo -Solar. TYPE 21 
Parâmetros 
Área Total do coletor, (m1

) A=30 
Número de Coletores ern Séne Ns=l 
Fluxo mássico do fluido no coletor mt =162o 
(Quando a bomba esta hgada) (kWh) 
Calor esp. do fluido de trab .• (I.J/kg-"C) Coc=4.19 
Fluxo mássico do llUido do, lado fno 

TÍ1" =3000.0 
(trocador tanque) quando a bomba está 
ligada. (kl?/h) 
Calor especffico do llusdo no tanque, 
(kJ/kg-"C) 

C"'=4.19 

Fluxo por unidade de área nas condsções 
de teste. (kg/h-m2

) 

G..,,,=90 

Eficsência Interceptada para taxa de teMe FR<ta_k::0.9 
Coef. Negativo da curva de eficiência 
para a taxa de teste ( kJ/h-m1-"C ) 

FRUL=64 

Constante modificada do ângulo de b,,::O.o 
incsdência 
Temp. na qual o tanque opera com n Tm .. =IOO 
válvula aberta (temp. de ebuliç!lo) <"C) 
Eficiência do coletor-tanque. trocador de e= I 
calor. 
Volume do tanque. (m·') V=5.0 
Densidade do fluido no taJ!9uC, (kg/m') _Q_=lOOO.O 
Coeficiente de perdas no tanque, (kJ/h) U=5.7 
Relação da altura do tanque ao diâmetro r=l.5 
Temp. inicial do fluido no tanque. ("C) T=Ta 
Entradas 
Temperatura do flUido de repos1ção que TL 
retoma da carsza (''C) 
Fluxo mássico do flUidO que retoma da ml 
carsta CkWh) 
Temperatura Ambsente (°C) Ta 
Temperatura na qual ocorre a perda de T..,, 
energia para o ambsente (~C) 
Rad1ação Total mcidente (kJJm· -h) !r 
Radiação solar total horizontal (kJ/m1-h) I 
Radiação horizontal difusa (kJ/m"-h) ld 
Relletância da terra (0 ~ p., S I) A 
Angulo de incidência e 

I Inclinação do Coletor 13 
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Saídas 
Temperatura do tanque (''Cl T 
Fluxo máSSICO do nuido da carga (l.g/h) IÍl l. 
Taxa de energia transfcnda para o tanque 

Qu (kJ/h) 
Taxa de encrg1a perdida pelo tanque para 

Qenv o ambiente ( kJ/h } 
Taxa de energ1a transrruuda para o 

Qlank tanQue ( kJ/h ) 
Troca de energ1a interna no tanque desde âE 
o comeco da Simulação (kJ) 
Taxa de energia liberada para a corrente 

Qboot do fluido paro manter T <T .,., C kJ/h ) 

Tabela I E • C1clo de Refnsteração, TYPE 7 
Parâmetros 
Tipo de condicionador de ar por MODEL=I 
absorcão, Arkla modcl Wf-36 
Capacitãncia nommal, (Kt/h) CAPY-25320 
IAUX <0 
Constante de tempo para elevar a 'th=l 
refrigcracão, (h) 
Constante de tempo para dim1nu1r a 'te= I 
refristeracl!o, (h) 
Temperatura inictUI do gerador. <"C) T, ,:-Ta 
Entradas 
Temperatura da água quente de reposição Thw 
("C) 
Auxo mássico da água quente C kg/h ) rhhw 
Temperatura de bulbo úm1do ( ''C ) T~, 

Sardas 
Temp. de retomo da água quente <"C) T~, 

Fluxo mássico da água quente ( kg/h ) mhw 
Taxa de resfnamcnto ( kJ/h ) 

Q coot 

Calor no gerador ( kJ/h ) Qg~n 
Taxa de consumo da cncrg1a aux (kJ/h) 

Q OUJ< 

Tabela 1 F • Dados do Local a ser Resfnado TYPE 12 
Parâmetros 
Temperatura tlotantc !>Cm s1st. Auxiliar Mode=4 
Coef. Global de perdas t6rmica1. para a UA=30 
sala, (kJ/h-m2 "C) 
Capacidade témllca do matcnal da sala, CAP=l5000 
(kJt'C) 
Temperatura tn1c1al da sala TRr,.-35 ''C 
Calor específico do flu1do na ~uperf!cic, CpFO.O 
(kJ/kg-"C) 
Produto da eletiv1dade pela capacttânc1a Cm.,=O.O 
mímma da carga do calor trocador. (kJ/h-
o c ) 

Razão da carga latente total de LHR=O.O 
resfriamento 
Entradas 
Temp. do fluido na supcrffc1e quente <"C) T1 
Auxo másSICO do flu1do na superfície m, 
Quente (k21h) 
Temperatura amb1entc (''C) Ta 
Calor ganho na variaç1io de tempo (kJ/h) Q,ain 
Entrada do aquectmento auxiltar para o Qaux espaço (kJ/h) 

Sardas 
Temperatura do flu1do que retoma à fonte To 
QUente (uC) 
Vazão mássica do flutdo que retoma à mo 
fonte oucnte (kg/h) 
Carga instantânea de aquecimento (kJ/h) Ql. 
Temperatura média da sala (°C) TR 
Taxa de energ1a transrruttda atra,~s do 

QT trocador de calor (kJ/h) 
Aquec1mento aux1har Instantâneo (kJ/h) Qaux 

Tabela I G Saída de Rc~uhados TYPE 65 ' - . 
Parâmetros 
Número de var. para o ~.tráfico ~upenor Ntop=S 
Número de var. para o .~tráfico mfenor Nbot=4 
Valor Mín. no eixo Y oaro o ruáf. Sup. Ymin,I=O 
Valor Má.x. No eixo Y para o stráf. Sup Ymax.l-100 
Valor Mfn. Do eixo Y oara o 2ráf. lnf. Ymin,2=0 
Valor Máx. do eixo Y para o .stn'íf. lnf. Y max,2:=50000 
Incremento de tempo para o 2ráf. Sup. I ref- I 
Incremento de tempo para o l!ráf. lnf. lupd=l 
Indicador das unidades do tempo para Units=3 
a simulação 
Núm. de grof. cm que serão d1vididos Npic=l 
as saídas 
Número de d1v1s0es para o eixo X Gnd-10 
DeseJa parar depo1s de cada 2ráfico " StoP= I 
Símbolos oara a variável de saída Símbl=2 
Saída em formato HPGL Output= I 
Entradas 
V ar. de ~aída no gráfico suoenor I a Ntoo Xu 
V ar. de saída no _~tráfico tnfenor Ntoo+ I · Nbot X I 
Níveis 
Umdades oara gráf. Supenor c 1nfenor Untd. I Untd.2 
Titulo do ~ráfico supenor Título Ac1ma 
Titulo do .~tráfico mfenor Título Abaixo 

RESULTADOS 

Com base na anáhsc fetla untenonncnt~ (Tabela I A ... G), onde 
foram estabelecidas os parâmetros e as cond1ções necessárias paro 
a elaboração do có<hgo computactonaJ, obtém-se uma análise 
detalhada pura os dados médios de irradiação, temperatura 
ambiente c temperatura mínima de funciOnamento do ciclo (60 
"C). Assim, a Figura 3 mostra os resultados da simulação para 
estes dados referenciaiS, onde se observa os perfis de temperatura 
do fluido no tanque, na sala fngorílica, temperatura arnb1cme e 
COP do ciclo de refrigeração durante a operação em 216 horas. 

A segUir são moMrados os resultados gráficos da simulação 
levando cm conta aspectos tal!> como: a) 1nfluência do t1po de 
coletor, b) Influência da área de coleta, c) 1nfluêoc1a do volume do 
flu1do no tanque, d) 1nfluênc1a da vanação da temperatura m.ímma 
de geração de vapor no gerador, e) mfluênc1a da capacidade do 
ciclo de absorção e f) mfluênc1a do tamanho da sala. 
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Figura 3 Perfil de temperatura da sala frígorifica 

Influência do tioo de coletor 

Com base nos dados referenCiais apresentados 
antenormente, 0110 diferentes upos de coletores, foram testados 
nas simulações, Morejón & Hackcnberg, ( 1998). Estes 
resultados são apresentados na Figura 4, mostrando-se os perfil> 
de temperatura da sala fngoríflca para 216 horas de simulação. 
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Figura 4 - Perfil de temperatura da sala frigorífica 
em função do tipo de coletor. 

Influência da área de coleta 

Foram realizadas simulações para diferentes valores de áreas 
de coleta, assim: 15m2

• 30m2
, 60m2 e 80m2 para o mesmo 

sistema Coletor solar Tanque e Sala Fngorrtica, conforme se 
mostra na Figura 5 Observando-se que os perfis de temperatura 
na sala são mversarnente proporcionais ao mcremento da área, 
isto é quanto mruor a área de coleta menor a temperatura da sala 

Influência do volume do fluido no tanque 

Com base nos dc1dos referenciais realizou-se simula\ões do 
SIStema termo-solar para volumes de fluido de 2 m3

• 4 m , 5 m~. 
8m3 e 16m3

, segundo mostrado na F1gura 6. Observa-se que o 
mcremento do volume do fluido dentro do tanque produz menor 
refrigeração, porém com volumes pequenos de fluido consegue
se temperaturas maiores no fluido no tanque produóndo 
temperaturas menores na sala fngorfflca. Por outro lado a 
energia armazenadn pelo pequeno volume é consumida 
rapidamente pelo ciclo de refrigernção o que se traduz em um 
curto período de funcionamento deste. 

u 
c 

... 
c. 

E 

... 
1-

u 
o 

... 
o. 
e .. 

..... 

35 

30 

25 

20 

15 

10 

50 100 150 200 

Temp o dt Stmul•çl o lbor11 

Figura 5 - Perfil de temperatura da sala frigorifica em 
função da área de troca do coletor. 
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Figura 6 - Perfil de temperatura da sala frigorifica em 
função do volume do fluído do tanque. 

Influência da tempen:nura mínima de gerocão de vapor 

As stmuluções para diferente~ tempcrmuras mfn1mas de 
geração de vapor no gerador Tg, {40 "C. 60 "C. 65 °C e 70 "C), 
são mostrados nn Figura 7 Aqu1 se comtata que quanto menor for 
a temperatura de geração do csclo. ma1ores serão os mtervalos de 
funcionamen to deste. produzmdo cm consequenc1a, batxas 
temperaLUras na sala. 

Isto s1gni licn que é conveniente proJetar c1clos frigoríficos que 
operem com temperaturas moderada~ de geração, como foi a 
proposta inicial deste trabalho possibilttando a utilizaçfío de 
sistemas termo-solares. Entretanto ciclos com temperatura de 
operação abruxo de 50 ''C são amda msatisfatórios, face as 
capac1dades e pressões operactOnats para uma carga compatível 
com a demanda de ltiStemas pniuco~. 

lnfluêncta da capactdade do ctclo de ahsorcão 

Foram considerados ciclos de refrigeração com capac1dade de 
0,5 t., I t, 2 t., 3 t e 4 t de refrigeração, corre~pondenles a CAPY 
I .. .5. Observa-se que. com ciclo~ de refngeração pequenos, 
obtém-se, como era de se esperar, cargas frigoríflcas menores para 
mtervalos de funcionamento matores. Isto não acontece com os 
ciclos maiores. que consomem mais energia e. paralelamente, a 
carga fngorífica entregue é maior, onde o intervalo de temperatura 
ca1, devido ao consumo rápido do energia dtsponfvel no fluido do 
tanque, como mostrado na Figura 8. 
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Figura 7 - Perfil de temperatura da sala ou câmara 
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Figura 8 - Perfil de temperatura da sala ou câmara 
frigorifica em função da capacidade do ciclo de 
absorção 

Innuência do tamanho da Sala 

Constderou-se. salas de dtlerentes tamanhos al>stm: uma de 
3X3X3 (m1

), sala de 5XJX3 (m1
), sala de 5X5X3 (m1

) e sala de 
8X8X3 Crn1

). onde se observa que a innuência do volume da sala 
frigorífica sobre o perfil do SIStema age de fom1a inversamente 
proporctonal 11 energia requerida pelo sistema. Assim, em função 
dos dados referenciais, para volumes pequenos a energia 
requerida é menor, c. consequentemente, a temperatura obtida 
na sala é menor, segundo mostrado na Figum 9. 

CONCLUSÕES 

O código computaciOnal aqu1 dc~envolvido se mostra muito 
nexivel para as mais variadas Stmulações, pcnnitindo O projeto 
deste upo de ststemas 

Tecnicamente. venfica-se que o functonamento do ctclo de 
refrigeração está fortemente innuenc1ndo pelas características do 
sistema de coleta de energia solar. Destacam-se nestes casos: 
área de coleta. upo de coletor e volume de flutdo. 

o processo de refngeração. é convemente proJetar ciclos 
frigoríficos que operem com temperaturas de geração 
relativamente baixas Entretanto ctclos com temperatura de 
operação mut to b:uxo (menores que 50 °C), são ainda 
insausfatónos. face aos tamanhos (ffsico) e pressões 
operac10nats para uma carga compatfvel com a demanda de 
sistemas práticos. 

O dimensionamento do ciclo de absorção deve ser feno 
partindo da disponibilidade de energia do fluido no tanque de 

armazenamento do sistema termo-solar, e não assim, adequando 
ciclos convencionais para functonamento com energia solar 
concentrada em a lta~ temperaturas 
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Figura 9 - Perfil de temperatura da sala ou câmara 
frígorlfica em funçao do volume da sala. 

Em relação aos parâmetros analisados, venfica-se que há uma 
maior mfl uéncia da área de coleta sobre o perfil de temperatura do 
fluido de trabalho no tanque. 

Apesar do exemplo apresentado utilizar especificamente um 
ctclo que uuliza Água - Brometo de Lftio como 11uido de trabalho. 
é posshel também ullhtar a mesma metodologta para outros tipos 
de combinaçõc~ de refngerante-absorvente, tais como água
amôma. 
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ABSTRACT 

Thts work pre!>ent~ a computational code developed to bc 
used by TRNSYS (release 14.1) simulator. in order to perform 
transtent analysrs of thermal-solar systems coupled to absorption
refngerauon cycles workmg at moderate temperatures. This code 
allows the complete destgn of these systems includmg geometnc 
fcatures of ali cquipment, Lhe solar eoergy collector system. 
storage tank dtmcnsions, charncterisucs of the absorption cycle 
and the refngeroted room as a funcuon of the main thermo
nuidynamJcs parnmeters. The graphical results generatcd show ali 
the relevam temperature profile!t of the system, i.e., the collector, 
the storage tank and thc refrigerated room temperatures. Ali 
results are presented for the daJly average solarimetric data. 
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SIMULAÇÃO NUMÉRICA DE TROCADORES DE CALOR TUBO CAPILAR· 

LINHA DE SUCÇÃO COM R-12, R-40JA, R-409A e HIDROCARBONETOS 
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RESUMO 
Este artigo apresenta wna análise do desempenho de um trocador de calor tubo capilar-linho de sucção 

tlliftzando R-12 e algttns refrigerantes altematil'os .. drop·in'' para liSO em refrigeradores e 'freez.ers" 
rtstdtncwts e comerciaiS. Atravis de um um modtlo matemático foram realizadas stm11/ações tlltmértcas do 
escoamento a1ravés de um trocador de calor de wbos concêmricos para os refrigerantes R-12, R-40/A, R-
409A e uma mistura dos hidrocarbonetos HC-290 e HC-600a. Para uma dada geometria do trocador foram 
at•a/iadas a t•a<.iio mássico e a capacidadt' de refrigeração para wna ampla faixa de condições opuacwnats. 

INIROPUCÃO 

Com a aproximação da data para elímmação dos CFCs. 
conforme estabelecido no Protocolo de Montreal. poderá ser 
necessáno substttutr os equipamentos atualmente em uso por 
outros novos utilizando CFC reciclado. ou então efetuar o 
" retrofit" destes equipamentos com fluidos alternativos 

Os refrigeradores e .. freezers" I'CSidenci:us e COrnerClaJS 

atualmente opcmndo com R-12 poderão. em caso de manutenção, ser 
convenidos paro utilizar um fluido subsututo a lim de eliminar a 
dependência do CFC e conseqüentemente cbmmuir o consumo e a 
enusslio destes refngerantes. Nesta snuação é possrvel a uuhzação de 
refngcrantes "drop-in''. Um refngernme "drop-i11" nonnabnente 
significa que ele trnbalha de fonna semelhante oo R-12 num número 
linutado de sistemas e condições operacion:us para as quais ele fo1 
testado. e que ele produL temperaturus/pressões/dumbilidade multo 
similar à do R-12. Estes refrigerantes irão requerer !>C'JUenas 
modificações no equipamento a fim de se rumgtr um desempenho 
semelhante ao obt1do pelo R-12. Neste sentido o HFC-134a e o HC-
600a. refrigerante..~ que estão sendo utilizados cm urudadcs novas, n11o 
são considerados refngerantes "drop-m" para a subsutu1ção do R-12 
deVIdo à necesstdade de modificações substanciws no equipamento 
para seu uso. 

Normalmente os custos de manutenção nos países desenvolvidos 
são l.llo altos que os consumidores preferem comprar um novo 
cqwpamento caso o que se encontra em uso apresente problemas. 
Refngemdores defeituosos estão sendo descartados c o CFC 
disponível nestaS unidades deve ser recuperado. Já nos países em 
desenvolVImento, de fonna diferente dos países mdustnal1zados. a 
atividadc de manutenção de equipamentos de refrigeração em uso é 
uma prática comum. O preço de um equtpamento novo é muito maior 
que o custo do serviço de manutenção. pnnctpalmente por causa do 
bruxo custo da mão-de-obrn envolvida nesta auvidade. Nestas 
condições, um refrigerndor é utili7_ac!o normalmente por um periodo 
de pelo menos 20 anos. Assim. unidades utiht.ando CFC necessitarão 
de manutenção runda por muitos anos. 

Devido a este fato. e a uma eliminação dos CFCs ames do 
prevtsto em alguns países do Artigo s·. a ativtdade de 
manutenção pode ser uultzada para converter equipamentos para 
a utilização de refrigerantes alternativos aos CFCs. Neste sentido, 

.. Pafscs do anigo 5 na classificação do protocolo de Montreal 
são os que consomem menos de 300 glhnbitante por ano de 
subMãncias que destroem a camada de ozômo Nesta categona se 
encontram os pafscs em descnvolvtmento. 

os refrigerantes .. drop-in" , que tncluem misturas de HCFCs e 
HCs podem desempenhar um papel importante. 

No caso de um "retrotit", o tubo capilar pode ser substtlufdo 
factlrnente (se necessário) para que seJa possfvel obter um 
desempenho sausfatóno da umdadc, principalmente em termos de 
temperaturas no interior do gabinete, confiabllidade de operação 
e consumo de energia semelhantes às ongmrus. 

Este artigo apresenta uma avaliação prehmmar da operação de um 
trocador de calor rubo capilar-linha de sucção (HX-TCILS) de uma 
unidade proJetada para R-12 com os segutntcs refrigerantes "drop
m"· R-WI A (53'*- de HCFC-22. 13% de HFC-152a e 34% de 
HCFC-124 em massa), R-409A (60% de HCFC-22. 25% de HCFC-
124 e 15% HCFC-142b cm massa), uma mistura de hidrocarbonetos 
(50% HC-290 e 50o/o HC-600a cm massa) Para tanto fo1 utilizado um 
modelo de stmulação numérica. 

O TIJBO CAPILAR UTILIZADO COMO DISPOSITIVO PE 
EXPANSÃO 

Devido à sua simplicidade e seu baixo custo. os tubos 
captlares são utilizados como d1spostLJvo de expansão na ma1ona 
dos ststemas de refrigeração e ar condictonado de pequeno porte. 
Nos refrigerndores e "frcczers" doméstiCO~ c comerciais "~tand

alone" utiliza-se um trocador de calor contracorrente fonnado 
pelo tubo captlar e pela linha de sucção do compressor, chamado 
Lrocador de calor tubo capilar-linha de sucção (IIX-TC/LS) para 
melhorar o desempenho do ststema e evitar a enLrada de 
refngerante trquido no compre~or. O HX-TCJLS pode ser 
formado pela soldagem do TC no lado externo da LS ou pela 
introdução do TC no 1ntenor da LS (chamados respectivamente 
de HX lateral e concêntnco). 

Na maioria dos SIStemas de grande porte são utiltados 
diversos tipos de válvulas de expansão controladas 
termostaucamente. mecamcamcnte ou eletronicamente para 
regular a vazão mássica de forma a oum~zar o desempenho global 
do SIStema. O maior custo m1cial destas válvulas geralmente é 
compensado pela ehmmação das ineficiências as~oc1adas com um 
d1sposiuvo de expansão fixo, como por exemplo devido à 
migração de carga quando o equtpamento está desligado, e à 
incapacidade de adaptação a uma faixa ampla de condições 
operacionaiS ou a um vazamento de refrigerante. Contudo. a 
recente mtrodução de motores de rotação vanável e compres~res 
com deslocamento variável tem tomado possrvel a regulagem da 
vv.ão mássica de refngerante no compres~or ao mvés da válvula 
de expansão. Asstm poderá ser possível explorar as vantagens 
(baixo custo, conliabiltdade) dos tubos capilares c Lubos de 
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orillcio ao mesmo tempo em que se aproveita dos benetTcios do 
controle da vaLão de refngerante. Por isso o uso de dispositivos 
de expansão fixos poderá não mais se limitar a SIStemas de 
pequeno porte. 

No passado a utihação de uma abordagem empírica no 
projeto do TC mostrou-se economicamente atraente devido aos 
recursos tecnológ~cos d1sponfveas na época. Contudo. o advento 
de novos refngerantes tomou obsoleto todos os dados empíricos 
acumulados. e talvez muito do conhecimento empírico sobre 
importantes opções de proJeto Os modelos de simulação podem 
oferecer uma altemauva aos procedimentos empíricos de 
ourruzação a um custo bem ruoável 

MODELO MATEMÁTICO PARA SIM ULACÃO NUMÉRICA 

O modelo utilitado neste estudo é baseado em trabalhos 
prévios dos autores (Peaxoto & Bullard, 1994; Paiva et alii, 
1994). As pnncipms características do modelo são: 

As equações fundamentais que descrevem o processo são os 
balanços de massa. quantidade de movimento e energia. As 
propriedadel. temlodinâmicas e de transporte para as fases líquida 
e vapor são obtidas mravés das subrotinas do .. N!ST Refrigerant 
Database" ( 1996). Os fatores de atrito são calculados utilizando a 
correlação de Serghides (apud Kokaç et olii, 1987). A velocidade 
do som na saída é obtida pela diferenc1ação numérica da pressão 
com relação à dens1dnde a entropia constante. Os coeficientes de 
transferência de calor são obtidos através da correlação de 
Slc1cher & Rouse ( 1975). 

Adoram-se as segu1n1e.~ hipóteses simplificadoras: regime 
permanente. refrigerante puro. escoamento unidimensional, 
modelo de cqu1lfbrio homogéneo para o escoamento bifásico, 
condução de calor ax1al nas paredes do TC e da LS desprezível. 
paredes 1sotérm1cas ax1al e radtalmente Stmétncas. 

O modelo de cqu1lfbno homogêneo para o escoamento 
bifás1co adrrute equilíbrio térm1c0 e hidrodmârruco entre as fases 
líquida e vapor (temperaturas, pressões e velocidades 1gurus, sem 
atraso de vaporização) e fornece bom resultados quando há tempo 
suficiente para que a~ duas f~s aunjam o equilíbrio. o que 
normalmente ocorre no escoamento através do TC. 

Dev1do ao fato que os refngerantes alternativos analisados 
são misturas não azeotróp1cas, apresentando um "glide" de 
temperatura durante os processos de condensação e evaporação, 
foram adotadas como temperaturas de "condensação'' e 
"evaporação" as temperaturas de bolha nas pressões de 
condensação e evaporação. Isto foi feito com o intuito de 
estabelecer uma base comum para us comparações. A temperatura 
de bolha corresponde il temperatura na qual se forma a primeira 
bolha de vapor no interior do lfqu1do numa dada pressão. 

A partir das equações de conservação calcula-se os perfis de 
pressão e de cntalpia ao longo do tubo capilar. A partir destes 
perfis e da compos1ção global da mistura é obtido um perfil de 
temperaturas. Então, a partir de p e T c da h1pótese que existe 
equilíbrio térmico c hidrodinâmico entre as fases lfquida e vapor 
é possrvel determmar-se os perfis de compos1ção do líquido e do 
vapor ao longo do tubo cap1lar. Postenormente, com p. T e a 
compos1çllo pode-se calcular as propriedades do liquido e do 
vapor saturados Por fim. a pan1r do perfil de entalpia pode-se 
determmar o perfil de tftulo e as propnedadcs da rrustura. 

Normalmente o TC e a LS tem compnmcntos diferentes. Esta 
cond1ção é s1mulada no modelo através da d1v1são do TC em três 
rcg~ões, duas adiabáucas (entrada e saída) e uma nâo adiabática. 
A Fig. I mostra os parâmetros e vanáve1s pnncipais do modelo 
de simulação. 

Equações 

As equações fundamentais e constitutivas utilizadas no 
modelo de s1mulação do escoamento de refngerante através do 

HX-TC/LS são apresentadas a seguir. Para as regiões adiabáticas, 
os balanços de massa, quantidade de movimento e energia para o 
TC e a LS são: 

G rt = tir/ A0 = COIISI. 

fi·G 2 

(dp/dz)= -~-c;,(dv/dz.) 
2D~:1 

áTsl hr/7d),,(T,. -Tst> --=-
dz rire psi 

G,,1 =m/ A1, = COIISI. 

(01) 

(02) 

(03) 

(04) 

(05) 

Para a região do HX utiliza-se, parn trocador lateral, as Eqs. 
(I), (2), (5) e mais: 

(06) 

l d 2 dlr Grr (v ) dT,1 
dt. +T~=cp,s1Tz 

(07) 

(08) 

Já para HX concêntrico. uuhza-se (I), (2). (5) e: 

III 
Gsl = = COIISI. (09) 

Ir 2 2 -<D., -ODa> 
4 

O coeficiente de transferência de calor por convecção é 
calculado a partir de correlação de Slcicher & R ouse: 

ll31 

Nu= 5+ 0,015Rea Pr" 

a= 0,88-
0

•
24 

4+Pr 

b = 0,333 + 0,5e -0.6 Pr 

A perda de carga na entrada do tubo capilar é dada por: 

( li ) 

( 12) 

(13) 

(14) 

Para o fator de :unto uuhza-se a correlação de Serghides: 

( 15) 

onde: 

As =-0,86861n(E/DCI +E_) 
7,4 Re 

{16) 



Condensador 

Pril Tr• I F••aporodor I 
p,.IT,. 

r I D, Tubo Capilar _J 
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.:IT,., 

Compressor Linha de Sucção 
r,. 1 r,. 

m r,,, .. , __ __, r 
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Figura I. Vanáveis e parâmelros utiltzados no modelo para HX-TCILS 

82 =-0,86861n(t:/Drr + 2,51A~) 
1.4 Re 

(17) 

C1 =-Q,8686ln(t:/D,, + 2,5182 ) 
1.4 Re 

(18) 

Na detennmação <.la velocidade do som na saída u1iliza-se: 

c
2 = (àpfiJp ) .• (19) 

As propriedades tennodinãrrucas e de 1ranspone são 
calculadas por: 

h = (1- \)h1 + xh
1 (20) 

s = (1- x)s1 + r.r1 (21) 

~· = (l- X)l '/ + .t'\1
1
, (22) 

lz = (1- x)lz1 + xl~ (23) 

k = Cl- x)k1 + .1k, (24) 

c,. =(1-x)c,., +xc,., (25) 

J.l =(xv1.j.J, +(l-x)v1p1)1•• (26) 

h1 = h,(p,x =O, _1'1.f, ... ,y
11

_ 1_1) (27) 

h v = hv (p, X= I, ."1,1• , ... , Yn - 1,•· ) (28) 

s1 =s1{p,x=O._ru .... ,y
11

_ 1.1) (29) 

.r1 =.r,,(p,x = l,yl.1., ... ,y11
_ 1,,.) (30) 

1'1 =v, {p,x =O, YIJ , ... , "n-1.1) (31) 

'\ =v, (p,x =I,,.,,,., .... "n-1,1 ) (32) 

k1 = k1 (p.x = O.yl.l• .. ,) n-1/) (33) 

k,. = k,. (p,x =I. .1'1.• .... , Yn-1.•·) (34) 

c,., =c,., {p.x=O.yl.l ..... yn-1.1) (35) 

C p, =C p, {p, .\ = I, .1'1,1• , ... , ~'n -1,1 ) (36) 

p, = !J, (p. x =o. Yu ..... y,,-1,1) (37) 

11 32 

!J,, = !J,, (p, X= J. .\'1,1· , ... ,_r li ·1,1') (38) 

A capacidade de refrigeração é calculnlla n1ruvés da segumte 
expressão: 

Qrtf = IÍitJ.h_,,, (39) 

Método Computacional 

Foi desenvolvido um programa compulaCIOnal para 
simulação numérica utilitando o soflware EES ( 1997). Es1e 
software utiliza um mé!odo 1mplfc110 de diferenças finitas para 
imegração numénca das equações fundamentn1s e resolve o 
SIStema de equações algébricas não-lineares resultnnte através de 
um método de Newton-Rhapson mod11icado A vanável de 
integração utilizada nos lrechos de cntr3da c do HX é a perda de 
pressão. 

O modelo penn11e, para um dado rcfngeran1c, a escolha de 
três vanáve1s dependentes. Para um dado conJunto de condiÇões 
operacionais e geométncas o modelo calcula a vaLJo mássica, o 
tftulo na saída do TC e a temperatura do refngcrantc na saída da 
LS. Ahemauvamcnte, o modelo pode determinar os 
comprimentos e diâmetros dos wbos nccess:1rios para uma dada 
vazão e condições de entrnda e saída. Nos do1s casos. calcula-se 
os perfis de tÍiulo, pressão, tcmpcrmuro, cntalp1a e composições 
ao longo do HX. 

A validação experimcmal do modelo para subslâncias puras 
(R-12 e R-134a) foi apresentada cm trabalhos an1criores (Pc1xoto, 
1995; Paiva et ai., 1995). Foi tnmbém realizada uma comparação 
dos resultados numéricos de simulação com dados numéricos c 
experimentais disponíveis na literatura ohcna (Omk et ai .. 1994; 
Escancs, 1995). A incencza das va1õc~ máss1cas calculadas é 
menor que I 0%. 

Neste trabalho foram cfcwado!> cálculos para um HX-TC/LS 
de tubos concêntricos com os refrigerantes R-12, R-40 I A, 
R-409A e uma mistura dos hidrocarbonclos IIC-290/HC-600a 
(50%-5091-). Para uma dada gcometna, foram calcuiJdas a vazão 
mássica e a capac1dade de refrigeração para uma ampla faixa de 
condições operacionais (pressão de entrada c grau de 
subrcsfnamento ou título na entrada). 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Os cálculos foram realizados para um HX concêmrico com as 
seguintes d1 mensõcs geométricas: L'" = 1.50 m; Lh, = I , 15 m. L,.., 
= 0.1 O m; Da = 0.00078 m; O Dr, = 0.00198 m; D,1 = 0,0056 m: 
fiD" = 0,0015; D,.. = 0.006 m and D,u = 0,006 m. 



Os re5uhados obtidos através do modelo de simulação 
numénca con~1derundo as hipóteses s1mphficadorus mostram que 
as vazões máss1cas preVIstas para o R-401A e o R-409A são 
sempre ma1ores que as do R-12, enquamo que para a mistura de 
HCs a vazão máss1ca é menor. 

Todos os refngerantes "drop-il1" anah~ados apresentam 
capac1dade de refngeração maior que a do R-12. No caso da 
mistura de IICs a menor vazão mássica é compensada pela maior 
entalp1a de vaponzação à mesma temperatura de evaporação. 

Considera-se que em desenvolvimentos posteriores estas 
tendências serão observadas, mesmo com a mudança de algumas 
das hipóteses Simplificadoras, principalmente com relação à 
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40 

aprox1maç!lo das temperaturas de evaporaçllo e condensação para 
ml\turas não azeotrópicas e à avaliação da capacidade de 
refngcração. Esta capacidade de refrigeração pode não aumentar 
tanto quanto o prev1sto nesta anáhse prehnunar, porque esta 
avahação não leva em conta o processo de transferência de calor 
no condensador e no evaporador, bem como a dinâm1ca do ciclo 
de refngeração, para os qurus se devena utilitar um modelo de 
s1mulação do c1clo completo. 

As Figs. 2 a 7 mostram alguns dos resultados obtidos 
utilizando o modelo de simulação com os seguintes parâmetros 
operaciOnais. T,. = -25°C e tJT,,,, = 10°C. 
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Figura 2. Vazão mássica cm função da temperatura de comlcnsação para (a) tJT,,b = 2,5°C c (b) :r,.= 0,05 
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figura 3. Capacidade de Rcfngeração em função da temperatura de condensação para (a) tJT.,.b = 2.5°C e (b) .~;. = 0.05 

6,0 
~ 

300 

.e: o 
~ 5,0 A A D. '" 250 X X 

A Uo X & A A 8 o o o " ~ 
X & & <> R-12 til ~ o ... 

~ & .!::! ~ s o <> o Gl 

~ ~ o C) 

~ 11) 4,0 o <> ·;: 200 ~ o R-401A III -'(11 

! :E 6 R·409A 
o ~ o <> <> <> .. 3,0 

X X X X X X 'ü 150 o <> o X R-290/R-600a N 
X X X o o o .., 

X til 

> ~ 

" 2,0 o 100 
0,0 2,0 4.0 6,0 0,0 2,0 4,0 6,0 

Grau de Subresfriamento (°C) Grau de Subresfriamento (°C) 

Figura 4. Vazão mássica c capacidade de refrigeração em função do grau de subresfriamento para T,J = 40°C 

1133 



1,5 

N 1,4 
~ 

~ 1,3 
~ 

~ 1,2 
cr: 
: 1,1 
"O 

"' ~ 1,0 

i o9~ o . 
100 125 150 175 2t<l 

o 
:: 0,8 
c: 
o 
,g 0,7 

~ 0,6 

0,5 

Capacidade de RefrigeraçAo do R-12 (W) 
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CONCLUSOES 

Este an•go apresentou uma comparação da vazão mássica 
através de tubos capilares não adiabáucos c da capac1dade de 
refngeraçllo do R-12 e alguns refrigerantes ·· drop·in"' que estão 
sendo estudados para substituição do R-12 (R-40 I A, 
R-409A e m1sturo de HC-290/HC-600a). 

Os resultados obtidos pelo modelo de Simulação numérica 
utilizando as hipóteses simplificadoras apresentadas mostram que 
o componamento dos refrigerantes R-40 I A c R-409A é bem 
surular em termos de vazão mássico e capacidade de refrigeração. 
A ~n~stura de 1-lCs apresenta uma m:uor capacidade de 
refngeraçlio e menor vazão mássico. 

Outros estudos teóricos e experimentais estão sendo 
desenvolvidos na EPUSP. no IMT e no IPT. Estes esforços 
devem permu•r a obtenção de dados expenmenta1s para o 
escoamento de 1n1sruras de refngerantes não azeotróp1cas através 
de tubos cap1lares e a validação do modelo numérico 
desenvolvidO, bem como uma análise mais detalhada da 
utilização de rcfngerantes ·· drop-i11" em refngeradores e 
"freezers" dornésucos e comerciais atravé~ da utilização de um 
modelo de simulação do ciclo de refrigeração. 

NOMENCLATURA 

A Área 
c Veloc•dade do som 
c, Calor e~pecífico a pressão constante 
D D1âmetro 10terno 
f Fator de atnto 
G Fluxo mássico 
h Entalpia 
h, Coefic•ente de transferência de calor por convecção 
k Conduuvidade térmica 
m Vazão mássiea 
Nu Número de Nusselt 
OD Diâmetro externo 
p Pressão 
Pr Número de Prandtl 

Quf Capacidade de refngcração 

R~ Número de Reynolds 
s Entrop•a 
T Temperatura 
v Volume específico 
.t Tftulo 
y Fração molar do componente <.la mistura 
z Posição ao longo do capilar 

J.1. V1scos•dade dinâmica 
p Dens1dade 

f/D Rugos•dade relativa 

f11dic~s 

cd Condensador 
cr Tubo cap1lar 
ev Evaporador 

Interno 
;, Entrada 

Lfquido 
o Externo 

out Sarda 
si Linha de sucção 

sub Subresfnamcnto 
sup SupcraquccJmento 

v Vapor 
w Parede 
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ABSTRACf 

Th1s papcr presents an analys•s of the performance of a 
cap11lary tube-suction line heat exchanger using R-12 and some 
drop-•n refrigerants cons1dered for Jts replacement 10 household 
or commercial refrigerators and freezers. A simulation and design 
rnodel was used for numerical simulation of the refrigerant Oow 
through thc expansion device. The governmg equations of the 
modcl are mass. momentum and energy conservation equations as 
wcll as equations for calculation of thermodynamic and transport 
propenies, fnclion factors and heat tronsfer coeflicients. 
Calculations for concentric tubes heat cxehanger geometry were 
performed for the rcfrigerants R-12, R-40 I A. R-409A and 
hydrocarbon blcnd (mixture of HC-290 I HC-600a). For a gJven 
geomctry {cap11lary tube and suction hne length and diameter, 
heat exchange region). mass now rate and coohng capacity was 
evaluated for a wide range of operational condiúons (inlet 
pressure and inlet sub-cooling o r quality). 
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SUMMARY 

TI! is II'Ork shows a themwdynanuc study of a refrigeration system that uses pure refrigerants ora 
mb.wre of tirem as a working fluid. This model af/ows the knowledgement of the thennotlyt1lii11Íc 
profi/es of different mLrtures that do 1101 prt'sellt risks for the em •ironment, using onl)' critica/ 
dntafor each component, heat capnclfy, and the 1•apour pressure of the refngerating fluid. 

INTRODUÇÃO 

Os CFCs (cloronuorcarbonos) e os HCFCs 
(hldrocloronuorcarbonos) são substâncias qufmicas derivadas de 
hidrocarbonetos leves (metano. etano, etc), onde os átomos de 
hidrogénio são substllufdos por átomos de elementos hnlógcnos 
(cloro. Oúor. bromo). com <.~mplo uso na indústria de 
refngeração e bombas de calor. Estes compostos, entretanto. 
provocam grandes diStúrbios para o meio amb•ente quando 
hbcrados para a atmosfera. Neste contexto foi assinado o 
Protocolo de Montreal cm 1987. coordenado pelo Programa 
para o Meio AmbJente das Nações Unidas (UNEP). que 
estabeleceu a d•mmu1ção progrcss1va do uso de substânc1as com 
alto potenc1al de redução da camada de ozômo e a conversão de 
cqu1pamentos de refrigeração e de ar condicionado que ullhLam 
eJ.tes gases. A!:. rcstnções para o desenvol VJmento de novos 
refngerantcs c as modificações necessárias para o SIStema de 
rcfngeração são descntas por Atwood ( 1988) e KuiJpcrs c Mincr 
( 1989). O custo de produção e as características termodinâmicas 
de refngerantcs alternativos, bem como as modificações 
necessárias ao Circuito impedem uma rápida adaptação para o 
sctor. 

A5 misturas refngcrantcs apresentam-se como uma boa 
solução para o limnado número de gases altemauvos que podem 
ser utilizados. A combmação de refngcrantes permne o ajuste de 
propriedades deseJáveis para a m1stura. variando a combmação 
dos componentes. Ex1stcm três categonas de misturas que 
podem ser usadas como Ou1do de trabalho: azeótropos. quase
azcótropos e não-azcótropos. Os :ueótropos são usualmente 
binários e têm sido muno usados na indústria de refrigeração 
As rrusturas quase-azeotróp1cas têm grande potencial de 
desenvolvimento c aplicaçilo, mas apresentam modificações de 
composição e de propriedades :.obre certas condições de 
operação. As misturas nilo-a1cotrópicas têm grande potencial 
para aumentar a cliciêncJa encrgéuca e a capacidade de 
modulação do SIStema, mas elas requerem o redimensionamento 
do CJrcuito. 01d1on c Bivcns ( 1990) ressallam que as m1sturas 
não-azeotrópicas são Importantes para a indústna de 
rcfngeração. notadamentc dcv1do à~ aturus restrições para os 
gases CFCs. 
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Estudo TcrmodmámJco do Circuito de Rcfngcrocão. A 
grande ma1oria dos cqu•pamentos de refngeração c ar 
condicionado uuhza o c1clo termodinâmico de compressão de 
vapor cm função da sua stmphcidade. custo e cfic1êncm 
energética. Dificilmente, a cuno, médio e longo prnLos. outra 
tecnologia deverá aprcscntor características compctnivas para 
este setor c ass1m, o c1clo de compressão de vapor deve 
continuar sendo a tecnologia dominante em refrigeração 
(Peixoto ct ai., 1993). 

As propriedades termodinâmicas dos Ouidos rcfngcrantes 
têm s1do amplamente estudadas. com atenção ~cndo dadG para 
o predição do pcrfiltcmlodinãmico de novas substânc•as c suas 
misturas. Camporcsc ct ai ( 1985) citam que a~ propncdadcs 
termodinâmicas de misturas refngcrantes podem 'i<:r calculadas 
utilizando uma equação cúb1ca de estado. c observa que a 
equação mod1ficada de Rcdhch-Kwong-Soave oferece uma boa 
precisão c uma grande s1mplic1dade para propósnos prát1cos de 
aplicação. poil. só depende de parâmetros caractcrht1cos de 
compostos puros e de um parômetro de intcraçl!o binário tfpico 
da mistura. que pode ser dctcm1inado pelo ajuste do cálculo da 
pressão de vapor da mistura. Este modelo tem s1do usado cm 
diversos estudos (Asselincau ct ai., 1978. Connon & Drew, 
1983, Wnght, 1985) mostrando urna boa c:tpac•dade para a 
predição do COmportamento tcrmodmâmiCO de OuidO~ de 
refngeração. 

Um circuno de refngcração com trocador de calor está 
representado na Figura I A A'!> tran~>formaçôes termodinãnucas 
do sistema podem ser visualizadas no diagrama de pressão
cntalpia indtcado na Figura I.B. O SIStema sofre uma 
compressão tsoentróp•ca que é corrig•da por um fator de 
eficiência de compressão ad•ahática entre os pontos (I) c (2), 
atingindo uma região de vapor supcraquec•do. Então ocorre urn 
resfriamento c uma progressiva condensação entre os pontos 
(2) e (3). podendo aung•r uma condtção de lfqu1do subrcsfnado 
no ponto (4) Apól> el>te ponto, observa-se uma C'(pansão 
isoentálpica at~ uma cond1ção de baixa pressão no ponto (5), 

quando o l>i ~tema tnJCJa o processo de evaporação. Um 
superaquecimento antes do compressor pode ser observado 
entre os pontos (6) c (I). 



Este trabalho apresenta os cálculos rigorosos de mudanças 
de entalpia e de entropia de um lluido de refrigeração, para 
d1ferentes condições de operação do sistema. O trabalho mostra 
também os cálculos rigoroso!. do eqUilíbrio de fases de nusturas 
refrigerantes usando-se a equação de estado de Soave-Redlich
Kwong. 

VÁI.VUlAOC 
EXPANSÃO 

(A) 

FVAPORAOOR 

(8) 

~NTALPIA ckJ/KJl 

Figura I . (A) Circuito tcrmodmâm•co com trocador de calor 
para subresfriamento do lfquido do condensador: (8) diagrama 
pressão-emalpia do circuito com trocador de calor mostrado na 
Figura I (A) 

MODELO 

a(T) = a, (T) = aç, CXt (T) 

b = b, = 0.08664 RT,, 
PCI 

R2T;. 
ac. = 0.42748--

Pe~ 

a. (T) = I + (I -~) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Os parâmetros m, e n, de cada componente são obtidos pela 
mimmização do quadrado dol> desvios entre a pressão de vapor 
calculada e aquela obtida de pontos experimentais. 

A equação cúb1ca de estado (S-R-K) pode ser aplicada para 
o cálculo de propriedades termodinâmicas de misturas 
refrigerantes utilizando uma clássica regra de mistura, 
Asselineau et ai. ( 1978) e Wnght ( 1985 ), dada pelas 
expressões (6) e (7). 

2 2 

am(T) = am = LLXaXJa•J 
,., jool 

(6) 

l l 

bm = LLX,x,b,1 
••I J•l 

(7) 

onde os parâmetro~ am(T) e bm• dependentes da compos1ção x,. 
são calculado) pela regra de combmação dada pelas 
expr~ões (8) e (9). 

a,,= .Ja,a, a1a,(l- k,J 
b,+ bJ 

b,J= 2 

(8) 

(9) 

O coeficiente de 1nteração entre componentes. k,J. pode ser 
determ1nado mm1mi73ndo a soma dos desvios entre os valores 
calculados c os dados experimentais de pressão de vapor da 
mistura. cm diferentes temperaturas (Camporese et ai., I 985). 

A~ condições de equilíbrio térmico, mecânico e de 
fugac1dade entre a fase lfquida e a fase vapor do fluido 
refrigerante são obtidas conforme Smith e Van Ness (1987). O 
cocfic1ente de fugacidade paro cada fase é calculado conforme 
Wallas ( 1985), sendo dado pela equação (I 0). 

bm(Í) ( ) 
lnq>, = ~(z-1)-ln z(l - h) -

~rbm(i)- am(i) - l) ln(l + h) 
RTbm bm am 

(10) 

A equação de estado modificada de Soave (1980) é escrita onde, 
na forma. 

p = _R_T ___ a.;_(T....;...)_ 
v- b v(v + b) 

(I) 

onde os parâmetros a<n e b, para cnda componente puro i na 
mistura, são dados pelal. equações (2) até (5). 
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2 

bm(i) = 2L x~ b,},- bm (IOa) 

~-· 

(IOb) 



h = bmP 
zRT 

( IOc) 

e o equilíbrio de fugacidades entre as fases Hquida e gasosa é 
dado pela expressão (li). 

I ,. 
X, <p, = Y, <p, ( l i) 

O cálculo de energia para o flu1do refngerante é feito 
conforme Reid et al. ( 1987). A cntalp1a e a entropia são 
calculadas levando-se em consideração o comportamento não 
ideal da fase vapor, utilizando uma fu nção res1dual que mede o 
desv•o da cond1ção de gás 1deal. A função residual para a 
entalp1a e entrop13 são obtidas pelas expressões ( 12) e (13), 
respecuvamente. 

I 
M · I RT = 1 - z + b .. RT 

( _ da .. ) ln( l + h) 
am T dT 

Lls· I R = - ln(z(l - h)) -

1 d am ( ) --lnl + h 
bmR dT 

onde, 

2 l 

d am = - L. IY,Y,a,, 
dT .• ~,.~ 

(-1 ( n,:c'+ m,)) 
cx.J T Te, 

(12) 

( 13) 

(13a) 

A entalp1a e a entropia de gá!. 1deal são calculadas pelas 
expressões ( 14) c ( 15), respectivamente: 

r 
hld = h~+ I C;:ctT (14) 

T" 

TC'' (p) s1
d = s~ + I .:::!!dT - Rln -o (15) 

To T P 

onde os parâmetros h~ e s~ especificam um estado de 
referência a baixa) pressões ( I atm) para cada componente. A 

capacidade calorífica do gás ideal c~ é dada pela expressão 

(16). 

c; = Cp0 + Cpa T + 

Cp1 T1 + Cp1 T 3 
(16) 

Desta forma, a entalp1a e a entrop1a da fase 'apor podem ser 
calculadas pelas equações ( 17) e (18). 

h(T,P)= h"'+M 07) 

s(T, P) = s"' + .15 (18) 

O cálculo de entalpia c de entropia de cada componente na 
fase líquida é obtido como uma função da temperatura (Chen, 
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1992) e pode ser calculado conforme as expressões ( 19) e (20), 
respectivamente. 

T 

h.= h r+ I c~T (19) 
T" 

TCI 
s, = sf + I ..::::!i!T (20) 

,.., T 

A energia da miStura refngerante é calculada como função 
da fração de vapor ( P ) do sistema, em uma dada T, P e 

composição. obtida através de um cálculo flash A entalpia c a 
entropia da mistura são obudas pelas expressões (21) até (26): 

hm = h~+ ( J- P) h ~ 
Sm = s~ + ( I - P) s~ 

' 
h~= Í. x, h: 

1=1 
l 

I ~ I 
Srn = L X,S, 

1aJ 

l 

h~= L, y, h~- Llh' 
1•1 
2 

s~ =L Y1s:d- Lls' 
I= I 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

""' 

(21) 

(22) 

(23} 

(24) 

(25) 

(26) 

3CI -11--- ~ 
/ ""' g 

tX» 

J~ 
:11!0 

210 

~4-~--T--r--~,-~--~-r--r-~-,--~-r~ 
10 1$ :1) :IS ~ 

~ ..... ...., 
Figura 2 - curva de cqullíbno para o R22 

Um estudo prelinunar f01 fcuo para venficar o ajuste do 
cálculo das propriedades tcrmo<hnâmicas de um fluido 
refrigerante puro, manudo sobre daferenc1adas condições de 
pressão dentro de um c1rcuuo termod1nfumco. O R22 
(clorodifluormetano) aanda é multo ut1h1ado como flu1do 
refngerante em equipamentos de refrigeração e, apesar de sua 
restrição amb1ental, fo1 escolh1do para este estudo. 

O cálculo das cond1ções de equilíbno de pressão e de 
temperatura para o refngerante R22 estó. mostrado na Figura 2. 
Observa-se um bom aJUSte entre a temperatura de equilíbrio 
calculada e aquela obtida de dados publicados (ASHRAE. 
1985). O erro absoluto médio entre ela:> é de 0.07°C e o maJor 



desvio~ de -0. 15"C, para uma faixa de temperatura de equilíbrio 
de -40. 7°C até 70°C. 

As transformações termodinâmicas observadas durante a 
compressão e a expansão do sistema são conhecidas através do 
cálculo de entalpia c entropia do fluido refrigerante. O cálculo 
do perfil de entalpia de saturação para as fases líquida e vapor 
do refrigerante R22, dentro de uma faixa de temperatura de 
40.8"C até 70°C, mostra um bom ajuste com os dados 
publicados. conforme indicado na Figura 3. O desvio absoluto 
médio entre o valor calculado e aquele obtido da literatura é de 
0.39%. O mesmo comportamento é observado para o perfll de 
entropia, mostrado na Figura 4, onde o desvio absoluto médio é 
de0.31%. 

I!ID 

~ocuoo~ txPEAIJ.ENJN 
-t.Ja..tm-~ 
--'liltKI4 . OPERJ.EHT,tt 
~~·~ 

10 lD 

Figura 3 - Entalpia de saturação do R22 
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Figura 4 · Entropia de saturação do R22 

O cálculo da composição de equilíbrio entre as fases líquida 
e vapor para três misturas refrigerantes está representado na 
Figura 5. Para este cálculo é necessário conhecer as 
propriedades criticas dos refrigerantes puros e a pressão de 
vapor em função da temperatura. Os resultados obtidos 
concordam com aqueles de Camporese et ai. e permitem 
verificar um diferenciado comportamento termodinâmico para 
cada mistura, sob uma diferenciada condição de operação do 
sistema. 
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CONCLUSÕES 

O modelo utilizado possibilita um bom ajuste para o 
cálculo do perfil termodinâmico de diferentes misturas e pode 
ser aplicado para a determinação do coeficiente de rendimento 
termodinâmico do fluido refrigerante, para uma especificada 
carga térmica do circuito de refrigeração. 

.. 

O,D 0.1 Ql Cll O,A 0.5 Q,l Q.7 QJ Ql 10 

........ f'L<\o4 

J 

~,_--~---r--~---r---r---r---r---r---r--, 
0.0 OZ o.• o,e ... ---

Figura 5 -Curvas de equilíbrio de misturas refrigerantes: 
(A) RI4/R23 (B)R-22/R-C318 

NOMECLATURA 

c;o. Cp~oCp2.Cp3 - constantes polinomiais 
P ·pressão 
po - pressão de referência 
P d - Pressão critica do componente i 
R -constante universal dos gases 
T- temperatura 
T" - temperatura crítica do componente i 
v - volume específico 
x1 - fração molar de líquido 
y1 • fração molar de vapor 
z - fator de compressibilidade 
~ - fração de vapor no circuito 
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RESUMO 

Este trabalho trata da determinação experimental do comportamento da v1scos1dade de resinas ulili:adas 
nu ft1hrícaçllo de peças automoti\·as a partir de material composto. O conhecimento da mr1açào da 
v,tscosidade da resina em função do tempo é importante para a caracteri:ação do seu escoamento no molde 
E ullli:ada uma célula de med1ção. baseada no método pulso-eco. que posstbtlita determinar propriedades 
actisllcas e mecânicas da resina. tais como: coeficientes de rejle.~ao e atenuação. velocidade de propagação e 
densidade da resma A pamr destas propriedades obtém-se o comportamento da wscos1dade. 

INlRODUCÀO 

Nos últimos anos. polimcros sintétiCOS de alto desempenho 
têm sido largamente utilizados cm diversas aplicações na 
engenhar1a como substitutos elic1entes paro os metais. Este é. por 
exemplo. o caso de materiais plásticos compostos usados na 
fabricação de peças el>truturrus para veículos automotivos. obt1das 
pela Impregnação de moldes. contendo libras de reforço. por 
resmru; em processo de curo. Nestas condições, o preenchimento 
adequado c completo do molde é ditado pelo escoamento do 
polímero. fortemente dependente das propriedades mecânicas da 
resina que variam rapidamente durante a cura. Sabe-se também 
que tensões residuais são induLidas quando a cura ou a 
distribuiçilo de temperaturas na moldagem não forem u111formcs, 
o que toma Importante a monitoração da operaçilo. l,or outro 
lado. em processos de inJeção a eventual presença de bolhas de ar 
deve ser eliminada. o que pode ser feito controlando-se a pressão 
durante o escoamento. O conhecimento da variação das 
propnedades mecânicas do polímero durante um processo de 
moldagem permue então estabelecer seu ciclo ót1mo c pode ser 
usado para determinar ou modificar o campo de escoamento que 
controla a orientação das libras de reforço, bem como pura 
mterferir na pressão. 

A caracteritação do comportamento da cura de resinas de 
epóxi pode ser fe1ta através da medição de propriedades 
acúsucas, tais como. o coeficiente de atenuação e a velocidade de 
propagação de ondas longuudmais (I lahn, 1983 ). Visto que cssos 
propriedades podem \'ariar significativamente com a temperatura, 
deve-se ter um controle da temperatura do processo de cura. 

Existem vários métodos de medição do coelic1ente de 
atenuação e da veloc1dade de propagação no meio, mas a escolha 
dos métodos é feita pelo tipo da amostra a ser medida. No 
presente trabalho, emprega-se o método pulso-eco devido a sua 
Simplicidade e por ser uma ferramenta muito utiltt.ada na 
caracteritação de llquidos. Nesse método. o coeficiente de 
atenuação é obtido após medir o coeficiente de renexão na 
interface entre um me1o sólido de referência e a amostra 
(Papadakis, 1975). 

Na implementação do método. utiliza-se um transdutor duplo 
elemento. constituído por um emissor de cerâmica p1czoclétrica e 
um receptor de membrana de PVDF (polyvm)lidene nuoride). 
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separados por um meio sólido (Adamowski. 1993). Um segundo 
meio sólido usado como referência faz pane do lransdutor duplo 
elemento. possibilitando a medição do coeficiente de renexão. 
Essa montagem toma o método insensível às variações dos sinais 
acústicos em1tido e recebido. ocasionadas pela instabilidade da 
elctrônica e da cerâmica pictoelérrica, com o passar do tempo, e 
elunina os efeitos da difração acústica. Podem ser utilizados o 
método de múltiplas renexõcs, que detecta três ecos reOetidos nas 
interfaces da res111a. ou o método da rcnexao relativa, que detecta 
somente os dois primeiros ecos (Adamowski et ai .• 1995). O 
método de múltiplas rencxões é insensível a variação da 
temperatura de operação ou amb1entc. não exigindo nenhum tipo 
de calibração. mas o método da rcnexão relativa exige uma 
calibração 1111cial. possibilitando depo1s compensar essa variaçao 
durante as medições (Adamowsk1 et a/..1998). 

Neste rrabalho. são descntos os procedimentos para u 
medição de propriedades acústicas. da dens1dade e da viscosidade 
cfctiva empregando somente o método de múltiplas rencxões 
(Buiochi et a/ .. 1997) São apresentados resultados e:~.penmenta1s 
preliminares paru a caractcnzação do sistema resina epóxi 
LMBR207 e endurecedor I.MBR208 fabncados pela Ciba-Geigy 
Qulmica S.A 

FUNDAMENTOS fEÓRICOS 

O método pulso-eco usado para caracterizar um meio liquido 
ou um meio sóhdo. base1a-sc na observação de grandezas 
medidas a partir dos ecos recebidos. tais como· amplitude. fase. 
etc. Da dctermmação dessas grandezas pode-se calcular as 
propriedades acústicas, ta1s como: coeficiente de renexão na 
interface entre do1s mc1os. coefic1cnte de atenuação. velocidade 
de propagação da onda acústica. impedância acústica. etc .• e 
também a densidade e a viscosidade efetiva de um dado meio. 

A implementação do método pulso-eco é feita com o 
transdutor duplo elemento. que tem na mesma montagem o 
emissor c o receptor separados por um me1o sólido. Existe um 
segundo me1o sólido atuando como uma linha de retardo entre o 
receptor e a resina a ser caracterizada. A figura I mostra o 
desenho esquemático da célula de medição usada neste trabalho. 
representada pelo transdutor duplo elemento. pela resina c pelo 



reOetor. O emissor gera uma onda acústica que se propaga 
inicialmente através da linha de retardo I. sensibilizando a 
membrana de PVDF do receptor com o sinal a . Seguindo o seu 
trajeto, a onda propaga-se agora através da lin~a de retardo 11 c 
reflete nas interfaces da resina. retomando ao receptor os três 
primeiros ecos a

1
, a

2 
e a,. 

transdutor duplo elemento re;ina refletor 
,...------..... ,.-- --.... 

hnha de rcwdo I hnha de retardo 11 

membrana de PVOF 
(receptor) 

2 

L 

Figura I - Representação da célula de medição. 

Medicão do CoefiÇtcnte de ReOexno. Para a medição do 
coeficiente de reOe>.ão na mtcrface entre o transdutor duplo 
elemento e a resina, deve-se detectar os três primeiros ecos que 
retomam ao receptor. representados por a

1
, a

2 
e a na figura I. De 

um modo geral. para se obter o cocfictente de rerlexão. tomam-se 
as transfonnadas de Founer desses eCO!>, sclcctonando o valor da 
amplitude para uma dada freqOênc ta no espectro de cada sinal. 
Esses valores são representados pelas amplitudes A , A, e A . 
respectivamente. Em tennos dos coeficientes de 

1
reflêxão lc 

transmissão nas interfaces, e atenuação dos meios. os valores 
calculados pela transfonnada de Founcr dos ecos -.ão rclacto
nados pelas scgutntcs expressões (PapadaJ..is. 1975): 

A =A R e-2a•1 
I T 12 

A = A T. R T.. e 2a•'e 2azt. 
2 T 12 23 21 ( I ) 

A - A T. R R R T.. e ·2(1.•
1 -ta1t. 

3 - T 12 n 21 23 21 e 

onde A é a amplitude do sinal transmitido; Rn111 o coelicientc de 
reOexãÓ na interface entre os meios m c n; T11111 o coclicicnte de 
transmissão do meio m para o meio 11, I o comprimento da linha 
de retardo 11: L o comprimento da resina, a o coeliciente de 
atenuação na linha de retardo 11 , a o coeficienle de atenuação na 
resina. Os subscritos I. 2 c 3 rcd:rcm-se à linha de retardo 11 , 
resina e relletor, respecttvamente. 

Essas expressões podem ser reagrupadas de modo que o 
coeficiente de reflexão R

11 
seja calculado por 

(2) 

O câlculo de R12 admue que as tmpcdânctas acúMicas dos 
meios que definem a interface são sempre valores reats Pode-se 
assumir essa hipótese mesmo para a resina que é um liquido 
viscoso. já que a parte imaginána da impedância acústica 

complexa é desprezível cm relação à pane real (Adamowski et 
ai., 1995). 

Medicão do Coeficiente de t\tcnuacl\o. O coeficiente de 
atenuação Clz da resina também pode ser determinado através da 
medida das amplitudes dos ecos mostrados na figura I A partir 
das equações { I ) tem-se: 

I [ A1 ( I - R,/) l 
~ = 2L ln A2 R,2 R2l (3) 

O coefictente de reOe\iiO na interface n.:stna-reOctor R21 é 
dado por Rv = (Z,- Z1 ) / (Z, + Z1 ). sendo 7.: a tmpedância 

acústica característica da resina a ser medtda e /.1 a impedáncia 
acústica característica do reOctor, conhecida a prtort 

Medição da Velocidade de Prooagacão. A determinação da 
velocidade de propagaçilo acústica c na resina é baseada na 
medida da diferença de tempo !J.t cn?rc dois ecos consecutivos 
reOetidos nas interfaces da resma, com a linha de retardo IJ c o 
reOetor, através da correlação crunda enlre os ecos a c a . ou a

2 
c a . Alem desse parâmetro. deve-se medir o distânci~ L Jntre as 
intJrfaces da resina. Como a medida do tempo é fei ta no modo 
pulso-eco. a velocidade c

2 
é dada por: 

2L 
cl = !J.t {4) 

A técnica de correlação cruzada usada com o trnnsdutor 
duplo elemento garante mcdtdas mais prectsas. pois não é afctada 
pela atenuação. desde que o meto nllo "CJa dtspcrsiVo 
{Adamowski et ai .• 1995) 

Medição da Densidade. A densidade Pl da resina é obtida a 
partir da medida da sua tmpedâncta acústica caracteristtcn Z: e da 
sua velocidade de propagação c2. atrav~s da relação zl = plcl 

Sabendo-se que as impedâncias acúsucas caracteri~ucas da linha 
de retardo li, Z1 = p

1
c

1 
• c da resina Z2 silo rclactonadal> com o 

coeficiente de reOe>.llo R12 para uma onda plana tncidtndo 
nonnalmente na interface entre os dois mctos, tem-se a scgutntc 
expressão para a densidade: 

Ptc1 (1 + R12 ) 

P2 = c2 (l-Rt2 ) 
(5) 

onde p1 é a dcnstdade da linha de retardo 11, que deve ser 
conhecida a priort. e c1 a velocidade de propagação no mesmo 
meio. A \elocidade de propagação c1 é calculada a partir da 
medida do tempo de propagação entre os sinats a e a . 
utilizando-se a técntca de correlação cruada O compri~nento 1/ 
da linha de retardo 11 deve ser conhecido a prton 

Medicão da Viscostdadc Ffcuva. O mccantsmo mais 
importante de absorção, que causa a atenuação de uma onda, cm 
meios liquidas (Risttc. 1983) está assoctado a perdas 'iscosas que 
resultam do mo\ tmento relattvo c\istente entre porções 
adjacentes do meio. No caso da absorção clá.sstca (Hcrzfeld & 
Litovit2.. 1959). quando os fenômenos de condução c radmçllo de 
calor são desprezlvcis. o coeficiente de atenuação. conhecido 
como coeficiente de absorção clásstca. é dado por 
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(6) 

onde úJ é a freqUênCia angular da onda acústica, p0 a 

densidade do meio na ausência da onda acústica. c a 
velocidade de propagação acústica. e 11 a 'iscosidadc 
dinâmica. O coeficiente de atenuação medido 
c'\penmentalmente nem sempre é igual ao coeficiente de 
absorção cláss1ca. porque a equação (6) baseia-se na hipótese 
de Stokcs na qual o VISCOSidade 'olumétrica (bulk viscostty) é 
1gual a tero, isto é. 176 O. A diferença na absorção 
experimental é atnbulda à relaxação. ou seja. à conversão da 
energia da onda acústica (cnerg1a e'\terna translacional das 
mólcculas) em energia interno de rotação ou de vibração das 
moléculas (Hcrzfcld & Litovitt. 1959). A diferença entre os 
coeficientes de atenuação experimental e absorção clássica, 
chamada de coelicicntc de absorção em excesso. é explicada 
pela introdução da viscosidade volumétrica. Assim. o 
coeficiente de atcnuaç!lo experimental a2 na resina. devido às 
duas viscosidades, é dado pcl:. seguinte equação: 

(7) 

onde ry,1 é n viscosidade efetivo. dada pela relação: 

(8) 

Consequentemente. os dados experimentais somente 
fornecem informações sobre a viscosidade efeti' a. Como a 
viscosidade volumétrica é dependente da frequência (Herzfeld & 
Litovit7~ 1959), a viscosidade eleuva calculada a partir da 
equação (7) apresenta a mesma dependência Pode-se. para 
alguns liquidas com mesmo comportamento acústico, estabelecer 
uma relação entre as viscosidades efetiva e dinâmica utilizando 
uma constante de calibração (BUiochi et a/ .. 1997). 

PROCEDIMENTO EXPr;RIMEN I AI. 

Construção do Transdutor Duplo Elemento. O emissor 
empregado é um transdutor de cerâmica comercialmente 
disponível de banda larga. freqUência central de 5MHz e 
diâmetro de 13mm. O receptor é uma membrana de PVDF de 52 fi 
m de espessura com ambas as faces metalizadas com alumínio, 
formando os seus eletrodos. De um lado da membrana é montada 
a linha de retardo I com acrllico e do outro a linha de retardo 11 
com alumínio. A membrana é Circular com d1âmetro de Mmm, 
pouco maior que o da linha de retardo I com diâmetro de 60mm. 
Assim sendo. um pequeno anel de membrana fica fora da abertura 
do feixe acúsuco, poss1b1litando conectar eletncamente as faces 
dos eletrodos a anéis metálico de contato. A união entre a 
membrana e as linhas de retardo ~ feita com uma camada fina de 
ades1vo do tipo cpóx1. durante a montagem deve-se evitar a 
presença de bolhas de ar Esse arranjo da membrana entre dois 
sólidos (linhas de retardo) poss1b1lita uma construção compacta e 
rígida do transdutor duplo elemento. O diâmetro efetivo do 
receptor (60mm) é escolhido de modo a interceptar todo o campo 
acústico gerado pelo emissor e os sma1s de eco a

1
, a2 e a3• 

evitando-se as reflexões dos s1nais nas paredes laterais das linhas 
de retardo. O emprego do acrílico na linha de retardo I é 
importante porque resulta num comprimento menor do tarugo 

que minimiza o efeito da difração. evitando-se o emprego de um 
membrana de diâmetro maior. Já o alumlnio empregado na linha 
de retardo li serve para evitar o ataque qulmico da resina à linha 
de retardo c devido a seu baixo coeficiente de atenuação. As 
linhas de retardo são d•mensionadas de modo que os ecos 
espúrios não influenc1em os três pnmeiros ecos originários da 
resina. São utilizados compnmentos de 35mm e 45mm para as 
linhas de retardo I e 11. respectivamente. Para garantir incidências 
normais. as faces das linhas de retardo devem ser paralelas c 
planas. Um paralelismo típ1co utilizado é de 20).Ull!'60mm. 

Sistema de Med1cAo. A figura 2 mostra os equipamentos 
eletrõnicos utilizados nos cxpcnmentos e célula de mediçAo. 
Um analisador ultra-sôn1co (Panametrics UA5052A) emite 
um smal de trigper. que sincroniza o gerador de funções 
(Tektroni' AFG51 02) e o osciloscópio dignai (HP 541120). 
O gerador de funções gera um burst na freqOência 
selecionada, que é amplificado por um amplificador de 
potência (Amplifier Rcsearch 150A I OOA}. O sinal 
amplificado é aplicado ao emissor. gerando as ondas 
acústicas mostradas na figura I. Os sinais são recebidos pelo 
receptor de membrana c amplificados pelo analisador ultra
sõnico. Esses s1nais s3o digitalizados pelo osciloscópio c 
transferidos para um computador utilizando-se o protocolo de 
comunicação GPIB. O processamento desses sinais é feito 
utiliLando-sc o ambiente do software MatlabTM. 

Para montar o transdutor duplo elemento e o refletor na 
célula de mcd1ção. tem-se uma carcaça de 5 peças de aço 
inoxidável as quais unidas constituem as paredes e o fundo da 
cavidade onde se aloJa a resina As peças da parede foram 
reuficadas de modo a garantir um bom paralelismo entre as faces 
do transdutor duplo elemento e do refletor posic1onados em cada 
um dos furos concêntncos e passantes da carcaça. Um tarugo de 
latão com compnmento de 90mm constnui o reOetor: essa 
med1da garante que os ecos reOeudos no seu mterior não 
mterfiram nas medidas As cmco peças de aço são utilizadas para 
facilitar a desmontagem e a hmpeza da célula após a cura da 
resma. 
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Figura 2 - Sistema de medição. 

RESULTADOS 

Os resultados sao obudo:. excitando-se o emissor com três 
ciclos de senóidcs de 5MIIz. A amplitude da transformada de 



Fourier dos sina1s é tomada a 4,8Mllz, por apresentar nesta 
freqUência a máximo sensibilidade. O comprimento da resina L é 
mantido igual a 2.40mm durante o experimento realizado a uma 
temperatura de 31 °C. A medição do comprimento L é feita com 
água destilada porque a velocidade de propagação acústica na 
âgua é bem conhec1da. A densidade do alumlmo utilizado na 
linha de retardo 11 é 2. 7 X I 03 kglm) e a impedância acúsllca 
característica do latão utilizado no refletor é 38,0xl06kgl(m2.s). 

A resina epóxi Ciba·LMBR207 é mist.urada com o catalisador 
LMBR208 na proporção em massa de 25/4. Realizam-se as 
aquisições dos sina1s a cada aproximadamente 20 segundos 
durante 16 minutos Este tempo de medida foi estabelecido por 
duas razões. A pnme1ra. tem cm vista a aplicação direta da resina 
na fabricação de peças para a indústria automobilística. Neste 
processo industrial. à temperatura de 60°C, o tempo máximo de 
impregnação de molde nunca ultrapassou 8 minutos. A segunda, 
aponta no sentido de evitar a cura completa da resina no interior 
da célula com a eventual perda do transdutor nestes experimentos 
preliminares. 

Verificou-se que durante o tempo de medida de 16 minutos. 
bem menor que o tempo de cura, tanto neste experimento quanto 
no processo industrial, a tempe.ratura da resma 'ariou de 33°C a 
31°C. Embora o processo neste primeiro período de cura seJa 
exotérmiCO, a pequeno variação da temperatura da resina se deve 
à grande massa de aço inoxidável da carcaça da célula de 
medição que envolve a amostra. 

Os dados processados com o software Matlab são 
apresentados na forma de gráficos para a veloc1dade de 
propagação. o coeficiente de atenuação e a viscosidade efetiva em 
função do tempo (figuras 3, 4 e 5). 

A figura 3 mostra que a veloc1dade de propagação 
determinada na resina cresce durante o processo de cura. Os 
valores da velocidade sào obtidos a parur dos ecos a e a . Os 
patamares vistos neste gráfico são devido à ~esoiLçào 
empregada na técnica de correlação cru/ada, que está 
relac1onada ao período de amostragem dos sina1s. que foi de 
4ns. Pode-se eliminar os patamares com tempos de 
amostragem menores. 

Velocidade de propagaçao (m/s) 
1655 

1650 t+ +tn+ 

++H+++++ I 

1645 ~ · 

++++<t+tt+i 

1'H++tt 

-~H 

1640~~~--~~--~~~~~ 
o 2 4 6 8 10 

tempo (min} 
12 14 16 

Figura 3 - E,oJuçilo da velocidade de propagação. 

A figura .J mostra que o coeficiente de atenuação cresce 
rapidamente neste InÍCIO de processo de cura Como as aquisições 
não lbram prolongados até a solidificação total. não foi posslvel 
obser,ar se o valor mâximo f01 atingido nem a sua subseqUente 
diminuição, obtida por llahn ( 1983) em outro poli mero. 
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Figura 4 • Evolução do coeficiente de atenuação na freqOcnc1a 
de 4.8MIII 

A figura 5 mostra que a viscosidade efetlva da resina cresce 
durante sua solidificação. Os valores fornm obtidos através du 
equação (7) na frcqOênc1a de 4,8MHz. Nota-se que a propriedade 
é bem sensi\'el à cura. com urna variação de aproximadamente 
I 00° o durante o tempo de medida. O procc!>so de cura se deu a 
temperatura praticamente constante 

Viscosidade efeliva (kg/(m .s)) 
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Figura 5 • Evolução da viscosidade cfettva na freqOêncta 
de 4.8Mllz 

Por outro lado. a densidade da resina manteve-se 
praticamente constante durante este período de cura. As medidas 
indicam um valor médio da densidade de 1062kg/m1 com um 
desvio padrão de no máximo 2%. calculado com as 50 
aquisições É imponante notar que o dcs-.io padrão obtido para a 
densidade é da mesma ordem de grande/a que os valores obttdos 
teoricamente pela propagação de erros. como 'isto no trabalho de 
Buiochi ( 1994 ). O valor relativamente alto desse desvio resulta 
do elevado valor do coeficiente de reflexão. Foi med1do um 
coeficiente de reflexão R 11• na interface entre a linha de retardo 11 
e a resina, de 0.82. 

Em todas as aquisições, a velocidade de propagação na linha 
de retardo 11 mantém-se constante no valor de 6413m/s. 



Neste e\peruncnto. uma dificuldade na medição das 
propriedades surg1u quando o sinal acústico ficou pró~mo ao 
nível do ruído Isso se deve à elevada atenuação na resina. o que 
foi notado principalmente no sinal do eco a . Esse problema pode 
ser contornado utilizando-se amplificaçõ~s com ganhos mais 
elevados tanto na excitação do transdutor quanto na recepção dos 
ecos. Podem ser utilizados matenais nas linhas de retardo que 
causam menor atenuação e melhor casamento de impedância com 
a resma 

CONCLUSÕCS 

Foram apresentados resultados experimentais para a 
caracterizaçâo por ultra-som da resina epó>.i durante o processo 
de cura em cond1ções de velocidade de deformação nula. 
Mediram-se a velocidade de propagação acústica c o coeficiente 
de atenuação acústica da resma em funçao do tempo. c 
determinaram-se sua densidade e '1scosidade efetlva. As medidas 
obt1das são preliminares c mostram através da elevação do 
coeticiente de atenuação e da velocidade de propagação o 
comportamento inicial de cura da resina na temperatura de 31°C. 
A monitoraçao dessas propriedades pode ser utilizada no controle 
do ciclo ótimo dos processos de moldagem e cura 

Este trabalho demonstra que o método de múltiplas reflexões 
(\ apropriado para este tipo de caracterização. Neste caso, as 
medidas podem ser prolongada~ até a cura total se a freqUência de 
excitação do emissor for bem menor que 5MHz. pois verificou-se 
que o aumento do coeficiente de atenuação durante o processo de 
cura da resina dificulta a aquisição dos sinais para freqUências 
maiores. Jâ para esta freqOênc1a. podcr-se-1a empregar o método 
da reflexão relativa que tamb(\m possibihtana estudar o 
comportamento do resina até a sua cura total. visto que o método 
utiliza somente os dois primeiros ecos retletidos nas interfaces da 
resina. 
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ABSTRACT 

This worl.. deals with experimental determination of the 
behavior of a rcsin viscosity to be used in lhe manufacturing 
process of automotive structural pieces built wilh compositc 
matenals. Knowledge of thc time dependence of viscosity IS an 
imponant parameter for characterizing thc resm tlow in the 
mold. This viscosity is obta1ned lhrough lhe time 'ariation curve 
of the acousuc absorption coefficient during cure. Mcasuremcnts 
of lhe liquid acoustic absorption coefficient werc performed in a 
ccll originally conceived for determming dcnsuy of liquids. The 
measurement technique is based on thc determination of the 
acoustic propagation velocity. acoustic rctlcction and impedancc, 
as well as on the sample density From scvcral echo-signals 
retlected in thc interior of the cell wc calculote the absorpuon 
coefficient. Ultrasonic wavcs wcre produced by a piezoelectric 
transduccr and rcccived by a PVDF membranc. Experiments werc 
conductcd at room temperaturc. 
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SUMMARY 
Heat tronsfer m the developed regton of thc flow oj msroplasttc matt>naL'f through annular ,part.'f i.\ ana

lyzed, aiming at appltcaltons r-elatrd to the dnllmg proress of petroleum welk Dnllmg mud., arr typtcally 

concentrated suspenstons, ar1d, therejore, cxlnbtt rwn-Newtoman mechanical behmnor. Thr flow a~~alyzrd 'lli 

lammar· and the matenal.s a.ssumed to behave as a Generoltzed Newtoman Ltquad, 1mth a 1/crsrhel-Bulkley 

mscosity function. The ronsPrvation cquatior1., are solved numerically via a fimtr voltLmf mrlhod. The 

thermal boundary condihons investagatrd wcre umform wall heat flux ai the mner wall <lfl(l tm adwbattc 

outer wall. Thr rjJect of yirld ,,trns, pouwr-taw exponent and gap on Ute Nw1.'felt nmnber· lS dtscus.,cd. 

1 INTRODUCTION 

Viscoplastic materiais are preseul in au incrcasing num
ber of industrial processes. The ma.in chara.cteristic of 
this lype of material is the cxistcnce of an yield st.ress, 
below which it does not ftow. Onc important process 
that uses viscoplastic materiais is thc drilling process of 
pelroleum wells. The drilling mud should ha\'e ccrtain 
rheological properties to ensure t.hc sncce.<;.,'i of a dl'illing 
operation. For example, thcy should haw the conect 
density to provid<' the pres.<Jnre uccd<'<l for well integrily 
and for avoiding prematurc.> productiou of hydrocarbons. 
Also, to dra.g thc rock chips gencmtcd by the drill with 
reasonably low pumping powcr, a shear-t.hiuulug rhcolog
ical b<'havior is highly convcnicnt. Thc pcrformancc of 
Lhe well cementing opcration is n.lso slrongly dcpcndcnt 
ou thc knowledge aud cont.rol of Llw ccnwuL rbeological 
propertics. 

T he rheological propcrtics of t . hc~c lllaLcrials an> t,yp
icaJly stro11g fUIJCtions of t,cmp<'rn.lurc. B<•cnuS(' many 
flows in industrial proccss<'S are IIOL isoU~ermal. heal 
transfcr informaLiou is t.hus required lo t\llow n•liahl<' and 
succcssful proce&:. operations. 

A la.rge number of pap<.•rs prcscnl studies lo determine 
heat Lransfcr codficients for power-law fluidR t hrough 
tubes (Bird et al. (1987), Irvinc and Karni (1987), Joshi 
and Bergles (1980a, 1980b), Scirocco et ai. (1985)). ln 
th<'M' works, some corrclat.ions are propos<.>d for thc Nus
selt number. In t.he same gl'Omct ry, t )l('r c are also rt'

:.ults for non-zero yield slress ruatcriab. Vradis et al. 
(1992), analyzed numcrically thc heat tnuu,fcr problem 
for entrance-region ftows of Bingham, constant-property 
materials Lhrough tubcs. Th<'y considcrcd tbc <'ase of 
simultaneous velocil.y aud tempcrnture dcvclopmcnt. 

An experimental and lbcorctical lwat. trausf<'r sludy 
for IIerscbel-Bulkl<'y materiaiR wn~ laiC'r rcported by 
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Nouar ei ai. (19!)4). Thcy nl~;o invcstiga.lt'd thr en
trance region. but considercd fully dcvclopcd velocily 
profiles. An intcresting discussion n•gardiltg lhe impact 
of temperatur<.>-dcpenclent rhrologkal propcrties on ve
locity profiles and Nussclt uumh<•rs cau b<' found in lhis 
paper. ln a more recent work , Nouar et al. (1995) an
alyzed numerically lhe hcal tnut!>f<·r of Herschel-Bulkley 
materiais lhrough tubcs. Thcy considere<! temperatur<.>
dcpcndcnt consistcncy imlcx aud t lw ~:>imultanrous vc
locity aud tcmpcrature devclopmcnt, rutd ncglt'Cted axial 
diffusion of beat. In this work, wmc corrclations for local 
Nusselt number and prcssurc• gradicnl. w<•re proposcd. 

Soares et ai. ( 1998) inv<>Rtigat ccl thc developing flow of 
Herschei-Bulkley rnal.erinls insidc ducts, for towstant and 
tcmperature-dependcnt. proprrti<'s. aud <·ousidcring axial 
diffusion. Among otll('r rcsults, lhcy obscrvcd that the 
temperalurc-dcpendcnl propcrties do not affect qualita
tively pressurc dror o r t.hc N ussclL umuh<'r. Also, it was 
shown that axial diffusion is importn.nt. n NII l.hc ent.ra.uce 
of the duct. . 

ln contrasl t.o lll<' rcln.l ivE' ahnndauc·<• of lit<'rature re
ga.rding t.he now of vi~:>cop l astir lllltt(•rials t.hrough luhes, 
ralhcr fcw heal transfcr n·sults for nnm tlar ducls hav(' 
been reportcd so far. Ou c of t.hc•sc• fc•w art ides is duc to 
Kaimi et al. (1990), who invcslip,atcd <'xpcrimeulally thc 
flow of a vi~>eoplastic material (Carbopol) t hrough annu
lar ducts. lu thcir work, thc inuer cylind<'r was ablc t.o 
rotate. and obs<>rvC'd thc appc•amnrc of SP<'ondary flows 
due to the rotation. Thc h<•at tran.-,fcr C'ocfflciE'nl was 
also obtained as a funrtion of n.xinl posilion nnd angular 
velocity of thc inner cylinder. 

Tbe present work is a small contribution lo supply lhe 
open literaturc with t.his kind of iuformation. The fully 
developcd ftow aud heat I raus[(•r for t.he axial fiow of 
viscoplastic materiais through Lll<' annular bpacc bctw('{>n 
two coaxial tubes is analyzcd. Thc t lwrmal bouudary 



conditioru; iuvcst.igatetl were uni(orm wall hea.t Aux a.t 
lhe inner wall and an adiabat.ic outer wall. Thc governiug 
conscrvation cquaLions are solved numerkally via a finite 
voltune mct.hod. Thc mal.erial is assumed to behave as a 
Generalized NC'wtonian Liquitl (GNL), wiLh a Herscbei
Bulkley viscosity f1mcliou: 

r = rry 

where 

{ 
!!L + f( .V"- I . 

'I] = "( I 

oo, 
ii r> ro; 
otherwise. 

(1) 

(2) 

ln eq. (1), r is t.be ext.ra-stress tensor . .Y th<' rate-of
deformation t.eusor, dcfiucd as grad v+ (grad v)T, where 
v is thc velodty vector. ln cq. (2). ro is the yield 

stress. T = J 4 t.r r 2 a mcasure of the magnitude of r , 

i' =: v! tr .Y2 a nwasurc of thc mab•nitudc of .y. J( Lhe 
consist.ency index, and n thc power-law expouent. These 
Lhree parameters (r0 , K anel n) are uormally det.ermiued 
via least squares fits to expcrimcnt.al shear dat.a. 

2 ANALYSIS 

The flow unc.Jer study is steady, axisymmetric aud fully 
developed. The Lhermophysical a.nd rheological proper
Lies of Lhe Rowing material are cousiderec.J independent 
of Lemperaturc. The material is assumed Lo bebave ac
cording Lo the GNL constitutive cquation (eq. (1)), with a 
viscosity function givcn by the Herschel-Bulkley equation 
(eq. (2)). Tbe thermal boundary conditions are uniform 
I.Jeal flux (qw = \onstant) at thc itmcr wall aud adlabatic 
(qw =O) ouLer wall. 

2.1 Conservation of momentum 

For t.his flow. momentum <:onservatiou is assured by Lhe 
following diuwm;ionlrss l\quation: 

1 d ( ,du') dp' 
:;; dr' 'I/ 

7
• rl7·' = d:r' (3) 

ln Lhe above expression, u' = n/ éic is Lhe dimcnsion
Jess axial velocity, r' = T/b and .c' = .cj8 are tbe radial 
aud axial ditnCW:!ionk'Ss coordiuates. 6 = Ro- ~ is Lhe 
gap of thc annular space. Tbe dimensionless pressure p' 
is givcn by p' = pfrc, wbere rc = rlci'c is the shear stress 
at thc charact.orisLic shear rate i'c, which is given by: 

. _ rc - ro 
( ) 

1/n 

/c - f( (4) 

Tho c-haractcrlstk viscosity is T/c = TJ("tc)· The stress rc 
is a ci.Jaracteristk wa.ll shear st.ress, clefined as the outer 
wall shear stress:: 

(5) 

2.2 Conserva tion of ener gy 

Tbe dimensionless conservation of cm•rgy equation is 
givcn by: 

(6) 

ln this equation, O is thc dimensionless temperaturo, 
defined a.o:;: 

(7) 

where Qw is the heat flu:x at the inner waU a.nd k is the 
heat conduct.ivity. For this sitnation, thc Nussclt uumber 
at the inner wall Lc;; givcn by: 

Nu = hwiRi:::: ~ 
k Bu 

(8) 

wherc fJ1J is the dlmeusionless bulk temperaLure, given by: 

B _ f Ou' dA 
b- J u'dA 

2.3 Modified bi-v iscosity m odel 

(9) 

Thc viscosity fuuctiou as giveu by eq. (2) for Herschei
Bulklcy mat.erials is not appropriate for numerical solu
tions. The difficulty is l.lSually circumvenLed by replac
ing this viscosity fuuctiou with equivalen~ ones which are 
easier to handle UUlllerically. One or t.hese alternaLive 
modcls is thc ::;o-callcd b'i-v'i!;co1~ity model (Beverly and 
Tarmer, 1992). for Bingbam material::>. Tlús idea. c-ru1 be 
casily cxtcndcd to Hcrschci-Bulkley materiais. yieltlil1g 
tho following c:xpression for thc viscosity funcLion: 

{ 

f I 

!!>.+(1- ')·n- 1 
7/ = "t; ro 'Y 

'TIInrge • 

if i'' > i'~rnal I 
olherwise 

Beverly and Tanner {1992) recouuoend 

7Jfarge = 1000 

Therefore, 

., ró ró 
'Ysma.ll = 1000- (1 - ') · 'n- l ~ 1000 ro ">'small 

(10) 

(11) 

(12) 

ln the above equation.c;;, i" = i' h c· r!' = 'IJ/"'c 8.lld ró = 
To/Te are the dimensionless shear raLe, viscosU.y and yield 
stress, respectivcly. 

2.4 Numerical solut ion 

The governing equations presenLed above were dis
cretizcd via thc finite volume meLhod dcscribed by 
Patankar (1980), usit1g a central-difference sch<'mc. The 
resulting algebraic system is solved by the TOMA algo
ritbm (Patankru:, 1980). 

ln order to validate Lhe numcrical solution, some 
t.ests are performed. The value of the product f Re• = 
-(8(dpjd.c)f>2 )j(ry,.ü) for a Ncwtooian fluid and ó/ R0 = 
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Fignrc 1: Compa.rison with the exact bOiuliou for parallcl 
plat.cs 

0.5 w& comparcd with thc on<'s fouucl in lhe li t.eralure 
(fRe· = 95.2). For a mesl1 with 20 nodal poiuls (18 con
trol volumes), thc error oblaincd was bclow 0.5%. For 
a Herschei-Bulklcy material, thrcc• kiucls of LC'sts wcrc 
JWrformcd. FirsLiy Lhe hydrodyn~t111i c.; uutucrital solution 
wa." comparcd with th<' <'XR('(, soluliou for pmallcl plat.cs. 
lu this case, thc <'Xart solut ion for L h(• dim<'usioulcss v~ 
lociLy profilc is g ivcn b~·: 

(0.5 _ ~')l/n+1 _ (y' _ ~')1/n+l . 
li' = 0 0 1f r' > r' 

(l- r~)l/n( J /n + 1) O 
(13) 

{o 5 _ ')1/n+l 
' . ro ·r , , ( •) 

u = ( ')' ( I ) 1 r < r0 1 ... 1- To n 1 TI+ 1 

where y' = y/ H ~ thc dimcnsionlc•s,<; roordinalc:> and H 
is th<' plate spacing. For this siluation, thc charactcristic 
shear stress at walb is r, = -(ripjd;r) Il/2. Thc• dimen
sioui<.>SS mean velocily ib gívt•u by: 

i' . o I . n (05 ~')1/n+l [ (05-~') ] 
1 = (1 - ró)lfn(l/n 1- I ) - (1/n f- 2) 

(15) 

Tlw colllparisou of lhe vdocily profil<' ubt.Ained annner
kally with 60 Ut1dal points wit h tht> ('Xn<'t solut.ion i:l 
shown in Fig. l for h/ Ro OJJl. Jt, rn 11 be obscrvcd 
1 hnt t.lw agreemcnt is cxc·<'liC'nl. 

To obt.ain a grid-iud<•pcncl<'nt. sol utio n, n gritl Lesl was 
perfonrH.'d for a Hcrschc l-Bulkcy material ( n = 0.5. T1í = 
u.:H) and differcnt. mcsh('s. Th<' rC'sults ohtained wcrc: 
for 20 nodal points. JRe• - 178.38 anel Nu= 3.1795; for 
60 nodal points. JRc· = 183.13 a ncl Nu :3.1702; and 
for .)00 nodal points. JRr· lX3.61 lUlU Nu- :3.1692. 
Tuc diffcrcnce b<•t W('('n th<' ()()-uwsh aud lhe 500-ulC.'sh 
was 0.3% in thc f R c' vaht<' anel 0.03o/t in Lhe Nu valuc. 
Therefore, tbe 60 mcsu wa.., sel<-<'1<'<1. 

Finally. a rompariM>n of th<• vc.•locity p rofi le for Rt = 
0.05 obtained numcrirally with tlw experimental rcsults 
of Naimi et a/. (1990) is shown in Fig. 2. It can bc ob
servc.'<i that the nunwrical rrsult,., agrce vcry well with the 
data. Thc cliscrcp1mcy obtain<'d mny be duc to lhe dif
ficulty in detcrmining l'xarlly th<' rhrolugical properti<'s 
of t hc materiflls USt'd in lhe C'Xpl'riuwnls. 
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Figure 2: Comparison wit.h <•xpt•rimcnla l rt'i>ulls (Nairui 
ct al., 1990) 

3 RESULTS 

Rcsults for some rcprcscntA.t iv<' C'OIIIbina.lio ns of tlw 
governing para.ml'lt•rs a.rc now prc>scn t.c•cl and cliscn:-,s(•tl. 

Theoretical cous idcmtions show t.hAt t.hen• is a max
imum value 'TÓcrit = 1 - R,/ Ro (Prl.'drickson and Bird, 
1958) for thc dimcnsionlr1>s yiPid str<'ss r~ bcyond which 
no conlinuous solutiou is possiblc for thC' nxia.l vdocity 
ficld. Thls threshold valuc corre!-iponds to tlu• nünimnm 
pres.o;ure gradient nceded lo cnsun• that hot.h wall shea.r 
stresses a re larger lhan ru. Th(• pn•scnl papc•r is r~trirt.<'d 
to situations for which 'TÓ is lowt•r thau this limiting value. 
Research for sit uat.ions ou tsidc this ra nge• of TÓnat is uu
clerway. 

F írstly. velocity profilt~ for difft•rc•nt kiuds of materi
ais are shown in Fig. 3. ll C'an hc obsc•rv<'d that lhe 
viscoplastic materiais (Binghnm aud llrr:.chl'I-Bulklc:>y) 
have a plug flow rcgiou iusidc llw a nnular spa.cc, dul' 
to a non-zcro yicld strcss. Const><IIU.•nlly, t.he velocilies 
in the ncighborhood of lht• walb. 1\l'l' Hlig htly highcr, as 
comparcd to thc:> N<'wtoninu a ud Powcr-Law <'HS<'ti, re-
spectively. 

Figs. 1 7 sbow Lhe dlmcnsionl<':-.s wloC'it.y nnd lemper
at.mc profiles. ln Figs. -l t).nd 5 Uac• profilc•s 1m• ploU<'cl for 
'TÓ = 0.24 anel '11 = 0.2, 0.5 and 1.0. lt c·m• hc• uol.t>d that 
thC'rc is a plug flow posili01wd sli~?;lally dosL'r lo lhe inucr 
wull, and t.lms larg<'r vclorit.y grndiculs are fouud w Lhe 
region bctwcl'n thc inncr wall nnd lhe plug llow r<'gion. 11. 
is also obscrvcd lhat t hc plug fluw rPgion widtla dc<·rcas<'s 
with increasing pow<'r-lnw <'XJHml'nl, 11. This hduwior rE:'

Aects t.he facl thal, for n given valtw of slm,..,. thr shear 
rate decrcases with inrrc•asing 11. T lw lcmprmtur<' pro
filP. howc\'cr, is ('l'..-,entiallv unafft•clt'<l hy lhe powt•r-law 
expouent. 

ln Figs. 6 and 7 thc• profilcs IU'I' plott t•d for n = 0.5 
and ró = 0.2, 0.2-1 and 0.35. ll <'ali bc nott'<i that thc:> 
plug Aow rrgion incr<'~ with lhe dimt'll.'\iouJ(.'!;.'i yield 
stress TÓ. as <'xpectcd. Again, I hcre is no variatiou in thc 
tcmpcrature dimen:..ionl<'ss profllt•. 

Fig. 8 sbow the NtL.,sclt munbt•r at llw iJUll'r C'ylindcr 
wall as a fw1ctiou of lhe cxpoumt '11. Jt c·an be not.ed 
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that Nu. ckcreases with iucreasing n, due to lhe smaJlcr 
plug flow rcgioo for larger n',q, ancl con~;equently. :-.maller 
vclucity gradients near the wall. Tlw cffect of yielcl stress 
in Nussclt nwnber can bc obs<'rV<'d with üw aid of Fig. 
9. h c~m bc noled that Nv incr<'flS('S very mildly with -ró 
in this range, csscntially bccause t.111' mA.Xirnurn value of 
r!J is uot be vcry large. 

Fi11ally. Fig. lO shows Lhe N ussclt. numlwr variation 
witu the ratio 6/ R 0 • For vcry Slllt\11 rntios, lhe results 
obta.i.ued are similar t.o t bat obtruncd for parallcl plat.es. 
m; cxpected. Increa.sing thC' annular space. NIL dccrcases 
very rapidly. duc to the rdativdy smaJlcr plug Aow re
gions and hencc smaller vclocity gra.di<'nl:-. al wallr;. ln t he 
limit.i.ng ca..c;c of h/Rn • 1, it is obs<'rvcd that Nu___. O, 
l>ecause thc hcat transfcr arcaM thc ioner <'yli.ndcr tends 
to zero. 

4 CONCLUSIONS 

This paper prcscnted a preliminary study of the 
hcat transfer problclll in thc fully clevclop<•d region of 
HcrschPI-Bulklcy materiais Aowing ~LXially tltrough an
nular spaces. ThP case of uniform inner wall heat Aux 
and insulatcd outer wall was cxamincd. 

The governiug equntions wcrc solv<~d numcrically via 
a finite-volumc tcchniqnc. lksultR an• pr<?Sf'nted in lhe 
forru of velocity and t.cmpcratun• profilcs, and Nusselt 
nwnber variation wilh som<• govcm in!?, rhcologicnl and 
geometric paranwtcn .. 

l t was observed that thc cn .. ..,<•s for which t.he v<>locity 
gradient at the waJI is high yiC'ld highcr :\ ust-.elt numhcrs. 
Howcver, thc Nusselt number vnriations ar<' rather small 
for the range of rheological paranwters analyzcd. 

~luch larger sensitivity of N tt on thc rlwological pa
rameters are expcded in thc rangE> of r(, for which one of 
the wall shear stresses is largcr tlum r0 whilc thc uther is 
lower. These hcat transfcr results nn• to appear shortly 
in a. future publicai iou. 
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SUMMARY 

ln this work, non standard finite element methods are used to analyse coupled-conjugate 
thermodynamic problems of non-Newtonian ftuids ftowing in thick-walled ducts . To solve 
the resulting fonnulation, a Uzawa-like algorithm is applied to solve the nonlinear dynamic 
problem in conjunction with an externa/ iterative procedure that deals with the coupling. A 
post-processing technique is applied to obtain the compatibility of the heat ftux at the solid-ftuid 
interface. 

INTRODUCTJON 

The first works dcaling with heat transfer ín lam
inar Aow inside ducts have been proposed by Graetz 
(1885) and Nusselt (1910), independently. They ne
glected the wall analysing the transfer of heat only in 
the Newtonian fluid , and admitted different tempera
tures at the inlet section of the Aow and along the wall, 
neglecting its thickness and material. Semi-analyticaJ 
solutions have been proposed and, until about the fi
nal of the seventies, extensions of these solutions have 
been derived to modified problems, but none of them 
induded walJ effects. These problema are known as 
'conventional convection problema'. Nevertheless, after 
that period, researches have shown that the wall might 
have considerable effect on the heat transferred to or 
from the Auid, stimulating to analyse the problem for 
solid and fluid simultaneously. These problcms are now 
being referred to as 'conjugate problems'. Then, sev
era! works have been done including radial conduction 
in the wall , but still not taking ca.re of axial effects. 
However, some of those works predicted that axial con
duction in the wall might bc investigated (Shah et al., 
1978 and Guedes et al., 1990}. Numerical methods were 
proposed to deal with these problems and the major
ity of them fails to solve adequately at the very nea.r 
inlet section of the flow; but they confirmed the predic
tions of the importance in considering axial conduction 
in thick-walled ducts, by evaluating accurately well this 
effect far from the criticai inlet section (Campo et ai., 
1991 , Ba.rozzi et al., 1985 and Pagliarini, 1988} and con
sidering heat flux "prescribed at the outer surface wall of 
the duct and using iterativa methods. Besides the cou
pling between thennal and kinematics effects, two ba
sic difficulties arise when one faces conjugate proulems: 
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the difficulty in obtaining precise solutions to the de
generated pa.rabolic transport cquation of the fluid and 
tbe satisfa.ction of compatibility conditions for temper
atura and fluxes at the solid-liquid interface. ln case of 
considering prescribed temperature at the outside wall, 
semi-analyticaJ solutions were proposed by Mori et al. 
(1974} with a.ccurate results obtained fa.r from the flow 
entrance region. 

When non-Newtonian fluids are considered in the 
context of conjugate heat transfer problems, two addi
tional difficulties arise: the satisfaction of the incom
pressibility internal constraint and the pure nonlinea.r 
cha.racter of some constitutive relations as the power
law to which Newton based methods fail to solve ade
quately for very large or very small power índices. For 
these kind of problems cfficicnt mixed finite element 
methods, allowing sarne interpolation orders for ali vari
ables, and algorithms have been developed in the con
text of creep analysis by Glowinski and Ma.rroco (1975}, 
Loula and Guerreiro (1990) and Guerreiro et al. (1991 }, 
and they may be adapted to the situation of power law 
fluids. 

Differently from the classical approach to coupled 
nonlinea.r problems which consists in linea.rizing the 
problem and uncoupling the resulting system as a start
ing point, in the present work we present a mixed finite 
element method constructed by a Petrov-Galerkin type 
formulation over the Hellinger-Reissner principie for the 
nonlinea.r coupled-conjugate heat transfer to fluid flow 
in ducts problem. Prescribed velocity and temperatura 
at the inlet section of the duct and given temperature 
at the outside surface wall a.re considered. To solve 
the formulation, a Uzawa-like algorithm was developed, 
and it deals with the nonlinearity as well as with the 
coupling. A post-processing technique is used to en-



sure the continuity of the heat flux at the solid-fluid 
interface and no iteration is necessary to the continuity 
of the temperature, once this is an intrinsic character
istic of the finite element method. Numerical resuJts 
are presented comparing, comparing coupled and un
coupled considerations, conjugate and non conjugate, 
and coupled-conjugate effects. 

COUPLED-CONJUGATE DIFFERENTIAL 
FORMULATION 

Let n = (n. u nl) c 7?.2 be a bounded domain 
with r, = O, n 01, and boundaries r, and r 1 such 
that 

r. = r .u u r •q , r .s n r •q = 0 ( 1) 

r 1 = r 1u u r 1o u r lq , r 1s n r Jq = 0, (2) 

where .,, , aoiJ and q referre to solid, fluid , solid-fluid 
interface, temperature and hcat flux, respectively. 

Let u be the stress tensor, u the velocity vector, 
fJ the temperature, f the heat generation in the solid, 
f body force vector, k the thennal conductivity coeffi
cíent, m~ the density and c, the heat capacity. 

A general formulation that models thermally cou
pled and conjugate problems of a non Newtonian fluid 
flowing in ducts may be characterized by the following 
set of equations. 
- solid phase: 

-div(k, VfJ,) = f in O,; 

- liquid phase: 

-diva+ (Vu)u = f in nr; 

V' u =A(S,01) in Or; 

with A(S, O 1) a nonlinear function of 

1 
S = u- -trai· 2 J 

divu = O in Or; 

(3} 

{4) 

(5) 

(6) 

(7) 

- div(kr'VOr) + mecpu · VBr = $ in Or; (8) 

with the viscous dissipation given by 

~ = u: t(u ) (9} 

and 

(10) 

- boundary conditions: being n the outward unit nor
mal vector, 

8, = 8, on r,, , (11} 

k,VO, · n, = q, on faq, (12) 

u = ü on fru, (13) 

e, = 01 on frs, (14) 

k,vfJ,. nl = q! on rrq; (15) 
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- interface compatibility condition: 

fJ, =e, at ri. (16} 

k.VB, · n = k1V01 · n , at ri. (17) 

The constitutive equation we are interested in is a com
bination of Arrhenius and Ostwald-de-Waele laws, that 
is 

(18} 

where ç is the power-law index, K is the consistence 
parameter and {3 is a function of the activation energy. 

SOME PRELJMINARY DEFINITIONS 

Before introducing the formulations we need the 
following definitions. Let cm(n) be the set of ali real 
valued functions defined in n with continuous deriva
tivcs until order m, Cõ(O) the subset of functions in 
cm (O) with compact support in O and D(O) = cr 
the space of trial functions to which the dual, n · (n) is 
the space of linear functionals defined in D(O). Define 
the inner product 

Vt/1, fi> E D(O). (19} 

11 = {9 E wJ·'(O}}, (20) 

U ={r= [r,1J;ríi = TJi E L~(!l},i,j = 1,2}, (21} 

VT ={TE U; trT == 0}, {22) 

V= {v= {v,};v, E Wri•'(!l},i= 1,2}, {23) 

with z +; = I and w<.• and and L' are Sobolev and 
Hilbert spaces with their usual nonns. Define the prod
uct spaces and their respective norms: 

u = VT X u, v = VT X v, (24) 

II{T,r}llu= IITIIu + llrllu, V{T,r} E V, (25} 

ll{>.,v}llv=ll.\llu+llvllv, V{.\, v}EV. {26} 

Consider the usual finite element discretization 
where O == u:'.,:1 ne, and N e is the number of elements 
and h is the mesh parameter given by h == max{h~}. 
Let P~(O) be the space of continuous finite element 
polynomials of order k and class CO and Q~(n1 ) be the 
space of discontinuous finite element polynomials of or
der l and class c-t. Then, define the following finite 
dimensional spaces: 

1Jh = {Bh E P~(O) n Wri'2 (0)}, (27} 

1lh(div) ={<lhE (P~{n) n H(div}(0))2
}, (28) 

uh = {uh E (Q~(n1 ) n L'(n1))3
}, (29) 

VTh = {Sh E (Q~(!l1) n L<(n1 ))3 , trSh = 0}, (30) 

vh = {uh E (P~(n1) n wri·'(n1))2
}. (31) 

wbere H(div) = {g: g E L2 (0),divg E l}(!l)} equiped 
with the norm IIYIIH(dlv) = llgll + lldivgll, with 11·11 being 
the usual L2 -norm. 



A MIXED STABILIZED FINlTE ELEM ENT 
FORMULATJON 

By segregating the deviatoric part of the stress ten
sor and introducing a. multiplier, the nonlinearity can 
be isolated as in the following continuous variational 
formulation: 
Problem Pl : Find{S, a, u, .>.,8} E Ur x U x V x Ur x 
t9, such that 

(A(S ,O), T) + (.>., T) =O, V T E Ur (32) 

(S -ao,J.t)=O, V ~.tEUr {33) 

(a, v•v) + (f , v) = 0, V v E V {34) 

("V' u ,r) + (.>.,ro) =O, V r EU {35) 

k("\78, 'V'J) +mcp(u"\70,1]) =(~{a, u , O),'J), V '7 E 190 
(36) 

Note by Eqo (33} tha.t S a.nd ao represent stress 
deviators treated independently, a.nd .>. plays the role of 
a Lagrange mult ipliero Differently from the uncoupled 
case, Problem Pl is nota saddle point but a dissipative 
problemo Even being isolated, the nonlinearity which 
appears in Eqo (32) still remains "purely nonlinear'', 
and can preclude applications of cla.ssical algorithms to 
solve i to More than this, if Galerkin approximations are 
introduced, the compromise between the approx:imation 
spa.ces prevents interpolations of the sarne order for a 
and u , which could cause instabilitieso To overcome 
these difficulties and in view of constructing efficient al
gorithms to treat the strogly nonlinear equation, wc in
troduce the following stabillized finite element method 
which allows sarne order interpolations, coupling the 
thcrmal problem governed by the diffusion-convection 
equationo 
Problem P2 : Given f , find {Sh,ah,Oh }i {>.h, uh} E 
{U h X Oh} X V h, such that 

(A(Sh,Oh),Th) +(>.h, T h)+ 

+(Sh- aoh,J.lh)+ 

+(ah, v•vh) + (f , vh )+ 

+("V•uh , 'Th) +().h , TDh)+ 

+[ó, (Sh -a Dh., Th- Th)] + [~
2 

(divah + f , div1l,)h) = 
v 

=0, V{Th, Th}i {>.h , vh.} EU h X V ho (37) 

k('\78h , "V'Jh) +mec,(uh o "VOh,'Jh) = (~ (ahuh,8h) 1 '1h), 

V 'lh E t9h o (38) 

with <h and 62 are constants to be fixedo 
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Note that the 61 parameter wa.s added to introduce 
a linear sh part to the nonlinear equation in a natural 
way, enabling the inversion of the constitutive equa
tiono T he term in 62 was included to allow sarne order 
of interp~lation for a h and u,, , stabilizing the effects of 
the incompressibility constrainto For the energy equa
tion, Eqo (38), with general material conditions, it may 
be used a.n artificial diffusion method like the SUPG
method of Brooks and Hughes ( 1982), as done nexto 

Rearranging and adding the SUPG terms, Pro
blema P2 may be written in a general form as: 
Problem P3: Given f , find {Sh ,ah,Oh,.>.h, uh.} E Ur" 
xUh X"" X Urh X vh, such that 

A11 ( {Sh, ah. , 8h}í {Th, rh} )+Bh( {Th, rh}i {>.h, uh}) = 

= Fh({T h,Th}),V{Th,rh} E Un X Uh, (39) 

Bh({Sh,uh}i {J.th, vh}) = Gh({/.Lh, vh}), 

V{J.th, vh} E Un x Vh, (40) 

D(Oiu'1h) +C({uh,8h},f1h) = Eh('1h), Vf1h E t9h , 
(41) 

where 

Ah( {Sh., ah, Oh}í {Th, rh}) = A( {Sh, uh ,8h}i {Th,Th} )+ 

+ 
6~

2 

(diVOh, div1b)h, (42) 
v 

A( {Sh , ah,Oh}i {Th, Th}) = (A({Sh, Oh}). T h) + 

+6, (a h - sh , rh - Th ), {43) 

Bh({Sh,ah};{/.Lh,vh}) = (roh - T h,J.lh)- (V'•vh,rh), 
(44) 

Fh({Th,Th}) = -
62!:2 

(f ,div1b)b, (45) 
v 

Gh({/.Lh, v h}) = -(f , v h), (46) 

D(Oh, '7h) = ~t('\78h., 'V'711), (47) 

C({uh ,8h},'Jh) = mec,(uh o '\78h,7Jh) + -

+ (Ç.uh o div(-~t"V8h),'V'Jh)h + 

+ mc,(Ç, uh uf"\78h, 'Jh)h, (48) 

(~ho'1h) = (aho'V•uh ,7Jh), 

Eh('Jh) = (~h . Tlh) + (Ç,~huh, 'V1Jh)h, 

(49) 

(50) 

wheTe 61,62 are arbitrary positive constants to be fixed, 
ç. is the SUPG parameter defined by 

Ç _ he{e 
• - 2mc,luh I ' 

lt • 
{e = max{O,l - I jh },e= l ,ooo, Neo(51) 

me, uh e 

Note that S11 and <7Dh represent the deviatoric part of 
the stress, but they are independently treatedo Once 
the temperatura and the velocity are continuous from 
element to element, we may use the temperature and 
the velocity calculated above to determine the heat ftux 



by the following post-processing technique which en
sures the continuity of the heat ftux along the solid-ftuid 
interface. 
Problem PQ: Given {u,Oh}, find Qh E 'N"{div) such 
that 

with 

(53) 

Q(qh) = Óq(mec,u · V() h+ cfl, divqh)h - (KVO/l, rlh)· 
{54) 

Stability of Problem PQ for Óq > O may be seen in 
Karam Filho and Brum {1998). 

To solve the coupled Problem P3, we propose the 
following algorithm. 
Algorithm Al: Given 8~, find 
{s~. u;: ,o;:}; P~. u"} E {UTh X uh X 1111} X {UTh X Vh} 
and <1,~ E 'N"(div), n ~ 1 such that 

A"( {s;:, u~ I o~-· }; {T", 7'"}) + B"( {T", 7'"}; {.Xí:;~í:}) = 
I 

= Fh({Th,Th}} , V{Til,'rh} E Urh x Uh {55) 

Bh({Sí:l11i:} ; {JJh, Vfl}) = Gh({JJh, Vfl}), 

V{JJh, v h} E VTh x V,. (56) 

D(Oi:~fJh) + C({u;! ~ Dí:} , '7h) = (cfl;!,'Jil) , \f'7h E 11" 
(57) 

Qh(Qh ,Qh) = Q"({u;:,o;:};q"), \fq" E 'N"(div), 
(58) 

Algorithm Al leads to sequences bounded by the data 
of the problem, ensuring its convergence. Note that 
Algorithm AI approaches Problem P3 for its coupled
conjugate character. lt remains that system Eq. (55)
Eq. (56) is nonlinear 1 requiring an appropriate algo
rithm to solve it. To solve the nonlinearity we use 
a scheme proposed in [3] which when adapted to the 
above algorithm lcads to the following procedure to the 
coupled-conjugate nonlinear problem. 
Algorithm A2 : 
[• ] Given ()~·' • .X~·' and s~·l-l, find {u~·1 ,u~·1 } E vh X 

Vh,n ~ 0 1 l ~ 1, by solving 

~ { · n ,l ) Ó2h
2

(d' n ,l di } ( nl ) 
u1 11Dh•1'Dh +-::- tVCT" , V'rh h- Vuh' ,Th = 

11 

(u~·'' V v h) = (f, v h), VTh V h E uh X vh. 

• No•"' wt'•h u"•1 and u".l find S"·' E V by , .. , ~ Dh h • h Th 

(A(()~·' , S~·1 ), T11) + Ót (S~ ·', T11) =eh (u~, Th)+ 

(60) 

+(.X~·', Th) , VT11 E UTh. (61) 

• Then, knowing u~·~, S~·' and À~ ' ', calculate À~,t+l E 
UTh by 
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• until 

llu~·~ - s~·' 11 $ tol. 

• With u'};~ and u;: given by the above steps, find 

o~+•.t+• E"" by 

k('ilOh, 'il'711) + mec,(u~·'vo~+t.l+t, '7h) = (cfli:, '7h) 
(63) 

• until 

[• ] Now, as o~+t,t+t E 11" and u~ '1 E V11 are knorwn, 
find the continuous heat ftux , q~ E 1íh(div), by solving 

The linear part introduced by the Ót-term allowed 
the applicatíon of Newton-like methods to solve, at the 
integration points (Nip), the resulting nonlinear alge
braic equation: 

A(0~·1 , S~·' (x,)) + Ót S~·' (:tt) = c5tu7J·~ {:t;) + À~'1 (x;), 
(65) 

h ·- 1 N' k n ,l d \n.l w ere ' - , ... , tp, once we norw u Dh an """ . 
IISí:ll, lluí:ll, lluí:ll, IIVOí:ll and 11-Xí:ll generate se

quentes bounded by the given data llfll, ensuring tbe 
convergency of the algorithm. 

APPROXIMATION ANALYSIS 

The analysis presented here consider, for simplic
ity, Hilbert spaces. Extensions for Sobolev spaces are 
possible by using analogous arguments as in Glowinski, 
(1982). We can evaluate the quality of the approxi
mation generated by Problema P7D by the following 
result. 

Theorem T : For Problem P3, being {u,S,91 À1 u} so
lution of Problem PI, and {11/l, sh ,oh, Àh, Uh} solution 
of Problem P3, it is valid the estimate below: 

V{T11, Til} E U "• {JJh, v11} E V 11, '1h E 11" (66) 

with Co, >o 

{67) 
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Figure 3- Coupled x uncoupled conjugate 
problems. Nu;r; for ( = 2 and ( = 4 

To the heat conjugation (solid-fluid unknown inter
face temperatura), the continuity of the temperatura is 
an íntrinsíc chara.cteristic of the finite element inter
polatíon used . The compatibility of the heat flux was 
obtaíned by a post-processing technique which at the 
sarne time improves the approximation error estimate 
when compared to techniques based on differences, and 
do not need any iterativa method to ensure both com
patibility conditions. 

From the numerical results obtained here, first it 
may be observed separately conjugate x non conjugate 
effects by varying the thickness of the duct watt, sup
posing the problem as uncoupled. ln this case, the re
sults in Figure 1 may be compared to those of Mori et 
ai. ( 197 4) for the region far from the entrance. Here, 
the inlet result is obtained without oscillations. From 
Figure 2, by eliminating the effect of the wa.IJ, different 
locations of the isotherms show the importance of con
sidering coupled effects. ln Figure 3, the complete prob
lem, coupled-conjugate, is focused and compared with 
two other situations. Observe that, at the entrance 
of the flow, the Nu" of the coupled-conjugate prob
lem with non-Newtonian fluid approaches the Newto
nian uncoupled-conjugate curve and is very far from the 
uncoupled-conjugate non-Newtonian tine (10-15as the 
fiuid enters the duct, far from the entrance, it reaches 
an intermediate bchaviour. Then, very far from the 
entrance, it tends to the uncoupled Newtonian limit. 

REFERENCES 

Barozzi, G. L. and Pagliarini, G., 1985, "A Method 
to Solve Conjugate Heat Transfer Problems: The Case 
of FUlly Developed Laminar Flow in a Pipe", J. Heat 
Transfer, 107, pp. 77-83. 

1157 

Brooks, A. and Hughes, T. J. R., 1982, "Strearnline 
Upwind/Petrov-Galerkin Formulations for Convection 
Oominated Flows with Particular Enphasis on the In
compressible Navier-Stokes Equations", Comp. Meth. 
Appl. Mech Engrg., V. 32, pp. 199-259. 

Campo, A. and Morales, J. C., 1991, "Flow and 
Temperatura Pattems in Thick- Walled Thbes: Inclu
sion of Oiffusion Phenomena in Both-Media", RBCM
J. of The Braz. Soe. Mech . Se., V. XIII, no. 2, pp. 
167-183. 

Glowinski, R., 1984, Numerical Methods for Non
linear Variational Problems, Springer-Verlag, NY. 

Glowinski, R. and Marroco, A., 1975, "Sur la 
Approximation par Elcment Finis d 'Ordre Un et la 
Resolution par Penalization-Oualité d'une Classe de 
Problémes de Oirichlet non Linéair" , RAIRO R-2 , pp. 
41-76 . 

Graetz, L., 1885, "Uber die 
Wãrmeleitungsfá.higkeit von Flüssigkeiten {On the 
Thermal Conductivity of Liquids)", Part 1 : Ann. 
Phy8. Chem., 18, pp. 79-94 (1883); Part 2 : Ann. 
Phys. Chem., 25, pp. 337-357 {1885). 

Guedes, R. O. C., Cotta, R. M. and Brum, N. C. 
L., 1990, "Heat Transfer in Laminar Flow with Wall 
Axial Conduction and Externa! Convection", J. Ther
mophysic.s, V. 5, no. 4, pp. 508-513. 

Guerreiro, J . N. C., Loula, A. F. O. and Sánchez, 
G., 1991 , "Una Formulacion de Petrov-Galerkin para 
el Problema de Fluência Estacionária", Applied Math
ematics for Enginuring Sciences, pp. 239-251. 

Karam Filho, J . and Brum, N. C. L., 1997, "Con
jugate Heat Transfer to Newtonian Fluids by Fuúte El
ements" to appear. 

Karam Filho, J. and Loula, A. F. 0 ., 1997, "Ap
proximation Analysis to a a Finite Element Formula
tion for Arrhenius-Ostwald-de-Waele Fluid Flows, Pro
ceedigs of the XXV CNMAC, Gramado, RS, pp. 323-
324. 

Loula, A. F. O. and Guerreiro, J. N. C., 1990, 
"Finite Elemet Analysis of Nonlinear Creeping Flows", 
Comp. Meth. App/. Mech. Engrg., V. 79, pp. 87- 109. 

Mori, S., Sakakibara, M. and Tanimoto, A., 1974, 
"Steady Heat Transfer to Laminar Flow in a Circular 
1\Jbe with Conduction in the Thbe Wa.IJ, Heat Transfer 
Japanue resurch, V. 3, no. 2, pp. 37-46. 

Nusselt, W., 1910, "Oie Abhãngigkeit der 
Wãrmeübergangszahl von der Rohrlãnge (The Oepen
dence of the Heat-Transfer Coefficient on the Thbe 
Length)" , VDI Z54, 1154-1158. 

Pagliarini, G., 1988, "Effects of axial conduction 
in the watt and the fluid on conjugate Heat Transfer in 
Thick-Walled Circular Thbes", /nt. Comm. Hut and 
Mass Transfer, V.l5, pp. 581-591. 

Shah, R. K. and London, A. L. 1978, "Laminar 
Flow Forced Convection in Duct", Academic Press, NY. 



A:JCm VIl ENCIT - Rio de Janeiro, RJ BRAZIL (Novemb er, 1998) 

• PUC 

ANÁ LISE DO ESCOAMENTO DE FLUIDOS TIPO LEI DE POTÊNCIA ATRA VÊS 
DE UMA FORMULAÇÃO GENERALIZADA DE CAMADA LIMITE 

José Maria Oliveira Miranda 
Daniel Onofre de Almeida Cruz 

Emanuel Negrllo Macêdo 
Universidade Federal do Pará 

Departamento de Engenharia Mecântca 
Grupo de Turbomáquinas 

66075-900 Belém-PA-Brasil 
E-mail: gtdeml(i\amazon.com.br 

RESUMO 

No presente trabalho, o método assíntótíco da varzávelmtermediária desenvolv1do por Kaplun foi uuli:ado 11a 
obtenção de uma formulação generall:ada de camada lmwe para fluidos do llpo Le1 de Poréncw (Power Law) 
Nessa nova fornwlação a divisão do escoamento em duas reg1ões (viscosa e não viscosa) desaparece e!im1nando a 
necessidade de processos mrerati\'OS t. mostrado que o siStema de equações abridos pode ser redu::1do a uma 
equação diferencial ordmár10 "quase s1milar ", de modo semelhante ao caso da equação de Blasius para fluidos 
i\'ewronianos. Soluções numéricas para esta equação são apresentadas para escoamentos sobre uma placa plana 
assumindo-se diferentes valores do ind1ce de comportamento não-Newtoniano do flwdo N. 

INTRODUCÀO 

A análise do escoamento de fluidos não-Newtonianos se 
apresenta como um tóp1co de grande interesse em muuos problemas 
de Engenhana Quím1ca c Mecânica A descrição detalhada deste 
tipo de escoamento somente pode ser feua através da resolução das 
equações do movimento. juntamente com um modelo reológico 
adequado (Skelland. 1967) Esse procedimento contudo. é a1nda 
bastante caro. o que 1mpedc a sua aplicação em muitos problemas 
práticos. Nesse contexto. o desenvolvimento de formulações 
s1mphcadas mas. ainda capazes de descrever adequadamente o 
fenômeno se faz necessária. Dentre estas formulações podemos citar 
a equação de camada limite como estando entre as mais uulizadas, 
devido a sua relativa simplicidade e precisão. Essa formulação 
portm. apresenta algumas limitações. necessitando cm alguns casos, 
corno na região de separação (Goldstcin, 1948), de um processo 
interativo viscoso-não viscoso pam descrever o escoamento. 

No presente trabalho, o método da variável intermediária 
desenvolvida por Kaplun ( 1967) foi utiliado na obtenção de uma 
generalilaçào da formulação clássica de camada lim1te para flmdos 
não-Newtonianos do tipo Lei de Potência. Nessa formulação. os 
efeitos do escoamento não v1scoso sobre a reg1!1o próxima à parede 
c vice-vcrsa são naturalmente considerados. tomando desnecessário 
qualquer processo 1nterauvo (v1scoso-não vtscoso) ad1cional. É 
mostrado que as equações podem ser resolvidas como uma equação 
diferencial ordmária "quase-similar" (Cru7 e Mesqu1ta, 1997), 
através de uma mudança adequada de variável, de modo semelhante 
ao procedimento utilizado na dedução da equação de Blasius 
(Schihchung. 1967). A solução numérica da equação difcrencíal 
resultante é mostrada para d1versos casos 

ANÁLISE ASSINTÓ fiCA 

li dll +v ou=- CJp + _!_{àr.u + a-r,l} 
ax ày à:c R: ax ay 

, av +v a,.= _ ap +..!..{a-r .. , + a-r.,1} 
dX ày ()y R:. ()x uy 

ãu+a''=o 
ax a.v 

sendo, 
fi.::1 

(n) 2 àu 
T'xx = T a." 

n i àl! au .'~' -1 ) 

'f>x=rf,=(2) (a\+ey 

( n)~ av 
rw = T ày 

r~ l={r~ r ·r~ fH~: ·~r 

••o 

( I ) 

(2) 

(3) 

O escoamento de fluidos não-Ncwtomanos tipo Lei de Potência 
para o caso estacionáno e incompressível é descrito pelos seguintes 
conJuntos de equações diferenciais parciais. 

onde. u e v são velocidades nas direções x e y. respectivamente, 
p é a pressão c N representa o fndice de medida do grau de 
componamento não-Ncwtomano do flu1do As equações acima 
foram ad1mensionalizadas utilizando- se um comprunento c uma 
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caractensucos do fenômeno L c U, respectivamente e. 

p = PI - P~ , onde p0 é uma prcssao de referência. O parâmetro Re' 
pUoo 

representa um número de Reynolds para o caso de tlUJdo não
Newtoniano do llpo Lc1 de Potência sendo defmido através da 
seguinte relação· 

(4) 

onde p c K são a massa especifica e o índice de consistência do 
fiu1do. respecuvarnente. 

Faremos agora a análise assintóuca do fenômeno no limite 
quando Re'-+oo ( 1/Re'-+0) delimndo as seguintes relações: 

- y 
y=-

Tj(E) 

- v v=--
TJ(E) 

(S) 

(6) 

onde e= l/Re' c T)(E) é uma funcâo genérica de E tal que se E-+0 
entào T)(E)-+0. Substituindo a relação (5) nas equações (I), (2) e (3) 
teremos: 

(7) 

(8) 

(9) 

Onde. 

_ /:1 I 

f =(!:!.) 2 011 
...... 2 ar 

( n )1'/l' ( a,~ , au ) r =f = n- +--
.n 'I)' 2 àx 11 a.v 
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As equações (7) c (8) assumem diferentes formas no limite 
quando E-+0 dt:pendcndo da função TJ(E). as quais são mostradas 
abaixo 

Quantidade de movimento na direção de x: 

/l'+tr 
O( v e ) < O{TJ) < O(E0

) : 

au CJu ap 
u-+v-=--

ilx a~· ax 

0(11) 0( N-t)j;) . 

QU Ql/ 
u-+v-= 

ih ()y 
()p a (au )N+t 
QX -1 àj• iJj• 

O(TJ) < O( N+)/;): 

a (a" )X+t-
as ~i· 0 

Quantidade de mo' 1mcnto na direçào de y· 

0 (TJ) < 0(E0) 

ilp =O 
ày 

( lO) 

( 11) 

( 12) 

( 13) 

( 1-t) 

( IS) 

No conjunto das equações acima temos que as equações (12) e 
( I.J.) destacam-se das demais pois contém todos os termos presentes 
nas outras equações sem estarem contidas em nenhuma delas. sendo 
ponanto chamadas de equações prmc1pais do conjunto (Cruz c 
Freire, 1998). Isto indica que no limite quando E-+0. a solução do 
sistema (I )·(3) tende a.~sintóticarnente para a solução do seguinte 
sistema de equações· 

av i1v 'àp 
u-+~·-=--

ilx ~v ~v 

dU (h• 
-+-= 0 
dr ~I' 

( 16) 

(17) 

(18) 



Na formulação apresentada pelas equações acima estão 
contidas as equações de Euler (eq. {lO) c cq. ( 14 )) e as equações 
de camada limite (eq. ( 12) e cq. ( 15)), i:.to mostra que os cfeuos 
do escoamento viscoso sobre o escoamento não viscoso e Vlce
versa estão naturalmente considerados no sistema ( 16)-( 18) 
representando ass1m uma genernlt7açâo da formulação clássica 
de camada limite. 

O SIStema (16)-( 18) pode ser uulizado na análise de dhcrsos 
tipos de escoamento fornece ndo bons resultados. prmc1palmcnte 
nos casos envolvendo separações nos qua1s a singularidade 
existente na formulação cláss1ca de camada ltmue de'e ser 
removida 

A EOUACÃO OUASE SIMILAR 

Subsllluindo-se as defi nições de função corrente no sistema de 
eq unções ( I 6 )-( 18) teremos: 

N 

-------+------· --- -- ( 19) a111 a\, a"' a3
111 diJI a 1111 diJI iJ

3
"' 1 a2 (a2

"') 
a, ~·2ax ax ay3 ~~ axl a. a.lay Re· ay2 a; 2 

A equação ( I 9) pode ser transformada em uma equação 
diferencial ordinária através da seguinte mudança de variável. 

rJ = yN+,~( I - m(l - 2.\') J'.V- m+l ' 
.·\(,\+ I) Rc T2m- m.\- l 

ç ="'+,~( .V( .\'+ I) )2(m,V- m+l) 1 ~ 
1-m(l-2,\') - .-, x-m\'- 4m- 2.\ 

Re-

Á=l-~ 

'lf=N+,~( N(i\'+1) Jn.\!-mtl I 
1-n(l - 21\) ~ l»'·\'-nH-1 

R c 

Substituindo-se as relações (20)-(23) em ( 19) tem-se. 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(m + h)F'F"+(h -m) FF'"-8( (A' - I)F"'2 F"N- l+F'"V- 1 F"")+ 

.-{( h3 + 3112 +2h - 5mll - hm2 )11F'2+( mh2 2112- 113 } 2 F' F' '+ 

( 3mh2 + 5mh -2m2 h- 2m2 + 2m - 113 - 3112 - 211 ) FF, + 

( mh
2

- 2hm
2 

+mh + h3
- 11

2 prF"+{ h3 
- mh

2 
}

2rF'"I=O 

(24) 

Onde. 

F(J) = iJl F 

iJTj l 

2m-m·\- l 
h=---

,\'+ I 

A=''+,~( .\'(,\ '+ 1) )2(mN-m+l) 
1- m(l- 2.\' ) ~,~2(m\'-m-,\' ) 

Re-

B = ,•;( 1- m(l - 2,\) T'"'-nr..-1 
A(N +I) 

(24a) 

(24b) 

(24c) 

(24d) 

A equação (24) está sujeita us segutntes condiçt)es de contorno: 

F(O.A) = O (25) 

i(O. À) =0 (26) 

F'(TJ00 .Á) = I (27) 

F" (TJ00 ,À) =O (28) 

Onde 11- representa um valor de 11 considerado no infinito. As 
relações (25)-(27) s.'lo cond1ções de contorno clássacas ut il itadas no 
escoamento em camada limite com samalaradade. No presente caso. 
uma condição adacional caracteri1.ando o comportamento assmtótico 
do perfil de 'elocidade em 11--rt- se f:v necessána de\1do à equação 
(24) ser de quarta ordem. O procedimento ut ilizado aqui é 
semelhante ao empregado nu equação de camada hmne para a 
obtenção da expressão de f alkner-Skan No presente caso contudo. 
a equação ( 18) não pode ser cons1derada formalmente como uma 
equação simalar pOIS não possua todos os seus coeficientes como 
sendo constantes. isto no entanto não impede que ela possa ser 
resolvida como uma equoção d1fcrencaul ordináno. po1s todas as 
suas derivadas est1lo relacionadas o apenas uma varióvcl. 

Sob o ponto de vista assintótico. a cquaç11o (24) é semelhante a 
uma correção de ordem superior da equação de camada limite (Van 
Dyke. 1962) sendo que, no presente caso. a solução do problema 
não foi obtida da soma de várias l!quoções diferenciaiS 
independentes mas. através da solução de uma úmca equação 
diferencial. 

ANÁLISE DOS RESULTADOS 

A figura I mostra a solução da equação (24) para o caso de 
flmdo Ne\\tOniano (N I ) sobre uma placa plana para 'árias 'alares 
do parâmetro Ç. fixando-se \ = I. Como se pode notar. a M>lução de 
Blasius é um caso pan icular da presente formulaçJo representando 
o limite ~sintóuco da solução da cquaçJo (2-1 ) quando Ç~O. Os 
demais perfis da figura I descrevem o escoamento na regaão 
próxima a ponta da placa. Como se pode notar. o perfil de 
velocidade apresenta uma pequena "protuberância" próx1mo à 
parede. comportamento este já observado e\pcrtmentalmente e na 
solução da equação de Nav1er-Stokes entre placas {Guerrero e 
Cotta. 1995) 
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Figura 1- Perfis de velocidade pura m• O.O c N= 1.0 

As figuras 2 c 3 mostram os perfis de velocidade para o 
escoamento sobre uma placa plana (m- O) considerando dois valores 
diferentes do !ndice de comportamento não-NcMoniano do fluido 
(N"-0.9 e N=l.l ). fixando-se x I Para N O 9 temos que os perfis 
de veloc1dade na re~uão pró\ima a ponta da placa atingem o 
escoamento completamente desenvoh ido para um número de 
Rc) nolds menor quando comparado com N 1.1 Isto ocorre devido 
à difusão viscosa ser ma1s efeuva para N9> 9 na maior parte da 
camada limite. como pode ser 'tsto na figura 4. causando urna 
adaptação mais rápida do escoamento un~forme anterior à placa para 
o escoamento completamente desenvolvido Nessa região a variação 
do perfil de veloctdade na d~reção de \ é bastante elevada 
provocando grandes valores de 'cloc1dadc na d1reção de y (v) 
próximo à parede, isto causa o surg1mcnto de elevados valores de 
'clocidade .u.junto à parede como pode ser v1sto nas figuras acima. 
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Figura 2 • Perfis de velocidade para m=O.O e N=0.9 
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080 -r---~---- ---~----r-----,----~ 

o 20 

000 

000 200 
ETA 

H•10 Re•5000 

N•IO A.•I

N•1 t Re•5000 

N•1l Re• 100000 

rigura 4 Tensão admensionalizada 

600 

Nos gráfico 5 c 6 aparecem os perfis de velocidade para N=0.9. 
m=-0.0952 c N= I I, m"'"·0.08603. respectivamente. fixando-se x= I. 
Como se pode notar, o flu1do com N"'().9 resiste mais ao gradiente 
de pressão adverso (m<O) sem apresentar separação pois. nesse 
caso. o transporte difUSIVO de quant1dade de movimento a partir do 
escoamento externo para o mterior da camada lim1te é mais efeuvo 
que no caso de N I I 
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Figura 5- Perfis de velocidade para m=-0.0952 e N=0.9 
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CONCLUSÃO 

No presente trabalho, uma formulação alternativa para 
escoamentos em camada limite foi aplicada na análise do 
escoamento de fluidos nilo-Newtoniano do tipo Lei de Potência. 
Nessa formulação a influência do escoamento viscoso e vice-versa é 
naturalmente considerado. dispensando qualquer processo Interativo 
adicional Foi obtida uma equação diferencial ordinária "quase
Similar", a qual descreve o escoamento de fluidos tipo Lei de 
Potência sobre uma placa plana com gradiente de pressão. de modo 
semelhante à equação de Falkncr-Skan (Schilichting. 1967) para 
fluidos Ne\\1onianos. Neste caso contudo, a relação obtida mostrou 
ser mais geral, descrevendo também o escoamento nas regiões 
próximas à ponta da placa. Os resultados aqui obtidos indicam que a 
formulação alternativa de camada hm1tc pode ser utilizada com 
sucesso na análise do escoamento de flu1dos nào-Ne\\1onianos. 
principalmente no caso de complexos termos difusivos. 
proporcionando melhores resultados que a formulação de camada 
limite clássica mas ainda com reduzidos custos computacionais. 
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ABSTRACT 

ln this work. the asymptatic metlrod of Kaplun 's intermediate 
vanab/e techmque was used to obtatn an altemallve fornrulatron 
for bormdary /ayer of non-Neli tonian flurds. ln this alterna11ve 
formulation the classica/ \'rscous mvrscrd drVIsron of the flow 
disappears makmg unnecessar)' any addwonal mteractrve process 
lt Iras been show that tire resultrng system of drflerentral equa11on 
can be reduced into a "quasi-srmrlar ·· ordinary drflerentia/ 
equafion. Numerical solutrons of tlus equation are presented for 
drfferent \'alues of Power Law exponentll.' 
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SUMÁRIO 
Motn·ado pela Importância comercial e tecnolôgica do escoamento 1111erno de fluidos não-newtonianos, 

s1mulou-se o caso do escoamento de fluidos em dutos apresentando regli,es de contração e expansão circular 
Resultados são apresentados para a queda de pressão e a força de arrasto awante no bloqueio ao escoamento. 
em funçc1o de partimetros reológicos, geométricos e hidradmãmicos O cód1go computacional desenvolvido 
utiliza n formulação primitiva e malhas não deslocadas. As equações da quantidade de movimenta são 
resolvidas 11sando um método tridiagonal em bloco de dois permitindo o acoplamento das equações durante a 
sofuçilo. A equação da pressão é resolvida pela método SOR. 

INTRODU CÃO 

No presente trabalho numérico, investigou-se o 
comportamento da força de arrasto e da queda de pressão 
no escoamento de fluidos não-newtonianos em dutos 
parcialmente bloqueados. Estes escoamentos são 
encontrados em diversas situações de interesse científico 
e tecnológico, compreendendo: o processamento de 
pollmeros; o problema da estenose (escoamento obstruído 
em artérias e veias); o bombeamento de fluidos etc. O 
conhecimento da força de arrasto atuante na região do 
bloqueio ao escoamento e da queda de pressão é de 
fundamental importância, uma vez que tais esforços 
crescem significativamente à medida que cresce a 
obstruçao ao escoamento, podendo ocasionar rupturas de 
material nesta região, por exemplo, levando ao derrame em 
vasos sanguineos e vazamento em tubulações industriais. 
As necessidades de investigações, a importância cientifica 
e comercial destes escoamentos são destacadas nas 
referências: Kcun ings ( 1989) e Pak et ai. ( 1990) entre 
outras. 

O PROBLEMA FÍSICO 

• PUC 
JOIO 

O escoamento confinado de um fluido na presença de 
um bloqueio é ilustrado na Figura I, sendo R o o raio e L 

o comprimento do duto. O bloqueio parcial, resultando em 
uma variação na seçllo reta do duto, impõe ao 
escoamento uma brusca contração e expansão circular, 
além de urna região de seção reta reduzida. As grandezas 
a e I quantificam a magnitude do bloqueio ao 
escoamento e denotam respectivamente: o quanto 
diminuiu o raio do duto e o trecho apresentando seção reta 
reduzida. 

Figura 1- Escoamento parcialmente bloqueado 
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As equações de movimento em regime pennanente 
para o caso de um fluido newtoniano generalizado 
aplicadas ao problema flsico em questão considerando 
escoamento incompressível e admitindo simetria axial são 
dadas por: 



Equação da continuidade: 

()v du v 
-+-+-=0 ar a: r 

(I) 

Equação da quantidade de movimento na direção radial: 

éJ1·
2 
+ auv + v

2 
= .!]_(a2v +.!_()v + a2v)- ..!]_~ 

ar 0: r Re ar 2 r ar az 2 Re r 2 

+ ..3._ éh• ()1] +_I ()1] ( éh• + ()u ) _ ()p (2) 
Re ar êJr Re O: O: ar êJr 

Equação da quantidade de movimento na direção axial: 

Jvu + Ju
2 +~=.!]_(a 2 u +.!_ au + a2u) 

êJr O: r Re ar2 r a,. a:2 

2 ()u ()71 I ()TJ(w du) ()p 
+ Re (}z fJz + Re a; fJz + êJr - (): (3) 

As equações acima foram adimensionalizadas com base 
nos seguintes parâmetros característicos: raio do duto (~); 
velocidade média do escoamento (V,n); massa especifica do 
fluido ( p) e uma função viscosidade característica ( 71 '). 
dada por: 

{
V )"-1 n 

11• = 11 ~ e:: I) gn- 1 (4) 

sendo mo parâmetro de consistência do fluido e no índice 
do escoamento (expoente power-law). 

O número de Reynolds generalizado (razão entre 
forças de inércia e forças viscosas) é dado por: 

pVmRo R e • (5) 
17 

Substituindo-se, então, a equação (4) na equação (5), 
obtem-se: 

pv2-n R" 
Re= III 0 (6) 

gn-le"+ ~r 111 - -
4n 

Nas equações acima: v; u; p e 11 denotam, 
respectivamente. os seguintes parâmetros 
adimensionalizados: componente radial da velocidade, 
componente axial da velocidade, pressão, e função 
viscosidade. 

Em uma primeira abordagem do problema. admitiu-se 
o modelo constitutivo de fluido newtoniano generalizado, 
sendo o tensor da tensão dado por: 

n:;:; 211r - Ip (7) 

Na equação (7) r, é o tensor dt1 taxa de deformação. dado 
por: 
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r= 0,5(V'v +v V') (8) 

sendo v o vetor velocidade. 

A função viscosidade foi descrita pelo modelo Power
Law: 

n- 1 

TJ:;:; m(211r )2 (9) 

sendo TI r o Segundo Invariante do tensor da taxa de 
deformação. 

Este modelo constitutivo não considera os efeitos 
associados com as diferenças de tensões normais do 
escoamento. A não linearidade está relacionada com a 
dependência da função viscosidade com a taxa de 
cisalharnento. 

Como condições de contorno impõe-se o não 
deslizamento do fluido nas paredes do duto (Sw) e na 
superflcie do bloqueio ao escoamento (Sb). Considera
se, ainda, o campo de velocidade do fluido distante 
da obstrução como sendo o campo de velocidade do 
escoamento não obstruido (U), ou seja: 

v = u = O em Sw ; v u O em Sb 
e u = U em z = O e z = L ( I O) 

O CÓDIGO NUMÉRICO 

O método numérico utilízado considera a técnica de 
diferenças finitas na discretização das equações de 
movimento. trabalhando-se com a formulação primitiva e 
malhas não-deslocadas. Empregou-se, ainda, uma 
decomposição adequada do domínio computacional de 
modo a evitar o uso de malhas não-ortogonais. A célula 
computacional típica e uma das malhas utilizadas são 
mostradas nas Figuras 2 e 3. 
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Na discretização das equações de movimento, visando 
manter-se o acoplamento entre as equações, os termos não 
lineares foram tratados utilizando-se a técnica de Newton
Raphson, similarmente ao procedimento usado por Lee 
( 1968) e Galpin e Raithby ( 1986). 

A não linearidade associada à dependência da função 
viscosidade com o tensor da taxa de deformação foi tratada 
explicitamente, deste modo utilizou-se o campo de 
velocidades da iteração anterior na avaliação da função 
viscosidade. Embora, diversas técnicas implfcitas de 
linearização dos termos viscosos tenham sido investigadas, 
o modo mais eficiente foi a utilização do procedimento 
explicito o que levou a uma melhor taxa de convergência 
para todos os casos testados. 

Na discretização dos termos convectivos das equações 
da quantidade de movimento, utilizou-se um esquema 
adaptativo de três pontos, aplicado às malhas não 
uniformes, Similar ao proposto por Braga ( 1990) para o 
caso de malhas uniformes. Assim, de acordo com a 
nomenclatura da Figura 2, tem-se: 

sendo: 

O valor de a, na equação ( 13) é obtido de modo a 

evitar o aparecimento de flutuações espaciais durante a 
solução do problema. de acordo com Braga (1990): 

para v p)O (14) 

ou seu negativo, no caso de v p (O. Nesta equação, Re, 
denota o número de Reynolds da célula computacional 
relativo ao componente radial da velocidade, sendo dado 
por: 

Ôr êr 
Rcr =2 Re 11 s vp (15) 

ôrn + êrs 
No caso de se obter da equação ( 14) valor negativo 

para a, caracterizando um escoamento fortemente 

viscoso, utiliza-se a, O o que corresponde a um sistema 

central para a discretização dos termos convectivos. 
Para a discretização dos termos envolvendo derivadas 

de segunda ordem, utilizou-se um sistema central aplicado 
às malhas não uniformes. No caso, por exemplo, das 
derivadas com respeito a coordenada radial. tem-se: 

(16) 

Obtem-se, então, respectivamente para a direção radial 
e axial. as seguintes equações da quantidade de movimento 
discretizadas: 
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A
v t+l 
pvp +A'' t+l + A''vl+l + A''vl+l +Av v'+l + {3 NVN S S E E IV W 

8 ,. 1+! 8v t+l B'' 1+l 
pup + Eui:. + wuw = 

\ ' I ( I - /3) cv I cv I cv I D'' ( 7) Apvp T - NP\ - PPP- sPs + I 

Au 1+1 
pllp +A" 1+1 + Au 1+1 +A" 1+1 + Au 1 r+l + {3 .\u,\ S 11S EliE W 111' 

B''vt+l + B'' vt+l + 8 u 1+l _ 
P P ·' ,..,. s''s -

Ali I ( I - /3) C'' I C" I C" I D" ( 18) P11P T - EPE- PPP- wPw + 



Nas equações ( 17) e ( 18), f3 é o fato r de relaxação, 

incluído devido ao desacoplamento entre as equações da 
quantidade de movimento e da pressão visando assegurar 
um procedimento iterativo convergente. 

Na discretização da equação da continuidade utilizou
se um esquema de segunda ordem, aplicado à malha não 
uniforme, do tipo: 

()v vn- vs 

ar ;: 0,5( &-n + &-s) 
(19) 

Tem-se, então, após a discretização da equação da 
continuidade: 

Ue + Uw +a1vn +a2vs =O (20) 

sendo os coeficientes a1 e a2 prontamente obtidos. 

A equação da pressão é obtida substituindo-se na 
equação da continuidade os componentes de velocidade 
dados pelas equações da quantidade de movimento. A 
determinação de ue, uw. vn e v_, é feita aplicando-se as 
equações da quantidade de movimento entre os pontos 
nodais. Obtem-se, assim, por exemplo: 

" f3 Pn- PP 
vn=vn--A & 

n n 
(21) 

A 

sendo vn o agrupamento de todos os termos discretizados 
nas equações da quantidade de movimento excetuando os 
termos relativos ao gradiente de pressão, analogamente ao 
procedimento utilizado por Peric et ai. (1988), e An, de 

modo similar ao trabalho de Marchi e ai. ( 1989), 
corresponde ao coeficiente da velocidade na estação 
intermediária, dados respectivamente por: 

A J (A " ) Vn =2 vp+ VN (22} 

I ( v v ) An =2 Ap + A/1' (23) 

Após a substituição de todos os termos, obtem-se para a 
equação da pressão: 

Atp~+l + A.CP~tl +A[ p~+l + Atp~+l + A,f.p{ftl =BP (24) 

A equação (24) aplica-se a todos os pontos nodais 
internos. Próximo ao contorno. utiliza-se os valores 
conhecidos de velocidades na substituição indicada pela 
equação (20), evitando-se, assim, a necessidade de se 
conhecer as condições de contorno para a pressão. 
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O algoritmo numérico consiste em atualizar 
inicialmente o campo de pressão, via uma única iteraçao do 
método SOR (Successive Over Re/axation). Em seguida, os 
novos valores dos campos de velocidades são determinados 
através da solução simultânea das equações da quantidade 
de movimento. Isto é feito pelo método TOMA 
(TriDiagonal Matrix Algorithm), alternando-se as direções 
de busca através da geometria computacional. 

RESULTADOS 

A força de arrasto (O) atuante no bloqueio ao 
escoamento é obtida integrando-se o tensor da tensão na 
superficie do bloqueio ao escoamento: 

D= fJ n .dS 

sb 
(25) 

Os resultados apresentados foram obtidos em uma 
malha computaciona I de I 000 pontos ( 40 na direção axial e 
25 na direção radial). Vários pontos foram concentrados na 
região central do duto, onde localiza-se o bloqueio ao 
escoamento, conforme ilustrado na Figura 3. A 
investigação numérica abrangeu as seguintes faixas: n. de 
0,4 a 2; Re, de 0,01 a 1000: I I R o. de 0.4 a 1,4 e a I R0 , 

de 0,2 a 0,9. Durante a simulação, o parâmetro de 
relaxação f3 variou de 0,3 a 0,9 sendo obtida a 

convergência para: j(9t+t- 91)1 911(10-4. sendo ti> uma dada 

grandeza avaliada numericamente. 
A seguir, analisam-se as inOuências da natureza 

reológica do fluido, do regime hidrodinâmico e de diversas 
condições de bloqueio ao escoamento em parâmetros de 
interesse. 

A Figura 4 mostra como a razão a I Ro afeta o valor da 

força de arrasto aruante na obstrução ao escoamento, para 
Re=O, I e para os casos de nuidos: pseudoplástico (com 
n=O, 7); newton i ano (n~ I) e dilatante (com n= I ,5 e n=2). 
Constata-se que o aumento da obstrução na direçao radial 
(valores crescentes de a I Ro) concorre para um 

substancial aumento na força da arrasto, sendo este 
aumento mais acentuado nas situações em que a I R0)0.6 . 

Assim, por exemplo, para n=2, a força de arrasto atuante na 
obstrução localizada tem um aumento da ordem de 17 
vezes quando o valor de a I R0 varia de 0.2 para 0,6, 

enquanto que ao variar-se a I Ro de 0.2 para 0,9 obtem-se 

um aumento da ordem de 180 vezes no valor da força de 
arrasto. A previsão de tais esforços é sem dúvida de grande 
valia em situações tais como: escoamento em tubulações 
que apresentam redução na seção reta e escoamento em 
artérias e veias obstruidas. 
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A influência da razao li Ro na força de arrasto é 

mostrada na Figura 5, para os casos de fluidos 
pseudoplástico, newtoniano e dilatante, sendo Re=O, I e 
a I R 0 = 0,4. Os casos investigados evidenciam um 

aumento na força de arrasto à medida que cresce o 
bloqueio na direçao axial (valores crescentes de I I R o). 

Deste modo, tomando-se como exemplo o caso de fluido 
dilatante (com n-2), a força de arrasto duplica de valor 
quando I I R 0 varia de 0,4 para I ,4. Observa-se, também, 

que, para um dado valor de I I R o, valores crescentes do 
expoente power-law do fluido, que implicam em uma 
mudança no perfil de velocidade do escoamento, 
concorrem para um aumento no valor da força de arrasto. 
Para as situações em que I I R0 -+ O e I I R0 -+ oo, 

necessitam-se de novas simulações para melhor descrever o 
comportamento da força de arrasto. 
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A Figura 6 evidencia como a razão llP I 11P0 , que 
relaciona a queda de pressllo do escoamento parcialmente 
bloqueado com a queda de pressllo do escoamento nllo 
obstruído, no mesmo regime hidrodinâmico, é afetada pelo 
bloqueio ao escoamento na direção axial, para os casos de 
fluidos pseudoplástico (com n=0,7), newtoniano (n= l) e 
dilatante (com n-2), sendo Re=O,l e a I R 0 = 0,4 . O 

aumento da razão I I R o concorre para o aumento da 

queda de pressão. Assim, por exemplo, para n=2, a razão 

llP I llP0 tem o seu valor aumentado de I ,5 quando 
I / R0 varia de 0,4 para 1,4. Nota-se, ainda, que a medida 

que aumenta-se o expoente power-law do fluido o valor da 

razão AP I llP0 cresce para um dado valor de I I R o. 
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Figura 6 - Influência da Razão I / R o em llP I llP0 

(Re=O,I; a i R0 =0,4) 

A influência do regime hidrodinâmico do escoamento 
na força de arrasto é mostrada na Figura 7 para o caso de 
um fluido dilatante apresentando expoente power-law igual 
a 1 ,5 e para a I R 0 = 0,2 e I I R 0 = I . Conforme 
evidenciado, à medida que predominam os efeitos de 
inércia o valor da força de arrasto decresce. Para 
R e> I 000, é necessário realizar novas simulações para 
melhor avaliar o comportamento da força de arrasto. 
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Figura 7 - Influência do Regime Hidrodinâmico em D 
(n- 1 ,5; a I R0 = 0,2; 11 R0 = I) 



A Figura 8 evidencia, para uma dada situação flsica, as 
linhas de corrente nas proximidades da obstrução ao 
escoamento, para o caso de um fluido apresentando 
expoente power-/aw igual a 0,7. 
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CONCLUSÕES 

Simulou-se o escoamento de fluido em duto 
parcialmente bloqueado. Investigou-se a influência do 
caráter não-newtoniano do fluido do regime 
hidrodinâmico e das razões de aspecto nos parâmetros 
queda de pressão e força de arrasto. A determinação 
destes paràmetros constitui importante subsídio para várias 
situações de interesse científico e tecnológico. tais como: o 
processamento de polímeros; o problema da estenose e o 
bombeamento de fluidos. 
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SUMMARY 

Motivated by the importance of the internal flow of 
non-Newtonian fluids, a numerical code using the primitive 
forrnulation written on non-staggered grid was dcveloped. 
Tbe momentum equations are solved using a 2x2 block !ri
diagonal method allowing a coupled solution to be 
obtained. The pressure equation. obtained through the use 
of the continuity equation, is solved by the SOR method. 
Results for the drag force and the pressure drop are shown 
as a function of the power-law expoent. lhe Reynolds 
number and the aspect ratios in the case of the flow of a 
non-Newtonian fluid inside a tube, in lhe presence of a 
partial blockage. 
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SUMMARY 

ln this paper. an analysts of thc use of effcctivc thermal pararneters to charactcri?c Mululayer lnsulauon (MLI) blankets 1s made. 1t is 
focused on thc inlluence of the cxpenmental procedure used to determine Lhe cffective parametcr. on the way Lhe blankeL is Lake into account 
in the numerical thcrmal modcl of a satcllite. One-dimcnsional and a simplificd Lhrce-dimcnstonal models of a MLI blankct. are used to 
verify Lhe inllucnce of thc rcfcrence tcmpcrature points positioning on Lhe thermal coefficic11ts of MLI blankcts. considering their type and 
use in satelluc thermal contrai. llighlights 011 thc int1uence ofheat losses 011 thc insulation performancc ora blanket are also made. 

INTRODUCTION 

Multilaycr in!>ulnuon blnn!..ets have been extensively used in 
satellite thermal control des1gn for many years. They provide a 
\Cr) reliable rad1ativc thcrmal msulat10n shield for cquipment or 
pans of a satclhtc subJCCt to either híWlrd hot or cold 
env1ronments 

Common Ml.l blan!..cts used in satellites are made of 5 to 40 
\Cr) thin layers of Kapton or Mylar packed in a sandn1ch like 
arrangemcnt ln ordcr to dccrcasc as much as possiblc the hcat 
through the blanket under vacuum. the internal layers are 
gcncrally covered \~llh a lO\\ emi~SIVIt) alumimum coating on 
both sides and spaecd by ncts of a VCI) lO\\ conduetive material. 
The low conducuve couphng bct\\Cen adjacent layers results also 
from the effective small contact arca beh\een the net spacers and 
adjacent laycrs. and in most cases the mam mode of heat 
cxchange among the blnn!..ctlnycrs 1s by radiation. 

Usually, lhe mncr and outcr laycrs are made of Kapton 25.4 
to 50.8 ~m thick. nlumimLed in lhe mtcmal surfaces. while lhe 
internal layers are madc of 6 35 ~m thick double side aluminized 
Mylar. ror thc net spaccrs. Nylon. Oacron or silk can be used. 
Thc wtal thickncss of a blankct is around 5 mm. A MLI blanket 
layout is shown 111 Figure I 

~~~ --------------------------------------------
hmW~--------------------------------------

úr.n t.r,cT --------------------------------------
lhr<!wart 

figure I MLI blanket layout 

Muhilayer insulauon blan!..cts are uscd to cover either 
equipment or specific arcas on thc satellite. For example. they can 
have an arca as small as 0.04268 m2, when covering a sensor in 
the Brazilian Scicntific Applicatíon Satellite (SACI-1 ), or as 

large as O. 7776 ml, whcn covering part of an externa! panei on 
thc China-Brazil Canh Resourccs Satcllite (CBERS). 

BLANKrT EFfCÇJ IVE THERMAL COEFFICJENTS 
DEFIN II ION 

ln pracuce. MI I blankets are characterized by an effectivc 
emissh it) (~rrl or an effecuve conductl\ 11y ("'-crr). defined as: 

Q 
=---~----r 

A · a · (T,~ - T ~ ) 
(I) 

and. 

(2) 

Where Q is the heat through the blanket, Tu and Te hot and cold 
rcfcrcncc tcmpcraturcs. rcspectively, A a refcrence arca, L the 
blanket thickncss and cr lhe Stelàn-Boltzman constant. 

ln cases wherc the heat transfer through the blanket relied 
mostly on radiahon and providcd that there is no heat lcak 
through its cdgcs. thc MLI can be modeled as a set of infinite 
parallcl flat plates. Applying this approach to a blanket like the 
one outlincd on Figure I. '' ith the alumintzed surfaces having the 
sarne em1ssiv11y and the rcfcrence temperatures being takcn at 
the outer and inncr laycrs, lhe effective emissivity is given by: 

(3) 

where N is thc number of laycrs and t the surface cmissivit) of 
each layer. l:.quntions s1milar to Eq (3). can be obtained for 
blankets with diffcrent emissivities on each surface layer (Siegd 
and HO\\CII, 1992), so that one could theoretically determine the 
cffecuve em1ssi' ity of any prospecuve MLI blankct. 
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A Figura 8 evidencia, para uma dada situação tlsica, as 
linhas de corrente nas proximidades da obstrução ao 
escoamento, para o caso de um fluido apresentando 
expoente power-law igual a 0,7. 
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CONCLUSÕES 

Simulou-se o escoamento de fluido em duto 
parcialmente bloqueado. Investigou-se a influência do 
caráter não-newtoniano do fluido do regime 
hidrodinâmico e das razões de aspecto nos parâmetros 
queda de pressão e força de arrasto. A determinação 
destes parâmetros constiiUi imponante subsidio para várias 
situações de interesse cientifico e tecnológico, tais como: o 
processamento de polímeros: o problema da estenose e o 
bombeamento de fluidos . 
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SUMMARY 

Motivated by the imponance of the internal flow of 
non-Newtonian fluids, a numertcal code using the primitive 
forrnulation wrinen on non-staggered grid was developed. 
The momentum equations are solved using a 2x2 block tri
diagonal method allowing a coupled solution to be 
obtained. The pressure equation. obtained through the use 
of the continuity equation, is solved by the SOR method. 
Results for the drag force nnd the pressure drop are shown 
as a function of the powcr-law expoent. the Reynolds 
number and the aspecl ratios in thc case of thc flow of a 
non-Newtonian Ouid inside a tube, in the prcsence of a 
panial blockage. 
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SUMMARY 

ln thas paper. an anai}SIS of the use of cfTectl\ e thermal parametcrs to characterize Multila)er lnsulation (MLI) blankcts is made 1t as 
focused on lhe influcncc of thc experimental procedurc used to determanc the cfTecthe parametcr. on lhe "ay lhe blanketas takc into account 
m thc numerical thcrmal modcl of a satellite. One-dimensional and a simplified three-dimensaonal models of a MLI blanket, are used to 
venfy the influence of the rcfcrcnce temperature pomts positioning on thc thermal coefficicnts of MLI blankcts. consadcnng their type and 
use in satcllnc thcrmal control. Highlights on thc mfluence of heatlosses on thc insulation performancc ofa blanket are also made. 

INTRODUCTION 

Mululayer insulation blankcls have been extensively used in 
satcllnc thcrmaJ control dcsign for many years. They provide a 
ver)' rcliable radiativc 1hcrmal insulation shicld for cquipmcnt or 
parts of a satcllite subJCCt 10 either hiWlrd hot or cold 
cnvironmenls. 

Common MLI blanl..ets uscd in satellites are made of 5 to 40 
\ 'CT) thin lnyers of Kaplon or Mylar pncked an a sand,,icb like 
arrangement ln order to dccrease as much as possible lhe heat 
through lhe blanket under vacuum. thc internal laycrs are 
general!) covercd \\ith a low cmissivit)' aluminium coating on 
both sides and spaced by ncts of a very low conductivc material. 
I hc low conductivc coupling bctwcen adjacent loycrs results also 
from the cfTectivc small contacl arca betwcen the net spacers and 
adjacenl layers. and an most cases the maan modc of heat 
exchange among the blanket layers is by radaation 

Usually. lhe anner and ou1er layers are mndc of Kapton 25.4 
to 50.8 ~-tm thick. alumina7cd 111 lhe internal surfaces. ~'hile lhe 
intcrnallayers are made of 6.35 ~-tm lhick doublc sidc aluminized 
Mylar. For thc nct spacers. Nylon. Dacron or silk can be used. 
Thc total thickness of a blankct is around 5 mm. A MLI blanket 
layout is shown in Figure I 

~tt~~--------------------------------------------Intomol Laytrt--------------------

:.r ... LrjCJ ------------------------------------
H•clwltr 

Figure I - MLI blanket layout 

Muhtlayer insulation blankets are used to cover either 
cquipment or specific arcas on lhe satellite. For examplc, they can 
ha'c an arca as small as O 04268 m2

• ''hen CO\'ering a sensor in 
the Bra1Jlian Scientific Application Satellite (SACI-1), or as 

large as 0.7776 m2
• '"hen covering part of an e\ternal panei on 

the China-Brazil Eanh Resources Satelhte (CBERS). 

BLANKET EFFECTIVE THERMAL COEFFICIENTS 
DEFINITION 

ln practice. MLI blankets are characterized by an cffectivc 
emissh it) (E.tr) or an cfTecuve conductÍ\ it) (l...fT), defined as ~ 

( I ) 

and. 

(2) 

Where Q is the hea1 through lhe blanket. T H and 1 c hot and cold 
rcfercnce temperaturcs. rcl>pectively. A a rcf~.:rcnce arca. L the 
blanket thicknt:ss and C1 the Stefan-Boltzman constant. 

ln cases \\here the hcat transfer through lhe blanket relaed 
mostly on radia1ion and provided that there as no heat leak 
through its edges. 1hc MLI can be modeled as a set of infinne 
parallel flat platcs. Appl)tng thts approach to a blanket like the 
one outhned on Ftgure I. with the aJuminazed surfaces having the 
sarne emissivtty and thc refcrence tempcratures being taken at 
thc outer and inner laycrs. lhe efTectivc cmissivity is given by: 

I 
ê ti = ---(~--:-) 

r (N - 1). ;-1 
(3) 

wherc N is the number of layers and E Lhe surface emissavily of 
cach layer. Equations similar to Eq. (3). can be obtained for 
blankets wilh difTerent cmissavities on each surface layer (Sicgcl 
and llowell. 1992). so that one could lheoretacally determine the 
efTective emissivit) ofan) prospecthe MLI blanket. 
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Unfortunately, actual blankcts oftcn havc eiTectivc 
emissivities much higher lhan lheorelical ones and the ciTec1ive 
thermaJ parameters are actually obtained from experimental data. 
A good review of the main paramctcrs that oiTcct MLJ insulation 
performance can be found in Doeneckc ( 1993) 

lo most cases the cfTective em1ssi\ ny IS lhe parametcr used to 
characterize lhe blankct since. unle:;s conductivity coupling 
became comparable to radiation, it is indcpendent on temperature 
(Doenecke. 1993). Moreover. 11 may be d1fficuh to determme 
precise1y the thickness of thc blanket and E.ff is a better parameter 
when comparing insulation performance of blankets to tapes and 
coatings. 

The experimental dctermination of the thermal coeffic1cnts of 
a MLI b1anket is done usmg a therma1-,acuum chamber to 
provide either an appropnate 1ow pressure en' 1ronment (less than 
IO's Torr) as well as the sink tcmperature to the heat gcnerated 
inside lhe hardware covered by the b1ankct 1 h c hard\\ are IS 

generally a dummy rescmbling at least geomctncall) the real 
equ1pment, but the blanket must be exactly os the one that will bc 
acluaJiy used !ater. 

Ahhough ai li rst may seems obvious that thc reference 
temperalures to be used to oblain Ecrr or k.rr would be the oncs at 
the inncr and outer blanket laycrs, measurcmcnts o r MLI thermal 
characteristics are usually madc for a particular application and 
olher rcference points can be choscn. As an examplc, threc 
difTerent seis of reference temperatures wcrc used lo characlerize 
thc MLI blankets employed in the Cassini spacecraft (Lin ct ai , 
1996). As mentioned in that article, ahhough a 1arge amount of 
experimental data have becn re1eascd lhrough lhe last 20 years on 
MLI thermaJ coefficicnts, it is hardly rcported the positions used 
for lhe referencc temperatures, a1though ii secms 1hat most of 
lhem use tbe hardware and thc vacuum chamber walls as the 
temperature reference points. Hence, carc should be taken '~hen 
using previous MLI data for estimate thc thermal charactcristics 
of a prospective MLI blanket to bc used 10 a ne" satellite or 
spacecraft 

!NFLUENCE OF REFERENCE TEMPERATURES 

ln order to study lhe 1mpact of using difTerent reference 
tempcratures on lhe va1ue of lhe efTecuve em1ssh<~t) of a MLI 
blankeL a simplilied three-dimcns1onal modcl resembling an 
experimental setup was buih. ln this modcl a b1ankel consisling 
of 5 layers. spaced by I mm cnch, covcrs the surface of a flat 
hardware arca of I m x I m, and thc conjunct is completely 
surrounded by an enclosure. simulating the internal walls of a 
vacuum chamber. To comply with common uscd blankct layouls, 
lhe inner and outer layers are made of Kapton nluminized on lhe 
internal surfaces. ond the internal layers are made of Mylar 
aluminized on both sides. The aluminized surfaees either of 
Kapton or Mylar havc an· cmissivity of 0.05. whilc the non
aluminized Kapton surfaces have an emissivit) of O. 71. Thc 
cnclosure emissivity was considcred equal to I because the 
tntemal black walls of a vacuum chamber, providcd it is b1g 
enough compared with the blanket under test. behavcs as a 
perfect black body (Butler et ai, 1963) 

ln most MLI apphcations, the blanket wrapped snugly lhe 
hardware. so that its temperature and of the inner layer is nearly 
the sarne. Hence, in lhe prcsent analysis onl> two sets of 
reference temperatures will be used One cons1denng tbe 
tcmperatures of lhe inner (T,) and outer (T0 ) laycrs and other 
considering the mner la)cr and the enclosure tcmperature (T.). 
The effective emissi\ity for the two scls of reference 
temperatures can then be delined as. 

q 
Eio =a. (T,4 - T: ) (4) 

and. 

(5) 

The temperature distribution across lhe blankcl is obtained 
applying a hcat flux "'q" of 5 W/m~ on the mncr layer. and setting 
the enclosure temperature to - 180 °C, wh1ch IS the vacuum 
chamber wall temperature normally uscd in MLI tests. ln real 
blankets the cdges are closed. and many techmques exists to do 
lhat in order to reduce the lateral heat lasses (f'::delstetn et aJ. 
1979). ln the present simplilied modcl lhis IS ssmulatcd by putung 
one layer of doubled alumtnized M) lar covenng each edge of lhe 
blankeL Ho\\ever. the temperature d1stribution for Lhe blanket 
wilh open edges was also calculated in order to g1ve an idea of 
the impact of lhe heat losses through thc edges on the msu1ation 
performancc of the blanket. 

ln lhe numerical model each MLI lnyer was dividcd in 25 
squared nodes, and each lateral layer tn 20. ln Figure 2 a partiaJ 
drawing of lhe nodal brenkdown is shO\\n. depicting only the 
inner and the lirst internal blanket 1nycr and 1wo lateral 1ayers. 
For better understanding of thc position of the layers, lhe drawing 
was made out of scale. ln Lhe real model the blonket is rnuch 
thinner than appears on Figure 2 The node corresponding to the 
enclosure is not shown, but it is a boundary condition wilh 
constanttemperature enveloping ali lhe blanket. 

.> 

A-. .. 
Figure 2- Blankct nodal brcnkdO\'>n. Parti ai vicw. Drawing out 

ofscale. 

Since heat conduction is cons1dered ncglig1blc in the present 
analysis. tbe steady state tempcraturc of cach node is caJculated 
b) solving lhe systcm of equauonl> givcn b) 

n+l 

~ R · a · (T4 
- T4 )+ Q = O k.J Jl J I I 

(6) 
FI 

i= I . ... . n 

Where T, is the absolute tcmpcrature of node i: Ti IS Lhe absolute 
temperature of node j; R,, is lhe rndiative couphng. calculated by 
the Gebhart method (Siegel and Jlo\vcll. 1992), between nodes i 
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and j: Q, is the heat apphcd to node 1 (m lhe analys1s the ones on 
thc inner layer) and n IS thc number of nodes (n+l IS Lhe nodc 
rcprcscnting thc enclosurc). To facilitatc Lhe analysis of thc 
results. thc nodal brcakdown didn't follow a sequcntial 
numbenng. as can be seen in Figure 2. To solve the S)Stem of 
equauons. INPE's PCTER therrnal analyzcr was used 

ln Figures 3 and 4 bclow. lhe temperature distribution on 
eaeh laycr is shown. for thc blanket wtlh opcn and closed edges. 
Due to symmelry only thc temperaiUrc distribution along lhe 
diagonal of each layer is sho" n. 

>000 l 
00 l ~ 

e J a .., 

l J 
.... 

·100 0 

---------~ Outer Laycr 

·200 O -1ef----:-- --r--.---, ---,,---r 

.()80 .()40 000 040 080 
Dlstance from centre of tayer (m) 

Figure 3 - rcmperaturc d1stribuuon along the diagonal of each 
laycr ofthe open edge MLI blankct 
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~ 
e 

t 
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Outer L..a)Cr 

·200 o l ~ 
.()80 .()40 000 040 080 

Destanoe from centre of layer (m) 

Figure 4 - Tcmperature distribution along lhe diagonal of each 
laycr ofthe closed edge MLI blanket 

lt is evidcnt from Figure 3. lhal not properly closing lhe small 
gaps bemcen lhe layers on lhe blankct edges. can lead to great 
radiativc heat tosses. Allhough lhe view factors bet\\Cen adjacem 
layers are much greater than lhe oncs between thcm and lhe 
cnclosure. tJ1c low emiSSÍVIly, and consequently high reflectance, 
of their surfaces providc!> a "tunncling effecC for lhe lherrnal 
radiation to escape through lhe edges Th1s etfect IS amplified 
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closer to the edges. where lhe number of mulu-rellcclions beforc 
the radiation escapes thc blanket IS much lesscr than near the 
layer"s ccntcr. leadmg to lhe high decrease on the nodes 
temperature. from the ccnter towards thc layers edges. observed 
m Figure 3. This effect sigmficantly reduces the effectÍ\C 
msulauon of the blankeL bemg one of the maJor pomts to pay 
attemion '' hen using MLI blankets lt is 1meresung to note that 
the outer laycr is lcss affected by the "tunneling effecl", as a 
result of its high radiativc coupling with lhe enclosure. With Lhe 
edges closed, lhe temperature distnbution over lhe layers is 
almost umforrn and thc heat loss lhrough lhe edgcs IS much lesser 
than the net heat llux that cross lhe blankct as will be h1ghhghted 
funher on the text 

Using data of Figure 4 m Eqs (4) and (5), thc mo effcctive 
emissh it1es can be calculated. resulting: E.., =- 0.00649 and E,. 

0.00644 I hese valucs are too close (the differencc bctween thcm. 
relative to €,0 , is lesser than 1%) and no significant error would 
arise if. for such kind of blankeL one calculate Lhe value of thc 
effecthc cm1ssivit) bet\\een lhe inner and outer layer from 
experimental data obtained using rcference temperatures at the 
hardware and chambcr \\alls. From lhe experimental pomt of 
view. this result is welcome since it means that no thcm1ocouple 
need to bc installed on the MLI blankct. llowever, the proximny 
between thc values of E10 and E,. may bc a consequcnce of lhe 
high rodiauvc therrnal coupling bctween the C\.temal surface of 
the outer layer and the enclosure. To verify this, the outer laycr 
was madc aluminizcd at both sides and lhe tcmperatures 
recalculatcd (Figure 5). 

~ 
! 
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i 
~ 

>000 l ----- ------ lnncr Laycr 

"l 
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.j 

>000 1 

Outer La)Cr 

=o l 
.()1!0 ..()40 000 040 01!0 

Dlstance from centre of tayer (m) 

Figure 5- femperature distnbution along the dmgonal of 
cach layer ofthc closed edge MLI blanket Outer layer 

alumlmted at both sides. 

ln this new condition, lhe temperatures ofthe inner and outcr 
la)ers \\erc around 78.0 and -67.0 °C. respecti-.ely. resulting for 
the effective emissivH1es: €10 "' 0.00652 and e,. - 0.00579. The 
difference between lhe emissivilles, rclative to €10 , raised from 
lesser lhan 1% lo 11%, confirrning the previous hypothesis. 

To better understand lhe inOuence of lhe number of layers, 
and lhe outer layer externa! surface em1ssivity. on lhe difference 
bclween €,0 and e,., a parametnc analysis was pcrforrned us1ng 
the ideal onc-dimensional model for Lhe present study case MLI 
blanket 

ln lhe one-dimensional approach, E.., is gi,en by Eq. (3) and 
E,. by: 



(7) e,. 
(N -I) · (~- I )+-1

-
E ê.o_ .,., 

Eather on Eqs. (3} as on (7). E is the emissivit) of the 
aluminizcd surfnccs (O 05) and N is thc number of MLI layers. 
On Eq. (7) Eo .,, as the emassivity of thc externa! surfacc of the 
ou ter layer. Thc variation of E10 and E,. in function of thc numbcr 
of layers and thc emassivity of the externa! surface of the outcr 
la)cr is sho,,n on Figure 6 belo'" 
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figure 6- Depcndcncc of blanket cfTccu"c cmassi,it) on numbcr 
oflaycrs and emassn 11) ofthe externa! surfacc ofthe outcr laycr 

ln figure 6. thc continuous line rcprcscnts E,0• which is only 
dcpendent 011 N. 1 he dashed !ines reprcscnl E,. for four oifTerent 
values of Eo .. ,. 0.05. 0.1. 0.3 and O 7. from thc "lowcr' to the 
''highcr" da.Shcd lmc. respectivcly. from Figure 6 11 can be 
concluded that as thc number of blanket la)ers íncr..:ascs. thc 
difTerencc bct\\ccn E., andE,. is lcss dependent on Eo"" ln fuct. 
for N grento::r thnn 15 lhe difference can bc consadered-m:gligiblc 
lt i:. also clcar that as E0 "' incrcascs thc difTerence dccrcases 
sharply. becommg nlmost indcpcndcnt on N, as is evidcnccd b) 
the E,. curve for E0 <" - O 7 bc almost idcnticalto the e,., curve. 

11 is intcrc~tmg to note that thc difTcrence bet\~ecn Lhe valuc 
of e., calculated \\llh Lhe one-dimensional modcl for 5 laycrs 
(0.00~ I) and thc onc calculated wnh thc samplificd thrcc
damensaonal blankct model ''ith closcd cdges (0.00~9). is lc:.scr 
than 1.5 % On thc other hand. Lhe dtffcrcnce increases to more 
th.m 60 %. '"hcn E,0 as calculatcd usang the ll\eragc tcmpcraturcs 
of thc inncr and outcr layers of lhe opcn cdgc modcl. lhe 
cffective emi!>sivíl) in this case rcachcs 0.0 1027. Thcsc rcsults. ti~ 
pn:viously notcd. confinns that Lhe tosses through radiauon ca11 
be sigmficantly rcduced ''ith the procedure of co,ering the 
blankct edgc:.. "hat not al\\a)'S as made an prnctice. ln facL. thc 
heat tosses through thc cdges is a complcx problem, invol\ 111g 
cither radaation as conduction hent trnnsfer, and the ovcrnll 
Lhennal insulation pcrformance of a blanket greatly depcnds on 
Lhe way its cdgcs are closed or foldcd (Lin ctul. 1996). 
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CONCLUS!ONS 

For thc thcrn1al anal) SI. a rcducuon on the numbcr of nodes 
of a numcncal thennal modcl. unlcss 11 dccrcases sigmficantl) thc 
accurac) of the modeling. is ah\U) s \\C !come. rrom thc 
cxpenmcntal point of ' 'iC\\. cvcry umc that the numbcr of 
measuremo.:nt points can be reduced or mcasurements that amply 
on possiblc lugh unccrtai11ties is avoadcd. Lhe sarne can bc saio. 

Thc prcscnt ~tud> indicatcs thut for blankets commonly u~cd 
in satellitc thcnnu! conLrol. its intritNC cfTecti"e cmissivtt) (E.,} 
can bc obuuned cxpenmentall) \\ithout taking any tempcraturc 
measurement on thc blanket itsclf lf the blankct as snu~l) 

\Happed around the hardware and the number of laycrs is grcatcr 
than 15. onl) measurements of hardware and 'acuum chambcr 
l~:mperaturcs are neccssary to determine foo. even if the cxlcmal 
surfacc of thc outer laycr has a ver) low cmissavity. lf thc 
cmissivit) is grcalcr than 0.7 this procedure produccs 110 
significant crror C\cn for blankcts wuh 5 la)ers This 1~ an 
advantagc smce it as much casacr to lh thennocouples on 
hardwaro.: than on thm MLI laycrs. Moreover. since thennal 
\acuum chambers commonly havc thcrmocouples auachcd to ats 
internal walls. at may be neccssary o11ly to bc conccrncd "alh the 
hardware instrumcntataon for Lhe experimental scLUp. 

Moreovcr. if sue h kind of hlankct is used to covcr cquapmcnt 
mside antcrnal companments pnintcd or lapcd \\ 1th high 
emissivity coating.~. thal are common 111 satellitc thcrn1nl dcsigns. 
or hard\\arc 011 externa! paneis thnt onl} "sce .. spacc. E.., can bc 
used as thc cmt~SI\ ti) of lhe ou ter surfacc of the hardware. ~o that 
rcduc111g thc total number of nodes 111 the sah:lhtc numcncal 
model. 
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RES 1\10 

Analisa-se nesw trabalho diferentes t1pos de funções de imerpolação utilizadas no cálculo da varic1çcio das 
mtensidades rad1a11vas 110 ,·olume de comrole no método das ordenadas discretas aplicado à equação de 
transferéncia radwtn·a (El'R) As funções de mterpolaçiio consideradas são do t1po step (ou upwmd), lmear, 
exponenci(JI e integral Estas .funções de interpolação são analisadas para uma geometria cartesiana 
umdimens1onal ulll1:ando-se diferemes casos testes Apresenta-se também um método de lineari:ação do termo 
fonte efica: para a redução do número de uerações. 

I fRODUCÀO 

Diferentes formu laçõt:s para a discretizaçllo espacial 
ulll itando a técnaca de 'olumcs linHos aplicadas ao método de 
ordenadas discretas para a solução da equação de transfcréncaa 
radiativa (ETR) são listadas na literatura. Muiws desta.~ 
formulações foram desenvolvidas para uma geometria 
bidamensaonal (l.athrop. 1969. El Wakil c Sacadura. 1992: Chaa 
et ai .. 1994, Moura et ai .. 1996) procurando-se evitar problemas 
de difusão numérica devido ao tipo de interpolação espacaal 
utilizada Entretanto em uma geometria unidimcns1onal cMe 
fenômeno não e'aste c uma análise ma1s eficiente sobre as 
diferentes interpolações pode ser realizada. 

Alguns upos de formulação. aplicados a dctern1anados casos. 
podem apresentar n:sultados arrcalisticos ou divergarem. caso 
determinadas hipóteses nào forem respeitadas (número de 
volumes e número de direções da quadratura) 

As funções de interpolação consaderadas são do 11po. step (ou 
11pwmd). linear, exponencial c integral. Pode-se escrever. para 
diferentes tipos de interpolações. uma fornmlaçl\o do tipo onde fé a 
ponderação que varia conforme cada llpo de formulação 

Um método de linearização do termo fonte para uma geometria 
unidimensional é apresentado. Esta técnica é baseada nn formulção 
proposta porCh:u et ai. (1994) para uma geometria bidimensional 

rssas interpolações são associados a uma nova quadratura 
apre~ntada por Moum et ai. ( 1997) que são definidas paro um scml
hcmisfério. integrando corretamente o nuxo de calor nas paredes. 

Cons1dera-se um meio semi-transparente. cinzento. com 
índice de rcfraçao uni tário. geometria unidimcnsional e com 
quatro diferentes condições limites. 

Resultados são comparados cm termos de flu\o radiativo. 
intcnsadade radaativa c transmitância hemisférica através de 
quatro soluções analitica!> 

FORMULACÀO 

Para um meio semi-transparente. com geometria 
un1d1mensional canesiana. absoT\cntc. difuso. com propriedades 
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rad1aúvas con)tantes. em equillbrio termodmámico local. indacc de 
rcfração unitãrio c com s1mcrria tllamutal. a l:.quação de 1 ransfcrêncaa 
Radiativa (ETR) pode ser expressa como (Ozisik, 1973): 

êll('t.~) 
~~ + l(t,J.L)= S(t .T.ro) ( I ) 

sendo o termo fonte dado por: 

S( 't, T, ro) = ( I - ro) I b (T) + 

; [J)(t,J.L') p(J.L' , Jl) c/Jl'+ J~l ('t.-~·) p(~' .-~) c/Jl'] 
(2) 

onde t é a espessura óuca do rnc1o, lt.<n é a mtensadade de radiação 
emiuda pelo corpo negro à temperatura do meio. ~ é o coeficiente de 
extinção, ro é o albedo. pé a função de fase e os dois tern10s integrais 
representam o gll!Úlo por difus3o para cada semi-hemisfério. Esta 
representaÇão do termo integral cm duas partes com domlmo de 
integração entre [0,1 1 é realizada de mane1ra a se poder utiliror uma 
quadratura definada também cm um semi-hemisfério. corno no caso 
do flu.'\o e condições de contorno 

Como condição de contorno considera-se dois problemas. o 
primeiro possui paredes cinzentas e difusas cm emissllo e renexão. o 
segundo trota-se de um fe1xe cohmado incidando normalmente a uma 
face: do meio. As condições de contorno para este do1s casos podem 
ser representadas conjuntamente pela seguinte expressão. 

I
I(O, J.L) = E11b(T1) + 2p, J~ 1(0.-J.L'W'4t' 

+ t'1 ô~ 1 1 c(O, l) 

l(t0 .(.!) = E21b(Tz) + 2p1 J~ l (t0 .(.!')~ '4t' 

J.L > O 

(3) 

~ o 

onde E1 é a emissividade da parede I. E~ é a emissividade da 
parede 2, p1 é a reflectividade da parede I, p2 ê a reflectivadade 
da parede 2 e T1 e T2 são respectivamente as temperaturas das 



paredes I e 2. t'1 é a transmitividade da parede I em relação a um 
feixe colimado incidente (I') na parede I e na dircçl\o 1-1=1 O 
símbolo ôP1 (Delta de Dirac) assume o valor I quando 1-1=1 c o 
valor O quando li* I. 

A equação ( I ) é do tipo integrodifcrcncial, sua solução pelo 
método de ordenadas discretas (00) é constituída de duas etapas: 
i) uma discretização angular, sendo o termo integral substituído 
por uma soma quadrática das intensidade radiativas. Desta 
maneira, obtém-se um conjunto de equações diferenciaís parciais 
de primeira ordem; ti) uma discrctizaçâo espacial. considerando 
um volume de controle. para a solução das equações diferencias 
parciais. 

Para o cálculo da van ação da intensidade radiativa no 
interior do volume de controle ulllila-se um fator de 
ponderação f que será detalhado em seguida para os 
diferentes esquemas de mterpolaçl\o A relação das 
intensidades radiativas entre as faces c o centro do volume é 
dada pela seguinte equação: 

1 ,.,~ , =/ 1 , ,, , +(1-/)l,, (3) 

Obtém-se então, a partir da eq ( I ). uma equação discretizada 
na seguinte forma: 

1 ,.,~., '· 
1 ~- ,(Ja,s,,,:,+ l,,, ] 

sendo 

f!.'tHI/! 

a , = ll, 

s,.,!, =(1-w)I-(T,., 1 )+ 

(I) ["''1 ] 2~ f.;. w.{P-v l,u. + p ., 1,, 1 •• ) 

desta forma, I, 'J é calculado a partir das equações (3) e (4): 

(4) 

(5) 

(6) 

l,.,,,-, 1 + ~a ,[Ja,s,.,., +(1-a,+fa,}t,, ] (7) 
I 

onde o índice i + 1/2 representa o centro do volume situado entre 
as tàccs de índices 1 e, .... /. Na eq. (3) 1,.1 é um valor conhecido e 
calcula-se 11, 1 1J através de vãnns iterações, atuallzando o termo 
fonte S1 1 2,1• As ponderações são representadas por w, e são 
associadas a direção j.l,. 

As condições de contorno são obtidas a partir da eq. (2): 

I(O.J..I , ) = E, I.(T,)-2p, L "' . fJ . I(O,J..I.) ll , >o 
Jt.<U 

+ t' , ôP,Jc (7) 

l(t •• J..I) = E1 l.(T1 )+2p1 L w. J..I.I('t0 ,1J.) Jl , <0 
p,>O 

O método de solução é progressrvo, conhecendo-se a 
intensidade radiativa numa face do volume I,J c u11h1ando a eq 
(3). calcula-se a intensidade radrauva no centro do volume e 
então a intensidade noutra face I, IJ· Para ns dtrcções positivas 
(J.i>O) o cálculo é realizado no sentido crescente dos volumes i. 
Para as dircções negativas (Jl<O) o sentido é inverso e considera
se ns condições limites da outra face do meto 

Para um valor de .f= l (formulação up11 mel) ns intensidades 
radiativas calculadas são sempn: positivas Para valores de f 
inferiores a I deve-se escolhe-lo de manctra a se evitar a 
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obtenção de intensidades radiativas negauvos na eq. (7). desta 
maneira, as seguintes condicões devem ser respeitadas: 

a,s,., 1.1 + (1- a, + JaJ1,1 >0 

s /~ 1 -~ I 
1,, -a 

I 

(8) 

(9) 

O termo fonte S, Jl é um \alor positivo e estabcliza a 
eq. (7) e' itando a obtcnçâo de intcnsrdades radiati,as negativas. 
Quando a espessura ótica ('t, 1 1) aumenta a, também aumenta e 
'alon:s de/mais próximos de I devem ser uttlt7ados 

Formulação step (ou ouwuu!) 

Esta formulação garante a obtenção de mtens1dades radiativas 
positivas mas apresenta uma comcrgcneta demorada é delintda 
como: 

f=l 

1,.,,, = 1,,, 

Formulação linear 

(I O) 

( 11) 

A formulação linear é a que mais aparece cm trabalhos neste 
domínio (Fiveland, 1985: Kumar et ai .. 1990 c Moura et a/., 
1997). l:.sta formulação impõe uma lei de variaçno linear das 
intensidades radiativas no interior do volume de controle. 

.f=l/2 ( 12) 

1 .. ,., - 11 +;5a, \ [o.sa,s,., :, + (1- a,+ o.sa, )1 ,J ] ( 13) 

Fiveland ( 1985) calcula o número necessário de volumes para 
se evitar as intensidades radiall\·as ncgatl\ as utihlillldo a cq. (9) 
na qual ele considera o termo fonte como nulo. desta forma 
obtém-se: 

lllm,l I -->-
M 2 

(14} 

onde 1-lmm é a direção da quadrantra mais prÓ\tma de 1-1=0. 
Um procedimento utilizado por Lathrop ( 1969) conl>iste a 

selar a zero as intensidades radiativas negativas obtidas durante o 
processo iterativo. Este método melhora a convcrgêncta mas não 
evita as oscilações obtidas no campo de intensidades radiativas 
convergido, sobretudo para as direções próximas de 11- 0. Figura 
( I). 

Formulação exponencial 

Com o objetivo de se obter uma formulação mais próxima da 
solução tisica, Lathrop ( 1969) propos a integração da cq (I) 
considerando o termo fonte constante no trajeto de mtcgraçào. 

Desta forma obtém-se uma soluçilo na segumtc forma. 

I I -o r% ""· s ,.1.,=.e +J; e (l')dl' 

I,,,, = I,.,e" +S,,., (l -e"")tp 

1.,,,=1,,(1- e-· )la,+[l - (1 - c·· )ta, r ..... tP 

( 15) 

( 16) 

( 17) 
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Figura 1- Oscilações ohtidas no cálculo das intensidades 
radiouvas t 0 · 50. w O. ti t2=1 c com meio mantido 
a uma temperatura constante (adtmcnsionalisado colll 
uma cmtssilo unitána) 

o fator fé calculado comparando-se a eq. ( 17) com a eq. ( 4) 

/=-1 ___ 1 
1- e n <X , 

(18) 

Formulacilo mtegral 

Esta formulação propo~ta por El Wal-.il e Sacadura (1992) 
para um problema btd1mcnsional fo1 adaptada por De Miranda e 
Sacadura ( 1996) para um caso umd1mens1onal. Desta 'ez. 
cons1dera-sc um meio \01ume de controle para o cálculo de ln 1 1: 

1,., :
1 
= l,,e 0 n +S1, 1 ., (I- e "'1 } / !3 

O fator f é calculado da mesma mane1ra que o caso anterior: 

l - e o f: 
! = •Cl 

l - e 

(19) 

(20) 

(21) 

Apresenta-se ntl Figura (2) a vanaçdo do fator f em função da 
espessura ótica (t) para os quutro diferentes casos. Para as 
formulações exponencial c integral o valor de fé variável com a 
espessura do meio. 

LmearizacAo do termo forl\c 

Esta formulação foi apresem ada por Chai et ai ( 1994) para o 
t.ratamento da CTR cm um geometria bidimensional. De maneira 
s1milar. esta formulção é aplicada a um problema 
umd1menasional. Considera-se neste caso que a mtensidade 
rad1a11va I, 1 J,, do termo fonte (eq (6)) é uma mcogmta na eq. (4) 
e não uma variável conhecida da neração antenor Desta forma.. 
obtém-se o segumte Sistema de equações: 

(22) 

onde 

(23) 

1.2 

1.0 

...., 08 

06 

04 

o 2 4 6 8 10 
Espessura ótica (-r) 

Figura 2- Variação do fator f com a espessura ótica (t ) do 
meio. 

Fluxo de calor c transmjtância hemisférica 

O fluxo de calor. q. c a transmttância hemisférica são 
definidos respectivamente como: 

'l ll 

q ,=2Jt~>.1J . (l,.- 1 , . ) (24) .. , 

(25) 

onde t.,dro.. representa a fluxo rod1a11vo mc1dente na parede num 
ângulo sóhdo de doo.. 

RESULTADOS 

Apresenta-se a segu1r quatro casos testes para as 
diferentes formulações os quais podem ser comparados com 
soluções exatas encontradas na literatura Variou-se a 
espessura ótica e emissividades c apresenta-se os resultados 
considerados representativos. Os teste são divididos em 
quatro casos: 

Caso 1: O meio~ conservativo (w-a l) com difusão isotrópica e 
paredes negras (t l=t2= 1). com temperatura TI constante e T2 
nula. Neste caso o fluxo é constante em qualquer posição do 
me i~. A solução de referência é apresentada por Fiveland ( 1985) 
com um erro de 10-4. 

Caso 2: O meio é somente absorvente (w=O), mantido a uma 
temperatura constante, temperaturas nulas nas paredes e paredes 
negras (tl =E2 1). A solução analillca deste caso é obtido através 
de funções exponenciais (Óusi.k, 1973). 

~: O meio apresenta uma difusão anisotrópica e\.pressa em 
termos de polin6mios de Legendre com 25 termos obtido a panir 
da teona de Mie para panlculas esféricas com indtce de refração 
(n= l.5+t0.10) e parâmetro de dimensão igual a 8 (Kumar el ai 
1990). Neste caso. assume-se o meio sem fronteiras (não há 
mudança na d1reçào do feixe tncidente na fronteira do meio) e 
como condtção limite cons1dcra-se um feixe incidente 
normalmente a superflcte do meio e com um fluxo unitário. 
Kumar e/ a/ ( 1990) listão valores obtidos através de uma solução 
F9 c que é utilizado como refêrcncia. 
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Caso 4: Este caso é equivalente oo anterior mas a função de fase 
utilizada apresenta um pico de difusão mais pronunciado. Desta 
fonna, uma função de fase do tipo llenyey-Grecnstein modificada 
(Nicolau. 1994: Moura, 1998) é utilitada. Esta função de fase é 
descrita somente como função de 4 parâmetros (g11 g2, f1. f2). 

Utiliza-se como solução de referência a solução "analrtlca" 
proposta por Nicolau ( 1994). Esta solução resolve Mahticamente 
o sistema de equações diferenciais de 1° ordem obtido a partir da 
hipótese de discretização angular pelo método de ordenadas 
discretas. 

Apresenta-se nas Ftguras 3 a 13 os resultados obtidos para as 
diferentes fonnulações (step. linear, e\ponenctal. integral. 
linearização do tenno fonte) paro os quatro casos citados. Uulim
se uma malha igualmente espaçada para a dtscrettmçllo espactal. 
e\ceto para a fonnulação hnear variável onde utiliza-se uma 
malha mrus refinada nas paredes. obuda através da scgumte eq 
(26) onde ill:,,é a dimensão do volume de controle c np o número 
de volumes. 

I { {(n -l)rt] [nrt]} Ax, = '2 cos ~ -cos np (26) 

Todas as variáveis são definidas cm dupla precisão c utiliza· 
se uma quadratura de Radau modilicada (Moura er ai. 1997) com 
24 direções para os três primeiros ca~os. Para o último caso 
utiliza-se uma quadratura proposta por Nicolau ( 1994) para 
meios que apresentam um forte ptco de difusão. Contudo, outros 
tipos de quadratura (listadas cm Moura er ai. 1997) foram 
analisadas paras as diferentes fonnulações espaciais e os 
resultados são equi\ alentes aos obt1dos com a quadratura 
utilizada neste trnbalho 

Nas Figuras 3 a 5 mostra-se os resultados obudos para o caso 
I cm tennos de nuxo. intenstdadc radiauva e número de 
iterações. Nota-se que a fonnulaçllo hncar apresenta oscilações 
na solução quando não é uuhzado um número suficiente de 
\'Oiumes. Entretanto este numero é infenor ao número de \Oiumes 
calculado pela condição de Fiveland (nph) a part1r da eq. ( 14). 
1sto é explicado pela cstabelí.mção que o tenno fonte fornece a 
esta formulação c que não é cons1dcrndo na eq (14). Na Figura 
(5) vê-se que o número de iterações necessário para cada método 
é relativamente constante para as diferentes fonnulaçôes. sendo 
que a linearização do termo fonte apresenta melhores resultados 
para um número elevado de volumes. 

As Figuras 6 e 7 mostram os resultados obtidos para o caso 2. 
A solução exponencial é a solução cxatu para este problema c o 
erro ex1stcnte no cálculo do nuxo é inerente ao erro da 
discretiz.ação angular pelo método de ordenadas discretas. A 
formulação integral apresenta resultados um pouco melhores que 
a formulação linear. Este caso. por não ser difusivo (w-0). 
neceSSita de apenas uma ncraçllo para o cálculo do campo das 
intensidades radiativas 

Nas Figuras 8 a I O mostra-se os resultados obtidos para o 
caso 3 Neste caso o esquema linear converge mais rap1damentc 
mas este esquema apresenta osc1laçôes para um número de 
volumes mfenor a .tO (np1.=400) Para este problema a 
linearização do tenno fonte representou uma redução de 
aproximadamente 40° o do número de Iterações. 

As Figuras l i a I 3 apresentam os resultados obtidos para o 
caso .t em tcnnos de transmttáncia hemisfénca, intensidade 
radiauva c número de iternções. respccti,amentc A fonnulação 
linear apresenta uma convergência um pouco melhor que a 
fonnulação mtegral ·c exponenc1al. Novamente, a linearização do 
tenno fonte reduz eficazmente (superior a I 00° o) o número de 
1tcrações cm relação as outras formulações. 
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CONCLUSÃO 

Neste trabalho apresentou-se quatro tipos de formulações que 
podem ser empregadas no método de ordenadas d1scretas 
associado a técmca de volumes de controle para a solução da 
equação de tran~ferência radiativa Mostrou-se que a formulação 
linear apresenta bons resultados em relação as outras fom1ulações 
desde que um número suficiente de volumes sejam utilizados 
para se evitar oscilações ou valores negativos das intensidades 
radiauvas. Entretanto o número de ,·olumes necessáno para a 
fom1ulação linear é 1muto mferior ao criténo definido por 
Fiveland ( 1985) c uma análise deve ser realizada para cada caso a 
fim de defimr quantos \Oiumes são necessários. A formulação 
step (ou upwmd) é que apresenta resultados piores. As 
formulações exponencial ou integral são praticamente 
equl\·alentes e são recomendadas para um me10 não d1fusl\·o ou 
fracamente difusivo A linearização do lermo fonte para os dois 
últimos caso testes reduziu o número de iterações na ordem de 
100°o. O uso de urna malha ma1s refinada na parede não 
melhorou a convergência para a formulação linear. 

ABSTRACT 

This \\Ork prcsents a numencal study for the solullon of the 
Equation of Radiative Transfer (ERT) using ditTerent spatral 
schcmes 10 the finite volume discrete ordinates method. ·1 hese 
spaual schemes are. step (upwmd). diamond. exponential and 
integral. 'I hese schemes are comparcd for a slab of anisotropic 
scauering gray med1um. A source-term linearization treatment IS 

presented. nus treatment rcduces the number of 1terauons needed 
to obtain a converged soluuon. 
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RESL'MO 

Este trabalho apresenta um algontmo que permite o cálculo da distnbuição de temperatura dentro de um 
reservatório de âgua quente de um SIStema de energia solar. ancluindo o cfeuo de estratificação que é produLJdo 
quando há transferência de calor pelas paredes durante a noite. A única variável que é ajustada a partir de dados 
expcnmcntn1s é a va1âo das correntes Internas de resfnamento. que ocorrem na forma de um Ouxo pistonado 
ascendente central. O uso deste modelo permite levar cm conta efeitos não incluídos cm softwarcs de 
simulação de energia solar . além disso. o tempo computacional do presente modelo é de cerca de 3000 vezes 
menor que tempo de processamento de modelos bidimensiOnais acoplados cm regime transicntc. 

INrRODUCÀO 

A utilização de sistemas de aquecimento solar de âgua tem 
aumentado no Ar.JSil. O aumento na demanda deste tipo de 
equipamento pode ser auibuido à combanação enll"c a elevação do 
custo das formas convcncionnas de oquec1mento com o aumento 
da consclcntlz.ação com respeito à d1miOUIÇOO de danos ecológicos 
quando a opção é uulit.ar encrg1a solar Como a instalação de 
sistemas solan.>s cnvohc taml:x!m CUStos l>lgmficauvos. é 
importante conhc.-ccr plenamente todo~ o~ proces,s(h térmicos 
envoh IdoS paro melhor pod\."r Olllnl/;lr O SIStema 

Uma das mancmls de bu~ar a plena compreensão dos 
fenómenos en\Oiv 1dos c simultaneamente obter um enorme 
número de parâmetros para ot1m11.ar sistemas como estes é 
proceder simulações numéncas do comportamento térmicos 
dos mesmos sistemas por períodos de tempo adequados a 
cada pesqu1sa Em geral na simulação de sistemas solares são 
utiliados métodos transicntes que levam em conSideração as 
caracteristicas de capacidade térmica dos componentes e que 
tem uma boa n.:prcsentuçllo do comportamento das partes do 
sistema. O comportamento do reservatório é analisado 
através de uma combanaçilo dos efeitos da movimcnlação da 
âgua que Circula pelos coletores c pelo circuito de 
alimentação/consumo com um cálculo difusivo da 
redistribu1çllo de tcmpcrnturas no volume com o tempo 
(Duffie c Deckmunn. 199 1 ). EMu hipótese puramente difusiva 
não é verdadeira po1s sempre que há perda de calor pelas 
paredes do rcservatóno. correntes convcct1vas se formam, 
tendendo a acentuar a estratificação do reservatóno Os 
softwarcs conhecidos de s1mulaçào de sistemas solares. como 
TRNSYS (Kican.l997). apenas reorgani7am as temperaturas 
para cv uar as con~cqOent~ falsas inv ersôcs térm1cas que 
ocorrem no cálculo d1fusivo. 

S1stemas solares cm operação nos países mais frios 
geralmente usam c1rculação forçada e um liquido 
anticongclanlc como flu1do de troca A perda de carga no 
circuito passa a ter pouca 1mponânc1a e todos os efeitos 
conseqUentes das var1ações de dcns1dade são manimizados. 
incluindo os causados pela estratificação de temperaturas na 
água do reservatóno. Já nos s1stemns solares de aquecimento 
ma1s utilizados no Bras1l. que operam em regime de 
termossifilo, a estratificação de temperaturas no reservatório 
e\.erce importante inOuência. A força que tmpele a água 
através da tubulação depende do exalo valor da temperatura 
da água cm seu interior. Como a água da coluna mais fri a 
provém do fundo do reservatório, todo o comportamento 
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seqUencial das velocidades de circulação do fluido nestes 
sistemas está intimamente correlacionado com esta estratificação. 
Para sua mais cxata simulação faz-se necessário incluir nos 
algori tmos de d1stnbu1çâo de temperaturas os efeitos das 
mencionadas corrente) comcctivas 

CIRCULACÀO DO FLUIDO NO RESERVATÓRIO. 

C1rculacão no SIStema O re-.ervatóno de água quente de um 
Sistema solar que opere por tcrmoss1fiiO c:.tá necessanamcnte 
anstalado cm altura ac1ma dos colctorcs que promovem a 
com ersâo da energ1a solar Durante o dia. especialmente quando 
os raios solares anc1d1rem com mtens1dade adequada. a parte 
superior dos colctores formarão o ponto mais quente da 
anstalação. A tubulaçllo que le\O a âgua aquec1da dos coletores ao 
reservatório cstar.i prccnchtda também por uma coluna de âgua 
mUlto quente. Por outro lado. no fundo do reservatório estará a 
âgua mais fria da 1nstaluçilo. tendo muitas vet.es a mesma 
temperatura da água do principal de d1stnbuição. pois sempre que 
hã consumo de água quente. a rcpos1ção de água no reservatório 
deve ser rcali1ada nesta região pura evitar mistura indesejável de 
temperatura. 

Nos sistemas mu1s Simples hã dois circuitos andcpcndcntcs 
interconectados através do reser,atório. O circuito de 
aquecimento solar retira égua do ponto mais baixo do 
reservatório, c1rcula a mesma pelos coletores e retoma a água 
aquecida em um ponto geralmente a 2/3 da altura total do 
reservatório. O c1rcuito de consumo retira água quente de um 
ponto elevado (4/S da altura) e devo h c água fria pelo ponto mais 
baixo do reservatório. Enquanto o pnmeiro circuito provoca um 
deslocamento descendente da água no reservatório. o segundo 
produz um deslocamento ascendente O mo' 1mento de água 
dentro do reservatóno é multo lento tendo cm -vista a relação 
entre a v aJ.âo e o d1functro Interno do tanque. Mesmo sendo um 
mov1mento brando. sua cons1deração perm1te desprezar as muito 
ma1s fracas correntes convecüvas oriundas da não uniformidade 
de temperatura em cada camada térm1ca. Estas correntes internas 
serão sentidas JUStamente quando ambos os circuitos externos 
estão inauvos, fato que ocorre todas as noites sempre que o 
consumo é Interrompido Os efeitos da estratificação 
provocados pela circulação externa são adequadamente 
tratados nos programas de simulação por meio de simular no 
cálculo o ingresso da âgua na camada térmica correspondente 
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CONCLUSÃO 

Neste trobalho apresentou-se quatro tipos de formulações que 
podem ser empregadas no mé1odo de ordenadas discretas 
associado a técnica de volumes de controle para a solução da 
equação de transferência radmtiva. Mowou-se que a formulação 
linear apresenta bons resultados em relação as outras formulações 
desde que um número sufic1ente de volumes sejam utili1.ados 
para se evitar oscilações ou valores negativos das intensidades 
radmthas. Entretanto o número de volumes necessário para a 
formulação hnear é muno infenor ao critério defimdo por 
Fiveland ( 1985) c uma análise deve ser realitada para cada caso a 
fim de defin1r quantos \Oiumes são necessáriOS. A formulação 
step (ou upwind) é que apresenta resultados p1ores. As 
formulações exponencial ou integral são praticamente 
equivalentes c são recomendadas para um meio não difusivo ou 
fracamente d1fusi\O. A lmeanação do termo fonte para os do1s 
últimos caso testes redu1iu o número de iterações na ordem de 
100%. O uso de uma malha mais refinada na parede não 
melhorou a convergência para a formulação hnear 

ABSTRACT 

Th1s \\Ork presents a numerical study for the solution of the 
Equation of Radiatlve Transfcr (ERT) using different spatial 
schcmes in thc finite volume discrete ordinatcs mcthod. These 
spatjal schemcs are· step (up1\ind). dtamond. exponenual and 
integral. These schemes are comparcd for a slob of anisotropic 
scattering gra) medium. A souree-tcrm lineari7ation treatment IS 
prescnted. This trcatmcnt reduces the numbcr of itcrations needed 
to obtain a comcrged soluuon. 
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RESUMO 

Este trabalho apresenta um algoritmo que permite o cálculo da distribuição de temperatura dentro de um 
reservatório de água quente de um sistema de energia solar. incluindo o efeito de estratificação que é produLido 
quando há transferência de calor pela.~ paredes durante a noite. A única variável que é ajustada a partir de dados 
expenmentats é a vazão das correntes internas de resfriamento. que ocorrem na forma de um nuxo pistonado 
ascendente central. O uso deste modelo permite levar em conta efeitos não incluídos cm softwarcs de 
simulação de energia solar. além disso. o tempo computacional do presente modelo é de cerca de 3000 veL.es 
menor que tempo de processamento de modelos bidimensionais acoplados cm regime transientc. 

INTRODUCÀO 

A utilização de sistemas de aquecimento solar de água tem 
aumentado no Brasil O aumento na demanda deste tipo de 
equipamento pode ser atribuido à combinação entre a elevação do 
custo das formas convencionais de aquecimento com o aumento 
da conscienlização com ri!Speito à diminuição de danos ecológicos 
quando a opçao é utilit.ar energia solar. Como a instalação de 
sistemas solares envolve tambêm custos signiticativos. é 
importante conhecer plenamente todos os processos tém1icos 
envolvidos para melhor poder otimizar o sistema 

Uma das maneiras de buscar a plena compreensão dos 
fenômenos envolvidos c simultaneamente obter um enorme 
número de parâmetros para otimizar sistemas como estes é 
proceder simulações numéricas do comportamento térmicos 
dos mesmos sistemas por pcrlodos de tempo adequados a 
cada pesquisa. Em geral na simulação de sistemas solares são 
uttlizados métodos transienres que levam em consideração as 
caracterlsticas de capacidade térmica dos componentes e que 
tem uma boa representação do comportamento das partes do 
sistema. O comportamento do reservatório é analisado 
através de uma combinação dos efeitos da movimentação da 
água que circula pelos coletorcs e pelo circuito de 
alimentação/consumo com um cálculo difusivo da 
redistribuição de temperaturas no volume com o tempo 
(Duffic e Bcckma.nn. 1991 ). Esta hipótese puramente difusiva 
não é verdadeira pois sempre que há perda de calor pelas 
paredes do reservatório, correntes convecti vas se formam, 
tendendo a acentuar a estratificação do reservatório Os 
softwares conhecidos de simulação de sistemas solares. como 
TRNSYS (Kiein.l997). apenas reorganizam as temperaturas 
para eviiar as conseqUentes falsas inversões térmicas que 
ocorrem no cálculo difusivo. 

Sistemas solares em operação nos palses mais frios 
geralmente usam circulação forçada e um líquido 
anticongelante como nuido de troca. A perda de carga no 
circuito passa a ter pouca importância e todos os efeitos 
consequentes das variações de densidade são minimizados, 
incluindo os causados pela estratilicação de temperaturas na 
água do reservatório. Já nos sistemas solares de aquecimento 
mais utilizados no Brasil. que operam em regime de 
termossifão, a estrati ficaçào de temperaturas no reservatório 
exerce importante inJluência A força que impele a água 
através da tubulação depende do exalo valor da temperatura 
da água cm seu interior. Como a água da coluna mais fria 
provém do fundo do reservatório, todo o comportamento 
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scqOencial das velocidades de circulação do Jluido nestes 
sistemas está intiman1ente correlacionado com esta estratilicaçào. 
Para sua mais cxata simulação faz-se necessário incluir nos 
algoritmos de distribuição de temperaturas os efeitos das 
mencionadas correntes convectivas. 

CIRCULAÇÃO DO FLUIDO NO RESERVATÓRIO. 

Circulacào no Sistema. O reservatório de água quente de um 
sistema solar que opere por tcrmossi Ião está necessariamente 
instalado em altura acima dos eoletores que promovem a 
conversão da energia solar. Durante o dia. especialmente quando 
os raios solares incidirem com intensidade adequada. a parte 
superior dos coletores formarão o ponto mais quente da 
instalação. A tubulação que leva a água aquecida dos coletores ao 
reservatório estará preenchida também por uma coluna de água 
muito quente. Por outro lado. no fundo do reservatório estará a 
água mais fria da instalação, tendo muitas vezes a mesma 
temperatura da água do principal de distribuição. pois sempre que 
hã consumo de água qucnte. a reposição de água no reservatório 
deve ser realizada nesta região para evitar mistura indesejável de 
temperatura. 

Nos sistemas mais simples há dois circuitos mdependentes 
interconectados através do reservatório. O circuito de 
aquecimento solar retira água do ponto mais baixo do 
reservatório. circula a mesma pelos coletorcs c retoma a água 
aquecida cm um ponto geralmente a 2/3 da altura totnl do 
reservatório. O circuito de consumo rellra água quente de um 
ponto elevado (4/5 da altura) e devolve água fria pelo ponto mais 
baixo do reservatório. Enquanto o primeiro circuito provoca um 
deslocamento descendente da água no reservatório, o segundo 
produz um deslocamento ascendente. O movimento de água 
dentro do reservatório é muito lento tendo em vista a relação 
entre a vazão c o diâmetro interno do tanque. Mesmo sendo um 
movimento brando, sua consideração permite desprezar as muito 
mais fracas correntes convectivas oriundas da não uniformidade 
de temperatura cm cada camada térmica Estas correntes internas 
serão sentidas justan1ente quando ambos os circuitos externos 
estão inativos. fato que ocorre todas as noites sempre que o 
consumo é interrompido. Os efeitos da estratificação 
provocados pela circulação externa são adequadamente 
tratados nos programas de simulação por meio de simular no 
cálculo o ingresso da água na camada térmica correspondente 



à sua temperatura. como foi examinado por Satvadorcui c 
Krcnzinger ( 1995) para o programa SOLARCAD. 
Krcn7inger ( 1995). Quando a circulação C:\tcrna cessa, surge 
a importância das correntes de resfriamento 

Correntes mtemas no resfriamento. Com os circuitos 
C\ternos inoperantes. a água do reservatóno passa a perder 
calor pelas paredes 1soladas do mesmo. As moléculas mais 
próximas da parede lateral sào as primeiras a diminuir suas 
temperatura!>. Assumindo um reservatóno cillndrico vertical, 
um dos desenhos ma1s utilizados para si5temas de energia 
solar. pode-se d11cr que se forma um anel de água mais Iria e 
ma1s densa nas cercanms da parede lateral Esta água tende a 
submergir arrastando as moléculas que estão acima e 
produzindo uma corrente que só é interrompida no fundo do 
tanque quando a água se choca contra a parede 111fcnor. Ali a 
água mais fria !.erá distribuída cm toda a camada inferior e 
formará um núcleo com diâmetro apenas um pouco menor 
que o diâmetro do resenatório que ascende mu1to lentamente 
cm forma de um pistão. dando a necessária conunu1dade ao 
mo\lmento Esta descnção do mo\'imento da água durante o 
resfnamcnto do reservatóno é espec~atmente 'áhda para as 
Situações cm que o sistema parte de uma completa 
u1uformidade de temperatura. 

llavendo uma cstrauficaç:lo preliminar, o comportamento 
descrito será limitudo a camadas térmicas diferenciadas c o 
comportamenro geral seria obtido de combinações das 
correntes de cada carnuda. Por exemplo. se há uma camada 
de 15 cm no fundo do re~ervatóno com água a 18"C c o 
restante do rcsen a tório c~tá a 50°C. o escoamento junto à 
supcrficic somente e\ISllrá na camada quente e a água 
r.:sfnad:l que descende por este cinturão ocupará o espaço 
Imediatamente acima dos 15 cm. cmpurrundo o núcleo da 
ngua quente para cima. 

ORJrTIVOS DO TRABALHO 

O procedimento neccssano para inclu1r u efeito desta 
correntes convcctint.s nos cálculos das perdas térmicas de 
tanques citindricos verticais levando cm consideração o 
comportamento real do Ouido, envolve o uso de. por 
e\cmplo. o método dos \Oiumes finitos Como as dimensões 
nos mtenalos de tempo e na definição das malhas de\'e ser 
relinado para garantir a convergência, o tempo 
computaciOnal rcsuhante para resolver o problema passa a ser 
prmbiiiVO. cspec1almcntc se o objcuvo é analisar todo o 
sistema solar por um longo periodo de tempo. O 
objcuvo deste trabalho é apresentar um modelo alternativo 
que reprodu7 th resultados C:\perimcntais com uma 
velOCidade de mtus de 3 mil veLes mais ráp1da. apesar de ter 
um desen\'olvimento também numénco Esta proposta é 
dependente de aJuste do comportamento térmico das camadas 
corn resuhados e\pcnmenta•s e por ISto sua validade é. pelo 
menos por enquanto. llm11ada a situações sim1lares àquelas 
cnsa1adas cm laboratório. 

PROCL· DIMEI'\10 

O desen\OI\ •mcnto c\perimental para obter os dados 
sobre o qual o pre~nte trabalho está estruturado está descnto 
cm Ohvesk1 et. ali ( 1997) A análise e:\perimental foi 
realia~da sobre um rcser\atório de aço mo" com 55 cm de 
altura c 26 cm de raio 1nterno. A parede do reservatório I em I 
mm de espessura c o mesmo estava isolado com uma camada 
de 3 cm de 1sopor. Para monitorar a temperatura foram 
utli11ados termoparcs do tipo tcrro-constantan de 0.18 mm de 
d1âmetro. Os :.ma1s pro,eniente:. destes foram medidos 
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através de um siMcma de aquisição de dados IIP75000. equipado 
com um multimctro de 5 Y, digito:. c multiplcxadores a relé. 
acoplado a um microcomputador \'la GP-113 Os dados foram 
adquindo~ e gra,udos minuto a mmuto Inicialmente foram 
montados tcrmopares cm 'árias d1stànc1as rad1a1s a part1r do 
centro e vánas profundidades. Como rc~ultado confirmou-se que 
a variação rad1al da temperatura durante um ensa1o de 
resfriamento natural é quase nula, com cxccçao das proximidades 
da parede. Postcnormcnte, para otimi:ror os canais de med1da. 
foram monitorudos 28 pontos de tcmpcnuuro, sendo 14 destes 
localizados na linha de centro c 14 medindo a temperatura du 
parede. 

Os estudos demonstram uma sigmficall\'a separação da água 
do resen atóno cm camadas de diferentes temperaturas Para 
proceder o modelo f01 elaborado um algoritmo baseado na 
mtrodução de um coefic1entc de transfcrO:ncia de calor entre 
d1fercntcs camadas horizontais do reservatório. contemplando o 
efeito do deslocamento vertical desc~:ndcnte de massa de água 
junto à parede. Como resultado. o perfil de temperaturas depois 
de um longo pcrlodo de repouso do reser\'atório se assemelha 
muito mais ao perfil medido do que ao pertil que seria calculado 
por um modelo d1fus1\0 

O algoritmo uuliLa uma falsa superticie c11indnca com 
dliimetro um pouco menor que o diâmetro do reservatório O 
espaço entre esta supcrficie c a purcdc do reser\'atório foi 
denominado cinturão VIrtual. onde o eti:Jto do resfriamento do 
tanque induz uma corrente descendente. conforme indica a 
Figura I A tc.:mperatura de todo o \Oiumc de cada camada 1 no 
cmturào é considerada 1guat c repre)Cntada por TC,. A \':U3o é 
1gual em todas as camadas a menos que a camada do núcleo do 
reservatóno tenha temperatura superior Neste caso o Ou\o é 
desvJado para a reg1ào central do reservatúno. O mesmo 'alor de 
\'azào descendente no cmturão ocorre para val'i\o ascendente no 
\'Oiume central do rcscnatório. 

A F1gura 2 apresenta o esquema de transfcrénc1a de calor O 
cálculo é llliCiado pelo cmturào considerando uma suuaçtlo de 
reg1me permanente c repetindo todas a~ itcr,tções para determinar 
TC., até que haJa con,ergência A pnnctpal 'antagem de 

..__ 
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Figura I - Representação esquemát1ca das correntes de 
resfriamento c mas~ utilizado para o modelo 



considerar nesta ctupo de cálculo um regime permanente é 
que neste caso a e~pes~ura do cinturão não necessi ta ser 
dctcrmmnda c não será constderado nenhum armazenamento 
de calor nesta regtão. Como a evolução do resfriamento é 
lenta, esta aproximação ndo acarreta erros importantes. A 
temperatura da parede do rcser\atório foi considerada igual â 
temperatura da água no cmturdo cm cada altura Conhecendo 
os valores de !C, são calculados os estados das vã I\ ulas de 
flu\o F, para tod~ as alturas As válvulas regulam a direção 
do escoamento cm cada camada c são determmadas 
tmedmtamente a partir da d1stnbUtçâo de temperaturas no 
centro e no cinturão. pelas relações 

F.= I se TC.> TA e TC.<T. (I) 

F.= O se TC.<T A ou TC.>T. (2) 

A segUir são calculados os valores das temperaturas 
ccmrais ·1 ,. de ba i ;~;o para cima. apcna~ uma vez. passando-se 
logo a segui r para o intervalo de tempo seguinte. Foi 
utill 7..ado um tntcrvalo de tempo de um minuto cntn: cada 
varredura de cálculo. i\s l~q .(3). Eq.(-1 ) c Eq (5) são 
resolvidas para T, enquanto que na Eq (6) a variável a :,er 
calculada é I'C,. Nesttb equações Ap representa área da seção 
reta da parede (2.7t.r c onde c é a espessura da parede): AL é 
a área lateral de uma camada ( 2.n r.Al sendo t1L a altura da 
camada). As~ a área da seção do tanque (lt. ~). Ar é a área no 
topo (no caso 1gual a A~). !,. é condutl\ 1dade térmica . UL. ll8 
e U, sdo respccll\ílmcntc os coelictentes globais de 
tran:.ferênc1a de calor pela lateral. por ba1xo e por cima do 
rcscr\atório. C r é o calor e~pec 1 fico da água: M, é a massa de 
água cont1da na camada 1. m c a 'a tão de rc!>lrtamento. T.: a 
temperatura da água obJeto do cãlculo. no centro do 
l'e!>crvatóno. sendo seu sobrescnto md1cador do mtervalo de 
tempo c seu subscnto md1cador da posição \Crtical. TC é a 
temperatura da água no cinturão \ 111ual e óE é a e~pessura de 
gradiente tcrmico na água nas prO\Imldades da parede. sendo 
este um valor fi xado cm 20mm com base em observações 

experimentais 

Figura 2 - Esquema de transferência de calor c massa no 
reservatório. no qual ~c baseia o algori tmo apresentado 
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RFSUL Tt\ DOS 

Aplicando o algoritmo descrito obtém-se di,ersos upos de 
resultado!. d1fcrcntcs. demonstrando pouca sensibilidade do 
sistema de cálculo ao \alor de \anlo (m) arbitrado. enquanto este 
'aria 2 ou 3 \ 'Ctcs. Por outro lado quando m varia I O. I 00 ou 
1000 \Ctes. os efcuos s;lo claramente percebidos. A Figura 3 
apresenta as cun as de resfriamento para cada uma de 7 
profundidades na hnha vertical do centro do resen·atórto teste 
para os casos (a) m= SE-2, (b) m- 5L-4 . (c) m= 5E-5 c (d) m= 
5E-6 kgls. Observe-se que no caso (a) a alta \ azâo k ' a a uma 
situação de mtstura total No caso (c) ocorre um perfil bem 
diferente do observado cxpcrimcntalmentc (ver figura 4): mais 
longe da renhdade está o caso (d) onde a v:uâo é tão pequena que 
o efeito difus1vo é dominante. Pica evtdcnte depois de examinar a 



Figura 5 que o caso (b) ~ o úntco que pode representar a 
realidade. O valor atribuido à v:uào de escoamento no 
cinturão depende do total das perdas laterais. Para o tanque 
estudado expenmentalmente um valor de m fo1 determinado 
pelo direto ajuste do presente modelo aos dados 
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Figura 3. Perfis de temperatura ao longo da altura no 
reservatório obudos para a hnha c..:ntral do mesmo pela 
aphcaçilo do algoritmo proposto com diferentes vazões m 
sendo (a) vazão muito elevada. (b} vazão adequada. (c) 
vazão ba1xa e (d}vazão quase nula As di\ersas linhas em 
cada grãfico representam diferentes mtervalos de tempo 
transcorrido: 2h, 4h, 6h. 8h. I Oh. l2h c 14h. 

experimentais medido~. Para tanques com razão de aspecto c 
volumes d1fcrentes. evidentemente a vaL!lo não poderia ser 
arbitrada com o mesmo valor. 

Uma séne de sunulações com um modelo bidimensional 
acoplado e em regime transiente. discretitado pelo método dos 
volumes finitos permillu confirmar que o componamento da 
distnbuição de temperaturas cm reservatórios de diferentes 
dimensões acompanha o mesmo padrão da Figura 3. Estas 
Simulações que estão sendo realizadas no nosso grupo de 
pesqu1sa produzem como resultado mu1to mais informações que 
ajudam a alcançar a plena compreensão dos incorporadas cm 
programas de simulaç!lo do sistema como um todo tendo cm v1sta 
o enorme tempo de processamento necessáno para sua perfe1ta 
convergência. Como base de comparação. um reservatório como 
o descrito para os testes experimentais. pequeno para os padrões 
solares em mstalações domésticas. gasta cerca de 3000 'etes 
mais tempo de processamento que o tempo uulizado pelo 
algoritmo aqu1 descrito. Para reservatório ma1orcs, a malha 11 ser 
utili1adas e\igc mais elementos para a COO\crgência c . 
consequentemente. o tempo de processamento é muno maior 

Com a base de comportamento revelada nas simulações 
empregando o método dos \Oiumcs finitos. foi passivei 
e\perimentar com o algoritmo em d1verso:; tanques c combinar 
os resultados do valor operativo de m cm função do produto 
UtAL· A Figura 4 apresenta esta rclaç!lo. sendo que cada ponto 
representa um tanque de diferentes dimensões. Na me~ma Figura 
pode-se ver a linha reta que ajusta os pontos e dá origem ã 
Eq.(7), com a qual se estima o valor de m a ser utilizado para 
qualquer tanque cilindrico vertical. 

A equação de ajuste do gráfico da Figura 4 é 

m = R.Ut.AL (7) 

onde R=0.00354 kg."C/J. Usando esta correlação e o algoritmo 
proposto para comparar com os ensaios e\penmcntals obtém-se 
finalmente os resultados apresentados na Figura 5. Cada linha 
representa a diStribuição de temperaturas dcpo1s de duas hora:. de 
csfnamcnto cm relaçllo à linha anterior O cnsa1o fo1 inacaado 
com o reservatório (0.55m de altura) com água em temperatura 
uniforme de 51.5°C. O reservatório estava isolado com uma 
espessura média de 1.6 cm de 1sopor na lateral e um isolamento 
bem ma1s reforçado no topo e no fundo. com a mtcnçao inicial de 
prallcamentc c:liminar o nuxo de calor oxial nll.'l tampas (cm 
funçilo da utilit.ação de modelo numérico de volumes linHos mais 
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Figura 4. Relaçao entre a vatâo de reslnamcnto c o nuxo 
de calor lateral dos reservatórios. expresso pelo produto 
ULAl 
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Simples). O valor de UL foi cst1mado considerando condução 
do isolante (I; O.O~W/mC) c convecção com o ar ambiente 
(h=JOW/m2C) de forma a produm valores globais de UL=2 
W/m:C. Ur c U11 foram estimados como 0,3 Wlm2C. A 
parede lateral tem continuidade vcnical na base do 
rcservatóno formando um suponc c1llndnco para o apoio do 
mesmo Esta base func1ona como uma aleta e retira calor 
mesmo estando isolada como o resto da parede Para levar 
cm conta este fato foi considerado que a área lateral da 
camada ma1s ba1\a tem o dobro do 'alor real. levando o 
modelo a acentuar as perdas nesta região. Estas 
conSiderações dos coeficientes gloha1s são sustentadas pela 
análise da cur.a de rcsfnamento da temperatura média da 
água do rcscrvatóno A área lateral do rcscr. atóno tem O. 79 
m: e usou-se uma vaJ11o de m 5.6gls na c1rculaçào de 
rcsfnamento. A Figura 5 apresenta uma comparação entre os 
resulllldos cxpenmenta1s (círculos) e o calculado pelo 
algoritmo. cm 14 alturas corre!>pondendo aos pontos onde 
foram instalados os termoparcs. 

l~o-ro Q o o 0 0 0 

o o 2h 

c o o 000 
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o :::l Q coo 
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c c .... c coo 
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F1gura 5. Comparação entre temperaturas medidas e 
calculadas cm função da altura do reservatório para 2h. 4h. 
6h. 8h e lU h depois de iniciado o processo de resfriamento 
sem circulação externa 

CONCLUS0ES 

Foi apresentado um novo algornmo como uma alternativa 
rápida e precisa de inserir os efeitos das correntes internas de 
resfriamento nos modelos de operação de reservatónos de 
água quente cm programas de s1mulação de sistemas solares. 
Comparando-se o tempo de processamento com métodos 
bidimens1onais aeoplados observou--.e que além da 
Simplicidade o algoritmo acelera o procedimento em cerca de 
3 m1l \CZCS para tanques de d1mensão pequena e muito mais 
para tanques ma1orcs. Na forma como foi elaborado, o 
algoritmo depende de um valor de vazão de resfriamento 
prescrito mas sun scn~1bihdadc a este valor é pequena. O 
valor de v:uão que confere a caractcristica de operação 
adequada ao algommo pode ser obtido de uma simples 
relação linear onde é necessário conhecer apenas as 
dimensões c a qualidade de ISOlamento do reservatório. A 
implementação do algoritmo cm sistemas de simulação deve 
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selecionar os momentos quando as circulações externas, tanto 
dos colctores quanto do consumo. são nulas, tendo em vista a 
sutilez..a do efeno aqu1 considerado frente àquelas correntes. 
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SUMMARY 
rhis worl; prescnts an algonthm that allows the calculauon ofthe 
temperature distnbutíon ins1dc a hot \\ater resenoir of a solar 
systcm. includmg the strauficauon effect that happens \\hen there 
IS heat transfcr thought thc \\alls dunng the mght The onl) 
'ariable to be adJuStcd from C\penmental information is the 
mtcrnal tlO\\ rate that occurs m Lhe form of an ascendmg central 
plug flow. Thc use of th1s modcl allows to consider effects that 
are not included m solar systems simulation soft,,ares and it is 
3000 times fastcr thnn l11gh quality numeric methods. 
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BALANÇOS DE RADIAÇ,\0 SOLAR E DE ENERGIA EM ESTUFA COM COBERTURA DE POLIETILENO 

Valéria de Almeida Frisina e J oão Francisco Escobedo 
Departamento de Ciénc1as Amb1en1a1s 

faculdade de C1énc1as Agronôm1cas. UNESP 
18603-970 • . Botucatu • SP • Brasil 

RESUMO 

Objem·ou-se. neste trabalho, determmar o balanço de radiação e de energw em um mi.'IO soh cobl'rtura de 
po/ieuleno e em uma área l'xtl.'rna l 'l.'rificou-se que c1 transmissil:idade médic1 da radwçào f!,lobal jo1 de 79.59% 
O halanço de radiação de ondas curtas j'o1 ma1or para a área externa e o saldo de racllaçc1o. 1gual nos do1s 
me1os O balanço de energta. mostrou que para o exterwr. 83.07% do saldo de radwçào }01 conwmdo em calor 
latente. 18JJ0% em fluxo de calor no solo e 9,96% em calor sensível .\·o mterior da l'Stufil. 58.71a/o j01 
conwrudo em calor lateml!. -12.6&% em srnsil·el e 28.79% emjllcco de ctlfor 110 solo. 

I. INTRODUCÃO 

Muito embora o uso de casa de 'egetoçao com cobertura de 
polietileno seja recente no Brasil. a criaçao de ambientes 
controlados vem ganhando cada dia mais usu~rios na~ di\ersas 
áreas da agricultura (PLASTICUL JURA. 1993). Segundo 
SCHNEIDER ct ai ( 1993 ), a principal vantagem desta técnica 
consiste na possibilidade de produção. prmc1palmente de 
hortaliç~. nos períodos de cntrcssafras. permitindo maior 
regularização da oferta c melhor qualidade dos produllls De um 
modo geral. as estufas ~o grandes alindas das cultura.~ p01s 
possibilitam melhores condições de descnvoh 1mcnto e 
produção. fornecendo m1crocllmas amenos. li\ reo; de c\ccssos 
de chuva. por e\emplo. que podem provocar cncharcamento do 
solo. 11'1.1\ iaç:'io dos nutncntes c erosão. que normalmente 
prejudicam a colheita c a qualidade do produto 

Sabe-se que as estufas pro,ocam grandes alterações nos 
elementos meteorológicos. que apresentam 1mportânc10 '1tal às 
plantas para sua manutcnç:lo c dcscnvoh imcnto. através da 
fotossíntese. cvapotranspiraçâo, fototropismo. morfogema. 
formação de pigmentos. entre outros. No entanto. na llteraturu 
especializada. praticnmcntc nOo se encontram informações 
numéricas c precisas dessas modiJicações. quo.: muito 
contribuiriam para pcsquisndores c agricultores otimitarem o 
sistema cm tecnologia de protluçQo 

Com esse obJetivo, os prime1ros trabalho~ com elementos 
meteorológicos cm estufa de polil:tilcno tiveram seu inicio 
no sul do país atnl\ é~ de FARIAS ct ai ( 1993): BURIOL ct ai 
(1993). SCHNEIDER ct ai (1993): MARTINS e 
GONZALES (1995): CAMACIIO et ai ( 1995). 
J>aralelamentc. pesqUisadores de outra!-. regiões do país 
prestaram colaborações neste dcscn,olv1mento FSCOOI DO 
ct ai (1994). RICIERI (199..1): PFl/.OPANF ct ai ( 1995): 
FRISINA c ESCOBEDO ( 1995 . 1998). SOUZA c 
ESCOBEDO ( 1997): ASSIS c FSCOBI DO ( 1997). 
NASCIMENTO FI LI IO ct ai ( 1997). SEN 1 LLHAS et ai 
( 1997): entre muitos outros 

Assim. dando continuidade nos estudos de elementos 
meteorológicos em estufa de pohculeno. objeU\ou-se no 
presente trabalho efctuar os balanços de rad1ação c de encrg1a da 
cultura de alface cm estufa de polietileno 11po túnel. vi~ando o 
fornecimento de parâmetros agromcteorológ1cos para uso 
racional de recursos hídricos nesse sistema. 
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2. MATERIAL E MÉTODOS 

2. 1. Local do Experimento 

O e\perimcnto foi realmtdu no pcrlodo de 27109/96 à 
11 / 11 /96, na E~taçao de Radiometria Solar de Botucotu. Fot 
rcahndo o estudo do balanço de radHIÇ:Io e balanço de energia 
durante o ciclo da cultura de alface. cm uma casa de \Cgetação e 
cm uma área aberta. amba.-; com 3 5 m' 

A casa de \cgetação uuhzada fot uma c .. tufa llpo túnel com 
cobertura de polietileno ( 100 ~m). com as segumtcs dtmcnsões 
7 m de compnmcnto: 5 m de largura. 2 m de altura do pé direito 
c 1.7 m de altura da concaHdadc do arco 

2.2. Cultura de Alface 

Foi utilizado como substrato a cultura de alface Lactuca 
sati1·a. L. c,· Vcrôntca. vanedadc adaptada ao \CrJo. de folhas 
crespas c ' 'erde-claras. 

As sementes foram semeadas cm substrato preparado 
comerctal. l·oram cfetuadas trcs odubnçõ~.:s com 200 ppm de 
nitrato de amónia c 160 ppm com nitrato de potássio. O 
transplante fot cfctuado cm 30/09196. utilitando-sc espaçamento 
0.30 >. 0.30 cm, cm uma área plana. cujo !.olo é classificado 
como areia franca. 

/\ cada 7 dias. durante o ciclo da alface. foram colctlldas. 
aleatoriamente. duas plantas da estufa c dua .. da área externa 
para mediçJo da altura e flrca foliar 

Foi estabdecido como altura das planta.s a medida enln: a 
base do caule c a extremidade da folha maior. A área foltnr das 
plantas foi estimada. ulllttando-~e um medidor de área foliar 
(AUTO:viA TIC AREA M 1: I F R MO DEL AAM· 7) 

2.3. Determinaçi\o do Balanço de Radiaçlio 

O saldo de radtaç:io de ondas curtas (SRoc). dclimdo pela 
diferença entre a rad1aç:lo de ondas curtas (Rv> que tnctdt: na 
superficie terrestre (radiação solar global) c a radmção de ondas 
curtas que é rcflctida (R,) . fo1 calculado pela equação: 

SRoc ~.-R, (I) 

Ambos os \'alorcs das rad10ções foram tomados em base 
diária (MJ/m2). 



O saldo de radiação de ondo~ longos (SR0 Ll foi obtido pela 
diferença entre.: o ~aldo de radmçllo total (SR) e o saldo de 
rad1ação de ondos cuna~ (SI~). conforme a equação: 

SR01 SR· SRoc (2) 

2.4. Determinação do Balanço de Energia 

O balanço de energm da superfic1e vegetada foi calculado 
em termos de Ouxos 'cn1ca1s. segundo o modelo. 

SR + G + I. E + 11 +- P::: O (3) 

onde. SR é a energia do saldo de radiação total diário disponível 
à supcrl1c1e. monnorado pelo saldo rad1õmctro. G é o fluxo de 
calor no solo. mcd1do d1anamcmc pelo tluximctro de calor: LE ê 
o Ouxo comccllHl dc c<1lor h.ltcmc c 11 c! fluxo convccti\ o de 
calor sensível. estimados pelo método de BOWEN ( 1926). Pé a 
cncrgta gasta nos processos fotossintéticos 

A cquaçâo acima representa u paniçilo do saldo de radiação 
total cm !luxos de calor scn~lvcl c calor latenh:. Ouxo de calor 
no solo e radiuçtlo convertida cm biomassa. através de processos 
fotoss111téticos. 

Vários trabalhos cnvolvcnuo balanço de cnergia 
demonstraram que a encrgw ullliLada nos processos 
fotossintéticos pode ser dcscon~ideroda. sem acarretar erros 
signific:HI\ os no balanço de energia, pois este termo raramente 
excede 2 à 5°o do saldo de radiação total. estando ponanto. 
dentro dos hmues de crro do metodo de estimativa do balanço 
de energia 

A ra1Jo di.! 130\\ rN (~ 11/Lf) fo1 dctermmada de acordo 
com a cquaçã<> de WC.BB ( 1965) 

~ - 1 / (((s + y / y) . (óTu / óTs))-1) (4) 

onde: óTu d1fcr1.!nça de tcmperatum de bulbo úm1do entre dois 
nh eis de altura. ó r~ difl.!rl.!nça de temperatura de bulbo seco 
entre dois nh·e1s de altura s tangente à curva de saturação de 
vapor sobre a água no ponto tcmpl.!ratura mcdm úmida entre os 
nhcis de mcd1da. y constante pSICrométrica reduzida. 

A un1diltll.! (s+y)/y l(u uctermmaua. segundo metodologia 
d..:scrita por PI· N MAN ( 196 7). pela equação 

(s 1 y)lr(0.3 17 . cxp (0,05979 . . , )/0.5)+ I (5) 

ondt:: T t~;:mperutura média do ar (°C). obtido pela média dos 
valores de tcmpl.!raturn do hulbo seco. medidos ao longo do dia. 

A pamr dos valores medidos di.! SR c G c valorl.!s cstimados 
di.! ~. o Ou\o C(>n\ecti\O de calor I..Jtentc de evaporação foi 
estimado pl.!la cquaçllu. 

u: -(SR+ G) I (I + P> (6) 

Paro o calculo deste parâmetro. foram sclccionados 12 dios 
do ciclo. 
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2.5 Instrumentação 

As radltlçOcs global c rellctida externa ..: mterna ã estufa, 
foram monitoradas por dois ulbedômetros de filmes finos 
(l· RISI"JA. 1998) com fatores de calibração. K1"' = 8.13 
!-!Vm:/W. K:.- - 12.86~-tVm:/W: K11" 1 2.77~-tVm:/W: K2," = 

15.20 ~-tVm2tW 
O saldo de rad1açào total fo1 momtorado por dois saldo 

radiômetros RLBS. com fatores de calibração iguais a KsRn = 
75.80 ~-tVm:/\\ c Ksllln = 79.50 ~-tVm: W, respecti\amente. à lm 
a pan1r da ~upcrfic1c 

Os fluxos de calor no solo for.un med1dos d1anamentc por 
nuximetros REBS. com fatores de calibração K... = 35.8 
W/m:mv c K,. 36.2 W'm2mV. mstalado~ na estufa c área 
c\ternn. a LO cm da M1perfic1e do solo. 

Os nuxos con' cctivos de calor latente e sens1vel estimados 
de acordo com a r~Uào de BOWI.:.N ( 1926) e método de 
PENMA~ ( 1967). a panir de mcd1dus de temperatura do ar. 
seca c úm1da. foram cfctuadtl!i hora à hora por meio de 
psicrómetros de ventilação lorçada. modelo ASSMANN. com 
sensibilidade de décimo de grau. mstalodos cm dois níveis de 
altura. a 18 cm c I 00 cm da superfície do solo. no intcnor de 
rnicroabrigos que os proteg1am contra Irradiação direla do sol. 
chuvas c ventos fones. 

2.6. Aquisição de Dados 

Na meu1ç:\o do balanço de md1açilo de ondas curtas e fluxo 
de calor no solo. f01 ut1h1ado um sistema de aqu1s1ção de dados 
constuuido de um !)A I AI OGGf R 21 X da CMIPBELL. de 
oito canais. 1nh:rhgado a uma placa ~IULT IPLEX A\11 ~ 16. de 
32 canais. c um microcomputador ~86 DX4 A comunicação 
entre o SIStema de aqu1s1ção de dado~ c os rad1õmctros solares ê 
cfcwada atra' és de cabo~ coa.x1a1s 1.! a comunicação entre o 
DATALOGGCR 1.! o microcomputador. atra\és de uma interface 
SC 32A O Ot\ I ALOGCJ! R operou na frcquênc1a de I H7_ 
captando uma kuum JlOr segundo c armll7cnando médias de 
cinco minutos ou 300 11.!1tur • .b 

3. RESULTA DOS E DISCUSSÕES 

3. I. Balanço de Radiação 

3. 1.1. Radiações Global e Renetida 

A f"ig.urn ( I ) mostra as curvas de energias diárias (MJ/m2
) 

das rad1açOcs global externa (R0é,) e global interna (R0 ,.) c as 
rellctidas externa (Rr._) e mtcrno (Rnnl· nos dois meios. 

As l!nl.!rgias variaram l!m amplo intervalo· radiação global 
externa de 7.27 \IIJ/m: à 29.38 MJ/m:: global interna. de 5.59 
MJ/m: à 23.85 MJ/m2

: ri.!Oetida extcrna. de 0.63 MJ!m2 :i 7.53 
MJ/m2 e rcflctida Interna. de 0.67 MJ/m2 à 6,22 1\IJ/m~. 

A Figura (2) mostra as relações da radiação global 
CR.c,.,l~,) c rcfleuda (Rr •. /Rnnl entre os meios mterno c 
externo A relação Rc., /Rc., permaneceu aproximadamente 
constante durantl.! o ciclo. com tmnsm1ssh idade mêdia de 
79.59°o e portanto. mostrando uma absorção pela cobertura de 
polietileno de 20.4 1°o. Em um estudo sobre elementos 
meteorológicos em estufas. CM·IACHO et ai ( 1995) 
constataram 'ariação de transmlsSI\Idade de 65 ã 89"o no 
período de um ano 
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Figura 2. CurYa de relações entre as radiações~- (o) c 
R,..,IR,.,. (.6) em percentagens. 

A curva da relação en1rc as refletidas interna e C\terna 
Rm/ R,.,. não apresentou o mesmo componamcnto da radiação 
global. Durante os tnnla primeiros dias, ocorreram muuas 
oscilações. sem tendência definida c. a pantr do trigéstmo dHt. a 
curva mostra um crescimento progressivo. Nos primeiros trinta 
dias. estas variações ocorreram devido nos efettos de cobenura 
do céu, que não são iguais nos dois meios. No tntcrtor da estufa. 
há um aumento da componente difusa da radiação solar. 
proporcionando um aumento na rcflcuda interna. A panir do 
trigésimo dia, a tendência crescente da curvo ocorreu porque, 
neste período, o percentual da radiação refletido cm relação à 
radiação incidente foi mntor no interior da estufa. A altura e a 
superficte da copa da cultura mtcrna Jâ se encontravam em 
estágio mais avançado de desenvolvtmcnto. provocando maiores 
taxas de reflexão do que na área externa. Em médtn. a relação 
entre a radiação rcfletida totem a e e\lema fot de 69,21 CJ.o com 
desvio-padrão de 8.4 7° o 
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3.1.2. Saldo de Radiaçllo de Ondas Curtas 

A figura (3) mostra a variação do saldo de radiação de ondas 
cunas durante o ciclo. 
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Figura 3. Curvas de encrgtas diórras (MJ/m2

) dos saldos de 
radiações de ondas curtas externo (SRoc)ex (o) e interno 
(SRoc)in (.6) . 

O intervalo de variação das energias do saldo radiação de 
ondas curtas externo apresentou um minimo de 6.25 MJ/m1 

na condição de solo nu c mhtmo de 2 1.85 MJ/m2 na fase 
final da cultura. No ambiente interno. o intervalo das 
energias variou de 4.92 MJ/m2 à 17.63 MJ/m2 Em média. a 
energia do saldo de radtaçllo fot de 16.43 MJ/m2 na área 
externa e de 12.84 MJ/m2 no mtcrior da estufa. 

A figura (4) apresenta cu!'as do~ saldos de radtaçllo externo 
e interno cm funçllo da radtação global 
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Figura 4. Curvas de pcrccntuats (SRoc)cxiRv"' (o) e 
(SRoc)tn/R<;,n (.6). 

O comportamento é similar à cuna de alhedo da cultura 
(FRlSINA. 1998), com diferença apenas na f~e final do ciclo. 
onde o saldo de radiação de ondas cunas é decrescente. como 
previsto pela equação (I) No período em que a radtaçilo 
refletida permaneceu aproxtmadamcnte constante (21 dias 
iniciais). a diferença (~ - R,)/Rc, manteve-se constante e. 
posteriormente. com o cresctmcnto progressi,·o de R,. a 
diferença passou a ser progressivamente decrescente Na ãrca 



externa, o percentual do saldo de radinçi\o de ondas curtas médio 
foi de 85°o da radHiçâo global nos primeiros 25 dias e de 
apro\imadamcntc 80°o n:~ c;cgunda fase. No mtenor da estutà. o 
percentual foi de 88% na pnme1ra fase e de 8~o após o 
vigésimo qumto dia. 

3. 1.3. aldo de Radiaçilo Total 

A figura (5) mostra o saldo de rad1açao total e\lerno e 
interno. durante o CIClo Nota-~e. atra' é!> dos valores de 
energia que os saldos de rad1açâo na cultura externa e mterna 
apresentaram comportamentos apro\lmadamentc similares. 
com pequena supenondade de SRe\ no ambiente externo. 
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Figura 5. Curvas de cncrgms d1ánas (MJ/m1
) do saldos de 

rad1açâo total e\lcmo ~Re\ (o) c mtemo SRm (6). 

A variabilidade dos valores das energias. como 'isto 
anteriormente. foi consequência da \anaçâo da densidade de 
fluxo das radiaçõc!> mc1dt!ntcs c retleudas durante o 
experimento. Os 'ulorcs h miles da' energta~ foram 2. 71 MJ/m~ 
c 15.89 MJ!m2 para a cultura e:-.terna e 3,06 MJ/m~ c 15.11 
MJ/m2 para a cultura ullcrtHl. 

l~m termos méd1os. o saldo de radiuçâo externo apresentou 
Yalor de 11.83 MJ/m2 com desvio-padrão de 3, 18 e o interno. 
média de I 0.53 MJ/ml c desvio-pudrilll de 3. 11 . Estatisticamente 
os valores médios podem ser considerados igua1s Normalizando 
os valores do saldo de mdiaçao cm relação à radiação global, as 
cur...as da figura (6) mostram que o percentual do saldo de 
radiação nos dois meios foi crescente no:. de/ primeiros dtas e. 
na fase final, uma ligeira tendéncia de decrése1mo. 

Considerando qui! o percentual do saldo de rõ.Jd1ação de 
ondas curtas (figura .t) pcrmane1:cu constante no inicio do ciclo. 
supõe-se que os valores mais bni\OS ocorreram de' ido à 
contribu1çâo do balanço de radiação de ondas longas. onde o 
substrato era predominantemente o solo O saldo de rad.ação de 
ondas longas comribu1u com valores negatl\os dcv1do à 
radiação terrestre ser ma1or do que a r.tdiação emitida pela 
atmosfera Do décimo ao 'tgésimo dm, os percentuais 
permaneceram rc:latl\ amente constantes e. postenormcntc. a 
partir do 'tgés1mo quinto dia, ocorreu um decréscimo. tendo um 
comportamento similar ao do saldo de rad1ação de ondas cunas. 
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como esperado. mesmo que o balanço de radiaçâo de ondas 
longas tenha contribuído com valores negativos. 
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Figura 6. Curvas de percentuaiS SR.,!~., (o) e SR,,/Rc;;n (A) 

Em termos médios. percentual do saldo de radiação em 
relaçâo à radtaçao global foi de 59.26% com desvio-padrão de 
5.77 para a cultura externa c de 68.39% com desvio-padrão de 
5.77 para a cultura mterntl. percentuais estatisticamente 
diferentes. 

3.1.4. Saldo de Radiaçi\o de Ondas Longas 

A panir dos resultados obudos das medições do saldo de 
radiação (SR) c saldo de rad1ação de ondas curtas (SRoc). 
determmou-sc. atm,és da equação (2). o balanço de radiação de 
onda.) longas (SRol) 

O saldo de ondas loneas c \terno te' c como hmtte mímmo -
1.47 \1J'm: c ma\nno de - 7.30 MJ/m: c o mtcmo. de -0. 12 
MJi m" c -6.44 MJ/m~ L~m métha. o :.aldo de ondas longas 
e\lcmo fo1 maJor que o mtemo. apresentando os segumtes 
resultados· -4.60 MJim2 para a cultura externa e -2.32 MJ/m~ 
para a interna 

A figura (7) mostra o percentual do saldo de radiação de 
ondas l onga~ sobre o saldo total 
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Figura 7. Cur.,.as de percentuais (SRol)e\/SRex (o) e 
(SRol)m/SRm (6). 

Durante o ciclo. os percenturus apresentaram limites de 
25,83°o c 65.26°o para a cultura externa e de 1.49°o c 47.72°o 



para a cultura interna. Em média, os percentuais foram: 37.92% 
para a área externa c 20.99% dentro da estufa 

3.2. Balanço de Energia 

A figura (8) representa curvas de percentuaiS G/SR. LEISR e 
11/SR ao longo do c1clo. 

Em méd1a. na área externa, os percentuais obtidos fomm 
G/SR = 18.00%: LE/SR - 83.07% c 11/SR - 9.96%. A ma1or 
porção do saldo de radiação total externo foi utilizada nos 
processos de evaporação. cm segundo lugar para o aquecimento 
do solo c. na menor parte para aquec1mento do ar No intenor da 
estufa. os percentuais foram G/SR - 28.7~o. LEISR = 58.71°o 
c 1-1 SR= 42.68°o. 

Os resultados mostram que. no amb1entc coberto. hou\'e um 
aumento sigmlicativo do Ouxo de calor sensivcl em relação <i 
área extrema. inclusi'e superando o Ouxo de calor no ~olo. 

Desta forma. na estufa, a maior porção do saldo de radiação total 
fo1 utilizada nos processos de evaporação, aquecimento do ar c. 
em menor parte aquecimento do solo rm ambos os ambicntt.'!>. 
a soma dos percentuais dos componentes do balanço de encrg1a 
ultrapassou 100°o. demonstrando que os nu,os de calor latente c 
sensível podem ter sido superestimados 
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4. CONCLUSÕES 

A transmtssi\ idade no polietileno ~ • .,IRe;.,. 
apro\imadamentc constante. mostrou ser mdependente da 
superfic1e \egctada. enquanto a fração da mdiaçi'io reOeuda 
Rnr/ R"" nào apresentou a me~ma uniformidade. mu1to 
provavelmente devido ao maior crescimento da cultura dentro 
da estufa. O saldo de radiação de onda:. curta.~. maior no exterior 
do que no meto interno. não caracteriza maior n!vcl de 
conversão da energm da radiação global O saldo de radiação 
total apresentou comportamento 10' crso ao saldo de ondas 
curtas: estausucamente. os nhets de absorção foram 1gua1s para 
os dob metol>. no entanto. hâ um ma10r apro' e1tamcnto de 
con'c~o da radmção global para ll mtcrior da estufa A perda 
de radiação por cmtssão de radtaçi!o de ondas longas c maior 
para o meio c\lcrno. Através do balanço de energia. constatou
se que o tlu\O de calor latente de cvaporoção foi maior no meio 
e\lerno: enquanto O!> llu:\os de calor no solo c sensí,cl toram 
ma1ores no mtenor da c~tufa 

Apoio Financeiro: FAPESP (95/6952-3 c 9517022-0) c CNPq 
(302624188-0). 
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ABSTRACT 

Thc obJective of this paper is describe lhe radiation and 
encrgy balance, during the leuuce (Lactuca sativa. L var. 
Verónica) crop cyclc inside a pol)ethylene greenhouse. Thc 
radiation and cnergy balance "as made inside of a tunnel 
grecnhouse \\ith polycth) Iene covcr ( I 00 J.lm) and in an externa! 
arca. both arca \\Íth 35 m~ Global (Rç). reOccted (R,) and net 
radialion (SR). SOII heat nu, and air temperature (dry and 
humid) were measured dunng crop cycle. 1n this two 
environment ln the da1a aquiSiliOn 11 was utilized a 
DATALOGGER. 11hich operated at I Hz frequenc). storing 5 
minutes averagcs. 1 hc global and renected radiations (MJ/m2) 

allowcd thc vcnficauon that the avcrage transmission of global 
rad1mion (RGni Rv••) was almost constant. near 79.59°o.. while 
the avcragc rmio of reOccted radiotion (R0 ,/R,"') was 69.21% 
with 8.47% standard-deviation. rhe short-wavc radiation 
avcragc (SRoc) was btgger in the external area The normalized 
curves to short-wavc net radiation. in relation to Lhe global 
radiation (SRoc/RG). found to both environments, were almost 
constants in the bcginning of cyclo: this relation dccreascd in thc 
final satge of culturc. The normalized relation (SRJR0 ) was 
bigger 1n thc externa! arca, about 12%. when the green cullure 
covercd the soil surfacc 'I he Iong-wave radiation balance 
avcrage (SRol) was bigger outside. aboul 50%. Thc cncrgy 
balance. cstimatcd in terms of vertical Ouxes, showed that for 
the externa! arca. in 3\Cragc. 83.07°;o of total net radiation ''as 
convcrted in latcnt hcat cvaporation: l8°'o in soil heat nux and 
9.96°o 111 scnsible heat, 1\hile. ins1de ofthe greenbouse. 58.71°o 
of total net radiauon was con,crtcd in latenl hcat e'aporauon: 
42.68°o m sensiblc hcat and 28,79"o in soil heat nux 
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SUMMARY 

This work presents o solar rodiation daw base managemenr software. Tltis software can he 11.n•d m 
meteorologtca/ and clima/te staltOIIS, ond ais o as a supporr for solar radtatton nreasurements 111 researcltes of 
solar energy avai/abtluy Ir allows data qualtty control, stallsllcal calculauons, moddling mlulatton. 
p~ranometers ca/ibralton The software tS daralogger mdependent (any datalogger can be used smcr 11 

generates ASCII files) Data qualuy is analysed in Se1•eral ways negative va/ues durinx tlte dav penod, 
irradiance \'alue grearer than rhe e.Ttrarerrestnal one and otlrer Unexpecred values are pomtecl Test rt>sults 
are summartsed and posstble erroneous data are ídenllfied L'nexpected or míssmg data can be correcred lhe 
data generated by rhe sofrware. mc/udmg graplucs. can be eastly transferred to otlter sofnnm! of commonuse 
The program has a reporr generator module which can be used to prmt and sa1·e data Researc/wrs [mm Solar 
Radiation Measurements Laboraroy 111 São Paulo Stote f 1n11•ersity ({.!l\'ESP Bowcotu Bru:il) resu•d rhís 
software usmg real and sunulated data As a resulr ofthese rests some ad~·antages ofus use cun be pomted out: 
significam reducuon m r/te /e,·el of dependence upon rire kínd (mode/J of datalo~er used in tlw data 
acquisllion; the program allows fasr rrurmng 111 acquisttton of.rolar rudwtton data. el'f!ll 11'1umrlte user t!i 110t a 
specwlist in 1lus area: opllmisalion of memory· rtse wlten compared witlt otlter S\'Stems de~.:eloped on/y for 
workslreet and graphíc applícarwns mimmtsauon of lruman influences smce 11 comrols tlu formal ofjinul 
reports Anotlrer adl"Ontage tlrat must be broughr up ts that tire software reduces lhe tum: spellf hr tire 
researclrers 111 data acquíslflon anel processing 

INTRODUCTION 

Any techniquc that atms lhe use of solar cm:rg) should sttlrt 
wath the research of radiatton data availablc in the studied regton. 
Accordmg to Durish et ai ( 1995) wlar irradtation data are 
important not only for the optimum snc-sclectaon for solar po11er 
stntions but nlso for their design. operation and economic 
assessmcnt. Dctailcd solar radaation datn bccomc more and more 
importam 11 tth thc increasing numbcr of studics on solar syMcms 
d) nnmtc bchaviour and on biological related processes (for 
instancc. biomass production). Thc rcfcrrcd data are also 
tmportant in thcorctical studies. such as process and biologtcal 
simulattons (Chaves & Escobedo, 1997) 

Rcscarches nbout thc ""state of a.tf' an the opcrution of solar 
radial ion information systems show lha c the use of digital data are 
rclativcl) reccnt. cvcn tn devcloped eountries. 

Duffie and Bcckman ( 1984) sho1~ severa I forms in 11 htch 
dail) solar dota should bc prescntcd, tn ordcr to makc thc 
undcr~tnnding of thc phcnomcnon easicr and for also for general 
use 

fhc World Mcteorologtcal Organisation ha' c enhanced the 
importance of dma base tn agricultura! appltcations. Post
gruduatton courscs are orgunised by WMO. tl)ing to outsprcad 
its rules and prepare spectaltsed techntctans (WMO. 1997). ln thc 
specific case of wlar radiution a gutdc to instrument exposttton 
for solar radaation measurcmenls is given in the WMO norm 
number 8 (WMO. 1970). 

Accordtng to Jain et ai ( 1988) thc: developmcnt of nc'' tools 
in modclling tmplies a grcat demand for aceurae) tn the data. 
Man) studtes ean bc found (for instancc: Woodword. 1987: 
Bonnn. 1991 ). an which thc need of accuracy in solar radiation 
data is cssential 

Va1quez ( 1993) states that for a corrcct application and use of 
solar radiatton it ts necessary to obtatn rcliablc local data base 

''htle llerrcro (1993) 'ouches thc importnncc of a rcltable 
:.cqucnce of mcasurcd radiauon data Extrapolattons and future 
planning .. gcncrally mude by :.tatbtical anal)sts ts an tmportant 
use for such sequences For Anta ( 1993) thc tool used an data 
proces~ing affccl!. thc appltcatton of modcllmg n:sults an solar 
rodaation. sincc Lhe data are wongl)' rclatcd to onc specinc site. 
1 hc too! uscd for data proccssing must aliO\\ n:ncwal ru. wcll ru. 
innovations in mstrumcnts and de' tccs for data collcction 

AI-Hinat andAI-Ala\\ i ( 1995) statc that dü:ctt\C solar cncrgy 
uulaznuon rcqutres rcliablo.: data bceau~e it is lhe nature of 
cmptrical data to be noasy. poorl) dastnhutcd. and spotty. 
According to these authors. thcsc data necd to bc cxamtned. 
organizcd and analysed: data c>.amtnation \\til idcnttfy mtssing 
records and outline any charactcnsllcs that may he unusual. such 
as outliers nnd suspectcd crroncou'> \alues: data organtsatton 
mvohes undcrstanding of the uscr's infonnataon needs and 
tatlonng thc informauon throug.h the anal>~\ls to fit this need. 
llowcver, Wcndler and Eaton ( 1980) stutc that data quality 
control for ali en\ tronmcntal mea ... urcmcnts ha:. always bccn a 
problcm and that \\tth thc ad,ent of the cmphasts on solar cncrg) 
uttltt.ation. tntcrcst in htgh qualtt) ).Oiar radtatton data ts bctng 
tmproved. 

Molaneaux and lncachcin ( 199-t) establi~l11:d a methodolog) 
for data qualtt) control of solar radtauon "tth emphas1s ín 
modelling and simulatton studtes. 

Therc is, tn Europc. a standard sct of algort lhms for unalysis 
and simulation of solar lrradiation (Aguiar. 1997) llowc' er. 
even ''hen thc resourccs (hardware and soft,,arc) are a\atlablc. 
thc necessar) detailcd data somcttmes do not C\tSt. (Agutar, 
1997b) 

ln Bnvil (this is valtd for almost ali of other de,eloptng 
countries) data in digttal form are rcccnl and tools to proccss this 
lo.tnd of data are restrictcd to fc\\ \CI)' specialtscd centres The 
rnajori ty of Bra.t.iltan mctcorologicul statiuns hovc thctr solar 
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data. 1f C\IStcnt. still rccordcd m mcchantcal de' ices H o" e' er. 
accordmg to Perez et a/ ( 1990) it is ltl..el) that. tn thc forcsceablc 
future. solar trradiances, as a climatologtcal quantity. will bccome 
increasingly avmlablc in many locations with of thc dcvelopment 
of ne'' lo" cost/low ma1ntcnance instrumental and 10 the gradual 
1mprovcmcn1 of nct'~ orks \\Orldwidc. 

The a1m of th1s ''ork 1s to prcscnt a sofh,arc de,eloped to 
proccss solar radtation data. This software can bc uscd in 
meteorological and climatic stations. and also as a suppon for 
~lar radiation measuremcnts in rcscarches of solar energ) 
3\allabtltt) allowing data quahty contrai. statisucal calculations 
and vahdation of models, as wcll as. an easier interchange of 
data. 

Mt:TIIOOOI.OGY 

A system for data hnsc managcmcnt of solar radiation can bc 
understood as the ''holc of hard\\arc and software nceded to 
'><l\C. anal}se and represcntthese spec1fic J..ind of data, taking into 
account thc ncccssity of tnlerchangc und a' ailabiluy Using th1s 
approach and the obJCCI bascd dcvclopmc.:nt sysrcm (Rumbaugh 
et ai .. 1991) a soflwarc ''as elabontled and implcmcnted in 
V1sual Baste 5.0 (another \Crs1on is also available inVisual Basic 
3.0) h ''as dcs1gned to be tndcpcndcnt from the datalogger or 
an~ othcr hard\\arc used in data acquis1tion h 1s onl) nccessary 
ASCII formm for unprocesscd information. Since there is no 
stnndard for solar radiation data collection. in Brazil, we decidcd 
to accompli~h USA Depanment of Energy ( 1990). 

The conccpt heretn u\Cd for data base IS lhat from Cianconi 
( 1987) "h1ch states that data base is a sct of data 1ntcrconneetcd 
und organ1scd in order to alio" recovering informatton which 
must be processcd. inde\cd and codificd 

fop-do,~n design "a.c; uscd. as dcfined b)' Jones ( 1982). 
"h1ch aiiO\\Cd modular programming (Pcl\oto et al .1987). 

rhe program was bUtlt in thrcc modules: basic information 
module: data quality contrai and rccording module and dULn 
gcncration and stattstics module Cach module is weakly 
dependent upon the othcr-. and has spccific funcuons in lhe 
soth,are 

The routtncs to calculmc solar posttion. solar e>..trnterrestrial 
radiation. cocflicient.-; tcl project dircct radiation in an horizontal 
-.urface. for shadow ring corrcction. and so on, are in the module 
of basic mfonnauon Th1s module abo c;aves and processes the 
tnformatton about the .stat1on and thc rouuncs for p}ranomcter 
cnlibrauon. 1 he algorithm uscd in solar ephemer1s cstimations 
\\as that proposed by Michalsky (1988) whieh was tcsted against 
sc\cntl others and showcd to be Lhe most accurate. 

I hc algonthm for p) r.mometer cahbration. against a rcference 
one. is an implcmentallon oflhe rulcs from WMO ( 1970). 

For shadow nng correction Drummond's isotropic 
(Orummond, 1964) and I eBaron factors ( LeBaron et al. 1990) 
were 1mplcmented and it is also possible to make this correction 
h) linear rcgrcss1on 

Ali routtncs to process data file (includtng transfer b> modem) 
are 111 thc quality contrai ond recording module. 

Qualit) control is made aecordmg to Wendler and Eaton 
( 1980) and Lo ~1olineau!l. and lneichetn ( 1 99~ ). Thc prograrn was 
des1gncd 1n order to sho" the problems found (such as erroneous 
or suspectcd valucs). I lo"ever, the opcrator will always take the 
linal dceision obout "hllt should be made with the data (if lhey 
\1 i li be acccptcd. rejcctcd or modified). since to thcse aulhors 
agrced that occasionall> real but unusual events can occur. For 
mstance· a untque spacmg and locat1on of clouds surrounding lhe 
solar dtsk con cause h1gh global rodiation values which 
somctimes cxcccd thc solar constant. This anomaly. oftcn 
referred to as the "lens ctTcct'·. would produce data regarded as 
crroneou!> m a smglc mcthod of data qualil) control \lhich 
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spccifies only predictable limits. lt is, in olher \\Ords. diffieult to 
pred1ct reasonablc values for any specific sensor as the ranges of 
lhe signals can vary so 1~idely. 

Thc routines to generate statistics and to calculate integrais of 
the values as well as genernle misstng values are in the data 
generauon and statist1cs module. 

'Nhcn dail> data IS missed s1mulated values must be 
gcneratcd. ln lhis case data are generated anificially using 
modelling methods from Jajn et. a/. ( 1988) and Perez at. ai 
( 1990). These models must ha-.e Lhe ir coefficients estimated 
pre' iousl) and the stauon should ha\e enough data to alio" this 
estimation 1 he user can type these coefficients 1f the) were 
calculatcd by other mcans. 

Descriptive statistics were generated using lhe algorithms 
proposed by Dachs ( 1988) while integration is calculatc by 
Symph1son's rule in the case of data not equall} spaced and b) 
the trape7e method. "hen data are equally spaced (Dahlquist and 
Bjõrek, 1974 ). 

Figure I shows thc data Oow (black tines) and lhe' kind of 
information that is 00\1 ing in the program modules (dashed tines 
coming from boxes made in traced lines which contains the te\t 
1n italtcs). 

r DATALOGGER l 
;-----------------------------. 
: Prelumnary Dara (not processed) 1 

~--------------------------- --~' ..... 
BASIC 
INF'ORMATION 
MODUL E 

-
~ 

/ 

/

1 

\Ir , Ir 

.
...J/ ,...-L--~-----. 

/ DATA QUAUTY 

r-.~;~~; ~;l:e-n:;r~s~------: CO~~~OL 
: generoted coefficienls : RECORDING ·------------------ --· 

lntegrated ~·alues : 

~~·~:~a.:~~·=~----J .... ....... . ---------------17 

DATA GENERATION 
ANO 

STATISTICS 
J\100ULE 

MODUL E 

r- -------------, 
suggestions of : 
owflers. unsual : 

and : 
suspected : 
erroneous 

\•alues 

I 
I 
I 
I 
I -------------

~- ----... .... .._ ____ ...J .... 

Figure I. Data Oow in the modules ofthe program 

RESULTS 

Tb1s software runs under Microsoft Windows and can handle 
ASCII files (delimited by comma; semicolon; spaces or tabs) 
beside~ its O\lll generated files. The use of lhis kind of files made 
lhe solh1 are tndependcnt of lhe hardware used tn data acquJSIIIOn 



(any datalogger can be u:.ed since it generates ASCII files). 
ASCII files will bc processed in the data control and storngc 
module. with the data being updaled. instruments constants been 
applied. and so on 

There are two language options: English or Portuguese. The 
difference between them b only the language 10 ''hich menus and 
massages are exh1bned. llere1n ''e shO\\ figures and C\amples 10 
the Enghsh opt1on. 

Thc program can anal) se the quaJity of the data in severa I 
ways. negative values during the day period, 1rrachancc greater 
than the extratcrrestrial valuc and other unexpected values are 
pointed ouL lt summarises test results and identifies possibly 
erroneous data Unexpected or missing data can bc corrcctcd. 

Daily operation of lhe system generally starts with the uscr 
loadmg an ASCII data file with data from the statíon. ln thcse 
files 10strumcnts rcadtngs gcnerall) are in milivolts. Sincc thc 
data are collected oncc a day. the data rcferring to one da) are tn 
two ASCll files(one file has data before de momcnt of thc 
acquisition and the rest of the data is in the other one) So. the 
first thing to do is to update this file '' ith data from thc forme r 
da). ln tbe sequcncc each column IS lnbelled. Predcfined label 
and instruments constants are applied in the data columns. 

Labels and instruments constants can be defined and changcd 
at any time. by the user. and then they can be storcd in the 
system. 

Thc next step in the process is to submit the data to qualit) 
control. ln this routinc the user w1ll be informed about outliers. 
suspected erroneous value~ and so on. ln any case. the uscr tnl,es 
the final decision about \lhat should bc made with these data if 
the} \\III be reJeCted or aeccpted. 

AHcr data havc passcd 10 quaht) control. the} are read) to 
repon generation and othcr processes such as graph~ gcncration. 
caleulus of descnpti\e staustics and mtegrals as \\CII as 
applicauon of coefficients and transform factors. 

Among thc cocffic1enb used in an ordinary way are those 
used to correct diffuse rad1atton measurements made by the use 
of shadow ring. The progmm aiiO\\S Lhe use of Drummond's 
isotropic and LeBaron factors. ll is also possiblc to use a 
corrcction if the rmg wa~ caltbrated using linear regression. ln 
this case linear and angular cocfficicnts of this calibration must 
be saved \\hen the program is set up. 

lt IS also \'CC)' common to tind direct rad1ation on an homontal 
surface which is thc measurcd d1rect rad1at1on mult1phcd b) thc 
cos1ne ofthe 7enttal angle Th1s multiplícation can be done b) the 
software autOmaucall) . 

ln Lhe cnd ofthe proccssing data are storcd so that daily data 
with ali information requcstcd during the processing. ''iii sta) in 
only one file. Although. it is poss1ble to gcncratc files ''h i eh ''iii 
have hourly radiation valucs ond monthly or yearly repons 
having daily radiation as individual rcgistcrs. 

ln order to ma"-e the soflware easier to use. even for la)'men. 
there is a configurauon menu item. After Lhe use of this 
configuration the system ''til 1\0rk almost automaticall) This 
allo\\S Lhe user to prepare thc software for spccific uses. for 
c\ample onl) for calibrauon of 10strumems: for generauon of 
10de\ or for da1l) reports. S10ce the system was set up. m this 
\\3)'. changes are necesS31') onl> \lhcn other kinds of reports are 
dcsired. 

The following parametcrs can be set up: column labcls; 
instruments constants for each column; station parametcrs 
(latitude. longitude, altttudc an identifieation): dimensions of 
shadow rings and standard instruments for calibration of othcrs. 

lnis soft,,are was preparcd to pcrform other operations in 
the data base management such as: extraet some data from files. 
datly. \\Cckly, monthly and )Carl) reportS and so on. 

There is an mhcrcnt hmitation in the name of the files: each 
file in the set of files (tn ASCII format) must bc namcd \\lth the 
data in the DDMMYY formal and '' 1th .DAT cxtcnsion ( for 
example Lhe file contammg data rcfcrring to may, 13 in the ) ear 

of 1997 must be named 130597.DA T). However. 1\ith this 
limitation files can be proccssed together in only one operation 
with daily. weekly. monthly, and )Carly rcports. This mcans that 
the software can be used in any prc-cxistent data base ( tn ASCII 
formal and \lith the files namcd properly) that ''iii be convened 
and adapted automaucall). m only one operation. Aficr th1s 
operation Lhe user \\111 havc h1s station prepared for the use of thc 
software and 1ts advantages. 

Figure 2 shO\IS one \lorkshceL gencrated by Lhe software. 
'' ith Lhe initial ASCII file, bcfore an} processing. 1 h c screen is 
almost like an) oLher scrccn creatcd in other windows software 
(such as Excel. Lotus. Ongin, and so on). with cells and one 
menu bar. The di ffcrcnce is csscntially that thc menu b<li has 
specific commands for solar rndiallon processing. For instnncc. in 
the ''COLUMN" item (scc Figure 2) \IC have options such as 
changelappl) labels. changc/apply instrument con~tants. 
information an operauons, among othcrs. lt is also possiblc to scc 
options such as mtcgrauon during thc day and qualtt)' control that 
are also specific for ro~d1a11on data. These opuons \\Cre cspec1all) 
designed to maJ..c solar radiation processing eas1er 

Columns I and 2 from the left. in Figure 2. are the day 
number and the time \\hcn data 1\Cre collecled lt can be scen 
Lhat the data in this file star1 at 7:35 a. m. in day numbcr 277. ln 
thc end of this file IS thc information about day numbcr 287 
morning. The cxislcnce of tnformation aboul two days tn onc file 
is a natural consequcnce of data collection each morning. As said 
before. aftcr proccssing. daily data w1ll stay in a smgle li te. 

Figure 3 shoM h0\1 the sofiware worksheet look!. likc, oficr 
been processed severa! times lt ean be seen that labcb and 
tnstrument constants \\ere applicd. One scrccn wtth the rcsults of 
dail) integration for the sclected columns IS detached fhc lirSt 
Jine. 10 this ''orkshcet. shO\\S data collected fi1e nunutes aficr the 
beginning of the day. ln Ora7tl there as no solar radtat1on at thts 
ume. but th1s pn:sentat1on IS \C!)' tmportant tn the Mudtes nbout 
cnergy budget. lfthcrc b no mtcrest in thc nightume. ali \alues 
can be deletcd automattcally. 

Data collcctcd nnd saved as ASCII files from any stmion can 
be easily updatcd (sincc files can be updated automatically in 
scquence). Ali that thc uscr should do is load the first ASCII file: 
label the columns: specif> and apply instrumcnt constants. and 
then_ t) pe the numbcr of da)s to be updated from that day on 
The sarne thing can bc done tn the gencratton ofhourl) tntcgrated 
v alues: only the tir:.t file must ha' e its values tntcgrated and thc 
desired indexes specificd 

From the \\OrJ..shect shO\~n in figure 3. 11 is possible to 
generate another workshect '' 1th hourl) 'alues for the irrad1auons 
and containing inde\es such as clearness inde:\. diffuse fractton 
of the global radiation. hourly cxtraterrestrial irradmtion, and so 
on. Figure 4 shows lhis J..md of work sheet. 

There is a graphic generator in lhe program. in whieh 
almost ali graphics. frcqucntly used for solar radiation data, ean 
be ploued. 

Figure 5 sho'' ~ an trrad1anee curve for global rudiuuon 
lrradiancc curve can be ploued for ali da) ( th1 ~ means from 5 
mmutes a.m lo 12 p.m). from sunrise to sunset. or rrom sunsct to 
sunrisc. ln ali ca.~es. 10 thc sarne scrcen integrated values cnn be 
sh01\ed. The momcntS of sunnse and sunset. calculatcd b) the 
software, as \\ell as lhe momcnts of first and last positive values 
can also be showed m the plot 
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Titles of thc graphic and the a.xis as \\t:ll as labels and 
Jcgcnds can be replaccd and cditcd having their fbnt stylc and 
lbnt size changed. Lincs eolour and the width ean bc changcd as 
\\ell as the prcscncc (or not) of symbols for lhe data (and also thc 
kind of S) mbol) can be set. The aim hcre is to alio\\ the 
reprcsentation of Lhe data according to the gcnernl nceds in a 
solar station. lt IS not intended to producc a complete and 
sophisticated graphic eduor. since nn) column can bc coptcd and 
pasted in sue h J...md of soft,, are. 



~ ,,.c:r .c .:-r, n :rnnAr 

Oescnptrve Stat1stics .. 
Oay ttme 1nlegrallon 
N•ghlt1me .ntegrat1on .81996 193.01 2.7328 5.2969 

Shadow nng correct1ons .8-4089 223.68 2.8773 5.56-43 
.8563 1U,35 2.9907 5.8061 

Copy Cells .87117 157.97 3.1087 6,0364 
,88713 152.7-t 3*2596 6.3191 
.90199 133,06 3.3819 6.5647 

08·35 -4 ,2772 .71232 1.01 5.6958 .9273-4 123.79 3.-4866 6.7858 
08:-40 4.4112 .72389 1.0216 5.7322 .94S08 126.14 3.5958 6.9903 
08:45 -4.5741 .73104 1.031 5.796 ,96646 121 .3-4 3,7208 7.2-443 
08:50 4.7223 .74699 1.0728 5.849'2 .9BSB1 72.464 3.8300 7.4849 
08:55 4.8529 .77235 1.0943 5,8546 1.0144 148.02 3.9373 7.6986 
09:00 4.988 .78942 1.1268 5.865 1.0458 151 .27 -4.0275 7.9041 
09.05 5.1294 .81089 1.1549 5.8741 1,0645 121 .62 4.1272 8.1203 
09:10 5.2654 .83402 1.1785 5.9109 1.0859 80.143 4.2379 8.3275 
09.15 5.4043 .8489 1.2061 5.9236 1.1124 87.024 -4,3366 8.5474 

Figure 2. Software Workshee1 "ii h an ASCII file. 

-4.0701 
-4.2054 

00:15 -4.1378 
00:20 -4.0701 
00:25 -4.0701 
00:30 -4.0701 
00:35 -4.0701 
00:40 -4.0701 
00:45 -4.2054 
00:50 -4.0701 
00:55 -4.2731 
01 :00 -4.4096 
01 :05 -4.1378 
01 .10 -4.4096 
01 :15 -4.4096 
01 :20 -4.4772 

101 :25 -4.2054 
01 :30 -4.3419 
01 :35 -4.3419 
01 :40 -4.8844 

Figure 3. Soft,,arc \\Orkshcct aftcr SC\eral processing. dctachmg daLI) integration rcsults for selected columns 
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FILE EXHIBIT OPTlONS COLUMNS GRID -- -- -- --
I I I&LOBAIJOIFfUS~OIRECTjDIRECT)DIFfUS~PAR I61.DBAIJGLOBAIJ HOIN.I{!jKT um 

·0.0227 0.0206 ~.0125 ~.0109 ·0.0075 41.959 ~.0087 ~.0235 o 
·0.0185 0.0172 -0.()031 0,0077 ·0.0119 56,9339 ~.008 ~.0271 o 
~.01 89 -0.01« ·0.0008 -0.0041 -0.0094 57.4379 ~.0072 0.0287 o 

300 -0.0185 ·0.0147 -0.0021 ~.0077 ·0.0085 68.276 ·0.007 ·0.0291 o 
400 -0.0201 -0.0157 -0.0027 -0.0095 ,-0.0092 6U469 ·0.007 0.0292 o 
soo ·0.0156 -0.0132 .0.0015 ·0.0101 ~.0061 65.9982 -0.0042 -0.0225 o 
600 0.182 0.1118 0.1617 0.2839 0.1761 54.5032 0.1509 0.2747 0.2337 0.7787 0.8982 
700 0.6832 0.3053 0.4243 0.767 0.465 65.1991 0.5487 1.0512 1,3582 0,503 0.7852 
800 1.4955 0.5914 O.lltl74 1.1293 0.8873 95.2672 1.2015 2.3388 2.41 51 0.619? 0.7013 
900 2.2572 0.66&2 0.9004 1.5978 0,9894 ·16433.1462 1.8012 3.5348 3.2994 0.6841 0.699 
1 000 2.9168 0.8737 1.1571 1.7415 1.2861 -16430.7464 2.301 4.5021 3.9508 0,7383 0..6436 
1100 3.1507 0.8781 1.1779 1.786 1.3002 -10910.293 2.481 8 4.9181 4.3251 0.7285 0.6346 
1200 2.4647 1.0607 1.4283 0.9769 1.5611 127.2245 1.9514 3.8321 4.3S65 0.5606 0.4249 
1300 2.1295 1.1341 1.5386 0.6252 1,6676 -16441,8652 1,6786 3.268 4.1604 0.5118 0.3205 
1400 1.6835 1.0925 1.« 65 0.403 1.5954 104.2404 1.3496 2.5523 3.6328 0.4634 0.2908 
1500 1.6166 0.8 11 1.0673 0.9114 1.1871 -10935.7724 1.2936 2.459 2.8495 0.5673 0.5671 
1600 0.9748 0.4578 0.6177 0.8713 0.6832 -16440.2518 0.7721 1.511 1.8641 0.5229 0.71 « 
1700 0.2287 0.1277 0.1912 0.2499 0.2082 -5412.0622 0.1877 0.3705 0.7437 0.3075 0.8041 
1800 -0.0117 -0.0106 0.0027 -0.0118 0.0003 -5436.3226 -0.0023 ·0.0069 .0.0214 o 
1900 ·0.018 ·0.0172 -0.0075 -0.0149 -0.0108 115.1595 -0.0089 -0.0143 o 
2000 ·0.0171 ·0.0159 -0.0075 -0.007 ·0.0105 164.5822 -0.01 ~.0 175 o 
2100 .0,0147 ·0.0142 ~-0086 -0.0096 -0.11107 -16363.4694 ~.0096 ~.0148 o 
2200 -0.11199 ·0.0187 ~.0079 .0.0111 ·0.0113 233.4487 ~.0095 .0.0182 O 
2300 ·0.013 -0.013 ~.0094 -o.0112 -0.0111 -35674.0596 -0.0089 ·0.0146 o 

~nia.l l ~ •~m 

Figure 4. Sofl ware workshcct wnh hourl> intcgrntcd values. 
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Figure 5. Son,,a.rc irradiantes curve for global radialíon 

l-lourly mtcgrated values. like those in Figure 4. can also be 
presented in graphic formal. ln this case lhe obvious option was 
bar graphics. Figure 6 prcsents one ofthese graphrc<;. 

l he data gcncration and stotistics module allows thc 
calculation of maxims. minima. avcragcs, standard dcviations, 
and so on. lnstantancous valucs can nlso bc integratcd in order to 
producc hourly valucs. General indc,es. such as Kt and Kd. can 
also be calculated l-lourly and Daily Extratcrrcstrial solar 
md1ation can be estimated. 

TI1crc is rn thc software a spccial routine in which general 
valucs of cphemcris (solar inclination: day length: sunshine and 
sunset hour, and so on) can be calculatcd. 

~li]~ ·Ir; -·-·· . - -- . - · 
,mo~m.n~ii 1o52 

t#:-'IT liRAI'ti 1;00 l:.li ;1. ~y l;OHCl.UOED . . 
Qtw~\{if!®if.,.-.,, ;,;,Cwa""'m.fin§!tn~! 

-k~ _. 

HOtrl.lY ;.UAD:.AT:!)NJ T'OCLOJ.\U 

Figure 6. llourly values graphic. gcncrated b) thc sollware. 

The data gcncrrued by thc <;Oft\,are. includmg graphics. can 
bc easrly cxponcd to othcr sofl warc of common use. 

Rcports can be produced. rn \\hich the uscr wrll find, among 
othcrs. Lhe foliO\\ ing information· 

• lrradianccs valucs dunng thc day for each component 
of solar radiation measured; 

• Dai I) plot of solar 1rradranccs for each component; 
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• Dar!) and hourly irradiatJOns for cach component 
measured: 

• Bcam radiation (if meusurcd) can bc convertcd to 
horrLontal surfaccs. 



• Indexes such as Kt and Kd; 
• Spccific columns of duta can bc cx.tracted from the 

files: 
• Da1l} cphcmcns: 
• Corrcction factor.; npphed in specinl cases. for example 

shad011 nng factors 10 the measuremcnt of diffuse solar 
radHltlOn; 

• Algebrmc sums of t\\O measurcd components in order 
to find a th1rd onc: 

• Spccial graphics \\Jth up to SC\en components in the 
sarne plot 

CONCLUSIONS 

Rescarchcs from Laboratol"} of Solar Radiauon 
Measurcmcnts m Silo Paulo Stale Univcrsity (Ul'\ESP - Botucntu 
- Braz1l) te!>tcd this soOwarc usmg real and !>imulated data. As a 
n:sult of thcsc lcsts some advantagcs of thc soOware can be 
pointcd out: 

• This so011an: i!. indcpcndcnt from thc hardware used in 
data acquisition: 

• Thc progrom ullows fnst training in acquisition of solar 
rod1Ut1on data. cvcn whcn the user is not a specialist in 
this arca: 

• h optimi~cs mcmory utllisution \\·hen compared "ith 
othcr S)Stcms dcveloped only for workshcet and 
graph1c apphcations: 

• h controls thc final forrnat of the reports allowing 
standardlsuuon. 

• h rcduccs thc t1mc spent b} the researchcrs 10 data 
acqUISIIIOn and proccss10g 

ACKNOWLEDGEMENT 

The authors would like to acknowledge FAPESP ( Proc 
97102475) for the financtal support 1n this research. 

REFERCNCCS 

Aguiar. R. { 1997). Europcan Solar Rndintion Atlas - Standard Set 
of algorithms. Annals of J 'I// Congresso Ibérico de Energia 
Solar, pp. 177-184. 

Aguiar, R. (1997b). Panorama aluai do estado-da-arte (1997) em 
medição de radmç:lo solar nos poises ibéricos Annals of 1'111 
Congresso Ibérico de Energia Solar. pp. 63- 65 

AI_J-Iinni. 11 A. & AIAia\\i, S. M. ( 1995). Typical solar 
rad1ation data for Omnn. Apphed l!ll('rgy. 52. pp 153-163. 

Ama, F J Rases de datos georefcrenc•adas en el dimensionado 
de mstnlacioncs solares Annafs of 1'1 Congresso Ibérico de 
Ener!(ta Solar, pp. 372-375 

Bonan. G B ( 1991 ). Atrrnosphere-biosphere e"change of 
carbon·d•o'-•de m boreal mcommg. solar radiauon and dail) 
ma.x1mum and mm1mum temperoturcs. Journal of Geophystcs 
Research. 14. pp. 7301-7312. 

Cha,es. M A . rscobcdo. J F Estimation of moothly diffuse 
solar rad1allon usmg Ângstrom's cqua110n linear coefficient. 
Annafs of /.111

' Bra:tltan Congress of Mechanicaf Engineering, 
pp. 384-390. 

Cianconi. R. B. ( 1987) Banco de dados de acesso público. 
Ciêncta e Informar;ão. 16, pp. 53-59 

1195 

Dachs. J. N W (1988). F:statlstica Computacional. Livros 
técnicos c cicntilicos editora. 236p. 

Dahlquist. G and BJôrcJ.... A (1974). Numericaf nu!lhods 
(1 ranslatcd b) ~. Anderl.on) Prenuce-llall. 573 p. 

Orummond. A J. ( 196-1) Comments on sk) radiations and 
corrections. Journaf of..lppfu:d MeteorofogJ•. 3. pp. 810-811 . 

Duflic. J A and llcckman. W. A ( 198-1) Solar Engineermg of 
Thermal Processes John \\ 1IC) & ons. 762p. 

Durish. W .. Keller. L Bughcrom. \\ : Keller. L & Fricker. li 
{ 1995) ~olar 1rrad•at1on Measurements in Jordan and 
compar1sons 1\llh Callforma and Alpmc data Applied Elll!riiJ·. 
52, pp. 111-12-1 

llcrrcro. M A { 1993) S1mulac1on Y anállsis de madiación solar 
diana cn Espalla . lnnal~ of 1'1 Congresso lberico de Energw 
Solar. pp 343-348. 

Jain. P. C ; Jain. S.: Ratto. C. F. ( 1988). A ncw model for 
obtaming honzontol instantancous global and diffusc radiauion 
frorn dail) valucs. Solar f.nergy, 41 , pp.397-40.t. 

Joncs. W. B. ( 1982). Programming concepts · a second cottrse 
Prcnticc-llall, inc. 319 p. 

LcBaron. 13. A , M1chalsky. J. J. and Perct., R. (1990). A simplc 
procedurc for corn.:cting shado11 band data for ali sky conditions 
Solar Emrgy. 44. pp. 249-256 

MJchnlsk). J J. ( 1988). Thc a.~tronomical nlmanac's algorithm 
for appro'l.lmatc ~o lar pos111on ( 1950-2050) Solar Energy, 40. 
pp. 227-235. 

~ tolincau,. B and lne•chen. P { 1994) Automatic qualit) control 
of da> hght mcasuremo:nts. ln Gmde to recommend pracuce oj 
dayltgltt measuremem -lppendn I CIC TC-3.07 

Pci'l.oto. A A 0 A. Rocha. ~~ M.: Vieira. S V (1987). 
TLRBO-P ISC IL .\!anual bâstco de Referência. Ciéncia 
~lodema Computação hda -108p 

Perez. R . cais. R 7 clcnka. A and Pierre. I. ( 1990). Chmauc 
Cl'aluauon of modcl!> thut pred1ct irradmncc from hourb global 
mrradmncc prospccl'. for pcrformance •mpro,ements. Solar 
Enerro. 44, pp. 99-108. 

Rumbaugh. J.. Blaka, M.. Prcmcrlane. W .. Eddy. F. ( 1991 ) . 
• 'IJodefagem e projetos haseculos em objetos Editora Carnpus. 
398 p. 

USA Dcpanmcnt of rnergy. ( 1990). Atmospltertc radiauon 
measurements proRram pfall(. Enviromental Science Oivision, 
Officc ofEncrgy. 116p 

Vo:vqucz. M. ( 1993 ). btudio de ln radiacion solar diaria Y cicrtas 
variables climatOIOgJcas para Madrid. Annafs of/'1 Congresso 
lbénco de Ener!fiO Solar. pp. 343-348. 

Wendler. G and fnton. F. O. ( 1980). Quality control for solar 
radiation data Solar energy. 25. pp. 131-138. 

W\10 ( 1997) J • Interna/tonal Postgraduate Course Data Base 
.\lanagement 111 AgrometeoroiOg)'. Reg1onal Mcteorolog•cal 
Centre for postgraduate Trammg in Applied Meteorolog). Bet
Dagan. Israel (clnss notes). 

WMO ( 1970). Guule to meteorologteaf tnstrumellls and 
observtng pracuces. Geno'a. 75p. 

Wood\\ord. f I ( 1987) Cftmate and pfant distnbution. 
Cambridge Uni\ersit) Prcss. 174p. 



A3Cril VIl ENCIT- Rio de Janeiro,RJ BRAZIL (November,1998) 

SIMULAÇÃO OE SISTEMAS TERMO - SOLARES :CÓDIGO TRNSYS 

Camilo f . M. Morejón 1 e Cirus l\1. Hackenberg1 

PEM/COPPEIUFRJ. Umvcrsidade Federal Do Rio de Janeiro 
C Postal 68503, CEP 21945-970. RJ. Rio de Janeiro-Brasil: Fa.x: (021) 290 6626 

1E-ma1l: freddyf!tserv.com.ufrj.br 
2E-mall hackenberg'Q,serv.com.ufrj br 

RESUMO 

Foi desenvolvido 11111 cód1go computaCIOnal para o análise de sistemas termo-solares (('o/etores-!'anque
Bomba). para imp/ememaçao no s1mu/ador TRNSrS l'trsão I.J. I Klein et a/ (1990). Este cód1go pemwe que 
se rea/i:e alem da simulação operocwnal um projeto. incluindo o dimensionamento dos eq111pomentos, 
envolvidos como. área de coleto de energia, ~·olume do tanque de arma=enamento e ejic1énc1a do Sistema de 
co/eta,em função da demanda e da msolação local Os resultados mostram os perfis de temperaturas 110 

sistema, principalmente. no coletor e no Ianque analisando-se também a influência dos parâmetro mais 
relevantes. Todos estes resultados são apresentados para os dados solar/métricos médios obtidos do ajuste dr 
f unções senoidais ulilr:adas também para representar a variação da temperatura amb1eme 

• PUC 
NIO 

INTRODUCÃO 

O componente ma1s caracterbtico de uma in~talação térmica 
solar é o coletor de energia solar. que tem a funçilo de captar a 
radiação solar para con,ertê-la em energia calorifica Da energia 
inc1dcntc apenas uma pane é apro,eitada para aquecer o fluido. 
sendo a restante perd1da para o me1o amb1entc. A pcrformance de 
um coletor solar pode ser avaliada atra\ és do calor úlll transferido 
ao fl uido de trabalho que atra\cssa o coletor Na atuahdadc a 
\elocidadc do cálculo computacional permite qui! se elaborem 
algoritmos sofisticados e prec•sos para prev1são de resultados. 
dentro desta filosofia foi desen\ oh ido um código computacional 
que possibilita a análise transientc do sistema coletor-tanque
bomba. vide Figura I. para implementação no I RNSYS versão 
14. 1. Klein. ( 1990). 

sistemas foi estendido diretamente dentro da estrutura de 
programação. O TRNSYS. é compo~to de um programa 
executivo e um número grande de sub-rotmas. os usuános 
podem escrever as suas própnas sub-rotinas no caso de não 
estarem satisfei tos com as d1sponl\e1s ou na falta de algum 

CODJGO TRNSYS 

Por meio de uma linguagem própna do rRNSYS. os 
componentes são hgados de mane1ra Similar ao de uma placa ou 
c1rcu1to cletrônico. conccç:lo feita por mclll de tubulações. 
\álvulas c dutos como ocorre num sistema real. O usuár1o dc'e 
alimentar os \alores de todos os parâmetros. dos componentes 
envolvidos no processo 

O TRNSYS é um conjunto modular de programas de 
simulação escritos na linguagem Fortran. Onginalmcnte 
descnvo lvide~ por Klein et ai ( 1990). O conceito modular dos 

O programa realiza as soluções s1muluincas necessánas 
das equações algébncas c d1fcrcncm•s que rcprl!scntnm os 
componentes. e também realita a organi!J~;)o dos dados de 
entrada e saida. Vários nhei!> de complex•dadc podem ser 
escolhidos para o cálculo. o usuttno dC\C definir o grau de 
detalhe que requer para a simulação. sendo que para maior 
detalhe maior será o cu!.to de programação e tempo de 
computação. 

Me r d 1, 
'í 

TH v T Q AUX 

C pt 

Tanque R=H/d H 

l dor 11 U 
'Y QTANK L 

I / 

~o-T 
I A 

Ou~ 

ENV 

Cpf Carga 

Bomba 
Figura I - Esquema do coletor-tanquc de arm!Uenamento 
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Entretanto. a escolha dos componentes c o desemoh·imento 
do algoritmo é função do projetista ou usuário. que deve definir 
quais as variáveis innucntcs no processo em análise. com a 
definição dos parâmetros de cada componente para conseguir a 
compatibilidade computacional deseJada entre os sub-programas. 

Apresenta-se a segu1r a metodologia utilizada neste trabalho 
para a elaboração do código. para a simulação operacional e a 
análise do desempenho de um sistema de aquecimento de água. 
por energia solar não concentrada. O s1stema termo-solar utilia 
um coletor solar. com água como fluido de trabalho. dotado de um 
tanque de ttrmazcnamento, bomba c um sistema aux1har de 
aquecimento (opcional), como é mostrado na Figura I 

Irradiado e Temperatura ambiente 

Fazendo a irradinç;,o como sendo função do tempo c 
Irradiação diána máxima 1., ... vem que· 

1tt 
I r(t) = 1 ... sen- ( I) 

t d 

tendo em vbta que esta fun\=ao representa bem o comportamento 
natural dos dias sem nebulos1dade. 
I ambém considerando uma função da temperatura amb1ente com 
defasamento de duas horas cm relaçao da insolaç:lo má.xima. 
dcbido a maior conccntraçao de en..:rgia neste perfodo. vem que. 

Ta(t) = T-+(TM-T-)sinJw.{t -1..,~ (2) 

onde T.,. é a temperatura ambiente médm. TM é a temperatura 
media máxima de um dHl msolarado c w. é a frequ~:ncia de 
variação da temperatura ambiente defin1da como segue. 

1t w. =
td, 

(3) 

onde td, e td, sao os períodos de duração correspondentes a 
irradiação e temperatura ambiente 

Eficiência do~ Coleto re~ 

Caractcristicas de d1fcrcntes upos de colctorcs silo obtidas 
com resultado~ existente~ na literatura cm forma da função hncrar 
representado pela equação a seguir: 

19 20 

óT 
(4) a - b 

Onde óT e a diferença da temperatura médl3 do fluido de 
trabalho do coletor c o ambiente. 

As correlações dos parâmetros de projeto dos coletorcs com 
os valores de a e b da Eq. (4). podem ser encontradas na 
literatura Duffie e 13ecl.man ( 1980), valores que também podem 
ser obudos em bancos de testes, sob condições estáveis de 
'elocidade do \ento. temperatura do flUido. temperatura 
ambiente e radiação solar. que pode ser simulada. por exemplo 
mediante um radiador de energia eletromagnét1ca de espectro 
muito parcc1do à energ1a solar com incidência normal ao colctor. 

Para esta simulação utilizou-se os scgumtes valores pam o 
fator de remoção ( I- R(ta).=0.9=a). e produto de F R pelo 
coeficiente global Ut (FRUr.=61.2 kJ/h-m1-°C=b). da cficu!nc1a 
linear do colctor. Equação I. Sabe-se também que a van\o põr 
unidade de área através do colc10r nas condições de teste. 
realizado no laboratório de 1 crmofluidodinâmica do 
PEQ/COPPfJ UFRJ. foi de 90 kg!h-m1 Hackenberg ( 1980) 1\:a 
Tabela I ~Jo apresentados os valores das constantes da Eq. (4). 
eficiência linear pam diferentes upos de coletores. Houct c 
Woert/_ ( 1942). Krcid.:r e Kreith, ( 1981) e I Iackenberg. ( 1980). 

1 abcla I Constantes da rquaçao da Lfic1ência Lmear para 
Diferentes Tipo~ de Coletores 

Tipo Coletor 

I Plano absoncdor (n =I) 
2 Plano absorvedor (n =2) 
3 Plano tubo nlctado (n = I) 
4 Plano Tubo Ah:tado (n =2) 
5 Plano Cone Sdeuvo 

REX (2 I ) 

6 CPC Winston 
7 Contracki~ Acurex 30 li 
8 reste 

CARGA 

a b 
KJ/ m1-h-°C-

o 83 
0.80 
0.78 
0.74 
0.91 

0,70 
0.80 
0.9 

., --

31.896 
20.7 

23.796 
16.596 
15.588 

3.24 
1.8 

6 1.2 

X I 
I 

I' 2 
IMPREasoR 1 I~ TYI'US 7 

A10A Gf!ÂfiCA 

Figura 2- Fluxograma para o S1stema de Aquecimento de Água Coletor- Tanque- Bomba 
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Unidades ou Sub-rotinas 

As seguintes sub-rotinas. chamadas de ''TYPI· n··. foram 
considerados na construção do código computacional para 
simulação do sistema cm estudo. todo com ajudt1 do nuxograma 
representado pela Figura 2. Morcjón. ( 1997)· 

TYPE 9 Lettor de dados 
TYPE 16 Processador da radtaçl!o. Solar (opcional) 
TYPE I Coletor Solar 
TYPE 2 Controlador da Bomba 
TYPE 3 Bomba 
TYPE 6 Aquecedor Au\iliar (opc•onal) 
fYPE 14 Flutdo na Carga 
TYPE 4 Tanque de Annazenamento 
TYPE 24 Integrador 
TYPE 25 Impressor de Resultados 
TYPE 65 Saída Gráfica (cm linha) 

possibilitando a simulação do sistema. pre\ia cspccificaçilo dos 
parâmetros e as correspondentes entradas e saldas de cada urna das 
sub-rounas utilizadas no Sistema termo-solar aqu1 estudado. 

Os parâmetros são determinados pelo analista cm função da 
cspccificaçao de cada sistema Assim. por exemplo. o colctor de 
.:nerg•a solar requer 13 parâmetros. o tanque de armazenamento c 
o aquecedor auxiliar requer 5 parâmetros. estes valores se mostram 
cm detalhe nas mbela 2-A I. mostrando também as 
correspondentes entradas c saídas variavc1s nu tempo 

Tabela 2A- Leitor de Dado:.. TYPE 9 

Parâmetros 
Lê os dados do lile. onde a primeira hnha dos ~100~2 

dados corresponde ao começo da s1mulacão 
'lúm. de valores hdos desde o "data lile" N 5 
lntcT\alo de Tempo no qual os dados foram ót,s 1.0 
alimentados (hora:o.) 
Se I $1 ~ 18. Então a 1-es1ma saída dcH! ser i:oO.O 
comenida usando os fatores de conversão. 
fator muiL Para conversão do 1-ésm10 valor ml~o.o 

Fator aditivo para con,crsão de 1-cs1mo \alor 31 o 
Unidade numérica de entrada lóeica Lu 10 
formatação de leitura l'our I 
Saldas 
Radiação solar I I 

Temperatura ambiente I ! 

Umtdade Rclati\a lJR 
T cmpo corrcs(l Ao valor da linha anterior td l 
Tempo corrcsp. Ao valor da linha poMenor td2 

Tabela 2B- Proc da Rad1nção Solar. TYPE 16 

Parâmetros 
Radiação horí7ontal. Correlação de l. iu & MODI' I 
Jordan ( 1960) 
Supcrficic lixa TR u" \rlnnr' I 
Modelo isotropico do céu S o• ~11\n~= I 
D1n do ano para começo da :>Jmulação o." v ... R~ 1 
Latnude (~us) LAT--23 
Constante Solar. (I,Jim· -h) se 4871.0 
Mudança do ângulo horàno no tempo Slll I 180112 
Solar 
Capacidade da Radiação suave num SMOOrll-2 

11 98 

incremento de tempo< I h 
Incremento do Tempo de simulação. t/ IEEI 
IE<OfOoctona/J 
Entradas 
Radiação horit.ontal na supcrlicic I 
honzontal (kJ/m= -h) 
Leitor de dados. temoo antenor Chl tdl 
Leitor de dados tempo posterior (h l td2 
ReOetancia da terra (0 !> P • .:; I) n. 
Mudança do ângulo horáno (horas) B. 
Allmute de superficic ou rasteado dos y, 
eixos i (eraus) 
Saídas 
Rad solar hontontaltotal (!..J'm··hl I 
Rad difusa na suo. l lontontal (!..Jim··h) I. 
Radiação total na superlic1c I (IJtm··h) I, 
Angulo de mc1déncm da supcrlic1c I e, 
(straus) 
Incremento na superfic1e I (graus) 13 

Tahela 2C- Coletor de Encrg•a Solar. TYPE 1 

Parâmetros 
Arca (m") Ac 30 
Coeficientes da efic•l!ncil• linear do colctnr o 0.9 
Coeficientes da cficu:>nch• linear do colctor b~6 1.2 

Coeficiente de perdas (!..Jfm· h r °C) u :5.7 
Calor especifico do Fluido no Cole10r (Kjil..g CpF- 4.19 
o c) 
Vazão mãssica do llu1do e~coando (l..c/hrl m. 3000 
Dia do ano para o começo da s1mulaçiln D = I 
Latitude da simulação I -. -23° 
Inclinação da superfic1c do colctor a·= 23 
Orientação do coletor com respe1to ao l\tll1c lf "" 180~ 
Díf. de Temp. do Ou1do entre a ~•da c a I <·n T r\l"' 6 
requenda para li2ar a homba {"C) 
D1f. de rcmp do fluido entre a ~ida c a '1'(' 11 , ~TSl'P =6 
requerida para desligar a bomba (C) 
Entradas 
lncid~ncia da energ1a ~o lar na ~up~.:rlicu.: I 
honzontal por umdade de temoo c ârea 
Temperatura ambiente T 
I emperatura de entrada do fluido lt 
remperatura de referencia do controlodnr Trn 
Função de controle ON-OFf y 

Saldas 
Temperatura do flutdu na salda r , 
Vazão máss1ca do llUJdo m, 
Energia útil ganho pnr un1dad~.: de tcmnn o. 

Tabela 20 -1 anque de •\rm:vcnamcnto. TYPE 4 

P:1râmetros I 

Volume do tanque tm1
) v 5 I 

Números de se2mento:. de estratilicacilu N I ! 

Calor específico do Ou1do no tanque CKt I..L! 0
(') Cnf .t, l9 I 

Relação da altura do tanque com o d1ámctro R = 1.5 
Coeficiente de oerdas (IJ m· hr "CJ llt IA.t 
Entradas 
Vazão mál;s1ca do OUJdn uuente m, 
Temperatura de entrada do I1U1dn quente r h 

Vazão máss1ca do 11Utdo (carga) m 



I crnperatura de entrada do fluido (carga) TL 
I cmpcratura dos arredores ao tanque Ten~o: 

Saldas 
I cmp do llutdo no topo ~u~nor do tanque I 
lcmperatura do tanque no nlwl inferior rN 
Vtv~o mássica do Outdo na car.r.w rn 
l>erd(t de Energia para o amb na unid. De Qenv 
tempo 
l J\a de energia suprtda à carga pelo tanque o. 
Saldo de energia trocada no tanque >c 

Tabela 2l - Aqltl.:cimcnto Au\ilior. iYPE 6 

Parâmetros 
Coetic11.:nte global de perda'> ( Kvhr "C} UA= 1700 
Grupo de temperatura da sala ("C) IA- 18.3 
I a\a ma,ama de aquectmcnto (f..g/hrl Q .... , ~ 1620 
Calor especifico do flutdo (Kjl kl! "Cl Cp - 4.19 
r fictência do aquecedor uuxtltar O sn htr :SI 
Entrnd:ts 
fcmperatura an1btcntc r. 
I cmpcratura de entrada do Outdo I 
Vuâo mhsica do llutdo (Kgthr) Mt 
!-'unção de controle ON-01'1 y 
Saldas 
I U\O de aquecimento Ja car~a 01o .. 
l~:mp~:ratura do flutdtl ntt salda T, 
Vutào mássica do lluido mo 
ra,a de aquectmcnto auxiliar requerido Otux 

labela 21 - Gcr.sdor de Constante!'. iYPE 00 

Tah\!la 2(J - Integrador. iYPE 24 

Entradas 
I a\a de energta úul ganho pelo coletor Ou 
rluxo de energia solar na supcrllcie ln 
I a\a de energia suprida ~carga pelo tanque o 
Saldo de energia supmla à carga pelo tanque Q 
1 a\a de requerimento de aquectmento au\lliar Oau' 
1 a\a de aquecimt!nto da carlla Q,.., 
I a.\a de tr.msferó!ncta de cncrgta no trocador de calor QT 
Saídas 
!· ncr}.!iu total útil ganha pelo colt!tOr OL 
I ncrgta total dcscartadtt para o meto an1biente o .. v 

I ncrl).ta suprida à carga Q, 
! .ncrg1a total para aquectmento auxiliar OR 

Tabela 211- Controlador Diferenctal, iYPE 2 

Parâmetros 
Número de oscllac1ones num dado tempo NSTK=5 
Banda ac1ma da diferença de temperaturas 6T!f""0.1 
Banda abaixo da d1fercnça de temperaturas 6Tt=O.I 
I tmlle supenor de corte na I emp .. (°C) Tw.x=200 
Entradas 
remperatura maior de entrada (°C) r 
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I emperatura baixa de entrada (0 C) r 
fcmperatura para o ltmtte auto apa~ado (°C) TI:-
I ntrada da funçilo controle T 
Saídas 
Salda da função controle. )'o 

Tabela 21- Salda de Resultados iYPE 65 

Parâmetros 

""'úmero de \ar para o gráfico supcnor 'ltop=5 
Número de' ar para o 11râfico infcnor Nbor"'4 
Valor Min. no ctxo Y pora o g.ráf. sup. Ymin.I=O 
Valor Máx. No ci\o Y para o gráf sup Ymu:\.1=100 
Valor Min. do ci\O Y para o gráf. inf. Ymtn.2=0 
Valor Máx. do ei\O Y para o .!!rãf tnf Yma\.2=50000 
Incremento de tempo para o l!ráf sup, lrcf= l 
Incremento de tempo para o l!ráf inf lupd=l 
Untdade de temno para u stmulação Untts- 3 
Núm de gráf. em que scrilo dtv. as saídas 1'\ptc- 1 
Número de divisões pura o eixo X Grtd lO 
DeseJa parar depo1s de cada 2ráfico ? Stop= I 
Símbolos para a vanável de saída Simbl=2 
Saída em formato IIPGL Output= I 
Entradas 

V ar de saída no J;(rálko superior I a Ntop Xu 
Vur. de saída no grótico infi:nor (Ntop+ l) a 

Nhot X I 
1\lvei~ 

l lmdades para .!!ráf supcnor c tnfenor Umdl Unid.2 
I ttulo do gráfico suocnor I ítulo Ac1ma 
I ttulo do gráfico mfenor I itulo Abai'o 

RESLLTAOOS 

rodas as sunulaçôo.:s foram fcua~ com base nos dados 
reli:ro.:nc~ais cttado~ nas tabela 2-A I. \Cnficando-:.e a 
mllucncia do tipo de coletor. área de colcta c volume de llutdo 
no tanque. Todos eles para os dados médto~ de insolação 
aju~tados a uma funç;\o scnoidal diario; assim também utilizou
se uma tempera ambiente bariavcl com defusamcnto de duas 
horas do pico de insolação tanlbém aju~tada à funçt'lo seno1dal. 

Os resultados dc~tc código (Ststcma termo-solar) foram 
comparados também com outra programação dcsem oh 1da. 
pelo~ autores pura resolver as equações tem1oOu1dodmãmtcas do 
sbterna cm PAPLE-V Neste caso o wnquc de armazenamento 
não permitia cxtrmificaça.o, ver Morejón ( 19971. 

lnOuência do Tipo de Coletor 

Com base nos dados referenc1ats da tabela 2 foram 
constderados para a simulação. oito upos de eoletorcs com as 
características mostradas na Tabela I. A figura 3 mostra os 
resultados para os perfis de temperatura de cada hpo. 
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Figura 3 - Perfil de Temperatura do fluido no Tanque de 
Armazenamento para diferentes t1pos de colctores. 

Influência da .\rude Coleta 

Com base nos dados referenciais da tabela 2. foram testados 
quatro colctores com áreas de colcta de 

u 
o 

... 
:::> 

"" ... 
u 
0.. 

E ... 
!-

70 

65 

60 

55 

50 

- ·- A c " 1 S m ~ 
45 

~- A c 3 O m ~ 

40 -- Ac • 60m1 

35 --A c " 80 m1 

30 
t 
o 50 100 150 200 

Tempo de Simulação [horas 

Figura 4- Perfil de Temperatura do fluido do tanque de 
armazenamento, para diferentes áreas de coleta. 

energia de: 15. 30. 60 c 80 m~. observando-se a proporc1onahdadc 
direta sobre o perfi l de temperatura do fl u1do no tanque. 1sto é. 
quanto maior é a área de colcta. ma1or é a temperatura obtida no 
fluido no tanque e menor o tempo de resposta como mostrado na 
Figura 4. 

lnOuêntia do Volume de fluido no Tangue 

A Figura 5 mostra o perfil de temperatura do fluido no 
tanque para o sistema colctor-tanque-rcservatório. varmndo o 
volume do tanque, assim 2. 4. 5. 8 e 16m3• sempre com base 
nos dados referenciais da tabela 2. 
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Figura 5- Perfil de Temperatura do fluido no tanque de 
armannamento, para diferentes volumes de flUido. 

CONCLUSÕES 

O programa desemohido neste trabalho moS1ra-sc 
flexível para as mais ':madas Simulações. pela rapidez c 
conftabilidadc dos resultados dependendo da cspecJaltnçao do 
analista e/ou projeusta quem de\C estar amplamente 
familiarizado com o sistema Assim as s1mulaçõe~ apre!>entadas 
neste trabalho mostram resultados para diferentes upos de 
coletores. diferentes ârca!> de colcta c 'olumc de Ou1do. Para 
temperaturas má."mas do Ou1do no tanque de arm:v.cnamento 
para opcraçao de 200 horas 'anando o tipo de coletor. cm 
ordem crescente mostra que no T1po I al~:ançou-~e uma 
temperatura de (62 °C), c no T1po 3. 4 c 5 (66 °C) c no Tipo 2 
(67 °C) assim também no Ttpo 6 (68 "CJ e no ftpo 5 e 7. (72 
0 C) e (73 °C} respectivamente. onde dentre u~ culctores planos o 
melhor resultou ser o sclellvo REX 2: I. dcsenvol.,tdo pelo 
PEQ/COPPE llackcnbcrg ( 1980); os diferentes upo de coletores 
estão cspeci ficados na tabela I. 

O aumento da área de colcto influencia dirctamentc sobre 
o perfil de temperatura do Ouido do tanque de modo a aumentar 
a temperatura deste através do tempo e rcdu1 o tempo de 
resposta do sistema. Contrariamente o volume de Ouido do 
tanque de arma7enamento, influencm in\crsamcnte sobre o 
perfil de temperatura do Ou ido. O algoritmo aqui desenvoh tdo 
pode ser utiliLado para uma completa análise e/ou projeto 
permitindo a scleção de todos os parâmetros cn,oJ.,idos no 
processo c também para otim11.ar proced1mentos opcrac1ona•s 
atendendo a especificações prc" ms de prOJeto. garantmdo um 
funcionamento eficiente 

Alem disso os resultados do cód1go aqu1 dcsemohido 
podem ser utilizados para o prOJeto e s1mulação de outros 
sistemas dinãmicos em dois casos distintos· por me1o do 
acoplamento a um sistema complementar. na mesma linguagem. 
ou simplesmente v1a utilização da saida numénca como fonte de 
dados num outro código. Ass•m tem-se como como exemplo 
para o primeiro caso o acoplamento do sistema termo solar a 
ciclos de rcfrigcraçao por absorção. código I RNSYS. MoreJón c 



Hackcnbcrg ( 1998) c no segundo caso utilizando os resultados do 
sitema termo solar para a simulação de secagem de grãos. 
Morejón, Calçada c llackenbcrg ( 1996). 
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ABSTRACT 

A computauonal codc has bccn developed to analyse 
thermo-~o lar S) stcm~ (Collectors - SLorage Tank - Pump) 
performuncc to uuli1c stmulator TRNSYS \' 14.1 (Klein, 1975). 
The dc,elopcd code aiiO\\S for the operauonal sunulation during 
severa! days and the destgn of solar systems. includtng 
equipment and parametric specification. mainl) the collectors 
arc:a storage tanl.. volume and the solar system collecLor 
efliciency Ali this as a function of the local msulation and 
energy consumption The graphics generated by Lhe code show 
the systcm tronsient temperoture prolilcs, mainly. thc solar 
collectors and in thc storage tonk. The influence of Lhe relevant 
parametcr for lhe systcm are also analysed. The numerica\ 
results are obtained for a sinusoidal function input. 
rcprcscntation of the daily averaged solarimetric and ambient 
data avaílablc 
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t\BSIRACT 

Beco use of a new 1eclmology for waste water treatment utili:mg water hyocuuh as 011 instrumem for 
woter pollution contrai. studies were developed to pro/ii 1!11! resultont biomoss from this process proposing its 
utth:ouon /d,e 011 e11ergy source after us deh_rdrotatiol1 A direct e:rpositio11 solar dryer with double gla:ing IVCIS 

utili:ed in the process During the process were emlueled the folloll'mg porameters· ltme of dn'll1g; 
phystcoclu!IIIIStn• clwracteristics of the piam. ond mlet wr. outlet atr and mside wr temperatures during the 
whole process ofdn·mg 

INTROOUCÀO 

Devido à uma tecnologm Inovadora no tratamento de 
cnucntcs a partir da utilização do jacimo d'água como agente 
despoluidor. desenvolveram-se eMudos para o aprovei tamento da 
biomassa resultante deste processo propondo-se o seu 
aproveitamento como energétiCO após sua desidratação. 

Utilizou-se para a de~1dmtaçllo da planta aquática jacinto 
d'(lgua um secador solar de e\posiçllo direta. composto de. cobertura 
transparente cm duplo vttral. chapa absorvedora de ferro gah ant1.ado 
de 1.5 m2 com 3 mm de esJX.-:.sum pintada de preto tosco: e isolante 
tl!rm1co composto de camadas de ~--rragem e lã de vidro 

Foram a\ahados durante o processo de deSidratação solar 
os seguintes parâmetros tempo de secagem: características 
fisico-químicas da planta. e as temperaturas do ar na entrada, na 
saida c no interior do secador solar durante todo o processo de 
desidratação Além da discussão do processo de secagem solar, 
uprovci tamento da biomassa c dos resultados obtidos. apresenta
se. também. uma dcscnçllo da açào despoluidora da planta 
aquáucajacinto d'ógua. 

SEC AGEM SOLAR 

A secagem solar. geralmente. é classificada como uma 
técnica de secagem que utihn o calor coletado pela radiação 
solar para supnr a energia t~rm1ca requerida para a secagem. 

Dentre as dtfercntes técnicas de preservação disponlvcis 
como refrigeração, tratamento químico. controle atmosférico e 
desidratação. a secagem usando a energia solar tem sido acei ta 
como um dos métodos mais simples e de menor custo 

Durante os últtmos anos, várias pesquisas neste campo vêm 
demonstrando que produtos agrícolas. como frutas. carnes. 
pei\es. grãos. etc. que necessitam de um método de preservação 
adequado para mantê-los por um longo período de tempo sem 
detcnoração da sua qualidade. podem ser secados 
sausfatonamente utilizando-se a energia solar. 
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Existe. atualmentc. um grande interesse nos secadores 
solares mats Stmples. caracterizados pelo bat\O lll\C~llmcnto c 
operação simples. Dentre os 'ãrios tipos de secadores solares 
construidos c analisados experimentalmente por dl\·er~os 
pesquisadores. os que se utilizam de colctorcs de placa plana são 
os mais utilizados. 

Os colctores solares de placa plana são os dispositivos rna1s 
comuns na energia solor. Eles são largamente utili1ados no 
aquecimento de água ou do ar a temperaturas relativamente 
ba1xas. Os colctores plano~ podem ser de circulação (con,ecçâo) 
forçada ou natural São dtspostttvos extremamente Simples. 
apresentam baixo lll'<esumento imcial e bai\o cu~to de 
manutenção. Dt"erso~ autores: Palz ( 1995). Luis ( 1985). Racrra 
( 1990) etc destacam a 1mponãncia da utiltzaçào da energ1a solar 
como uma excelente alternativa para o desenvolvimento 
sustentável dos diversos pai ses 

TlPOS DE SCCADORES SOLARES 

Existem. basicamente. dois tipos de secadores solares. os de 
exposição di reta e os de e\posição indireta. Ambos podem ser de 
convecção natural ou forçada. Os de exposição md1rcta podem 
ser ainda pro" 1dos de pré-aquecedor 

Secador solar d~o: cxrxhiCào dircta É assim chamado porque o 
produto posto a secar recebe di retamcnte a radtação solar No 
caso de secadores para utilização doméstica. uma área de 2m! é 
sulic1cntc. além de faci litar a sua util ização c ser de fácil 
construção. 

Os secadores solares devem ser inclinados de um ângulo de 
no mlnimo igual a lmitude do lugar onde serâo instalados Neste 
trabalho o ângulo de inclinação escolhido foi de 33.5°. ou seja. a 
latitude do lugar acrescida de I 0° A temperatura do ar no mtenor 
do secador 'ar ia de 80 a I 00°C. dependendo de o secador ter um 
ou dois' idros de cobertura (duplo vitral). 



De um modo geral. os secadores silo constituídos de uma 
caixa rctangular, devidamente tsolada na parte inferior e 
recoberta por uma lâmina de vidro plano transparente. Entre a 
lãmma de 'tdro c o isolamento. é colocada uma chapa 
abson cdora pintada de preto fosco. sobre a qual os produtos silo 
postos a ~cear. As extremidades devem h:r aberturas tcladas. a 
fim de permitir a circulação de ar que, ao ser aquecido por 
convecção pela chapa abson·edora. carrega a umidade do produto 
através de uma corrente convcctlva A figura I apresenta 
esqucmattcamente a posição do secador solar de exposição di reta 
em relação ao sol. 

......... 
Sul 

.-
Norte 

figural - Pos1çâo do secador solar de e\ posição d1rcta em rclaçllo ao sol 

Secador solar de e\oosicão tndireta. O secador de exposição 
indireta é formado por um eoletor plano acoplado a uma câmara 
de secagem com prateleiras, feitas em geral de tela de arame ou 
de chapa perfurada, onde ficam depositados os produtos a secar. 

O coletor plano recebe nesse caso o nome de pré
aquecedor. A única dtferença entre este tipo de secador e o 
antcriom1ente descrito é que. aqut, o vitral pode ser fixo. 

O secador de exposição mdireta pode ser de convecção 
natural ou forçada O secador de comecção natural consiste de 
uma cãmara de secagem e uma chammê que servem para regular 
o fluxo de ar quente (fig.2). O secador de convecção forçada é 
idêntico no de convecção natural. apenas diferenciado pela 
presença de um exaustor cuja finaltdadc é aumentar a ctrculação 
do ar aquec1do na câmara de secagem. 

A relação entre o câmara de secagem c o pré-aquecedor é 
de I m l de câmara para 8m2 de pré-aquecedor. 

A secagem p<>r exposição md1rcta tem grande aplicação na 
agnculturn. principalmente para grandes quantidades de grilos 
Nesse caso. os secadores precisam sofrer uma modificação em 
sua geometria e serem transformados em silos-secadores ou 
arma,réns-secadores. que tanto scr,em para estocar o produto 
agricola como para mantê-lo cm um grau de umidade adequado à 
sua conservação. 

figura 2- Secador solar de expos1çAo mchreta (conforme Be1..crra [3D 
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PROJL 10 DO SECADOR SOLAR 

O secador solar construido e utilizado no experimento 
encontm--.c detalhado em Pere1ra e Olh e1ra ( 1996) c apresenta as 
segumtcs características: Ca1\a do secador e tampa em madeira. 
isolamento térm1co constituído de camadas de la de vidro e 
serragem: chapa abson•cdora de ferro galvani7.ado (3mm de 
espessura) pintada de preto fosco: cobertura transparente de vidro 
plano (duplo 'ttral ). tela metálica para proteção contra insctos: 
dobradiças em metal cromado: suporte metálico: e área mterna de 
1.5 m=. A figura 3 mostra o protótipo con:;truido. 

O JACINTO D' AGUA !AGUAPÉl 

Conforme detalhado em Roquctte Pinto e Paoliello ( 1996) c 
Oliveira et ai ( 1997). a planta aquática .. Etchhomia crassipes .. 
macrófita da familla das pontederiáceas conhecida em todo 
mundo como Jacmto d"água. tem no Brastl diversas 
denominações como barone.t.a, cnmalote. aguapé, gigoga e outras. 
Esta planta possui características especiais que possibilitam seu 
aprovel!amento industrial nas áreas de tratamento de enucntcs 
sanitários ou mdustnais. energia. recuperação de 
microcomponentcs valiosos de rejeitas industriais. indústrias de 
rações. fertilizantes. papel e fihras 

As caractcrlsticas que fazem do aguapé matéria-prima 
apropnada para o desenvoh 1mento da btotecnolog1a stmples c de 
baixo custo são: 

- Nati\a da Aménca do Sul prolifera abundantemente durante 
todo o ano: 
- Possui velocidade espantosa de crcsc1mento de biomasso: I 
tonlha/dia de matéria seca Ocz plantas se multiplicam cm 
600.000 unidades e cobrem 4 050 m2 (I acre) em 8 meses: 
- Tem grande capacidade de sobre\ I\ êncm em me1os hídncos 
poluidos; 
- Absorve através de suas rai;es substâncias tóxicas orgânicas e 
inorgânicas e retém particulas sólidas em suspensão. 

Acilo despoluidora do a&uap6. A açilo despoluidora do aguapé 
é reali7ada atra,és de 4 (quaLro) mecanismos que são 

- Açifo filtrantt - Com suas ral7es em forma de cabeleira. esta 
planta retém o material particulado em suspensão, como argila c 
partlculas orgânicas. 
- Absorçdo - Através de suas ral,res o aguapé absone, de corpos 
d"ãgua poluídos. meta1s pesados ( Ag. Pb. Hg. Cd e outros). 
compostos organoclorados c organofosforados. cianctos, amõnia 
e fenóis. 



- Ox1genaçao - Através dt: sua parte aérea, o aguapé transfere 
oxigénio do ar para o corpo hídrico. oxigenando a massa de água. 
- Açao btoquímtca - As ral7es das plantas. OuiUnndo nas águas 
poluídas com nutncntes. descn\·ohem um ecossistema comple\o 
c dmãmico onde. além da absorção de nnrogcmo e fósforo pela 
planta. se processa mmbém uma inten~ atividade bacteriana. 
Estas bactérias promovem a oxidação biológica dos compostos 
orgámcos degradáveiS abaixando a OBO (demanda bioqulm1ca 
de oxigenio) e a OQO (demanda qulmica de oxigêmo), lnd1ccs 
esses, indicadores de poluição orgânica. 

Utilização do aguapé oara tratamento de efluentes sanitário:- e 
mdustriais. O SIStema de despoluição ~nitária utilizando o 
aguapé já é bastante conhecido em todo o mundo. mas ainda 
pouco conhec1do e utilizado no Brasil. Cm ctdades dos Estados 
Unidos. como San Diego na Califórnta c Orlando na Hórida. o 
tratamento do esgoto doméstico é feito utilizando esta planta, já 
extstindo empresas especializadas nesta tecnologia. Mesmo cm 
cidades de clima fno como Austin no Texas. onde há necesMdade 
de estufas para o cult tvo do aguapé. esta matéria-pnma é 
largamente empregada Com a ultltzaçJo deste sistema. o 
nitrogénio é redu.-ido a I ,5 mg/1 e o fósforo a 0.2 mg/1. nlvcis 
abaixo do permitido, reduzindo também os cohfom1es e os 
sólidos cm suspcns!lo em 80%. 

O tamanho c o custo de um sistema de despoluição 
utilizando o aguapé dependem de vários fatores, tais como. fluxo 
c características do efluente, padrões requendos para o efluente c 
processamento do sistema Um sistema de dcspolutção sanitána. 
com utilização desta planta. projetado pam tratamt:nto secundário 
c terciário. tem um custo 80 °o menor do que um St)h:ma 
tradtcional secundâno 

Para o tratamento de efluentes industriais. esta tecnologta 
tem caracterist•cas vantajosas, pois o aguapé remove 
simultaneamente uma grande vanedadc de susbstâncias tó\lcas. 
bem como metais pesados Tal sistema é s1mplcs e cconômico. 
sendo portanto muno mats 'tável que os tratamentos tradictonats 

Aproveitamento da bjomassa Uma das vantagens do aguape 
como matéria-prima é que ao mesmo tempo que despolut o 
reJeito industrial por absorção, ele concentra em seus tec1dos os 
materiais absorvidos. A recuperação destes materiais é de gra11dc 
interesse, pois não só algumas substâncias poluentes s1io de valor 
elevado, jusulicando sua recuperação para serem reciclados na 
própria indústria. como existe a possibilidade de se ullhlar o 
aguapé com o obJellvo cspecllico de recuperar materiais valtosos 
lal é o caso da prata. do ouro e de outros elementos que muna.~ 
'ezes não contam amda com uma tecnologia adequada para u ~ua 
cxtraçllo em corpos d'água, onde se encontram em inlimas 
concentrações, mas CUJO valor viabilizo suo recuperação dos 
teCidOS das plantas. 

O aguapé depois de utilizado em efluentes industriais. pode 
ser quetmado dtretamente ou utili ... ..ado cm biodigestores No 
primetro caso pode-se recuperar das cint.as elementos \alloso~. 
para reciclagem na mdú~tria. apro,ettando-sc o resíduo como 
fertilizante. Também se pode recuperar substâncias da lama 
res1dual dos biodigcsLOrcs empregando o resíduo. do mesmo 
modo, como fcrtilit.31lh: 

Os subprodutos do trotamento de efluentes sanitários são de 
grande valor comcrctal como adubo orgânico. ração. fibras tê\. leiS 
c papéis especiais. 1\tra.,.és deste vegetal pode-se transformar a 
protelna do efluente sanitário em concentrado protéico para a 
alimentação Ao prodULir esta proteína. as plantas rcmo.,.cm 
aproximadamente de 5 a 9 kg de mtrogcnio por dia. por acre 
( 4.000 m2

). o que corresponde à formação de I O ton de proteína 
por acre. por ano 

Além destes produtos comercialiláve1S. o agunpé fornece 
biomassa adequada para digestão anacróbica produzindo biogâs 
nco em metano. A planta seca ao sol também p<ldc ser utilizada 

como combustlvcl. sendo seu poder calorifico da ordem de 
12.500 kJ/kg, o que nao é desprezível 

DESCRICÀO DOS EXPERIMENTOS 

As medições foram realizadas no terraço do préd1o da 
Escola de Engenharia da Universidade Federal Fluminense 
durante o perlodo de abril à d..:zembro de 1997. Os experimentos, 
que conststiam cm f:uc.:r o monitoramcnto por computador das 
temperaturas ating•das durante os h:stes. toram divididos cm duas 
etapas: desempenho do secador. e desidratação do aguapé c 
dctcnninação da um1dadc. 

O sistema de monitoramento das temperaturas é composto 
por cmco controladores e apresenta as segumtes caractcri)ticas 
básicas: cinco ~cnsorcs do tipo P'l 100 (tcrmorcsistêncin): escala 
de - 50 °C a 250 °C c incerteza de 0.3 %. 

Desempenho do secador. Com a finalidade de se analisar o 
dc.."Sempcnho do secador solar construido. pamu-"C para 
C\periênctas mcdmdo-se as tempenuura-; Jo ar cm tn!s pontos na 
entrada (sensor ~I), no interior (sensor <;3) e na saída do secador 
solar (sensor S2) c mnda, em d01s ponto~ da chapa absol'\ cdora 
(senson:s S4 c S5), sem a presença de nenhum Item posto a secar. 
Posteriormente. partiu-se para a análise do tempo de secagem de 
uma determinada quantidade de aguapé 

Os testes foram desemol\ idos com um SIStema de med1ç11o 
monuorado por computador. com ISSO. fo1 possí.,.el med1r u~ 

temperaturas com resolução de 0.1 °C cm intervalos de tempo de 
5 cm 5 minutos durante 24 horas mimcrruptamente. 

As figuras 4 c 5 mostram a variação das temperatura~ do ar 
na entrada. na saida c no mtcnor do secador solar, c da chapa 
absorvedora cm função da hora do diu durante o experimento. 
Durante os expcnmcntos foram obscl'\•adas inversões na.' 
correntes con\CCtl\as. evidenciado pela \anação das 
temperaturas do ar na entrada ..: na sa1da do secador solar. em 
função dos ventos 

Para se calcular a eficicnc1a do secador durante todo o 
processo de secagem. adotou-sc, então. a seguinte cxprcssl!o. 
proposta por Lawrence ( 1990): 

11 , =L ma. Co. (T.- ~) 
A .J I' ~. 

Onde m. c c. sao o nuxo de massa c o calor especilico do 
ur. T, e r. são as temperaturas do ar na suida e na entrada do 
secador. Ap é a área da placa absorvedora c lb, a radiação solar 
mcidentc sobre a placa. 
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Figura 4 • Vanaçào da temperatura no sccndor solllf na ausenc1a do 
aguapé. cm 21 /05~7 
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rigura 5 • Vannçdo da tcmpcratur:l no ~c:cador wlar na presença do 
aguapé, em I S/05/97 

Conforme evidcnctado nas figuras 4 e 5, as mâximas 
temperaturas alcançadas no tntcrior do secador. ocorrem no 
período das 10:30 às 15·00 hs. 

Como alternativa para o aumento da eficiência do processo 
de secagem fora dos horários de maior intensidade solar. pode-se 
utilizar um secador híbrido. Neste senttdo. testes estilo sendo 
realizados cm um protótipo utili1..ando-se de energm solar c de gãs 
como fontes energéticas. 

Desidratação do aguaoé c cnrnctcrinc:lo como combusthel. O 
aguapé uuli7ado nos c'pcnmentos fot coletado em um ststema de 
tratamento de esgoto samtáno doméstico. tmplantado pelo 
Instituto Nacional de Tecnologta cm convênio com a Secretaria 
de Meto Ambtente da Prefeitura de l"itcrói ( 1996). 

Para se agthzar os e\pcrtmcnto). ib plantas foram coletadas 
cm grande quantidade c manudas em um tanque com água no 
Laboratório de Energia Solar da Uff (LAES). 

A finalidade do c\perimento fot a detcrmmação das 
propriedades llstco-quimtcas da planta após o processo de 
secagem solar por e'postçâo dtrcta. 

Os parâmetros monitorados durante o processo de secagem 
no secador solar foram os pesos iniciaiS c finais das amostras, e a 
\atiaçllo dns temperaturas nos sensores SI. S2. S3, S4 e S5. 
mantidos nos mesmos pontos do experimento que avaliou o 
desempenho do secador 

As amostras eram retiradas do tanque e colocadas sobre 
urna mesa paro que o excesso de água pudesse sair das raízes. 
Apresentavam folhagem verde. raízes pretas c úmidas. Após 1 
hora. aproximadamente, era feita a pesagem da amostra ( 12 
plantas em média) cm uma balanço de precisão. 

Após a pesagem, as plantas eram levada) ao secador solar. 
dispostas uniformemente sobre a chapa absorvedora. conforme 
mostra a figura 6. e era iniciado o sil>tema de monnoramento das 
temperaturas 

Figura 6 • Disposição das planL!b sobre a chapa absorvedora 

Os experimentos de secagem solar do aguapé tiveram, em 
média, uma duração de três dias. Ao final, as amostras eram 
recolhidas. levadas ao LAES para a pesagem e envtadas ao INT 
para a análise das caractcrlsticas finais da planta. 

Na tabela I, a segu1r. destacam-se algumas caractcristicas 
da desidrata~o do aguapé· 

Tabela I · Caractcrlsucas do processo de secagem solar das 
amostras de aguapé 

CARACfERISl JC,\ Al\IOSfRA A~tOSTRA 

2 3 

Peso mtctol (l..g) 2077.31 2 127.65 2 968.66 

Umidade IOICIIll (% em 86,9 87,3 87.4 
peso) 

Peso final (kg) 331.12 298,33 399.54 

Um1dadc final (% em 17,85 9,43 6.38 
peso) 

Tempo de secagem • 25,5 horas 24,0 horas 24.5 horas 

• Tempo efetivo de secagem considerando o "dia solar'' das 8:00 
às 16:30 hs 

Para o cálculo da eficiência do processo de secagem solar, é 
necessário que se relacione o tempo de secagem d com a 
eficiC:ncia do secador solar. RelaciOnando-se. também. as 
um1dades m1cial e final do produto posto a secar. tem-se: 

Onde U, c Ur sdo as umidades inicial e final do produto c 
Wrru é o peso de matéria seca do produto. Com isso. a eficiência 
calculada para o processo de secagem solar foi, em média, de 
16, 1%. 

A caracterização do aguapé como combustlvel loi realizada 
pelo INT, segundo os métodos de análise descritos na tabela 2, 
comuns para carvões minerais. 

Tabela 2 • Métodos de análise 

DETERMINAÇÓES J\IITODOS 

Um1dade total (01. peso) ABNT NBR • 8293 

Um1dade de anàhse (0 o peso) ABNT NBR · 8293 

Teor de cmzas (01• peso) ABNT NBR • 8289 

Teor de matc:ria voléul (~• peso) ABNT NBR · 8290 

Teor de carbono fixo (01o peso) ABNT NBR. 8299 

Poder calorifico superior e ASTM O . 1989 I ASTM D - 3286 
mfcrior (IJ/kg) 

Teor de carbono, h1drogêmo e 
Nitrogtmo (%peso) 
Teor de cn'<ofre (%peso) 
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Aparelho LECO AC • 350-
método isoperibol 
ASTM D • 5291 · 

Aparelho LECO Cl !N • 600 
ASTM D • 1552 · 

Aparelho LECO SC • 32 



A tabela 3. consolida a caraclcrizaçi!O do aguapé após o processo de secagem solar e subsidta no estabelecimento de pariimclros 
para a queima direta da btomassa resuhantc em caldeiras e fornos a lenha. 

fabela 3 • -Caracterização do aguapé antes e após o processo de secagem solar 

AMOSTRA 1 AMOSTRA 2 AMOSTRA 3 

DETERM INAÇÕES úmida seca•• úmida seca•• úmida seca•• 

Umtdade total(% peso) 86.90 - 87.3 - 87.4 
Umidade de anãlise (0 o peso) - 17.85 9.43 - 6.38 
Matéria \Olátil não aquosa (0 o peso) 8.27 71.62 8.23 79.81 8.22 83.03 
Teor de cinzas(% peso) 1.67 10.53 1.66 10.76 1,68 10.59 
Teor de carbono(% peso) 4.30 37.73 4.28 38.34 4.28 39.39 
Teor de htdrogênto (~o peso) 0.63 5.71 0.63 5.93 0.62 5.48 
Teor de mtrogênio (%peso) 0.11 0.97 0.11 1.01 O, 11 0.98 
Teor de enxofre (0 o peso) 0.051 0.45 0.05 0,38 0.05 0.12 
Teor de oxigênio (0 'o peso) 4.92 44.61 4.90 34.15 4.91 37.06 
Poder calorifico superior (kJikg) 1644.40 8005.51 1636.87 15153.36 1637.48 15529.80 
Poder calorífico inferior (kJikg) 1501.90 7311.77 1495.02 13840.43 1492.31 14251.56 
Perda na 9ucima ~% 2esol 98,33 

• Dados do lnstuuto Nac10nal de Tecnolog•o 
•• Determinação em base umida 

CONCLUSOES 

Verificou-se através dos resultados obtidos. a possibilidade 
de utilização do aguapé cm queima, como substituto total ou 
parcial da lenho.. em função de sua alta produtividade. 120 
ton.lha ano de material seco, como também pelo constderável 
poder calorifico de 14.00 MJ/J...g, que gera energia final de 
1.680.00 MJ/ha ano. Esta quanttdade de energia comparada com 
126.80 MJ/ha ano provmda da lenha norcst.al. conforme a tabela 
4 abatxo. demonstra a potcnctahdade de \Ubstituiçllo. 
contribuindo asstm para a rcduçao dos desmatamemos ou 
dtsponibihzando áreas para plantio de alimentos. 

Tabela 4 - Comparação entre as produções de energia 

Biomaua 

A&uapê 
• Marêna seca 

Cana dt 

Produthidadt anual Poder 
Calorifico 

Biomaua Combu•thtl ( IW/kg ou rn)) 
lolllha 

ano 

120 t20 ron 14 4$44~ 

Energia 
fin al 

MJ/ha 
ano 

1.734,S328 

açuu r 60 4 200 I 29 636.20 98,230 
• Âlcool • 60 18 10n 9 434,26 I 69,817 
·Bagaço 
(S0°o um1do)• 
Floresta 
·Lenha • t2 12ron 10 SSUO 126,6S4 
-CaJ'\,io • S Sron 2842400 142,120 

• Balanço Energético Nactonal- 1993 • Mtnlstcno das M111as e lncrgia 

Para o uso do uguapé como combustível. substitumdo a 
lenha na queima dtreta, tomam-se necessários os seguintes 
procedtmentos; 

I - redução do teor de água pura no má.\tmo 25 ° o. atra,·és 
de processo de secagem natural. 

2 - compactação. para a formaçilo de briquctes. vtsando 
ollmtzar o transporte e tomar o tempo de quctma compatlvel com 
o da lenha; 

3 - adequar as condições dos cqutpamento:.. buscando 
mruor eficiêncta na queima, 

4 - testes de campo cm caldetras e/ou fornos a lenha. 
utilizando o aguapé como combustlvcl e consequememente. 
análise das emissões gerada!>, permitmdo concluir sobre a 
viabilidade técnica. econômica c ambiental. 

89.46 98.34 89.24 98.32 89.41 

Nos úhimos anos, um gront.lc número t.le trabalhos 
experimentais realizados por pesquisadores de vánas partes do 
mundo, principalmente dos poises equatoriais c do hemisfério sul. 
compro,aram a eficácia dos secadores solares na desidratação de 
produtos agricolas. 

No presente trabalho utllitou-sc um secador de C\posiçào 
direta para a desidratação da planta aquáttca jacinto d'água 
(aguapé) Obte\c-se. em médta. uma reduçllo de 85°o em massa. 
eficiência do secador solar de 20.2 °o. e eficténcta do processo de 
secagem solar de 16.1 ° o. mostrando-se a 'iabihdadc do processo 
de secagem solar desta planta 't'iando o apro,ettamento de sua 
b10massa Ressalta-se ainda. a tmportãncia desta maténa-pnma. 
tendo em vista sua produthtdadc stgntficauva possibthtando o 
seu apro\eitamento energético c na obtenção de produtos 
comercializáveis. tais como adubo. raçllo. papel e proteina. 

De acordo com os rcsuhados obtidos para o aguapé. que 
apresenta uma umtdado:: de apro\tmadamentc 87~o. pode-se 
concluir que o processo de secagem solar é perfeitomentc viável 
para a secagem de qualquer produto que apresente ahos teores de 
umtdadc. 
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SUMMARY 

The tran..ient, ttuo dimen..ional no~charring material~ ver1ion of a numerical model 
developed to ltudy the ignition of charring and no~charring material. tulll u.sed to 
analy1e the ignition proceu of polllltyrene tuhen 1ubjected to a monochromatic radiation 1ource. 
The model h111 the 1ignificant feature of coupling the •olution for the •olid and ga• ph111e 
through the boundary condition.. at the g111j1olid interface along tuith a globalfinite rate thermal 
degradation for the •olid ph111e. The predictioM yield phy1ically realuti.c renlt., and in 
particular ignition delay ii compared tuith good agreement again..t publuh.ed ezperimental data. 

INTRODUCTION 

Fire initiation of solid materiais has been the 
focus of numerous experimental and theoretical 
invest1gations, however, despite the large volume 
of work alrea.dy performed, the physically complex 
intervening mechanisms, to a great ext.ent, remain 
to be understood. ln this area a major challenge, 
one among many others, is the formulation of a 
theoretical model capable of describing the ignition 
of actual solid materiais. This model, if available, 
would provide not only the background for a better 
understanding of combustion phenomena, but also the 
basis for matenals fire safety and enhanced design of fire 
detection and protection devices. 

Over the years, analytical and numerical models 
ha.ve been reported with different degrees of 
sopbistication. The complexity of the ignition 
process, however, requires different assumptions to 
make t.he problem tractable. Ignition delay often 
is predicted without solving the equations for tbe 
surrounding air llow, which is the case, for 
example, of the analytical work of Ohlemiller and 
Summerfield (1971 ), and of the numerical work of 
Nelson et al. (1997). While t.he momentum and species 
equations when modelling combustion in air, were 
included , as for example, in Lhe one dimensional model 
with aLtenuation of radiation in the solid and gas 
phases proposed by Di Blasi et ai. (1991), and the 
approach by Chandrasekaran et al. (1996) in which the 
attenuation of radiaLion in the solid and gas phases is 
not considered. 

The primary mode of energy transfer in fire 
initiation and propagation is thermal radiation, as it is 
well established in tbe studies, among others, by Quin
tiere (1975) for room fires and by R.amachandra (1995) 
for microgravity fires . The energy transferis affected by 
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tbe ra.diation att.enuation caused by the solid material 
itself and/or by tbe volatiles resulting from Lhe solid 
decomposition, in particular those with strong absorJr 
tion bands. The radiation properties, and in particular 
surface reflectance and absorption, and gas absorption , 
vary greatly with tbe source wavelength which a.dds a 
further degree of difficulty to Lhe analysis and under
standing of the ignition process. To circumvent this 
particular difficulty in Lhe present work , the process 
will be studied for a monochromatic radiation source. 
Relevant information and experimental guidance for 
this study were found in Kashiwagi (1982) for the radi
atioo absorption by tbe concentration plume formed by 
the gaseous decomposition products, and in Ohlemiller 
and Summerfield (1971) who indicate that in-depth 
ra.diation absorption can bave a very strong effect on 
ignition data obtained with a ra.diative energy source. 

MATHEMATHICAL MODEL 

[n the present work , the transient, two dimensional, 
non-charring materiais version of a numerical model 
developed to study the ignition process (Esfahani , 
1998) is used to emulate the experimenta reported in 
Ohlemiller and Summerfield (1971). ln these experi
menta, solid samples were irradiated by a continuous 
co2 laser beam (10.6 1-'m) in a quiescent atmosphere, 
oxygen chamber for auto ignition tests. The primary 
objective wa.s to study the influence of the externa! 
radiant heat flux upon the ignition delay. 

ASSUMPTIONS 

ln view of the complexity of the physical situation 



to be dealt with , a.nd to simplify the modelling approach 
the following assumptions were made: 

i} negligible surface regression, 

ii} constant tbermal properties, 

iü} negligible radiation from the reacting volatiles to 
the solid surface, 

iv} no photo-degradation, 

v) negligible storage of mass and energy in the inte
rior of the solid due to the volatiles, 

vi) migration of volatiles within the solid is only to
wards the interface surface, 

vii) the air within the solid is at constant pressure, 
and 

viii) the circular beam is approximated by a square 
cross-section beam. 

The first two assumptions (i} and ii}}require some cau
tion, as their validity is not universal, and it may not 
apply to cases dealing with high temperature and/or 
high temperature gradients, but in general they are 
reasonable for ignition threshold and early fire devel
opment. Assumption iii} is acceptable for fires occur
rmg in pans with a characteristic length less than 0.1 
m (Kasbiwagi 1994), which corresponds to the cases 
to be analysed in this study. Assumption iv} is satis
fied because the radiation from an externa! source as 
used in the laboratory tests has the visible or infrared 
wavelength with a Jower quantum energy l.han the bond 
dissociation energy of molecules (Hawkins 1984}. For 
example, the quantum energy of a co2 laser beam es
timated with the Planck 's Jaw is 11 kJjmol, which is 
an order of magnitude Jess than the dissociation energy 
of chemical bonds. Assumptions v) and vi) are valid 
when tbe characteristic time of the intraparticle ftuid 
flow, based on the characteristic diameter of the pores 
or tracheids tbrougb which volatiles escape, is shorter 
than the characteristic time of tbe solid degradation. 
Assumption viii) is valid when tbe heat diffusion scale 
in the radial direction is much smaller than that in tbe 
vertical direction, i.e., 

le/ R2 << lefL2 (1) 

where k, R, and L are tbermal conductivity, radius 
of t he beam, and diffusion lengtb in tbe vertical 
direction, respectively. The diffusion length in the ver
tical djrection can be scaled by {at) 112 , replacing tt1is 
in Eq. (1) results: 

le/R2 << lejat (2) 

o r 
t << R2fa (3) 

tbis condition, Eq. (3), is satisfied for ali cases studied 
for tbe ignition process. 
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FORMULATION 

A schematic diagram of the physical configuration 
to be analysed along witb the coordinate system and 
boundary conditions is sbown in Fig. 1. The two
dimensional solid region, mimicking polystyrene, is 
based on rea.l dimensiona of 6.35 mm for tbe width 
and of 2.5 mm for the thickness, and 1t is localed at tbe 
lower eod of the computational domain wbich is 6.35 
mm wide and 15 mm height.. The buoyancy-driven ftow 
of air, volatiles and combustion gases occurs right above 

Extemal Radiation a lP =o ar I I I I 
I I I I 

v v v v 
U= O 
a v =o ax 
a v =o ax 
a T =O 
rlY 

t 
Hotpatdl 

la T =O ax 

GASPHASE 

• U=O V:V. 
a v. 

pD~=m5(Y, · I) 

T=T, 

D~=m5Yo p a y 

SOLIDPHASE 

a T =O ar 

a u =o ax 
a v =o ax 

T :T0 

Y:~ 

--
l 

IX 

lntafacc 

aT-o a-x-

Figure 1 - Physical configuration of radiative ignition 
of a solid fuel in qujescent air, including the boundary 
conditions used in the simulation. 

the polystyrene, and the computational region was cho
sen large enough to capture t he maio features of the 
ignition process in wbat concerns time development of 
temperature, fuel fraction and velocity. The ignition is 
initiated by incident. radiation that heats up a 4.5 mm 
patcb at the central region of the polystyrene surface in 
contact witb the flow. The pbysical properties are se
lected in tbe range of those typical for polystyrene and 
for air/combustion gases at atmospheric conditions. 

The mathematical model follows closely that re
ported in Esfahani (1998}, and it is largely based on 
the model proposed by Ohlemille.r (1985}. The unique 
feature of the present model is the coupling of tbe so
lution for the solid and gas phase tbrough the bound
ary conditions at the gasfsolid interface. The model 
also includes a global finite rate thermal degradation 
for the solid pbase and a global finite rate combustion 
kinetics for the gas phase as well as in-deptb absorp
tion radiation in the solid, and tbe attenuation of ra
diation by the gas phase. Both radiation effects, in
deptb absorption radiation io the solid and the attenu
ation of radiation by the gas phase, are assumed to be 
governed by the Beer's law (Sparrow and Cess, 1970) . 



The mam componeots of the model are succinctly sum
marized in Table 1. The model incorporates the par
tia! different1al equations governing continuity, momen
tum , and energy for the gaseous phase, and mass 
fraction for oxygen and vola.tiles, respectively. For the 
solid pha.se the constitutive relations describe kinetics 
of pyrolysis, consumption of the solid pha.se, mass bal
ance of volatiles, and energy balance. 

proposed by Lopes et ai. ( 1993) in their study of wild
land fires . 

Based on tests conducted with the model for dif
ferent time steps and grid sizes, it. was found that 
slow convergeoce and even numer1cal instability may 
arise at the thresbold of ignition due to the exponential 
formulation used for the combustion and gas absorp
tion submodels. These submodels participate in tbe 

Table 1- Mathematical model 

IGas phase model 

B~) +V. (pü~) =V. (fV~) + S; ~ = 1, u, v, T, Yi, h 

Equation ~ r~ ~ 
Continuity 1 o o 
Momentum: 

x-direction u 1-' 
BP 

y-direction v 1-' - ~: + ;t/l(T - To) 
Mass fraction: 

fuel (F) Yp .Jt... -A1 ezp(-E1 /RT) YoYpp2(= Sp) Se 
oxygen (O) Yo .Jt... SpvoMofMp Se 

Energy T * 
-SI! t::.H +I!Pz lo~{ ICPI! Jd 

~ 

~olid phase model for non-charring material 

~inetics of pyrolysis: r= Aezp( - E/ R:I',) 
k:;onsumption of solid : 8p,f8t = - rp, 
IMass balance of volatiles: 8mf8y = rp, 

IEnergy balance: 
m = J~ rp,dy 

p,c,8T,f8t + (T, - To) p, (-c, r+ c, r)+ mc,.8T,f8y = 
V.(A:, VT, ) + r 6 h+ K., loezp(K.,y) 

NUMERICAL MODEL 

The non-linear coupled partial differential equations 
are iotegrated by the contrai volume formulation to 
obtain the discretized equation set (Patanlcar, 1980). 
The convectivefdiffusive link coefficients are based on 
the hybrid scheme. The present formulation also uses 
a staggered grid wbere the velocity vectors are com
puted at. the centre of each contrai volume face with 
the scalar values computed at the centre of the con
trai volume. The equations governing fiuid flow, con
tinuity and momentum equations, are solved using tbe 
SIMPtEC procedure developed by Van Doormal and 
Ra1thby (1984) which is an enhancement to the ba
SIC SIMPLE algorithm (Patankar, 1980) and tends to 
provide improved solution times and numerical stabil
ity. The discrete equations are solved iteratively using a 
TOMA algorithm in conjunction with an additive cor
rection multigrid stra.tegy (Braaten and Shyy, 1987), as 
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simulation througb the source terms of the discretized 
gas pha.se governing equations for tbe fuel mass frac
tion and energy equations as shown in Table 1. They 
may lead to a bigh levei of stiffness of tbe solution as 
described by Roache (1972), and to partly remedy tbis 
particular difficulty, tbe source term in the energy equa
tion, which uses Lhe temperature as the dependent vari
able, is l4gged by one time step. The formulation em
ployed, based on extensive numerical testing, requires 
for accuracy and stability that the restrictions imposed 
by the Courant number (Roache, 1972 and Satob, 1983) 
be satisfied . 

PROPERTIES 

The parameters required to analyse numerically the 
ignition delay chosen for polystyrene (PS) are given in 



Table 2 along with their sources of reference. On a 
complete combustion basis, styrene (CsHs) reacts with 
oxygen at a ratio of 3.08, namely: 

CsHs + l002---. 8C02 + 4H20 (4) 

The reaction is exothermic and the heat of combustion 
is 41.57 MJ per kilogram of styreoe (Brandrup & Im
mergut 1989). 

Heat of gasification mcludes heat of degradation 
and heat. of vaporization . The heat of degradation of 
polystyrene is estimated to be 0.70 MJ/kg by Lengelle 
(1970), whicb is close to the value of 0.67 MJ/ kg for 
the heat. of polymerization given by Brandrup and 

size, the ignition delay for the laser flux of 0.21 MWjm2 

is used to evaluate sensitivity to different grid sizes. The 
ignition delay converges, by refining the grid, to avalue 
of 1.025 s. For a decrease of 33% of the grid size corre
sponding to a reduction from 5.55 mm to 4.20 mm, the 
ignition delay varies by 17%, while the variation is only 
1% when the grid is decreased by 33% from 1.90 mm to 
1.40 mm. It can be noticed, as expected, that solution 
convergence increases with decreasing grid size. 

The temperature profiles along tbe cent.reline of tbe 
plume predicted for the time of 1 s with five differ
ent grid sizes nearly coincide away from the surface, 
however grid sizes greater tban 2.80 mm yield poor 

Table 2 - Physical, kinetic and radiative propertie:~ of Polystyrene 

ff Property I Value Unit I R.eference n 
Molecular weight of fuel 104.15 
Density of virgin PS 1120 
Thermal conductivity of PS 0.17 
Specific heat of PS 1300 
Heat of combustion 41.57 
Frequency factor of combustion le9 
Activation energy of combustion 85 
Heat of gasification 1.14 
Frequency facLor of gasification 1otb 

Activatton energy of gas1fication 230 
Stoicbiomet.ric ratio 3.07 
Surface reflectivity of PS 0.05 
Surface emissivity of PS 0.82 
Radiation absorption coefficient of PS 8000 
Radiation absorption coefficient of S 4 
p -.. --- - --·. - '-

Immergut (1989). An accepted value for the heat of va
porization is 0.44 MJ/kg (Lengelle, 1970, and Boundy 
and Boyer, 1952}. Therefore, tbe beat of gasification 
can be estimated to be 1.14 MJ/kg. Thermal degra
dation products of polystyrene may include monomer, 
dimer, trimer, and tetramer wbich may account for 95% 
of t.he weight of the volatiles. Tbe monomer by itself 
may account for 62% of the weight at atmospheric pres
sure (Madorsky, 1964). 

The refract1ve index of polystyrene is taken as 1.6 
(Brandrup and !mmergut, 1989). Tbus, the reflectivity 
from a surface of polystyrene is predicted to be 0.05 by 
the Fresnel relation for dielect.ric materiais. 

NUMERlCAL SIMULATlON 

Here only a few typical tests for tbe vaJidat.ion of Lhe 
modelare reported; additional tests to assess and evalu
ate the numerical and phenomenological formulation of 
the model were reported by Esfabani and Sousa (1996). 
To determine lhe sensit.ivity of the solutions to the grid 

g/mol Brandrup & lmmergut (1989) 
kgjm;, Ohlemiller & Summerfield (1971) 
Wfm.K Oblemiller & Summerfield (1971) 
J/kg.K Brandrup &. Immergut (1989) 
MJ/Kg Brandrup &. Immergut {1989) 
m"/kg.s Krishnamurty & Williams (1973) 
KJ/mol Krishnamurty & Williams ( 1973) 
MJ/kg • 
• -1 • 
KJ/mol Pai and Macskasy ( 1990) 

• 
• 
Lubin{l969) 

m-' OhJemiller & Summerfield (1971) 
m- 1.atm- 1 • 

resolution in the vicinity of the surface. Therefore, a 
power grid distribution was employed to increase the 
resolution near the surface and still placing, at moder
ate computational cost, t.be top boundary condition at 
an appropria.te distance away from the higb tempera
ture region. Typical time step sizes in the vicinity of 
the ignition treshold are of the arder of 5 p.s. 

RESULTS AND DISCUSSION 

The temperature distribution for tbe tlux of 4 
MW J m2 is shown in Fig. 2 for three different times. 
The temperature distribution is stratified by layers par
aliei to the surface at 30 ms (Fig. 2(a.)}. Figure 2(b) 
sbows the temperature distribution at 42.2 ms, where 
the maximum temperature (1100 K) occurs as a layer at 
0.5 mm away from tbe surface. This maximum temper
ature is higher tban the yielding spontaneous ignition of 
styrene, in a.ccordance with Pai and Macskasy (1991), 
who reported a spontaneous ignition temperature or 
polystyrene in tbe range of 753-803 K. Tbe occurrence 
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Figure 2 - The evolution of temperature distribution for 
polystyrene subjected to an incident ftux of 4 MW Jm2 

at: a) 30 ms, b) 42 .2 ms (about the threshold of igni
tion), and c) 42.205 ms. 

of this maximum temperature above the surface is due 
to the combustion reaction. After 5 JJ.S have elapsed 
(Fig. 2(c)), although the stratification is still clearly 
visible, the highest temperature is located at the peripb
ery of lhe irradiated spot, as observed by Oblemiller and 
Summerfield ( 1971) with the help of bigh speed movies. 
This can be explained by the corresponding spatial dis
tribution for fuel mass fractions which are presented in 
Fig. 3 At 30 ms, the residual fuel mass fraction has 
a maximum value of 0.18, and its distribution is strati
fied by layers parallel to tbe surface which is shown in 
Fig. 3(a). At 42.2 ms the highest fuel mass fraction 
is found in the periphery of the irradiated hot spot as 
depicted in Fig. 3(b). This resulta from high diffusion 
of fuel to the peripbery of the irradiated region, and it 
creates the conditions to bave the highest temperature 
in this region rather than along tbe layers. Thus, one 
can conclude the location of the bighest temperature is 
strongly related to the fuel mass fractioo wbich is itself 
related to the a.mount of volatiles production and its 
diffusion. 

The ignition delay was predicted to be approxi
mately 42.2 ms while the measured value is about 
44.4 rns as given by Ohlemiller and Summerfield (1971) . 
The deviation is less than 5%, a remarkably good agree
ment, when tbe uncertainties related to the experimen
tal data and anput values are considcred; the thermal 
and chemical properties obtained from literature ma.y 
take differcnt values for similar products, but produced 
by different manufacturers. Also, the dynarnic values 
for combust10n reaction , degradation , and radiation are 
not devoided of uncertainty. 

Simulations conducted for lower heat fluxes, less 
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Figure 3- The evolution of fuel mass fraction dis tribu
tion for polystyrene subjected to a.n incident flux of 4 
MW j rr? at: a) 30 ms, b) 42.2 ms (about the threshold 
of ignition) , and c) 42.205 ms 

than -1 MW Jm~ indicate that thc highest tempera
ture occurs above the centre of the irradiated region. 
This can be explained on the basis that over tbe igni
tion delay (197 ms for a beat flux of 1 MW Jm2), for 
lower beat fluxes, the referencc time scale for ent rained 
air flow is shorter than that for diffusion of volatiles. 

CONCLUDING REMARKS 

The numerical model yields predictions which com
pare well with the published experimental data. Pre
dictions are well within the uncertaint.ies related t.o the 
experimental and numerical metbodologies, and tbe in
put thermal and chemical properties required by the 
simulation. Typical ignition delay are 197 ms and 42.2 
ms for heat fluxes of 1 MW Jm 2 and 4 MW / m ~ respec
tively. 

The predictions demonstrate the location of ~he 
highest temperature just at the threshold of ignition 
is strongly related to the fuel mass fraction distribution 
which is itself related to the thermal degradation prcr 
cess rate and diffusion of volatiles. 
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SUMÁR IO 
Ertt! trabalho aprnrnw l' dtsclllt' os principats poluentt!S fomuulos durontt' o pwcesso de combustâo 

11/fllt'S e material partículado na corrt!/1/e gasosa) l' stus efel/os na atmosfera /efeito estufa. chtll"a áâtla. 
1 wlnltdade do ar, nc ). Os resulwdos apresemados são relam•o.s a mstalaçôt>s temrelétricczs e para (I 

análise comparatil'a das emissõt's foram l'Scol!tidcu plantas de 100 MW dt potêncw Otferentes tipos dt! 
cnmbustíl·eis são an(l/isados. associados a cadati110 de tecnologia de conversiio. 

INTRODUCÃO 

A geração térmrca é a torma m:Hli empregada mundtalmcntc 
para a geração de cletricidadc, \cndo possível a uttlização de 
combustÍ\els fó\,el\ ou renová\'els TradiciOnalmente. as reser. as 
c o custo do combustível eram O\ fatores dctcrmmantes na opção 
pelo ciclo térmu:o a ser empregado. Os problemas ambtentais, 
porém, despcnarum preocupações '>Oci:us e a crioçno de limites de 
emissões de poluentes por parte de órgãos públicos 

Embora no Bra~ll a geração ~eJa basicamente hidroclétnca, 
espera-se um "gmlicali\'O aumento da contrihu1ção da energia 
clétrica gerada por usma\ térm1cas (devidO à nova 
regulamentação c à pnvauzaçao do setor elétrico). seJa para 
afastar a possibilidade de black·olll's. 1>eja pelo incremento de 
disponibilidade de gás natural, 'ejt1 pelo intcres~c do produtor 
mdependentc de cletric1dadc cm empregar SIStemas de cogcração. 

Este trabalho analisa as emll>\Ões as~c1adas à geração 
termclétnca, constdcrando as tccnolog~as. c1clos a vapor. motores 
de combustão interna de grande porte (diesel nova1s), turbinas a 
gás e ciclos comblllados. Os combustíveis considerados são o 
carvão, óleo combustível. <Sico dtescl. gás natural c biomassn 
(bagaço de cana c cavaco~ de lenha). 

Para uma amihsc comparauva de errussõe!> poluent~ (C01, CO, 
sa:. material panlculado c 1\0,) toram admitidas tecnologta~ 

d1~ponfvcis comcrcullmcntc. para Ullkl mstalação tcnneléuica com 
uma unidade de 100 MW. No ca.'>n dos motorc' d1escl, supõem-se 
várias unidad~ de grande porte operando em paralelo (duns ou três). 

Uma comparação entre os requ1~1tos defimdos pela legislação 
bras1le1ra pcrtmcnte. e os requl\ltos definidos por outros paÍM:\ 
parece indicar a necessidade de rc\'lsão dos hmltel> legais de 
em1ssões gasosa~ estabelecidos para o país. 

A PROBLEMÁTICA AMBIENTAL 

O potencial poluente das diferentes substâncias formadas 
durante o proccs\o de combust1\o c seu impacto sobre o amb1cntc 
clou sobre o saúde humana tem sido mouvo de extensas 
pesquisas muludisciplinares, englobando desde pcsqu1sadorcs da 
área de combustão até meteorolog1sl~ e tox1colog1stas. 

As em1ssõcs de gases poluentes provementcs da combust3o 
podem ser di\ 1d1das. a gro!>SO modo, entre as de tmpacto gJobal c 
ns de 1mpacto local. 
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As cmtssõe~ de 1mpacto global contribuem. JUnto a emissões 
de outra~ ongcn~. para o aquecimento da Terra, re~ponsóvcl pelo 
efeito estufa (grernhouse l'ffect). llá gases que ocorrem 
espontaneamente na naturcn c que são responsáveis pelo efeito 
estufa. l U! \ como o co2. o \apor de água e o metano. Embora 
1mprcscmdí,el para a sustentação da vida no planeta (mantendo a 
temperatura da btosfcra ucntro de limite~ adequados). o efeito 
estufa pode também ocasiOnar um aumento na temperatura médio 
da Terra (com efeitos enormes sobre o t:lima), caso aumente 
sub~tancialmentc a concentração dc~tes gases 

Cienll\tas tem alenado contra a CffiiSSão de co~ e CHJ de 
ongem fó\~11. que têm apresentado t axa~ crescente~ de 
concentração na atmosfera Isto pode ser c' tdencwdo através de 
e~tudos rcahzudos cm gcle1ras, de onde se pode venficar os 
caracterí~ttcas atmosféricas de milhares de anos utrál.. bem como 
através de regl~tros c estimativas de concentração de col. que 
demonstram um aumento uc nprox1madamentc 290 ppm em 1870 
para 335 ppm cm 1995 e proJeção de 363 ppm para o ano 2000 
(Kural, 1994). 

Além do~ ga~cs de ncorrência natur<tl, contnbuem tumhém 
para um possível aumento de temperatura compostos organo
clorados de u<,o frigorífico Csmtetttados anificialmente). como os 
CFC's c o<, HCFC"s. EMes compostos foram também 
1dentificndo~ como rcspon~áve1s pela destrutção de parte da 
camada de ozónio da cwatosfcra. que protege a superfície 
terrestre contra raios cósm1cos. O estabelecimento de um prato 
intemacwnalmcnte aceito parn a eliminação dolo CFC's c HCFC'l> 
foi uma tlccis!lo importante na luta a favor da preser.•açào da 
camada de ozômo. 

As cmtssões de 1mpacto local são as nssoc1ndas à dcpos1ção 
ácida, ao smoR fotoquímico e ao material paniculado. 

As emissões de óxidos de cnxôfrc c de nitrogên1o são 
responsáveiS pela deposição ácida. Duas formas de deposição 
podem ocorrer para estes gases. denommados de seca c úm1dà A 
deposição seca é atnbuída à dcpos1ção destas substánc1a~ 

d1retamcnte no solo e a dcpos1ção ú011da ocorre quando estes 
gases se ox1dnm formando o 112SOJ e H2NO~ e sofrem dissolução 
em água, formando ãnions SOJ c N03 que depois são depositados 
na crosta JUntamente com a oigua da chuva É sabido que estes 
gases provocam doenças respiratórias. comprometem a qualidade 
do solo. comprometem a quolidade da água de nos. lagos e 
lençóis frcáucos c podem entràr na cadeia alimentícia. 



O ~mog foto4ufmico é causado por complexas reações 
qufmicas na atmo~fem, sob efeito da lu' ~olar, dtminuindo a 
vtstbtlldade e afetando a saúde humana através de sua inalação. 
Assoc1ados a cm1ssões provementes do processo de combustão. 
os óx1dos de mtrogêmo, os htdrocarbonetos não quetmados. 
matenal pamculado e os óxidos de enxôfre contnbuem para a 
formação do smog. 

O!> materiais partrculados apresentam-se em fase sólida, 
porém arrastados por corrente!> gasosas na atmosfera. São 
conslllUfdos por rcsfduos de carbono, hidrocarbonetos não 
quctmados. sais e cm1as oriundos de processos de combustão de 
combustfveis fósseiS ou bioma!.sa, de mineração do carvão, 
queimadas. etc. A estas emJssões atribui-se a diminutção da 
vistbtltdade do ar. a contaminação de solos e águas. a ocorrência 
de problemas re!.ptratónos e problemas de saúde devido a sua 
tn\erção na cadeia altmentícia. 

A GERACÃO DE ENERGIA ELÉTRICA 

A mruor parte da energta elétnca gerada no mundo provém da 
quetma de combustfvets fó:.seis (óleo, carvão, gás natural, etc). O 
Bras1l é uma cxceção dentro do mercado de geração de 
eletncidade, já que aproximadamente 95% da geração de energia 
elétrica brasileiro se dá cm usinas hidrelétricas <MME. 1997). 
Entretanto, a geração térmJca tende a ter uma matar partictpação 
nos próx1mos anos, de' 1do ao aumento da oferta de gás natural e 
aos menores pr.vos de construção de usmas térmiCO\, quando 
comparadas a outras formas de geração de grande porte, já que 
ex1ste uma prev1são de déficit de eletncidadc caso o parque 
gerador não seja expandido. 

A expansão da capacidade do s1stema de geração através da 
opção hidráulica poS\UI limuaçõe~ assoc1adas à escolha de novo~ 
síuos apropnado~. uma vez que os melhores apro,cllamentos já 
foram explorados. A competição entre os re~ervatórios c terras 
agncuháveis e o~ impactos amb1entats provemcntcs do 
alagamento de grandes áreas Lamb6m tem colocado restrições a 
e~to opção. 

A opção nuclear tem encontrado ba~tante resl~têncta popular. 
dado~ os problemas de segurança (Three M1le lsland c 
Tchemobyl) c ambicnL:JIS que surgem no maneJO do combustível 
dc~cartado. Até o momento. o país coma com uma us1na em 
opcroção e outr3 em construção (retomada há pouco tempo). De 
qualquer modo, o pru7o de construção de usinas tcrmonucleares é 
mu1t0 longo. comparável ao de h1droclétncas de gr:1nde porte. 

O uso de Sl<,tcmas de conversão não con,enc1ona1s (células 
de combustível. células fotoelélricns, energia térm1ca solar, 
cnergitl eólica, etc) cm larga escala não é esperado em curto 
prazo. Problemas tecnológicos amda por resolver. custos de 
geração c dispon1bihdade de fontes e/ou materia1s a1nda hmJtarão 
J.ua penetração no parque gerador 

A geração de clctric1dade em SIStemas térmicos convcnc1onrus 
pode ser feita empregando-se diferentes tecnologias. A prindp10. 
vános combu~tfvc1~ diferente!> poderiam ser adotados para uma 
me!>m:J tecnolog1a 

C11.:los a vapor. Poss1b1htarn a ut1hzação de combustíveis 
sólidos (carvão. bwma.ssa. turfa, etc.), líquidos (dtesel. óleo 
combustível. resfduos de processos tndustriais. etc.) c gasosos 
(gás natural, ga~es provcmcntes de gascilicaçiio de carvão, 
b1omassa. etc.). Normalmente as plumas a vapor uuhzam 
combustíveis sóhdo\ ou lrquido:.. Para o porte da instalação 
tomada como bn!>e neM e trabalho (I 00 M W). fomm considerados 
como po!>síve1s combustíveis o carvão, óleo combuMívcl, bagaço 
de cana e cavacos de lenha. O uso de gás naLUral fo1 descartado 
dcv1do à possibilidade de seu emprego cm turbinas a gás ou em 

ciclos combmados, com grandes vantagens ambientais e de 
clictência. O uso de óleo diesel deve ser cv11ado sempre que 
possível. dada suo escassez no mercado nac10nal 

Na ret,'lâo Sudeste há mstalações a vapor operadas a óleo 
combustfvel. que tem perrnanec1do na reserva do SIStema elétnco. 
pois são de prOJeto mu11o ant1go c possuem váno~ problemas de 
operação. Várias unidades térmicas a vapor foram construídas ou 
estão cm con~trução no Sul do pars, vbando o emprego do carvão 
mmcral: algumas delas possuem sistemas de controle de 
CffiiSSÕCS. 

Industrialmente, ciclos a vapor empregando turbinas de 
contrapressão são usados para auto-produção de energia elétnca 
cm Sistemas de cogeração na agro-indústria canavieira, na 
fabncação de celulose pelo processo Kraft. na indústna química e 
petroquímica e em refinarias de petróleo. Em todos os casos 
ac1ma, cx1ste a disponibilidade de combustíveis rc)1dua1s a bruxo 
custo. Até hOJe, C)ta~ mMalaçõc~ foram prOJetadas (com raras 
cxceções) apenas para atender a demanda elétrica da própna 
indústria. 

Detalhes sobre as caracterí)!lcas tecnológicas de instalações a 
vapor de úluma geração podem ser encontrado' na literatura 
(Ocynhausen et ai, 1993). Valores de elictênc1a líqu1da típ1cos 
para termelétncas a vapor, de condensação e com vános estágiO!> 
de regeneração, estão na faixa de 30 ti 40%. dependendo da 
complexidade do SIStema. Pura SIStemas de cogeração, a 
elic1ência (apenas a elétrica) é substancialmente mru' baixa (10 a 
20lh ), dada a necc!lsidade de vapor paro uso mduMnal 

Motore~ de combustão mtcrna a mstão. E.~te upo de umdade 
de potência pode uttlizar combustíveil. líqutuos e/ou gasusos. 
Embora existam grupos geradores de pequeno porte empregando 
motores de 1gmçilo por faísca. os grupo~ geradorc' cm geral 
empregam motOres de 1gmção por comprcs,ão (d1esel). Nas 
regiões serv1dn!> pelo sistema mterhgado, a aplicação de trus 
grupos geradores se rc~>Lringe a localidades remota!> nu a sistemas 
de emergéncta. Na Amazónia, onde não ht1 um SIStema 
interligado de distnbu1ção de energia elétnca, constituem a 
espinha dorsal de gcrJção. em unidades de potêncw entre 0,5 e 3 
MW Motores d1csel tem s1do propostos para SIStemas de 
cogeração de pequeno e méd1o pone. no setor tercuino (Espínto 
Santo, 1997). e~pec1almente quando convertidos ao uso de gás 
natural. 

Embora não sejam usados no Brasil. motores de 1gn1ção por 
compressão de all:J potênc1a c usando óleos combustíveiS tem 
ganhado mercado. na faixa de potência de 15 a -lO MW. Trus 
motores. de d01s tempos. alta elic1ênc1a, turboahmcntados e de 
ba1>.t1 rotação, são provemcntes da tecnologia marfuma !Pctcrscn 
e J:Jcobscn, 1992). 

Os motores de combustão tntcrna a gás natural de pequeno c 
méd1o porte apresentam elic1ênc1a da ordem uc 30 a 36%, 
motores d1e~cl de pequeno c médio porte tem de 33 a -'Olh. 
enquanto que grandes motores movidos a óleo combustí.,el 
(dcnvados dos motore~ de propulsão marfuma) possuem 
cfic1ência entre 45 c 49%. 

Turbtna~ a g:h A geração de clctrictdadc com turbtnas a gás 
pode se dar com u uso de comhustÍ\CIS líqu1do~ ou gaso~o\, 
~endo mai~ comum a ullhzaçüo de combustível' gasosos. 
principalmente o gá~ natural. O ciclo simplc~ de uma turbmu a 
gá~ é composto por compressor, câmara de combu~lão. a turbtna 
propnamente dita c o gerador el6tnco. 
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As turbtna.\ a gás têm s1do aplicadas em \1\temas de 
cogcração de pequeno c méd10 ponc (sctor terc1áno) ou mesmo 
de grande porte cm cogeração 1mJu\tnal (Avuabllc et ai.. 1997). 
cm geral empregando o gás natural como combu&tfvcl. No Brastl, 



tem ~•do respon:.ávc•~ pela geração clétricu em Manau~. 
empregando ólcu diesel. 

A efic1ênc1a de turb1nas vana de acordo com a sua poténc•a c 
característica~ construtiva!> na f:uxa entre 25 a 389(. sendo que o~ 
ma•ores valore~ se aplicam a máquinas de maior porte. Uma das 
de~' antagcn~ da!> turbina!> a gás rcs1de na queda sensível de seu 
desempenho cm função das cond1ções amb1entes. 

Ciclo combinado. A tecnologia conhecida por ciclo 
combmado consiste na as!>ociação entre uma m~talação de turbma 
a gú\ com um c1clo a vapor. A energia dos gases de exaustão da 
turbina fornece calor paro a geração de vapor em uma caldeira de 
recuperação, c a expan~ão do vapor ocorre em uma turbina a 
vapor de condensação, com produç.io adicumal de eletnc1dade. 

0~ combustíveis adequados tlO CICIO combinado SãO OS 

mesmos recomendados para as IUrbmas a gás. Pode-se reah!M 
queJma ad1c1onal de combustível na caldeira de recuperação. 
aumentando a potência da turbina a vapor, mas sacrificando a 
efic1ência global da instalação. O c1clo a vapor que f:u pane de 
um Ciclo combmado é ba\tante SJmphficado cm relação a uma 
.nstalação u~uul a vapor. d1~pcn~ando todos Ol> <lquecedores 
regenerativos. A grosso modo, a turbina a vapor responde por um 
terço da potênc1a total produzida. sem o uso de quc.nm adiciOnal. 
Tem ~•do adotada em vános países como umdades pnnc1pais de 
geração clétrica, em umdades entre 50 e 500 MW. Estn 
tecnologia apresenta a<. mais altas eficiênc1as de geração 
termelétnca, com valores variando de 48 a 58% (Gas Turbme 
World, 1997). 

METODOLOGIA PARA A AVALIACÃO DAS EMISSÕES 

A potência de 100 MW frn cscolh•da por pos~ibllllar a 
comparação de \ án;h combinações entre tccnologws e 
combustíveis, com um porte que, embora não seja mu11o alto. 
aprc~enta ganhos de escala em todas a!> opções. 

A Tabela I apresenta as d1ferentcs combmações de 
tecnolog•as c combustíveis que foram avaliadas neste trabalho. 
bem como a efic1ência adotada nos cálculos c a va?ão mássica de 
combustível, cm base ~cc;~ 

Quando se anahsa o emprego de combustíveis !>óhdos. apenas 
ciclos a vapor foram comiderados. Emborn exiMa a po~sibilidadc 
de rcahzar a gasc1ficação de carvão ou de b10massa para uso cm 
ciclo~ combinados (IGCC). com cflc•ênc•as da ordem de 45'k:, 
esta tecnologia não pode ser amda considerada consolidada e 
plenamente comercial. 

Quando se emprega b1omassa cm CiclO\ a vapor (bagaço c 
madctra). são admJuda~ cfic•ênc1as menores que com o carvlio 
p01s não há a possibilidade de renlitar queima senão cm grelhas. 
A quc1ma cm Jeno nu1d1zado podena mclh{Jrar o desempenho 
dc~ta~ m~talaçõe~. mas ainda nãn pode ser cons•derada como 
plenamente comercial para esta fmxa de potência. 

Para a instalação a carvão considerou-~c a queima de carvão 
pulvcn1ado. com queimadores tangenciais. O valor de efic1ênc1a 
apresentado na Tabela I considera não só a energm clétnca 
produ11da. mas também o comumo da própna instalaç!io 
(cfic•êncla Jíqu1da). O me~mo vale p.u-a todos os dema1s casos. 

O emprego de óleo combustível em c1clo a vapor fo1 
comidcrado pots corresponde à pducn das termelétricas cm 
operação no Sudeste. Além d1sso, com o aumento da participação 
do gás natural na matriz energética brasile1ra. podc-!.c prever um 
aumento na disponibilidade de óleo combustível. O óleo 
combustível pode ser usado também em motores d1esel de grande 
porte (opção 5 na Tabela I) 
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Tabela I - Descnção dos ciclos estudados 

Tecnolog1a Combustível Eficiência Combustível 
% [kg/s] b. ~eca 

1 Ciclo a vapor carvão 33 14,60 
2 Ciclo a vapor óleo 3 A 36 7,03 
3 Ciclo a vapor bagaço cana 30 19,05 
4 Ctclo a vapor cavaco cucal .. 30 18,21 
S Motor iCO óleo 3 A 47 5.39 
6 Turbina a gás gás natural 38 5,48 
7 Turbina a gás dJCSeJ 37,5 6,33 
8 Ciclo comb. Gás natural 52 4,01 

Embora o óleo die~cl SeJa pouco recomendado para geração 
tcrmoclétrica, seu emprego em turbinas n gás lot conslllerado, 
com a finalidade de "~imular" a prática atual da geração em 
~lanaus. 

No caso do gás natural, seu uso foi rel>tnto a turbmas a gás ou 
a ciclos cumbinado\. 

A partir da compos1ção elementar característiCa de cada 
combustível (apresentadas na Tabela 2), bem como do e),cesso de 
ur adequado a uma boa combu~tão em cada um dos s1stemas 
constderados. foi utihLado o programa ACOMB - versão 1.21 
(anáhse de combustíveis mdustnrus) desenvolvido pelo lnsututo 
de Pesquisas Tecnológicas (IPT, 1997). 

Para o desenvolvimento da análise de emissão de poluentes 
para cada opção. foram admiudas hipóteses de cond1çõe~ de 
operação típ1cas cm plena carga. As cm1~sões anahsadas referem
se no dióxido de carbMo que, embora não seja um poluente, é 
um gás de efcno c~tufa. monóx1do de carbono. dióx1do de 
enxôfre. mmenal partlculado e 6x1dos de mtrogêmo. 

A oxidação do enxofre contido nos combustíveis foi adm111da 
como completa cm so~. Tal h1pótcsc prende-se ao fato de ser es1a 
sub~tânc1a a preponderante quando as temperaturas são elevadas. 
como é o caso da combustão. Na verdade, à medida que os 
produtos de combustão esfriam, ocorre a conversão do dióxido de 
en:ocofre para tnóx•do de enxofre: adrruuu-se que este proce.\\o 
ocorre já após os gases de combustão terem s1do lançados na 
atmosfera. 

Para o C02 é adotado um balanço de massa de carbono entre 
C01 . CO c carbono volante no material particulado. Nos casos 
de monóx1do de carbono. de material particulado. c de NO, as 
emissões não podem ~er obtidas por um ~imples modelamcnto da 
combustão Para cada tecnolog1a e combustível foram tomados 
valores típ1cos de l11cratura, cuados com detalhes no próx1mo 
tópico. 

Os valores das errussõcs de d1óx1do de emofrc foram 
mtKhlicados nos caso~ 1denuficados na Tabela I pelos números 
1.2.5 e 7. Admitiu-se a instalaçllo de sistemas de tratamento dos 
gnl>cs c..lc exaustão (we/ scmbbers, usando calcário como 
absorvente de enxofre), com 90~ de eficiência de remoção de 
$02• Para os demms casos, os baixos teores de enxofre no 
combustível não justificam a inclusão de tais equipamentos. 

Para as errussões de material parttculado, admHiram-se 
sbtemos de captação (filtros de mangas e/ou precipnadores 
elctrostáucos) nos casos 1,2,3,4 e 5 da Tabela l . A eliciêncm de 
captação fo1 fixada em 95% de remoção para as opções em que 
eXISte o tratamento. 

Um abatimento de 50% foi adm1Lido para óxidos de 
nitrogênio nos casos 1,2,5 e 7. Esse abatimento cm relação aos 
valores de em1ssões não controladas fo1 suposto apenas com 
mcd1das não catalíticas como combustão estagiada, recirculação 
de gases ou queimadores projetados para ba1xa produção de NO, 
(Bnggs. 1997). Também para turbmas a gás se odm111u o uso de 
low NO,burners. 



Tabela 2 - CaracteriMicas dos combustfveis 

Combustível Umtdadc PCI c 
'k IMJ/k)!] 

Carvão lO 20,75 51.78 
Bagaço cana 50 17.50 48.4 
Cavaco eucal. 30 18.30 48.6 

Óleo 3 A o 39,50 87,8 
Dtel>el o 42,14 86.0 

Gás natural o 48.01 73.62 

ANÁLISE DAS EMISSÕES OE GASES POLUENTES 

Os números presentes nas abctssas das figuras abaixo. em que 
~ão apresentados os resultados das emtssõc~. correspondem aos 
c~os apresentado~ na Tabela I. 

Emissões de dióxido de carbono. A un:ilt\c de emtssão de 
C02 (figura I) provém do balanço de massa do carbono conttdo 
no combustível. considerando u presença do monóxido de 
carbono c do carbono presente no matcnul particuludo. 

A figura I revela o bagaço de cana c os cavacos de eucalipto 
como os maJOres formadores de dióxido de carbono. Entretanto, 
há que se considerar que o col fonnado pela combustüo da 
biomassa será reabsorvido peltt planta cm fase de crescimento 
(ctclo do carbono), uma vc7. que se supõe um maneJO llorestal ou 
agrfcola adequado. Esta cmis~ào de CO~ não deve ser computada 
como uma contnbutção para o aumento da concentração d~sa 
substância na atmosfera. 

Dentre os combustíveis de ongcm fóss1l, o ma1or cm1ssor é o 
carvão. seguido pelas tccnologl:ti que uttlttam o óleo 
combustível. O gh natural se deMacou como o menor emis~or. 
comprovando a sua reputação de combustível fóSSil de menor 
pan1c1pação na formação do cfeuo estufa 

GRI ( 1995) argumenta que plant~ cm c1clo combtnado a gh 
natural de eficiênCia de 50% emitem apenas 42% de co~ quando 
comparadas com plantas a vapor a carvtlo de 33Clf de cfic1êncta 
o~ resultados aqu1 apresentados mostram que a emiSl>àO do caso 
8 (ciclo combinado) representa apcna\ 38,5'1 daquela do c~o I 
(ciciO a vapor, carvão): a maior cfic1ênc1a adm1t1da neste 
trabalho, bem como cvemua1s d1fercnças de composição entre o 
gás natural e o tipo de carvão usados cm cada um do~ trabalhos 
explicam a diferença destes valores. 
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Figura I - Comparação entre as opçõc~ unalt~adas: C02• 
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Figura 2 - Comparação entre as opções analisadas: CO 

Em1ssões de monóx1d0 de carPono. Para os casos I a 5. as 
errussões foram calcul:1das a pan1r das tnfonnaçõcs da EPA 
(1998) para sistemas sem qualquer upo de abaumento. No caso 
de turbmas a g5s e de CiciO combtnado. adrruuram-se os dados 
indicados por Cohen ct al ( 1996) c por Smnh ( 1997). 

Pela F1gura 2 podc-~c vcnficar que a que1ma de b1omassa cm 
c1clos a vapor (ca5os 3 c 4) conMHucm as motores fontes de 
monóxido de carbono. A geração clétnca cm motores a pistão 
empregando óleo combu,tívcl c cm turb1nas a gás que1mando 
óleo diesel são também bastante altas frente~ dcma1s. 

Para os ciclos a vapor empregando carvão pulverizado ou 
óleo combustível, as em1ssões de CO são bnstantc baixas. mesmo 
sem qualquer tratamento. c comparávc1s ?Is obtidas cm turb1nas a 
gás c em ciclos combinados. 

Deve-se ressaltar que, embora altas quando comparadas os 
demais, as emissões de CO que sobressaem na Figuru 2 runda são 
mu1to menores do que as produ7idas por motores de automóvel, 
mesmo quando providos de catalisador. 

Emissões de dióXIdO de enxofre. A análtsc de emiSSãO de so! 
provém do balanço da reação do enxofre conudo no combustível 
e do ox1go!nio do ar de combustão. Vale relembrar que para 
combustí\els com altos teores de enxofre admmu-se a ex1stênc1a 
de um SIStema FGO (flue gas dessulfum.t'r) com 90 % de 
abaumemo. 

A anáhse da figura 3 aponta o carvão como o ma1or produtor 
de S02• apesar do mtema FGO, pnnc1palmente dcv1do à h1p6tesc 
de uulização de um carvão nactonal que possu1 alto teor de 
enxofre e cinzas. Na segunda pos1ção encontram-se os si~temas 
que empregam a biomassa. que contém enxofre em pequena 
concentração em sua compos1ção ma~ para o~ quru~ não ~e pre\ 1u 
o u~o de siMemas de dcs~ulfunzação. 
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Figura J - Comparuç11o entre as opçõe~ anahsadas: S02. 

Sistemns 4uc empregam o óleo combustível ou o diesel vem a 
segUir, com taxa!-. de erni~süo ma1s baixa~ em relaçi.\o à biomassa 
dt:vido à prc~cnça do FGD. Para o~ ~btemas que utilizam gás 
natural nãO fOI COnSiderada qualquer emisSãO de S02, já que O gás 
natural não possu1 enxofre cm qu::mlldade mensurável em sua 
compos1ção após o tratamento conhec1d0 corno sojre11ing. que 
ocorre junto à ~ua produção (Machado Jr., 1993). Smnh (1997). 
emretanto, relata a emMàO de S02 para gás natural (composição 
não espec11icada) em turb~nas a gás ( 11 mglm 1 de gases de 
combustão) Me~mo se adm1tindo o valor aprcsemado por Smnh. 
teriamo~ a cm1ssão de 0,0022 kg/s para o caso 6 c 0.0016 Kgls 
para o c:b<> 8 (um:~ ordem de grandeta menores que o menor 
v:~lor reponado na Figura 3). 

Emissõc\ de Matcnnl Panícul;tdo A n(vcl 10tcrnac1onal o 
lurutc de cm1ssão de matcna1s paniculados é 1mposto pelas 
Jutoridadcs do me1o amb1cntc loca1s, e ru. plantru. térm1cru. de 
geração de clctncldade prevêem me1o~ tecnológicos de atender a 
leg1slação. 

Para os cálculos apresentados na figura 4. foram cons1derados 
os fatores de emiSsões de matenal pan1culado apresentados pela 
EPA 11998) para \btemas sem abatimento, corrigidos para uma 
elic1ênc1u de 95% nos casos I a 5. 

Note-se que mesmo com abatimento de 95~. o carvão emite 
muito mais material purticulmJo que os demais. Ciclo a vapor 
empregando cavaco~ de madc1ra -.e destac:1 a l>Cgui r. As menores 
emissões de MP estão assocaadas ao U!>O do gás natural, mesmo 
~cm qualquer tratamento. 
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Figura 4- Comparação entre as opções: material paniculado. 
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Figura 5 - Comparação entre as opções: Ó"<Jdos de nitrogénio 

Um CiclO a vapor u~nndo bagaço de cana (com abatimento) 
emite qua"c o mesma quantidade de material particulado que uma 
turbina a gás opcr:mdo com d1esel (!.em abatimento). 

Em1~sõe" de óx1dos de ni!rogêmo. Diversas tecnologias de 
combustorcs. pana turtuna!. a gás e caldetra~. têm sido 
desenvolvida~ para diminuir a fonnação de NO., Já que à me)m3 
5e atnhu1, entre outra~ co1~a-.. a caracteristlcas do processo de 
combustão como temperatura. pressão. tipo de combu!>IÍ\el. 
tempo de rcs1dênc1a na 1ona de combu,tão. temperatura da 
mhtura na entrada, ra1ão ~upcrffc1e - volume do reator. tamanho 
do Jato na entrada da câmara de combustão, etc (Steele et ai. 
1997). 

L,m abatimento de SO«q fo1 admmdo para a!. opções I. 2. 5 e 
7 em relação aos valores referenciados pelo EPA ( 1998). No caso 
da b1omassa (caso) 3 c 4) as em1ssõcs não possuem abatimento. 
Para o gá!. natural. adm111u-sc o emprego de câmaras de 
combustão de bai:<a geração de NO, (12 ppmvd para uso de gás 
natural e 42 ppmvd para dJC)el). 

A F'1gura 5 mostra O) valores obtidos. As em1s)ões mais 
elevadas novamente estão a!>socu:adas ao carvão. Seguem-se as 
opções que empregam óleo combu<.tfvcl ou diesel. Turbinas a gás 
emitem pequenas quantidade~> de NO, quando operando com gás 
natural c empregando câmaras de combustão especiais. No caso 
do gás natural, a!. emissõc~ de NO, podem ser bas!ame ai L~. caso 
não se atente pura t> tipo de câmara de combustão adotada. 

As menores emtssões de 6x1dos de mtrogênio relacionam-se à 
biomassa. Ape~ar de possuir nitrogênio em sua compoMção 
ponderai, 3~ ha1xas temperaturas de queima si.io responsáveis pelo 
melhor de~cmpcnho da biomassn quanto ao NO,. 

Cmnnamcão entre a kg1slacão bra~ile1ra e internacional. A 
legislação brol\ilc1ra referente a cmissõel> gasosas é bastante 
recente De interesse para Lennoelétncas existem três 
regulamentações: a Ponana IBAMA 348 (14/03/1990). a 
Resolução CONAMA 003/90 (28/06/90) e a Resolução 
CONAMA 008/90 (06/1211990) (Ventura c Rambeh, 1996). 

As duas pnmc1ras estabelecem padrões (pnmános c 
secundários) de qualidade do ar. concentrações de poluentes, 
monnoramento da qual1dade do ar e definem Planos de 
Emergência para ep1só<hos crit1cos de poluição do ar. A terceira 
Resolução estabelece hmites máx1mos para emissões de 
poluentes do ar, para processos de combustão (externa) em fontes 
fixas. 
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Tabela 3- Limites Resolução CONAMA 008/90 

Áreas Comh. Potência so2 MP Dcnsid. 
total Colonm. 

MW 1!1106 kcal 1!110~ kcal %-
Classe I óleo ou ~70 2000 120 20 

carvão >70 não é permitido ·-·· ... -
óleo <70 5000 350 20 

Classes >70 2000 120 20 
11 e III carvão ~70 5000 1500 20 

> 70 2000 800 20 

As resoluções assoc1adas com qualidade do ar não d1scutcm a 
origem dos poluemcs do ar: preocupam-se com sua concentração 
e efeitos sobre a saúde humana e sobre o me10 amb1e111e. 

A Resolução CONAMA 008/90 (Tabela 3) estabelece os 
hmites de cnussões de dióxido de enxofre, panícula~ totaiS cm 
suspensão e a densidade colorimétrica dos fumo) . o~ hmues 
máximos aplicáveis são diferentes segundo Classes de áreas 
dJsllntas. A Classe I corresponde a áreas de preservação c lazer: 
quando uma área é declarada como Preservada, não se permitem 
a instalação de novas fontes de poluiç!lo do ar; quando declaradas 
como Conservadas. valem os limites estnbclecJdos na Tabela 3. 
Áreas de Classe 11 são aquelas em que a qualidade do ar é 
limitado pelos padrões secundário!>. Nos área~ de Classe lU a 
qualidade do ar é limitada pelos padrões pnmários 

Os valores da Resolução CONAMA 008 são ma1s elevados 
em relação aos adotados Jnternac•onalmcntc. Para MP (matcnal 
paniculado), cerca do dobro dos valores americano~ ou europeus. 
No caso dos óxidos de enxofre. os menores hmlle.'> braslle•ros são 
comc1dentes com os Linutes mált1mos europeus ou amencanos. 

Quamo à enussão de NO,. a Resolução CONAMA 'cquer 
estabelece limites para fontes lixas. Tal exclusão é estranha. po1s 
as várias Resoluções CONAMA que se referem a veículos 
automotores são explícitas com relação ao~ óx1do~ de mtrogêmo. 

CONCLUSÃO 

Atra~és da metodologia empregada 101 po~~rvel quanulicar as 
emissões de poluentes para a geração térmu:a de 100 MW de 
eletncJdade, considerando a.~ caracterfsucns dos combustíveiS 
sugendos c dos ciclos térm1cos analisados. 

Supondo a existência de tratamento de emi~sões, todas as 
opções nnahsadas atendem a legislação brasileira. Todavul, o pior 
dc~cmpenho ambiental refere-se ao Ciclo a vapor empregando 
carvão. O uso de óleo combustível em ciclos n vapor ou cm 
motOres a pistão também possui desempenho nmbJcntal rUJm. O 
uso de gás natural cm Ciclos combinados (desde que cmpregnndo 
cãmaras de combustão de baixa formação de NO,) apresenta os 
resultados ambientalmente mrus favoráveis. O emprego de 
biomassa também é mullo JnteresJ>ante, dada a natureza rec1clável 
do CO~ produzido. bem como as baJ.'as emissões de NO,. 

Na queima de hidrocarbonetos de ongem fóssil. a produção 
de co2 é a melhor destinação pos~fvel para o carbono. os outros 
compostos que contenham carbono - monóx1do de carbono, 
matenal paruculado ou UHC {hidrocarbonetos não que1rnados) -
são ainda mais perniCIOSos ao amb1ente. Ass•m. o uso de 
combustíveiS fósseis deve ser feito de manc1ra a maximizar os 
beneficios associados a sua conversão O uso de altas elic1ências 
de conversão pas~a a ser JUStificável não só do ponto de VISta 
econônuco. mas também amb1ental 

A expansão do parque térm1co brasileiro, pnncipalmentc 
através de produtores independente~ de cletricJdade. JUntamente 
com a análise sobre legislações v1gentc~ cm paf~cs com parque 
gerador bas1camente térnucos, revelam a neces~1dadc de criar-se 

uma legislação federal mais abrangente que a atual, para se 
regulnr as em1ssões das novas usinas de forma a preservar a 
qualidade do ar e se evitar que scjnm mstalados equipamentos de 
ba.ixa tecnologta e com grande geração de poluente~. 
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ABSTRACT 

The gaseous emissions (C02• CO. S02, PM and NO,) from 
thcrmelectric power stnuons are prcscntcd and d1~cussed The 
env1ronmental effects of d1fferent technologJes for a 100 MW 
power plant (steam cycles. dJescl engmes. gas turbmes and 
combined cycles) a~ well as d1fferent fueh (coai, fuel 01!, hght 
distilate. natural gas. sugar cane bagasse and wood ch1ps) are 
explorcd .. Some hnutauons presem on Bra11han environmental 
leg•slaúon are also pmpointcd 
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SUMMARY 

ln this paper, the lllrbulem flow in the entrance reg10n of a simulated rod bundle is investigated. 
The test section consists of a 4-rod bundle, in sqrtarP arrangemelll, with a pitclt-to diameter ratio PlD = 
1.15. Measurements ojl·e/ocity were made by means of Pitotllrbes and ltot wires. Dimensionless results show 
tltat tire development of tlte velocity proji/es is influenced, CIS e).pected. by tire walls, due to tlte ltOn-slip 
condition. lt is strongl.1• mfluenced by tlte narrow gaps as we/1, so that in that region, tire particular features 
of the flow del'e/opmem 111 rotl bundles starts. 

lNTRODUCTION 

Rod bundles are thc most common gcometry of 
nuclear rcactors fuel elements. Thc hcat generated by thc 
nuclear reaction is removed by thc coolant, usually 10 

turbulcnt llow parallel to the rods. The dcsign of lhe fuel 
clcmcnts requires lhe solution of the conscrvauon equations 
for mass, momemum and cncrgy, to anive at their safe and 
rclioblc operaúon. Detailed experimental data of velocity. 
turbulcnce and tcmperature are. thercfore, necessary for 
turbulcnce modeling and code ,aJidarion. 

With this purpose. alot of etTort has being devoted in 
lhe last years to obtain experimental results from lhe turbulem 
now 10 rod bundles. showmg lha! lhe structure of lhe fully 
developed turbulent llow LO th1~ 1ype of channcl dJITers suoogly 
from lhe Oow in pipes (Rehme, 1987-a). This is due to a 
process of quasi-penodic fiow pulsauons m lhe narrow gaps 
between lhe rods, which is responsible for lhe mass and heat 
exchange between adjaccnt subchannels (mixmg) and, due to 
1ts fcarures, can induce vibmLIOns on thc rods (Mõller, 1988. 
1991 . 1992; Wu, Trupp. I 994 ). Thc panicular geometry of roei 
bundlcs is responsiblc for this phenomenon. 

Entrance cffects were nOl considcrcd in most ofthe 
expenmental studies m lhe Hterature, although heat is 
genernted at shon d1~tanccS from rod up. Heat transfer 
coellic1ents LO this region are expected to be h1gher than in 
other regions and thete ex~st a lack of information for lhe 
subsequcnt structural analys1s. Thc work of Presser, (1967). 
dealmg with heat transfer and pressure drop m rod bundles. is 
smgular in lhe literature considenng entmnce effects. lt is also 
the only one in this subject citod by Rchme (1987-b), in his 
extensive review about fiow Lhrough rod bundles. Flow 
visualJzalions with smoke and a high speed camera. 
performed by Guellouz and Tavoularis ( 1995) to complement 
theír hot wi.re measurements of developed fiow in a 
rectangular channel. where a smgle rod was placed to 
s•mulrue lhe gap region between rod and channel wall, show 
the presence of O.ow pulsations even m regions near lhe 
entrance. 

ln this paper. thc velocity and velocity 
nuctualions distribuuons of the turbulent now in thc 
entrance rcgion of a simulatcd rod bundle are 
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10vestigatcd with the purposc of dcterm10mg the 
charactcn~IICS of the fiow devclopmcnt 10 rod bundles, as 
prcscntcd in more detrul 10 Pariw ( 1998). 

APPARATUSANDEXPERIMENTAL TECHNlQUE 

The test section, ~hown in Figure I , consists of a 4-
rod bundlc, in square arrangement, with a pítch-to diameter 
rntio PIO = 1.15, placcd in a 1370 mm long rectangular 
slccvc, Wlth 146 mm hcight and a width of 193 mm. This 
slcevc could bc slidden 10 the moin channcl. wilh rectangular 
cross secuon. w1th 146 mm hc1ght and n width of 193 mm to 
crcate the entrance condiuons by mscnmg the rod bundle ru 
ditTcrcnt lengths. 

A1r is lhe work.ing OUid. drivcn by a ccntnfugal 
blower, ~ by a setthng chamber and a set of honeycombs 
and scrcens, before rcaching lhe rod bundle \\ith aboul 2 % 
rurbulcnce mtensiry. The rods wcre hollow wilh chamfered 
cdgc~ to reduce disturbances etTects that might affcct lhe 
fonmtion of thc boundary layer ai lhe entrance and a diametcr 
of 60 mm. One of the rods could bc changcd, having lengths of 
65 mm (lJDh = 1.62), 350 mm (UDh = 8.65), 550 mm (UDh 
= 13.59) and 800 mm (UDh = 19. 77). At lhe extemal exrremiry 
of lhe rod measurement probes were placcd, allowing 
rnc3!1Urements of air Oow 'elociry and turbulcnce intcnsHies ru 
abour 30 mm before lhe outlct of lhe roctangular channel. 
Measurements were pcrfonncd m a quadmnt of lhe subchannel. 
as shown, schernatically in Fig. 2 for lhe PltOl rube. 

Figure I: General view of the tcst scction. Flow is from 
rightlo lefl. 
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Wall shear stresses were measurcd by a Preston 
tube (Patel, 1965), while a Pitot tube wa~ uscd for 
velocity mcasurements. Both had 1.3 mm externa! 
diameter and were connccted to a l lanmann & Braun 
ARA 500 pressure transmiuer. Velocity and velocity 
fluctuations in axial direction were mea~ured by mcans of 
a DANTEC StreamLillt hot wire anemometer. Axial 
vclocity and its fluctuauons wcre measured wíth a 
"boundary-layer" hot wire probc. wllh a s10glc wire 
perpendicular lO the direction Of the m:ún flow. The 
results of Lhe measurements were d1rcctly evaluated wllh 
the help of the software StreamWort 

The Pnot tube or the hot w1re probc were 
mounted in the cxtremity of the roei w1th vanable length, 
as shown 10 F1g. 3. This poSiliOOing device allowed the 
rad1al djsplacement of the probes, w1th help of a 
micrometer, perpendicular to Lhe rod wall. lt could also 
be rotated, so thal the mensuremenLs of velocuy and 
velocity fluctuations could be pcrformed at various 
angles, covenng 90" starting from the lower narrow gap 
betwecn Lhe rods. Tiús procedure allowed mcasurcment 
of thcse quantiLies in one quadranL represenLauvc of the 
central subchnnnel of thc test section. 

Data acquisition was carried out with help of a 
KciLhley DAS-58 A/D convener board conncctcd to a 
personal computer. wilh a sampling frequency of 50 kHz 
and a time record of I O seconds. 

RESULTS 

Velocity Field 
Figure 3-a-d shows the d1mensionless vclocity 

profile. The measured velociues are scalcd by the menn 
fncúon velocity, g1vcn by the local \\ali \hcar stress 1'w 

and the fluid density p, ns 

u•=JT:IP (I) 

Hence, the dimensionlcss velocity u· wlll be 
defined as 

+ -; u =V u* (2) 

Fig. 2 Schemaúc view of the subchnnnel quadrant with 
Lhe pomts for velocity mensuremcnt wnh the Puot tube. 
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Figure 2: Detall of Lhe outlet of the test sccuon, ~howmg 
the IOstrumented tube and the micromctnc pos1110ner 
wilh lhe Pitottube placed at the lower gap (0''). 

and presented as a function of Lhe d1men~ionlcss d1Mance 
from Lhe wall 

+ y 
yu* 

(3) 
v 

where y is the distance from the wall and v the k1nematic 
viscosity. 

Overbars w1ll denote, hencefonh, lime averaged 
quanliLies. 

For comparison. as a continuous hne 
Nikuradse's "Law of the Wall'' (N1kuradse. 1936) 
dístribuLion of the ume-averaged velocny of the turbulent 
1sothermal flow ín a smooth p1pc, IS aho shown, g1,en by 

u+ = 2,51ny+ +5.5 l4) 

As Lhe UDh rauo mcrcases, expcnmental 
pomts approach Nikuradse's curve. 1l1e 10fluence of the 
free stream in the channel is gradually rcduced as the 
eonstant d1mensionless vclocuy values ai h1gher y+ 
values stan to follow thc slope of the Law of the Wall. 
Thc flow is not completely developed at thc largest UDh 
ratio, although in thc regions of the narrow gaps betwecn 
the rods the boundary laycr forma11on IS complete, síncc 
ali data points of the angles O" to 20" and 75'' to 90" 
follow the Law of the Wall. 

The sarne vclocuy ficlds, sculed with the 
reference velocity are presented as contours 10 ligures 4 -
a-d. The smallcst UDh ratio shows vcry high velocity 
gradients near Lhe walls and thc reg1on of constam 
velocíry in Lhe center of the subchanncl observcd 10 Fig. 
3. As Lhe UDh rauo increases, vcloc1Ly gradients near Lhe 
walls are reduccd. whlle the velocuy near the center of 
the subchannel increases and. from the narrow gaps 
toward Lhe center of the subchannel. velocny grad1en1s 
parallel to lhe walls are bemg formed The lauer i~ the 
condnior. of existence of flow pulsa11ons between thc 
subchannels (MoUer. 1988, 1992), which may 1nd1catc 
that mixjng takes place at shon d1stance~ from the 
entrance. 



Turbulcnce Measurcments 
The normal componcnts of the Reynolds stress 

tensor are usually presented in form of turbulence 
intensities, i.e. the square root of the mean square value 
of the component of the velocity fluctuation in axial, 
rad•al and az1muthal d1rections. respectively, scaled with 
the friction velocity. Figure 5-a-d shows the distribution 
of the ax1al component, given by 

For comparison. results for pipe flow are 
presented as a doned tine (Lawn, 1971 ). 

ln lhe entrance, experimental values of axial 
turbulence intensiues are scauered, showmg the influence 
of the channel turbulencc. As the UDh ratio increases, 
experimental po•nts tend to approach pipe flow results, 
although some scancring is still observed for thc largest 
UDh mtio, indicating again that thc flow is not cntirely 
developcd. On the other sidc. in the rcgions of the narrow 
gaps lhe data points follow the sarne distribution of the 
fully developed pipe llow. Ncar the largcst distance from 
the wall. at 20-25° and 75° a small growth of lhe 
turbulencc mtensities 1s obscrved, similar to thc results of 
Rchme ( 1986) md1catmg thc prcsence of flow pulsations 
(Mõller, I 988, 199 1). 

Spectral analysis 

The Fourier Analys1s IS a valuable too! for lhe 
study of random phenomena being widely applied to 
turbulence studies. Usually, random data are presenteei in 
form of ume senes, represenung a conunuous (analog) 
funcuon of ume. sampled for d1g11al analysis with a 
frequency f as a sequence of numbers at regular time 
intervals. 

The autospectral dens1ry function (or power 
spectrum) represents the rate of change of lhe mean 
square value of a certain time function x(t) wilh the 
frequency f (Bendatand Paersol, 1986). 

I fs 2 
~x.x<J>=- r (f,B,r)dr 

88 ti 

(5) 

where e is an adequare mtcgration (observation) time and 
B the bandw1dth. 

ln thc Fourier spacc, the autospectral densüy 
function will be detined as thc Pourier transform of the 
outocorrelauon function R ... (t), delined as the rnean value 
of lhe product of lhis funcuon at a time t, wuh its value at 
a time t+'t. 

Let x(t) be a genenc function of Lime, so that a 
correlation fu ncuon of x(t) can be written as 

I 19 Rxx('r) =- .x(t ).x(t +T)dt 
8 o 

(6) 

The function detined Vla equation (6) is called 
autocorrelation function, when dJVided by lhe rnean 
square value of x(t), will be called autocorrelalion 
coefficient funcuon, noted by Cn:.. The autospectral 
dcnsily will be g1ven by 
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f.... -i21ifr 
ifJxx<f)= Ru(t)e dr -. (7) 

ln th1s rcsearch work, time function x(t} is lhe 
axial velocny Ouctuauon of the Oow. 

The autospecttal density for the position at 
e= 65 o. UDh = 13.5, IS shown in Fig. 6. The choice of 
thJs measunng po101 IS bascd on results by Rehme (1987-
a). Moller (1988. 1991) and Wu and Trupp ( 1994) that 
show that Oow pulsauons appear 1n the axial d1recúon at 
locations were a small growth of 1h1s componenl of the 
turbulence 1ntcnsny IS obscrvcd near lhe larges1 distance 
from the wall. The analys1s of lhe spec1ra 1n ali UDh 
ra1ios allows to idenufy lhe !>mail peak ai aboul 40° as 
produced by the rod bundlc, o1her peaks are attribuled 10 
lhe channcl. s10ce thcy nppcar 10 ali spec1ra measured, 
wi1h decrcasing in1cnsi1y a!> the UDh ratios increase. 

This frcquency can nlso be Jdentified in the plot 
of Lhe autocorrcluuon, Fig. 7, where this function 
presenls an osclllatJOil wllh n pcriod of about 20 to 25 
ms, corre~pondmg to a frcqucncy of 40 to 50 Hz. By 
calculaung a S1rouhal numbcr with the hydraulical 
dwmctcr and thc fricuon vclocity a1 lhe nearest gap, a 
value of Str = 4.72 IS obtaincd, 17 o/r lower than the value 
ob1ained for this PIO ratio (Sir = 5.69) through thc 
relauon (Mbller, 1988, 1991) 

Str- 1 =0.808~+0.056 
D 

where S 1s the gap width (P-0). 

CONCLUSION 

(8) 

Th1s pnper prcsents the cxpcnmcntal study of 
the Oow developmcnt 10 one qundrant of a subchannel of 
a simulated rod bundle. 
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Fig. 6: Autospectral density of the axial turbulence 
intensny ate = 65 O, UOh = 13.5. 
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Fig. 7: Autocorrclauon function of the axial Lurbulcncc 
intellSlty at e= 65 "· UOh = 13.5. 

D1mcnsionlcss results show that the 
dcvelopment of lhe vcloc1ty profilcs is influenced. as 
expected. by the walls. duc to the non-shp condition. lt is 
strongly mfluenced by the narrow gaps as well. so that in 
that rcg1on. the panicular featurcs of the Oow 
development m rod bundles stans. 

Results of axial turbulcnce mtensiues and of 
autospeclral densltle~ an.d nutocorrelauon functions show 
that the phcnomenon of Oow pulsations. respons1ble for 
lhe mass exchange bctwccn subchannels stans during thc 
Oow development 

Th1!> study cons1dercd only entrance effects due 
to the boundary laycr formauon on the rods, smce they 
werc hollow to avoid entrance effects due 10 Oow 
acceleration around plug~ in their cxtrcmuies or other 
s1ruc1ural elements like perforatcd pintes. as in aciUal fuel 
clcments. Future work will considcr this aspecL Effects 
of Oow red1stnbution due to asymmetric entrance 
conditions will also bc stud1cd. 
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RESUMO 

Estr trabalho apresen/a o projeto de um experimento poro estudo do processo de resfriamento por 
aspersão de placas aquecidas eletricamente. O experiml'flto e a seçlio de testes smwlam as condições que 
podem exi.wr nas piaras combustÍ\•eis do reator nuclear de pesquisas IEA-Rlm 110 coso de um acidente de 
perda de re[nf!,erante com descobrimento total do núcleo. Um modelo numérico simples foi desenvolvido para 
dar suporte à anâllu e rnterpretação do comportamento das temperaturas medidas nas placas. O modelo 
resolve a equação dt t!llugio numa placa em condtções semelhantes àquelas proporctonadas pelo siStema de 
aspersão e penmte avalwr o efeito da diferença de materiais das placas usadas 110 experimemo e das placas 
combustíveiS nos gmdtemes de temperaturas 

INTRODU CÃO 

O IEA-R I m é um reato r de pesqu1sas do tipo p1sc1na de 5 
\1W que ullhla elementos combustfve1s do tipo MTR CMatenals 
Tcsung Reactor) com placa~ planas. Estudo~ experimentais 
reah1.ados por Webster (I 967) 10d1camm que para esse tipo de 
reator, com potências de opcmçllo ac1ma de 3 MW. existe a 
neccss1dade de um Sistema de Resfriamento de Emergl:ncia por 
Aspersão (SRE) para atuar no caso de um acidente de perda de 
refngerantc de grandes proporções onde possa ocorrer o 
descobnmento do núcleo. A funçlo desse sistema é resfnar os 
elementos combustíveis, rcurando o calor gerado pelo 
decaimento md1oativo, até que os nfveis de nuxo de calor sejam 
suftcíentcrnente ba1xos para que o resfnamento possa ser fc1to 
por convecção natural do ar. Apesar de origmalmcnte ser 
proJetado para operar a 5 MW. o reatar IEA-Rim tem operado 
de~de a sua mauguração ( 1957) com potência máxima de 2 MW. 
Porém. em meados de 1995, fOI decidido que o reatar dcvcna 
operar na potência de prOJeto (5 MW). aumentando ass1m a sua 
capac1dade de produção e expenmental Ka época do proJeto do 
rcator não fo1 previsto um SRE. que então teve que ser prOJetado 
e 1 mplementado cm 1997, para que o reato r pudesse operar nas 
novas condições. 

Este trabalho apresentn o experimento e a scçlio de testes 
desenvolvidos para avaliar a cfcuvidade do sistema de aspersão 
no rcsfnamcnto do núcleo e fornecer dados para a cert1ftcação do 
SIStema 

O trabalho ressalta um aspecto fenomenológ1co do 
resfnamento das placas por aspersão. descrevendo alguns pontos 
observados durante os testes. ~ descnto também, um modelo 
numénco desenvolvido para nux1liar na intcrprctnçllo do 
comportamento das temperaturas nas placas. O modelo resolve a 
equação de energia, em duas d1mensões, numa pln.ca resfnada em 
cond1ções semelhantes àquelas observadas durante os testes 
expenment3Js. O modelo avalia a mfluénc1a do matenal das 
placas nos gradientes de tempemturas e 1nd1ca que para as placas 
combuMfveis podem ser esperadas tempemturas bem menores do 
que aquelas observadas no cxpenmcnto. 

PARÂMETROS DE PROJETO DO EXPERIMENTO 

Para definir os parâmetros de projeto do expenmento é 
~o conhecer as condJções de fluxo de calor de decaimento no 
núcleo c como este se d1strib\u. após o csva21amento da piscina 

Um reatar de pcsqu1sas de 5 MW com núcleo formado por 21 
elementos combustíveis com 18 placas e 4 elementos de controle com 12 
placas, dispostos em um arranjo 5x5, após ter opemdo por tempo 
infinHo, apresenta a curva de potência de calor de decaimento mostrada 
na Fig. I. A curva, calculada u~do o código ORIGEN (Croff, 1980). 
considera um acrésc1mo de 2Ql..l durante todo o perfodo de decaimento. 
Esse calor não é uruformcmente dJstrib\udo no núcleo, CJUStindo uma 
dJstnb\ução rad1aJ e OXJal A d1stnbu1ção axJal normaltz.ada, calculada 
usando o código LEOPARD (Kerr et ai., 1991), modificado para 
cálculos em reatares com combustível do tipo placa, e CITATION 
(Aowler et aJ., I 971 ), pode !-.er vista na Fig. 2. Assume-se. para fins de 
dimensionamento do si'>tcma e execução do experimento. um acréscimo 
de I 0% no fator de p1co do canal quente. nonnalmente considerado para 
levar cm conta as IOCertCZM de cálculo, e também que esses perfis çe 

mantenham durante o perlodo de decaimento, com o nfvcl de poténc1a 
d1rrunuindo de acordo com a curva de decaimento da Fig. I. 
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O intervalo de tempo para o esvU1amento da p1scina do 
reatar. considerando um ac1dente de perda de refrigerante de 
grandes proporções. fo1 calculado por Mnprelian ( 1997). Os 
cálculo:. mostraram que esse intervalo de tempo é de 
aprOXImadamente 300s, momento cm que a potência de decaJmento 
é da ordem de 140 kW (Fíg. I ) e o máximo nuxo de calor no canal 
quente é 1.13W/cm2

• Já considerados os fatores de segurança. 
Ponanto. as condições térmicas em t=300s serão consideradas como 
condições 1mciais para o transiente nos testes experimentais. 

Como ponto de pan1da para o desenvolvimento do 
experimento foram utilizados os resultados de Parkanski ( 1992), 
que realizou testes com 4 placas aquecidas clctricamente c nuxo de 
calor umformc, obtendo as temperaturas mruCimas nas placas, em 
cond1çõcs estac1onánas. como função do nuxo de calor para 
d1versas cond1ções de resfriamento, mostradas na Fig. 3. Observa-se 
dessas curvas que é possfvel. com vazões de aspersão entre 30 e 45 
cm3/mm/placa, resfriar placas parcialmente submersas sujeitas a 
nuxos de calor de até 4,5 W/cm1

• sem que a temperatum suba acima 
de 108''C. Esses resultados foram usados no desenvolvimento do 
SIStema de resfnamento de emergênc1a do reator argentmo RP-1 O 
de 10 MW. que usa combustfve1s de placas do tipo MTR 
semelhantes aos do IEA-R I m. 
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SECÃO DE TF..STES E CJRCUITO EXPERIMENTAL 

O experimento foi proJetado com o objetivo de 
demonstrar a cfetividade do sistema de aspersão no resfriamento 
de um elemento combustfvel sujeito às condições que podem 
exishr no evento de um acidente de perda de refrigerante. Para 
isso. foi projetada a seção de testes (STAR - Seçlio de Testes 
Aquecida do Rcator). mostrada na Fig. 4. A reg1l!o aquecida é 
formada por 4 placas. ligadas eletricamente em séne, que 
simulam as placas combustíveis e os canais de 2,89 mm 
existentes entre elas. As placas de (625x59x 1.4 mm) são de uma 
hga de 80 <k Ni e 20~ Cr Foram soldados I O termopa.res do tipo 
K não aterrados, com bamha em aço moxidável e 0,5 mm de 
d1âmetro externo nas 2 placas ccntn11s. O posicionamento e a 
tdentificação dos termopares nas placas 2 e 3, podem ser vistos 
na Fig.5. As placas foram montadas no centro de um perfil 
quadrado de alumfmo de (76.2x76.2 mm). e isoladas 
eletncamcnte deste. por Celeron. Para representar a geometria do 
elemento combustfvel tipo MTR, foram adicionadas 12 placas de 
alumínio de I ,58 mm sem aquecimento. A al1mentaçlio elétrica 
para a seção de testes f01 proporc1onada por um reuficador de 
tensão com capacidade pam 24 kW ( 12VCC , 2000A). que 
permite OJUStes de tensão na forma de degraus de 
aproximadamente 0,5V. Para a aquisição dos dados 
experimentais de temperatura foi usado um sistema de aquisição 
de dados (SAD) da Nauonal lnstruments e software LabWindows 
c dois med1dores portáteiS com capac1dade para 5 tcrmopare~ 
cada. 

O expenmcnto térmico foi realizado no circuito 
experimental mostrado na Fig. 6 . Para representar a região do 
núcleo do reator foi montado um conJunto constituído por 72 
Simuladores, num arranjo 9x8, que representam os elementos 
combustíveis, elementos de controle, câmara de irradiação c 
reOetores de grafite, todos construídos cm perfil quadrado de 
alumínio de (76,2x76.2 mm). Esse conjunto fo1 montado 
mic1almente para a realização de experimentos de d1stnbuição de 
vazão de aspersão sobre o núcleo, realizados por Torres (1997), 
para a verificação dos efeitos de sombrcamento provocados pelos 
elementos de controle sobre os elementos combustfvcis. A seção 
de testes STAR foi mstalada entre 2 elementos de controle. 
possibtlitando assim a execução dos testes em condições mais 
realísticas. ou seja, considerando os p1orcs efeitos de 
sombreamcnto. Um distribuidor de va1ão de aspersão cm forma de 
U foi montado no circuito envolvendo o conjunto que representa o 
núcleo. Esse d1slribu1dor possui 7 b1cos aspersorcs selecionados e 
posicionados com base nos resultados dos experimentos de 
distribuição de vazão de aspersão no núcleo. 

TESTE STAR52 

Para ilustrar algumas observações fenas durante o 
processo de resfriamento dns placas pela aspers~o de água. foram 
escolhidos os resultados referentes ao teste STAR52. Neste teste 
foram ~1muladas. com nuxo de calor umforrne (F1g. 7). as 
condtções de nuxo de calor no canal do núcleo com mator integral 
de energ1a, aproximadamente 40% acima das condições médias do 
núcleo. A intensidade do nuxo de calor na seção de testes foi 
decrescente com o tempo. seguindo tanto quanto possível o 
comportamento da curva de taxa de calor de deca1mento, 
conforme Fig. 8. Durante o teste o circuito operou recirculando 
água entre o tanque TQ2 e a bomba. com uma vazlio total de 
aspersão mantida constante c tgual a 3.5 m3/h. 
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RESULTADOS DO TESTE STAR52 

Uma das pnmeiras observaçõc~ experimentais feitas 
com o expenmento diz respeito ao tipo de escoamento que 
acontece no canal entre as placas. Os testes IniCiais mostraram 
que o escoamento, pnnc1palmente na pane mws central da 
placa (sentido longitudmal), ocorre na forma de um ou mais 
filetes de água que escoam ao longo destas. resfriando-as. Este 
resfriamento se dá principalmente pela evaporação de pane da 
água dos filetes. Observou-se ainda. que estes filetes não 
percorrem sempre o mesmo caminho durante o teste. Este tipo 
de escoamento c seu comportamento peculiar serão importantes 
na Interpretação dos resultados e se deve à pequena quantidade 
de água, na forma de gotas. que atinge o canal entre as placas. 
Esta quantidade não ~ ~uficiente para preencher o canal e 
formar um escoamento uniformemente d1stnbufdo, e as gows. 
dev1do à tensão superficial tendem a se juntar formando os 
liletes. 

FOI medida a quantidade de água de aspersão recebida 
pela scção de testes STAR. As medidas foram realizadas de 2 
modos. na forma global. ou seja, toda a água que chega à seção 
de testes, e separadamente nas quatro placas aqucc1das centraiS. 
Observou-se que as placas centrais são menos favorecidas na 
distnbUJção, po1s a água tende a escoar pelas paredes. 

O teste STAR52 teve duração aproximada de 32 
minutos e os resultados de temperaturas registrados por um 
Sistema de Aqutsiçilo de Dados (SAD) podem ser vistos nas 
Fig. 9 e I O, que mostram os regtslros dos tcrrnopares nas placas 
2 e 3. 

As temperaturas máximas observadas foram da ordem 
de 160"C na placa 2 e 220"C na placa 3. Para combustfveis upo 
MTR. admite-se 500QC como limite de temperatura para as 
placas. Convém relembrar que, as condições de nuxo de calor 
às quais foram submetidas as placas do experimento referem-se 
ao canal do núcleo com maior tntegral de energia a ser 
diss1pada, portanto conservauvas. Os resultados mosttwn que o 
processo de resfnarnento por aspersão é eficiente, e que o 
dtstributdor e a Vn7,llo total de aspersllo estão adequadamente 
dtmenstonados. 

Como esperado, as temperaturas registradas pelo 
termopar TI foram as mais baixas, isto se deve a sua localização 
próxtma da extremidade superior da seção de testes. Contudo, é 
possfvel notar a ex1stênc1a de patamares decrescentes de 
temperatura provocados pela diminUJção da potência na seção 
de testes. Nesta regillo a troca de calor se dá pelo aumento da 
temperatura da água, sem mudança de fase. Em TI. também 
próxtmo da extremidade superior, observam-se patamares com 
temperaturas mfenores a IOOnc, indicando também o mesmo 
tipo de troca de calor. Alguns picos de temperaturas podem ser 
observados e foram provocados pela utili7ação dos medidores 
ponáteis de termopare~ usados para afenr a.\ medidas do SAD 
E~te~ medtdores foram instalados em paralelo com SAD e, para 
regt~trar manualmente os valores de temperacura eram 
necessánas operaçõc~ de chaveamcnto que provocavam os 
p1cos. Devido a problemas durante a aquisição dos dados 
referentes ao termopar TIA, os mesmos foram registrados 
manualmente usando o medidor ponátil. Por isso as 
temperaturas de TIA não apresentam o~ctlações como nos 
demats termopares. 

As Ftg. 9 e I O mostram que, embora os termopares 6 
e 6A c 7 e 7A esteJam dois a dois na mesma posição axial, eles 
registram temperatura:. bem dtferentes dur:mte o transientc. Este 
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comportamento pode ser explicado com base no upo de 
escoamento que ocorre nas placas. As diferenças entre as 
temperaturas medidas se devem ao posicionamento do(s) 
filetc(s) na placa. Nota-se que, ora um dos terrnopares registra 
valores matores que o outro e ora esse componamcnto se 
inverte, evtdenctando a aproxtmação ou afastamento do(s) 
filete(s) com relação aos mesmos. Por exemplo, na Fig. lO entre 
150 e 700s as temperaturas registradas por T6A foram 
superiores tis de T6. Porém, a pan1r de 700s, até 
aproximadamente 1400s. T6 superou T6A. 

Outro ponto que confirma essas mudanças no 
posicionamento do filete na placa pode ser vtsto na F1g. 9. onde 
observam-se quedas bruscas na temperatura TI, enquanto que o 
termopar adJacente TI A rcgtsLra temperaturas constantes e 
próximas a IOO''C, temperatura de saturação, durante boa pane 
do teste. As quedas nas temperaturas são decorrentes da 
passagem de um filete de água próximo ou sobre o pomo 
sensível do termopar. Neste caso cspcdfico, pode-se concluir 
que existiam pelo menos dots filete~ de água na região desses 
tcrmopares. com um deles passando multo próximo a TI A. 
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Fig. 9 - Temperaturas na Placa 2 
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MODELAGEM NUMf.RICA 

Para analisar o que pode ocorrer nas placas cm tennos 
de temperaturas cm função do tipo de escoamento observado 
Fig. ( 11 ), e ainda aJudar na compreensão da influência da 
d1ferença de matenaiS entre as placas de combustível que são de 
alumímo e hgas de alumfmo urânio ou óx1do de urânio e da 
seção de testes, modelou-se a seção transversal de uma placa da 
seção de testes pela equaçllo de energia em duas dimensões 
conforme Eq. (1). Para resolver numericamente a equação por 
diferenças finitas foi elaborado um programa em FOR"ffiAN 
90. 

"Filetes· ue 
CSCOI1J11COIO 

Fig. 11 • Escoamento tfp1co nas placas aquecidas. 

Equaç!o de Energ1a na Placa 

a r (a ~ r 
p c-=q"'+k --+ a 1 a x 2 

( I ) 

onde p é a densidade em [kglm1
] . c é o calor específico em [Jikg 

°C), q"' é a fonte volumétrica de calor em [W/m3
] e k é a 

conduub1üdade 1érm1ca em (W/m°C]. 

Foi utili7.ada a discretização mostrada na Fig. 12. com ii=30 e 
jj = 5. Para calcular a transferência de calor entre os filetes de água e a 
placa considerou-se a comlação (Eq. 2) de Thom et ai. ( 1965). e entre a 
placa e o ar foi adotado um valor constante igual a7,5 W/mZc. 

.,.. . r _ 22 65 til 0.5 -Poh$1117 
I W SUl - • 'Y e • (2) 

onde tP é o fluxo de calor em [MW/m~l. Pabs é a pressão absoluta 
em [Bar] e, r ,. e riU, são as temperaturas na superficie da placa c 
de saturação em [0 C]. 

eo ..... 

,.s 1111111111111111111111111111111-+·5 """ 

1•30 -t 
Rogo6o- t( • O Rogolo 1.-. q" • O w h(or)•75 W1M2C • 

lllllllllE 11111111111111 

Fig. 12 • D1screhznç1!o em 2-D da Placa Aquecida. 
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Verificou-se expenmentalmente que nos canais 
centrais da seçllo de testes as vazões proporcionadas pelo 
SIStema de nspersllo foram sempre superiores a 45 
cm3/mm/placa, quantidade de água mais do que suficiente para 
resfnar todo o compnmento aquec1do da placa. mesmo na 
cond1ção ma1s severa de fluxo de calor uniforme 1gual ao fluxo 
de p1co de 1.1 33 W/cm~ Nessa cond1ção, cálculos indicaram 
que a máxima evaporação de água é de aproximadamente 30%. 
o que não afeta s1gmficauvamente a largura e a espessura do(s) 
filete(s). Desta forma. pode-se cons1derar no modelo filete(s) 
com dimensões constantes sem risco de estar cometendo 
grandes erros. 

A Fig. 13 mostra os resultados da análise de uma 
condtção com um úmco filete de água com 4 mm de largura 
posiciOnado a 22 mm da borda de uma placa aquecida com uma 
potência de 600 W, equtvalcnte a um nuxo de calor umforme 
de 0,8 W/cm2

• Essa condiç!io corresponde a um ad1ctonal de 
76% com relação a média do núcleo em t=300s. Estão 
sobrepostos os resultados pura a placa de Ni-Cr, cuja 
condutibilidade térmica é 12 W/m°C, e os resultados para a 
placa de combustlvel cuja conduubilidude térmica é 144 
W/m°C. Pura a placa de Ni-Cr pode-se observar temperaturas 
superiores a 250 •c. enquanto que a mesma condição aplicada a 
uma placa de combustlvcl de AIIU resultaria em uma 
temperatura máxima por volta l60°C. Nota-se, também na placa 
de Ni-Cr. que o termopar T7 cstuna medindo uma temperatura 
1gual a 150"C, enquanto seu adJacente T7 A acusana 200°C. 
Para a placa combusúvel nas mesmas condições são esperadas 
temperaturas de 120 e 140"C em TI e TIA, respectivamente. 
Componamento semelhante acontece com os termopates T6 c 
T6A. Os resultados da modelagem tlustram a mfluêncta da 
posição do filete e do matenal da placa nos grad1entes de 
temperaturas, e aJudam na compreensão dos resultados do teste 
ST AR52. A Fig. 13 mostra amda que. se o ponto sensível do 
tennopat estiver na mesma pos1ção do filete, ele registrará 
temperaturas próximas a lOO''C. Isso deve ter ocorrido com os 
tennopares T7 A e T8 durante o teste. conforme mostram as F1g. 
9 e 10. 

300-+--~--
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150 

D 

Fluxo de calor • 0,8 W/em2 
Filme de Água • 4 mm largura 
Poalç l o • 22 mm 

lnlhe de 
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lonha de 
TI Til 

20 
Posição (mm) 

linha de 
T2 • T5 

Ploca de 
linha de NI-Cr 
T6A 

40 

Fig. 13 · Distribuição de temperaturas para cp = 0,8 W/cm2
• 

60 



A Fig.l4 mosLra os resultados da análise de uma 
condição onde o objetivo foi verificar o efeito da multiplicidade 
de filetes na placa. As condições impostas à placa do modelo 
foram: fluxo de calor uniforme igulll a 1,103 W/cm1 e dois 
filetes com 2 mm de largura, posicionados em apenas um dos 
lados da placa a 27 e 51 mm da borda. Para essas condições 
fomm obtidas temperaturas máximas aproximadas de 500"C 
para a placa de Ni-Cr e 150°C na placa combustível. Convém 
lembrar que essa condição de nuxo de clllor corresponde a um 
acréscimo de 143% com relação a mé<ha no núcleo em t=300s. 
A Fig. 14 ilustra também as d1ferenças nas med1das dos 
termopares adJacentes. Na placa de NiCr. enquanto T7 estaria 
medmdo 410°C, T7 A mcdma temperaturas próx1mas a 200°C. 
O mesmo comportamento é apresentado por T6 c T6A. porém 
com valores menores, Já que estes estão mms próximos aos 
filetes. 

600 
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~00 1 
~ 
l!! 
.3 
l!! 300 

~ 
E 
~ 

200 

Fluxo de Calor• 1,103 W/cm2 
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Tl • T6 

linha de 
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TJA 

100~----~--~~------~.-~~====~ 
o 20 •o 60 
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Fig. 14 - Distribuição de temperaturas para 4> = 1.103 W/cm1
. 

CONCLUSÕES 

A principal conclusão retirada dos experimentos é que, 
mesmo para condições de Ouxo de calor superestimadas c com 
material da placa aquecida diferente, o limlle de temperatura 
estabelecido não foi atmgido. O material da placa aquecida (liga 
de NiCr) possui baixa condutib1hdadc térmica c para que haja 
condução de calor são nccessános elevados grnd1entcs de 
temperatura, conforme mostrnm os resultados do modelo 
numérico. O material das placas combustíveis possui lllta 
condutilidade térmica quando comparado ao da placn aquecida. 
de forma que os grad1entes de temperatura esperados devem ser 
bem menores. Isso mostra que a vazão de aspersão e a geomctna 
definida para o distnbuidor estão adequadas 

O escoamento da água nas placas ocorre na forma de 
pequenos filetes sem trajeto lixo. Esse tipo de escoamento é 
responsável pelo comportamento mcomum das temperaturas, 
observado nos resultados 
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ABSTRACT 

This worl< presents the des1gn of an cxpenmcnt to study 
the cooling process, by a spray system, of electncally heated 
plates. The cxperiment and the test section simulate the 
conditions that eould exiM in fuel plates of IEA-Rlm research 
reactor in lhe case of a Joss of coolnnt accidcnt with totlll core 
exposure. A simplilied numencal modcl was developcd for the 
temperature analysis of heated pi ates. The modcl solve the energy 
equation io a plate subJected to similar cond1110ns of cooling 
provided by the spray system and permits the material innuence 
analys1s on temperature grnd1ents. 
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SUMMARY 
A thermomechomcal theory of swel/mg porous media composed of a soltd matnx and adsorbed fiu.id is derived 

using a hybridization of thc muture-theorettc approach of Bowen {1976) and the Coleman and Noil method of ex
ploitation of the entropy meqv.ality. The microscale consists of macromolecular structu.res {clay platelets, polymers, 
shales, btolog&cal t&Ssu.es, gels) in a solvent (adsorbed water}, both of which are considered as distinct nonover
laying continua. These continu.um are homogenized in t~e spirit of hybr:id '!71ixture theory (H?JT}, s~ thll;t ~t the 
macroscale tlley may be thought of as two overlaying contmua. The e:z;plostat&on of the entropy mequal&ty unthm the 
Coleman and Noll method yields constitutzve resu.lts which capture the physics of swelling. A new form of Darcy's 
law goveming tl&e adsorbed water fiow is derived. The model is applied to a bentonitic clay used for enginnered 
barrier of nuclear waste repository. 

INTRODUCTION 

Due to the phystco-chemical forces between phases, 
many porous media (macromolccular-solvent systems) 
can swell or shrink resulting Ul macroscopic behavior 
wbich may differ significantly from non-swelling media. 
Examples of such media include polymers, shales, clays 
and cartilages. It is crucial to understand the constitu
tive behavior of these materiais for applications involving 
almost ali aspects of life. Swelling polymers have nurner
ous technological applications in drug delivery, contact 
lenses, semiconductor manufacturing and food stuffs. ln 
oil and gas production swelling shales form 75% of drilled 
formations and have been responsible for 90% of wellbore 
instability problems. Clay soils covers 80% of the earth 's 
crust and consequently they play a critical role in all as
pects of nutrition on carth. Ali of these s~sten:s bavc 
in common a structure that can be loosely tdentified as 
a mixture of macromolecules (polymers, clay platelets) 
and solvent (water, organic fiuid). The solvent is eitber 
adsorbed to the macromolecules or in bulk (i.e. free of 
any adsorptive force). The clusters of macromolecules 
and adsorbed solvent form fine particles which swell un
der imbibition and shrink undcr drainage. Although ev
erything derived in this paper can be arplied to a wide 
variety of sweiJing systems, for ease o exposition, we 
hencefortb restrict our discussion to compacted clays. 

The thermomechanical rcsponse of swelling clays has 
received great attention. Dueto their low hydraulic con
ductivity, plasticity, swelüng and adsorptive capacity for 
contaminants, clays have been used to inhibit the migra
tion of contaminants to the environment. ln the case of 
nuclear, beat-generatin~ wastes, canisters of vitrified ra
dioactive waste are buned in compacted clay. The clay 
acts as a geochemicaJ filter to prevent tbe migration of 
radionuclides io groundwater. 

Thermomechanical models for non-swelling porous 
media have been widely discussed in the literature (Bai 

ticles do not depend upon direct contact. Tbey bave at 
Jeast three components: the Van der Walls attraction, 
electrostatic (or osmotic} rcpulsion and surface hydra
tion (a structural component}. The electrostatic compo
ncnt arises from the electro negativity of natural smec
tites. The hydrophilic structure of tbe platelets manifest 
sbort range hydration forces between the minerais and 
water. ln the case of clay and many other hydrophilic 
coUoidal particles, hydration forces are believed to arise 
from the hydrophilic character of the mineral surfaces 
For intersticies smaUer than 30À, the structural hydra
tion forces play a crucial rule m swelling and diffusc dou
ble layer forces play a negligible role in swelling and are 
too weak to explain the anomalous behavior of the ad
sorbed water. {Jsraclachvili (1991}). 

ln this work we propose a thermomechanical model 
for swelling clays within the framework of tbe hybrid 
mixture tbeory HMT (Hassanizadeh and Gray (1980)}, 
which is a sligbt modification of the classical mixture 
theory of Bowen (1976}. ln this context, microscopic 
field equations are avera~ed so that the terms i o Bowen 's 
macroscopic field equatlOns can be identified precisely 
with microscopic countcrparts. After adopting a proper 
set of independent variables for a swelling medium and 
using tbe Coleman and Noll (1963) method of exploita
tion of the entropy inequaüty we derive constitutive equa
tions describing the thcrmomechanical properties of a 
two-phase system composed of adsorbed water and clay 
platelcts. Within the framework of t.he HMT, our goal 
is to provide a natural thermodynamical definition for 
physico-chemical forces within the clay particles. Tbis is 
accomplished by adopting a proper tbeory of constitu
tion which includes appropriate internal variables needcd 
to capture the swelling character of the system. In par
ticular, the approach developed herein provides a ther
modynamical basis for the role hydration forces play on 
the macroscopic constitutive behavior of a swelling clay 
soil. By treating the adsorbed water as a:phase different 
from the clay minerais we get a nove} forro of Darcy's law, 
which governs the averaged adsorbed water flow. This 
form involves an additional interaction potential gradi
ent accounting for the adsorptive character of the clay 
platelcts. The tbermomechanical model is applied to a 
clay-based engineered barrier for encapsulating a heat 
generating container involving highly compacted ben
tonitic cla.ys. The governing equations are discretized 
by the finite clcmcnt method and numerical results are 
presented showing the influence of physicochemical effect 
on the performance of the clay buffer. 

& Abousleiman 1997). A major assumption underlying 
thcse models is that no other forces except those of direct 
contact (effective stresses and pore pressure) are present. 
Porous media characterized by the absence of physico
chemical interaction between the pore water and solid 
matrix, such as granular materiais, are governed by tbe 
above theories. On the other hand, hydrophilic clays 
such as smectities (montmorillonites) with 2:1 lattice 
exhibit complex physico-chemical interaction and their 
constitutive behavior is significantly more complicated. 

The nature of the pltysico-chemical forces remains 
controversial. [n contra.st to the effective stress, net 
attractlve(A)-repulsive(R) forces between the clay par-
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THER.MOMECHANICAL MOOEL 

ln this settion wc present the constitutive assurnp
tions and constitutiva theory for a two-phase system 
composed of clay-platelets and adsorbed water (clay par
ticles). The average balance laws can be found in Has
sanizadeh and Gray (1980). The clay systems we have in 
mind are smectite swelling clays such as montmorillonite. 
This system may swell under hydration and shrink under 
desitcation. Consider the clay particles as a mixture of 
two phases (the solid clay platelets and liquid adsorbcd 
water) viewed as coexisting continua, which undergo in
dependent motions x = X 0 (X 0 , t), o = l, s with respett 
to each refercnce configuration (here x denotes the spa
tia! position of tbe particle in the o-phase at time t v.ith 
respect to a reference position X 0 ). Let the subscript 
o = l, s denote the adsorbed liquia and solid phase re
spectively. Further denote v 0 and v,,, be the velocity 
of phase o and velocity of the adsorbed water relative 
to the solid phase respectively. Further let Do/ Dt de
note the material time derivative following the o-phase 
satisfying 

Do 8 
Dt = 8t +vo ·V 

Dt D -- . Dt- Dt +vt,,·V o=l,s(1) 

Assume that the macroscopic fluid is non-viscous and 
also the va.lidity of tbe principie of local thermal equilib
rium between adsorbed water and clay minerais so that a 
common temperatura is locally assigned to both phases. 
The behavior of the system is dittated by the following 
independent variables (Murad et al. (1995): 

T, V T, Pt. p,, E, , <Pt, V <Pt. Vt.. (2) 

where T is the temperatura, Pt and p, are the averaged 
densities of the adsorbed water and clay minerais, r/>t the 
volume fraction, and E, is the aver~ed strain tensor 
of tbe solid phase given by 2E, = F F,- I with F, 
denoting the defonnation gradient. 'fhe novelty in the 
above set of indepeodent variables is tbe inclusioo of ÇJ1 
and V t/>1 whicb allows for the medi um to swell at the 
averaged scale (see Murad and Cushman (1996) Murad 
et.. al. (1995) ). 

It is usuálly postulated that tbe Helmholtz free en
ergies of the pbases A0 depend only on a subset of the 
set of independent variables. For tbe system under con
sideration we postulate tbe following dependente of the 
Helmholtz free energies 

A, = A,(T, p,, E.) 
At = A,(T,p,,r/J,). 

(3) 
(4) 

Note that A1 depends on t/>t in (4). This dependence 
is motivated by the experimental observations of Low 
(1987) relating the behavior of tbe adsorbed water to 
the pfatelet separation. 

Let d0 , ta and '7cr (o = l , s) denote, respectively 
the symmetrit part of tbe gradient of velocity, averaged 
stress tensor and entropy of the a-phase. To obtain a 
constitutive theory for tbe swelling clay farticles we ex
ploit the entropy inequality (Murad et a. (1995)) 

TA= L: -4JaPOt (Do Ao + '1o DoT) 
o=t.. Dt Dt 

+<Potr(tod o) - Vt ,• · Tt ~ O 

wbere A is tbe rate of net entropy production and Tt rep
resents the net gain of momentum of the adsorbed water 
from the solid phase arising in the momentum equation, 

DoVo . ~ ) 
lD0Po'""L5"t-dlv(~oto)= T0 (o=l,s (5) 
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where gravity effects have been'se ~lected. To exploit the 
restrittions placed by the entropy mequality on the ton
st itutive theory we apply the Coleman and Noll (1963) 
met.hod Within this framework the total derivatives of 
tbe free energies are rewritten in terms of partia! deriva
tives using the chain rule and the funttional forros pos
tulated in (3)-(4). Denoting the volume fraction of the 
solid pbase by r/>. = 1 - <Pt and tbe thermodynamic pres
sure of the o-phase by 

_ 2 8Ao, 0 = l, s 
Po- Po ÔPo (6) 

and using thc rclation D,E,fDt = F '!" d, F , (Eringen 
(1967)), the entropy inequality can be rewritten as (see 
Murad et al. (1995)) 

wbere 

TA = "" (8A0 
) D,T ~ -<PoPo âT + '1o Dt 

a=t,. 

+ tl>ttr ((t, + Ptl)dt) 
+ t/>,tr ((t , + p,I- t!)d,) 

v,,,. (rPtP• V tf>, -PI V rjJ, + T,) 
D,<D, 
f5t (tPtP• - Pt + p,) 

f V T (.~,~.h.) 
~ o 

8A, p T 
t! = p,F, 8 E, '' 

8At 
p. =PI aq,

1 
(7) 

denote respectively the effective stress tensor and the 
hydration pressure (Murad and Cushman (1997)). As 
we shall see next the differente between granular and 
swelling media is the pbysico-themical stress component 
t~ (or p.) whlch arises because we postulated that ~ 
depends on <Pt· Recai! that the definition of vicinal or 
adsorbed water is water whose properties vary with the 
distance from the solid phase. ln an well ordered clay 
parti ele, where the solid phase is composed of flat par aliei 
platelets the adsorpt ioo of additional water causes the 
platelets to move further apart, changing the interlayer 
separation and consequently the properties of the vicinal 
fluid (density, viscosity, etc., Low (1976)). This cbange is 
represeoted by the additional dependente A, = At (·, tl>t)· 

We now linearize the entropy inequality about equi
librium to derive near equilibrium results. We cboose 
to linearize only about the one variable whicb gives a 
positive quadratic form in the entropy incquality. So for 
example, if z is a variableoftbe set {v1,,, D,,P,jDt, VT} 
wbich vanishes at equilibrium and f is the coefficient of 
z within tbe entropy inequality, the linearization pro
cedure gives an approximation for the near-equilibrium 
value of f as, fneq ~ /eq + Cz, where C is the lineariz.a.
tion constant. ln addition, A is a linear function of the 
rates of change {D,T/Dt, d1 and d. } which are neither 
dc:,pendent (constitutive) nor independent. Hence to sat
isty the entropy inequality for al1 possible processes, the 
coefficients of these variables must be identically zero. 

ln applying the above procedure, the entropy inequal
ity yields the following relations 

L: toPo (8~ + 1Jo) = O 
o=l,1 

(8) 



t1 = -p,J {9) 

t , = -p, I + (~, 1 )t~ (10) 

~lP· v~/- p,V~, + Tt = - R,v/,1 {11) 

D.~~ ( PI- p, = ~~p. + J.l·m 12) 

L <Po ho = - K TV T {13} 
o=l,• 

where R, ,K T and J.l. are material coefficients arising 
from the linearization procedure. 

Stress Analysis 

To obtain a physical intcrpretation for the constHu
tive equation (10) for the solid phase stress tensor, we 
follow Murad and Cushman (1996) and introduce the 
total particle stress tensor t and the particle thermody
namic pressure p 

P = rPIPI + ~,p, · (14) 

If we multiply (9) and ( 10) by <P1 and </J, respectively and 
add tbem we obtain after using (14) 

(15) 

ln the above result, t:, denotes the effective stress tensor 
which measures stresses induced by mineral to mineral 
contact and primarily controls the deformation of non-
swelling systems. The additional term , t~ , is the stress 
due to the change in the free energy 0 1 tbe adsorbed 
8uid with volume fraction . This additional term ac
counts for the solid-fluid physico-chemical interactions 
and is viewed as a stress structural component arising 
from surface hydration. Whence, as in Murad and Cush
man (1996), we henceforth call t~ and p. the hydration 
stress tensor and hydration pressure respectively. 

Modified Darcy's Law for the Adsorbed Water 

Defining the permeability tensor of the clay parti eles 
as K1 = ,P~ R'/ 1 then eliminating T1 in (11) using the 
momenturn equation (5), using (9) and neglecting iner
t ial effects gives 

rPIVI ,• = - K , (Vp, + p. V<Pt) , (16) 

Equation (16) is a modified forro of Darcy's Jaw for 
the adsorbed water flow. The first term on the r.h.s. 
of (16) is the driving force for thc traditional Darcy's 
law. The last term shows that due to the hydrophilic 
att,action between"the adsorbed water and the minerais, 
the adsorbed fluid tends to flow from regions of high 
volume fraction to regions of low volume fraction. 

Equation (12) teUs us that near equilibrium, the ther
modynamic pressure of tbe adsorbed fluid and solid phases 
are not necessarily equal. The coefficient J.l• may be 
thougbt of as a relaxation factor wbich among other ef
fects, a.ccounts for the re-ordering of the adsorbed water, 
i.e. the redistribution of the fluid molecules over the in
terlamelllar spaces. 
Moreover, from (14) and (12}. tbe near equilibrium form 
of (15} is given by 

t - t:- p. 4J,,P, I =-pi = ( - p1 + ~,(p, - p,)) I 

( 
lJ,r/>1) = -PI+ J..L. 4J,Dt I 
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Energy Balance for Swelling Systems 

Since we have assumed that the clay minerais and 
adsorbed water are at local thermal equilibrium (T, = 
T, = T ) tbere is no need to consider individual energy 
balances and Fourier's law for each phase. Equation (13) 
is the classical Fourier's law of heat conduction for the 
the overall heat flux. The energy balance for the mi.x
ture as a whole can be derived by surnming up the en
ergy balances for the individual phases. ln terms of the 
Helmholtz free eneq~ies, .40 , the overall energy balance 
can be expressed as (see Hassanizadeh and Gray (1980)) 

" D0 A0 D0 T D0 TJ0 

LJ 4JoPo-rit + rPoPof'JoDt + rPoPoTJ5t 
o=l,• 

= rPot o : do- div (Q'>0 h o) + Qo =O (17) 

where A : B = tr(ABT) denotes the classical inner 
product between tensors, d a is the symmetric part of 
V v0 , h o: is the heat flux;. and Q0 is the net excbange of 
energy between phases. lionservation of momentum and 
energy for the mixture as a whole requires 

E To = O, L Qo = - E T 0 • V 0 = -TI · Vt ,1 

o = l ,, o=l.• o=l.• 
(18) 

Recalling our assumptions A, = At(T, P1. q>,) and A, = 
A,(T , p, , E,), using (8),(7) and (6), by tbe chain rule, 
the expansions for DtAtf Dt and D,A,f Dt are 

A. DtAt A. D,T _ rPtPI D1P1 A. Dt<!>t 
'I'IPI/5t + vtPif'Jt Dt - p, Dt + '!'lP· Dt (19) 

D,A, D,T ~ ( ) 
rP•P•-yjt + <f>,p,fJ, Dt - t ,: d, = O 20 

where the solid was assurned incompressible and the re
lation D,E,fDt = F; d,F, (Eringen (1967)) was used. 
Since p, is constant, by adding the mass balances 
(rPt~Pt)DiptfD_t+Dtr!>t/Dt+t/>tdivv, = O and D,,P,fDt+ 
<j>,divv, = Ú y1elds 

rPt DtPI = _ " (rt>odivvo: + Dor/>o ) 
PI Dt LJ Dt 

o= l ,l 

=- L ~odiVVo - v, ,,. v ,p, 
o=l.• 

wbere the relation (1) and the constraint <Pt + </>, = 1 
have been used. By adding (19} to (20), using the above 
result , and (1) we obtain 

" DoAo ~ DoT e 
LJ rPoPo-r5t + LJ 4JoPof'JoDt- t, : d, 

o=l,• o=l,• 

= Â Dt<PI + tPIPI DtPI - A. D,4J, 
'I'IP• Dt PI Dt - .,,p. Dt 

- PI L 4Jodivv0 + (<!>lP• - Pt )VI ,• · V </>1 
o=l ,l 

Together witb the constitutiva equations (9} and (12) for 
tbe stress tensors and the mass balance for the incom
pressible solid D,,P,j lJt = ,P,divv, = Q'>, I : d, this gives, 
after further manipuJations 



'""' DoAo '""' DoT ~ ~01Po Dt + ~ ~oPo'I'Jo Dt 
o=l.• o=l,s 

) D,~t = (~tP• - pl)vt.• · V <Pt + (p,- Pt Dt 

+L r/JotOt: do 
o=l,l 

Using the above expression and (18) in the energy 
balance {17) gives 

'""' Do'I'Jo . ( ) ~ ~oPoT--yjt + d1v t/)0 h 0 = ~ 
o=l,l 

wbere ~ denotes tbe intrinsic dissipation function 

D,<Pt ~ 
~:: (p,- p,)J5t- (Tt + (~tP· - Pt)V~t) ·v,,, 

The above result shows that he dissipation function bas 
two contribution due to the Darcy velocity v,,, and due 
to the non-equality between PI and p, at near-equilibrium. 

LINEARIZED GOVERNING EQUATIONS 

Tbe infinitesimal thermomechanical model for tbe 
clay particles is obtained followins the standard lineariza
tion procedure (Eringen {1967)). Consider that par
ticles are initially in a homogeneous, equilibrium and 
isotropic state and assume smâll deformations and small 
deviations from their reference values. Expand Ao 
{a = l , s) in a Taylor series about equilibrium and re
tain quadratic terms in A 0 and linear terms in the set 
of governing equations. At tbc initial equilibrium state 
denote T = T, Pt = p, E, = O, tf>t = '4>1 and rf>, = 4>. 
(4>, = 1 - '4>1) and also denote {Ao , 1]0 , p1} the values of 

{A0 ,'1'Jo,PI} in tbe reference state. Let {p. , K 11KT1j1. } 
be the values of {p. , Kt 1 KT, Jl.} at the reference con
figuration. FUrther let thc infinitesimal strain tensor be 
given as E. = V 'u., where V 'u. = l/2(Vu, + Vu'f), 
with u. denoting the dlsplaccmcnt o the solid phase. 
Let ( J.l• 1 .>.,} ~enote the pai r of Lame coefficients of the 
platelet matnx and let o 01 and C o denote the coefficients 
of thermal expansion and the constant volume specific 
heat of the o-phase defined as follows 

C - T- fh], I - -8ry,, 
I = 8() C, = T 8() ' 

T Pl.<i>l TE. 

atrE,J 1 ap, 1 
o, = 8flT trt: 

01 = - Pt 80r p, .~, 
where 8r = T- T. Additionally let K 0 denote the bulk 
modulus for hydration stresscs, dcfined as the coefficient 
of proportionality between p. and <h1 and also introduce 
the physico-chemical coefficient of thermal expansion o 1, 
in tbe sense of Carnpanella and Mitchell {1968) to ac
count for cbanges in volume resulting from a tempera-
ture induced cha.nge in physico-chemical forces. Within 
tbe current framework, these new pbysico-cllemical co
efficients are defined as 

01,• = ;:~ L.p. I - 8p.l . 
Ko = rf>'arf>, p,,sT 

Assume that induced changes in PI 1 due to Pt and p. are 
small compareci to tbose induced by changes in OT. Tbe 
Linearized version of PI = p, ( 8r) is 

Pt- P1 = -p,o,Or. {21) 

1234 

Postulate now the quadratic expansions 

- -- -- >., 2 2 p6</J.,A.- p$~1A,- p,</J,1J.f)r + 2(trE,) + p,trE , 

-(3..\, + 2p,)a,trE,OT- p,C.!..'jJ'O} 
2T 

-- -- - - Ko - 2 p,A, = p,A,- Pl''7t0r + p. (<Pt- </J,) + -=-(~,- <P,) 
2iP, 

Koo''(.o~ ;;:)O p1C, {)2 
----'til- Y"/ T- -=-ur 

rf>t 2T 

Togetber with (7) this gives 

t~ = (À,trE, - K,o,Or)I + 2JJ.,E, (22) 
Ko - o,,Ko 

p. = P. + -=-(rf>t- t/J1)- ---Or. (23) 
~I rf>t 

where K. = 3)., + 2p, is the solid matrix bulk modu
lus. The above expansions together with {8), gives the 
linearized entropy relations 

_ C, K,o, 
T1• = T}, + ~or + -::-trE, 

T p,t/>, 
(24) 

_ Ct Koo,, -) 
T11 = 111 + =-Br + ---(1/Jt- r/>, 

T Ptrf>t 
(25) 

Eq (22) is the classical linear thermoelastic constitu
tive equation for the cffcctive strcsses. Defining Kí, :::: 
- 2 - - - -
dJ, Ko + p.</J,(t/>,- t/>1) ando;, = t/>,o,,Ko/Kí, 1 by lin-
earizing t~ = rf>,</J,p.I we have from {23) 

( 
- - Kí - I I () ) I t~ = p. r/>tt/>,1 = 'P. r/>1t/>, + 4>' (q,, - r/>1) - o1,K,, r 1 

I (26) 
Let h r = Lo=l,• t/>oho bc the ovcrall heat flux . Ne
glecting convective effects, using relations (24) and (25) 
in the linearized energy equation (17) gives, 

divhT- ~ = -T ~ :;: -P 8rJo _ -c 88r 
~ 'ó'o ~a - -p r-

o=l,l t 8t 

- a,;T Ko oq,, 
Dt 

wbere pCT :: p,'4>,C, + p,'4>,C1 

Du. 
TK.o..d\vat 

P:: p, + Pt· 

Tbe above result consists of a generalized linearized 
energy balance for swelling systems. The last two terms 
in the r .b.s. measure, respectively1 the mecbanical work 
of bydration and effective stresses. 

Linearized Thermoviscoelastic Model 

Let q1 :: rf>1v 1,, be the Darcean velocity. ln the ab
sence of inertial and convective effects, our linearized 
governing equations are 



M ass of tbe Solid Pbase 

Bt/J,- ~ divau , =o. 
8t • 8t 

Total Mass 

-;;. 88r d" di 8u , 0 - 0:1'1'/ fJt + IVQ/ + V fJt = . 

Total Momentum 

divt = O. 

Cons titutive Relation for the Total Stress Tensor 

t = -prl + t: + ( 4J,<jJ,p. +~.li. ~1 ) I 
Effective Stress Constit utive R elation 

t! = (>.,clivu , - o:,K,Or )/ + 2p, V ' u , 

Hydration Stress Constitutive R e lat ion 

--- K{, - I I tPttf>,p. = p. </Jttf>, + -=-(tPI- tPt)- o,_Kt,Brl 
t/J, 

Darcy's Law for tbe Adsorbed Water 

qt = -Kt(V pt + P. V f/>t). 

Energy Equa tion for the Mixture 

d. h C 88r -T d" 8u , :.:. 
IV T + p T7ft = - 0:. IVTt + 'lt! 

Fourier's Law of Heat Conduction 

-T 
hr = - K V Or 

(27) 

(28) 

(29) 

where a:. = o,K, + Ot.~1Ko = o,K, + oí,Kí,· If the 
adsorbed water is assumed incompressible (a:, -t 0). and 
denoting À; = À,+~.(/+ P.), p• = '4>6ii. and o • = 
o,K, + a:1 ,~,'"Y . then in terms of {u ,,p,,8} the above 
governing equations can be rewritten as 

p,b.u , + (.>.: + p,)V divu ,- Vp,+ 

·vd· a u , ·ve o +J.L IVTt- O = 

di v 
8~· - K1(t:.p, - ~.p. t:.clivu) =o 

K "B -c88-T • 8divu , 
TU = p 1jt + 0: af 

Tbe above system of equations govern the bydration 
swelling of a porous media composed by an elastic ma
trix and adsorbed fiuid. An remarkable consequence of 
the above governing equations is tbe reproduction of the 
classical linear model of thermo-poroelasticity upon ne-
glection of the physico-chemical coefficients {P. , ii. , a:,,,,]}. 
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C'O\tP'AC""lliOQ AY 

Fig. 1: Decreasing heat source buried 
in a compact ed clay 

NUMERlCAL RESULTS 
The above model is discretized by the fuüte element 

method and numerical simulations of a highly compacted 
swelüng cla_r. used for enginnered barrier of nuclear waste 
repository {fig. 1) are performed assuming a monomodal 
character for the bcntonite, i.e. composed o ( clay miner
ais and adsorbed water. 

The subsequent figures depict the influence of physico
chemical effects in tcrms of thc the difference between 
total pressure P = -(1/3)trt and fluid pressure p,. This 
excess is denoted by E. Taking tbe t race in (27) we have 

1 e - _ 84>1 
E :: - 3trt -pt = P-p, = P, +t!>tr/>,p. +<P,J.L. Tt (30) 

wbere P: :: -(1/3)trt: is the effective pressure. Fig.2 
shows the plot o( E when hydration stresses are present 
(p. = 1), whereas fig. 3 sbows the sarne plot for a non
swelling medium, (p. = J.L• =O). We may note from {30) 
that for a non-swelling medium, tbe excess E is nothing 
but tbe effective pressure. For positive p. and p. , the 
quantity E incorporates both effective and physicochem
iral contributions. Fig. 4 depicts the difference E - P:. 

E 

Fig 2: Effective pressure elevation including 
t he physicochemicaJ contribution 



Fig 3: Effective pressure for a 
non-swelling m edium (p. = JJ. = O 

30 

Fig 4: Phys icochemical contribution ·E - P: 

It has been shown by Murad and Cushman (1997) 
that the physicochemical component depicted in fig. 4 is 
somewhat relatyed to t he swelling pressure. Accordin.e; 
to Low (1987) tbis latter quantity is viewed as the over
burden pressure excess t hat can applied to a saturated 
mixture of adsorbed water and clay to keep the layers 
forro moving apart. Tbe dependence of this quantit;y 
with the volume fraction was measured by Low (1987) 
in a classical reverse osmosis swelling pressure exr eri
ment wherein bulk water is separated from a wel or
dered parallel clay platelet-adsorbed water mixture by a 
semipermeable membrane. Due to the hydrophilic intcr
action between the adsorbed water and tbe clay minerais 
the clay tends to swcll as water penetrates the region be
tween its superimposed layers and forces thcm apart. ln 
this experiment an overburden pressure P is applied nor
mally to thc clay-water mixture and the average inter
layer separation, h, of the platelets is measured. We may 
observe from the numerical simulations, that the mag
nitude of physicocbemical effects is larger close to the 
heat source, wbich means that that hydrations swelling 
effects and water uptake are greater close to the source. 
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CONCLUSIONS 

A thermomechanical model for a two-phase swelling 
porous medium is proposed using a hybridization of the 
mixture-theorctic approach of Bowen (1976). ln tbe pro
posed formulation hydration effects are manifested m ad
ditional terms in the governing equations, in particular: 
(I ) l n a modified etrective stress principie for swelling 
porous media which incorporates tbe hydration stress 
tensor t~. (2) ln the energy balance where physico
chemical effects are manifestcd through an additional 
term accounting for the mecbanical work of hydration 
stresses. (3) ln tbe appearance of an additional physico
chemical coefficient of thermal expansion of the platelet 
matrix o,,. (4) ln a modified form of Darcy's law govern
ing the vicinal water fJow which involves an additional 
volume fraction gradient accounting for the hydropbilic
ity between adsorbcd water and tbe clay minerais. (5) 
ln the appearance of a retardation viscosity coefficient 
(JJ. ) as a natural consequence of relaxation behavior. 
Numerical simulations were performed sbowing the in
fluence ofphysico-chemical forces on the performance of 
a clay buffer. 

REFERE!\ CES 

Bai, M. & Abousleiman, 1997. Thermoporoelastic Cou
pling with Application to Consolidation lnt . J . Num. 
Anal. Methods Geomech, 21, pp 121-132. 

Bowen, R., 1976. Theory of mixtures", Continuum 
Phystcs", editor , A. C. Eringen , Academic Press. 

CampaneUa, R , & J.K. Mitchell, 1968. lnfluence of tem
perature variations on soil behavior J. Sotl M echs and 
Found. Dw. (ASCE), 94(SM3), pp 709-734 , 

Coleman, B. D. & W. !\oU, 1963 The tbermodynamics 
of elastic materiais with heat conduction and viscosity 
Arch. Rat. Mech . Anal, 13, pp 167-178. 

Eringen , A. C., 1967. Mechanics of Continua, John Wi
ley and Sons. 

Hassanizadeh, S. M. and W. G. Gray, 1980 General con
servation equations for multiphase systems: 3. Adv. 
Water Resour., 3, pp 25-40 

Israelachvili , J ., (1991) Intermolecular and Surface 
Forces, Academic Press, New York 

Low, P. F ., 1976 Viscosity of interlayer water in mont
morillonites Sotl Sei. Soe. Am. J., Vol 40, pp 500-505. 

Low, P. F ., 1987 Structural component of the swelling 
pressure of clays, L<lngmuir, Vol 3, pp 18-25. 

Murad M.A. L.S. Bennethum & Cushman, J .H. 1995. A 
~ultiscale theory of swelling porous media: I. TI-ans
port in Porous Media, Vol 19:1, pp 93-122 

Murad M.A. & Cushman J .H., 1996. Multiscale flow and 
deformation in hydroPhilic sweUing porous media, Int. 
J. Engrg Sca, Vol 34:3, pp 313-336 

~urad M.A.& Cushman J .H., 1997. A ~ultiscale the
ory of swelling porous media: ll. Transport in Porous 
Media, Vol 28:1, PP 69-108 

Sridharan A. and R.ao G. V., 1973. Mechanisms control
ling volume change of saturated clays and the role of 
the effective stress concept , Geotechnique, Vol 23:3, 
PP 359-382. 



~a cm VIl ENCIT- Rio de Janei ro,RJ BRAZIL (November,1998) 

• PUC 
"'0 

DESEMPENHO DE UM DESSUBLIMADOR BASEADO EM 
CONVECAO EM MEIOS POROSOS 
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RESUMO 

Este artigo compara um dessublimador baseado em convecção induzida por tensão superficial em um meio 
poroso com dessublimadores convencionais anulares e de bandeja. Este de.rsublimador trabalha continua
mente com a diferença de carga de pressão entre teias diferentes, submetidas a gradiemes de temperatura e 
concentração. Um fluido de trabalho especial transporta o vapor do lado do alto ••ácuo para wna câmara 
com pressões nn faixa de trabalho das bombas de anel líquido. 

INTRODUCÃO 

Os dessubhmadores convencionais são aparelhos de opera
ção em batel ada, cuja função~ rehrar por solidificação vapores em 
sistemas de vácuo Silo mutto usados na separação de UFt. e nas in
dústrias ahmcntfcta e fnrmacêuhca Estlio ligados a liofihzação de 
ahmemos e remédaos. processos onde a reurada da água é feita 
abatxo de O"C, para evuar perdas de componentes relevantes do 
produto por evaporação Neste~ aparelhos, cuJa operação não é 
conúnua, a camada de neve asola a mterface de evaporação das 
fontes de fno. reduzando ao longo do tempo as taxas de deposi
ção. Os problemas de obMruçlio à passagem de gás. de erosão da 
bomba de vácuo ou de con1amanação do seu flutdo de l!llbalho 
pelo condensado impedem 4ue se permna a deposição de neve 
em toda a área de troca do~ des!>ublimadores convencionais. Por 
isso buscou-se uma soluçl!o ahemauva baseada na experiência do 
autor com tubos de calor. Na pnmeira fase do desenvolvimento. 
(Bambace. 1996) analisou-se apenas a taxa de deposição junto a 
entrada do dessublimador ahemativo. Já. neste trabalho, analisa
se a deposição em várias seções deste. 

Há tubos de calor que são basicamente uma teia porosa c um 
tubo de retomo. A teia leva o flufdo por tens11o superficial até um 
pomo quente onde este evapora, e o vapor retoma pelo tubo. 
Teias de poros de caractcrfsticas diferentes geram cargas de pres
são diferentes A energia potcnctal do sistema é a integral da ten
são superficial entre o fluido e o substrato ao longo da área de 
contato A teia fina. de maior área de conlalo. armazena mais 
energta que a grossa. Em geral a tensão superficial é menor para o 
Outdo ma1s quente e menos carregado do soluto vaponzávcl Ha
vendo gradaentes de concentração c temperatura. a energia poten
cial do sastema é mfnima se a teaa tinauver a parcela do fluído de 
menor tensão ~uperficaal . Asstm. pode-se tnduzir convecção, com 
arranJOS adequados das fontes fnas e quentes e superfícies de tro
ca de massa. Se o vapor a ser bombeado for ~lúvel em qualquer 
proporção no fluado de trabalho, por exemplo C8H1604. para a 
água e Flombm para o UF6, c se o fluido de trabalho puder che
gar às superfTcaes de condensação e evaporação em condições de 
temperatura e concentração de ~olulo adequadas, tcr-se-á um sis
tema de operação contfnua com taxas de transporte satisfatórias. 
O fluido pennanecerá na teaa se t1 porosidade e pressões forem 
compatíveas. A escolha do flutdo se deve ao fato do mesmo ter 
pressões de vapor tl!o baixas como as do etileno-glicol, viscosi
dade menor e resultar cm misturas com a água de temperaturas de 
congelamento muito menores. 

Entrada da 
Cimllnlde 
V6cuo Parctl\1 

(queme) 

Vácuo P=i:U 

de Alto Vácuo (fna) A Corte A-A 

Poros 
Extra 

. Cámara de PR:nio.. . .. 
ObSltUÇio 

Figura I: Célula Unilárin e Geometria do Sistema Proposto 

A análise diferenctal do problema, exige modelos similares 
aos de escoamentos induztdos por tensão superficial em cresci
mento de cristais. Usou-se um progroma de daferenças finilas de 
formulação de volume de comrole de malha defasada para esta 
anáhse. Devtdo aos bruxos gradientes na dareção do escoamento. 
analisa-se a teaa ba-dimensaonalmeme em vánas seções. e o esco
amento de gás na câmara de aho vácuo mdependentemcnte A fi. 
gura I. mostra a geometna proposta, podendo-se operar num apa
relho vános canaas em paralelo. e eventualmente, neste caso usar
se teias para hmitar duas faces de quatsquer das câmaras. Entre os 
dessublímadores convencaonais tem-se o upo anular, onde sim
plesmente há um tubo de fluido refngcrante, eventualmente ale
tado, no eixo de um duto de maior dtlimetro. O conjunto só tem 
uma parede, e pelo nfvel de vácuo elevado e baixa emissividade 
da parede externa se garante o asolamento térrruco do sistema. 
Outro tipo é o dcssublímador de casco aletado, apresentado na fi
gura 2. Vê-se na figura, um vaso cilfndrico com uma entrada e 
uma safda de gás. e três JOgos de grades de placas paralelas ao es
coamento. sobre as quais correm dutos de nu ido refrigerante. 
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tubo gerante e aquecedores 

Figura 2: Dcssubhmador Convcncaonal com Paredes Internas 

MODELO DOS DESSUBLIMADORES CONVENCIONAIS 

Apre!>enta-se primeiro a análise simplificada de dessublima
dores de casco aletado convencionais (Dunthom em 1968), poas 
na análise do escoamento de gás nas câmaras auxiliares se usará 
um modelo similar. Na anáhse em questão. a derivada no tempo 
da espessura local de camada de depósito, é dado por 

àb/ih I.......,= W K(p-p.)/(p,(l-a))=W K(«~!P-p,.,)l(p,(l-a)) (I) 

onde p, é a densadade do depósno, W o peso molecular do vapor. 
K o coeficiente de transferência de massa. p u pressão parcial do 
vapor na câmara. a é o fator de precapitação. p,. a pressão do con
densado na parede fria, P a press!io total c Q a fração molar O fator 
de precipatação é nulo para nustura superaquec1da, e cm caso con
trário leva em conta a dcssubhmação do vapor longe da parede c 
suo precipitação nesta. K é relacionado com o fator de atnto f, v1a 
Sc:u3 K P11 M,./(Pm V) igual n f/8. Onde Se é o número de 
Schmidt, Mm c Pm o peso molecular médio e a densidade média 
de mistura na corrente, V a velocidade e P1r é (p -p .. )/ln(p/p,.). 
Deve se notar que a prec1pitaçJo é um Item não deSeJado na ope
ração de dessublimadores, poas !>C de um lado aumenta a taxa de 
deposição, de outro aumcnt:J o nsco contaminação do fluido ou 
de erosão da bomba de vácuo. 

Algumas expressões aparecem repetidamente nas fórmulas 
de análise em questão, assim define-se. 

N = (Pr/Sc)w 
a=W C, N (Mm Cm) 1 ln[( I -p,Jp)/( I-$)] 
bc= ll h a (1-$) {Z MmC.J'1 

b1=a (1-a)"1(W c,) 1 

b3= (T -T ,.) /( e•- I ) 1 

(2) 
(3) 
(4) 

(5) 
(6) 

onde Zé taxa de moles de gás a ser retirada no sastcma. e é p o 
perfmetro da seçõo de deposiçt\o, C, e Cm são os calores específi
cos elo vapor c gás. Mm o peso molecular médio, Te T.., as tem
peraturas da corrente e parede, e P, e Se os números de Prandt c 
Scn11dt. 

Os dessublimadores trabalham em regime quas1-estático, as
sim as derivada.\ parciais no tempo na corrente de gás são desprc
zfvcis, e decorrem do balanços de massa c energia no gás: 

à(Wàx 1 ...... = -( 1-$)2 p PJ (àb/àt)/(M, Z) 
àTiàx = b1 [ b2 -bJ) 

p/M1:W/W' (7) 

(8) 

Onde W' é o peso molecular do gás. T.., é obrida pelo balan
ço de energia na interface, desprezando-se a resistência térmica da 
estrutura. Combinado (7) (8) e a equação de Closscus Clapeyron 
d4l/dT = 9 h1, R 11 1, com R a constante um versai dos Gases e hl\ o 
calor latente de mudança de fase, definindo-se as = h"(MmC.J 

1 

tem-se a equação algébrica para a: 

a.=[ a.s+RT2
< l-$)hh; 1$'1]/[ n.t+MiCt b3(MmCm )'1) (9) 

ANÁLISE TEÓRICA DO DESSUBLIMADOR DE CONVEC· 
CÃO EM MEIO POROSO 

A análise que se segue é basicamente a de Bambace. I 996, 
acrescida das equações para a n11stura gás vapor nas câmaras de 
vácuo. Dcfimndo-se: P1 e P1 respecuvamentc como as pre~)Ões 
nas câmaras de vácuo parcial c alto vácuo. cr1 e a1 como a tensão 
superficial do mistura do lado do vácuo parci:ll c do lado do alto 
vácuo. e d 1 e d2 como os d1âmctros de poros A garantia de reten
ção do fluido de trabalho na te1a cx1ge (~1oorc . 1968): 

P1- P1 !:>2( a1 d,·' +cr! d1
1) ( 10) 

A taxa de evaporação ou condensação JUnto a uma superfície 
de troca de massa, pode ser obtida por (Moore, 1968): 

m , = k, [p,-p(T,,C,)) (li) 

onde m é a taxa de depos1ção de massa na fronteara i. k; o coefi
Ciente de transferência de massa. p; é a pressão parcial do vapor na 
câmara associada a fronteira i, p(T;,C,) é a prcssilo de vapor do 
soluto, com concentração de massa C,, e temperatura T,, na mastu
ra. Aphca-sc a lea de Rault, na falta de dados cspedficos sobre a 
n11stura. 1.e. toma-se esta pre.~slio como a do Hqu1do puro muluph
cada pela fração molar deste na solução. A pre~sào de vapor do lí
quido é calculada pela equaçllo de Classius- Clapcyron: 

(11
- T; 1

) = h1, W R"1 ln( P/P) ( I 2) 

onde W é o peso molecular, R a constante umversal dos gases, hh 
é o calor latente de mudança de fase. o fnd1cc r se refere a condi
ção de rcferênc1a eTc P são pressão c tcmpcrntura Supôs-se de
pendência linear da tensão superficial com temperatura e concen
tração. A carga de pressão fomcc1da por uma teia, foi calculada 
de acordo com ESA (1983) como: 

t.P = 9.756 CJ d I (13) 

onde d é o diâmetro local dos poros, e a perda de carga na teia, 
foi calculada (ESA 1983) como: 

t.P' = I 50 1-1 <I -cp)~ cp·V { 14) 

onde cp é a fração de vazao da tc1a. c 1-1 é a VISCOSidade absoluta. 
Os coeficientes numéncos são experimentais para teias sinteriat
das e valem para o sistema SI. Numa Interface entre 2 fluidos, há 
uma força abrupta proporc1onal à d1ferença de tcnsõo superficaal. 
Ao tratar-J.c por difereoç!b finitas a equaçJo da quanúdade de 
movimento em uma teia com tensão superfic1al variando continu
amente devido a mudançu~ de temperatura c concentração, é m
tuitivo se con:.iderar o nurdo de cada uma das células vizinhas às 
fronteirO!> de cálculo de balanços de pressão como entidades cn
dependentcs. daferentes e não miscfveis. A5Sim, nos ponto:. onde 
se define pressão na malha de solução dO!> equações de Navlcr
StokCl>. surge um termo aguai ao dtferenc1al t.P da equação ( 13), 
que adotando-sc o modelo de Oarcy para um rnc1o poroso br
dimensconal, podem ser cscntas conforme ESA (1983 c 1987), 
Bejan ( I 984) c Patankar (I 980). como: 

~(pu,2)+ ~pu,u1 =~p-9.756d 1 ~CJd'(-ISOJ.1u,(l~cp)~cp·3d2 (IS) 
o. éJIJ a; iJç 

onde u, e u1 são as velocidades nas direçõcs das coordenada~ ande
pendentes x, e x1, pé a dens1dade da mistum, c 1-1 é a viscosidade 
absoluta, tendo se despretado os termos relativo~ ao davergente do 
produto da vtscosidade pelo gradiente de vclocadadcs, e de gmvc
dade e diferença de dem;idade. Vale notar, que o termo em àcr/àx1 

pode ser obudo derivando-se VIa regra da cndeaa a encrg1a poten
cial armat.cnada pela tensilo superficial com a pos1ção. A diferen
ça abrupta de tensão superfictal da interface de 2 fluidos é, asscm, 
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substituída pelo d•fercnc1al da tensão superficial na equação ( I 5). 
A equação da cnerg1a é dada por: 

onde À é a condullvtdadc térmtca efetha da teta e fluido, i.e. 
[Àtcp+Àt,(l-q>)] 112[Àr 1cp+Àb 1Cl-q>)] 112• onde r c b designam o fluido 
c matenal base Dada a constante de d1fuslio y. e seu produto Ç 
pelo coeficiente de Posnov (Prata et ai I 988), vale para a con
cemração C de soluto no flutdo de trabalho : 

As equações acima sllo rcsolv1das JUntO com a equação da 
continuidade. 

i (pu,)+!._ pu1 = O 
(À) i1IJ 

(I 8) 

que é substituída pela "equação da pressão". conforme Patankar 
{I 980). Dividindo a equação (I 1) pela densidade do soluto. p,, 
tem-se a cond1ção de contorno da velocidade transversal nas zo
nas de troca de massa Nas fronteiras sólidas c ClltOS de simetria 
esta veloc•dadc é nula A derivada da concentração C é nula onde 
não ocorre troca de massa. Junto aos aquecedores e resfriadores 
temperatura é especificado. A velocidade tangencial é nula nas 
fronteiras sólidas. e sua denvada é nula nas interfaces de evapo
ração e etxos de s1metna Nas tnterfaces de evaporação a tempe
ratura e concemração obedecem as condtções de contorno: 

-À õr/àn - u. Cr' p. (T.-T)- p, h., u. +h (T-T_) =O (19) 

-yàC/àn -Çõrtàn +Cu., = p, u..., (20) 

onde a -.elocidadc u. normal a Interface é positiva quando direci
onada para forada teia. n é o versor normal a tnterface apontado 
para fora da tela, h é o coefk•cnte de película, h1, é o calor laten
te. T. é a temperatura do meto externo. cP· é o calor específico 
do vapor. p, é a densidade do lfq01do soluto, c p, Une é a taxa de 
troca de massa. Nas t'ires ~em troca de ma~sa. u. é nula na equa
ção (19). A concentração na Interface é controlada pela difusão, e 
a escolha do C~ll 1~04 como fluido de trabalho deve-se a maior 
constante de difusão da água neste, o que facilita a troca de massa 
na interface. 

Sendo Mu o rcso molecular do solvente. IJb sua viscosidade 
absoluta, e T a temperatura cm Kelvin, o coeficiente de difusão 
da água no soluto cm m1h,, pode ~c r obtido (Trcyball 1988). por: 

(2 I) 

As equações (li) a ( 19) foram discrcuzadas segundo Spal
ding e Pun (1977). Patankar ( 1980) e Maltska (I 993) Usou-se o 
algommo SlMPLER. na solução cOnJunta das equações. com pe
sos batxo~ e número de ctclos aho antes de se avançar na malha. 
de' tdo ao alto acoplamento entre escoamento c d•stnbutção de 
temperatura e concentração. Como a espessura da camada limite 
de concentraçao é algumas ordens de grandeza menor que as de
mais. a solução da equação (20) por d1ferenças finitas e formula
ção de volume de controle 1mphca em malhas muno finas. Sendo 
a espessura da camada limite bem menor que os demais dimen
sões do nó da malha. pode-!.e resolvê-la por aproximação poli
nomial, e usar-se uma formulação hfbrida, (Bambace, 1996) em 
que a solução da camada limtte de concentração é anaHtica e as 
das dema1s equações numérica. A condtção de contorno misLa de 
troca de calor dJScretizada é escnto como: 

h<T.-T .. )-q+ph,,u,+0.5p cp· (u,+ I u, I )(T .. - T.) = 
= 0.5p Cp(Ué I u4 I) (T. 1 -T.) + (T •. 1 ·T.) À /(x.-x,.1) (22) 

onde T. é a temperatura do nó de fronteira, T,.1 é a temperatura 
do nó vizmho na dtrcção normal a fronteira, u, é a velocidade de 
transptração. positiva se o soluto evapora, u4 a velocidade no nó 
dt vtlocidadt normnl à superffcie de evaporação, vizinho a fron
teira na sua normal. sendo ud postuvo se a veloctdade aponta para 
a frontc1ra: À o cocfictcntc de conduuvtdade térmica. e x. e x. 1• 
as coordenadas dos nós de temperatura de frontetra e v!Zmho. p é 
a densidade da rrustura. Cr seu calor e)pedfico. cP· o calor espe
cífico do vapor. e h., é o calor latente de sublimação. 
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A denvação da cond•ção de contorno para a concentração 
nas regiões de troca de massa, CBambace I 996). pane da equação 
da camada limite para a concentração: 

:.r J u (C- C .. )dy- V, (C -C.)=- D CJC/ày (23) 

Onde V~ eu são as veloctdade transversal à camada limite e para
lela na frontcim. C a concentração local. C. a concentração no 
domínio. Nas lOnas de transpiração se tem fronteira livre e a ca
madtt limite de concentração muito fina face as demais c pode-se 
supor u ~O c mdepcndente de y O perfil de camada limite cúbico 
C--c.,[l-1.5n+n't2). onde n= y/ô fornece: 

3 ô ô'u/8- V., ô = 1.5 D {24) 

Integrada esta equação fornece: 

8 V .,2lt!(3Du) = V .,ôiD-1.51n(V 0 ÕID+ 1.5)+ 1.5 ln ( 1.5) (25) 

Ohtido ô. tem-~c a taxa de d1fusão DCJC/ày: - 1.5(C.-C0 )/ô, 
adotando-se y=O para a pos1ção da fronteira Deve-se notar que se 
V < O. ou seJa se evapora soluto. a camada hrrute é menor. Nas 
soluções numéricas. onde u e V mudam de nó para nó. tomou-se: 

onde .1.x.,, é o tamanho do nó 1, que está a montante do considera
do para cálculo da camadaltmnc. c não tem fronteira sólida. 

Para acelerar a convergência c facilitar a garanlta de conti
nuidade de v:uões na tnterfacc. resolveu-se por bisseção uma 
equação de igualdade de trocas para achar qual o acréscimo de 
concentração de soluto que acrcscemado em todo o campo. e 
portanto sem alterar as vazões internos, garante o balanço de 
massa nas fronteiras. Obteve-se. assim. a solução para o escoa
mento na teia em planos perpenúiculare.~ aos Ouxos de gás. 

As equações (8) a ( 10). relativas a solução de Dunthorn para 
o~ de~sublimador~ de casco alctado. valem para o escoamento de 
gás nas câmaras de alto c méd•o vácuo do sistema proposto, se 
p,àb/àt. taxa de deposição de massa por área. for subsutufda pela 
taxa de troca de massa por área àm/àt dada pela equação ( 11 ). 

RESULTADOS NUMÉRICOS 

A solução das equações do sistema da figura I é fe1ta de 
modo mdependente para cada plano perpendicular ao escoamento 
de gás, Já que os grad1entes no fluxo de gás são muito menores 
que os da tela Sendo de contra corrente, resolve-se o escoamento 
de gás vta sltootmg mtthod. tendo-se condições contorno refe
rentes a caractcrfstica da bomba em uma extremidade. e na outra 
de composição, temperatura e pressão do sistema de vácuo. ou va
zões, além do acoplamento entre os escoamentos relativos à teta. 

A tabela I mo~tra as coordenadas dos nós uulizados na solu
ção da te1a com malho defasada: variáveis gerais. x1 e y1,. veloci
dade v na direçno y paralela às fronteiras de evaporação, x, e y,. 
veloctdade na d1reçilo x perpendicular a y, x. e y •. A tabela 2. 
tlustra a~ condições de contorno nas células unitárias da teia. Na 



Tabela 2. P,,(C,n é a pressão de vapor da água dissolvida no flur
do de trabalho à temperatura Te concentração C. Todos os nós de 
fronteira de transpiração tem diâmetro de poro de l.OE-4 m. os po
ros interiores. paro IY:s; 6. tem 2.5E-4 m de diümetro, e os demais 
6.5E-4 m. A fração de vazio é sempre 0.7. A densidade. viscosida
de, tensão superficial o. àotirf e àotdC do fluido são 1009 kg!m3

• 

2.8E-3 Poises. 2.6E-2 N/m, 10-4 N/m-K. e 5.3E-5N m2/kg. As tem
peraturas de controle são ollrnizadas seção a seção. 

Tabela I: Coordenadas da Malha Usada no Me10 Poroso 

IX/IY x, y, x. y. x, y. 
(mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) 

I o o o o o o 
2 2,69 2,22 4 21 2,22 2,69 3,55 
3 5,73 4,88 7,45 4,88 5,73 6,48 
4 9,17 8,08 11 1 8,08 9,17 10 
5 13,1 11,9 15 3 11 9 13,1 13,5 
6 17,4 15,1 19,9 15,1 17,4 16,4 
7 22,4 17,8 25,2 17,8 22,4 20 
8 28 20 31 ,2 20 28 na 
9 34,3 nn 37,9 nn 34,3 
lO 41 ,5 na 45,1 nn 41 5 
li 48,7 51,8 48 7 
12 55 57,8 55 
t3 60,6 63,1 60,6 
14 656 67,7 65,6 
15 69,9 71 9 69,9 
16 73,8 75,5 73,8 
17 n,3 78,8 77,3 
18 80,3 83 80,3 
19 83 na 83 

Tabela 2: Condtções de Contorno nos Nós Extremos da Teia 

Fronteua IX/IY Cond•cões de Contorno 
x=O 1.3.7.8 T:T,., u=O. v=O. iJCJi».=O 

2.4.5 - 0.31 ~/iJx = 30(T,.-n. iJvtih=O 
-OiJCiiJx=2 7E-5(P1,-P,(C,T)) 
iJCJiJx=O. u•p(C) = -DiJCJiJ, 

2,4,6 - 0.31 ~/iJx = 8(-T aJ·T), iJv/iJx=O 
X s 8.3 -OiJCiiJx=2.5E-5( I 04.4-P,(C.T)) 
mm iJCJiJx=O, u•p(C) =-DiJC!iJx 

1.3.5.7.8 T=·Ta. u=O.v=O.iJCJiJx=O 
y=O 14 a 19 T:= -Tn. u=O. v=O, iJCJCix::O 

I a 13 iJCJiJx=O. ~liJx=O. uuliJx=O. v=O 
y=2mm 711.19 iJCJiJx=O. ~lib=O. õuliJx=O. v=O 

la6 T= -Tn,u=O,v=O.OCYõx=O 

Na figura 3. pode-se observar um movimento circular do 
fluido, no qual este vai pela malha fina da face fria, junto no alto 
vácuo. à face quente, junto as pressões relativas as bombas de anel 
lfquido. A parte de poros grossos da teta. oferece menos resistên
cta ao escoamento. e asstm é feita propositadamente mats estretta 
que a teia fina. Como o retomo do flufdo frio fica confinado a teia 
grossa. as velocidades nesta são bem matores. Nas figuras 4. 5. 6 e 
7. vê-se os campos de pressões e de temperatura em 2 seções da 
teta perpendtculares ao escoamento de gás: entrada. zona central e 
de sarda da câmara de alto vácuo Estas seções respeCtivamente 
são traçadas com hnha cheta. tracejada e de centro. Devido às for
ças de tensão superficial a vazão é bruxa JUnto à parede fria. e boa 
pane do flutdo fno retoma sem passar nas proxtmJdades da su
pcrffcie de condensação. 

Com o diâmetro de poros de 0,1 O mm. e da tensão superfici
al de 0,026 N/m do fluido usado. o SIStema pode reSIStir a uma 
diferença de pressão de 1040 Pa entre os 2 lados da teta As pro
pnedades dos materiais e fluidos. foram obtidas de Rohsenow e 
Hanneu ( 1977). ESA ( 1993) c do catálogo da Bayer A.G ( 1993). 

.. - ' ~ --' t--- - " .... / I 

= IE-4m/s 

Figura 3: Exemplo de Campo de Veloctdades na Teta 
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Figura 4: Curvas de Nfvel da Pressão Junto à Safda do Disposiuvo 

Figura 5: Curvas de Nrvel da Pressão Junto li Entrada do D•spost
tivo 
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Figura 6 Curvas de Nfvel da Temperatura Na Teia Junto li Entra
da do Dispositivo 

Figura 7: Curvas de Nrvel da Temperatura Na Teta Junto à Sarda 
paro A Bomba de Alto Vácuo 

A figura 8 mostra a vanação no tempo das taxas de depost
ção na: entrada. zona central c sarda de um dessubhmador anular 
convencional de mesma área de troca que o de teta porosa pro
posto. Dessublunadores convencionws podem ter sua parada de
cretada por 2 motivos. não recuperarem a contento o vapor (UF6). 

ou excederem o nrvel de dano na entrada da bomba de vácuo. A 
figura 9 mostra a massa depositada sobre a massa máxima paro 
um dessublimador convenc1onal com água. Dessubhmadores 
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anulares não admirem o regime de neblina sólida, onde se fonna 
neve dtretamenre no rnrenor do gás. ao conrrátio daqueles com 
paredes internas. que agem como separador de poeira. Todavia 
mesmo esres não podem ter C!>le regime na seçllo de salda. 

Tabela 3: Concenrrações de Água nos Nós nos Cortes de Esrudo 

Localuação IY Concen1rnção 
Corte enrrada//saida 

Zona com 1roca de 2 71 7.1 
Massa na 4 84 7,9 

Fronreira x:{) 5 120 8,1 
Zona com rroca de 2 530 26 
Massa na fronrcira 4 490 21 

x=2mm 6 450 18 
Demais nós 390 16 

Gl 
o 
~ 0,9 
ü; 

0,8 o 
Q. 
Cll 0,7 "C 
Gl o 0,6 
"C .!:! 
., a. 0,5 
)( Cll 
j!"C 0,4 ., ., 
!: 0,3 

c: 0,2 
Gl 

0,1 o 

1\. 
'\. 

'\.. 

" '\.. --'~'--
r---..... - - - -

•·ez.=o o 
-z•15 

9 45 60 18 36 o 

--z=7 tempo de operaçao em minutos 

Figura 8: Evolução no Tempo da~ Taxas de Deposrção em z:{). 
z= 7 e z= 15 cm num Dessublimador Convencional Axial 

Os valores rfpicos de coefic1enlc de rroca em modelos de 
dessublimadorcs convenc10n::us. e dado~ para efeiros de compara
ção foram obridos com base no~ rrabalhos sobre sistemas de pa
redes internas de Dunlhorn ( 1968) c sobre dessublimadores de 
tubo anular de Uedo e Takashima ( 1976 c 1977). 

A 1ax1.1 efetiva de bombeamento do sisrema. é a soma em 
uma das fronteiras do produlo da raxa de lranspiração pela área 
de cada nó. O sisrcma csrudado é capal de bombear em regime 
pennanente 0,926·g/(sm1) enuc a\ pressões de 104 e 500 Pa. A 
pressão mrus baixa é a da evaporação de :igua a -20"C. e é larga
mente empregada em liofili7.nção. A raxa limtte para a deposição 
no instante mic1al no bordo de ataque de um SIStema convencio
nal varia entre 1.9 a 2.6 g/(sm2) Norar que cm SIStemas tradicio
nais a formação de uma camada monomolecular de água nas pla
cas é considerada tnslantânea Estando a temperarura da parede a 
pressão de vapor desta camada é muuo menor que a da fase gaso
sa. A taxa de 2.7 g/(sm1) sena a taxa llmuc para a superffcie nua 
com coefic1en1e de troca de 27 mgi(Pa s m\ Na operação real do 
sistema, al1menra-se em conrra correme o duro de média pressão. 
com relação ao duro de alio vácuo. O ar amb1ente a 30 "C e com 
80% de unudade relauva. sofre expansão com en1alp1a constante 
até a pressão de vapor da á!,TUa a 15''C. a faixa de rrabalho ideal da 
bomba de anel Hqu1do. lsro gera uma pressão parcial de vapor de 
água de 60 Pa na entrada desta câmara, que permire retirar o va
por da saída da câmara pnnc1pal mesmo com 2.2 Pa de pressão 
parcial do vapor de água no me!>ma. A Tabela 4, mostro as veloci
dades de transpiração do lfquido no fronteiro da teia e mostra o 
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maior valor cm módulo da vcloctdade de c1rculaçlio no inrerior da 
teia. cerca de nu I vezes mator que as demrus. 
Tabela 4: VelOCidades de Transpiraçlio e Máxima Velocidade na 

Teia. 

X y VELOCIDADE NORMAL A INTERFACE 
(mm) (mm) OU PICO (•) (mmls) 

o 2.22 1,87E-3 
o 8.08 3.27E-3 
o 11.9 7.29E-5 

83 2.22 1.68E-3 
83 8.08 1.96E-3 
83 11.09 1,90E-3 
2,7 17.7 1.57. 

A figura 9 moslrn a evolução da taxa média em Ioda super
licie de quatro dessubhmndorcs: dois dessublimadores de paredes 
inrernas (operando em regime de neblina sólida com paredes a -
55 "C); um dessublimador anular com parede a -35 "C; e o dispo
sitivo poroso. As larguras das superffcies de rroca são respecti
vamente 0,8, 0.8, I ,3 e 1,5 melros para os 4 SIStemas. para com
primemo de 8 merros. Os dcssubhmndores de parede precisam 
de um módulo adic1onal de captura da neve, tendo área fi nal 15% 
ma1or que a nommal. 

1,1 ru.\J.W~ F;._1.41r-«~~~-oo-~~-""""-

1,05 

0,95 

~ 0,9 

'§ 085 " . 
g 0,8 

0,75 

0,7 

0,65 

0,6 

.. 

o 

-+- parede 1..=27 

- parede k=20 

anular 
__, poroso - ·- -·. 

o o o o o o 
I'- I'- 1::: I'- I'- I'-
\,(') ...... (") O) \,(') 

...... N N (") 

tempo (s) 

Figura 9: Evolução no Tempo das Taxa~ de Deposição Globais 
de Vários Dessublimadores 

Deve-se notar que a raxa referente no SIStema proposto toma 
como área de referênc1a não a área de troca mas a área rotai da 
célula. Nas reg~ões de evaporação e condensação as áreas de troca 
são respccuvamenle 46% e 43% da tola!. A vazão paralela a su
perffcle é mu1t0 mruor que a de transp1raçllo. e a ma1or parte do 
calor reurado ou ad1c1onado nos processos de rroca de massa é 
fornecida ou reurada pela con,ecçlio. Isto ind1ca que o desempe
nho do SIStema tende a melhorar com células mrus estreitas. que 
liberarão maior fração da área total para 1roca. A colocação de 
denerores que reduzem a hberdade do nuldO passar para teia 
grossa antes de atingir a superffcie fna derroca de massa. e o uso 
de uma terce1ra dens1dade de poro junto às paredes frias também 
devem melhorar o sbtema. 

O dessublimador proposto tem árenlolal 87,5% maior que a 
área de troca nominal dos dcssublimadorcs de parede interna da 
figura 9, ou área total 63% maior que a área total destes des-



sublimadores, que inclu1 as zonas de segurança. O aparelho pro
posto pode operar indefinidamente com o desempenho tgual 
aquele incial de um hipotético dcssublimador de parede de coefi 
ciente de troca de massa k=27, tfpico de dessublimadores anula
res. Comparado com um dessublimador anular, que não adnute 
formação direta de neve no gas, o sistema proposto tem apenas 
7% a mais de área. Levando-se cm conta que a área de troca de 
massa efetiva é apenas uma fração da área. e que ainda pode-se 
melhorar o arranjo. verifica-se que o si !.lema é promissor. 

CONCLUSÕES 

O presente estudo permite afirmar que dessublirnadores de 
operação continua são viáveis quando analisados sobre o ponto 
de 'ísta de Mecânica dos Fluidos c Transferência de Calor e 
Massa. Estes aparelhos base1am-se n:1 Circulação de um Ouido 
aux1har em um meao poroso, a qual é induzada por vanações de 
porosidade e tensão superficial. Tais dcssubhmadores podem 
allngir, em vános tipos de aphcaçilo, taxas médias de troca por 
umdade de área e tempo comp:miveis a SIStemas convenciOnais, o 
que toma seu desempenho superior, quando se desconta o tempo 
de parada de sistemas tradicionais. Deve-se notar que as veloci
dades de circulação do nuido na teia são muito maiores que as 
velocidades de transpiração, de forma que o sastema não tem seu 
desempenho limitado pela valão do Ou ido ouxiltar. As limitoções 
decorrem da dificuldade de se fornecer ou retirar calor nas tnter
faces de troca de massa relativas a baixa condutibalidde térmica 
da teia. Em decorrência dasto, pode-se prever desempenhos aanda 
melhores em configurações futuras. 

A otimização de um sistema do tipo proposto, porém, en
volvem análises mais detalhadas, com o estudo do cfctto de adi
ção de sais. um número maior de seções. bem como a evolução 
das condições do gás na câmarn de vácuo. Esta oumazaçllo. pode
rá ainda incluir elementos de troca de calor no interior do domf
mo, nas proximidades da superfic1e, para aumentar a área de troca 
de massa e ao mesmo tempo remover as hm1tações ampostas ~lo 

balanço térmico nestas áreas. Também se faJ. necessáno um estu
do mrus detalhado sobre os desv1os da lea de Rault nas condições 
operacaonnas prováveis do sastema. e um levantamento mrus e~
tenso de possíveas nufdos de trabalho Finalmente devc-~e estu· 
dar os aspectos de corrosão 
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ABSTRACT 

This paper analyses the use of the Marnngont-Bénard convection 
in a porous media with zones of differcnt pore si1es and induccd 
temperature_gradients, in thc pumping from a high Vacuum zone 
to a zone with pressures compatible with liquad ring pumps of 
vapors that are soluble in the special Ouid that fill s lhe porous 
media. The overall characteristics of porous sysrem ond conven
tional annular and tube-shell dessublimers to a given sarting now 
rate are also comp:~red. 
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SUMMARY 

ln thM paper wr ?ttalize thr ]Jamllel comrmting env1r·onment rccrntly tmplemented in lhe 
Lc,borafory for· Comrmter Aidecl Education awl De.~ign, based on liH• UNIX .~ystem and thr 
P VM (Pam/lel VsrlMl Machin<•) .~ oftware, to compute lhe transvrrse permeabtlity of fibrous 
porous mellta. We convert a finitc element colle origmally wnttcr1 for· tllc Intel aPSC/860 
hyr>etrttbt• lo the PVM JWotocol, validate the PVM imJilementaUou, and show some pamllt>l 
w•rforman('e re,yult.'i. 

1\'TRODUCTTO~ 

Thc- importanc<' of parall<-1 computing fm simulat
ing technological and sdentific problems ha~ h<•en grow
iug stt"adily over t lw Iast ten ,VN\rs. Pow<'t'ful parall<-1 
machincs are now a.vallable to rc-searchers aud t.he sd
Pntific conunuuity at sup<'rcornputing c('rlt«>rs in largc
r<-search lahoratorif's and univNsiti<>s throughout lhe 
world. [n ord<"r to rnak<" Hppropriatc use of suda costly 
<'omput ing rcsourct>s, ac·<·ess to a parallC'l pmgram dc
velopm<'nt CJWironmc-nt is nect>S&'uy for 1 h<> usrrs, wher<' 
they C<UI produce and test parallE>I coci<'S aud algo
rithms. 

W<- havr ren'nt ly implern<-nl rd (DaJialana. et al.. 
1998) a parallt"l romputing environment in the Lab
oratory for Comput<•r Aided Ecluration anel Design 
(LEPAC). ln this paper, we ut.iliz<' Lhis environment to 
compute lh<' lransvcrse permcability of fibrous porous 
rnPdia. W<> rom·ert a finite <>lemenl cod«' originally 
written for the Intrl iPSC/860 hypercubc (Cruz and 
Patera, 1995) t.o t.hr PV~l prot.orol, validaL<> th<• PV:\-1 
implementat.ion by comparing serial and parallel per
mt>ability calculations. and show some parallcl perfor
manc(' rcsults. 

Thc- fibrous porous media of iutf'rest h<-rc.' are rom
posed of unidirectional solid fib<-rs dispersecl iu a con
t inuous fiuid medium. The practical importance anel 
physical romplexity of creeping flow in fibrow. porom; 
m0dia havt> contim.rccl to attract vn.ried rcsc-arch efforts 
rrom diversr fidds (Sangani anel Yao, 1988; TorquaLo, 
1991: Kim aud Karrila, 1991; Gt>hart, 1992). ~lore rc
('<>ntly. advances in both serial aud parallel computing 
have C'nabiC'd the nurncrical sohrtion of relatively more 
iuvolvecl flow problcms in such media (Cmz and Pal
era, 1995; Ghaddar. 1995). Becaus<> of tbe complex mi
crostructur(' typically exhibitC'd by porous media, it is 
ofl<>n th<' marro.<Jcopic. rath<-r than local, hc>hnvior that 

is of primary interpst. Enginc><>ring analysc>s (Hashin, 
1983) t hus focus on thc dett"rminalion of cffc-rtive (bulk) 
propert ic-s. sue h a..'l t h c> traT),.~tJt>r.~l' permeabiltty. 

Thc paper b organized as follows. First , we bri<>fiy 
descrihP Lhe parall<>l compuling l'rwironrnent wbich W<' 

utilize•. Next, thc crccping Aow problem in a fibrous 
porous medium is formulated. an expu-ssion for lhe 
transVC'rse perrnc-ability is pr<'seuted, ancl lhe parai!(•( 
uumcric-al mcthods used for solving t})(' problcm are 
<.lescribt•d. Finall.v. '''<' prcsent. <'!JICl discuss our rCfiult.s. 
and o{f<•r conclusious. 

PARA LLEL COM PUTL'JG El'\VIRONMENT 

The parallel computing environmC'nt at LEPAC. 
dC'r.ail('(l in Dallalana et al. (199 ). is based on t lw 
UNIX operating syst.em and the PVM (acronym for 
Parall<'l VirtuaJ Madüue) software (Geist. et ai., 1904), 
supportc-d by a local Ethern«'t. n<'twork whi<'h conn<>cts 
thP participating machioes. The Ui\IX system ('lll

ployC'd is eithN· t.he natiVP syslem in workstations or 
lhe rost frf'e versiou Linux in pcrsonaJ microcomputC'rs 
(Linux supports FORTRAN 77, usPd in this work, and 
Ethern<>t OE'tworking with TCP /IP). Tht- cost free soft
ware PVM cnabiC'S a clust.er of (homogc-nrous or) hc.'t
crogcJwous computc-rs lo exc·hange mN1sages through 
U:"'TX wckets. Tberefore, t he dist ributC'd memon• 
message- passing (MIMO loosely-cou pll'd) com puta
tiooal modE'l (Lciss, 1995) is r:napporlNI. PVI\1 c·onws 
equippcd with a collc<·tion of FORTRA~ 77 library 
(sub)routin(.'S, acc<>ssNl in lhe linking stag<> of the ap
plication; we havc uscd VE'rsion 3 of P\':\1. 

The parallel emrirorurient a.t LEPAC se-rves both 
as a parallel codt> dcvelopm<>nt and testing farility nncl 
as a computing r<>sourct> for mwarcb purpos('S. ln Dal
lalana et al. (199 ), the SU('C'CSS of this <'UVÍIOOtn<'llt 
implcmmtat.ion hns been dPnaonslratcd by paraH<'l so-
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lut.ion of a simplc model problem , Lh<' inrwr product of 
rwo vecl.ors, and of 1\ rcsear<'h levei hNlt trnnsfer prob
lf'm, tbe computél.tion of thE' eff<'<'LÍv<' condu<'tivity of 
random two dimenbionaJ <'Omposites. Wc obs<'rvc that 
pn.rallel computing with PVM can be both fastcr and 
slowcr than tbe equivalcnt serial computation, depend
ing on the parallel algorithm adopled. Also, as WC' show 
here, the sarne algorithm performs dHfercntly on differ
<'ul hardware. 

Hardware and ~etwork Topology. At LEPAC. 
we have installed the li~L'\/PV:\1 set in thr<'<' dus
tPrs. Cluster 1 is composed of four microcomputers 
IBf\1 Aptiva. each with the Intel 486-DX2 c-hip. 32 ~Jb 
of RAM and the network ('ard ID~I LAN Adapter for 
Ethernet. Cluster 2 is composcd of two microcomputcrs 
ID~l Aptiva, each witb tbc 1l1tel Pentium-90 chip. 32 
l\Ib of R.AJ\1 and the network <'ard IBM LAN Adaptr·r 
for Ethernet. Cluster 3 is composcd of t.hrec worksta
lions IBM RlSC System/6000 43P-133 (wi th t.he AIX 
operating systeru). 64Mb of RAM a.nd nativ<' Eth<'rnet 
c-ard. Ali Ethernet cards tnwsmit and r!'crive data at 
a rate of 10 Mbps. Ali machines in each duster ar(' 
connected in a linear array Lopology (Lciss, 1 995). 

CREEPING FLOW I~ FIBROUS POROUS MEDIA 

We consider her<' a urtidir('ctionnl (i.('., two 
climensional) randorn porous medium, n, composed of 
co-oriented circular cylindrical solid fibers distributed 
in a fluid continuum. The fluid is assume<i r\t>wlo
uian, with constant dt>nsitJ. p, anel viscosity. I'· We 
fu rt her assume t hal lhe Aow is inl'rtia frf'{', t hus gov
erned by the Stokes equations, anel that lhe porous 
medium is isotropic. By externa! mcans (i.<'., through 
inlet. and outlet boundary <'Onditious on subrc>gions of 
thc Surfacc 80 of the medium), a prC'sSurC' gradient 
.J.P /L is imposed over llw large scal<' L of !1; L is r h e 
macroscale. The smallest scalc of n is the charactc>ris
tic size of the disperscd fibers, d, callrd the microscalr. 
The mesoscale À (d «), «L) is th<' charactcristic siz<' 
of Lhe "rcprcsenLative volume elcmeut " of (2 (Hashin , 
1983), here a pcriodic superccll of arPa À2 containing 
many randomly plac0d cylinders. Tbe cylindcr Lo ccll 
area ratio defines thc (dispert.ed phasc) volume frac
t ion. o r concentration, c. 

ln Cruz and Patera (199.3), a variational hicrar
chical scalc-dccoupling proccdurc> is dc>scribcd, which 
cl!'composes thc original multiscal<• problem in n into 
Lhe microscale {lcngt h se ale d), rnesoscal<' {lengtb scale 
À), and macroscalc (lc>ngtb scale L) probl<'ms. ln the 
rnacroscalP problem. oue wusiders t he crreping flow 
P<Juation (couservation of rnast- combined with Darcy's 
law) and the externa! boundarv t·onditions for the 
srnooth homogemzed porous medium <'hara.cterized by 
thc transversc permeabtl&ty K:(c); tbe quantit.y of inler
est is the gJobal voluructric Aow rate. ln thc mcsoscale 
problem, the pcrmeabilily" is aclually detc>rmined, and 
soare the lcngth scales at whkh p<'rioclic anel lruly ran
dom microst.ructur<>s are stat.ist.kall.v indist iuguishahle. 
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Tbe computationally int,c•nsiv<• m<'soscale problcru en
compasses four nesl<'d IPwls, <l<•scrihed in detail in Cruz 
aud Patera (1995). Finally, in lhe microscalc prohiPm, 
local effects, such as lhe u<>arfidd b!'havior of duslcrcd 
fibers, are morleled and subs!'quc•ntly incorporat.ed into 
the mesoscal<' problcm. 

For the purposcs of this papC'r, wc are exclusivc>ly 
interested in the first levei of th<' rn<'soscale problem: 
to wit, wc want to determirw t h c> transversC' p<>rmt'abil
ity, x:( {y} N; c. À), for a particular· 1Y'alm&flon (i.c .. con
figuration) of thc> supem•ll, M'<' F igure• l. Th<' prop
erty K is defined as the produl' t of thc viS<·osity I' 
and the superficial average y 1 vclodty normaliu-d by 
the imposed y1 pres..'>ur<' gradimt. The periodicallv 

2 replicat<>d supercell , O.r - [0, Àj X [0, À] C D1 , ccm-
tains N = 4c>.2 Jrrál <'ylind<•rs (01 fih<'rs): tlw par
ticular p)ace>ment Of the cyliudct C('llÜ'fS wit.hin S1sr, 
{Y}N = (YI ·····YN) E 0,.,., is samplt>cl from an 
assumed isotropic anel horuog<'neous joint probability 
density fuuction, f{YN}({Y}I\ ;<',À). HC'r<'. wc> use the 
probabillty deusity funct i ou corn•spondiug lo t h e ran
dom sequential additiou proced ur(• (Torquato, 1991), 
which does not a.llow th<' Ht>qu<•nt.ially plnced cylindcr!) 
to overlap. 

The Lransverse P<'l'lll<'abilit.y ~~:({Y}N;c,À) is a 
functional of Lhe sol utiou to llw st ruc-t.urc dcpendt>nt 
steady-state creeping Aow cdl prohlt•m on n.r, which 
is obtained from the originalmult iscai<' probl<'m by ap
plying thc metbod of hornogeuitation ( Bc>nsoussan et 
al. , 1978; Mei and Auriault, 1989). Tlw variatioual 
form of the mesoscalc> C'<'ll prohl<>m . for t he driviug prcs
sure gradient .J.Pf L arbitrarily s<'t in tlw y1 din•c:tion. 
is given by (Cruz and Pal!'ra. 199&) 

u = arg max .ln, (w ), 
u•(l 

(1) 

wherc: u = (ut(Yt.Y2),u2(1/r.!J2)) is lh<' m<'Soscal<' V<'
locity vector; Jn'" is lhe> functional dt>firwd by 

t::.P 1 1 Ow, Dwi Jn .. (w ) = 2 L WJ dy - D a dy ; (2) 
JJ. n.. n.. 111.- y,.. 

Y is the funcliou spacc }' = {(wt ,w:~) E (Hó#(O.rr). 
HJ# (S1"r)) I div w = O} . aud 111l11 (H.'") is the spacc of 
all À-<loubly periodk functions (snhsnipl #) which 
vanish on 8Har ,f , a ud for whkh hot h t he fuuctiou 
and derivative arC' square intcgrable ()VC'r flsr. {)!l~r./ 
is tbe union of all t h<> fiber surfact•:. in n,.. . ln or
dcr to arrive al lhe st<Uidard vc•lodty pre!>..sur<' W<'ak 
form, we first, trausform thc• c·ont-1 rnin<'d rnaximiza
tion (1) into an uncoustraiuc>d sadcll<' probl!'m: wc> 
enlargP the velocity spa<·p } · to includ<' ali func
tions {wr .w2) E (IIJ#(!l,('),I/J#(O.r)), anel intro
duce a. Lagrang(' multiplier t h<' llll''iO.SC'al<' pres
sure. p - to imposc> tlw incomprc•s..sibility coustraim. 
Taking then lhe first \'ariation of I hc• r<'sult ing La
grangian. we obtain lhe> w<•ak form: Fiud ( u1 , u2 . p) E 
(HJ#(Ou).HJ#(flu). L~ 0(0.(')) ~>ueh that. 'V(t'J ,1'2) E 



and 

1 Du, 
q ã dy =o. 

u.. y, 
(4} 

where L~.0(0,r) is the spac(' of ali À- doubly periodic 
func·t ions z(y) which are squarc-integrab](' OVE'r n,C' 
(nott> that candidate pH•ssurt'S nred not be comiuuous), 
and for which fn •. :::dy - O. Once the mesoscale veloc
ity field u,(y) ,t - 1, 2, has bem found, the trans\'erse 
pPrmeability " can be computcd from thc cxpression 
(Cruz and Pat<'rn, 1995) 

ftL 1 l\-f1p).:.l Utdy. 
n •• 

(5) 

PARALLEL :'\UMEI.HCAL SOLliTIOl\' USING PV:vt 

w luis sC'ctiou wc• d<•scril)(' all t.he components for 
the para.llel rnrurc·riral solutiou of the celJ problem pre
:.ented ilt lhe prl'viou'i M•climr, and indicate the P\"M 
functions utilizc•d in t lw pamll<>l impl<>nwntation. l\lorE' 
detaib cau b<' fouud in Cruz and Patera (1995). 

Domain anel ~~t~h Gc•rwration. The calculation 
of lhe tratlh\'C'I'M' r><•rmeability " for a supercell config
uration with a particular placement of fibers, {y} N, 

require:. the wlution of tht> problem (3) ( 4) i.n the peri
odic domain n,r. Our supercell domain geometry gen
cration and part ition prot'<'<lure is ba."led on t.he \'oronoi 
diagram (Pr<>parata and Shamos, 19 8). One Voronoi 
iile is associatc'cl witlt Nrch liber, and tbe N tiles are 
sequentialJy dü,trihut.<'d among Np prorE'ssors. Finüe-
<'lement mesh gc•rwralion in t.lw t iles (subdomains) Lakes 
place beparatdy and c·orH·urr<'ntly on each processor. 
f'irsl, a bouudary node distrihntion function (Cruz and 
PaLera, 1995) is ubed to distriuute nodes on t.hc fibers 
surfacc•s éUHl Voronoi c>dgc>s. )l<'xt, thc positions of thc 
nodes on th<'H<' boundnri<'s <li'<' inpu t to the mcsh gcn
<'rator, wbkb lh<'n gc•nC'ral<'b I he triangular tini tE' ele
mcnts in tb<' doruain. A conforming mcsh is generated 
with no para11<'1 rc>rumunicatiou by specifying the same 
node:. on Voronoi cdges shar<'d by 1 ilc'S rcsiding on dif
ferent proretibons. Wc use lhe FORTRA!'\ 77 irnple
mentations VORONOI2 (Sugihara and lri, 1989) and 
MSHPTG (Hcdlt and Saltei, 1990) to generate. respec
ti,·ely, Lh<' \"oronoi tüagrruus and mf'shes of this work. 
A typical finite element mesh for a particular 16-fiber 
superrC'II. for which r - 0.3, is shown in Figure l. 

Disrrcti.attion and ltPrative Solution. Finitc el
Pment discretintt.ion (Gunzburgcr, 1989) is used to 
solv<> tlw noudim<'nsional form of the creeping flow 
problcm (3) ( 1). Il<'rc', giv<'n the triangulation of a 
supcrc·cll douta.in, w!' cmploy Taylor Hood Pz P1 ele
mcnts: tluacJraLir and lim·~u· pi<'C<'wis<> continuous poly
nomials nre usrd ~o r<'IH'l'Scnt llrc• vC'loci ty a nd prPssure, 
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Figun• 1: Finile elernenl mesh for a particular 16 
rylindC'r supN<'Cll, r = 0.3, À = 6.-17: total of 8776 
trianglc•s. 

rcsp<'C't.ively. Expressiug the basis and test funct ions iu 
terms of lh<' usual nodal Lagrangian imerpolant.s, aud 
pE'rforruing ali quadrai IIT<'S exact ly, W<' ar ri ve at the sys
tem 

and 
-12. Y.h,, = O. (I) 

ln (6} (7}, d is the discrete nC'gativ<> Laplacian oper
ator, !!h = (.u.h.r ,lth,2 ) and p_ are, rE'spectively. tht• 
YPlority anel pr<'ssur<' v<'ctors o~ unknown global nodal 
\'alues, -o: is tlu• disrrN.<• gradient operator, M is llw 
global UHlSS 1mlt rix, and f is the vector of global nod;rl 
values corresponding to lhe driving prcssure gradieul 
(forcing t.erm). Ali Dirichlct boundary conditions Hn' 
inrorporAt<'d int.o lh<' mat.rix opcrators. The linear algP-
brair systC'm (6) {7) r.onstit ules a classical symmetric 
saddle poiul problcm. Til<' disnetc E'quation for K;; . 
thc nutnPriral approximalion to " normallzed by t.b<' 
squarc of t.lw fit><'rs diam<'Lcr, is givcn by 

( ) 

whPr(' fl~c,h b lhe discrete approximatiou (linear 'skirt') 
to n,r. 

Tbe Utawa saddlc-decoupling algorithm (l\Iad;w 
et ai.. 1993) is <'mployed to transform the system (6) 
(7) into discrc>te e<1uivalents suitable for conjugate gr<~
dient itE>ration (Golub rutd Van Loan, 1989). The al
gorithm esSE'ntially consists in thc appücation of block 
Gaussian eliminat.ion to lhe system (6) (7): formalh 
multiplying (6) 011 thc lc>ft by D 1 d 1 

, and using (I). 
we obtai11 

(9) 

where S.. _ D, .1 1 llT is a symmetric. positive• 
semidefinite opcralor, nncl 

'I' 
JI LÁl!:.Jl.l = D, '!!.,, + M L. i= 1,2. (10) 
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ThP solution (!!h, p_1,) of t.he syst.f'rn (9) ( 10) is found by 
a nested conjuga.tc gradicnt iteration to oblain Lhe pr<'s
Jo,Ure from (9), followcd by another conjugal.c gradient 
itcration to obtain the v<•locity from ( 10). 

Parallel Algorithm. We now discuss thc paral-
11'1 conjugatc gradi<'nt itf'ration. Tht> main reature of 
our model arclútecturc is dibtrihutt>d mPmory ~HMD 
processing; our program model is an SPMD (single 
program multiple data) uu•ssag<' passing syst<'m; ac
lual implementatiou is for a madtim• rlustc>r under 
U:'\IXfP\ 1\1. 

ln each conjugatt> gradicnt iteration (Golub and 
\·au Loan, 1989). tht> two cmcial c>valuation operations 
as n:·ganis compulational complE>xity art> Lhe matrix 
,·ect.or product and the inner products. Our algorithm 
ronsists of: firsl, data partition; and subf><'QUPntly, at 
t•very iteration, local (ciemC'ntal) op<'rator C'valuatiou 
(thC' global system matrix is nev('r forrn<'d), dirN't. stiff
uPss summation, and inncr product <•valuation. Data 
7mrtition consists of identifying and grouping differcnt. 
dnt a types, which are l'ithc>r local (Lo n singl<' proc<'s
:.or) or global {rt>sid<'nl on ali pro<·<>ssors). The superccll 
domain is partition<'u int.o tilcs, which are local subdo
mains of finite <'l<'mC'uts; <•ach til<• houndary is divided 
into edges (local) and vcrtices (global). Local opemt01 
t·vaJ·uation perform:;, COIH'UrrC'nt ly on <'a eh procC'ssor, 
1 h c quadratmcs and asscmbly of llw Plc•nwntal matri
<'PS. Next. the action of t hC' demcnl al op<•ral or (J. o r~) 
on the elemental fi('ld V('Ctor is c>valuated; in this :.tcp, 
1 he processors operate in a loo:sely synchronous fashion 
ou the resident data. PmuJlrl túnrt .~t&ffneM• .~umma
fwn updates local operator produ<·ts to <'ffC'rt global 
(matrix free) evaluatious. First, a M'rial typ<' direct 
:.tiffness operation is perfonrt<'d concurrC'ntly on cvery 
processor to update local data. ;\ext. on c•ach proressor, 
wc• accumulate the requisite system (global) quantit.ies 
I lu·ough "nearest ncighbor .. and gallt('r scatter opera
I ions for the edges and venicf's. rt>spect.ivC'Iy. For imtf'r 
JII'Oduct evaluatton, each processor arcumulntt•s til<' lo
ral contribution to thc innc•r producl iu otw partia) sum; 
ll('Xt, a galher scatter opcration is invokc>d whic'h sums 
r.hc protcssor contributions antl uroadcastb th<• final rc
~ult. l,o ali participat.ing processorb. 

PVl\1 lmplt'menl alion. Tht' PVM implrmcnta
lion is now described by indicating thc F'ORTRAN 77 
P\'~1 routines (Geist rt al .• H>9·l) which ar<' callrc.l fro111 
witbin the program lo cff<'Ct the various ta.'lks of tbe 
parallel algorithm presE'ntE'd above. It is first required 
to start up P\'~1 and. nexL lo configure a parallcl vir
tual machine with N p madlinf's of onc of ou r thr<'C 
homogeueous clustcrs (N p ~ l for Cluster 1, Np ~ 2 
for Cluster 2. and .\'p ~ 3 for Clustt•r 3}; one of tbe 
Sp participating maclúncs is tlw parent (the Oll<' wht>re 
P\"M is started), lh<' oth<'r Np - 1 <tr<' th<> childrcn. 

Data partition requin·., tlw labC'Jing of c>ach of lhe 
N, parücipatiug machllies of a virtual naadli1w; t.he 
srt up and idC'ntificalion of each of t.ht' NJ> ma{·hinc·s arC' 

cffect.ed with the pvmfmytid and pvmfparent rout.inr~. 
Ali N p machines form a dyuamic prorrs:. group by call
ing pvmfjoingroup. Thc "ncarcslneighbor" operatious 
required to updatC' <•dgc• data ar<' <•lf<•rtNI by. first. AJo,
sembling the cdge dai a in a m<•ssagr buff<•r and, nC'Xl. 
calling thc pvmf ini tsend, pvmfpsend and pvmfprecv 
routines, lhe first two by 1 lw s<•uding processor and 
the latter by tht> r<'('C'iv<'r. The r<'CPivcr obtélius infm
mation about. the incoming mc>:.sag<'!-> (such a:s mC'ssap,<' 
length and arrival slatus) by t'éuling pvmfbufinfo antl 
pvmfprobe. Finally. thr gatll<'r '><'attrr opC'rations rt'

quir<>d to update vertice data and to compute imu•t 
products art> C'ffect<'d using I h r PvmSum funclion of tht• 
pvmfreduce routine. Th<> pvmfreduce routinc is caiiC'tl 
by aU the N I' proccssors of t h<' clynamrc· group, antl 
PvmSum surus th<' local ront ri hut ion'> anoss tlw proc·c .... -
sors and stores the global J('l,ult in t lw parcnl. Tlw 
parent. aftpr calling pvmfinitsend and pvmfpack. rall ... 
pvmfbcast to broadcast th<• rt•sull to tlw dtiltln•n. Tht· 
c.hildren cal! the pvmfprecv rout i1w to rC'C'<'ive tlt<> global 
result from t.he parent. 

RESULTS Al\D DISCUSSLQN 

Thc validation of thC' currc>nt. PVl\'1 implementa
Lioo has bcen cffcctC'd in t wo st I'Jlli: first, w<' rC'pro
duce some of the pr<'\'ious transvC'rS<' pC'rmc>ability 1<'

sults presentC'd iu Cruz anci Pat rm ( 199f>). ut ilizing onl_,. 
one processor of eacb homogC'IIrous clu~-tlc>r; SC'concl. for 
the same supE'rrell. W<' verify t hat thf' sanw numC'rkal 
value for the transvC'rse pc>rmeability, "Ía, is obtai1wd 
as the number of prO<'<'Ssors in t lw parallrl virtual rna
chine is increa.'!ro to 2. 3, or I. \V<' 1 <'port Itere that 
the PV~I intplementation is working propC'rly; for <'X
ample, for lhe superccll shown in Figure' 1, W<' obtHin 
"Ít = 0.0185 rcgardJcss of I lw numbC'r of procrssors iu 
a parallel virtual machin<' nmfigurNI in any <>n<' of mn· 
t.hree clustt>rs. 

We now pr<'srnt tutd dis<·uss Lhn paralld p<'rfor
mance results oblaiued with our CNJX/PV:\1 <>nviron
ment anel PVM irnplementaliou. Tables 1, 2, cu1d :3 
show, rE>spectively for Clust.crs l. 2, and 3, thr tolHI 
cxccution times required t.o cnkulal.r ";, by solving t.lw 
crceping Bow problem ln a SUJWr<'<'ll wilh N fibers, u.,
ing N p processors; Llw 1 imrs i\.r<' rrw()surC'd wilh t lw 
Unix time comwand aud are• givrn in minutPs. (Timt'Jo, 
quoted for Np = 1 arf' obtainC'd with nnly On<' nt:l

c·hinc of one of our homog<'rwous clustNs; the rastr)-,1 
machines are those of Cluslt>r 3.) Six typical supC'r
cell rNuizations ar<' 1i<'l<'r1NI: t h<' numlwr of fib<'rs iu 
one realization. N. is :.E't rqual to 2. I. 6. 8. 16 {shown 
in Figure:' l). and 2-l; all supCJrc•lls havC' c·onc·c•nt rat ion 
c= 0.3. We have not p(>(formNI th<' complllations for 
which N < Sp , since the \'oronoi I il<'S arC' indivisihiP 
llilits in thP current data partit ion proct'<lure, and for 
which N is nol <Ü,,isibl<' by .v,.. so a-" nol to impo)o.<' 
a severe load imbalancC' ou t lw proc·c•:.sors; t hc c>ntric•:. 
in the tables c·orrrspouding to thCHc c·omputations an• 
marked with a dash ( ). Comparing t.IH' machin<>s in-
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dividually, w<' ohs<•rvc• t hat tlw ma<'hiuC'S of Clusters 2 
and 3 are•. n'sp<'rtiwly, ahout 2. and 11.8 times fastcr 
rhan thc' marhirws of Clust<'r I. On the other hand, 
t lw two prou>:;sor virtual machincs of Clusters 2 and 
3 are. r<'::.pc<tivcly. ahout 3.3 and .5 times faster than 
1 h<> oucs of C'lustt>r I. This incli<'atcs that, as an overaJI 
l'ffect of bot h hardwarr anel softwarr, th<' ratio of the 
t imc• alloratc•d to ronununkat ion to tht> tinw allocatecl 
to c·omputation for Clustc•r 2 is about 1.2 times bett.er 
num that for Clust<'r 1. whil<' such ratio for Clust<'r 3 
i~ act uallv ahout 1. J t im<'S worse than that for C Jus
lN 1. Tlw lattt.'r rcsult is consistc•nt with the fact that 
t hc thrcc pmcl'ssor virt UI\ I machinf's of Clustcr 3 ar~> 
also about .~ timrs fasl<'r thau thos<' of Clust<'r 1. As 
rPgarcls thc total tiuH' spc•nt to cornputt> K.'j.. il is im
por! <ln! to point. out t hat. for c•ach dust.rr, as the num
hPr of procrssors is itHTNl.<;t•d, n <'On!'iiclcrahl<' amount of 
ti me• cau bc• sawd for t.hc• nlor<' involvt>d aud relevant 
mkulatious with larp;c• N (ordt>r of dozens). 

Tablc 1: Ext•rution t.iuws (in minutf's) for Cluster 1. 
Parall<'l solutiou. using Nt> prorcssors, of cr('('ping flow 
problt>tns in SIIJ)('f<"t'lb with c- 0.3 and p.; fibcrs. 

Nt•- 1 i\'p- 2 Np=3 Np=4 
X=2 18 29 
A= l 58 61 66 
X =6 136 128 113 -

\' = 8 283 2!3 200 

;\' = 16 981 862 319 
N = 24 JG68 

'-
1516 1002 800 

Tablc 2: ExPcut.ion t inH•s (iu minutes) for Cluster 2. 
Parall<'l solut.ion, 11sing Np pn><'<'Ssors. of creeping flow 
problf'ms in supt•rc·c•lls with c- 0.3 and N fibers. 

Np = 1 Np=2 
N -2 G.3 8.5 
N= J 21 19 
N =6 19 10 

'Iv=8 102 78 
N -16 355 271 
l'{- 24 605 .-J7..J 

'--

Table 3: Exl.'culion ti me::. (in minut(':,) for CJuster 3. 
Parallel soiUlion. using Np proce~sor~. of creeping fiow 
problt>ms in supt•n·clls wit h r= 0.3 and N fibers. 

Np = 1 Np=2 Np =3 
--:-:- -~ 

N = 2 1.7 3.7 -
N = 4 t 8 7.4 -
N ~6 11.2 15.0 13.5 

N=8 23 28 
N -16 82 100 -

N =24 110 175 117 

TablC's "1, 5, aud 6 show lltt> sp('('d up, S, definc•d 
as the cxc•cution tim<' for onc processar divided by tll<' 
execution time for N ,. proressors. and Lht> paraJiel ef
ficiency. defined as the sp('('d up for 1\'p processors di
vided by {';p, corrt>Sponding to the timing data of Ta
bl~ 1. 2, and 3, rc>spectiv<'ly. To aid data analysis, 
Figur<' 2 shows a plot of th<' sp<'<'<l up a.-; a function of 
S for fix('(l ·\'p (Nr- 2), for th<' t.br<'<' clusters. 5<'\'
<•ral ohsc>rvatiou~ t•an ht> drawn frorn these tables and 
Figure 2. Fin,t, it is dt•ar that parallel computatiou 
of ,.;, in 0111 U TXIP\ 'M cnviromnrnt is increasingly 
ad\'antagrous (i.<•., has a high<'r sp<'<'d up and parall<>l 
effiti<'n<"y) a.•., tlw uumbc•r of fil>t•rs, N. is increast>d (a.t 
fixed coucc•ntrat.iou c), providetl that, lhe granularit.,v of 
about. 8 fibC'rs is not rxc<'<'dc>d in one processar. This 
b<>havior is explairH'd by t.lt<' facl t.hat . up to an "op
tinlal" granulatity, th<> i'l tnount of <·omputa1.ion on ouc• 
processO! innras<'s more• rapidly Lhan t.he amount of 
comrnuui<'a.t.ion whc11 N is in<TNIS('d. S<'rond, Clusl.Pr 

Tabl<' 1: Spcrd up (figur<' on t.h<> lcft of I) and par
fUll'l t•ffkic•m·y (figun• ou t he right of I) for Cluster 1, 
computcd from data in Tablc l. 

J\'p = 2 Np =3 Np =4 
s =2 o.62 1 o.31 -

..... = 4 0.91 I O..t6 0.88 I 0.22 

.\' = 6 1.o6 1 0.53 1.20 I 0.10 -

.\'- 8 1.16 I o.5b . 1..12 1 o.36 
N = 16 1.1-1 I o.57 1~9 I 0..11 
N = 2-l uo I o.s~ 1.66 I 0.55 2.09 I o.52 

Tablc 5: Sp<'<•cl up (fip,un• ou t he left of I) anel par
all<'l c•ffiC'i<'ll<'Y { figur<' on t h C' right of I) for Cluster 2. 
computc•cl from data in Tahlc 2. 

N 1• = 2 
N =2 o.74 1 o.37 
N-l 1.11 I o.56 
N =G 1.23 I o.62 
N -8 1.31 I 0.66 
1V-- 16 1.31 I 0.66 
N = 24 1.28 1 0.64 

Table 6: Sp<'ed up (figun• on the left of /) and par
aliei efficienty (figure' on thc right of /) for Cluster 3. 
computed frorn data in Table 3. 

Np = 2 Np =3 
N=2 0.!6 I 0.23 
N = 1 o.65 1 0.33 --

N=6 o.75 1 o.38 0.83 I o.28 
N=8 0.82 I 0.41 
N = 16 o.82 1 0.41 -
N -24 o.8o I OAO 1.20 1 oAo -
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Figure 2: Speed -up, S, as a funrtiou of number of 
fibers , N, for a fixed numb<'r of proccssors, i\'p = 2, 
for t.he three clusten,. 

2 exhibits thc bcst parallel effkirnriN;, while Clu~>
t<•r 3 exhibits the worst, consistt'ntly with thE>ir 
rclative communiration t.o cou1putation performance 
noted in the previous paragraph. Thircl, Cluster 3, 
t.he one with the most powcrful proccssors aud worst 
rommunication to romputation pE>rformanrc, rcv('a}s 
itsclf advantageous for virtual machiriC's wit.h Np = 3 
over Lhe rangE> of N where tl1t> cre<•ping Row calculalions 
arE' expected to bc mosl relC>vant.. 

CONCLL'SIONS 

We have utilized the UNL'\/PYl\1 parallel wmput
ing environmcnt at LEPAC to compute the transversc 
permcability of fibrous porous rn<"<lia. By analysing 
the parallcl pt>rforman<·e rcsults of each one of our 
threc clusters, we ronclude tbat our U~IX/P\'~1 en
vironment is very useful for both parallel <"ode de,·el
opment/tesling and r(;'S('arcb levE>) computations; nat.
urally, better (i.c., fa.c;ter) communkat ion hardware' 
(Geist et al., 199-4) would improve ali our spe<'d up <md 
parallel efficiency results. 
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M. L. Martins-Costa(!) and R. M . Saldanha da Ga.maC2l PUC 
" '0 

( 1) Ltlhoratóno de :V1ecanira T<'6rica <'Aplicada (L:VITA) 
TEM, \'FF Bua Passo da. Pátria No.lf>6, 242 1()-240 .\fiLerói j R.J , Brmdl 

(2) L:'-JC'C'/C'\J t>q Av. GetúJio Varga.-. No.:3:3:3, 25651-070 Pelróplil-l/ RJ , 13nwil 

SUMMARY 

Tllf' rontinuun1 LlworJ of mixtures, specillllJ dcH•lopt'fl to dE'S<'ribe multiplllt.'<' pll<'nomPmt, 
m which tht> phru.c:; Mf' LrC'IttPd llS overlapping rontinuow; ronstituf'nl.s, requirf'S ttdditinrllll t;OIIrf'(' 

tem~ - absenl in a rontinuum rnt'('banic::; apprOtiCh, in order to rouple I he tmnsport prO<'t.'::o...-;es 
among the cm"'titut•nts. . \ plly:.icltl int,erprl'tation for th<• internal heat sourC't'. pr~nt in tlw 

em'rgy bnlnuN' pq 1181 iorJ.'l for 1t ~lid-fluid mixt llrt'. is propoS<xl by relating t/Jf' ht•al I ransft•r pro

c•c•ssr•s lX'IWPt'll both constituonts ú1 two clistiuct approoclli:'S: continuum tbeory of mixtures 1wd 
c·rmtim111m ruec/uwics. Tllis l!'IWS ln nn tl.naiOgJ' b(•tv.'!:'en illl' loeallt>mpern.turP diffNC'IIC'<' ttnd thc 

uswl/ hc>ll/, t.rnnsft'r <•ndridc•uts. 

INTRODUCTlON 

\ !'out mumn tnf'dumit~ appro<wh (.\t km antl ('raint', 

I !'176) - n '"'11 P::-tahh~llro t lll''orJ' - ·~ ~mt nble to df':!('rim• 
1 ht• rn.ujorit.> of prohlen1:s in mN"hamc'l:l. llowe-.'l'r iu many 
rdcvnut l'tl.$1':; a t hcOIJ', ~·c:inlly tl<'v('lopt'<.l lo model multi
phm.t> piWllOlllt'llâ - f5U('h as Auid-pnrt.icula.t.!' nows and nows 

t hrough porou::; ruedia, jus t to mcnt.íoun fnw of t hcm- would 
hl' mon• a<kqualP for a lof'lll clP::;I'ript ion. Thc continuum 
t.hPory of mixt urf'S, ::pecinlly dPwloJXxl to d~ribe multi
plm:-P phl'llnlll<'llll, allo\\'S t lw t•ou::<t rm1 ion of t ll<'nnodynam
lt'alh !'oll~Í:.tPlll local modt>b h) lll<'lllt..., nf n ;.~tematic pro
C'<'<lun' .\n importaul featur<' of thi :: llwory i:: to treat t lw 
phn.-•'" 11.:o ~:< llJWrimposed ront inuou,. ron:'t it uem~:o. eacb on<' 
n•prt'l:'<'lll iug 11 phaN> of n mixt nr<' and ll!'t'llJl.)ÍHg ~imultanP
ou~:<ly it ~:o whol<' volum~>. 

Tlll' I:'UpPrpo::tiLion of continuo., indtwt'CI frmu t h is abovc 
uu•m imll'd upproad1, givrs riS(' to 1\ll a ppllr<'nl thermome
dmnic·al indPJ)('nd~'nt-e among t.lw t ran::;port. proeE>Sses tak

ing plllt'(' m f'lWh <X'lJJ,1 ituf'ut. Thifl indf'pt>ndenCP is I)Jtly 

11ppun•nt :<iJJc'<" t.IJP pr<><'f"N'f'l:' nr<' Ctmpl<'d h) means of in
l<'mnl mtc•rnd ion terln' - ab::-4•nt 111 a da..~il'al rontinuum 
uwdrnnH~ npproadt (Billington and lot•', 19'< I ) The pr~ 
<'ll<'l' uf luldJtlonall!Uurce t erTT~.to in tlw bn.;it· gcmmling princi
plN< (balann> Pquations and b{'(;ond luw of th<'rmodyna.mi~) 
- wllwll plny lhe role of intPnml :<Ollr<'<'ll whosc magnitude 
1::- !ltrongly dPp<'ndcnl on t.lw local thcnnomecbanical non
('(Juilibrium mnong the con:;t.iLu<'nt s guarani Pes the coupling 
of lnnlsport. proc~ses among lhe conslituents. llowever, 
iu ordf'r lo huild realistic modt>l:l for multiph!l.tle LranBport 
phl'llolll<'llH, it. i!' iUJportanl to rn<'.a..4ure t hf':t'e lerms- whQS(' 
uon-da~ic·nl f~>atures rf.."qui~ an a.dequote physjca) imer
pr~>tnt um to makt> lhe meat:urcment ptlt<:'ibl(•. 

1 ht> Jm>N>nt work main !i<Ub,l('<·t is the physical int.erpre-
1 at 11111 of tllf' mtt'rnal sour<'c.' whit·h appPars in t h e set of en
Prgy hnlnnc" f'(Jlllll ions for a binnry nuxt.ure and represems 
'ht• mnouut. of l'nPrgy (pt'r unit t.inu• anel nuit volume) 

~:<uppliro from a constinwnt I to 11 c'mk't iLuc.'nt 2, du<' to 
n ln<'al thf'nnal noiH'Quihbnmn nnd Ll; u::-uall) rep~nt!'d 
!J.t. (Saldanha da Gama, 19~9 ; Martim:..('<lt't.a Pt ai., 199~; 

Quiutnrd <'!ai., 1997) 

(1) 

iu whid1 7] a.nd T2 reprf'l:'("nt th<' C'Oillititucnts 1 and 2 lu
cal t t>mperuture8 and the ccwftkient H1~2 i<1 the object of 
di:iClll:-.~ ion in thiB article. The heat tran::-fc>r (per unit time.') 
from 1\ constit uc>nt 1 to a corutit tl<'llt 2 in t hf' su bset r c n 
~ giH•n by tht> integration oft ht> imemal heat source 

Q1 •2/r = r I.Jl t ·2 cll' 11' 
l R1 .2 ('1'1 - 72) dV 

(2) 

Twn d L"t inct approachí'S - rout muum theory of mix
t urr::- nnd ront inuum medtaurc::; hm-e lx-eu cmployE>d m 
Um.< work to propose a phy,:ical llllt•rpr<'talion for the en
erg) t'OUn'<' tcrm, which ari8t'l; naturally wbcn thennnlmm
<'quihbrium among thE' ronst ituent.s of Uw mixt.ui'f' i:t nl 
lm\1\.'<.l. Some idE'.alised solid-Ouid ulixtur~ were employro 
to valida te t he re lat ion propoo1'<1. 

THE CONTINUUM MECHANICS APPROACH 

FOR A SOLID-FLUID MIXTURE 

l.Ã't t he bounded open to<"t O c R 3 bt• occupioo h) a 
80líd-flt1id mixture. A cl&'l:'icnl cont inuum meclmnics vicw
point jg cnrlt'idered as a fin.-t step t.o build a physical intcr
prPtation for the energy sourC<' tcrm- und, in this c.a..«.e the 
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:'f'l n is givt>n by n = n. u n,. with n,. flll<1 n, repr<"
:'t>llting rE>.:<pe'Ctivelv lhr r<'giont> ocr-upird by I hr í'olid nnd 

hy lhe fluid. 

The set an· rcpr<'l>C11li' lhr :;olid-fluid mlrrfact'í' being 
gtven by an- = TI, n TI/ n n anel lhr hl'al I'XdHmgr (pl'T 

unit t.iml.' and unit arPa) from tltP t>olid I o t hr fiuid at :mmr 
point on an· k giwu hy (Slat.t•'ry, 197:2) 

Qs-f -J.·~ 'VT~ n . 
J.:1'VI1 n1 on tJn' 

(:J) 

wher<' ks aud Á'j are tlw thcnnal <'<mduct h it lt'il uf t he 
~olid aud the tluJd, r~pl'<.1ivt'l), T. and r, tlwir tt>m
pt>ralura< and n 8 and DJ thrtr uuil outwnrd nomlahl, ro 
that n . = - n ,. At this point it ~<~ to IX' noticl><l that 
q, ,, -qf t$• 

Tltt> heat tnm:;fl'r (per unit I ili1P) from t lw !:'ohd lo t hr 
fluid in a subt-et ['c n lS giw•n by 

Q,. •//r { q. •I dS lm· 
ül' = [n n 11 n I' - .~ I 

( t1) 

Equation (:3) rPpn-::,rnl:; U tt' ('()Upli ng lwt W('f'll t h r Pll

t•rgy t.rant'ff'r in n,. nml n I TI H·' ;;pt an· i::;, III gõ'llt'n\1, of 

gTP8t C'omplexity nud unknoYlll (••. g. in H ponm~ nu'tlium) 
giving risP tu a mathf'IIU\tit·al dP:;;<'rtptiou thnt c'HIIIIOI lw 

.. imulatt'd. 

One way lu :-urpa<-<' lltr ahow gl'<llllt'l rwnl t'otllplt•xit y 
j,_ to de::<crilw I ht> phf'nomPtlll in n c·unt illlllllll t lwor.) of nux
lllT~'>' \1ewpomt, 111 w h idt t ht> !'<lltd 1\ltd t III' lluul are repr~ 
:'('ntt'd by ~upernnpo:oro t·unt inuou" cotk-1 it Ut>nb. lu oU\I'r 

wurds, thf' :::.olid and t he flmd t•ou::-t lllll'lli:< Arf' prP':'+>nt in ull 
lhe point8 o f fl and tJw ortgmnJ llllt'Tfac'l':- (thr ;;f't é)fl") 
'1mbh, M it wiU hc prr'::>4.'nlro m tlw follu"'ing <'N't ion. Ont> 
,:hurt <'oming of IIÜ::! nrt ifidnl :oUJWfJ><>~llwn i~ t.o gtv.~ rL..,.. to 

n••w t rnru; in t.ht.' hAlam·e> e>qunt totk>, in •mlt•r to ncnmnt for 

thf' interc:hangt.>.:< bt'l''1*'11 tltt• c·ot~titut'lltto. 

THE BINARY MJXTURE DESCRIPTION 

[\ ow !\ nlÍXI un• I ltt•or) vÍt'V.1lOÍIIt w11l ht• l'll1ployNI l.o 
modcl Lhe ~:oolicl-fl uid mix1ur<' dl'l'l:rihl'(l in 1 lw JlTI'\oions Ílt>lll • 

. \ccording Lo ALkin and ('rn inr (I H76), 1 hr following t'<'l of 
t'qunlions reprf'Sf'nls I hP NH'rgy ht1 lllm'f' for :;olicl mtd Onid 

•·•m<'l it ucnts of a himuy mixl un• 

[
uTp J 

Pf'CF i)/ t \lTp v 1-· 

\l . ( k f' \lT F) t q F \11 ~ • ,.. I T,.. D p 

[
ôTs 

P.;;c"" - \lTs - _, f}f 

'V · (ks\lTs) 

wit.h 

vs] 
tis I· IJI !<' .s ·I T .s D s 

Ws~F = -Wp~s 
in n 

(5) 

in which the indexe<! F mtd S n-f~>r t.o t hc e;olid attd Lhl' fl uid 
consLituent.s 

It is importa.nt t.o l'ltri.'t<b tlw di lfl•n'tH'I>s lwt v.t(>l'll t.lw 
quanLilies with indi"Xt>s s nnd f (rl'lnu'CI lo llw rolid and 
fiuid) and thosc with iudexc::; S oml F (rl'prPSI'nting t. lw 
solid and fiuid cm~lituPHh• inu huwry mixturr), whic-h art.' 

dl'fint'd in tlw whol!' n•giou n. Tlw fullowing Tl'lnt inlli' are 
V<'rifiro for spN·ifk ht-nt 1:', tnttt<:! dt'll::<ll if'l' anel I hl'nnal ron
ductiviti~ 

rs c·, 

Ps ~ '{J,fls 

ks - A'{'.ks 

lU HI c,.. - CJ 

und JIF ·· :.PJ PJ 
Wlth 't • · i{){ - } 

Htlcl kF .\ '{Jjh'J 

witll :{} .• 'i '{J I 

{6) 

(7} 

(~) 

whert> :.p9 aud r.p 1 rl'pTI';,.Pnt. ~ul id m td lluid volt uni' fraclion::> 
and l\ is an al'\\-'8.~ po;,.ili vc~ panmll't.<'r n•ltl t.t'<.l tu l h!' tlolid
fluid mixt urc st ruet un• antl kincmul i<>s (Saldanhu da Gama, 

1989: Martin~>-C\~ta "' n.l, 1 tl92). 

Tlte t.emJX'mlure ricldt-. '] F tttld Te; (Ouid 1md solid <'On
~:;tituent») a.t llw point X E n an• rl'latro lo thc fiuid and 

rolid temperalures '1 1 and 'I, h) llll'flll~ of 

TF ~ I i T I'Ol(l n H ) 1 rW (9) 
I r n1 

l<; 
t•ol(/n n ) i. '· til" 

( lO) 
• r u. 

in whi<'h r i:; »r>lllf' ,:;mail IH'tghhourhoud nf t hl' p<>Íllt X E n 
clto.."<'n in such u wuy t hat it muy r<'pr~'~•·nt 11 typknl t'('ll of 

lhe considerl>d mlxtun• and t•ol( ) rt>pr•~nt" lhP occupird 
vnlume. 

Tlw ÍJ itPmal ll<'nt l"<mr<·<>::> \11 s , ,.. aud \11 p , s are usu

a lly supp0t'<"CC lo bP linear ftuwtiot~ of boi h <'mllitiluents' 

I.C'mperat.ur<> difrcrf'ncl' (7',.- 1:-; ), iu <>I lt!'r wor<lt', 

Ws •F lls ,,.. ('l's -'/'p) ( li ) 

in wtúch Rs~P it< a p<~il t VI•-valtH'd <'ol'fllnPnt, ~ÍIW<' it i>' 
t>xpC<'I.ro I hal I hr h Pai ~uppl) l'rotn t ht' ~olid t'Olll<t ii uPnt lo 

t hl' fiuid mn..«til umt \11 s • F nri:<in~ frum l hi'IT intl'nwt nm 
mu::;l l:x> posit Í\'{' if Tr ~ ']'..; nnd npgnl iw ot lwrwi:'(' ((<,_-.1 " 

t\lattO:> PI ai., 199fi). 

The int emal lwat t ran:<f<'r <'cwffic·il'nl /(::,; • ,. coincid('l> 

wit h R F~s in ordPr lo :<at i:<f) tlw gloha!Pnt>rg) halall<'l' for 
t hP mix1 urP ~ u wlmlt> ( \lart nt,...n.tn t•l nl, 1993)- whidt 

requin-s lhat tlw ::-11111 of hoth l hl' lwnt tran.•ff'r frmn tlw 
solid constituf'nt lll t hP Hmd <'tm::ollt urnt and t hl' one from 
t hl' fluid <'Ollt't 1lnent to t lw ~>hd ('(111:<1 it m•nt ITIII:<I lw zero 
everywbere. 

lt ÍR roliVPIIÍf'nt to rt>WTil I' l'q. (~) lwn• 11.:< folio\\'!'\ 
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CJs ·F/1' 1 \ji ,.; •F d\ . 
J' 

1 }(._ ,f (To;- Tp) dl' 

R ELATIN G THE TWO APPROACHES 
T O EVALU AT E R 

(12) 

I' h<> 1'0111 11111\1111 lll<'t h111111~ nud lntXI llTI' t hNlTÍCS I\ )r 

pmadn'>' mny h•• r••lnlvd nl thi" puilll, tnkmg intu n<."<'ount 

t.hnt. Q., ·F/1 11111:-1 lw •'<llllll to Q~ •f/1' for nny t<uh:<Pt I . 
ln thi:,~ l'llW, t hP IIÍ:«'Ilt<.~iou Íll I h<' Jlfl'\ íuu;; tl<'tll:' a.l lu\\':' thf' 
fi 11lowi ng c•wwln:-ion 

r lls ,)>' d\1 
l t• 

in whil'h (}I' (iJI 
of l 

;\I 1 h i::< poml ti ~ coll\l'llÍt'lll 1 o rt'\\Ttl I' •-qual ion (l:J) 
- 11;-tng I h..- d l' fitlll 11111 of IIII' t'onwd 11111 h Pai t ran:;ft>r c·ot>ffi
c·wnl h, 

1 Hs ,,..tf\ 

in whwh T, i:. a hnlk l•'lllJ)I'TAIIlrP, dPfint'<l a:; 

fr J\lr lj u.ul\' 

fr ·1 IIJw d\ 

( I t ) 

( I !5) 

wlwrP w ;,. :-llllt ll' ~u!l•qu11I.P \Wiglll f11nd iou (••.g. a wlodt,y). 
l'akiug iut.o m·c·oullt I hnt. '/ 1 Í:ln :--lltnol h fuucti<>n a nd agai11 

I'Ollt:'ÍdPring l' u .. mull ul'ighhonrhood of n giw11 poim X 
whkh T!'Jlrt~l'lll :-1 H lYJlWIII l'l'llof tht' lllÍXIUTf.', Tf may be 
upproximatc'<l hy 

fr. n, Ti d\ ' 

Ir IIII tf\ ' 
(16) 

whidt i:- I'(JIJÍ\'!lll'lll lo ('1111:-idt•r ..,; !I ('(lfl. ... ll\111 111 r n n.J. 
b<tunlum ( lfi ) r••prc'>'c•nts ·~xnc·ll, 1 h1• d1•finitum of TF. 

,\t I h i:- poinl 1\ n'l'l rid íon mu:,;t h(' <'CIIl»idt>rf'd i o o rdc>r 

to approXIIllllll' 1 ~ h) ti ;. nll'mt vnhw ~evnluated iu the TE'

gíon rnn.., -a.· 111 1'<1111" 11m ( I O)). 'I' h., ~lid tl'mperat ure Ts 
TI'JlTP:-11'111 :- 11 loC'nl ktliJ>I'Till nr<' nnd not n hulk onl', so that 
11 ma.) h(' adc'Qnlll Ply llpproxtmnt P<l hy tt::< mP.an value in I' 
only tf 1 hl' :-t1hd 1 hl'rttllll c·omhwltvily i ::~ very higlt- wben 
<·ompnn><l ln it ~:> <IIIIIPII.~ton~. J'hl' pn'::<l'nl vmrk Í:l r~lrictf'd 
to t llf'.~t' c'tl..-;<-'1:', t'O tltnl I~ IIIIIY lw n•pl<wt>d by T., in equal iou 

( 14 ), giving TÍI:'C' to: 

/1.) d\ ' r fi(T.., -TF) dS (li) 
JJ)J' 

ur. lnking into m·c·ouul tlll\t I i,. 1111 nrhilrnry t<lllall tlPigh
\)l lllrhood uf H point X E n. 
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(1 ) 

in whidt I I' r••pr.•,-.•fll :- t ho• vo hllllP of I lw w•ighbuurhoud I' 
wlulc> . \,11 n•pr('t;('lll " 1 ht' ar•'ll of I h•' l:'Olid-fluid interf&·C<' 
within I . 

T I H' n ho\'1' :;t nl I'< I <'OJtSidPrnt.ions l!'ad I o tlw following 
rl'lnt iou:<hip ht>l W<'PII t. IH' c·opffidt•nt ~> H s ,J-' ( mixtnre thP

ory \ Ít'wpoint) ali() h (C'bt<'::oi<·nllu.mt. t rlln :ofPr), for twy point 

X E n. to hc• df'TÍVI'd 

(1!)) 

in whwh I lw r111in . lrJr/tr rPpr~nt ::< a gc•ornPtrical<'OPITi
cil'ul. Lq tlltl ion ( I~ ) prm tdo•,; 11 :<nnpiP n•lnl iort ht>l Wf'f'll t h•• 
mixt IIT<' I hPory Hpprn!ll'h nnd I h,• t'ln..,..,ical eont inuum 1111'

ehnuic~ <•llt', h.\ rt'lnl IIII{ t lw llll•'rnal hl'nt trmt:-ft>r C'C>f'ffidPnt 

Rs ,f' l o I h<• u~•ml <'o tlw~·lt~>ll hPnl I rnn:;f,•r c"<wfficienl h. 

SOME PARTICULAR SITU AT IONS 

ln unkr ln tlln.,.t mil' t h1• dL·wu::.,.iun pPrfonned 111 I h<> 
))fi'VlOII,_ tf 1'111, l \\li I'XHlllplt~ of ~oJ id fl111d lllÍX( Ut'(>S \\i)) h<> 
I'Ott.-.HIPrtvl. lu 1111• tir~·t o ltt' llw uuxt nn• \\i li l>f' C'Otl:-idcn'<l 

a..-. C'cllllpo:'Nl h) III fintt !' :-olíd J>!ITIIIJt•J pllll f'.<' III r<>t<l wil h 
tltkkw~ 6 :<Ppllrul .<•d h\ H fhml flowing lhrough a r<'gio n 

witlt t.hic ·kw·:-.~ ll. wil l1 c·on:-~tnllt l'o•lcwit ,, ~ ~hown iu figlJr!' 

I. 

figmc> I. Se lwuw of n :::olid-fluid mixt nrP: Soli<.l inllnit.•• 
p!lraiiPl piai Pt> WJI h rlu td rlowi11g tlmmgh l.lwm. 



Tn t h is clli:1í' tlw rat io .\or /l'r Í<- givf'n hy or t lw mixt \lf(' anu I)Jl the :lfllllf' parnmeters u;.cd to evahwt j' 
t hc hcat i-r<m ::~ rt•r col"lfkiPnt h. 

1\;.w 

Fr 
~ 

~ -t6 
(30) T hP ab()VP shlt<·d reasouiug lcads to thr introdu<'tiou 

of l:lJl altcrnativc 1'\use.f'lt munlwr, whiela may bc> d<'lincd a.:o 
foUows 

And dof'rl not. dc>p•md on position. 

•••• •••••• • • e •••••• 
e • • • • •••• 

• 

Figure> 3. Schemc of a ~oliu- tlukl mixl.urf': Solid spller<'s 
bUrruundNl by n. rlnid. 

l'h~> s.or·ottd f'XAmplf' of :lOiid- tluid mixt ur1• ib cot nposPd 
hy sl:'vcraJ S(>lid bpherf':; ( \~ith t hc> t-.'Hlll' rHdiu:> r) :'Urromtdf'd 
by a fiuid . Ct>lllputat ÍOll>- of tlte nd.io Aar/l r ~Í\'(' ri:>!' l.o 

A ar 
Ir 

N(ilrrr:.!) 

VN 
(21) 

in whidt N rf'prt~Pnl.:; tlw mmtht•r of ::phC'rf'l:' prP:"f'nt in A 

giv.-n \'oluuw 1'N of thP mixtur1• ('Jpnrly, iu tbi:; ··a:co.P, lhe 
rut i o ILJr / { í· U1Ay dcp,·Hd on t lw pol:' ii ion - :,;.ínc·c it dt'pl'lHJ!:' 

on thc 8nlid (and nuid ) volurnl' fraction:o in lhe mixtur<' 

l>0not ing by 'Ps thc solid volume fractiou, 1/N i:; gi wn 
by 

\ 'N 

and, t horl'fum, 

N (4 3) - - rrr 
.Ps :1 

Am' 
l'r· 

~ 

r,Ps 

iu whif'h r.p,. anel r mu:v lw casily t'vHiuat('(l. 

C ONSTITUTIVE ASSUMP T IONS ON R s .F 

(~2) 

(:!::l ) 

At l.hi;; point ii may h<' crmdudro tltul ti H' int <'rnal heat 
i r a n>' ft>r t~o••ffidl'ni /(o.; , F dPp1md~:< on I I H' inl (•rmll st rud urr• 

Nuu 
2 

lls •F (~.~ ) 
k1 . lar 

(2•1) 

a.nd drp•'nd:.- nn (forct'l] <'Oil\'t'l'l inn) Htodirif'd R Pynold~> aud 
Prllndi lnumh<'r:>- gh 'l'll hy 

Ucu {1'/- l's) (_!i_) 
'' A~r 

(:!5) 

P.ru-
/I 

o; 
(:!(i ) 

Tlu .. (m Pan ) vdodty dilfrr<'lll'~' hf'I.WN'll t lw lluid aud tlw 
:solid ( l'f - t•.) pn'<-l' lll iu tlw modifiPd H.cynold~ rmmber <],,_ 

fined m PquaLion (2f,) may be coiJJ<'Jd(')Jt., for iustann•, wil h 

Lhl? wlo<'il y clifi<'Tf'llt'f' P.VH luatr>d fr• 1m a t·ont iumun t hl'ory 

of rnLxt ures vif'\\1loinl. (\la ri Íl~:"-Coi't.a ••I ai., 1!19:!). 

FINAL REMARKS 

lu I hit: work A pltY!'icul mi <'rprl'latiotl for t lw Pllf'rgy 

:51.1\ITI 'l' l.r·nn ( which proviJ~ t hc Lh<'TI nul int.t>rnl'l.ion nrnnng 
(,hc <:Oll:>lit lll'llt >' o f a f'Clll( LUUOUS lll.ÍX( Uff', Who•r,-. UIIP i 1'111-

j)t' raiUTP for 1~1C'h phasr k allo\\1'd } J.a.., l><'<'ll proptl.-"<'<1. Tl11• 
r<'frrl'ed intPrprci.nt.iou \V'O::. hu.."i•d ou t ltf' t·ompari:::<>ll o f hot h 
coutinumu illf'ory of rnix t urr:o nncl <'ollt Ílllllllll mPdwuk:s ap
prnad trl:.'. 

( '<>n,.id<'ring I lw Tf'l fl t inu propnl:'t-<1 iul ht> previou:-: itc•m• 
for :!olid a 11d n uid ('OU.:'I.iLU<'tll :< l.f'lll)H'Tature.:~ aud snlid awl 
Lluid t.~ulpf'ralllrf'S in n l'out.iuuunt lllt'l'llanit'::' vi,•wp(lint, uu 
an.alogy with I lu·' wdl knowrt '11<'\vt,ou'~:< lnw of c·ooling nl
lm•Nd I o t·nnt'lidf'r thf• internal h<•a t i rnn;;fpr mPAicirnt for a 

t w cJ-c'Olls ( it.uf'nt:.- mixt urc anulogou:; to thf' nsnal hf'a l I rnn::;

fer meflkiPnt. As C'>..l)l'<'lf'cl , i.IJP ahoVP uwntimtl'cl it!l .• •mal 
heu.t trunl:.'fPr C'Of'ffici Pnt u~·pP.llél., <Jll I hP r~on:.- t ii Uf'IIL:O' V(')tll'

itie8 as wt•ll a;; on til<' lhlllJ nml tllf' ,-oJid I ht•rmnm• ><·hanin il 
prop<>ri iP::;. 

Somr> iclP<lli!'('() :;olid-fluid mbclnr''" - i n whid1 t III' g('(,_ 
mrtrie mt>ITidl'nt l í•/tliil' i.:~ nunl)i.il'll lly dPtPrmim•d - hH.\'1' 

hN•n l' lllployt>(ltu illustral<' tlll' iull•rpn•I.HI iou propr>;;<>d. 
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ESTUDO DO EFEITO DE PAREDE NO ESCOAMENTO DE FLUIDOS 
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SUMÁRIO 
Nestt estudo. verificou-se eJ.perímenralmentt o efeito do diâmttro do wbo e dunensãc das partículas 110 fluxo 
de fluidos Newtoniano e não-Newtoniano através de leitos porosos COIIStitufdos de e.iferas de vidro. 
Dettrllllflou-se os ''alores de quedo de pressão em Ju11ção da velocidade superficial do liquida. durante o 
ucowntllto de água, glicuina t soluções de C.\tfC através de meios porosos compostos de tr~s 11pos de 
rechtto. Acondicionou-se o leito füo poroso em quatro mbos de diâmetros dLStintos. /m•estigou-st' o chamado 
t'feito de parede, por ímennldto da 011álue do diâmetro do wbo fDT) e dtámetro da partícula (dpJ. 110 fator 

de fator de atnto. A11aluou-st' o desemptmho das correlações propostas por Ergun ( 1952), para a predição do 
fator de atrito 110 escoamento de flwdos Neu·roma11o e Kwnar et a/. (1981) t Chltabra e Srmi1·as (1991 ), 
aplicadas ao fluxo de líquidos não-Newtoniano. Da análise estatísuca dos resultados t'\fll'rtlllf'llfais. 
estabeleceu-se correlaçcJes pam a estimatii'O do fato r de atrito 110 escoamento de líquidos Newtoniano e não
Newtollumo em meios porosos. Os resultados olmdos na unidade expenmental encontram·u seguinte na 

< < -4 -4 < fmxa. 0,005 _ Re _/700: 3 10 5Rec 562:2 10 5ReM 555:0.33 _ ê. 50,41:3,54 ~D]fdp 516,51: 

0,453 5n5J,O e /,05!53,0 10
5 

• PUC 
ltiO 

INIRODUCÃO 

Em função da ampla aplicação envolvendo o escoamento de 
líqu1dos Newtomano e não-Newtoniano através de mc10S 
porosos. em d1versos setores da mdú~tna química c de 
processamento em geral. observou-se. na'> últimas três décadas, 
um mteresse crescente de diversos pesqu1~adore) no sentido de 
descrever com sucesso o fenômeno da qued;~ de pressão durante 
o fluxo destes matenms. 

estatísnco dos resultados expenmentais. obteve-se correlações para a 
e~timativa do futor de atrito durante o escoamento de líquidos 
Ne\\<10niano c não-Ncwtoruano mravé~ cJc metos porosos. 

Sobre o componamento lluidcxhnâm1co do escoamento de 
líquidos Newtoniano em meios porosos os relmos consistentes 
disponíveis na literatura são consensuaiS c apontam para a utilização 
de equações semelhante àquela proposta on~inalmentc por Ergun 
(1952). conforme revela o trabalho desenvolvido por Rao e Chhabra 
(1993). Por outro l:ldo as mformações d1sponfvc1s sobre o 
escoamento de líqu1dos não Newtomano, ~ignificativamente m:m 
escassas, são freqUentemente discutidas como reportam as revisões 
desenvolvidas por Kemblowslo e Michniewict ( 1979), Chhabra 
( 1993) e mais recentemente por Sabiri e Comlt1 ( 1995). 

Neste trabalho utilizou-se uma unidade cxpenmemal para medir 
a queda de pressão durante o escoamento de água. ghcenna c 
soluções de carboxnnculcclulosc <CMC). a qual apre!ienta 
comportamento pscucloplásuco. rumv~ de meios poroso~ 

constituídos de esferas de vidro, acondiCIOnadas em quatro tubos 
transparentes de 1,5 m de compnmento c diâmetros distintos. Afim 
de ampliar a faixa de estudo sobre a rclevâncm do efeito de parede, 
variou-se a porosidade do leito fixo, pelo emprego de esferas de 
vidro de três diferentes diâmetros, obtendo-se assim do~:e valores 
para a razão diâmetro do tubo (J>r)- d1âmetro de partícula (dp) Paro 
o fator de atnto anahsou-sc os des\10S obuclos entre os valore~ 

cxpenmentaJs neghcenc1ando o efeito de parede. determin:ldos neste 
Lrabalho. e àqueles onundos da correlação de Ergun ( 1952), no ca.so 
de escoamento de ~gua ou glicerina, c da'> expressões apresentadas 
por Kumar et ai. (1981) e Chhabra e Srinivas (1991 ), aplicadas ao 
fluxo de soluções de CMC, em todas as cond1ções estudadas. ~ta 
fonna. neste trabalho procura-se averiguar a mtluênc1a do diâiTICiro 
do tubo e dimensão d~ ~feras na queda de pressão c, do tratamento 
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DESENVOL V IMENJO TEÓRICO 

No estudo cJo escoamento de lfqutdos Ne"tomano atra'é' de 
meios poro~o,. optou-se m1cialmentc por caractemar os grupo~ 
adimensionms. con~1derando os parâmetro~ tfp1cos de nuxo. e<>~ 
dois números usados foram: 

- Fator de Atrito: 

/=- _, -&'( d r E1 

J 
L {)1'1 1- E 

- Número de Reynolds: 

pd,,t· 
Re= 

p(l -t} 

( I ) 

C:!) 

Postenonncntc. Ko1.eny ( 1927) e também Cannan ( 1937) 
mo~traram a dependência do fator de atnto com o número de 
Reynolds, tomando-se por base o modelo de capilaridade do 
leito, considerando-se este como sendo constítufdo por um fc1xe 
de canais tortuo~os. que na média têm a mesma área de ~ccção. A 
equação geral do nuxo laminar em canais é análoga a de llagcn
Poiseulle paro dutos ciUndricos: 

(
&')_{_ 

''L= L );o (3) 

UllhLa-se, também. algumas relações: 

"L, 
VL ="'i L (4) 



r =!..d (_t ~ 
• 6 'l t-cJ 

(5) 

(6) 

Igualando as equaçOe~ (3) c (4) e substituindo a Eq. (6) na 
Eq.(3) e. rearranJando con\ementementc, chega-se a: 

(tJ.P} ·[ c' ] I ~· = L I; (t-cf 36pK 
(7) 

Relacionando a vcloe1dade superfic1al (v) com a defimção de 
fator de :llnto Eq. (I), temo~. 

f =36K[J1(l- c)] 
drpv 

(8) 

Como o termo entre colchetes é n mverso do número de 
Reynolds defimdo mic1almente, pode-se fazer: 

f =36K 
R e 

(9) 

que é mais comumente encontrada na literatura na forma: 

A 
J=

Re 
( 10) 

Esta equaç11o rclac1ona o fator de atrito com o número de 
Reynold~ e é fonte de muuas controvérsias quanto ao valor da 
constante A Encontra-se na hternturn valores desde 115 até 200. 
mas os do1s valores ma1s utlh/000\ para A ~ão 150, como 
desenvolvidO por Ergun ( 1952) e IRO conforme descreveu 
Carman ( 1937). As~1m, dev1do àS d1scordânc1as entre os valores 
usua1s para A. ape~ar de muuo \lmple\, o uso de~ta equação para 
a predição do fa10r de atnto tem a sua aplicação contestada. 

Com o mtullo de fac1htar o cálculo de f, Ergun ( 1952), 
baseando-se cm múmero~ ensa1os expenmenta1s propôs a 
~eguintc equação para a pred1ção do fator de atnto. que tem 
validade para R e :: I 000: 

/ =~+175 Re ' 
(I I) 

Mais uma ve1., a~ constantes da equação anterior não são de 
consenso entre os pesqUisadores, mas os valores 150 e 1,75 são 
freqi.Jentcmcntc usndo!>. Após extensivas comparações de 
uiver~os resultados experimentais. MacDonald et ai ( 1969) 
concturram que a equação proposta por Ergun pred1z o valor da 

queda de pressão com uma mcene1a de± 50 %, para a maioria 
dos casos de interesse prático 

O fator de atnto na forma da Eq. ( li ) não cons1dcra um 
imponante parâmetro presente no escoamento c que exerce 
cons1dcrável mtluênc1a na queda de pre~são: o chamado efeno de 
parede. Este. aparece quando a ra1ilo entre o diâmetro do tubo e o 
d1âmctro da panícula (l>r /dp) é 1nfenor a 200. Porém. a partir 
de observações expenmentru~. sabe-se que para razões de 
ClJrldp> superior a 50 o efe11o de parede tem pouca mfluêncía na 
queda de pres~ão. 

As mamfe~tações do efeuo de parede são notadas na 
poros1dade. que é quase umtária na reg1ão JUnto a parede do tubo 
e decresce mu1to, conforme ~c destoe:~ para o centro do leito 
poroso O efeuo de parede também )C mamft!!>ta no raio 
h1dráuhco (de acordo com o modelo da cap1laridade do meio 
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poroso), pois a pre~ença da parede proporciona o aparecimento 
de uma área supcrficwl extra, que deve ser levada cm 
consideração no cálculo do rncsmo. 

Na tentullva de comg1r o efeito parede e melhorar o 
desempenho da equação cMabclecida por Ergun, Mehta e Hawley 
{ 1969) propuseram uma equação corrigida para o raio hidráulico, 
englobando o chamado efeito de parede: 

I [ w, ] 
r• =M 6(1-c) 

(12) 

Com estas equações ( Eq I I e 12 ). o fator de atnto comg1do 
cons1derando o efe1to parede fica: 

f = ( 15;:1 + 1,75 }1 (13) 

Conforme Mehta c Hawlcy, o valor de M seria. 

2 d ( I J M =1+-.::..J!... --
3 DI 1-t: 

(14) 

Cabe ressaltar que quando (dp/DT) for muito pequeno, o 
valor de M tende à unidade. e a Eq. ( 13) se reduz à proposta 
apresentada por Ergun. 

No entanto, conforme Atarde c Cardoso ( 1997), o 
desempenho da Eq. (12) usando M dado pela Eq. (14) não foi 
sausfatóno. Deste modo, procurou-se na literatura outra equação 
para M, definida por Dolcj) (1978) para o fluxo de fluido~ 

Ne"tomanos. Esta equação é mu11o s1m1lar à Eq. (14), sendo 
dada como: 

4 d ( I J M =I+ -.::.L --
9 D, 1-c 

(15) 

Corn relação ao fluxo de líqu1dos não-Newtomano puramente 
liiSCOl.OS (NNPV) atravé' de me1os porosos ainda persiste 
algumas dúv1das, entre o~ pesqu1sadorcs, sobre a definição ma1s 
apropnada para o denommado número de Reynolds 
general11ado. Por este motivo, encontru-~e na literatura algumas 
defi111ções, as qurus frequentemente Incorporam mformações 

relativas à matril porosa através da poros1dade do meio (ê) e 
também por mtennédJO do fndicc de componamento do fluido 
(n), no caso de lfquido pseudoplástieo. 

A aceitação das definições apresentadas por Kemblowski c 
Michnicw1cz (1979) c Kumar et ai. (1981), para correlacionar a 
queda de pre1osilo de lfqUJdos powcr law em meios porosos, tem 
cresc1do ultimamente, sendo as expressões, utilizadas neste 
trabalhos, dadas. respectivamente por: 

_ (ts./2} • p ~· • • t1; e1
· -: 

Reç - ...>.....-'-..L--'-----"~-

m[(J,~:/)r (1-cY 
(16) 

( 17) 

A parur de resultados experimentais para o fluxo de flUJdos 
não-Nc\Vtonianos puramente v1scosos CNNPV) e me1os porosos 
constituídos de esferas e ané1~ de Rash1g, Kumar et al. ( 1991) 
propuseram uma adapLaçllo na cláSSica expressão de Ergun, para 
uma larga faixa de número de Reynolds (ReM): 



f= ISO +1.75 
R e ~o~ 

(18) 

Similarmente, Chhabra e Snm vas ( 1991 ), apresentaram mais 
recentemente uma nova modificação na equaçlio de Ergun. para o 
fluxo de d1versos líquidos do upo NNPV ao longo e me1os 
porosos de sólidos esféricos e não-esféncos, também para uma 
fru.xa considerável de número Reynolds (Reo): 

150 
/=-+1,75 

Re0 

UNIDADE EXPERIMENTAL 

(19) 

Uma v1~i1o esquemática da umdade experimental uttlizada no 
desenvolvimento do estudo é apresentada na Figura I. Na 
composir,:ão dos meios porosos empregados, utilizou-se esferas 
de vidro pré classificadas com os segutntes diâmetros méd10: 

dp = 4.38 mm(- 4 + 5 Tyler) 
dp = 2,61 mm (- 7 + 8 Tyler) 
dp= 1,84mm (-9+ IOTyler) 

Os diâmetros interno dos tubo~ de vidro de 1500 mm de 
comprimento empregados no estudo, encontram-se a :.eguir: 

Tubo 1. J>r = 30mm 

Tubo3.DT= 19.8mm 

Tubo 2. J>r = 24,2mm 

Tubo 4. J>r = IS,Smm 

Figura 1- Umdade expenmental. l-Tubo I. 2-Tubo 2. 3-Tubo 3. 
4-Tubo 4. 5-Manômetro de Hg. 6-Rescrvatóno para líqu1do. 7-
Bomba peristállica, 8-Controlador de rotação da bomba, L= I 000 
mm c L1= 250mm. 

RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Neste trabalho foram realizados 12 ensaios expenmenta1s 
para cada um dos Hquidos estudados: água. glicerina hidratada(± 
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3% mas~a) e soluções de carbox1metllcclulose com concentração 
de 0,4; 0,7 e 1.0 % cm massa. Como as soluções de CMC são 
susccptfvc1s 11 degradação ao longo do tempo. adic1onou-sc às 
soluções preparadas um preservativo conservante. o forrnaJdcfdo, 
em concentração 0,5% em peso. 

Os en~a1os experimentaiS conSIStiram-se em med1r a vazão 
do Ou1do c a diferença de pressllo no lc1t0 fixo. Monttorava-se a 
temperatura dos Hquidos ao longo dos ensaios e. dev1do à 
utilização de uma bomba pcristált1ca, a qual não apre~cnta 
problemas consideráveis de diss1paçllo térmica, observou-se um 
incremento rntdio na temperatura de no máximo O,S"C. Em cada 
um dos quatro tubos da montagem expenmental foram utili1adas 
esferas de v1dro de três diâmetros diStintos !medJatamente após a 
realização dos ensaios com glicerina e CMC, proced1a-se a 
caractcnzação reológica da su~pcn\ão com um viscosfmctro tipo 
cone e prato (Brookficld modelo RVDVI!I). 

Para \enficar a possibilidade de concordância do~ dados 
obtidos com o que se encontra publicado na literatura. fe1-sc a 
comparação dos valores experiment:us paro o fator de :tlnto com 
àqueles preditOS pela equação proposta por Ergun. para fluxo de 
fluidos Newtomanos. conforme ilustra a F1gura 2 

I OE•6 --... 
+ li PI 

• TIPl 
I 0Et5 ,f'._ 

•• • TIP1 

À T ~PI 

·~·· ~ ~ T!P! 

* T!P.l 

- $ ~ IOE+J TJPI 

;;; )I( TlP~ 
u 

J 
... • T)PJ I 
~ I OE+l . f = 150/R r + I. 7 ~ .J 

" HPI 

IOf• l -.i ··X"" + rm 

IOt+O .,j dadosp/1f•; • . 
+ 

lOE· I -rl l ·ll ·lllillirrr-rrrJ.'" liTIIII
1 

1 - IHIIj il oilli-j 1 ·1 11"'1 

I OE ·.\ I OE-! I DE· I I 0[ •0 I O~tl I OEt! I.DE·l 10Et4 
ntimtr~ ~r Rr)nOidstRcl 

Figura 2- Fator de atrno em função de Rc para escoamento 
de água c glicenna cm me1os porosos. 

Empregou-se para as Figuras 2 e 3 a segutnte 
simbologia na representação dos cnsmos experimentais: 

TI : Tubo I: T2: Tubo 2; T3: Tubo 3 c T4: Tubo 4 
PI: dp=0.438 cm; P2: dp=0,261 cm; P3: dp=0,184 cm 

Os resultados expenmentaJs obudos para o fator de Jtnto. no 
fluxo de água e ghccnna. foram comparados com O\ valores 
estimados pela Eq. C li). proposta por Ergun, e com a Eq. { 13), a 
qual ulihzou o futor M, estipulado por Dolejs et al. Neste scnt1do, 
calculou-se os desv1os relativos entre o fator de atnto 
experimental e o estimado por essas equações. Os valores de 
DRFE (Desvio Relauvo para fator de atnto de Ergun) e DRFD 
(Desv1o Relattvo para fator de atnto comgido. cons1dcrando a 
expre!Ssão de cfcuo de parede proposta por Dolejs et ai.). para 
faixa de número de Reynolds tnvcsttgada, encontram-se na 
Tabela I e 2 rcspccltvamente. 



Tabela 1- Resullados para água 

Dr dp E "'úmero de DRFE DRFD 
(cm) (cm) Reynolds (c;t) 1%2 

0.438 0,3752 200< R e < I 000 -36,3 -52,3 
3.00 0,261 0.3456 30< Re <500 -29,8 -40,3 

0.1!14 0.3459 10< Re <300 -20.1 -27.5 
0.438 0.3900 300< Re <1300 -30.9 -13,9 

2.42 0.261 0,3670 30 < Rc <600 -10,5 -21,9 
0. 1!14 0.3604 20 < Re < 300 -2,7 -10.8 
0.438 0.3625 200 < Re <I 500 -69.7 98.9 

1.98 0.261 0.3344 30 < Re<500 -69.5 -89,7 
O.IK..t 0.3384 16< Re < 300 -28.3 -40 
0.4311 0.4055 200< Re < 1700 -34.2 -66.2 

1,55 0.261 0,4014 57< Re < 700 +1.1 -15,1 
0,184 0.3977 40 < Re <450 +20.7 +10.8 

Tabela 2- Resullado:. para glicerina h1dratada. 

Dr dr :'1/úmero de Reynolds DRFE DRFD 
(cm) Cem) 

E 
(%) (%) 

0,438 0.345 0,008 < Re < I +3,7 -16,3 
3,00 0,261 o. 1166 0,005 < R e < 0.07 -23,4 -38.2 

0,184 0.34-'7 0,002< Re < 0.02 +4.5 -3.7 
0,438 0.3882 0,01 < Re < 0.2 +16.8 -6.6 

2.42 0.261 0,3726 0,007 < Re < 0.15 -0.06 -15.9 
O, I 84 0.3650 0,005 < Re < 0.09 +2, 1 -8,7 
0.438 0.3591 0.03 < Re < 0,4 -4,9 -39.5 

1,98 0.261 0.348 0.0130< Re <0,44 -27.5 -5!.3 
0.1 R4 0.3398 0.008< Re < 0.12 2.-t +9,3 
0.43!! 0,4-'5 0.03< Re < 1.2 414 12 

1.55 0,261 O,..t033 0.02< Re < 0.32 29.1 10.3 
0. 184 0.3953 0,01 < Rc<0.15 39.3 28.3 

De modo :Jnálogo. analisando cntrelantO. o cM:oamcnto de 
Ou1dos não-Ne,\lomanos ( soluçõe~ de CMC 0.4%: 0.7'* c 
1.0%) atravé\ do' meios poroso,, os resullados do fa1or de atrito 
experimental loram confrontados com os valores de f estimados 
pelas Equações (19) c (18), calculando-se os desvios relativos 
dclinido como DRFC (Desv1o RelatiVO para frnor de amto de 
Chhabra e Snm,as ) c DRFK <DesviO Rclauvo para o fator de 
atnto de Kumar et 31.). Os re~uhados encontrado~. para a 
rc,pectiva fatxa de número de Reynolds, são apresentados nas 
Tabelas 3. 4 c 5 

Tabela 3- Resultados para CMC 0.4~. 

DT d~ número de Reynolds DRFC DRFK 
tem) (cm) t 

(<;{) (%) 

0,43K 0.3467 0.02 < Re < 13.6 -13,8 -3 1,6 
3.00 0.261 0.3366 0.03 < Re < 6.4 -14 -54,1 

0.18-t 
O,..t38 0.3808 0.02 < Re < 25 +5.6 -9.6 

2.42 0,261 0.3635 0,05 < Re < 7,5 -21 -38,8 
O, IH4 0.365 01004 < Re < 2.5 +lO -4,0 
OA3H 0.3736 0.08 < Rc <37 -31 -53.2 

1,98 0,261 0,3452 0,008 < Re <lO -38.6 -58.6 
0.1 1)4 0.3398 0.02< Re < 2.5 -19.7 -44.7 
0.438 OA508 0.1< Rc <62 +lO -2,1 

1.55 0,261 0,4050 0,03< Re< 14 +16.1 +1.2 
0,184 0,3953 0,02 < Re < 2,4 +32,1 +20.2 
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Tabela 4- Resultados para CMC 0,7%. 

DT dp 
Número de Reynolds DRFC DRFK 

(cm) <cm) 
E 

(%) (%) 

0,438 0,3798 0,0008 < Re < 0,8 - 18.3 -58,3 
3.00 0,261 0,3567 0,0006 < Re < 0,07 -47.7 -78.4 

0.184 0,3567 0.00 I< R e <0,009 -11.4 -4 1.1 
0,438 0,3871 0.0016 < Re < 1.1 -3.3 -33, 1 

2A2 0,261 0.3634 0,0016 < Re < 0.06 -25,7 -62,0 
0. 184 0,3650 0,0007 < Re < 0.0 I - 11 ,6 -51,4 
0,438 0.3662 0,002 < Re < I ,2 -21,6 -59,8 

1.98 0,261 0,3430 0,0005 < Re < 0,08 -30.0 -74,2 
0,18-t 0.3461 0.0003 < R e <0,0 17 -l5.7 -96.6 
0.438 0,4460 0,003< Re < 1,84 +21,7 -3.1 

1,55 0,261 0.41 12 0,005< Re < 0.0 I +13,7 -17.4 
0, 184 0.3902 0,002 < Re < 005, +9.1 -15.9 

Tabel:J 5- Resullados para CMC 1.0%. 

~ dp Número de Reynolds DRFE DRFD 
(cm) C cm) E 

C%) (%) 

0.418 0.3732 0,01 < Re<0.3 17,5 -7,5 
3.00 0.261 0.3506 0,0006 < R e <0,008 -68,2 -156.0 

0.184 
0.418 0.3950 0.02 < Re < 0,2 +7.6 -27.3 

2.--'2 0,261 0.3719 0,0009 < Re <0.007 -37.5 -91,7 
0, 184 
0.438 0,388 0,03 < R e < 0,22 -3.2 -43.1 

1,98 0,261 0.3453 0,0017 < Re <0.01 -51,2 -97.5 
0.184 
0.438 0.4615 0.05< Re < 0.4 16.3 -17,7 

1.55 0,261 0.3985 0,0007< Re < 0,003 -30,1 -70,5 
0.1!!4 ------

Os rc~uhados obtidos para o fator de atnto no escoamento 
das três soluções de CMC são plotados contra o rcspecuvo 
número de Reynolds e mostrado~ na Figura 3. 

1 OE•6 ~---------------......, 

1 OE..t 1 OE-3 1 OE·2 1 OE-1 1 OE•O 1 OE+ I I OE•2 
DU111tiO dt Rt)DOidl l Rtc I 

Figuro 3- Fator de atrito versus Reo para o escoamento de 
soluções de CMC. 



Analisando o efe1to parede. pode-se conlinnar que este 
exerce pouca ínOucncia no fator de atrito quando o regime de 
escoamento 6 carnetcri7ado por bmxos valores de Re. Na Figura 
4 observa-~e que variações da ordem de 1381if na razão de drfDr 
não provocam modificações considerável~ na forma da função do 
fator de aLnto em função de RC(;. Rauficou-se este resultado 
tfp1co para as soluções de CMC e também para a glicenna. 

Por outro lado, modificações sigmficat1vas do fator de atnto 
são observadas para a mesma faixa de d,!Dr. no estudo do 
escoamento da água. notadamentc cm regiões de escoamento 
com Re > 100, como Ilustra a Figura 5. 
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o 1.1,• O lU Lia 
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tE.! l ll llf ! I llJd-!-1 

I E·J I E-3 I f ! 11: · 1 I E;.O 

Número de Reynolds (ReG) 

Figura 4· Efeito dr no fator de alnto paro escoamento de 
suspensão de CMC ( 0.7 <:l ) 
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Erwo de parede : Dr= 3.0 cm 
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+ dJ:O,I 84cm 

• • ·. ., '·, . . ·". 0
ct;§>'fí, •• 

• • l . 

100 1000 

Número de Reynolds (Re ) 

Figuro 5- Efeito do d1âmetro da panícula no fator de atnto para 
água. 
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A análise dos resultados cxpenmcnta1s obtidos, para as 
condições investigadas, mostram que o efeito relativo do 
diâmetro interno do tubo. na qucd:1 de pressão durante o 
escoamento, é m::us acentuado que a mOuênc1a da dimensão das 
esferas do me1o poroso. ~pccto também observado 
experimentalmente por Rao e Chhabrn (1993). 

Uma ev1dênc1a tfpica dos resultados experimentais, que 
•lustra tal fato. pode ser observada através da comparação d~ 
Figuras 4 c 6. válidas para o nuxo das soluções de CMC e 
também para a glicerina. e das Figuras 5 e 7, aplicadas aos 
escoamento de água cm meios porosos. 
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O) 

'O .... 
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Eleito dt parede· d,= 0.438 cm 

• 01= U5cm 
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] . . 
.lU'' ' I l i !!!l i · ,I ,...,J 

• .. 

IE ·4 ll·J 1[·1 ll I IE•O IF+I 

Número de Reynolds (ReG) 

Figura 6- lnOuênc•a do diâmetro do tubo no fator de atnto para 
suspcns:lo de CMC ( 0,7 <:l ) 
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Figura 7- Efeno do dJâmetro do tubo sobre o fator de aLnto no 
escoamento de água. 



Ob,crvando os gráficos anteriores fica clara a mOuéncia de 
O,.. e dp. no cfello de parede Deste modo, estabeleceu-se 
equaçõe~ para esumar a relação queda de pressão contra vazão 
no C!><:Oamcnto dos líquidos anah~ados. Trus corrclaçõe~ 

con~u.leram dl~lmtamentc o cfello dos do•~ diâmetros, além do 
número de Reynolds: v1sando tomar ma1s s1mplcs e rápida a 
prcd•ção do fator de atnto no escoamento de Ou1dos Newtomano 
c não-Newtonlílno cm meios porosos; tendo a scgUJntc fonna: 

(20) 

A Tabela 6 traz os valores. o dcsv1o p<ldrão (50) e o teste "t" 
dos par:imetros estimados. bem como o quadrado do coeficiente 
de correlação 

Tabela 6- Esumall\a das equações para prcd1ção dcf 

Au1do Reynolds Parâmetro SD 
a= 151,7 1.06 

Newtoniano 0,008<Re < 1700,0 b = -164.2 113,6 
c= -6.2 1,94 

nl!O a= 85,9 1,4 
Ncwtomano 0.0003<Re0 <62.0 b = 2651.6 1028,7 

c= -2.7 1.4 

teste 1 

143,1 
-1,5 
-3,2 
61,8 
2,6 
-1.9 

0,96 

0.99 

Nota-'c que a constante associada ao d1âmetro do tubo é 
supcnor àquela relacionada ao d1âmctro da partícula, 
confinnando as observações dos gráficos apresentados de que o 
cfcno do Dr se sobrepõe ao do dr 

CONCLL/SOES 

O Ouxo de Ou1dos Ncwtomano c Nllo-Ne\\10n1ano através de 
le1tos fixos constituídos de esferas de v1dro 101 estudado c. 
baseando-se nos resultados e'\penmcntals, podc-~c escrever: 

O desempenho da equação de Ergun para a estimau,·a do 
fator de atrito mmtrou-se sausfatóno uma vc1 que os desvio' 
médiO\ obtidos. cm relação ao~ valores cxpcrimcntws, foram 
mfcnorcs a± 50%. para todos os Ou1dos analisados. Entretanto, 
os desvios pontuais de 1 para o escoamento com valores mws 
elevados de Re, região onde o efeito de parede toma-se mrns 
nítido, sflo na sua maioria, superiores 11 50% . Comparando os 
desvios encontrados paraf no fluxo de água e glicerina. verifica
se o melhor desempenho da expre~si'lo original de Ergun em 
relação b modificação proposta por Dolcjs. 

Os desv1os obudos para f a partir da equação de Kumar et 
ai. foram supenorcs aos valores encontrados uuhtnndo a 
equação proposta por Chhabra e Snm\'3.\, para o fluxo de 
soluções de CMC, na faixa de número de Reynolds lll\CSUgada 

Constatou-se que o diâmetro do tubo e a d1mcnsão média da.\ 
partículas, exercem mOuéncta conMdcr:1vcl na queda de pressão. 
Entretanto o efeito relauvo do d1ámetro do tubo, no fator de 
atnto. preponderou sobre o diâmetro médio da~ partículas. Como 
proposta, os autores apresentam correlações para a previsão do 
fator de atrito, considerando o efeito de parede, durante o 
escoamento de líquidos em meios porosos 

NOTA CÃO 

a parâmetro da equação (20), H: 
b parâmetro da equação (20). (-); 
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c parâmetro da equação (20).(-): 
dp d1ámctro da!i esferas. [m) 
I fator de atrito.(-) 
K constame de Koz.eny defimda por Ko c K1[-] 
Ko constante assocmda fonna do canal,[-) 
K1 constante defin1da pela equação (5) 
L altura do lei to, [m] 
L. compnmcnto do canal, [m] 
M fator de corrcção do r h, 1-1 
~ quadrado do coeficiente de regressão.(-] 
rh rato h1draúlico.(m] 
Reo número de Reynold~ Eq. 16 [-
ReM número de Reynolds Eq. 17 r-1 
v vcloc1dade superficial no lcuo,(m/s] 
~p queda de prcssão.(N/m2) 

E poros1dadc do mc1o poroso, 1-) 
p densidade do fluído. [kg/mJ] 
jJ vbCOSidade do OurdO, (kg/m sj 
m fnd1ce de consistência (Pa s"J 
n fndice de comportamento [-1 
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SUMÁRIO 
Apresenta-se neste trabalho uma inveJtigaçiio 1111111énca da trcmsferêt!cia de calor cm11'ecti1•a mmra cm·tdade re
tangufar confinada com um meio poroso saturado sob rl'gime não Darciano. utih;:cmdo o modelo Rl'neraft:.ado 
mcluuulo os 11mnos de Bnnkman e Forchlreuner naJ t•quaçõe.~ de Nal'ler-Stokes. As condições de contonw em· 
pregada.f para a temperawm foram a de duas parrde.r 'rrllcau tsotinmcas r cluas paredes lron::.ontats adtabáu
cas As equações go1·emantes em termos de wruilt'IJ prm11ti1·as foram resol•·tdas numertcamenu pelo método 
dos I'OiumeJ finitos e o acoplamt•mo pressão-w!loctdat!e fm tmwdo via all/orttmo PRIME, com aJ"I'CIIIJO dt• rcmá
''eis tleSt!IIWtllrado. Os resultados ob11dos ramo para Regtme Darcwno e niio-Darcwno foram comtwratfos com 
owros modelos. amplameme reportadm na literatum. 

INTRODUÇÃO 

A análtse do campo 1érm1co em mc1os porosos. 1em sido um 
ramo de grande mlercsse na engenhana na\ úlumas Lrés década~. 
dev1do as múmcru~ aphcações mdus1nu1~. Alguns das aphcaçi'ic' 
envolvem SIMcmas gcofr~ico:.. u~o de l euo~ compacl<lclO~ no in
dúwia qufmica, arma7cnamcnlo e secagem de grãos. engenharia 
de rescrvalórios pctroHferos c proJCios de 1~olamemo 1ém1ico. 
Grande pane dos 1rabalhos cxis1cn1cs na .írea de 1ransfcrêncw de 
c.:.llor por convecção naiUral cm um meio poro'o saturado. uuh
l.avam fundamenlalmenle ru. Mmphficaçõc~ ba\eadas no modelo 
de Darcy. Contudo, quando a pcrmcab1hdadc do metO poroso é 
nlw. o modelo de Darcy não aprcscmn rc!.ulwdos sutisfatóno~ 

quando comparados com dados expcnrncmub. Es1a divergência, 
nos rcsuhados 1eóricos com dados C\pcnmenuus fo1 analisada 
m1c.almente por Chcng (1978). Com o m1u11o de de-seO\ol-..cr 
modelos mutemáucos que corroborem com O\ re~uhados expcri
menlals. foram mcluídos termos adtcional\ ao modelo de Darcy 
Dcmre os qurus podem se dcslacar o modelo de Dare} com cx1cn 
são de Forchhc1mer tForchhc1mer .190 I). e o modelo de Darcy 
com a extens11o de Bnnkman (Brinkman. 1947) Postcnormcntc, 
varai c Tien ( 1981 ), levarom em conta os efeitos não-Darcwnos. 
uuli1.ando a 1écmca da média volumétnca local nas equações go
vernantes para regunc pcrmaneme numa placa porosa. Poulil-.akos 
c Bcjan I 1985) invc!.ugaram os efeilo\ 1nerClliiS através da mclu
\âO do lermo de forchhe1mer. na equação de Darcy. e ap~cnta· 
rama solução da camada hmue. Tong e Subramaman {1985) m
\eMigaram os efcnos vi~cosos ruravé~ ela mclusão do 1em1o de 
Rnnkman, na cquaçõo de Darcy. Dcfimram um parâmetro 
E=Ra*Da2

/ A, onde Ra. Da e A rcprcsemam o número de 
Rayle1gh, número de Darc.:y e r:uão de nspcc1o da cavidade. rc~
pccuvamenle Segundo e~1es autore~. o modelo de Darcy seria 
válido para E< lO~ Oht1vcram a :.olução da cam.1da lurute usan
do a 1écmca de Oscen mod1ficada, O que mo\lrou boa acuidade 
com dados expcrirncnlrus para a far'<a de estudo. Beckermann c1 
ol. I 1986). uuhzaram ambos os termos mcnc1onados acima na 
equação de Darcy, formando assim o Modelo Darcy-Brinl..man
Forc.:hheimer (DBFM}. Demon~traram que a inclusão de ambos 
os termos v1sco~os c 1nerc1aJs são 1mponantcs para convecção 
na1uraJ cm uma c a\ 1dade relangular preenchidas com esferas 
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compac1ada' Lauria1 e Prasad ( 1989) reexanunaram o Significa· 
do das modificações de Forchhcuncr e Bnnkman no modelo de 
DarC) sob uma cavidade vemcal porosa Formularam o problema 
u11hzando as equações de Nav1er-S10ke,, mao; resolveram numc
ncamenlc cm lermo~ da vorticídadc c da função corrente Os re
sultados mos1rar~1m u importância do' efeitos não-clarwmos 1anto 
para 1axa de 1ransferênciu de calor quan1o para o escoamcnlo elo 
nUidO conlinado. dchmilando cnténos para aplicação do nuxo de 
Darcy. e\tensl!o de Brinl..man. C\lenslo de Forchheimer e para o 
modelo propos10. S:uya Sa1 e1 ai. (1997) reponaram uma exce
lente rC\ISão da lucraiUra da convecçjo n::uural cm unu cav1dadc 
porosa e 1nvc~t1garam o reg1me darcl!lno e não-clarc1ano (D,m;) 
com a exlen.!.úo de Bnnl..man). utili7anclo a formulação em lermos 
das v:mávcb pnmnivas empregando o 1écn1ca de elementos fim
lOs. mas desconsideraram a poroMdadc no meio nas equações go
vernantes NllhHlra~u et ai. ( 1997) uuhzando um modelo gencra
luado mcluíram os lermos de Forchhe1mcr c de Bnnkmun, nas 
equações de Nav1er S1okes e analisaram o clcllo cil porosidade na 
detenrunação da 1axa de transferi:nc1a de calor na parede da c a\ I
dade. considcrancln porosidade con~tante cm todo o domfmo c 
numa segunda onúhsc. f01 resolv1do ou1m problema, no qual con 
siderou-se apenas nuido no centro da cav1cladc c próximo as pa
redes. cons1derarnm porosidade variável para cada volume ele· 
mcntar. Formularam o problema cm 1enno~ da~ vanáve1s pnm1t1· 
vas e empregaram o mé10do dos Elemento\ Fmuos para a ~olução 
das equações 

No pre~enlc lrabalho. o ObJCIIYO é anall\ar o modelo gcncr<l· 
li1ado 1an1o puro rcg1me Darc1ano como par<~ rcg1me n:lo 
Durciono. empregondo o mé1odo de volumes finilos aplicados o~ 
variáveis pnmnivas (u, v. p c T) com <trrttnJO de vari~vc1s desen 
contrado. Os rcsult<Jclos obtidos para o cálculo do número de 
l"ussclt médio na parede foram comparados com resuhados re 
portados na literatura. Es1es resuhado\ mo\lraram que o modelo 
proposlo c mélodo empregado podem 'cr .!plicado\ cm lodo do
mimo de esiUdo, c que no Regime não-DaJCJano, o efei1o da po
rosidade é importanlc para determinação do 1axa cl.: 1ransferi:nc1a 
de calor. 



FORMULAÇÃO 

Considcrundo uma cavtdadc retangular porosa. btdimensional. 
como mostrndo na Fig. I e utthLando o modelo Generalizado 
4(Nllhiarasu et ai .. 1997) com os termos de Bnnkman e de 
Forchhetmer nas equações de Navter-Stokes e assumindo 
as seguintes htpótese~. 
- Meto poroso •~otróptco. homogéneo e saturado por um flUido 

mcomprcssfvcl 
- Escoamento larrunar c btdtmcnstonal 
-A aprOJttmação de Boussinesq é empregada para a representação 

dos efettos de empuJto ténmco 
- O nutdo e a matnl ~óhda estão em equtlfbno ténmco local 
- Não há mudança de fa'>e do nuido 

, ••• !!'.. o •• 

::.:}0 .::':, 
f L I 

•••• !!..o .. 
Ftg. I -Geometria e condiçõc~ de contorno do problema 

pode-se escrever as cquaçôelt de conservação de massa. quantida
de de movtmento nas dtreçõc~ Jt c y c encrgta como. 

a a 
-(pu}+-(pv)=O ax ay 

(I) 

_'d (pu)+i_(puu )+i.( pvu )= -~+ 
d t ê)x c CJy c ox 

~(ll au )+~(ll au )-.!::. u 1,75plvl u 
ax ()x CJy CJy K ~150 K c 

(2) 

f(pv )+ :Jt ( p~v )+ ~ ( p:v )= -"* 
+ ~(IJ é)v )+ ~(IJ ()v l+ p ~gt(T-T.) (3) 

ax ax ay é)y J 

-llfv 1.75p lvlv 
.JI50Kc 

(4) 

onde c. km . K representam a porostdadc, a condutividade ténmca 
e a permeabtlidade ab~luta. respecttvamcnte do mc1o poroso e p, IJ. k cr. e ~ são massa espedfica. '1scosidade. conduuvtdade tér
rruca. calor espccffico a pressão constante, coeficiente de expan
são térm1ca. rcspccttvamente do nuido Enquanto. u, v, p, Te g 
repre)entam ~ componentes cartesianas do vetar velocidade, a 
pressão méd1a. a temperatura e a aceleração da graVIdade, res
pectivamente. Or, do1s últtmos termos das Eqs. (2) e (3) repre
sentam rcspccttvamcntc os termos linear e não-linear de Darcy e 
Forchheimcr. 

Alt Eq~. (I)- (4) podem ~er adtmenstonaliLadas empregando 
os seguintes parâmetros adimcnsionots: 

X=~ 
L 

r a 
T =-

L 

R km 
K=-

k 

y -1. 
L 

U= uL 
a 

P
- rL' T -Tc 8=--

pa Th-Tc 

' 'L V=-
a 

(5) 

onde R~. Ra. Da. Pr, a, o e A s11o respecuvameme, razão de con
dutividade, número de Raylci!!h, número de Darcy. número de 
Prandtl. diiUsivtdade térmica. raL1io de capacidade térmica c ra
Lão de a~pecto. No pre)entc trabalho. as propriedades térm1cas da 
matriz porosa c do nuioo foram cons1dcradas unitárias (o =I. km 
= k, = k). ou l>CJG não foram analisados os efe1tos da razão de 
conduuvidaoe e da r:.lLão de capacidade térmica. A~ Eqs. (I)- (4) 
com a uulttaç11o do~ par~metros adtmcns1onat~ da Eq.(5) podem 
ser escritas da scgutntc fnrma, 
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au +_!_( uu )+_!_( vu )= _ aP 
Tt ax c av c dX' 

+ Pr (a~ ( ~~ )+ ;~ ( ~~ ) ) 
- _P_r cU- -;::=1=.7=5=-( U ~ +V~ )''; U 

Da ~150Dat 

av +~( uv )-+_!_(v v)=_ ap + 
Tt ax c av E CW 

p{_!_(av )+~(av )I+ PrRace ax ax av av ) 
_.f!:.c v- 1.75 (u2+v2)tnu 

Da ..ji50Da c 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

Para as Eq\. (6) - (9} foram empregadas as segutntes cond1ções 
de contorno adlmen\IOnahndas. 

ae 
U = V =-=O cm Y =O e Y =A 

()Y 

U = V - O em X = O e X = I (I 0) 

9 =- I cm X - O c 9 = O em X = L 



TRATAMENTO NUMÉRICO 

O problema proposto, forma um sistema de equações dife
renciais elípticas não-lineares, composto pelas equações da conti
nuidade, da quantidade de movimento nas direções x e y e pela 
equação da cnergta. Estas equações foram discretizadas pelo 
Método de Volumes Finitos (Patankar, 1980 e Maliska, 1995). A 
Fig. 2 apresenta os volumes de controle para cada variável. para o 
arranjo desencontrado (Staggcred Grid). Para avaliar a proprieda
de c seu gradiente nas faces de cada volume de controle foi em
pregado o esquema de interpolação WUDS (Wcighted Upstream 
Differencing Scheme) proposta por (Rnithby e Torrance, 1974). 
Paro resolver o problema do acoplamento pressão-velocidade foi 
adotado o método PRIME (Pressure lmplicit Momemum Expli
cit), Maliska (1995). O procedimento de solução obedeceu os se
guintes passos: a) Estimar as variáveiS (u,v,P e T; b) Calcular os 
coeficientes das equações de quantidade de movimento: c) Cal
cular as velocidades ü e v (estas velocidades, foram obtidas 
através da equação da quantidade de mov1mento e contém todos 
os termos, cxceto os termos da pressão; d) Resolver a equação 
para a pressão e corrigir as velocidades u e v, de forma que estas 
satisfaçam a conservação da massa; e) Resolver a equação da 
energJa: f) voltar ao passo b c iterar até a convergência. Para de
limitar a parada do programa, foi utilizado um critério de conver
gência r igual a 10·~ para o campo de velocidade (u e v) através da 
equação abaixo: 

.t.R+I _ -!-" 
v. vi < 

lc~>""" -<Pmm l - r 
( 11) 

onde IQ .. ,. - <Pmonl represem a a variação máxima de u ou v obtida 

na iteração n. Caso em algum ponto a Eq. ( li) não seja satisfeita, 
uma nova iteração toma-se necessária. Para todos os casos que 
serão apresentados na próxima seção, foram simulados com uma 
malha de 41 X 4 I volumes com refinamento próximo das pare
des. 

~ u 

o P.T 

I v 

Fig.2 - Volume de controle c arranjo de variáveis 
empregado 

RESUl-TADOS E DISCUSSÕES 

O modelo generalizado f01 testado para uma fatxa de espectro 
envolvendo desde o modelo Darciano (Da=IO 7) até o regime 
não-Darciano (Da=IO·~. 10-4 e 10'\ Variou-se o número de 
Rayleigh modificado (Ra,=Ra*Da) de 10 a 5000. Para todos os 
casos estudados foram cons1derados os ~egumtes valores para os 
adimensionais envolv1dos: Pr =I. A= I. e= 0.4 e 0.9. 

O Número de Nusselt médio foi obtido por. 

- LAdel dY 
Nu =-H l ax X .O. I 

( 12) 

1262 

A Tab. I, mostra o número de Nusselt médio nas paredes es
querda e direita da cavidade. podendo ser observado que no re
gime Darciano, o efeito da porosidade não é significativo na de
terminação da taxa de tnmsfcrcnc1a de calor. Observou-se tam
bém. uma pequena diferença nos valores calculados para o núme
ro de Nusselt médio na face esquerda e direita. Uma vez que não 
foram empregadas malhas com quantidades de volumes superio
res a 41 x41, isto pode ser uma mdicação de que nestes casos. a 
malha a ser empregada deveria ter uma ma1or quantidade de vo
lumes. 

A Tab. 2, mostra o número de Nusselt médio na parede es
querda para regime darciano em comparação com outros traba
lhos reportados na literatura, observando-se urna boa concordân
cia entre os resultados. Os trabalho~ de Walker et ai. ( 1978) e 
Trevisan et ai. ( 1986) utilizaram o modelo de Darcy, já Lauriat et 
ai. ( 1989) e Nithiarasu et ai. ( 1996) utilizaram modelos não
Darcianos. 

Apresentam-se agora resultados para fmxa de Da para o qual 
o modelo Darciano não é válido. A Tab. 3, mostra o número de 
Nusscli médio nas paredes esquerda e direita da cavidade. obser
vando-se o aumento do número de Nusselt médio em todo o do
mínio em estudo, quando aumenta-se a porosidade. principal
mente quando o número de Rayleigh modificado aumenta. Este 
comportamento pode ser observado claramente na Fig. 3. que 
apresenta a vanação do número de Nussclt cm função do número 
de Rayleigh. da poro5idade e número de Darcy. Analisando-se 
valores de Ram envolvendo o regime de Darcy e o regime não
Darciano, observa-se que quanto maJor for o número de Darcy . 
maior será a inOuência da porosidade na taxa de transferência de 
calor. Pode ser observado também que as curvas de E = 0.4 e 0.9 
são coincidentes para o rcg•me Darciano (Da=I0-7). pois neste 
regime a porosidade não é um parãmctro importante na determi
nação do número de Nu~selt médio na parede. 

Tab. 1- Variação do t\úmero de Nus~elt médto em função do 
Número de Raylcigh modificado c da porosidade no regime Dar
cJano (Da=J0"7) 

Nu médio 
Ram €.=0.4 E=0.9 

Nu c~. Nu dir. Nu e~. Nu dir. 
lO 1.078 1.078 L.078 1.078 

100 3.097 3.091 3.104 3.099 
1000 13.359 13.247 13.704 13.590 

Tab. 2- Comparação do modelo gcncrali.zado cm regime Darciano 
com diversos trabalhos considerando modelos darcianos e não

darcJanos. 

Nussclt médiO face esquerda 
Ram Walkcr Lauriat Trcv1s:U1 Nithiarasu Presente 

ct ai. ct ai. et ai. et ai. trabalho 
(1978) (1989) (1986) (1996) 

lO - 1.07 - 1.08 1.078 
50 1.98 - 2.02 1.958 1.978 
100 3.09 3.09 3.27 3.02 3.097 
500 8.40 - - 8.38 8.870 
1000 12.49 13.41 18.38 12.51 4 13.359 

A Tab. 4 mostra o número de Nussclt médio na parede esquerda 
para regime não-darciano em comparação com o trabalho de Ni
thiarasu ct al. ( 1997). de onue pode-se observar que exisliu uma 



boa concordánciu entre o~ rcsuhados Analisando os dados deslU 
rabeia, observa-se um decréscimo nu luxa de transferência de ca
lor. quando o numero de Darcy aumenta, dev1do ao aumento da 
pcrmcab•hdade c consequcntcrncntc o oumcnto da c•rculoção do 
nu•do. 

Tab. 3- Vanação dn Número de Nusseh cm função do Número de 
Ravlc1gh mod1ficado c da poros1dadc no regtme não-Darc1ano 

• (Da= I O I> lO ~ e 10~) 
Nu rnéd10 

R a, Da E=0 4 E=0.9 

Nu esq. Nudir. Nu esq. f'\:u dir. 
lO lO" 1.077 1.077 1.078 1.078 

100 lO " 3.059 3.054 3.089 3.083 
1000 lO~ 11374 12.282 13.240 13.137 
5000 lO " 26.23 1 25.871 30.680 30.016 

lO lO-' 1.064 1.063 1.069 1.069 
50 1 0~ 1.771} 1.779 1.859 1.858 
100 lO 2.595 2.594 2.792 2.790 
500 JQ I 5.842 5.837 6.8 11 6.802 
1000 lO"' 7.779 7.762 9.351 9.390 
2000 1o• 10.053 10.035 12.412 12.384 
5000 10· 13.697 13.677 17.417 17.371 

lO r o- 1.007 I 007 1.017 1.017 
50 r o·- 1.140 I 140 1.278 1.278 
100 r o·- I 359 I 359 1.630 1.630 
soo lO. 2.371 2.371 3.056 3.056 
1000 r o· 2.992 2.992 3.913 3.913 
2000 r o- 3.745 1745 4.934 4.934 
5000 r o- 4 981 4 981 6.578 6.578 

As Figs. 4 e 5 mo~tram o componamcnto do perfil de temperatu
ra na linha honLOntal méd1a da cav1dadc para os casos de 
Ra,=IOOO c Ra,=SOOO. para valores d•suntos do número de Dar
cy Observa-se que para 'afores ba1xm de Da ( I O~ e I O fi) os 
perfis de temperatura obudo~ -.ão ba-.tantes similares. 

Tab. 4 - Compamção do modelo generalizado no 
reg1me não-Darc1ano. 

Nubsch médio face e~c ucrda 

E=0.4 E = 0.9 E=0.4 E=0.9 
Rum Da Nith1arasu NHhJUrasu presente presente 

ct ai. et ai. trabalho trabalho 
(1997) ( 1997) 

lO 10" 1.079 I Ol! 1.077 1.078 
100 10 ° 2.97 3.00 3.059 3.089 
1000 10" 11 .46 12.01 12.374 13.240 
5000 lO" 23.09 26.91 26.231 30.680 

lO r o• 1.067 1.072 1.064 1.069 
100 lO-' 2.55 2.740 2.595 2.792 
1000 r o• 7 81 9.202 7.779 9.351 
5000 r o• 13.82 16.77 13.697 17.417 

lO r o·· 1.01 1.023 1.007 1.017 
100 r o· 1.408 1.64 1.359 1.630 

1000 1o·l 2.983 3.91 2.992 3.913 
5000 lO . 4 99 6.70 4.981 6.578 
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No entanto para Da= I o·2 observa-se que ex•ste um aumento con· 
siderável da e~pcssura da camada linutc c que o perfil de tempe
ratura é bastante dhtinto do!> demais. Pode-se observar também, 
que aumentando o número de Raylc1gh a região central fica prau
carncntc na tcmpermura méd1a da cavidade, enquanto para baixos 
Ra cxtste um ~anação de temperatura aproxunadarnente linear 
nesta regtão. 

1(1) 

Iili •• 

F1g. 3- A mnuência da porosidade na taxa de transferência de 
calor 

o 

• o 

0 1 

01 

ODa•IO' .. 
O Da• lO 

AD•• lO: 

00~.--~~~~--~~~----~~ 

00 02 •• DI •• •• X 

Fig. 4 Perfil deTempcratura na linha horizontal média paro 

e 

00 

Ram= I 000 c E= 0.4. 

02 •• X 

·• C Oo •IU 

o 0;•10. 
AD••IO·! 

01 01 •• 
Fig. 5 Perfil dcTempenuura na linha horilontal média para 

Ram=5000 e E = 0.4. 



As Figs. 6 c 7 mostram o comportamento dos perfis de tem
peratura na linha horizontal m6dia da cavidade para os casos de 
Da= to·~ c Da=I0·1, para valores disuntos do número de Rayleigh 
modificado e porosidade igual a 0.4. Pode ser observado que para 
valores baixos do número de Raylcigh modificado, os pedis de 
temperatura aproximam-se do comportamento condutivo. Caso 
contrário, os efeitos conveclivos são predorrunantes. Novamente, 
ocorreu um aumento significati vo da espessura da camada limite 
térmica quando Da variou de 10'6 para 10'2, para valores de Ram 
elevados. 

., 

' o 

os 

o e 

O< 

02 

t Ram= 10
1 

D R• .r i Ol 

' O R>nfiO 

.0. R• •d i IOl .. 

oo -r--.---.-~--.---~--~~--.-----~ 

00 02 •• o e o e I O 
X 

Fig. 6- Perfil de Temperatura na linha horizontal média para 
Da= I o-6 e t = 0.4. 
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• 
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Fig. 7- Perfil de Temperatura na linha horizontal média para 
Da= I 0'2 c E = 0.4. 

As Figs.8-l O. mostram o comportamento das lmhas de cor
rentes e isotermas, para Ram=5000, E=0.4, para diferentes valores 
de Da. Nestas figuras .1.\jl e .1.9 representam os incrementos entre 
as linhas de correntes e isotermas. respectivamente. Observa-se 
que para Da< 10~ . as camadas limites térmica e hidrodinâmica 
suo mais concentradas nas paredes verticais, fazendo com que o 
Ouido permaneça quase estático no centro da cavidade c as iso
termas quase horizontais. Ou seja, no centro da cavidade há uma 
região de cstognação que dirrunui com o aumento de Da. Por ou
tro lado, quando Da=I0-2, os efeitos convectivos são predomi
nantes e pode-se observar, também o surgimento do fenômeno da 
inversão térrruca. 
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Fig. 8(a) -Linhas de correntes Da=l0' 6, '+'rru..=O. '+'mJn=-40, óljl=5 

F1g. 8(b) - lsotermas Da= I 0"6, &.,.=I , 9m111:::0, 69:::0.1 

Fig. 9(a) -Lmhas de correntes Da= I O..~. 't' ..... :::0. 't' m111=·24 . .1.1j1=3 

l ~r 
1/ { 

I!(Ç llr= 
~ 

Fig. 9(b) - lsotermas Da= I o·4, e.,.,= I. 9m111=0, .1.9:::0.1 



F1g. I (){a) -Lmhas de correntes Da= I o·: 'I' ..... ,=O. 'I' .,.,=·9. 6'1'= I 

Figura I O(b) • lsotennas Da= I O~. 9n,.,= I. 9nun=O. 69=<>.1 

5· CONCt .USÃO 

Foi venficatlo uma boa concordância entre os resultados obtitlol> 
c resultado~ reportados na literatura. garanundo :l$Sim a ullllta· 
ção do modelo generalizado para todo o domimo de estudo e a 
acUidade do método de volumes finitos para este upo de problc· 
ma. Observou-se que pura regime nào·D:lrciano, u porosidade é 
um parâmetro 1mponante para dctennmaçiío da tn~n de transfe
rência tle calor num me10 poroso. A coerência dos resultados 
penn1te dar continuidade a este trabalho na d1reção de anal1sar o 
efeito do poros1dade varióvel n cada volume elementar. Pois. deve 
ser salientado :1 import5ncia deste efeito sobretudo para casos de 
grandes troca.' ténn1cas pelas paredes. o que é uma realidade cm 
d1versa.~ aplicações em reatores granulares mdustna1s, penniundo 
dar uma comnbu1ção u modelagem de reatorcs quhmcos. 
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ABSTRACT 
Thts paper present~ an numcncal 10vesugauon of natural convcc
tion he:n transfer m a snturatcd porous media under non-Dareian 
regime using a gencrnllzed modcl. The gcncrnli1cd model cm
ploycc!> a N:lvJcr-Stokcs cquauon and added thc Brinkman and 
Forchhe•mcr tenn~ to repreM:nt thc ltnear and non-ltnenr porous 
mcd1um drag, rc!>pccllvcly. Thc boundary condlltons were: Two 
JSOthcnnal vertical walls and two ad1abatic horizontal wall!>. The 
govcmmg equauon\ m tcnns of thc primttive vanobles are solvcd 
numcncnlly by the fimtc volume method employmg a staggercd 
gnd.s Thc result~ of thc generahtcd model ha'e been comparcd 
wnh various Darcy and non-Darcy porous med1a modcl predicll
ons rcportcd in lilcrnturc. lt has bccn observed that the averagc 
Nussclt number tS significantly affccted by poro~ity 10 thc non
Darcy flow regime 
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ABSTRACT 

A sparially periotlic arra)' IS used to .!llllltlate rlte flow jield inside an e/emmtary comml l'OIIIme 
representing a porous mecli11m. f or sm1plicity, rwo-dimensional geometry IS consiclered. BotmdOI')' treatment 
includes symmetry fines and spatially periodic conditions. Tltis arrangement is aimed ti/ the analrsis of the 
medi11111 represmtative cell in order to gi••e insígl11 to the macroscopic treatment of flm• in porous media. A 
Generali:.ed Coordinatt system is used to gnterate the grid inside the compttlational domam Solution of the 
jlow equations is accomplished througlt tire S/MPLE method. 

• PUC 
III O 

INTRODUCTION 

Duc to its broad range of apphc-auons m SC1cnce and mdusuy. the 
study of tlow through porous medHI has gamcd cxtensivc attcntion 
lately. Engmeering systems based on tlu1d11Cxl bcd combusuon. 
enhanced oil reservotr recovery. combu~on in an men porous malnll. 

undcrground spreacbng of chemical w~e and che011cal catalyuc 
reactor.. are just a few examples of apphcations of th1~ 

mterdtsetpJmary field. ln a broadcr scnsc, the study of porous medta 
embmces tluid and thennal sc•ences. matenals. che011cal. geothermaJ. 
petroleum and combul>tion engmeenng. 

coordinate. Cell siLe (H= I Ocm. see F1~urc 2), and Reynolds 
number range ( 1.075x lOJ<Re11<4 03x I O ) JUSllticd the use of 
h•gh Re turbulcncc modcl Rc~uhl> tncludc dl\tnbuuon of 
statistical turbulencc quantiiiCl> and mtcgratcd prcs~ure gradient 

Class1cal mathematical treatment of flow m porous mcd1a (Dan:y 
1856. Forchhetmer 1901. Bnnkman 1947, Waro 1964. Whitakcr 
1969. Bear 1972, Vafai & Tien 1981, Hsu c Chcng 1990) invok~ the 
notion of a Representative Elementary Volume CREV. Figure l) for 
wh•ch balance equat1ons goveming momentum. cncrgy and ma.~s 

trnnsfer are wriuen. These theories make use of lhe medium porosity 
1/J. delineei as lhe ratlo of void volume to total volume. Modcls bascd 
on this macroscopic point of view loo~e details on lhe flow panem 
inside Lhe R.E.V. and, togeLher with ad-/toe mfonnation, givc results 
on global now charactcnstics such as menta, turbulcncc and ovemll 
pressure drop. 

Another way of gathering mforrnation on transpon phenomena in 
a porous substmte is to model the geomeuy of the solid material and 
solve the now equations wtthm lhe tlu•d phasc. Thl\ mlcroscopic 
pomt of vtew ha.s been used by Kuwaham et ai ( 1998) who modeled 
porous media wtth a spaual\y penodlc amy of square rods. They u'icd 
a low Reynolds \'Crston of the k·t modcl and mvcsugatcd cffects such 
as mental. turbuJencc and n\3l:roscop•c p~ure drop. Rccently, a 
bridge between these two d•stmct "'ewl> ha.s bccn dtscu~ in Pedras 
&deLemos(l998a.l998b) 

ln this work, we have followed the !ater approach. dcscnb1ng 
the R.E.V. by an mlimte pack of ctrcular rods wtth d1ametcr D. 
For this geometry, a ~patially pcnodtc cell can be tdenulied as 
illustrated in Figure 2. Turbulent flow was calculnted with a 
boundary-fitted computauonal gnd and a high Reynolds numbcr 
k-t model w1th period1c boundary condiuons along the x-

Figure I - Representauvc elcmcntary volume (REV). 

solid 

TRANSPORT ANO CONSTITLITIVE EOUATIONS 

Mean Flow. The vectOr lonn of tmnspon cquouons govcmmg 
fluid flow can bc wnttcn as: 

Mass· 

dn{p ~)=o ( I ) 

Momentum. 

div(p-; V --;')=s 
' t " t 

t2) 
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~ 

whcre t, in Eq. (2) contaíns thc total stress acting in thc i-

direcuon, and su, represents ali source tenns, 1ncludmg the 

~ 

pressure gradtent and grav'itauonal forces. Exprcss10ns for t; 

and su, are readlly obtained as, 

(3) 

êJP 
Su, =---, P=p+pgh 

êJ y' 
(4) 

The totJI stress in Eq.(3) compnses both laminar plus 
turbulent contnbutions and can bc wntten as: 

(5) 

where 8,1 i~ thc delta Kronecker, k = u;u, /2 is Lhe turbulcnt 

k~netic energy per unit mass, J.l and p,, are the molecular and 
turbulcnt viscoslly, respeclively, and 

(6) 

Eq. (5) nlready embodies thc Eddy DtffusJvlly Model (EDM) 
of turhulcnce. 

Figure 2 - Model of R.E. V .. Periodic cell and clliptically 
gcnerated grid 

The standard k-E model. Thc cocfficient p, appearing in Eq. (5) 

is hcrc calculated through the standard k·E rnodel (Jones & 
Launder, 1972) and reads : 

k~ 
J.l =C p-, ~ E (7) 

whcrc C~ IS a constant. Since transpon cquations for k and E are 
presentcd clsewhere, they are not repeated here due to Jack of 
space. Wuh th1s in mind, the source terms 1n the k·E equanons are 
gtvcn by . 

s. = P. - pe; s, =f(c,P. -c, pe) (8) 

where the C's are constants. The term PA 1n Eq. (8) is the rate of 
producuon of turbulence and reads . 

(9) 

wherc TIJ is given by Eq. (5). 

DISCRETIZA TION OF TRANSPOR! EOUAI!ONS 

y 

" linhA 
X 

Figure 3: Control-volume and notation 

Grid Layout and Coordinate Transformation. The numencal 
method employed for discreuzing the goveming equauons 1s the 
control-volume approach. For clanty, Figure 3 shows a typ1cal 
control-volume and cntaíls ali notauon, distances and indexing 
uscd 10 transforming the equations into the IJ -Ç coordmate 
systcm. For briefness, only the equauons rclated to the east face 
are prc~ented. For the north face thcy are obtained in a similar 
way. With the help of Figure 3, the following distances can be 
identilied: 

.<L\~ =(.ln~- x,. ), .dx( =(.\E- Xp ) . .d )'; =Gn~ - Yu)• 

J<=(y~;;-)'p). (10) 

With approximations in Eq.( IO), the vector form of Lhe arca 
atthe east face is then given by: 

.... ... .... 
A,= .1 )'~ i -.1x~ j ( 11) 

The velocity derivatives and cro~s-derivat1ves with respect 10 

x and r. nppearing after transformmg Eq. (5) mto the curvihnear 
coordmate system Ç-IJ. are obtained by takmg : 
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-=--+--=- -----a u a,, a u a ( a u ' [a , a u a~ a u J 
a .' a y a ,, a >' a ç 1 a ç a ,, a ,, a ç 

where J is the Jacob1an of the lfllnsformation defined as: 

J =~iJy_~~ 
d(dtJ dl]d' 

( 12) 

(I 3) 

ln order to oblain dtscrete lorms of Eq. (2), boi h lhe velocily 
derivatives and lhe Jacobian have 10 be approxtmaled nt face!. 
•• t>" and " n " of lhe com rol volume of F1gure 3 . Also, for a 
general dependem vanable rp one has: 

(d(/)) - fPt: -tp,.: 
a,;, ,;~:-(,. (

(} qJ) f/Jn,- (/)._ 

i]";i , • IJnt -17., 
( 14) 

Here, for case of nou:ttton, the following paramclcrl> are 
introduced bascd on the dbtance~ ~hown in Figure 3 : 

AI cas1 face "e " : 

n~ =.Jy~ .J<· iJ< . .J,; 
;r~ = .J -" ~ (u ~:: - u r ) - '< (u ,. - u,~) 

;rb =.Jx~(u,. -u,,.)- h~(uE: -Up) 

;r: =.Jy~(Ve -Vp)-á <(v,.. -V.rt) 

i!'J = .J,\:(VM -Vtt)-L.I \~(VE: -Vp) ( 15) 

Using lhen Eqs. t 15) to represem (13) at the cast face. onc 
h as: 

.11 x' .d v' - J x' .J I'' n 1 - ( • lf 1 <= , 
t ~-~~~-~) ~-~~~-~) 

( 16) 

y1eld10g for equat1ons { 12) at face "e". 

(
a u J _ '-1."~ (u E-u ,.)-J.r( (u,.t -uf.) = ~r,~ 
(}X j , <' J t J ,t A t n 

" . .1,1 .. >.ç- .IÇ·'-'x,1 t (!?) 

(
iJ u J _ .1xnu,,, -u,t )-Ax~ (u e-u p) = 1rh 
dy ~ r1.\·~ . .:J~~-1,·~.Jx; n ,. 

The grnd1ents of V componcnt wnh respect to r and y are 
Slmllarly ob1ained 

Momentum Equations. For a general dependem variable rp • 1n a 
stcady state Oow, a discrcte form of Eq. (2) can be wnucn as : 

I e + 1.,. + I n + I r = S1p. ( 18) 
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where I t • 1 ... , I 11 e I , are the overall nuxcs (convcction plus 

diffusion) of rp (ei thcr vcloci1y component) at thc rast. west. 

north and so11th contrai-volume faces. respectively, and ~ lhe 

correspond10g source 1crm. 
For the east face the llux can be wnttcn as : 

l t = fcn rp)dA•(nt rp~ JA~. (19) 

A, 

where nt IS lhe unn vector normal lo A., and rp,. IS lhe average 

value of rp prevailing 01 th:ll face. Also, for cohercncc 10 lhe 
discrelization process, one has for any nodal poinl P 
(I "' )p =-{I t Av and (1 , )p ~-{ 1, Js. 

The numerical lreatmenl of convecuon and tltrfus10n 
mechanisms 1s handlcd m ~epara1e. When Eq. ( 181 1S wrlllen for 
the x-direction, thc convecuon fluA. f'. has contnbuuon~ from 
both faces east and nortlt ~uch ~: 

1;· = F,U, {20) 

whcre, 

F, = p[u ,J y~ - v,~x~ J (2 1) 

For the diffus1vc fluA 10 the ~ame x-direclion, 111
'. onc h as for 

lhe east face: 

D ( ~ ~)-+ 1., • =- r 11 t +r11 J .,.A., (22) 

Applying coordinate tmnsforrnalion to Eq. (22), wilh lhe help 
of Eq. ( I 5), a c.liscrcte form for lhe diffus1ve Oux in lhe x
dlrecuon at east face rcads. 

19.~ =-~l~e-upH•JY~)2 {1x~f] 
_1.. -U f 1JJ~.1J" +Jx~Jx"] 
""" u{ ' 'I ' 'I 

(23) 

-(xtl• 1"J-l.p4JI" c r, .I _, 

At face nortlt thc d1ffustvc Oux IS of analogous form. Also, 
for lhe y-momenlum equntion, conveclion and d1ffusivc lluxes ai 
both eas1 and north faces are oblained in a ~i mi lar fashion 

Pressure Sourcc lerm. Thc source term duc to 10tcgra11on of lhe 
pressurc gradient term over lhe conlrol volume of F1gurc 3 g1ves 
for the x-d1rection: 

Sp = - (CJP )õv , a, . (24) 

where: 

Ó V= (Yn - .r., Xx.,- ''"' )- (Ye- Yu· Xrn -.r .• ) (25) 



iJP (P, -P,,X,·n -y,)-(Pn -P.,X,·, -y .. ) 

àx - (y, - Ys x,~,- ..\" )- (_,.,- )'., X.1·, - y,) 

giving for Eq. (2~) a dtscrete form: 

(26) 

Treatment of the Diffusion term. For tmproving numcrical 
stabthty, the dtffuston term tn Eq (23) ts further rewriuen as a 
combmatton of an I.!Illiliilland an ~ contnbution as : 

(28) 

where D,'' on thc nght of Eq. (28) ts a dtffuston coeflictent. The 
e"phctt part S, ., will makc u~e of velocittes at the grid point~ 
calculated at the previous iteration. 

Treatmcnt of cquntions for k and e. As tt was done with the 
prcssurc gradicnt tcrm, intcgratton of S0 (Eqn. (8), <!>=k,e) ovcr thc 
cell volume of Figure 3 surrounding point P, and already 
lineariLing it to enhancc convcrgcncc givcs: 

s,= Js,õv=s;-s;·~, (29) 
11' 

This depcndence on Çp ts :.omctimcs artificially introduced 
when a negative part of S0 I) non·Cl(tsttng (Patankar, 1980). Thcn, 
when thc tntegratcd sourcc 54 tS rcwriuen m the form of Eq. (29) 
onc has : 

(30) 

The values of /.; and E tn s:· (Wllh supcrscript " 0
" in Eq. 

(30)) are taken from the previou~ ueration and, when the solution 
finally converges, k -+k and the two values cancel out. 

For S, the choice~ for s; and s;· are: 

s; = C
1
eS;jk; s;· = C~s:·, respectively. The tcrm Pt needs lo 

be evaluated at the cent ral pomt P. To this cnd. dcrivatives of the 
mean velocitie) with respcct to Cartesian coordinutes are 
transformed according to Eqs. ( 17). With the help of thcsc 
equattons. one obtatn~: 

t1 r(=(,~, -..\ 11 ). t.lx~ =(,~,. - .,,). 
LI \'P =I\' - \' ) • J 1 P = (I' - r ) 

• 'I ln ·' \o _ ' .. " 

n P = t.1 y: . LJ ,; -1.1 ~-: J ~: 

11:t =Jy:(u .. -u .. )- Jy:(u, -u j ) 

;rf =Jx{(v, -v, )-t.1<(v, -v ... ) 

;r; =/h[ (u, - u f )- J x~ (u .. - u .. ) 

;r: =Jy~(v .. -v .. .)-Jy{(v, -V1 ) 

Eq. (9) has the following dtscretc e"pression : 

(31) 

(32) 

V alues of thc velocity componcnt~ at cell face locations e. w. 
" and s. ns wcll il!> the coordinmcs of these locations. are 
calculated from thc nodal values by means of hnear mterpolallon. 

The system of equnllons above is rearranged in IIS fam1har 
algebraic formal. The equauon set is relaxed with thc well-known 
SIMPLE algonthm (Patankar, 1980). The inlet condllions at left 
are updated. after substanual res1due reducuon. with outlet 
profile at right. Th1s penod1c boundary condttion 1s repeatedly 
apphed unul mlct and outlet velocny profilcs are essentially 
equal. At top and bouom boundary, symmetry condition 1s 
applied. 

RESULTS ANO DISCUSSION 

Calculations with the model above were performed in lhe 
domnin and grid shown in Figure 2. A total of tive runs were 
made, three of them for thc sarne porosity but distinct Reynolds 
numbers. lne othcr two cases consider differcnt porostty and Rc. 
A summary of ali rcsulls is shown in Table I . 

The normalizcd pressure lield for thc case of ~.61 and 
ReiF l.525x I 0$ IS prcscntcd 1n Figure 4. lnspecting the Figure 
onc can clcarly scc thc prcssurc rcduction and subsequent 
recovery along the central rod wall, clockwisc from lcft. Also, 
outlet isobars fit perfectly tnlet prcs.sure distribuuon. as expected 
by thc unposcd pcnodJc boundary condtuon along lhe x
dJrecuon. 

Non-d1mens•onal turbulcnt ktneuc cncrgy contours for thc 
sarne average mlet velocuy are shown m Figures 5 to 7. Non
d•mcnsional values are contined wuhtn thc rnnge O<k.<l.. whcre 
k+=(k-k...,)/(k,..,.,-k ..... ). A Mmllar expre~sion was used to obtam 
e·. From the F•gures onc can noucc thnt k• prcscnts a pcak on the 
wake of the rods ns porosity increru.e~. Th1s might be an 
mdicauon thnt. wJth mcreasing nuid volume, a wake reg10n takes 
place past the rods and gencrnuon of turbulence in that regton 
becomes s•gmficant. ll nppears that, the higher the porosity, the 
more relevam turbulent tran~fer mcchantsm is, with Lhe now 
panem approaching that of clcan fluid (~I). Ullimatcly, 
mathematicnl treatment of htgh porosny med•a cannot neglect 
turbulence whcn scales are of order of pore sizc. As for the 
energy dissipauon dbtribuuon, Figures 8-1 O show a similar 
effect. only thut the dtsstpation occurs much closer to the rod 
surface. 

Table I - Pres~urc gradtent rcsulls for different Reynolds 
numbcrs and porosities. 

~ lüil..o RtH =jiijH!v ( ~~ )' ( ;fu) 
0.43 36.0 1.075xl05 5.487xto' 
0.61 36.0 1.525" lO' 2.681xló' 
0.86 18.0 1.075xl05 2 .937xl0~ 

0.86 36.0 2 1 50xl0~ 5 16lxl0• 

0.86 72.0 4.300xl0~ 1.094)( lO' 
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Figure 4- lsobars (9={).61. Rt'1Fl.525x 10'>. 

Thc pressure gradient, 1ntegrated across lhe cell of Figure 2. 
IS shown in Figure li compared wuh similar square rod results 
by Kuwahar::t et ai. ( 1998). The Reynolds numbcr based on the 
Darcy velocity and the lcngth of the ccll is givcn by: 

ReH =lüiH I v. 
Variation of pressurc along lhe x-coordinatc is obtained as: 

(ip)l 1 JH-012 
- dS - H(H - D) Dll(Pjx·u-Pi,.fl)dy (33) 

where H is lhe lcngth of the cell and D is lhe c1rcular rod 
diameter. The well known Darcy-Forchhcimer law is stated as: 

(ii>)' - dS = ~lül+pb lül1 
(34) 

wherc K is the permeability and b is n model coeflicient for the 
inenia tcrm. ln lhe high Reynolds region hcre considered (see 
Table I and Figure 11). thc 2nd. term on the rhs of Eq. (34) 
dommates. a tcndency correctly simulated wnh thc results plotted 
10 Figure 11 . Corresponding pressure gradients. howevcr. lie 
bclow thosc of Kuwahara et al.( 1998). This diffcrence ean be 
explatned due to the use of diSIInct cell sizes and by lhe fact that. 
using circulnr inMead of squnre rods, the Oow bccomes more 
strcamlined rcquiring lcss pressure drop for lhe sarne Re. 

Figure 5- Turbulent Kinetic Encrgy (~0.43, Re1F l.075xl0s). 
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Figure 6- Turbulcnt Ktneuc Energy (~0.61. Re~l.525xl 05). 

Figure 7- Turbulcnt Kinctic Encrgy (~0.86. ReH=2. 150x lO\ 

o 10 

009 

001 

0~00 

Figure 8- Encrgy Diss1pauon (~.43. Re1Fl.075x 10~). 

F1gure 9- Encrgy Dissipntion (lj)=0.61. Re1F 1.525x 10\ 



Figure I O- Energy Dassapation ( ÇI=0.86. ReJF2.150x 105
). 
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Figure li - Prcssurc Gradient Rcsults 

CONCLUDING REMARKS 

ln this work wc havc prcscntcd an an3ly~is of porou!> media 
from 3 mtcroscoptc potnt of vtcw u~mg 3 spaually periodic array 
of circular rods. The llow equauons wherc solved for an 
elementary cell. High Rcynold) numbcr k-E. model and a 
relatively large ccll sizc wcre used. Nevcrthelcss, some importam 
features of now behavior in porous mcdtn could be observed. ln 
ordcr to better analy1c th1s ktnd of transpor! phcnomcnon, it is 
necessary to study finer structurcs which mtght requirc thc use of 
low Reynolds numhcr turbulcncc modcls. This, in fact, is the step 
in thts research cndeavor programmcd next. 
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SUMÁRIO 

O preseme trabalho apresemo á média volumétrica da equação de Navier-Stokes mediada no tempo, da qual 
surge o tensor de Reynolds macroscópico. Discllle quando o fenômeno de turbulência pode ser estimado apenas pelo 
te11110 de Forchheimer ou quando há a necessidade de se considerar também o tensor de Reynolds macroscópico. 
Propõe, ainda, um modelo de turbulência macroscópica para a viscosidade trtrbulenta em meios porosos. 

INTRODUÇÃO 

Os fenômenos de transporte cm mc1os porosos são de interesse 
em várias áreas da ciênc1a e engenharia tais como. hidrologia, 
sismologia. reservatórios de petróleo. reatores químicos. entre 
inúmeros outros. Desde os primeiros trabalhos de Darcy {1856), 
vnnas mvestigações tem sido conduzidas nessas áreas, sendo que as 
primeiras formulações foram baseadas principalmente na própria lei 
de Darcy, a qual desconsidero efeitos inerciais e a presença de 
fronteiras 1mpermetive1s. Com o tempo. o modelo de Dnrcy foi sendo 
aprimorado, podendo-se citar as contribuições de Forchheimer 
(1901). Brinkman {1947). Ward (1964). Whitaker (1969), Bear 
(1972), Yafai c Tien (1981), Hsu e Cheng (1990). dentre muitas. 
Além dos modelos clássicos e da vasta literatura existente, aspectos 
da solução numérica em meios porosos (de Lemos, 1996) e modelos 
voltados para aplicações específicas (Pedras e de Lemos. 1996) tem 
sido objeto de revisões recentes. 

Entretanto, em nenhum dos trabalhos acima é apresentada 
uma abordagem rigorosa do fenômeno de turbulência em me1os 
porosos. Escoa mento turbulento em meios porosos pode ocorrer 
em várias situações práticas tais como em reatores químicos 
catalíticas, nas proximidades dos poços em reservatórios de 
petróleo c. em última análise, cm todas as aplicações onde o 
número de Reynold~. baseado no diâmetro de partícula ou na raiz 
quadrada da permeabilidade, é elevado. Portanto. a análise do 
mecanismo de turbulência em tais meios, embora importante em 
muitos escoamentos, é ainda tema pouco abordado na literatura. 

O presente trabalho busca comribuir na análise do fenômeno de 
turbulência em meios porosos e apresenta a média volumétrica da 
cquaç-iio de Navier-Stokes, mediada no tempo, da qual surge o tensor 
de Reynolds macroscópico. Discute quando o fenômeno de 
turbulência pode ser estimado apenas pelo termo de Forchhcimcr ou 
quando há a nece~.sidade de se considerar também o tensor de 
Reynolds macroscópiCO. Propõe. ainda, um modelo de turbulência 
macroscópica parn a vtscos1dade turbulenta em meios porosos 

TURBULÊNCIA EM MEIOS POROSOS 

O fenômeno de turbulência em escoamentos em meios 
porosos ocorre internamente aos poros. tal turbulência será aqui 
denominada de turbulência microscópica cujos comprimentos 
característicos estão diretamente relacionados ao tamanho dos 
poros. Já a wrbulência macroscópica (efeito macroscópico da 

turbulência) é obtida via média temporal do escoamento em meio 
poroso. a qual segue o mesmo procedimento da média temporal 
do escoamento livre, tendo como comprimentos característicos 
grandezas macroscópicas do escoamento. 

Neste trabalho. adotou-se primeiro a aplicação da méíha temporal 
à.~ equações de conservação microscópicas e em seguida a média 
volumétrica, a ordem inversa levaria aos mesmos resultados. 

Eguacões Microscópicas do Escoamento Médio no Tempo. 
Para um llu1do compressível escoando num meio poroso, a 
equação de continuidade microscópica instantânea é dada por, 

dp +V·(p u)=O. 
di 

que para p constante, 

V· u =O. 

(I) 

(2) 

A equação de momentum microscópica instantânea para um 
tluido. com p e J.l constantes. escoando num meio poroso é 
expressa pela equação de Navier-Stokcs: 

[au J · p ai+ V· (uu) = -Vp + J.lV-u + pg. (3) 

Uma determinada propnedade. rp • associada ao tluido tem a 
sua média temporal definida como, 

I 1•.1/ 

q; =- r,"dr !1t J, 't' • 
(4) 

onde !1t é o intervalo de tempo escolhido, de forma que seja 
longo comparado com a escala de tempo das llutuações temporais 
e curto quando comparado com a escala de tempo necessária pard 
que as variações ordenadas ocorram. A veloc1dnde instantânea u 
pode então ser defimda como a soma de sua média temporal, ü, 
mais a sua llutuação temporal, u': 

u=ü+ u', (5) 

donde conclui-se que ü' =O. 
Aplicando-se a média temporal nn equação da continuidade 

microscópica para p constante. Eq. (2). encontra-se, 

V· u =V · (ü + u ') ='ii · ü =O. (6) 
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Aqu1 ~ 1n1cres~antc lembrar que a média temporal é 
comutativa. ou l>eJO. (I média temporal do gradtente é igual ao 
grad1eme da média temporal. Tal propriedade não se verifica no 
caso da m~dl<l volumétrica. como )er;i VIMO adHlnte. 

Aplicando-se a méd1a temporal na equação de momentum 
microscópica. Eq. C3). obtém-se: 

p[ ~+v cuu>]= -Vi'+ pV
1
ü +v c-pü'ii'>+ p g . (7) 

onde o tenno V (-pü'ii') surge no processo de obtenção da 

méd1a temporal do termo convcctivo. As tensões turbulentas 
m1croscóp1cas. - pü'ii' . são frequentemente denominadas 

tensões de Reynolds. Uuhnndo o concctlo de Boussincsq 
generalizado para as tensões de Reynolds, 

....,...., - ' -pu u = J.1,2D-}pU , 

a Eq. (7) fica: 

p[ ~~ +v cüü)] =-v c;;+ t pk) + pVlü + 

V-(p,iD>+pg , 

(8) 

(9) 

onde D = [Vü + (Vü) 7 1/2 é o tensor deformação médto, 

k = 'ü'l? /2 é a encrg1a cméuca turbulenta por untdadc de massa. 

é o tensor untlário c J.l, a viscosidade turbulenta. 

EquaCÕC\ Macro~cómcas do E~coamento Médto no Tempo. 
As equaçõe) de con~crvação macroscópica\ num meio poroso 
podem ser obuda' por médtas volumétncas das equações de 
conservação mtcro,cóplcas. em relação a um Volume Elementar 
Representa lh o do meto poro!>O, 6 V (Bear, 1972), Figura I. 

Figura I -Volume elementar representativo 6 V. 

Uma determinada propncdade med1ada no tempo. ip. 
assoctada ao Outdo tem a :.ua médta volumétrica intrínseca 
defintda como, 

{ip)' =+ J;pdV. 
6 I~\ 

(10) 

onde 6V1 é o volume de Ou1do contido cm 6V. A propriedade 

ip pode, então, ser definida como sendo a soma de (ip)' mais 

um lermo rehlctonado ao "desvio" 'ip, 

iP = (ip}' +'iP. ( 11 ) 

donde conclui-se que (' ip)' =O. 
A porosidade 9 é dcfintdtl por, 

(12) 

Ass1m, a médta volumétrica com re~pello a 6V da propnedade 
med1ada no tempo iP fica defintda como. 

(ip)' = _1_ f ipdV = (ip)' 6V1 = p(ip)'. 
6V óV 

~·, 

(13) 

Como Já menCIOOlldo a médta volumétrica não é comutauva, 
as~tm. na dcnvação da\ equações macroscóptcas, é necessáno 
que se conheça a relação entre a média volumétrica das derivadas 
c a derivada das médtas volumétricas Tais relações foram 
desenvolvidal> por Slauery l l967), Whllnker ( 1969), Gray e Lec 
( 1977) c outrol-, sendo atualmcntc dcnommadas de teorema da 
média ••olumétrica local c definidas por: 

(14) 

(15) 

e <é)ip>, é) 111(;;;"'\' I I - - IS - =-(,. cp 1 )-- n ·( u cp)t , 
éJt éJt 6V ' 

A 

(16) 

onde A, c ü, representam respectivamente a área c a veloctdadc 
da mtcrface f e n é o vetor un11áno normal à A, . o caso de 

C)coamcnto monofástco a fase f é o própno flwdo e ii, = O 
(tem-se apenas a tntcrfacc Outdo/sóhdo, Figura I). No 
dc~cnvolvtmcnto das Eq~. ( 1-t}, ( 15} e ( 16) a úntca restrição 
tmpoMa é a 1ndependénc1a de 6 V cm relação ao tempo e espaço. 

A equação de conunuadadc macroscóptca do escoamento 
médto no tempo. de um Outdo com p con~tante, num meto 
porO!.O é obuda aphcandO·\C a médaa volumétnca com respe11o a 
óV na Eq. (6} que. :mavé~ da Eq. (15), produL. 

(17) 

Devido 11 condição de ni!o dcsl izamcnto, tem-se que ü =O na 
área intcrfact<al A, . Se íntrodulirmos a velocidade de Darcy, 

mediada no tempo, ü , . que é dada pela relação de Dupuit· 

Forchhetmcr. ü,, = ô(ü}' , a equação de conunutdadc 
macroscópica do escoamento méd•o no tempo num meio poroso 
de um Ou1do com p constante fica finalmente expressa por: 

v ü, =0 ( 18) 

Para se obter a equação de momentum macroscóp1ca. será 
aplicada a méd1a volumétrica com rc~peito a 6 V cm ambas a~ 
Eqs. C7) e (9) Uuhundo-se das Eqs. ( 14), ( 15) e (16). os diversos 
termos nas Eqs. (7) c (9) fi cam. 
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(~~ )' = ;, (9(ü)'). 

(V ·(üü')}' =v (~(üü'}'l+ 6 1
V I n ·(uu)dS. 

(v;;}' =V(~(r}')+ 
6

1v Jn;;ds, 

"' 

(19) 

(20) 

(21) 



(\7 · Vü)' = \7 (Vü) ,. + - 1- J o · ('Vü)dS 
6V ~. 

[ ] 

(22) 

= \7: (ó(ii)') + \7 · 
6

1
V l nüdS + 

6
1
V I o (\7ü)d5. 

(pg)' =~pg . (23) 

A Eq (7) tem amda, 

(\7 ü'U') •· = \7. (~(ü'\l')') + 61V I n . ü'U'dS. (24) 

e a Eq. (9), 

('V<fpk))' ='V(t~p(k)')+t :v JnkdS, 
A, 

(25) 

(v (J.1,20 >)' = \7 . (J.I,, 2(0 )') + 
6
1v J n (J.I, 2D)d5. 

A, 

(26) 

onde. J.l,, (D)' = (JJ,D)' c (27) 

(D)' =twu +('Vii>'>' 

{ } 

(28) 
= ± [vc.p(ü)') + [\7(9(ü)' )J' ]+ 

6
1v I Cnü + üo)d5 

Sabendo-se que na interface, A,. ü = ü'U' = J.l, = k =O a 

cquaçllo de momcntum macroscópica baseada na Eq. (7). para 
escoamento méd1o no tempo em um meio poroso, fica. 

p[ :r (~(ii)')+ \7 (!p(üü)')] = -\7(~("jj) ' ) + 

JJ'V~<~(ü)' >+v ·<-p9(ü'\l')')+óp g + R . 

e baseada na Eq. (9), 

(29) 

p[ ~ (~(ii)')+ \7' (ql(üü)' >] = -'V(!p("jj)' + J:.!Pp(k)') + 
a/ 3 (30) 

JJ'V1 <9(ü) '> +v ·<JJ,, 2(0 )' >+opg+ R . 

onde, 

R =LJo ('Vü )dS--
1
-Jn;;ds 

6V 6V 

"' "' 
(31) 

e (D)'' =tfv<t;t~(ü)')+ L'V<~(ü)'>l' ] . (32) 

sendo R a força total de arrasto mediada no tempo por umdade 
de volume ("força de campo"), devida à presença de partfculas 
sólidas, composta pelo arrasto viscoso e pelo arrasto de forma (ou 
pressão) e - P~P(ü'\l')' o tensor de Reynolds macroscópico. 

Comparando a Eq. (29) com a (30) conclu1-se que o tensor de 
Reynolds macrosc6p1co pode ser expresso por: 

- Pó(U'ii')' = J.l,, 2(0 }' -t~p(k)' I . (33) 

o qua.l lembra o conceito de Boussinesq para escoamentos 
microscópicos (Eq. 8). 

O segundo termo à esquerda na Eq. (29) pode ser expand1do 
como, 

\7 (~(üü)') = \7 [~((ii) ' (ii)' +( 'ü 'ii) ')]. (34) 

Na Eq. (34) o tenno \7 (~('ii 'ii) ') representa a d1spersão 

hidrodinâmica mediada no tempo que, ass1m como no 
escoamento laminar (Hsu e Cheng. 1990), ~ de ordem superior se 
comparada ao \7 (ó(ü)' (ii)') podendo. assim, ser desprezada. A 
Eq. (29) JUntamente com a relação de DupUJt-Forchhc1mer. 
ü 0 = IP(ü)' . resulta entllo em: 

[
dÜn + \7 

p d/ ( Ünóü,, >]=-'V(ó(p)' )+J.I'Vlü ll + 

v . <-pó(ü'U'>' > +ópg +i . 
(35) 

No escoamento lanunar cm metos porosos o arrasto total 
mtemo ao volume elementar representativo. R , é dado pelo 
oposto da soma do termo de Darcy mm~ o de Forchhc1mer (Vafa1 
e Ticn. 1981 ; Hsu c Cheng, 1990), ou seja: 

R =_E_ J n ('Vu)d5 --
1
- J n pdS = 

6V A. 6V"' 

[
J.IÓ cFóplu,l u,,] 

- K un+ JK , 
(36) 

onde K é a permeabilidade do meio poroso e cF é o coeficiente 
de Forchheimer. Comparando a Eq. (3 I) com a (36) concluí-se 
que R é a média temporal de R , sendo função apenas das 
propriedades méd1as no tempo (não apresenta flutuações) Assim. 
R pode ser expre!>SO por. 

-R --[J.I~- c,óplii111ii/J] 
- K Un+ JK . (37) 

Substitumdo a Eq. (37) na (35) tem-se finalmente para a 
equação de momcntum macroscópica do escoamento méd1o no 
tempo. 

[
dÜ11 +'V (ÜnÜII)]=-\7(()(p}')+J.I\71u

11
+ 

p d/ 11> (38) 

_ [J.I~ _ CF~pJÜ/IIÜ/1] \7 ·(-p~(u'u ')')+lf>pg- K u, + .fi . 

É mteressante notarmos que no caso hmlle de 
lfJ -t I => K -too (escoamento livre de meios porosos) a Eq. (38) 

recupera a forma da equação de Navier-Stokes mediada no 
tempo. assim como o tensor de Reynolds macroscóp1co (Eq. 33) e 
v1scosidade turbulenta em mc1os porosos, J.l,,, (Eq. 27). 

O TERMO DE FORCHHEIMER E O J'ENSOR DE 
REYNOLDS MACROSCÓPICO 

Vários autores já verílicaram que a turbulêncw em me1os 
porosos pode ~cr estimada através do termo de Forchheimer na 
equação de momentum macroscóp1ca. De fato, no 
desenvolvimento do presente trabalho ~ e~pcrado que ISto ocorra 
cm escoamentos onde o gradiente da vcloc1dade de Darcy seJa 
nulo (escoamentos macroscópicos unidimcnsionais em meios 
homogêneos c isotrópicos). Nessas condições. o tensor de 
Reynolds macroscópico terá apenas componentes norma1s com 
valor constante de - Y,~p(k)' por todo o campo de escoamento 

(ver Eq. 33), ou seja, o divergente do tensor de Reynolds 
macroscópico será nulo; juntamente com as forças inerciais e 
viscosas macroscópicas. Ass1m. a equação de momentum 
macroscóp1ca final que rege esse escoamento será do 11po Darcy
Forchheimer. 
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Por outro lado. o efcuo m1croscópico da turbulência, das 
forças inercims e v1scosas microscóp1cas. serão sentidos via R 
(Eq. 31 ), pob a pre~são microscópica p resulta da solução da 
Eq. (7) sendo função, desta forma. das forças mcrciais, viscosas e 
do tensor de Reynolds m1croscóp1cos. Recentemente, Kuwahara 
ti ai. C 1998) calcularam, numcricamemc. o escoamento 
turbulento em rcg1mc permanente num modelo de meio poroso 
com arranJO espac1al pcnód1co (homogéneo e isotrópico), 
empregando a equação de momentum m1croscóp1ca mediada no 
tempo CEq. 9) c o modelo k-e. Através do campo de pressão 
m1croscóp1co. resultante da ~olução. os autore~ mostraram que o 
grad1ente da méd1a volumétnca Intrínseca da pressão, V(p) ' . 
pode ser estimado por uma cquaç:lo do 11po Darcy-Forchhe1mer. 
as~1m como sugere o presente trabalho. Resultados semelhantes. 
para o caso de escoamento tranwcr~al a feixe de cilindros, estão 
sendo apresentados cm Roca mora Jr. & de Lemos ( 1998). 

Em escoamento~ onde o grnd1cntc da vcloc1dadc de Darcy 
não é nulo (normalmente encontrados cm meios não homogéneos 
clou anisotróp1cos c nas fronteiras do escoamento) as forças 
mercta1s convectivas macroscópicas. as forças viscosas 
macroscópicas c o divergente do tensor de Reynolds 
macroscópico n1lo serão Identicamente nulos, sendo necessária a 
analise de seus cfcaos. 

MODELO DF. TURBULtNCIA MACROSCÓPICA 

A Eq. <33) não conslltul de fato um modelo de turbulência 
macroscóp1ca c ~1m apenas uma relação para - 1)4)(ü'ü'}' A 

descnção da v1scos1dadc turbulenta cm mc1os porosos. J.l, • • é que 

de fato conslltUI um modelo de turbulência macroscópica. 
Sim1larmentc ao modelo k·E cm eM:oamento lhre. a 

\iscos1dadc turbulenta cm metos porosos será modelada segundo 
a segutnte expressão: 

(k) '] 
" =pC f --,.,, , , (c) ' . (39) 

onde C~ é uma constante cmpfnca adimcnswnal e 1~ uma 

função de amortecimento. Assim, para a obtenção de J.l.. é 

necessário o conhecimento de (k)' c (e)' os quais serão obtidos 
v1n equações de tran~portc. 

A equação de transporte pam n médta volumétrica intrínseca 
da cnerg1a c1nética de turbulência, (k)', será obuda aplicando-se 
a médta volumétnca. Eq. {13), na equação de transporte para a 

energia cinética turbulenta, k = iTü' /2 , de um escoamento livre. 

Esta. por suo \C/, é obuda subtrmndo·sc da equação de 
momentum Instantânea (Eq 3) paro cada coordenada a equação 
de momentum méd1a no tempo correspondente (mesma 
coordenada). Muluphca-sc cm scgu1da o resultado obtido pela 
veloc1dade mstantânca correspondente Aphca-se. então, a média 
temporal em cada equação obuda, somando-se cm seguida as três 
equações. Este procedtrncnto resulta cm (Hmze, 1959): 

p[~~ +V (Ük)]=-p\1 [u{ ~~ +k )]+J.l~!k 
(40) 

- pu' u':Vü- pe. 

onde c = J.l ~u' ( ~uY / p é a d1ssipação viscosa de k (a 

interpretação dada 11 e só está estritamente correta quando a 

turbulência é 1SOtróp1ca). Sabendo que k = iTü' /2 , o Laplaciano 

de k na Eq. (40) pode ser reescrito como 
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(41) 

Aplicando-se agora na Eq. (40) a méd1a volumétrica com respeito 
a A V . têm-se para cada termo: 

<a.c.>. =-ª-<9<k>' >. 
di 01 

(~ (Ük)) ' =~ <9(ü .C.) )+ AIV fn (Ük)dS, 

" 

(v [·g· ••)] -v H·tf+• J') 
+ AlV J n -[ u l ;' + k )]ds. 

(~l/.;)' =(v [u' (\lu')' r)' 
=V (ru' c~uY r)' +-1- f n [u' (VuYJdS 

AV" 

= ~ (~k)' +-1- Jn ·Ju' (~uYJdS 
AV 

~ 

= ~l (O(k}' )+ ~ [ AIV I nkdS ]+ 
AlV I n [u' (\lu')' ]dS. 

p <'ii'7 Vü) o = pó('ii'7 Vü) I ' 

p(c)' = M(c)'. 

(42) 

(43) 

(44) 

(45) 

(-Ul) 

(47) 

Sabendo-se que na Interface. A, , ii= u' = k =O a equação de 

transporte para (k) ' fica expressa por: 

P[%, (9{1)')+ v <ó(ük)'l]=-pV H·t ~ +k l)} 
p~~ Cf/l(k)' >- pq'>(l(\( : ~ii)' - pq'>(e)' . 

(48) 

O ~egundo termo à esquerda na Eq. (48) pode ser expandido 
como. 

~ (f/l(ü k) ' )- ~ lf/l<(ii)' (k)' +( ' ii '/.;)')). (49) 

No caso de (ii)' (.C.) ' >> ( ' ii'/.;)' , ou ~cJa, se o fluxo de energia 

cinética turbulenta carreado pelo escoamento macroscópico for 
mutto m31or que o flu~o de energ1a cmética turbulenta resultante 
dos "dcsv1os" (d1spersllo de k ) a Eq (49) lica stmphficada para. 

~ <9(ü k) >=~ C9(íi)' (J.) ' ) . (50) 

Analogamentc, o terce1ro termo à d1re11a na Eq. (48) pode ser 
expand1do como, 

- M(iJ7U': Vü) ' = -M [(ij7ü"')'. (~ii) ' 

+ ('(ii?jj'): '('Vü))' r. (51) 

O primeiro termo ~ direita da Eq. (51) representa a produção de 
(k)' devido ao escoamento macroscópico, já o segundo termo 

representa a produção de (k)1 devido aos "desvios". Da Eq. (27) 



verifica-se que J.l,. é uma razão entre grandetas macroscópicas 

do escoamento. O tensor de Reynolds macroscóptco (Eq. 33) é 
função da deformação macroscópica do escoamento. Assim. para 
a descrição de J.l,, será considerada apenas a produção de (k}' 

de' tdo ao escoamento macro~cópico. o que simplifica a Eq. (51) 
para 

- pt.?(jj1ij". Vü}' = -M(ilU'}' : (Vü}' . (52) 

Tem-se que, 

(Vü}' = .!.(Vü}' = .!.[v(~(õ)') +-1- f nudS] 
ó C 6V"' (53) 

=*V(~(ü}' ). 

Inserindo as Eqs. (50), (52} c (53) na (48) a equação de transporte 
para (k}' resulta em. 

p[t (ó(k)' l+V !O(ü)' (k)')]•-pV l+t ~ +k l)') 
+ J.1V 2 (ÇI(k)')- p(N}': V(ÇI(ü}')- pÇI(c)'. 

(54) 

que com a relação de Dupuil-Forchhetmcr. u1, = ~(ü}1 
, fica 

p[ ;, (9(1) ' ) +v (ii,(k)' >]·-pV H .g· + k l)'j 
+ pV: (~(k)')- p(N}': Vu,, - M(c)' . 

(55) 

O pnmetro termo à dirctta da Eq. (55) representa a médta 
volumétnca da dtfusào por turbulêncta de O(J.}' que pode ~er 
apro~imado por uma forma similar à dtfu~ão molecular: 

-pV {-(•{}•> l)}pv[;;, V!W)')l (56) 

Asstm. a equação de transporte para (k}' resulta finalmente 
em; 

p[ ~ <~(k)' >+v <u,.(k)' >]=v. [<J.l + !!.2..>V<ÇI(k}' >] 
a/ (] t (57) 

- p(N}': V'ün- pÇI(c)'. 

onde p(ilU'}' é dcfimdo pela Eq. (33) c o, é uma constante 

empírica adJrnenMonal 
A031ogamcnte, a equação de transporte para (c}1 será obtida 

aplicando-se a rnédtu volumétrica, Eq. ( 13), na equação de 

tmnspone paro E= ~tVu': (Vu'{ /P. de um escoamento li vre. 

Esta é obtida v1a equação de Navier-Stokcs (com p c J.l 
con~tantes). sendo expressa na notação tcn'><ln:ll cartesiana por 
(Tennekes e Lumlcy. 1972): 

[
dE CJ(ii1E)] 2 du, {ou; cu: cu: du;} p -+-- =- J.l- --+--
é>t dA 1 OX1 dX1 d .\1 dX 1 dXt 

(
au; au; au; J.l ( a~,; )~j -2p - --+--a ... ax, éh, p ax,a:c, 

a l ' au; au; 2 au; ap') -JJ- u,--+-----dx1 d.\, a.~., p a.\, ax, 

-2JJ-- LI- +J.I--aliil [ ' au; ) i3 1
t: 

d.\tax, t a,, (h ,ax, . 

(58) 

1\a Eq. (58) o pnme1ro termo à d1rcita representa a produção de 
E , o segundo a energia líqUida tran~fenda dos "pacote~" de 
menor frequência de flutuações para o~ de ma10r freqtiênc1a. o 
terceiro representa o transporte difusivo de E devido ás 
flutuações, o quarto a geração de c devido no escoamento méd10 
e fin:llmente o qumto termo repre~enta a difusão molecular de E . 

A média volumétnca com respeito u 6 V da Eq. (58) produL 
para cada termo. 

(CJE)' =.!<9(c}1
). 

dt ar (59) 

(
a(ii,cl)' él(4){ii,e)' ) +--\, Jn,(ii,E)dS. 

iJx, d\; (l A 
<60) 

(~ du, {a,; élu.: au: au: })' .!J.I---+-- = 
OXt d\'1 dAr ax1 a.\, 

(61) 

( 
CJii, {a"~ a,; dtt~ au; })' I)'>JJ---+-- . - a.\. a,, a\, éh , ih, 

( lau; au; au; J1 ( a:u; )lj)' '>JJ---+--- = - ax. ax, é:h, p i1x,ax, 

( ))

I 

au; au; au: J1 dlll; l • 2p(.,, a;;a;;•p( "'·"'·) . 

(62) 

)
. 

a ' au; au; 2 au; df1 1 

Jl- u, ---+---/ d.\. { eh, éh , p ax, ax,} 
\ (63) 

( 
a { 'au; au; 2 au; (Jp'})' -9 j.l- 11 --+--- . - aA, • a_\, a\, P a,, a,, 

( [-]~ ( [-]~' ":"~'- ':'1 , ":"~'- ':'1 ' a · u 1 , uu1 ~ a ·u, , a1r 1 211-- u1 - =I) .:.p--u,- , 
d.\,éh. ax, a.~,a.~., a.r, (64) 

( 
ê)

2
E )' ( alE ) ' JJ-- =óJ.I--ax,ax, d\,d.t, (65) 

Sabendo-se que na mterface, A, . u =O e con~idcrando que 

(u }1(E)1 » ('ü 'c)', ou seja. se o !luxo de db\1pação de energia 

turbulenta carreado pelo escoamento macroscópico for rnuito 
ma10r que o fluxo de dissipação de energia turbulenta resultante 
dos "desvios·· {d1spe~ão de c ) a equação de transporte para (c)' 
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fica expres~a por: 

p[l..<t?(f)') + d(~(ii, )'(e)'>]= 
01 d.l, 

(66) 

( { })
' a ' dtt~ au; 2 ou; dp' 

-9 J.J- u,--+---
dx• d\1 ux1 p ox1 ox, 

a:ii, ' dtt~ êfe ' ( (-]~' -~ 2p-- 11 - +ç? p--
êh,ih. ' iJx, ( ax,a.l,) . 

A Eq. (66) ainda pode ser manipulada, porém tal manipulação 
não traz nova~ simplificações nem uma melhor interpretação dos 
termos envolv•do~. Assim como no escoamento livre, onde várias 
~uposições são introdu11das a fim de tOmar a Eq. (58) tratável, a 
Eq. (66) também será ~impli licada tomando-se como base a 
interpretação de cada termo da equação. 

Desta forma. asl>im como na Eq. (58). a Eq (66) é composta 
por uma taxa de mudança local. convecção. difusão (molecular c 
turbulenta) e geração/destruição de (e)' . Sendo modelada como 

(lembrando da relação de Dupuit-Forchhe1mcr, ü,. = C(ü)' ): 

p[:, (O(c)' )+V (ü ,,(e)')]= V [<J.l + ~: )V(Ç!(€)')] 

(67) 
(e)' (e)': 

+C, f,, -1-p(ü'il')' Vü,. ]-C, f·""'--. {k)' - .r;' (k}' 

onde u,. C, c c. são constantes empíncas ad1mens•ona1s. J. c 

f: são funções de amortecimento c - p(U'U')' é deftnid:1 pela 

Eq. (33). Na Eq. (67) o~ termos da esquerda para d1reita 
repre~cntam rc~pccuvamentc a taxa de mudança local. a 
convecção. a <hfusilo (molecular + turbulenta). a geração c a 
destruição de {e)' . 

CONCLUSÕES 

Este arllgo apresentou a méd.a volumétrica da equação de 
Navier·Stokcll mediada no tempo, da qual surge o tensor de 
Reynolds macro~cóplCO. Mowou quando o fenômeno de 
turbuléncia pode ser e!>tlmado apenas pelo termo de Forchheimcr 
ou quando há a neccsMdadc de se considerar também o temor de 
Reynolds macroscópiCO. Propôs. amda. um modelo de duas 
equações para a turbulência macroscóp1ca, o qual merece futuras 
invesugaçõe~. 
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SUM~1ARY 

Th1s art1cle prcsents the volumetric a\crage of the umc 
a\eragcd I'\ a\ 1er-Stokcs cquauon. ln th1s process, Lhe 
rnacroscop1c Reynolds stress tensor 1s obtamed. The papcr 
d1scusscs when thc turbulcnce phcnomena can bc estimatcd only 
w1Lh Forchhe1mer tcrm, or cise. whcn both the Forchhe1mer term 
and macroscopic Reynold!> strcss tensor havc to bc accounted for. 
Furthcrmorc. a macroscop1e turbulcncc model for flow in porous 
media IS proposed. 
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SUMÁRIO 

Este trabalho aprese111a dois modos de se obter a equação de transporte para o escoamelllo em meios 
porosos. O primeiro é via o desenvolvimento de lrmay o qual mostra que o termo de Forchheimer surge devido 
ao.f efeitos inerciais microsc6picos. A segunda abordagem wili;.a o teorema da média volumétrica local. Neste 
caso, o termo de Forchheimer é relacionado com o arrasto de forma no volume elementar representativo. 

III O 

INTRODUCÃO 

Os fenômenos de transporte em meios porosos são de 
interesse em várias áreas da ciência e engenharia tais como, 
hidrologia, sismologia, reservatórios de petróleo. reatares 
químicos, entre inúmeros outros. Desde os primeiros trabalhos de 
Darcy ( 1856), várias invesLigações têm sido conduzidas nessas 
áreas, sendo que as primeiras formulações foram baseadas 
principalmente na própria lei de Darcy, a qual desconsidera 
efeitos como os in'ercials e a presença de fronteiras impermeáveis. 
Com o tempo, o modelo de Darcy foi sendo aprimorado 
(Forchheimer, 1901; Brinkman, 1947), porém, com um 
embasamento muito mais empírico do que matemático. 
levantando quesrões que até o mamemo ainda são discutidas tais 
como se o termo de Forehheimer provém das forças inerciais, do 
arrasto de forma ou até mesmo da turbulência. Ou ainda, se a 
viscosidade proposta por Brinkman pode ser a viscosidade do 
fluido ou não. 

Introduzindo-se a identidade (u · 'V)u ='VIul:/2- ux(Vxu) na 

Eq. (2) e rearranjando, tem-se 

Na tentativa de elucidar estas questões, a literatura tomou-se 
vasta, incluindo, por exemplo, revisões sobre aspectos da solução 
numérica (de Lemos, 1996), análises de modelos para 
reservatório de petróleo (Pedras e de Lemos, I 996) e propostas 
para tratamento de turbulência em meios permeáveis (Pedras c de 
Lemos. 1998, Rocamora Jr. e de Lemos, 1998). 

O presente trabalho. tendo como motivação o aprimoramento 
dos modelos para escoamento em meios porosos. apresenla dois 
tipos de desenvolvimentos baseados na média volumélrica da 
equação de Navier-Stokes. Estas análises levam à interpretações 
distintas sobre a origem do termo de Forchhenner. O trabalho 
discute também o creeping flow sobre uma esfera (lei de Stokes) 
c conclui a respeito da origem do termo de Forchheimer. 

DESENVOLVIMENTO DE IRMAY 

A equação de continuidade microscópica para um fluido 
incompressível é expressa por: 

'V · u =O. (I) 

A equação de momentum microscópica (Navier-Stokes) 
considerando 11 constante é, 

p[~~ +(u · 'V)u ]=-'Vp+,u'V 2u +pg. (2) 

lul! p au ' 
'V(T+P+ g:.) = u xt'Vx u)-a,+VV· u . (3) 

O prime1ro termo à direita da Eq. (3) expandido fica, 

[ 
au, au, au. au, ]· u x('Vx u)= 11 , . ...,..---u,-:;;-+u . ...,...... -u.-a 1 
ax oy · ax • : 

[ 
àu. au, dll, àu, ]· + ,,...,....-u . .....,-+u,-a - u,-a J 
oy " oz y :r 

(4) 

[ 
êJu, àu. àu, àu.] 

+ u, ê);: - u,a;-+u,.Tz-u•ay k . 

Escrevendo a Eq. (3) apenas na direção x e definindo 
E= luf /2 +p/ p + g:: , encontra-se 

CJE [ du, àu, au. du,] :;- = ''• -a -u, -:;;-+u.~a - u.-:;;-ax .t oy · x aZ 

--+V--+--+--du, [d!L/ 1 d~ll, a1u,] 
Ot êlx1 à/ ();:1 • 

O primeiro termo à direita pode ser reescrito como, 

àu, àu, àu. êlu, 
u, -:;;--u, -a +11.-a -11. -=r- = 

ax y • x · a;:. 

1 é111~ a(u,ll,) i1u, I au: a(u,u.) é)u. 
------+u -+---------+u ~ 2 ax ély ' ay 2 ax dz • êJz • 
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dn equação de continuidade microscópica obtém-~e. 

du, àu, au, -o êlu, au, - 1 dll~ -a +-a +...,...-- => u,-a +u,-a ---2-a · 
X y o: )' ;: X 

Inserindo as Eqs. (6) e (7) na (5). 

àE_I i)( 2 1 1) d(u,tt,) -a --2-a u, +u. - u, --:\--x X • ay 

à(u,u,) àu, [d2
11, à2u, a~u.] -----+v --, +--, +--, . 

àz a, êJx· êJy· ê)z· 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 



A Eq. (H) foi a utili7ada por lrmay (1958) paro o processo de 
média da equação de Navicr-Stokes num meio poroso. Em seu 
processo de méd1a f01 ullhLado o modelo apresentado na Figura 
I. 

~ 

~ 

'L 
~ 

~ 

~ 

·' 
~ 

~ 

CD w+ vena contracto 

,__.......,'-----=.k' 

()=W/(W+D) 

Figura I - Modelo de escoamento ullli7ado por lrmay. 

Aplicando a média volumétncu Intrínseca a um escoamento 
cujo V E é na dircção 1 c definindo a méd1a volumétrica 
intrlnseca de uma variável tp como sendo (tp)'. para um 
escoamento ern mc1o poroso homogênco c isotrópico, tem-se 
(11, )' = (u )' =O. Assumindo que não existe correlação entre 

O\ componentes de velocidade (dcscolumenro do escoamento em 
altas velocidades). cntüo. 

(11,11,)' =(11 ,)'(11,)' =0: (11,11 }' =(u,)1(tt.)1 =0 

=> êl(11,11,)' _ a(11,11.)' _O 
a\ - a: - · 

e da equação de contmu1dadc m•croscópica. 

au dll ali => (~!.,((.: )' =o ax' =-a;- a: fJ 

=> (.!..a~~;)'= o. 
2 ih 

A méd1a volurnétnca mtrlnseca da Eq. (8) é dada por: 

- -- - 11 11. - 11 - ---(
êlE)' _ I ( () ( 2 + 1 l)) ' (()(11,11, >)' 
0.\ 2 d.\ I 

0 ay 

(9) 

(10) 

que juntamente com :JS Eqs. (9), (I Ol c a condição de não 
deslizamento resulta cm, 

( êJE)' I ( êJ ' • ) ' - =-, -(u;+u·) -êJ.t ~ (h 
(12) 

( 

l ' )' ()(11,}1 a 11 , êJ·II, 
-~ -+v -;-;-+ -:;--.- . 

ol oy· ~· 

Na 1·ena co11rracra entre grão~. 11 , = 11 =O. Assim. na região 

convergente e divergente formada pelos grãos 
ac11 ~ + u :,fax< O lrmay (1958) comenta que na região de 

separaçào a d1vergência é suave, propondo a seguinte 
aprox1mução. 

(13) 

onde B é um fator de formu cmpfnco. Introduzindo na Eq. ( 13) a 
relação de Dupun-Forchhcimcr. u 0 = ~(u)' , (onde u0 é a 
velocidade de Darcy) tem-se: 
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(
a 2 , ) ' _ 2811!1, _ 2B(I-IP) ~ 
-a (11, +u . ) ---,--- 1 llo . .\ · q,w <PD · 

( 14) 

A med1da que o fluido adere à parede. u, =O: 
proporcionando urna d1Mnbu1ção de 11, CUJO máximo está em 

algum lugar entre os gr:\o~. Nessa d1stnbu1çào (Fu.fay~ <O e 

iFu ./ih <O lrmay ( 1958). então, propôs que 

(
0

211, d~u, ) ' _ A(l -9)2 

~+-;-;- -- 9'0' ll n, ' a\ . fJ.. • . ' 
( 15) 

onde A é um f:nor de forma cmpínco dependente da forma dos 
grãos ma~ não da poro~1dade ou do diâmetro. Introduzindo as 
Eqs. (14) e (15) na ( 12), 

(CJE)' = _ 8(1 -1/1) 
11

, _.!_ CJu11, -v A(l -~) 1 

11 dX 1/! ' D /1, <P 01 ~3D' IJ,• 
( 16) 

definindo J =-"V E c ream.lnJando a Eq. (16). 

(J )' _ A,u(l -~): /Jp(l - 1/1) 1 p àuv, 
p ' - ' ' IIII + 1 III) +---~· tP o· . t/1 D ' tP ot 

(17) 

Para escoamentos cm regime pennanente a Eq. ( 17) 

rcprcscnla a equação de Forchhe1rncr ( K = ~' D' / A(l - 1/!l' e 

c,= 8/A 'flô'/') c paro números de Reynolds baixos a lei de 

Darcy. Com A = 150. 8 = 1.75 c cm rcg1mc permanente a Eq. 
( 17) é conhec1da como equação de Ergun. 

Este tipo de de!tenvolv1mento sugere que o termo mtroduz1do 
por Forchhe1mer na le1 de Darcy é dcv1do às forç~ mcrciais 
convecuvas m1croscóp1cas do e~coamento. 

MEDIA VIA TEOREMA DA MÉDIA VOLUMÉTRICA 
.kQÇAJ.. 

As equaçõc~ de conservação macroscópicas num me1o poroso 
podem ser obudns por médias volumétricas das equações de 
conservação mtcroscópicas, cm relação a um volume elementar 
rcprcscntauvo do meio poroso. t.V (Bcar, 1972). 

Urna determinada propriedade, tp , assoc1ada ao flUido tem a 
sua méd1a volumétrica intrínseca dclimda corno, 

(rp)' = t.~ J tpdV, 
I ..\\'• 

( 18) 

onde t.V, é o volume de lhudo conudo em AV . A propriedade 

rp pode, então. ser definida corno sendo a sorna de (tp)1 ma1s um 

termo relactonado ao "desvio" 'tp . 

rp = (tp)' + 'tp. 

donde ('rp) =O. 
A poros1dade ~ é defimda por, 

I J t.V, 1/1=- dV=-
t.V t.V 

,1\' 

(19) 

(20) 

Assim. a média volumétnca com rcspeuo a t.V da propriedade 
rp fica defimda como, 

( )' t.V 
(rp) • = _1_ J tpd\1 = tp 1 = ~(tp)l . 

AV I ' AV 
o ' 

(21) 



Nestes processos de média três comprimentos característicos 
devem ser definidos (Whitaker, 1969): I ) o comprimento 
microscópico característico, d, que representa a distância sobre a 
qual verilic:1-se significantes variações na velocidade 
microscóptca do fluido, u ; 2) comprimento macroscóptco 
característico, L, sobre o qual verifica-se significantes variações 
na velocidade macroscópica do fluido. (u)' ; 3) e o comprimento 
característico. /, relacionado com o volume elementar 
representativo, .1 V . 

A princípio assumi-se que I deve ser muito maior que d 
( d «I) e que (rp) 1 = ((rp) 1 )' ; Whitaker ( 1969) mostra que para 

(rp)1' =((rp)1)1 énecessánoque I«L. 
Na denvação das equações macroscópicas é necessário que se 

conheça a relação entre a média volumétrica das derivadas e a 
derivada das médias volumétricas. Tais relações foram 
desenvolvida.~ por Slattery ( 1967), Whitaker ( 1969), Gray e Lee 
(1977) e outros. sendo atualmeme denominadas de teorema da 
médta volumétrica local e definidas por: 

(V rp) 
1 = v[-1 J rpdv] +-

1 J nq>dS. 
6V 11v, 6V .;, 

(22) 

(V ·cp)' = V ·[-
1 

fcpdV]+-
1 

J o · cpdS 
6V .w, 6V .;, 

(23) 

e (af/J)1 =l.[_l J qJdV]--1 J n·(u , ({J)dS. ar ar 6V 6V' 
AV, "' 

(24) 

A única restrição imposta ao desenvolvimento das equações 
acima é a independência de ôV em relação ao tempo e ao 
espaço. Através da Eq. (21) as Eqs. (22). (23) e (24) podem ser 
reescritas para: 

e 

('Vrp)' = 'V((/I(rp)')+-1-J nrpdS, 
6V A, 

('Y·cp)1 =V·(tf!(cp)')+-1-Jo ·cpdS 
6V A, 

(arp)' =l.(<P(rp)')--1 J n ·(u rp)dS 
d/ di óV .... I • 

(25) 

(26) 

(27) 

onde A, e u, representam respectivamente a área e a velocidade 

da interface da fasefe n é o vetor unitário normal à A.. No caso 

de escoamento monofásico a fase fé o próprio fluido e u, =O 
(tem-se apenas a interface fluido/sólido). 

Equacão de Continuidade Macroscópica. Para um fluido 
compressfvel escoando num meio poroso, a equação de 
continuidade microscópica é dada por, 

ap +v. (pu)= o. 
d/ 

(28) 

aplicando-se a média volumétrica com respeito ao volume 
elementar representativo e utilizando as Eqs. (26) c (27), 
encontra-se 

a((p)'</1) +'Y·(</I(p u)')=~ J n ·(p u,)dS 
iJt Ó A, 

(29) 

- I J 6V 0 (p u)dS 
A, 
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a velocidade da interface fluido/sólido, u,, é zero e a velocidade 
microscópica do fluido u na superfície A, também é zero 
devido à condição de não deslizamento do fluido. O segundo 
termo à esquerda na Eq. (29) pode ser expandido como, 

V· (</l(pu)1
) =V [~((p) ' (u)1 + ('p 1u)1 )j. (30) 

a Eq. (29) resulta, então, cm: 

d((p)'~) +V·[~((p)'(u)' + (1p 'u)')]=O · (3 I) 

No caso de (p)'(u)1 »('p 'u)1
, ou seja, se o fluxo mássico 

carreado pelo escoamento macroscópico for muito maior que o 
!luxo mássico resultante dos ''desvios". a equação de 
conllnutdade macroscóp1ca com a relação de Dupuit
Forchhei mer, u 0 = 9(u)1 

, lica expressa por, 

o((~)'~) +'V [(p)' u
0

))= 0. 

se o meio poroso for indeformávcl, lP = ~(x, y, :) , tem-se, 

~ à(p)' +'Y ·[(p)' u
11

)]=0. ar 
Que para um fluido incompressível fica, 

V· u" =0, 

(32) 

(33) 

(34) 

sendo que neste caso a suposição (p)' (u)' >>(1p 'u)' não é 

necessária. 

Eguacão de Momentum Macroscópica. A equação de 
mornentum microscóprca para um fluido, com a densidade e a 
viscosidade constantes, escoando num meio poroso é expressa 
pela equação de Navier-Stokes, 

p[~~ +V· (uu)] = -'Vp + ,uV 2u + pg . (35) 

Aplicando-se a médio volumétrica com respeito ao volume 
elementar representativo c utilizando as Eqs. (25), (26) c (27) 
têm-se para cada termo da equação acima, 

(au). ::l.(~(u)')--1-J n · (u 1u )dS. ar di 6V A 

(V · (uu ))1 =V · (~(uu) 1 )+-1- J n · (uu)dS, 
6V 

A, 

('Vp)l' ='V(I!I(p)')+ 61V JnpdS , 

(V· Vu)' =V· (Vu)l' + 
6

1V J n · (Vu)dS 
A, 

=V
1

(1!1(u)')+V{ 6
1
V JnudS] 

+ 
6

1
V J n ·('Yu)dS, 

A, 

(pg)• =l!lpg. 

Sabendo-se que u =O na superfície A, e que u, =O. a equação 
de momentum macroscópica fica expressa por 



p[ ~ (4)(u)') +V (4)(uu)' >] = -V(~(p}') 
(36a) 

+ JN2<~(u}')+ ~pg + R . 

onde 

R =_!!_ f n (Vu)dS --
1
- f n pdS 

6V ~ 6V A 

(36b) 

representa a força total de arra~to por umdade de volume ("força 
de campo''. llsu c Chcng, 1990) devida à presença de p3ttículas 
sólidas. sendo composta pelo arrasto v1sco~o c pelo arrasto de 
forma (ou pressão). O segundo termo à esquerda na Eq. (36a) 
pode !>er expandido como, 

V · (~(uu}') =-V [4)((u}' (u}' +(' u 'u}' )] . (37) 

Na Eq. (37) o termo V (4)(' u ' u}') representa a dispersão 

hidrodinâmica que é de ordem !>upcnor se comparada ao 
V·(é(u)'(u)') (l lsu c Chcng, 1990) podendo. assim, ser 

desprezada. A equação de momentum macroscópica lica. então: 

p[~ (/P(u)')+ V (~(u)'(u)')] = -V(4)( p)') 
ui (38) 

+ ,uV2 (@(u)') +~pg + R, 

que com a rclaçlio de Dupu11-Forchhe1mer, u 0 =é(u)'. resulta 
finalmente cm. 

(39) 

Em mc10!> poro~os o trans1entc na veloc1dadc normalmente 
dcca1 rapidamente (Whnakcr. 1969: Bear, 1972: N1eld c Bcjan. 
1992). d1fic1lmente excedendo a I segundo. Desta forma, este 
termo é dcsprctado na equaçi'lo de momentum macroscóp1ca para 
a maiona dos casos práucos (Whnakcr 1969: Bear, 1972: Vafcu e 
Tien. 1981; Vafai c Thly:lgamJtl, 1987; Vafa1 e Kim, 1990a: 
Vafai c Kim, 1990h, N1eld c BcJan, 1992). 

O segundo termo à esquerda na Eq. (39) representa a força 
inerciai convcctivu macroscópica que normalmente é desprezível 
se comparado com os termos à dirclla da cquoção. Este termo é 
respons:1vel pelo "crescimento" da comnda limite hidrodmãmica 
que ocorre cm compn mcnto~ na ordem de grandeza de 
Kttc/v (onde uc é o velocidade de Darcy não penurbada; Vafai 

e Tien, 1981 ), cujo valor é pequeno na m::uoria das situações 
pr:lllcas. 

O termo de Bnnl..man, JtV!u 11 • é respons:lvel pelo perfil da 
camada Imute sendo qua~c sempre de~prelivcl a não ser nas 
regiões de interfaces (me10 poroso/parede impermeável, meios 
porosos distintos e me1o poroso/flu1do hvre). A espessura da 
camada hmllc h1drodmâm1ca é do ordem de grandeza de 
(K/9)1/1 (Vafai e Tien. 1981) ~cndo este valor muito pequeno 

(lO' m) na mruona dos casos prá11cos. Dev1do ao fato da camada 
Imute h1drodmârruca estar confinada a uma espessura fina. a sua 
observação cxpcnmcntal é complicada. por esta razão as 
informações expcnmenta1s tem \Ido primeiramente limitadas a 
efeitos globms como perda de carga e vazão, onde, na maioria 
dos casos, o efeito da camada hrrutc h1drodinilrruca é desprezível. 
Na transferência de calor. entretanto, o efeito da camada lirrlite 
hidrodmãmica é fundamental, pnnc1palmente quando a camada 
lirrlite térmica é menor que n h1drodmânllca. 

Baseados nos coment:lnos acima podemos concluir que a 
equação de momcntum macroscópica que descreve experimentos 
clássicos como os de Darcy (1856). Forchheimcr ( 190 I), Ward 
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(1964), etc.lica resumida a. 

V(~(p)') = ~pg + R . 

que para pequenol> grad1cntcs de ,P • 

V(p)' =pg+..!.. R 
~ 

(40) 

(41) 

Por outro lado. o modelo e~tcndido Darcy-Forchhe1mcr para 
me1o~ porosos homogéneos c ISOtrópicos proposto por Ward 
(1964), pode ser escri to na forma: 

V(p) 1 = pg- ~ U 11 

c, plu 1,1 u,, 
.fi 

(42) 

Para ba1xo~ números de Reynolds o arrasto viscoso c o de 
forma são da mesma ordem de grandeza c proporcionais à 
viscosidade e à velocidade, para altos números de Reynolds o 
arrasto viscoso é del>prczrvcl perante o de forma, que nesta 
condição é predominantemente proporcional à densidade e ao 
quadrado da vcloc1dodc. Ass1m, a força total de arrasto por 
unidade de volume, R (Eq. 36b). pode ser expressa, através da 
comparação entre as Eqs. (41) c (42), por: 

(43) 

onde K é a pcrmcnb1hdadc do me10 poro~o c c,.. é o coeficiente 
de Forchhc1mer 

Substitumdo a cxprcsl.ão para R na Eq (39) a equação de 
momentum macroscópica lica finalmente expressa por: 

p[ 0~; +V < u ';">]--V<Ç>(p}'>+.uV~u ,, 

+ ~pg -[ 1 u,, + c,Çjj u, J (44) 

O desenvol\ 1mcnto acnna sugere que o termo de Forchhc1mcr 
provém de efeitos de arrasto de forma, contrapondo o 
desenvolvnnento de lrmoy que sugere yue o termo de 
Forchhcimcr provém das forças inerciais convectivas 
microscópicas. 

CREEP/NG FLOW SOBRE UMA ESFERA C LEI DE STOKES> 

No cree1Ji11g floiV a dcrí v ada mmenal Du/ Dt é desprezada 

na equação de momcntum dcv1do à condição de regime 
permanente e bmxas vcloc1dodes. Desta forma, o campo de 
pre~são ao redor do esfera não pode ~cr função das forças 
inercia1s convccuvas, sendo expresso por (Bird et ai.. 1960): 

3 .U "- ( R )~ p(r,8)=p0 -pgrcos8- 2R 7 cos8. (45) 

onde p., é a pre~são no plano 8 = rr/2 longe da esfera, u_ é a 

veloc1dade de corrente h\Tc com d1rcção oposLa à de g , R é o 

raio da esfera. 8 é o ângulo polar medido a panir da d1reção de 
" - e r é o 1'310 med1d0 a p3tt1r do centro da esfera (r~ R ). 

A Integração da Eq (-t5) sobre a superfTcie da esfera produz a 
força de empuxo c o arrasto de forma. O arrasto v1scoso é obudo 
integrando-se as tensões viscosas sobre a mesma superfície, 
sendo o arrasto de form:l c o viscoso dados respecLivamente por: 

F~ = 2n,u Ru •• (46) 



F11 =4npRu_ . (47) 

Assim, no caso de creeping flow, o arrasto de forma é devido 
apenas à existência de vt~eo~idade no fluido tendo da mesma 
ordem de grandeza do an·aMo vtscoso. A força total de arrasto 
(não constderando o cmpuxo) fica. Fr + F~ = 6nJ1Ru. 

No caso de altas veloctdades (ainda escoamento lamtnar) as 
forças inercirus convecuvas não podem ser desprezadas, fazendo 
com que o campo de pressão. ao redor da esfera, também seJa 
função dessas forças. Deste modo. o arrasto de forma sem 
composto por um termo devido à presença de viscostdade no 
Ouido e de um termo devtdo às forças inerciais convcctivas que 
são proporcionais a dcns1dade e ao quadrado da velocidade. 

ORIGEM DO TERMO DE FORCHHEIMER 

As diferentes tnterpretações dadas ao termo de Forchheimer. 
nos d01s desenvolvtmcntos apresentados, são dcvtdo aos 
compnmeotos de escala utth.rodos em cada médta volumétnca e 
aos modelos de meto poroso utilizados. 

A médta volumétnca de lrmay é aplicada analt~Jndo-l>e 
nucroscopicamentc o escoamento dentro do poro, sendo 
importante o modelo de meto poroso utilizado. Já o processo de 
média volumétrica apresentado por Slunery ( 1967) c Whituker 
( 1969), tem como restrição que o comprimento caracterfstico do 
volume elementar representativo (sobre o qual aphca-sc a médta) 
deve ser muito m::uor que o comprimento caracterfsttco do poro. 
caso contrária não se verifica (q>)' = ((q>)')' . 

Por exemplo. aplicando-se a Eq. (39) no modelo de meto 
poroso homogéneo c tsotróp1co de lrmay. Ftgura I. para um 
escoamento cm regtmc permanente, completamente desenvolvtdo 
(do ponto de vista macro~cóptco). umduncns10nal na d1rcção X c 
não considerando o~ efcttos de fronteira (estes tnOucnciam 
apenas a camada limnc que não é pertmente na análise cm 
questão) a Eq. (39) fica resum1da a, 

()( )' I _P_=-n R = 
àx ~ ' 

in, [:v Jn (Vu)dS- 6
1
V I n pdSJ 

(48) 

onde n , é o vetor unu:ino na direção de .t • Na Eq (48) os 
termal> dentro da~ mtegr.lt!. representam grandclas m1croscóptcas 
e portanto devem ser analisadas do ponto de VISta microscóptco. 
Se do ponto de v1sta macroscópico o el>coamento pode ser 
considerado untdimcnsional e desenvolvido, do ponto de vtsta 
microscópico não (abordagem de l rmay). 

A primeira integral na Eq. (48) representa o arra\tO vtsco~o c 
a segunda o arrasto de forma. ambos internos ao volume 
elementar represcnlat tvo. Para baixas velocidade~ 1mcroscóptca~ 
(let de Stokes) a pressão microscóptca, p • não é função das 
forças mercirus convccuvas m1croscóp1cas. fazendo com que o 
arrasto de forma SeJa devtdo apenas à existência de vtsco~tdade 
no flutdo e tendo a me~ ma ordem de grandca do arrasto VISCoso. 
Neste caso a força total de arrasto por unidade de volume é 
função da viscostd:tdc c da veloctdade. podendo ser expressa por: 

R = -1 u 1, , para baixas vcloctdades microscópicas. ( 49) 

Em altas veloctdadcs microscópicas a pressão mtcroscópica 
passa a ser função das força~ tnerciais convecuvas microscóptcas 
e das forças v1scosas 1111Croscópicas, fazendo com que o arrasto 
de forma seja função dessa~ dua~ grandezas. Deste modo. a força 
total de arrasto por untdade de volume é formada por um termo 
proporciOnal a vtscostdade e a velocidade e por um termo 
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proporcional a densidade e ao quadrado da velocu.lade, podendo 
ser expressa como: 

R --[ ~~~ . Cr!Pplu nl Un] - - Un + . 
K .JK (50) 

lmroduzindo a Eq. <50) na (48) e fazendo K = 9 'D~ / A(l -9)1 e 

c r = B/ A v:~ W rccupera-!.e a equação de lrmay (Eq. 17 para 

regime permanente). 
Assim, as interpretações dadas para a ongem do termo de 

Forchheimer pelos dots llpos de desenvolvimento estão corretas, 
sendo a de lrmay uma interpretação microscópico c a obtida vta 
teorema da média volumétrica local uma interpretação 
macroscópico. 

CONCLUSÕES 

Este trabalho apresentou dois procedimentos de médta 
volumétrica da equação de Nav1er-Stoke~ que levam a 
tnterpretações dtsltntas a respeito do escoamento cm metos 
porosos. O pnmeiro. desenvolvimento de Irmay, sugere que o 
termo de Forchheuner provém das forças mcrctais convecuvas 
nucroscópicas. O segundo, média via teorema da médta 
volumétrica local, sugere que o termo de Forchheimer provém do 
arrasto de forma no volume elementar representativo. Através 
dessas duas análises e da lei de Stokes o trabalho conclui que 
ambas as Interpretações C\tão corretas. sendo que a interpretação 
de lrmay é do ponto de vtsta mtcroscópico e a obttda vta teorema 
da méd1a volumétnca local é do ponto de vtsta macroscópiCO 
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SUMMARY 

This paper presents two ways of obtaining a transport 
cquation for Oow in porous media. The first is via Lrmay's 
development which shows lhat the Forchheimer term is due to 
microscopíc inertia effects. The second approach makcs use of 
the local volume averaging lheorem. ln this case, lhe 
Forchheimer tcrm is shown to be related to the fonn drag in lhe 
rcprcsentative elementary volume. 
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RESUMO 

Este trabalho apresenta o resultado numérico da e/llropia gerada (irre1•ersibilidade) em um t'5coamemo 

radial entre dois discos paralelos alimentados axialmente. O fluido (ar) possui 11111 comportamemo Newtoniano. 

O escoamento é incompressfvel, laminar e isorérmico. As equações de conserl•ação são resol11idas pelo método 

dos volumes finitos. É mostrado como a entropia gerada. devido aos efeitos viscosos. é afetada pelo escoamenro 

do fluido. 

INTRODUCÃO 

A taxa de entropia gerada tem sadll ullhtada como um 

parãmetro para avaliação das irrcver~abahd••dcs relaciOnada~ à 

Transferência de Calor, à fncção e a outros fenômenos 

presentes nos Sistemas Térmicos, BeJan ( 1982) Em máquinas 

como turbinas, bombas c compressores. a potência perdada 

devida às irreversibilidades é proporcional ~ taxa de geração de 

entropia. 

Na solução de problemas de Danflmica dos Fluados. os 

campos de velocidade c de temperatura (no caso de problemas 

não i:.otérmicos) são dctcnninados. Assim, com um pequeno 

esforço adicional, pode-se calcular a taxn de gcrnção de entropw c 

determinar sua dependência em relação aos valores locais do 

campo de velocidade (efeitos viscosos) c de temperatura (efeitos 

térm1cos). O campo de geração de cntropaa permite a obtenção de 

anforrnações úteis para os proJctistas de modo a alcançarem um 

melhor entendimento dos fenómenos Hsacos relac1onados ao 

problema, possabihtando a adoção de mcdadas que vJscm 

melhorar a produtl\'ldade dos processos cn,oh a dos. Scaubba 

(1997). 

A panar da d~cada de 80. o mteressc pelo escoamento 

radial enlre doas discos concêntricos c paralelos foa motivado por 

suas inúmeras apl icações tecnológacas. Em panacular. o estudo de 

difuso~ radaais alimentados axaalmente tem ~•do uullzado como 

um modelo para a anáhse de problema~ fhaco~ como o 

comportamento do escoamento através das vál,ula~ do upo 

palheta cxastcntes cm compressorelt de de~locamcnto alternativos 

herméticos, Alves et a/. (1997), Dcschamp~ er af ( 1987 c 1996), 

Ferreira er a/. ( 1987). entre outros. o prOJeto de unpactadores 

inerciais. Marple et a/. (1974) e. de mancaalt de escora 

aerostáticos, Freitas & Prata ( 1998). 

Neste upo de gcomctna, o escoamento é alimentado 

através de um oriffcao existente no centro de um dos discos. 

Figura I. Esta geometria mats simples ~ utilizado tonto nas 

simulações numéricas quanto nos trabalhos expcnmentaas já que 

as principais características do escoamento através de uma 

válvula também estão presentes no caso escolhado, Ferrearo er ai. 

(1990). 

No presente trab:~lho. foi venficada a geração de 

cntropaa no escoamento em dafusorcs radaaas alimentados 

axialmente devida somente aos cfcatos nscoso~. uma ve7 que 

apenas o caso isotémuco foa tratado aqu1. O objellvo foi realizar 

uma análise das regiões críticas onde a d•~~• pação de energia 

disponível é acentuada. 
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Figura I - Geometna do problema (fora de escola). 

EQUACIONAMENTO 

O escoamento é considerado incompressfvcl, laminar, 

ISOtérmico c em regime permanente. O flu1do é caracterizado pelo 

número de Reynolds baseado no d1âmetro do onfício de 

ahmentaçno. Dadas as caracterfsticas geométricas do domrnio 

físico é considerada a simetria angular. Com 1sto o problema 

passa a ser tratado como bidimens1onal e somente metade do 

domínio plano será considerado. As equações de conservação que 

para a solução do problema h1drodinâm1c0 do d1fusor radial 

alimentado axialmente que descrevem o problema são: 

continuidade e quantidade de movimento nas direções radial e 

axial. 

conunu•dade: 

a ' a - [u]+ --(rv)=O ax r dr 
(I) 
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conservação da quanudade de mov1mcnto na dircção rad1al 

(2) 

conservação da quanudade de mov1mento na d1reção ax1al. 

(3) 

onde x é a coordenada ax1al, r é a coordenada rad1al, u é a 

componente de velocidade na direção axial, v é a componente de 

velocidade na direção rad1al, pé a ma~sa específica do fluido, P é 

a pressão e 1.1 é a VIScosidade dmâm1ca do flUJdo. 

Conhecendo-se o campo de velocidades, para um 

problema isotérmiCO, pode-se determmar o campo de geração de 

entropia devido aos efeitos v1scosos. A taxa de entropia gerada 

associada ao transporte de momemwn por unidade de volume. s, , 
pode ser escnta como, BeJan ( 1982): 

S~: = J.lifJ 

T 
(4) 

sendo ~ a função de diss1pação viscosa e T a temperatura. 

Considerando a ~imetria, ~pode ser escrito como: 

~ = 2[r~)2 + ~ + r~)2] + r~ + ~)2 
dr r2 ax ar ax 

(5) 

-~[I ~ (r v) + a u ]2 
3 r dr ax 

A função de diss1paç1io v1scosa é posillva e representa 

uma fonte de energ1a interna devido ao trabalho de deformação 

sobre o fluido. Este trabalho é extrrudo dos agentes mecâmcos 

que causam o movimento c é convenido cm energia intemn ou 

calor 



As cond1çôes de conto mo para o problema são: 

-condição de não deslizamento nas paredes 

sólidas ( u=v=O ); 

11- para o eixo de Simetria ax1al. r=O, v=àu/i)r=O; 

ti i- condição de entrada no orifício de 

alimentação: velocidade média constante; 

iv-na scção de safda do d1fusor radial. pressão 

atmosférica. 

SOLUCÃO NUMÉRICA 

A metodologia empregada na ~olução das equações 

diferenciais obtidas, após a discretiza.ção das me~mas. é a dos 

volumes finito~. Patankar ( 1980). A soluç!lo das equações é 

obt1da utilizando o cód1go computacional FLUENT versão 4.4.1. 

Fluem (1996). A simulação numérica foi realizada em 

estações grtílicas de trabalho IBM modelo RISC6000. 

O pnme1ro passo paro se obter a solução numénca é 

mapear o domfnio ffsico do problema gerando-se uma malha c 

obtendo-se um volume de controle ao redor de cada ponto nodal. 

As equações algébricas são então obudas a partir das equações 

diferenciais. assumindo-se um perfil de variação das variáveis 

entre os pontos nodais de modo a se obter o nuxo das 

propnedades através das faces do elemento de volume. a variação 

temporal das propriedades c o termo fonte para cada elemento de 

volume. Neste trabalho o perlil escolhido foi cm forma de degrau, 

stepwise. 

A dJreção radial é a ma1s crftica para a obtenção de uma 

soluçt\o numénca precisa para o caso de um escoamento 

envolvendo as d1rcções radial e axial. D1vcrsos testes foram 

reahzados para a escolha da malha adequada onde ficou 

constatado que duas condições principais deveriam ser 

consideradas conjuntamente: uma concentração de pontos cm 

rcg1õcs de fone~ gradientes e uma distnbuição de vanação de 

volumes inferiores a 20% emre elementos consecutivos. Malhas 

que apresentavam fones vanaçõcs cm seus métricos. 

especialmente no Jacobiano. apresentavam erros de s1mulação 

levando a valores não realfsticos de pressão nas reg1õcs de 

separação (pressão adversa). 

As equações d1fcrenciais onundas dos pnncfp1os de 

conservação são então integradas ao redor de cada volume de 

cont role de modo a se obter as equações algébricas para as 

vanáveis dependentes nos pontos nodais em função dos valores 

desta~ mesmas vanáveis nos pontos vizinhos. E~te ~istcma deverá 

ser desacoplndo de modo que o conjunto de cquaçõc~ possa ser 

rcsolv1do utilizando algum dos processos iterativo~ conhecidos. 

Para o cálculo das denvadas do e~coamento ou 

imerpolaçõe~ entre pontos noda1s da malha utili7ou-se um 

esquema Upwind de segunda ordem. Este e~qucma de 

tnterpolação não é tão eMávcl e nem tiio ráp1do quanto o 

tradicional power-law, Patankar (1980), para problema~ com o 

mesmo tamanho de m:llha. A vantagem é que o e~qucma de 

mterpolação Upwind requer malhas ma1s grosse1ras que o 

esquema de interpolação poll'er-law para uma me~ma precisão 

desejada. 

O conjunto de equações algébricas obudas é resolvido 

por um esquema Hcrauvo scm1-implícno CSIMPLEC) a pan1r de 

uma condição inic1al e condtçõcs de contorno unpostu~. até que 

após um determmado número de Iterações a convergência para 

uma solução. que sausfaça as equações do problema, seJa 

alcançada. 

O processamento é interrompidO quando o l>Omatório 

do resíduo norrnahzado de todas as equações do problema atinge 

um valor abaixo do parfimctro de tolerância e>peciticnuo. NaJo 

s1mulaç~ deste trabalho u'ou-se o hllor I O~. 

Um outro critério uuhzndo fo1 venficar ao final do 

processo Iterativo se ocorre uma conservação de m::tssa no 

problema, IStO é. para problemas incomprCS\ÍVCIS O 0UXO másSICO 

que entra no d1fusor deve ser igual ao fluxo máss1co que de1xa o 

difusor. 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Conhecendo-se o campo de vcloctdades, para um 

problema isotérmico, pode-se detcmunar o campo de entropia 

gerada com o auxílio das equações (-I c 5). 

Uma prime1ra anáhse é de modo a conhecer-se a 

magni tude do campo. É escolhido o caso no qual li/D=0.048; 

número de Reynolds 1127 (velocidade média de alimentação 

3,8m/s); 1J=I,98xl0·~ kglm~~ p=l.l8 kg!m'; D=5mm~ L=l.5mm e 

Dp=8,5mm. A malha adotadn, não uniforn1c foi 26x47 (número 

de pontos na d1reção axial c radial respectivamente). A F1gura 2 

apresenta o resultado encontrado para o campo de cntrop1n gerada 

devido aos efeitos viscosos. sendo representado numa escala 

logarfunica. EM:l figura mostra que a reg1ão crfuca para o 

problema em estudo é aquela junto à palheta. logo após a 

deflexão do J:lto. onde encontra-se um \'ale de pressão. 
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Figura 2 Campo de cntrop1a gerada (em escala logarítmica) e 

em detalhe o perf1l da entrop1a gerada no difusor e a 

raJão emrc o seu valor na palheta e no assento. 

Na F1gura 2 moMrada acima. para a entropm gerada no difusor. 

encontra-se representada um detalhe de seu; perfis, cm escala 

logarítmica, para a rcg1llo do d1fusor c o valor da razão entre o 

logaritmo da entrop1a geratla na palheta c no assemo para cada 

perfil rcpresent,ldo. Analisando a equação (5). verifica-se que 

para a região do difusor. nu palheta c no assemo. somente os 

termos iJv/()x e ()uf()x n11o süo nulos. Na Tubelu I (ver o final do 

trabalho) são apresentados o~ valores para este~ dois termos para 

alguns pontos no longo da~ paredes do difusor. Com o auxílto 

desta tabela vê-se que é o termo CJv/(Jx quem domma a geração de 

emropan JUmo às paredes. Excctuando os primetros pontos na 

entrada do d1fusor. o termo iJv/CJx também domina a entropia 

gerada na região central do d1fusor. 

Na F1gura 3 pode ser observado a vanação da entropta 

gerada na palheta c no assemo ao longo do d1fusor radial. O 

poslctonamento dos máximos do campo de geração de entropia Já 

era esperado po1s é nestas reg1ões que o escoamento tem os 

maJOres gradiente de veloc1tladc c a estes gradientes se associam 

as quedas de prc%ào que chegam a aungir valores negativos 

(vales de pressão), Ferreira et a/. ( 1987). 
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Figura 3- Variação da entropia gerada, em escala logarítmica. 

ao longo do difultor. no palheta c no assemo. 

Um outro resultado que pode ser extraído da Figuro 3 

está relacionado à diferença do comportamento da entropia 

gerada na palheta c no assento. Na palheta o valor é micialmente 

elevado e este deca1 contmuamentc ao se aprox1mar da saída do 

d1fusor (h~ um aumento de área c redução na intensidade da 

velocidade bem como de ~ua variação na dircção ax1al). Para o 

assento. JUnto à quma. o valor da emrop1a gerada é maJS ba1xo 

que na palheta. Junto ao assento há uma bolha de recirculação 

(valor do mímmo de entrop1a gerada para o assento). A bolha de 

rccirculação, dependendo do caso, pode d1mmuir sua espessura 

ao longo do d1lusor, caso ex1sta até a scção de saída como neste 

caso estudado. ou mesmo. desaparecer antes de ating1r a safda do 

difusor. Convém ressaltar que deve-se ter cu1dados ad1ciona1s cm 

relação à malha sclcc1onadu para a solução do problema. Para 

este caso estudado. verificou-se que na entrada do difusor radial. 

junto ao assento. tem-se dois pontos de malha na direção aXJal 

dentro da bolha de rcc1rculação (vide ponto 5 do assento na 

Tabela I). Já para a região 11 JUsante do d1fusor há somente um 

ponto de malha para a d1rcção ax1al dentro da região de 

rec1rculação. FcN.e um estudo do cálculo das derivadas do 

campo de veloc1dadcs u11h1ando-5e uma aproximações de 

prime1ra c de segunda ordem para esta região. Pode ser 

constatado que qualuauvamcnte o campo de entropia gerada 

possw o mesmo comportamento para cálculos rcaliz<~dos com as 

duas aproJomaçõcs. 



CONCLUSÃO 

O conhecimento do campo de entropia gerada é uma 

importante ferramenta que possibilita a melhora da performance 

de equipamentos. A eficiência destes equipamentos está baseada 

em parâmetros que fornecem uma estimativa do valor total das 

perdas que provêm das contribuições individuais das diversas 

perdas localizadas. Deste modo, com o campo de geração de 

entropia. os projeústas possuem uma ferramenta a mais que 

possibilita a visualização c a localização das regiões de perdas 

mais acentuadas. Conhecidas estas regiões, a geometria pode 

então ser modificada, possibilitando a determinação de um novo 

campo de entropia gerada. O processo se repete até que as perdas 

sejam consideradas satisfatórias. 

Pode ser constatado que a entropia gerada no difusor. 

devida aos efeitos viscosos, depende fortemente de um único 

termo (CJvl'dx - variação axial do componente de velocidade 

radial) Isto permite uma análise simplificada da dissipação 

v1scosa na regiiio do difusor para problemas semelhantes, desde 

que seja conhecido o perfil de velocidades no difusor. 
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SUMMARY 

This pape1 reports a 1111merical result of some aspects of 

the t'lllropy .~merat1on (trre,·erslbiliry) of tlrt axia/ly fed radial 

flow bt>twl!l!ll [XIra/lei disks. The j1111d (ai r) is assumt>d to ha~·e a 

Newtonian behm·iour. The jlow is incompressible, laminar and 

isothermal. The gow•rmng equations are solved by jinite \'Oiwnt 

methodology. lt IS slro11n how tht entropy produced by the 

viscous dtSSipauon IS affecttd by the fluid jlow. 

Tabela 1 - Análise dos termos da equação (5). 

Local Posição Distância é)v/é)x autax Log da entropia 

Figura 3 radial [mm] [s'') [s' 'J gerada [J/m3sK] 

palheta ponto 1 2,52 -3,7xJ0
6 

-8,7xJ0
3 5,93 

palheta ponto 3 2,59 
-3,3x10 

6 
-5,4xl0

4 5,83 

palheta ponto 5 2,68 .6 
-l,7x10 

,4 
-3,7x l0 5,26 

palheta ponto 7 2,80 ,5 
-6.8x10 

.3 
-1,6xl0 

4,45 

palheta ponto 9 2,96 ,5 
-4,6x10 5,2xlOJ 4,13 

assento ponto I 2,52 ,6 
- l ,5xl0 

.5 
3,6xl0 

3,55 

assento ponto 3 2,59 .6 
l ,OxJO -7,3xi0

4 4,55 

assento ponto 5 2,68 ,<1 
1,3xl0 

,4 
-1,3x10 1,02 

assento ponto 7 2,80 .5 
-3,0xJO .3 l , lxlO 

3,46 

assento ponto 9 2,96 .5 
-3,1xl0 l ,Sxt0

3 3,51 
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SUMMARY 

The objective of the present study was to evalttate the effects of ai r injeclion 0 11 the intensit)' of noise due to 
cavitation. To tllis end, rests were conducred in CESP's (Companhia Energética de São Paulo) Hydro Plalll, located 
in Ilha Solteira, São Paulo, using acoustic sensors. The acoustic signa/s were recorded for different operation 
regimes, with and witlrout ai r injection. These signals were analyzed by FFT and Neuralnetwork. The investigarions 
to find ow the correlation between air-injection atld noise emission of cavitation were reported here for a vertical 
Francis-type hydraulic wrbomachine. 

INTRQDUCTION CA VJT ATION lN FRANCIS HYDROTURBINE 

PUC 
RIO 

The cavitation consists of a rapid vaporization and 
condensation of a liquid system, due to pressurc reduction caused 
by dynamic fluid Oow. The cffccts of cavitation in hydraulic 
systems are characterized by vibrations, erosions. pressure 
nuctuations. damage and loss of efticiency. The operation of 
hydroturbine under cavitation regime is very common in most of 
Brazilian hydroturbines (Ilha Solteira, ltaipu, Balbina etc ... ), and 
the costs of maintenance, associated with the recovering of eroded 
area and the pcrformance breakdown are very high. ln Ilha 
Solteira plant( a 3.23 GW plant in south east of Brazil), for 
instance, there is always one out of twenty hydromachine m 
recupcration, and it normally lasts for three or four months. This 
time can be reduccd drastically by a real time cavitation 
monitoring system. Generally, the design of a hydroturbine does 
not takc imo accoum opcralion in thc cavitation zones. 

The operation of a hydromachine can be characterizcd by its 
operauon Diagram. which can be build up by lhe results of tcsts 
obtaincd by the rcduccd modcl, and rclated to some imponant operating 
pararneters, such as: ( hydraulic yield. distributor opcning, etc .. ). The 
limits of cavitation are normally supplied by lhe manufacture, and as 
shown in Figure I, theses limits are givcn by lhe curves expressed in lhe 
topographic operation diagram ('f' - q>, coordinates) of lhe machine. 

The cavitation occur.s due to lhe operalional problems, induced 
by momcntancous unfavorablc conditions relatcd to the watcr 
levei and the high demand of power production, lherefore lhe 
equipmcnt is forccd to operate out of its operation point. The 
cavitation effects are visible, audible and measurable. A recently 
developed cavitalion dctection meLhodology bascd on acoustic 
emission sensors by the sarne group (Shih et aJ.,l997), with a 
proper lreatments of Lhe acou.slic signals. and well chosen 
frequency band, a specific components of cavitation can be 
isolated. Because of the complex cavitation phenomenon, the use 
of artificial imelligence based on neural network lo quantify them 
was vcry helpful. Some melhodology was proposcd to train the 
neural network utilizing the acoustic signals caprured from a 
hydroturbinc in operation. 

For some unfavorable operational cooditions, the 
manufacturers of turbines recommends lhe use of air injcclion m 
order to rcduce bolh cavitation and rolled-up vortex. l11is 
methodology is oftcn used in most of Brazilian hydroturblnc and 
an addltional cost of air inJection, related mainly LO rhe 
maintcnance of the use of lhe air injection and its effective 
rcduction of Lhe cavitation is an operational question made by the 
electrical production companies. ln this work the ai r injection is 
analyzed in order to verify the reduction of the cavitaLion 
mcasured by the acoustic levei in hydroturbine. 

'i' l't' o Blade lnlet CaV!tabon 

t.o l··t I : I o::: 

l Partia] Load 

where: 

1.0 

Figure 1 - Non-dimcnsional 'V - q> Diagram 

\f'=~ 
<iR-2 

<PI~ 

(I) 

with 'JI lhe machine's prcssurc cocfficient,w is thc rotation spced, 

R the radius andE the spccific energy defined as: 

E= pgtJJI (2) 

Where p is Lhe density of water; g the local graviry and tJH lhe 

difference of water levei between thc rc~ervoir and the sucrion 

tube. The flow rate coefficients is defined as: 

Q 
q> = ;rwR -.f (3) 
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whcre Lhe Q 1s Lhe machmc flowrate . 

ACCOUSTIC ANDCAVITATION 

The sound can be genermcd by a fluid (ex: in a watcr flow duc 
10 lhe prcssurc lluctuation in a turbulcnt now). by disturbanccs 
and by structural vibration. Thc cavitation in a turbomachinc 1:. a 
typ1cal example wherc these Lhrce kínds of propagauon happens. 
Thc first. Lhe sound IS ongmated in the fluid, produc.ng pr~:.ure 
fluctuauon due to thc implol.lon of vapor cavny. and these waves 
transmiL within the fiUJd towards to lhe machme's structures. One 
part of the waves are reflected back, and the other part is 
transmiucd through thc structurc, provoking machine's vibration. 
These structure vibrations generate pressurc fluctuation and are 
transmillcd in a form of wave in lhe a1r. 

The sound generated by a hydroturbine machine in opcrauon, 
IS composcd of random and pcnodic sounds. The random sound. 
1s generated by the turbulence of the flu1d flow. the boundary 
layer. cavitation. interaction bctween thc extreme parts of blades 
wlth lhe limit layer of carcass and the sccondary flow. And thc 
penodic sounds are duc to thc interaction of rotor with periodic 
diMurbance in the entrance, the stable load rotation in the blades, 
mteracúon of the rotor due to lhe potential field. among others. 

There are two forms of contribuuon on the cavitaúon sound. 
wnves of pressure emi11ed from the 1mplosion of cavltics and the 
tluctuation of vapor's cavl11es. The implos10n has a wide range of 
frequencies between 10 kH7 up to I MHr. while the fluctuauons 
of vapor cavities may rcach up to 10 kll1.. The separation of the 
~ound produced by cavitauon from the total spcctrum IS made by a 
filter capable of ehmmatmg the s1gnals with noise component:. 
under lO kH7 

ln general, the dJtferent phases of cavitauon (mnllll. 
devcloping and thc collap:.c) are observcd measuring Lhe sound 
leveis using a transduccr. As the intensity of measured sound and 
the levei of Lhe sound increase, with the number of implosion of 
caviue:.. and wJth the amplitude of the pressure of 1mplosJOn. thc 
levei of the sound JS a mensure dircctly related with lhe intensny 
of the cavnauon. 

Based upon the hterature 111formauon about cavitauon 111 
Francis Hydroturb111es, some pracucal points have slood ou1, 
aiming to a utililation of sensors conveniemly chosen nnd 
posn ioned : 

• The cavitauon detecuon 111 real ume JS associated to the 
opcration state of the hydroturbine, lherefore 11 is necessary 
the monnonng of vanables such a\: the flowrate, and the 
prel.sures at rotor's 111let and outlet, among others. 

• The cavitntion detect1on by acousuc sensor JS a complemented 
111formation 1n establlshing the real limits of cavnauon. 
Sensors pos1UOned on the cover of thc turbine are more 
111d1cated to detecl lhe mlct cavitation Sensors positioned on 
lhe sucuon tubc would detect easily the acousuc signal from 
caviues m thc vortex or outlet of the blade 

• Some expencnces 111 CESP's ( Companh1a Energética de São 
Paulo) Francis turbomachine have shown that the cavitation 
regimes are far from Lhe limits presentcd by lhe manufacturer, 
by monitoring with thc acoustic sensors. 

• A temperature sensor. OMEGA model 3414 was chosen to 
mensure the water tempcrature. Th1s measurement JS 
important to compensate the effects of pressure varialion of 
wa1er vapor rclated to the lemperature: 

• Power Generot1on: Data were obtruned from the s1gnal 
captured from the generator: 

• Geometric parame1ers such ns d1ameter. and rotor's rotation 
were oblained from the manufacturer. 

EXPERIMENTS 

The process of real ume cavnauon detection reqUJres the 
mformauon relatcd to the machine's opcrauon state, through the 
monilory of severa! variables such as the flowrate, tempcralure. 
prcssure at inlct and outlet of the rotor. When refemng to the 
acousuc monitory of the machine. some equipment were uloed: 

• Hydrophone: Model 8103 by B&K. wnh lhe frequency band 
between 0.1 Hz and 180 kHl. and lhe power amplificr B&K 
2635 

• Acoustic cmiSSJOn sensor. Model 8312 hy B&K; frequencics 
between 100 KHLIO I MHz, CXÍl impellance 50 n and output 
signal from 10 ).IV to I mV: and thc power amplifier B&K 
2638. 

• Oscilloscopc. HP 54600 and a interface. standard plate GP
IS. between lhe OSCIIIoscopc anda computer. 

The Hydrophone!> are piezoelectric sen~or~ lhat transform 
pressure fluctuation mto electric chorge. They are sens1hlc to 
ocoustic wavcs withll1 the fluid. Thercfore 11s mstalla1ion requ1res 
the d1rcct contact with the tluid, to enable sound wavc propagate 
to reach directly the loensor. TI1c acou~uc emission sensor can 
capture h1gh frcqucncy no1se propagated w11h111 the solíd. The 
uuhzauon of th1s typc of !>ensor come to mcct the dctecuon of the 
eros1ve phenomenon of cavitauon 

Thc signals captured need to be treated, through the 
conwuction of speclrum of the frequcncy of each signal. 
TI1crcfore software which calculates a FFT and spectrum of 
temporal signal I!> added: This analySJS of frcquency allows the 
ob~ervation of SJgnal components which were impossiblc to 
pcrceive only by analys1s of temporal s1gnal Another resource 
used 1n the study of ca' 1tauon in hydroturbmes 1s the trammg of 
parameters collected from the machme u!>ing the algorithm of 
neural network. ln fact that the physical phcnomenon a~soc1ated 
to cavitation are extremely complex, not ennbling a detcrminisuc 
dcscription of lhe effects. The data base needed for network 
training may contam many parameters. including pressurcs. 
flowrate. power generallon and lhe SJgnals obtained from lhe 
sensors mentioned bcfore. relaung m th1s way lhe Mudy of 
acoustic of ca' Jlauon applying lhe ArtJficJal lntelligence. 

NEURAL NETWORK ANALYSIS 

Kohonen leammg( Hecht-N1elsen, R .. J990) i~ one of the neural 
network method and 11 uses a self-orgamzauon traming princ1ple 
as opposed to a supcrv1:.ed training pnnc1ple. The basic 1dea JS to 
have a layer of proccssmg elements arrangmg the1r we1ght \ector 
such that these we1ght vectors are d1stributed 10 R" with a den~lly 
number approx1malely proportional to the probability den~11y 

function p accordmg to wh1ch the x input vcctors used to traio the 
layer are selccted. The proper goal of this leammg law IS thc 
construclion of a collecuon of vectors that forms a set of 
equiprobable repre!>entauvcs of a fixed probability dens11y 
functJon. 

Kohonen ncuml network is a non-supervi~cd learning method. 
the basic scheme of this mcthod has the property to modify 11self, 
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that is. lhe ne1ghbourhood neurons rcspond ~1m1lllfly by modifying 
thcir wc1ghts. The neurons of the laycr compete among 
themsclvcs to be the winner after each modificat1on This 
bchav1or tends to simulare a brmn activity. 

ln the Kohonen rnechamsm. the synapuc weights stan at off, 
that is, contaimng randomly low values. A signal X ( rcprescnting 
any mformation) i~ the input to the network wuhout specifying the 
desucd output ( non-~uperv1~cd lcaming ). Thc mput s1gnal X is 
dcscribed as: X= {X ~o X2 ..... Xn)1 e Rn 

According to an input signnl, an output neuron Y should 
rcspond beuer for thc respecuve input. and Lhis will be the ''1nner. 
that •~. whenever this input IS prescnted. the wmner woutd bc 
fircd The w1nncr ncuron Y, and their ne•ghbours ( Vy) would h ave 
Lhe1r wc1ghts adJuMcd, rcsponding to Lhe mput X bencr than 
beforc. The nctwork is considcrcd welltrained aftcr allthc sets of 
trammg have been presented LO the network. and lhe training 
cntena has bccn sausfied. After the tr:unmg. the network is 
te!>ted, wilhout funhcr altenng the we1ghL~ of neurons. 

The first step for neural network training is the selecuon of 
relevam parameters m the process of monuonng hydroturbme's 
cavuauon. The ch01ce of the~c parameters depcnds on Lhe kinds 
of data that can be collectcd from the machine. From thc tested 
turbine in Ilha solteira. the turbine·s gcometric paramctcrs and the 
power generation during the test were known through the 
generator control board. and the adcquate prcssure and llowrate 
vatucs and the acousuc signah wcre measured. This allowed us to 
build a databasc for the nctwork tra1ning. togcthcr with evaluaung 
the followmg parameters: 

The cond111on of opcrating the machmc, th•s parameter refers 
to the poss1b1llly or not of ai r mjection 10 the Oowage, these 
two possib1lities of operauon were tested dunng the 
acquisition of acoustic signals, in th1s work. lhe value of the 
1wo poss1blh!lcs have becn g!Ven wnh much more d1fference 
<O and 100) 10 check the panem clasMfication in the neural 
network. 

2. The power gencranon wns altered constantly dunng thc test 
from O to 160 MW. 

3. The prcssurc 1n Lhe spiral box varied from O 10 10 bar 
4 The flowrate was measured from lhe load loss 10 two poims 

of spiral box, wnh the conversion of d•ffercntial pressurc 
into lhe now value. 

5. The acousuc stgnals parnmeter: The analysis of lhe signals 
through Lhe construction of frequenc) ~pectrum lapphcauon 
of FFT to temporal s•gnal) atlowed the observat•on and the 
quantificatton of severa! paramctcrs that may be relatcd 
d•rectly to lhe cavitation: 

• Peak frequency~ lhe value of the frequcncy ''here thc 
s1gnal prescnts a h1gher peak of amplitude, wnhm Lhe 
band of mterest 

• Peak amplitude: the vertical coordinate correspond10g to 
thc peak frequency 

• Background amplitude. corresponds to Lhe average of 
the amplitude 111 the frcquenCles. that prescnts the lower 
peak~. through the con~truction of an envelop function 
of the ~•gnal. 

The figure 2 presents the signal obtamed from Lhe test, 
showing lhe three pllramcters mentioned above: 
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l.ci!Qoo....! "·~hto&o 

i' 

o / 
•' 100 

PultFn~ncy Froquency [Uh) 1000 

Figure 2 - Pammeters Collected from the frcqucncy signal 

Therefore. thc data base for the neural nelwork has sevcn 
parametcrs, ali related to the hydroturbtne operauon tcsts. 
Thc matrices of data uscd in the training holds seven 
informnllon for each generated s1gnnl. lf the numbcr of 
analyzed ~•gnal werc n. the gcneroted matnces would be n x 
7. 

To train the databa:,e. the techmque used of leoming is 
non-supcrvise bascd on the Kohoncn network. Smce the kmd 
of data avn•lable is simply the inputs of the net, as the output 
is not known, the net tends to orgam7e the resull\ according 

~ s]l I 
17 

25 

33 

41 

:49 

.'~7 __ 

m 
to irs own crneria. 

o 

Figure 3 - Ma1nccs of Class•fication of Cav•tallon Panem. 

RESULTS AND DISCUSSION 

After runnmg alllhe spectrum data in a Kohonen network. tive 
main groups were observed and withm each group there IS a 
funher subd1v1sion of regions wnh ai r lflJCCUon dclimtted by solid 
line, and wllhout air inJcClion dchmncd by doucd hne, as shown 
in Figure 3: 

1292 



Region I · 

Conccntrates stgnal output wllh po"-cr gcncrallon from 30 to 
80 MW Thc area without rur mJecuon prc,ents generally htgh 
peak amplitude and low background amplitude, the peak 
frequency are found between 183 to 189 Khz, and therc are some 
evtdence of cavitauon. ln the arca wnh atr tnJection, most htgh 
peaks reachcs up to 50% of rcduction bccausc of the. ai r injection. 
and thc pcuk frequency are found betwecn 187 and 189 Kkz. 

Regíon 11: 

Conccntratcs stgnal outputs w11h vcry low powcr gcneration 
(from 10 to 50 MW), and a vcry htgh relation between the peak 
and background amplitude (from 3: I to 9: I). these htgh peaks are 
Jocated bctwccn 183 and 189 Kh1.. Therc t\ a clear dtvtsion of 
arcas wuh and without air inJecuon. cavuauon ts observcd in th•s 
low pO"-Cr generauon region. stnce the :ur mJection only started 
from 40MW powcr generation. bet"een 40 and 50 MW. can bc 
observcd about 301fl of cavitation unprovcmcnt bccause of the a ir 
mjcction. 

Region UI· 

Concentratcs stgnal outputs "llh powcr gcncration from 80 to 
120MW, two sub-rcg~on: 

• Wtthout atr IOJCCUon: mcdtum htgh va.lues of pcak 
amplitude( some relations from 2.1. 3: I and few 4: I and only 
onc rclauon of 6: 1) and low background amplitude. Thc 
peak frcqucncies are found betwccn 183 to 189 Khl. 

• Wtth oir mjecuon: mcdtum low valucs of peok amplitude( 
mo\t rclations drop to 2: I. thc htghcst wcnt down to 3.3: I) 
therctore nbout 40% of cavuuuon rcduction can be obscrved 
wtth air injccuon). 

Region IV 

Conccntrate\ outputs "uh vel) high power gcnerauon < from 
130 to 160MW),the sub-reg1ons: 

• 

• 

Wnhout atr mJCCtJon presents very htgh pcak amplitude and 
rathcr h1gh background amplitude as well, the average 
rclauon from 3: I to 4: I, around thc frequency peak between 
180 to 190 Khz. 
With rur mjection, presents high peak amplitude and 1ow 
background amplitude, thc air injccuon could not reduce Lhe 
cavnauon. m some points it get C\'en worsc( the relation 
mcreascs up to about 5: I). 

Region V: 

Concentratc the high power generauon (from 80 to 160MW) 
and the htghest relauons betwcen pcak amplitude and background 
amplitude (up to 8:1). and wiLh Lhe atr tnjccuon from 130 to ISO 
MW of powcr gencration, thc rclation tncrcascs cvcn more. 

By the analysis of rcsults shown above. a goo<.l improvement 
of cavttation by ai r injcction was obtaincd bctween 40 to 120M \V 
of po"cr gcncrauon, but from 130 to ISOMW, thc air injecuon 
helps to tncrcascs the relauon bctween peak amplnude and 
background amplitude • mdtcatmg htghcr cavuaúon. The beM 
rcsults "cre obscned between 80 to 120 MW. in this range, not 
on1y thc relauon between peak and background amplitude are 
lower. 11 gct even beuer with atr inJCCtion. Thcrcfore the safest 

power gcneration recommended to opcr::ue this hydroturbine 
would be tn this range. as shown in figure 4 : 

1.05 

' \ ' 1 - ~~~-··--~ 0.95 ••• 
0.9 

X '\ 
\ ', . 

o 90MW· 

I/ 0.85 \ ,.. 
\ - 0.8 ,.. 
I 0.75 

0.7 

0.65 
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 
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Figure 4 - Thc Evo1ution of thc 8xpcrimcnts in Opcration 
Diagram 
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RESUMO 

Apresenta-se um procedimenro numérico para a determinação da geometria ótima das pás de 
turbinas eólicas de eixo horizontal. O procedimemo consisTe na aplicação de um algoritmo de 
programação não-linear a um modelo de análise aerodinâmica obtido a partir do Método dos 
Elementos de Pá. Para obter a condição ólima de operaçãn, a otimização é reali:.ada para diversos 
valores da razão de velocidade de ponta de pá. 

INTRODUCÃO 

Ao longo das últimas décadas. fontes eólicas vêm sendo 
mundialmente exploradas como fornecedoras de energia elétrica, 
principalmente em áreas remotas ainda não abastecidas pela rede 
pública. 

Um aspecto fundamental no proJeto de uma turbina eólica é o 
projeto aerodinâmico das pás, mecanismo responsável em 
transformar a energia do vento em energia mecânica (Ciappa 
et.al. 1994). 

Este trabalho tem como objctivo apresentar um procedimento 

numérico. baseado na associação de um algoritmo de 

programação matemática (Luenberger, 1984) com o Método dos 
Elementos de Pá (Freris, 1990). capaz de determinar a pá cuja 
geomctna fornece a máxima eficiêncta aerodinâmtca possível 
para uma turbina cólica de eixo horizontal. 

O procedimento desenvolvido neste trabalho é diferente de 
outros disponíveis na literatura. entre os quais, Freris (1990) que 
se basea cm um modelo muito stmplificado onde despreza-se os 
efeitos de arrasto aerodinâmico c Giguere e Selig (1996) que 
realiza a otimização através de um algoritmo genético. 

DESCR IÇÃO DA TURBINA EÓLICA 

Rotor 

~ 

Figura I- Configuração padrão de uma HAWT 

Entende-se por uma turbina eóhca uma máquina provida de 
mecanismos capazes de converter a energia do movimento dos 
ventos cm energia mecânica. As turbinas cólicas de eixo 
horizontal (HA WT) são máquinas deste tipo que possuem um 
rotor afastado do solo por uma torre e com o seu eixo de rotação 
posicionado horizontalmente (Figura 1 ). Através das cargas 
aerodinâmicas criadas na superfície das pás. a energia do vento é 
transformada em energia mecânica de rotaçao. 

A eficiência total da IUrbina depende fortemente da eficiência 
aerodinâmica das pás, a qual pretende-se maximi7.ar. 

AVALIAÇÃO DA EFICIÊNCIA DA TURBINA 

Adota-sc como medida da eliciéncin aerodinâmica de 
turbinas eólicas a formulação proposta na Teoria do Momentum e 
apresentada por Frcris ( 1990): 

T\ 
Q · íl 

X· u:.Ai 
(I) 

onde Q denota O IOrque total de todas as pás da turbina, Q a 
velocidade angular de rotação da turbina, U" a velocidade do 
vento a jusante da turbina e A, a área formada pelo plano de 
rotação das pás da turbina. 

Observa-se que tal expressão nada mais é do que a razão 
entre a potência gerada pela rotação da turbina c a potência do 
vento incidente na área de rotação da turbina. 

A avaliação das grandezas presentes na Equação (I) exige 
algum procedimento numérico que concilie satisfawnamcntc 
precisão e simplicidade suficientes para sua utilização dentro de 
algum algoritmo de otimização. 

MODELO AERODINÂMICO 

Para efetuar uma avaliação numérica da eficiência da turbina 
adotou-se um procedimento baseado no Método dos Elementos 
de Pá (Freris, 1990), comumcntc utilizado para a predição do 
comportamento aerodinâmico de hélices c turbinas cólicas. A sua 
simplicidade e confiabilidade foram pontos importantes para sua 
escolha. 

O Método dos Elementos de Pá é desenvolvido a partir da 
Teoria do Momentum (Freris, 1990), a qual estabelece que o 
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torque provocado no eixo da turbina pelos esforços 
aerodinâmicos é dado pela seguinte relação: 

Q = fu[N , R , R, , a( r) • a ' (r ) , UM, Qj r e )R,.R) (2) 

onde N denota o número de pás. R o raio da pá, R, o raio da 
raiz da pá, a(·) a distribuição do fator de indução a-.ial de 
velocidade e u'(-) a distribuição do fator de indução radial de 
velocidade. 

As distribuições a(-) c a'( ) são obtidas. para cada r. através da 
solução de um sistema de duas equações não-lineares (Frcris. 
1990) na forma: 

f1 [a(r), a'(r). r , c(r). ~(r). CL(r), C0(r))=0 
(3) 

fJ [a(r). a'(r), r , c(r), ~(r). CL(r). C0 (r)]=O 

onde os coeficientes CL(·) c C0 (-) são obtidos de curvas 
características do perfil aerodinâffi!co (por exemplo, Abbou c 
Doenhoff, 1958), do tipo: 

CL(r) =CL[a(r)' a'(r)' u~ . íl) 
(4) 

C0 (r) = C0 [a(r), a '(r). UK, íl] 

As Equações (3) e (4) devem ser resolvidas iterativamente 
para cada valor de r. 

O procedimento de cálculo pelo Método dos Elementos de Pá 
cons1stc em subdividir cada pá cm um número finito de seções 
(Freris. 1990). Desta maneira as distribuições a( ), a' (-), ~(-) e 
c(·) são discretizadas tomando-se os seu valores em cada seção. 

Neste trabalho, os valores discrctizados são agrupados em 
vctorcs m-dimcnsiona1s, na forma: 

r = I r, , ... , r.,{ 

a'=la', , ... . a'miT (5) 

onde m representa o número de seçõcs adotadns. 

Na forma discretizada, passa-se a ter: 

Q= F0[N. R . R,. a. a' , LIM, Q] (6) 

onde, para cada 1, os valore~ de a, e a'1 são obtidos como 
solução do sistema de equações: 

F1 [aí. a', . r, , c,, ~. , Cli . C0 , ) =O 
i= 1, ... ,111 (7) 

F1 (a, , a' 1 , r, 1 c,. ~. , Cu. Co1 I =O 

COEFICIENTES AERODINÂMICOS DO PERFIL DA PÁ 

De acordo com a descrição anterior, a implementação do 
Método dos Elementos de Pá necessita das curvas dos 
coeficientes aerodinâmicos do perfil (Equação 4). Testes foram 
executados utilizando-se curvas de perfil obtidas de duas fontes 
distintas: resuhados de túnel de vento (Abbott c Doenhoff, 1958) 
e resultados de simulação numérica (Martin Hcpperle, 1998). 
ambos para o perfil NACA 4415 (Re=500000). 

1295 

Valores de eficiência. obtidos para diversos valores de razão 
de velocidade de ponta de pá (razão entre a velocidade tangencial 
na ponta da pá (ílR) c a velocidade do vemo incidente (U_) ). 
calculados pelo Método dos Elementos de Pá. estão mostrados na 
Figura 2. comparados com valores de eficiência obtidos 
experimentalmente (Freris. 1990). 

A curva " Numérico I" corresponde aos resullados obtidos 
utilizando-se os dados fornecidos por Abbotl e Docnhoff ( 1958) 
enquanto a curva "Numérico 2" corresponde aos resultados 
obtidos utilizando-se os dados fornecidos por Martin Hepperle 
( I 998). 

Apesar das dispersões observadas. pode-se considerar ambos 
os resultados coerentes em relação aos dados experimentais. 
Como os valores da curva " Numénco 1" são mais próximos dos 
valores obtidos experimentalmente do que aqueles da curva 
"Numérico 2". o procedimento de otimização utilizará como 
dados aerodinâmicos do perfil aqueles fornecidos por (Abbott e 
Doenhoff. 1958). 
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0.00 t--Y------,----'~-----1--------, 

-0. 1 o 15 

-0.20 .~.-________________ _ 

À Ra~ào de Velocidade de Pon1a d~ Pá 

Figura 2- Teste comparativo entre resultados numéricos c 
experimentais 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA DE OTIMIZACÃO 

De posse de um procedimento para a avaliação numérica da 
eficiência aerodinâmica, pode-se formular o problema da 
oum1zação da turbina. que consiste em encontrar as distribuições 
ótimas de corda c ângulo de torção ao longo da envergadura, tais 
que a eficiência aerodinâmica seja maximizada. 

Considerando a velocidade do vento (U_), a velocidade de 
rotação da turbma (íl). os ra1os na raiz e na ponta da pá da turbina 
(R e R,) e o número de pás da turbina (N) dados. de acordo com 
a Equação (I). este problema de otimização pode ser enunciado 
como: 

Maximizar (8) 

n 
sendo k = 

3 
= constante 

X·U .. - A, 

onde, para cada c e ~ . o valor de Q( c, ~) é calculado pelo 

Método dos Elementos de Pá descri to antenormente, ou seja: 

Q(c, ~) = F0 1c , ~. a(c , ~). a'(c, ~) , CL .C0] (9) 

onde os valores de a c a', com os correspondentes valores de 
CL c C0 • são obtidos resolvendo-se, para cada i, o sistema de 



equações: 

F1[c,. p;. a,(c,. p,). a',(c,. Pj). CL,. Co, I = O 

I= I .... . III (10) 

F1[c,, p,. a,(c,. p,). a',(c,, P,>. CL,. C0 ,J =O 

sendo os valores CL1[a,. a' ,j e C0 , = C0 ,[a, , a' ,J fornecidos 
por Abbott e Doenhoff ( 1958) 

Na formulação acima, para efe11o de Otlmllação, os valores 
das cordas (c) c dos ângulos de torção CP> são cons1dcrados livres 
(sem restrições). 

ALGORITMO DE OTIMIZACÃO 

Para resolver o problema de otim1zação, adotou-se o 
Algoritmo dos Gradiente!> ConJugados, versão Aetchcr-Reeves 
CLuenbcrgcr, 1984), descrito a segu1r: 

Algontmo de Fletcher-Rccvcs, 

Passo I : Arbitre Xn e calcule f(Xu). &n =v r ( Xn),. e defina 

do=- go. 

Passo 2 : Para k =O , I , ... , 11-l , 1.cndo 11 o número de 
variáveis: 

a) Faça x~. 1=x~ + a~d~ ontlc a max1m1la f(xL 
+ <X~dl) 

b) Calcule g~. 1 =V'f(x~+1 }r 
c) A menos que k = n-1, íaça ti~·•= -gh1 + 

Ô!,d~. onde: 

T 
5: _ gA+I. gA+I 
0 A- T 

gl. ·gl. 

Passo 3 : Substitua x.1 por x. c volte ao Pas~o I. 

No problema de maximização da elic•ênc1a propoMo tem-se: 

X= [cT;~TJT , f = TJ(C,~) = k · Q(C,~) C 11 =2m. 

IMPLEMEl\'TACÃO COMPUTACIONAL 

O algoritmo de Fletcher-Reeve~. JUntamente com a avaliação 
da eficiência pelo Métotlo dos Elementos tle Pó. foram 
implementados cm computudor conforme o fluxograma da Figura 
3. 

Com relação ao fluxograma, deve-se notar. 

I) O algoritmo utilitado rcinicialiLa o procc!>~O de geração de 
d1reções conjugadas a cada n llcraçõcs ( Lucnberger. 1984 ). 

2) Embora seja de ~e e~perar que, como consequênCia da busca 
umdirec10nal. sempre ocorra 

rr ••• ~ rr •. 

como critério de segurança. coloca-se no programa um teste 
de confirmação desta condição. 
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i =0. I •... . n·l 

Cálculo da eficiência da turbma com a 
configuração JOJCJal 

Cálculo do gradiente da efic1ência 

Cálculo da d1reção conJugada 

Busca unidirec10nal usando o métodos 
da scção áurea 

Configuração Oumuada 

Figura 3- Flu'(ograma do programa tmplementado 

3) Como critério final de convcrgêncuJ adow-se uma melhora 
mfnima na eficiênc1a, ou seJa. 

se T'l 1+1 • TJ, <E (já garantido antcnornlente que TJ 1, 1 2: 111 ), 

o algoritmo termina tl execução. 

A cada iteração. o vetor gradiente é avaliado numericamente 
através de diferenças finnas. 

RESULTADOS 

Resultados obtido~ pelo procedimento dc~cnto são mostrados 
na F1gura 5 para um valor da ra1ão de velOCidade de ponta de p~ 
1gual a 5 (À.=OR/U"=5). tendo como cond1çào 1mcial a 
configuração não otnruzada descnta na F1gura 4 As dJStnbUições 
ótimas de corda e ângulo de torção mo~tradas na Ftgura 5 
fornecem '1=0.554. enquanto aquelas da Figura 4 fornecem 
rr=<>.438. 
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Figura 4 - Configuro.~ção original 
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Ftgura 5- Configuração oumtzada (À=5) 

Panmdo-!>C da mesma configuração micial (Figura 4). 
configurações óuma~ foram obud~ variando-se À de I até 8, 
obtendo-!>e w. efictênctas mostradas na Ftgura 6. Nota-se que para 
À. = 6 obtem-se a mato r de todas as efic1ências (T) = 0.561 ). Ou 
seJa, À = 6 corrc~ponde à condtç11o de operação de máxima 
eficiência po~~rvel. A)sim, para o caso resolvido, seria 
interessante uma turbina com velocidade de rotação (0 ) variável, 
de tal modo que para qualquer velocidade do vento (U.), se 
tivesse sempre À.= 6. 
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O. I PcrfU NACA ~I~· Re=5<XXlOO 
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Figura &- Efic1énc1as óumas para d1versos valores de razão de 
vcloc1dadc de ponta de pá 
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ANÁLISE DOS RESULTADOS 

Quanto nos resultados descntos no item antenor pode-se 
fazer os scgumtes comcntános. 

I) A Teona do Momcntum fornece como hmlle superior teórico 
para o rendimcmo de uma turbma, T)=0.593, valor obudo 
quando !>C venfica o cnténo estabelecido por Betz (Freris. 
1990 . Prado. 1995) que determina que a distribwção do 
coeficiente de mdução ruoal a(.) 1deal é a(r) = 0.33 = 
con~tante. Na verdade. trata-se de uma snuação impraticável. 
uma ve1 que e\le resultado det~considera o arrasto 
aerodinâmico produ11do pelas pás A Ftgura 7 mostra a 
distributção do cocfic1CnlC de indução ax1al para a turbma da 
Figura 5. onde nota-se que a d1W1bu1ção ótima obuda 
permanece cm quase toda a extensão da pá muito próxima de 
0.33, o valor 1dcal pelo cntério de Betz. Isto reflete um:l 
coerência do~ resultados obtidos pelo procedimento 
desenvolvido. 

2) Um outro critério auxi liar para ti confirmação da otimalidade 
de uma turbina é a sua distribuição (UD), a qual será mais 
cliciente quanto mais próx1ma estiver do CdCo máx1mo do 
perfil utllitado. Coerentemente, atr:.wés da F1gura 8, observa
se que a distribuição <Ct!C0 ) da turbina otimizada posiciona
se relauvamente próxima do valor (CdC0 ) bidimensional 
máximo do perfil NACA 4415 (Rc = 500000). 
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~ 
Perfil NACA 4415 - R-.:=500000 

0.0 +----...----...---~--...----..., 

0.0 0.5 1.0 1.5 
r (m) 

2.0 2.5 

F1gura 7 - Dbtribuiçfio do coclicicnte de indução axial (À=5) 

1.4 

~u 
" ·~I O 

~ o 8 
~ 
~ 06 ... 
~o 4 
ü 
~o 2 
o 

:.J 

CúCo máx o mo do per( o I 
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0.0 +------.-------r------.-------.--------, 
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Figura 8- Distribuição do coefieentc de sustenração (À=5) 



CONCLUSÃO 

Desenvolveu-se um procedimento numérico para a 
determinação da geometria ótima de pás visando a maximi7..ação 
da eficiência aerodinâmica de turbinas eólicas de eixo horizontal. 
O procedimento é baseado na aplicação de um algoritmo de 
programação matemática, o Método de Fletcher-Rceves, sobre 
um modelo aerodinâmico fornecido pelo Método dos Elementos 
de Pá. O procedtmento é relativamente simples de ser 
implementado cm computador e fornece resultados coerentes 
com critérios físicos de verificação. Espera-se que o 
procedimento desenvolvido seja útil no projeto otimizado de 
sistemas eólicos de geração de energia. 
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ABSTRACT 

This paper presents a numerical procedure to 
determine the oprima! turbine blades geometry. Ir consisrs 
of rhe applicarion of a non-linear algorirhm on 
aerodynamic analysis mode/, de1•eloped from the Blade 
Elemenr Merhod. Resu/ts are obrained for severa/ rip speed 
rarios to determine rhe oprima/ operarion condirion. 
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RESUMO 
Em trabalhos ameriores foram analisadas as caraterísricas peculiares do l'scoamento nas Maquinas de Flu.w 

Regml't'Otil·as (MFR). Ntuna primetra abordagem, foi apresl'ntada tuna metodologia para a análise do l'scoamento 
tdl'al, btdtmenswnall' pem1anell/e em grades regenerati1·as Muna segwula abordagem. a ml'todologia foi l'Stendula 
para o raso de grades regenerativas rorotdais, onde foram obtidos resultados das circulaçõl's, vonicidade e o fator 
de escorregamento. Pretende-se agora, com base em dados experimentais, mosrrar a consistência qualitativa do 
modl'lo, \'l'rijicando-sl' l' comparando-se suas tendências com as caraterísticas de operação das MFR .. 

INTRODUCÃO. 

Em trabalhos antenores (Ramirez e Manzanares 
{1995,1996, 1997), foram apresem adas e analisadas as caratcrísticas 
peculiares do escoamen1o nas Máquinas de Auxo Regenerativas 
(MFR). Resurmdamen1e , cs.sas caratcnshcas são as seguintes. {i) o 
escoamento nas MFR ocorre cm superfTcies toroidrus, com linhas de 
corrente em formato helicoidJ.I, (li) a componenle de velocidade 
associada à vOLilo está na direção do deslocamento das pás do rotor 
(componente tangencial). em contraste com as máquinas de nuxo 
convencionais. cm que a vazão é dada pela componente nonnal ao 
deslocamento das pás (compom•llll' ml'ridional), (iiÍ) nas MFR. a 
componente mendaonal assocaa-se a um movimento de recJrculação 
do fluido entre as pás c o canal lateral fixo, (i v) existe uma vanação de 
pressão na dircçilo tangencial a qual. pelas equações da conservação 
da quanudadc de movimento. vem sempre acomponhada de uma 
componente de vortJcadade absol11ta na direção nonnal às superficaes 
toroadais do ~oamcnto (Andrew. 1989). Com base nessas 
carateristicas, conclu1-se que as hipótel>CS de escoamento potencial são 
mconSJStentes no caso das MFR. o que toma inv1ável a aplicação 
da reta das metodologias existentes paro o escoamento potencial. 

Numa primeiro abordagem, Manzanorcs e Ramirez 
(1995.1996) propuseram um modelo para a análise do 
escoamento 1deal. com vort1c1dade uniforme, através de grades de 
pás retas e finas. onde surge pela primeira vez o conceito de 
p,rade regeneratil'a, tendo como motivação a aplicação às MFR. 
O escoamento fo1 considerado plano, permanente c sem efeitos 
ni!o-merciais. Os casos Jjmites de número infinito de pás e de pá 
isolada foram tratados anahucamcme: já para os casos 
mtermediáno~. fm aplicada uma técmca numérica de I'Óntces 
discretos sobre as pás. validada por intermédio de resultados 
analfticos disponfvcis para o escoamento potcnctal em grades 
(Weimg, 1964). Numa segunda abordagem, Ramirc7 ct ai. ( 1997) 
estenderam a metooologia para o caso das grades regenerativas 
toro1d:us, representauvas das superfícies de escoamento das 
MFR, ao mesmo tempo em que os efeitos não-merc1:us eram 
também introduztdos. Uma transformação de coordenadas foi 
aplicada com a fi nalidade de mapear a superfTcie da grade 
toroidal no plano de uma grade linear Nessa oportunidade. foram 
obudos resul!ados para a circulação da pá, vorticidadc e o fator 
de escorregamento. levando em conta os efeitos geométricos e 
não-merciais tfp1cos das MFR. 

Neste trabalho. pretende-se apresentar, um epnogo dessa 
~éne de trabalhos, fazendo algumas considerações sobre a 
aplicação da metodologia em situações reais. 

Com base cm dados experimentais c!Jsponívc1s na literatura. é 
possível mostrar a consistência qualitati1·a do modelo, verificando-se 
e comparando-se suas tendênCias com as caroterísticas rc:us de 
operação. Fazendo uso dos resultados da segunda abordagem com os 
valores geométricos de uma MFR real. são obtidos resultados para a 
vonicidade. escorregamento c gradiente tangencial de pressões. 

A capoctdade aplicativa da modelagem desenvolvida. neste 
trabalho. em suuações rc:us de MFR. está hnuUlda por diversos 
fatores. Um deles. sem dúvida. está assOClada às própnas 
aproximações empregadas. pnnc1palmente à desconsidernç-d<> dos 
efe1tos VJscosos que, neste tipo de máquina, são substanciais. Toma-se 
necessário, portanto, adotar criténos corretivos, a serem controlados. 
cm última anáhse, por dados experimentais. Sob esse aspecto. aparece 
uma ou!J'a IJnutaÇão: os dados experimentais dispon!veis na lnerntura 
a respe!lo de MFR são bastante escassos. M~mo os poucos dados 
disponíveis não se encontram numa fonna que possam SCfVIJ' de base 
empírica para os ajustes necessários, objetivando uma metodologia 
eficaz para análise e projeto de MFR. 

Apesar dessas di fi culdades. procurou-se Clltralr da literatura 
alguns dado~ de ensaio com MFR. que possibthtassem efetuar 
cenas aná11s~ comparativas e afcnr, quahtauvamente, a 
potencialidade da modelagem teónca. Os dados experimentais 
utilizados foram extraídos do trabalho de Varella (1981). 

DETERMINACÃO ANALfTICA DA VORTIC!DADE. 

l'io lmbalho de Ramirez e e1. ( 1997), foram determinadas alguma\ 
expressões analíticas da vonicidade c do fatOr de escorregamento. Para a 
obtenção destas fomm empregadas as seguintes metodologias: 

I ) Com base em uma transformação de coordenadas 
(Eremeef, l974), foi possfvel mapear a superfície suave da grade 
toro ida! numa superfície plana ou plano transfonnado. 

2) As equações da conunu1dade e vonictdade para o 
escoamento incompressível sobre a superfície S I de revolução 
(plano ftsico) foram levadas para o plano transformado, (x,y). 
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ac. ac, ( 21r )
2 

2 - - - = - r w . ( I ab) 
iJ)• iJx ZRt n 



onde. ZR numero de pá' do rotor, 1 espaçamento entre pá.\ na 
grade linear (plano tran!>forrnado) c <1), componente de vorllc1uade 
na d1reçuo normal a supcrffcie toroidal de escoamento. 

3) Fo1 dctcrmmada a velocidade 1nduzida pela \Ort1c1dade 
tran~formada aphcando-~e a le1 de R1ot-Savart d1retamentc no 
plano transformado {Ram1rcz. 1996). 

?;c 
C011 =w,R0 <--->{R0 cost,>+lr~-R0 -r,1f}, (2a) 

ZRr 

C(IX=O. (2b) 

onde: 9 ângulo do toro (Fig 2) 

4) O campo global de velocidades no plano transformado 
f01 representado pela supcrposição de três campo' parc1:m (I) 

campo uniforme de velocidades, C~: (11) campo de veloc1ut1dcs 
indu11uns pela diStribuição da vortic1dade tran~lormada. C1,j ( III) 

campo de vcloc1dadcs mduztdas por distribuições contínuas de 
vórt1ccs sobre~ pás da grade hnear no plano transformado. Cy 

pá I r2 

• 
_ ~n~la~eral __ L 

e1xo de rotação 

Figura 2- Grade Toroidal. 

Após a tr:msformaç!lo do campo (I), as velocidades C ... , c 
C~, a.~sociaram-~c às componente~ de vcloctdadcs meridional c 
tangenctal abSOlUta nO planO fÍSICO. C,.L C C,... Eqs. (3 ab), 
detcrmmadas numa pos1ção do canal lateral de rato r, • 'obre a 
geratriz do toro (ponto P na Fig. 2). A uulização dessa posição é 
conveniente, dcv1do à cqúidtstância cm relação aos bordos de 
ataque c de fuga das pá.~· 

?m· c -.::=L -·- z cmc. •RI 
- 2m; (-Cu. ) c_,- 7R' (3ab) 

O campo global de velocidades ab~olutas na d1rcçao 
Jwmwl à superfície da pi\ (dircçüu !] na Fig 3), foi obtido 
fazendo-se a superpOSIÇàO dol> campos parciaiS c'l = c.,. +C.., 
+C-,1 com C,=C~cosfJ -C,~cn{J Sendo O a ' 'cloc1dade angular do 
rotor, o veloc1dadc tangencial física da pá tem magnJtudc !lr. 
Aplicou-se a transformação das velocidades c tendo como 
con"deração a convenção da F1g. (3). re,ulta a veloc1dade 
tangencial da p~ no plano transformado. U,=- (2rr/ZR I) n (r, -

R11.\Cm ~)2 

Pela condição de impenetrabilidade. a componente da 
'eloc1dndc rclauva normal à pá deve ~cr nula. 1\ q=O. Logo. as 
componentes normais da vcloctdadc absoluta do Ou1do e d,t pá 
devem ser iguais· Cq = U,1, obtendo-~e. C~1 = .c,,,, -C~~ + U,.. 
Levando nesta última exprc~~:lo as Eqs.C2 ab) c (3 ab). JUnto com 

a cxpressllo da velocidade induzida pelas distnbu1ções de vórtice$ 
c considerandosc ainda que C~=C~cosfJ -C,senfJ. eU"= U, cosfJ. 
re~ulta a segu1ntc equação integral de Frcdholm de 1• c~pécie. 
Slllglllar. para a denSidade de VÓrtiCe~ )<.;) !>Obre J corda da\ pfu. 
no plano transformado: 

y 

I 

~~I, 
~I \ c, 

ç 

X 

Figura 3 - Componentes de veloc1daues normah a p.1 

I [ ] 
' r "1T R 

J yc.;')K<Ç.Ç')dÇ' = -w,,Ro-(...:L){---) -º-eco só- I l + 4'1- Jr co~fJ 
Ro ZRI '• o 

21f 
- ZRr rr( cntr scn f3- c,l( cos{J)-

' 
21r , t; , [ R0 ]- f3 --nR0-c->· 1--senÇI cos 
ZRt R0 r, 

(4) 

A componente normal dtts velocidades mduLidos pela 
distribuição de VÓrtiCCS sobre as ph. C1'1. é dada pela integral do 
primeiro membro da Eq H). Ma1urcs detalhes cm rclaçJo à 
equação mtcgral. podem ~cr encontrados cm Ramtrct ( 1996) 

A soluçilo geral da Eq. (4) é obttda olra,és dn combinação 
hncar de soluções mais stmple~. As soluçõc' b~stcru. empregadas, 
bem corno \Uas respecll\ as c1rculações. foram as ~cgumtes, 

( Ram1rcL 1996): 
1) Solução }'r,. pura menu• potencial, ~cm levar cm constdcração os 
cfcttos da vorttcldade c da rotação da máquma 
11) Solução y wn , puramente rowcinnal. \em levar em conta a 

rotação das pós. 
11il Solução y0 , cons1dcrando unicamente O\ efeito:; não 
mercims de rotação da grade. 

A solução geral r,. c rP (circulação) foram obudas pela 
combinação linear da~ três soluções básica~. :.cndo assun pa.ra a 
Circulação tem·se: 

21T( "i c c rp = <-->n,<- - <-l!.C.. co::./3- --El!:.,enPJro + 
ZRr nr,. nr, 

+ w, ( Ro )nco~fJf'w +cos/Jf'u} 
n '< • 

(5) 
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A circulação em torno de uma pá pode ser também 
obtida aplicando-se o teorema de Stokes diretamentc na 
superfície toroidal. Como a vorticidade física é constante. e a área 
do toro circular entre duas pás consecutivas é dada por 
Ar = 2rr R0 (2tr I Z R) 'i: , tem-se: 

(6) 

Igualando-se os valores da circulação das Eqs (5) e (6), 
obtém-se a seguinte fórmula para o cálculo da vonictdade física: 

wn = 'i· cos/3 r 0 - (4> 11 cos/3- <1>111 senfJ)ro (
7

) 

Q Ro 2rr!_ -trcosfJ r 
l (1). 

onde 4>., c <1>111 são os coeficientes de vazão tangencial c 
meridional. respectivamente, definidos como: <l>,,=C,,/Ur,;= 
C,..JUc. <l>,=C'",Jflrr=Cm/U". 

Para o cálculo da vonicidadc da Eq (7), os valores das 
circulações adimensionais básicas ru, r "''r e r n., devem ser 

conhecidos. Nesse sentido, aplicou-se a técnica numérica de 
vortices discretos, descrita é validada no trabalho de Manzanares 
c Ramirez ( 1996).Foram obtidos, tambem, os limites 
asssimtóticos para t/1-HJ, (nwuero infinito de pás). Com os 
resultados obudos das análises assimptóticas, é possível obter 
uma expressão para a vorticidade na si tuação de número infinito 
de pás: 

( ) 
' i· {I+Ro/'il- 4> 11 + <l>,tanfJ 

Wn I Q =- - (8) 
- R, tri2+R,Ir" 

Por outro lado. determinada a vorticidade. pode ser 
calculado o gradiente tangencial de pressões da grade toroidal. 
através de: ~'I à1p = pr"C,"w" , onde p é a massa especifica. 1p 

componente na direção tangencial, c .. ". componente da 
velocidade meridional referida em r= r,. (Fig 2).Por outra lado 
introdurindo-se o coeficiente de pressão adimensional 

1J1 = 2 pI pu; . resulta: 

() IJI/ ()lp = 2 <l> III ( w, I Q) (9) 

FATOR DE ESCORREGAMENTO. 

Em geral, a quantilicação do efeito do número de pás das 
máquinas de lluxo em relação à situação de número infinito de 
pás, é feita através de coeficientes de escorregamento ("slip 
factor"). 

Existem diversas definições de fatores de escorregamento na 
literatura. Neste estudo empregou-se a relação: 

( lO) 

seguindo definição de Lewis (1996), onde C,1 representa a 
componente tangencial da velocidade absoluta no bordo de fuga 
das pás e (C,2)_ é a mesma grandeza no caso de número infinito 
de pás. 

No contexto do presente trabalho, é possível relacionar o 
coeliciente de escorregamento com a vorticidade. Para isso. 
considera-se. o circuito a-b-c-d-a da Fig. (4}. A circulação do 
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circuito é dada em termos das velocidades tangenciais cm r2 c r, e 
também em termos da vonicidade (através do Teorema de 
Stokcs).com a área envolvida pelo circuito igual a: 
RuAipr,.(Tri2+RJrc): 

Figura 4 - Cálculo do fato r de escorregamento. 

Sendo assim, resulta do Teorema de Stokes, a seguinte relaçilo: 

sendo I:J.qJ =2n:IZR o ângulo compreendido entre duas pás 
consecutivas. 

Combinando-se as Eqs. (7}.(8),( I O) e (l i) resulta a seguinte 
expressão do fator de escorregamento cm termos da vonicidade: 

( con I Q) R o I r, ( tr I 2 + R o ''<· ) + <l>, 
e= , ( 12) 

(I + R0 /1(: t + <l> m tan f3 

ANÁLISES COMPARATIVAS PARA O FATOR DE 
ESCORREGAMENTO E VORTICIDADE. 

As expressões de vortictdade c fator de escorregamento 
obtidas no item anterior. servirão de base para a comparação 
qualitativa do modelo com uma MFR real. 

Varella ( 1981) realizou diversos ensaios com máquinas de 
lluxo regenerativas do tipo toroidal operando com ar 
(sopradores). O interesse maior estava no estudo da influência de 
alguns parâmetros construtivos. como o formato dos bocats, do 
separador de lluxo ("stripper ")e o formato da região do bordo 
de ataque das pás (através de chanfro). A maior parte dos 
parâmetros construtivos, porém, foi mantida inaHernda em todos 
os experimentos: raio externo r0= 130 mm, raio llltemo r,~45 
mm, número de pás ZR=24. espessura das pás 1.6 mm c ângulo 
entre os bocais 90". Na Fig. 5 estão mostradas vistas da MFR 
pesquisada por Varella (198 1). 

Num dos ensaios realizados, Varella {1981 ) mediu o 
coeficiente de escorregamento para diferentes vazões. uulizando 
uma sonda de pressão móvel paralela ao bordo de fuga dá pás. 
(Fig 6). Variando a profundidade da sonda, foi possível medir a 
componente de velocidade tangencial na saída das pás para 
diferentes posições radiais. ou seja. para diferentes razões de 
aspecto R,jr r-

Na Tabela I estão mostrados os resultados experimentais 
obudos para o fator de escorregamento f. em função do 
coeficiente de vazão tangencial <l>,, para diversas profundidades 
da sonda. 



Figura 5 • Vista.~ da MFR ensan1da por Varei! a ( 1981) 

Tabela I • Rcsullados experimentais para o fator de 
escorregamento (Varclla, 1981) e para a vonictdade efeuva 

correspondente (jJ={J'') . 

<1>. (r,)r~ ( r2J,1 I! ' 2 E Rr/r, aYn 
mm mm mm mm 

5 125 0.51 0.330 IA3 
0.0 70.9 117.0 lO 120 0.52 0.277 1.68 

15 115 0.50 0.224 1.86 
5 125 0.53 0.338 1.14 

0.21 71.5 11 5.3 lO 120 0.57 0.284 1.38 
15 11 5 0.58 0.23 1 1.60 
5 125 0.60 0.351 0.73 

0.60 72.2 112.8 lO 120 0.66 0.297 0.91 
15 115 0.68 0.243 1.02 
5 125 0.61 0.356 0.51 

0.77 72.3 1120 lO 120 0.62 0.302 049 
15 115 0.63 0.248 0.46 
5 125 0.60 0.356 0.26 

respectivamente. Esses valores dependem apenas da vazão. O 
raio do centro de rccirculação é calculado pela média aritmética 

dos valores: 'r = [ 'l.(t/ l + "lc~-n) I 2 . Por outro lado, o nuo R" 

correspondente a cada profundidade da sonda. é calculado pela 
diferença entre ,·!e r, Ver Fig (6). 

Resullados teóncos foram obudos para a vontcidade e para o 
fa10r de escorregamento de grades torotdats com Zr2-t, /3=(t , 
vanando-se R,/r, entre 0.22 e 0,36, de manctrn a cobnr a fatxa 
experimental. 

sonda 

T 

[ i 

eixo de rotação 

Fig 6 · Dimensões cnratcrísticas da pá c do canal lateral 

A comparação entre resultados teórico~ e expenmentais para o 
fator de escorregamento está apresentada na Ftg. 7. Ob!>Crva-l.e que os 
valorc.o. previMos teoncamcntc são bem maiores que os experimental~ 
A d1fcrcnça pode !>Cr atnbufda. provavelmente, oos efettos VISCOSOS 

Contudo, a tendência de vanaçilo média do fmor de escorregamento 
com a va1..ão é prevista satisfatoriamente pelo modelo teórico. 
Verifica-se também que os resultados tcóncos são pouco 
innuenciados pela rozão de aspecto do toro, na faixa considerada. O 
mesmo ocorre com os resultados experimentais, embora o_<, variações 
SCJam tna~ores. pnnctpalmcnte nus vazões mais alUIS. 

1 20 • e • Sm m 
e •. tO mm 

• • • 1Smm ~
. 

o 36 

0.80 b < ~ Sõ-0~--- l 
t 

o 40 

02& o 30 

-----~~ ~~ 

o 00 o 20 o 40 o 60 o 80 1 00 

0.92 72.3 112.0 lO 120 0.72 0.302 0.53 . <l>u 

15 115 0.77 0.248 0.27 

Estão mostrados também os valores da vonicidade cfetiva 
calculados pela Eq. ( 12), uuhzando-se os dado!> experimentais 
para E:. com P=fJn. Note-se que foi necessário esumar o valor de 
R1/r,. A estimativa desse valor fot feita com base em valores 
apresentados por Varella par.! os ratos cfetivos, interno e externo. 
da superfície torotdal de escoamento, ( r 1),1 e (r2J,1• 

Fig.7. Vanação tcónca c cxpenmental do fator de 
escorregamento. 

Na Fig. 8. é feita a comparação no caso da vonicidade. 
Naturalmente, os valores teóricos são bem maiores que os 
calculados com os dados experimentais. em v1nude do~ efettos 
viscosos. A tendência de variação, todavia. está bem representada 
pela teoria. Note-se que o efetto da razão de aspecto do toro é 
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bem ma1or na vortic1dade que no fator de escorregamento. Esse 
efeito também é previsto pela teoria Para coefic1entes de vazão 
próJumo) de 0,8 o fc1xe de curvas c>.penmentais tendem a se 
cruzar Isso também se reflete nos resultados teóncos, embora 
para coeficientes de vazão mais altos (em tomo de 0.9). Observa
se também a curva para número infinno de pás com ruão de 
aspecto 0,22. O efeito 1deal do número finito de pás é substancial. 

4.00 ,.------------------- ---, 

300 

w.Al 

200 

... 
' + .. 

100 

o 15mm 

• 10mm 

• 5mm 

Numero lnln'IIIO de pás 

.. 
. +' .. 
. . 

··· · -· + 

000 ~_.~._~~~~~~~~~~~~~~._~ 

000 o 20 0.40 080 0.80 100 

Figura 8 . Vanação teórica e expcnmental da vort1c1dade. 

COEFICIENTE DE VAZÃO NIERIDIONAL EFETIVO. 

Uma hmuação da modelagem é ~ua mcapac1dade em prever 
UJ. veloc1dades mendionats. No caso de pás com {J =0", f/J ângulo 
de montagem da grade). o conhec1mento da veloc1dade de 
recirculação C,. é desnecessário no cálculo da vorttcidade. 
podendo c~ta ser calculada se conhecendo a velocidade 
tangencial. Por outro lado. para o c:ilculo do grad1cnte tangenctal 
de pressões, é indispensável conhecer c ... cm qualquer situação. 
Eq (9). 

Conhecida a vorticidade cfcuva. o cálculo do gradtente 
tangencial de pressões pode ser feuo. desde que se conheça o 
valor da velOCidade de rec~rculação. C,.,. 

Uma manetra sugestiva de tomar aplicável a teoria deste 
trabalho, sem ~e preocupar com modelos para a pre\lsão de C,.. é 
fazer o rac1ocín1o mverso: detenmnur o valor de C, que. na 
teona. produ1 o gradiente de pressão real de uma dada MFR. 

Com base na Eq. (9), define-se o segumte coeficiente de 
vazl!o mendiOnlll efetivo, (<l>m)<J . 

(<t>, )~1 
(J) 

2~m (-") 
"'11 n 

(13) 

onde 'f'R representa o coeficiente de press1io global da MFR, 
obtido nos ensa1os. tlrp~ é o ângulo geométnco entre os centros 
dos boca1s de entrada e saída e "-\/0 é a vort1c1dade ad1mensional 
calculada teoncamente para uma certa ra1ão de aspecto do toro 
(representativa da hnha de corrente cfcuva da MFR). 

O coeficiente (<1>m),1 foi calculado para o mesmo ensaio em 
que Varella (1981) mediu o fator de escorregamento. Os dados 
do coeficiente de pressão em função do coefictente de va1ão 
tangencial foram extraídos das curvas reportadas pelo autor. O 
ângulo gcométnco entre os bocats é de 270°. Utilizou-se a razão 
de aspecto 0.22. para o cálculo da vontc1dade u11hzada na Eq. 
(8). 

Os resultados obtidos estão apresentados na Fig. 8, 
Juntamente com os dados experimentaiS de C,/U.,. medidos em 
Rtlr,,.Q,22. Apresentam-se. também, os resultados obtidos 
teoricamente por V are lia (! 981). :ma v é:. de uma modelagem 
unidimens10nal semi-empírica. Observa-se q~e o componamcnto 
do coeficiente de vazão meridional efetivo é semelhante ao 
expcnmental. inclustve com uma aproxtmação razoáveL Apesar 
de prchmmar. esse resultado é mouvador no scnttdo de se buscar 
uma afenção empírica mais precisa da modelagem desenvolvida 
neste trabaho. 
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F1gura 8- Variação do coeficiente de \37ão meridional 
efeuvo. 

CONCLUSOES. 

Neste trabalho. foram feitas algumas comparações entre os 
resultados teóricos da modelagem e dado:. experimentais. Apesar 
de 5uas hm1tações naturais, a modelagem 101 capUL de reprodULir 
quahtat1vamente os resultados expenmental~. 

Para estabelecer uma teona de grade capaz de prever. 
quanutauvamente as caraterísucas de funCIOnamento das MFR. 
serão necessários estudos adictonat:., mats elaborados, tratando os 
efc11os viscosos e o escoamento na ~uperfíc1e mend1onal 
(superffcie S2). Além disso, seria intercs~unte analisar o caso de 
pás com formato aerodinâmico, tendo cm vista o aprimoramento 
de projeto da~ MFR. 

Este trabalho representa um epOogo de uma séne de 
trabalhos apresentados sobre o escoamento em mdquinas de fluxo 
regenerativas. No andamento da pesqut~a. obJ.ervou-se a escassa 
literatura de estudos analíucos c cxpcnmentats, que tratem wbre 
este assunto Isto pode ser conscquênc1a, a primetra vista, do 
ba1xo rendimento oferecida pela MFR. cerca de 50% (provocada 
pnnc1palmente, pelas perdas na regaão do ~cparador de fluxo. 
"stnpper"). No entanto, uma vantagem substancial das MFR. em 
relação às maqumas de lluxo convenCIOnais, a sua alta 
concentração de torque e potência. E:.se aspecto torna as MFR 



competitivas em situações de operação que exigem altas pressões 
e baixas vazões, em que o espaço disponível é reduzido. 

A complexidade e peculiaridades do escoamento nas MFR, 
requerem estudos teóricos c experimentais mais elaborados. 
Nesse sentido, seria interessante realizar estudos experimentais 
sistemáticos para a obtenção de dados relacionados às 
distribuições de velocidades e de vorticidade nas MFR, visando 
conhecer melhor os mecanismos do escoamento. Dessa forma, 
será possível aferir os modelos teóricos e desenvolver uma sólida 
base metodológica de análise e projeto dessa modalidade de 
máquma de nuxo. 
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ABSTRACT 

ln previous works, ii II'GS tmaly::.ed the panicular flow 
characteristrcs in regenerath·e flow Turbomachines ( RfT) 
Machi11e. They comprised ti!'O stages, the first of which consisted 
of a methodofogy for analysis of rege11erative cascades in an 
ideal, m·o-dimensional, steady flow ; the second joc11sed on 
wroidaf regenerative cascade from which results regarding 
circulation, vonicity and slip facwr were obtained. The presenl 
and concfusive ll'ork aims at showing lhe qualitative consislency 
of the model based on experimelllal data by both verifying and 
comparíng itto lhe operational characleristics oj the RFT. 
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SU~IÁRIO 

Apresenw-se w1w tlcmca monérica para solução do problema mverso do escoamento polmctal rm wmo de 
pe1ji.r aerodinâmicos, tsolat!oJ 011 em [(rade~ de 111rhanuíqui11m. Em cada iteração, aplica·Sl' o método de pm
nás de Hess & Smilh, com 11/lltl modificação pam suttrhar o carregamento 110 bordo de fttf!,a . O colltmle ele 
mriação da geometria l!lltre as itemçõcs é feito com llllltl distrib11ição de I'Órtices jictícitJ, dada pelc1 diferença 
entre a~ l'elocidades calruladas e as req11erídas. Várin.f caws de teste Jtlo apresentados, mustnmdo a ,·crsari/i
dadt• e boa prectsão da técmca, com 11111 mímero relauvamelltt• peque11o de iterações. 

I"'TRODLCÃO 

1\o c-.tudo dos c:.roarnento~ cm tomo de perfis aerodtnâm1cos. 
1solocl<l\ ou em ~tstcma de pá!, c alctm •. ext,tcm dois problc~ há.o.t· 
co~ que c;c de~tocanr o primeiro é o prohlcm•• dtrcto ou problema de 
.111áh~c. no qual Ioda a geometria do\ perfis c do st~tcma é conhectdu. 
além dos ângulo~ do escoamento de cntmda e/ou saída. devendo-se 
dctcnninur a dtMribUJção de vclocidudcs c pre~sõc~ em tomo dos 
petih; o ~cgundo. é o problema invcl"'o ou problenm de prOJeto. O() 

qual a distribuição de prc~sões cm tomo dos petiis e os ângulos de 
entrada e/ou saída do escoamento süo fomcctdo~. devendo-se dctcr
mtnur a geometria do~ perfis. Em geral, a.s técnicas numérica5 pm
po<ota.~ para a !!Oiução do problema tnvcrso cn,olvcm etapas succss•
vas c ncrattva.s de '>Oiução do problema dtrcto. Em cada etapa. gco
rnctnas cada \ctm:u~ próximas da dcc;cJadn são detenrunadas até que 
algum cnténo de convergêncía seja atcndtdo 

Numa pnmetra abordagem. váhda pnrn altos números de 
Reynolds. o escoamento cm tomo de perfis pode ser considerado 
potcnctal. Nessa linha. um dos primeiros trobalhos tratando do pro
blema mvcr..o cm ~rrades linearc.~ com perfis de geometria arbitrária 
deve-~ a Murugcsan e Railly (1969). Em cada etapa iterauva, os 
autore~ aplicaram o método de vórtice., de Mru1en.sen ( 1971 } na 
dctcrrntnaçilo dil!l 'elocidades tangencial~ ao perfil DiMribuiçõcs de 
vt~rttcC\ com mtcnsidade igual à diferença entre as 'elocidades reque
ridas c as calculadas foram uulilada.\ para tnduztr \Cioctdadcs nor
maJs no contorno. que por sua vez c;crvtam de criténo para gerar urna 
no\"J goometna, mais pró:uma da wluçào deseJada. A sistemática 
introdu11da por Murugesan c Ra~lly ( 1969) pode ser utilizada em 
qualquer C'íCJUema envolvendo o método das singularidades. cm 
particular os métodos de painéis. Um do~ seus inconvenientes. porém. 
é a ncccs~idoclc de determinar o ponto de c~tagnoçilo em L-ada etapa 
itcrmiva. Além disso, não se apresenta um procedimento paro gamntir 
o fccllJmcnw do!. perfis. 

A solução do problema mverso também pode ser obtida pelo 
método da tran~formação conforme. tanto no caso de perfis isolados 
cScltg e Maughrncr. 1992; Lunache, 1995 ). como no caso de gmdcs 
<Schg.l99-'> Toda,ia. as rnctodologtas baseadas no método das 
stngulandJdes tendem a ser m:us ne'dvet~. além de poderem ser 
cstcnd1das m:u~ faetlmentc para o caso de corpos segmentados (Shi
gcmt. 1984) 

Saltcnta-\c, atnda. que os efenm de camada hmne podem ser 
dtrctamcntc mcorporndos na solução do problema mverso para o 

c~coamcnto potencial (Carlson,l987. FihpJXmc. 199-'). inclumc 
n<l projeto de grades de máqutnas de 0U'(0 ax1ats (Goto. 1987). 

No prc~cntc trabalho. propõe-se uma metodologia numérica 
para J -.oluçào do problema mvcr'o do e\coamcnto potencial cm 
torno de perfi\ aerodinâmico~ tsolndo'> ou em grade hncar. Na 
dctcnmnação da distnbutção de vcloctdadcs cm cada etapa ucra
tiva. mlotou-'>c tl método dos patnéi'> de llcss & Smith ( 1967) 
com umu modificação para evitar carregamentos espúrios no 
bMdo de fuga (Girardi e B11arro. 1995). 

O procedimento ilerativo proposto é 'emclhantc ao de Muru
gc\tlll c Rilllly. 1969). Entretanto, l'ut chmtnada a necessidade de 
dctcnmnar o ponto de C'>tagnação cm cada etapa e fo1 desenvol
"tdo um e'>qucma explicno para o lcch:llncnto dos perfis. 

A rnctodolog~a propo!.ta é valtd.lda cm dt\cr.os casos de perfil 
t\OIJdo c em gr.lde hnear. condUZindo a rc\ult.ldo:. M!t'>fatórios. 

I\IODIFI CACÃO DO MÉTODO DE IIESS & SMITH 

O método de painét:. de Hess & Smnh ( 1967) foi adotndo 
nc,tc truhalho, com certas modificações. Ma1orc~ detalhes sobre a 
11nplcmcmação do método no caso de grade' lineares podem ser 
encontrado!> no trabalho de Gic~ing ( 1964). 

lnl~lbld.lde ik \ónu;o:~ o~<locollti 

• no llll!1odo de •te•• 6.. Smnh 
y ; ~OIUI4111C 

... 

. . . . ... 

lmcnsidl<k de vónl<~~ '"":!'~''· 
n~1o.lu de Hc:u &. Snulllllll•<hfH:.OO 

Figuro1 I · D1~tnbuição de \Órttcc~ de Hess & Srntth e distnbu•
ção de 'órttCC) adotada 

A figura I apresenta a dt'>trihutç!lo de mtcnMdade de \'Órttce~ 
ullh13da por Hess & Smith, onde o 'alor de y é constante ao 
longo do contorno do perfil, dtlicultando a aplicação correto da 
condição de Kuua, que exige }'=() no bt>rdo de fuga: na modtfica
ção mtrodttL.tda. emprega-se uma dtstnhutção variável compatrvcl 
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com essa eXJgenc1a (Gmlrdi & Bizarro, 1995); essa corrcçl!o 
tende a suavizar o carregamento na região de bordo de fuga. 

A djstnbuição de vórtices adotada é dada na forma: 

r =rm& ,xF. (I) 

onde F é uma função da coordenada natural do perfil, s. que se 
anula nas extremidades s=O e s=sl, correspondentes ao bordo de 
fuga no início e no final de um percurso completo em tomo do 
perfil, respecuvamente; r-.. representa o valor máximo da den~l
dade de vórtices. próxtma do bordo de ataque, a ser determinada 
pela cond1ção de Kuua, de acordo com a sistemática do m6todo 
de Hess & Smith. Neste trabalho, adotou-se a seguinte função 
seno1dal : 

F = ~I +se{~(~: - ~ )]]. (2) 

Para a validação do método. foram testados do1s casos com 
solução analítica conhec1da med1ante o método da transformação 
conforme: um caso de perfil Joukowski isolado (Karamcheu, 
1980) c um caso de perfil em grade linear (Gostelow. 1984). São 
casos de perfis com bordo de fuga afilado, que ev1denctam mrus a 
necessidade da correção no bordo de fuga. Os resultados para a 
distribuição do coelic1ente de pressão em função da abcissa do 
perfil estão mostrados nas Figs. 2 e 3. No caso de perfil isolado, 
Cr=1-(W!Wwl2

• e no caso de grade, Cp1=1-(W/W1)
2

, com WM 

representando a velocidade não perturbada e W1 a velocidade 
antcnor à grade. 

o 00 

·1 00 

o 1Miodo lk Hc" I. S11111h 
MO\IIfot odll 

Mtlodtl de ltul I. Smllh 

Rc~úlladns a~nlllhlt'-1) 
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I 
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F1gura 2- D1stnbu1ção de pressões - Perfil Joukowskt isolado
Número de pruné1s - n = 80: Parâmetros da transformação con
forme: relação ra1o do c1rculo/excentnc1dade: a/m = 4,5, ãngulo 

de arqueamento - (J• = 12°; ângulo de ataque: a= O" 

Os resultados obtidos mostram que a modificação introdu.tida 
!'legue a tendência já demonstrada por Girardi e Bizarro { 1995), 
aliv1ando os carregamentos espúrios produ?.idos pelo método de 
Hess & Smith tradiciOnal. Deve-se salientar que Girard1 e Bm1rro 
empregaram uma diwibu1çi'lo de vórtices cúbica. obtendo resul
tados relativamente melhores, o que mostra que a escolha dessa 
distribuição exerce uma cena mfluência. Todavia, este aspecto 
não será esscnctal para o desenvolvtmento da metodologia de 
~olução do problema mve~o. O mats 1mponante é evitar trregula-

ridades na regtão do bordo de fuga, principalmente se a distri
buição de velocidades rcqucndCI exig1r como solução perfis com 
bordo de fuga afilado. Nesse caso. o uso do método de Hess & 
Smith tradicional poderia dificultar ou mesmo 1mpcd1r a conver
gência do método invc~o. 
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Figura 3 - Distribuição de pressões- Perfil de Gostelow cm rode. 
Número de painéts: 11 = 80. Ângulo de montagem, {3=37.5'': razi'lo 
de sohdcz {corda/passo). Vt= 1,00994054: Ângulo do escoamento 

na entrada: {31=53,5°. 

MÉTODO INVERSO PROPOSTO 

Os dados de entrada do método inverso proposto sllo. a) a 
d1stnbuição de velocidades rcquenda em torno do perfil, cm 
função da sua coordenada natural. Vr(s), b) o ângulo de ataque a 
do escoamento em relação ao eixo de abc1ssas que deverá conter 
a corda do perfil desejado (caso de perfiltsolado) ou cm relaç.io à 
dtreção axtal da grade hnear. (J_ A parur de uma geometria 
mictal. o método se desenvolve numa hnha semelhante à pro
posta por Murugesan e Rrully ( 1969). com algumas caractcríMI· 
cas diferentes: a prime1rn é que método de solução empregado cm 
cada etapa 1terauva é o método lless & Smith, com a modificação 
descrita no item anterior, cm lugar do método de Martensen, 
empregado por aqueles autOres; a segunda diferença é que o 
bordo de fuga é adotudo como ponto fixo no decorrer das Itera
ções, sendo que as mod1ficaçõcs geométricas se rcalilam a partir 
desse ponto. num percurso de sentido úmco, mantendo o 1ntcnor 
do perfil à direita. No proced1mcnto de Murugesan c Rallly as 
mod1ficaçõcs geométncas são reah1.adas a pan1r do ponto de 
estagnação, com percurso!> ao longo do extradorso c mtradorso 
do perfil. O procedimento aqu1 proposto ev1ta o cálculo do ponto 
de estagnação, que deve ser feuo com mu1ta prcc1si'lo no proce
dimento de Murugcsan e Ra11ly. 

Em cada etapa J!eratíva. é efetuado um cálculo do escoamento 
potencial cm tomo do perfil, obtendo-se a distribuição de veloci
dades aqui chamada de velOCidade analisada, Va(J'), Essa distri
buição é comparada com a velocidade requerida Vr(s), permttin
do calcular uma distnbuição de vórtices fictícia cuja dens1dade 
deve se anular à med1da que o método converge para a geometna 
desejada. Primeiramente. calcula-se uma mtens1dade de \Órt1ces 
de referêncta. y,.,~s). da segumte manctra: 
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- Se Va(s)<O (sentido contrário ao percurso): 

r,1 (s) = Va(s)- Vr(s). (3a) 

2°- Se Va(s)>O (sentido do percurso): 

r,~ (s) = Vr(s)- Va(s). (3b) 

A intensidade efeliva de vórtices utilizada, y,1, é dada pelas 
seguintes expressões: 

r,r =r"r. se IY .... ~~À; (4a) 

À Y"t se lrr.,l > ..t. r,,= -~ I' Y,.,, 
(4b) 

onde À. representa um filtro utilizado para limitar os valores da 
densidade de vórtices e evitar a divergência do método. Inicial
mente, foi utilizado um valor constante para À; todavia, julgou-se 
melhor utilizar um filtro não-arbitrário e variável no decorrer do 
processo iterativo. calculado numericamente em cada íteração 
pela seguinte expressão: 

(5) 

Visando acelerar a convergência do processo iterativo é 
possível, ainda, aplicar um fator de aceleração nas expressões 
(4a,b). Dependendo do caso. é possível reduzir em mals da meta
de o número de iterações, utilizando um fator entre I ,5 e 2,5. 
Todavia, valores muito maiores podem conduzir à divergência do 
método. 

A distribuição de vónices cm (4a,b) não deve ser confundida 
com a do método de Hess & Smith, Eq. (I). A distribuição r,1 é 
introduzida no método inverso para provocar velocidades nor
mais ao contorno do perfil. estabelecer um critério para alterar a 
inclinação dos painéis e obter a geometria da próxtma iteração. 

y 

X 

Figura 4- Alteração da inclinação do painel. 

Seja Vn(s) a distribuição de velocidades normais induzidas 
por r.1. Da figura 6, pode-se obter a variação de inclinação do 
painel i, 0,. entre os nós i c i+ I : 

(6a) 

(6b) 
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No limite, vale a seguinte relação entre os incrementos das 
coordenadas da presente iteração, (x,y). c das coordenadas altera
das por v.(s). (X. Y) : 

- ... rn 
dX+idY=(dx+idy)e , (7) 

O nó equivalente ao bordo de fuga é fixado cm i= I; as novas 
coordenadas do nó i+ I são calculadas através de uma integração 
aproximada da Eq. (7): 

X1+1 = X1 + cos01(x,+1 - x,)- scn O, (y1+1 - y,), (8a) 

Sendo 11 o número de painéis, as coordenadas do nó n+l 
deveriam coincidir com as do nó I para se ter o fechamento do 
pcrlil no bordo de fuga. As Eqs. (8a,b) não garantem essa condi
ção. sendo para isso necessário aplicar um esquema especial de 
correção, confom1e mostra a Fig. 5. As diferenças de coordenadas 
entre o nó I e o nó n+l são divididas por n e estas quantidades 
são acrescidas em cada nó. cumulativamente, fazendo com que o 
perfil feche no bordo de fuga com coordenadas(X, Y): 

xi+l = xi+l +i 
X1 - X11+I 

(9a) 

f;+l 

11 

= Y,+l +i 
>'; -

11 

Yn+ l 
(9b) 

~~ . . ...... ~ 
• • •• -· .... 

3 
2 I 

... .... ····· 

- coordeondns sem fechnmenlo 

• • • ··Coordenadas com fechamen1o 

Figura 5 - Critério para fechamento do perfil. 

No caso de perfis dtspostos em grades lineares, se a orienta
ção do perfil inicial cm relação ao escoamento médio for muito 
diferente daquela correspondente à solução, o número de itera
ções necessárias para a convergência pode se tomar excessivo. 
Para acelerar o processo itcrnrivo. introduziu-se um pré-cálculo 
baseado no método de Newton-Raphson, girando o perfil inicial 
de um ângulo tal que a coordenada natural normalizada, slsl, do 
ponto de estagnação sobre o perfil inicial coincida com a do 
ponto de estagnação requerido. Este pré-cálculo é efetuado ape
nas uma vez, ames de se iniciar efetivamente o processo iterativo, 
que não dependerá mais do cálculo do ponto de estagnação. Em 
certos casos, a aplicação desse procedimento permitiu reduz.ir em 
mais de lO vezes o número de iterações necessárias sem o proce
dimento. 

O processo iterativo do método inverso só termina quando o 
critério de convergência utilizado for satisfeito, este dado por: 

..:..'~=..:'-- ~ I 0-4 (lO) 
TI 



onde õf, represem a a diferença cmrc as ordenadas dos perfis, 
obtidas nas Iterações atual c anterior. 

EXEMPLOS 

Quatro casos serão apresentados para teste c vcnficação do 
método: dois casos de corpo bolado (cilindro e um perfil 
Joukowski). e dois casos de grade~ lineares (uma grade com 
perfis NACA 4 díg11os e a grade de GoMclow. 1984). 

Os casos escolh1dos representam uma gama bastante vanoda 
de situações geométricas de interesse: corpos rombudo~. perfis 
com bordo de fuga afilado ou agudo. perfi'> '>Jnlétncos ou arquea
dos. perlis 1solados ou em grade. Procurou-se. também, testar 
ângulos de ataque do escoamento na fa1xa de O" a 8" (o ângulo de 
ataque é dcfimdo em relação à corda do corpo). 

t• CASO 

• Velocidade requerida: escoamento cm tomo de um cJlinc.Jro 
1solado, sem circulação, com ângulo de ataque a= o•. 

• Perfil inicial: elipse com relação de ~em1-eixos 1gual a O, I. 
• Número de painéis: 80. 
• Fator de aceleração de convergência. 2.5. 
• Número de iterações necessárias: 8. 
• Resultados do processo iterativo: Fig~. 6 c 7. 

2" CASO 

• 

• 
• 
• 
• 
• 

Velocidade requerida escoamento cm torno de um perfil 
Joukowslu arqueado. com úngulo de ataque cc = o•: parãmc
tros da transformação conforme: rclaçi'io ra1o do círcu
lo/excentncldadc: a/m = 4 ,5, ângulo de arqueamento: {J• = 
12• (Karamchcti, 1980). 
Perfil inicial. elipse com relação de semi-eiXO'> 1gual a O. I . 
Número de painéis: 80 . 
Fator de aceleração de convergência. 1,5 
Número de iterações necessárias 17 
Resultados do processo iteratho. Fig ... 8 c 9 

3" CASO 

• Velocidade requerida: escoamento em torno de um perfil 
NACA 3410. em grade linear: ângulo de montagem: fJ=30°, 
razão de solidez; llt= I : ãnf!ulo c.Jo escoamento médio: 
{3. =38• (cc.=8~): velocidade calculada com o métOdo de 
Hess & Smith mod1ticado. 

• Perfil inicial: elipse corn relação de 'cmi-cixos igual a 0.2. 
• Número de painéis: !lO. 
• Fator de aceleração de convergência. 2.5 
• Número de iterações necessárias: I I. 
• Resultados do processo iterath•o: Figs I O c li . 

4" C.\ SO 

• Velocidade r equerida. e~coamento em torno do perfil cm 
grade linear de Gostclow (1984); ângulo de montagem. 
{J=37 ,5'': razão de solidel llt= 1.0099-t05.t. Ângulo do esco
amento na entrada: /31=53.5'' <fJ.=-B.968", a..=6..t68") 

• Perfil inicial: ehpse com relação de semJ-CIXOS 1gual a 0,2. 
• Número de painéis. 80. 
• Fator de aceleração de convergência: 2.0 
• Número de iterações nl'cessárias: 24 
• RcsuJtados do proce~so iterativo: Figs. 12 c 13. 

050.,..---------.---~---, 

Perfil m1C1al 

~ YoooF ---- I 

o 2$ 

Perlllmmmhzodo em si 

y o 00 'ic:;__ __. 

-450 -025 +----~----i 
o~ o~ 100 o~ 100 • 

025.,..-----~-------, 02$~---~----, 

l'tlL't:lo,'ào .l'llcra;d<l 

)' 000 }· o~ 

-425 ·O 2$ 
o so X 100 o~ ' 100 

015 o 2$ 

S'llc~o S'llemç!!<l 

( 
y 000 Y DOO 

.o 25+-----------------1 ·025 t-------------------4 
o~ 

X 
I 00 o~ IDO 

F1gura 6- I" Caso: processo itcratl\ll para a geometno 
(cilindro 1\0iado sem cm:ulaçào). 

2.00 

1.00 ~ 

w 0.00 

-1.00 

-2.00 

o 00 
r 

0.50 
~ 

I' lr~roc~o 

-l "' lreracão 
O !!'lrcracilo 

Vdoctdadc 

I'C(lucrid~ 

1 00 

Figura 7 - I" Caso: processo Jterauvo parn as vclocldac.Jcs 
(cilindro IMllado sem circulação). 

Comentários sobre o~ resultados. Os resultados dos tcqc~ mos
tram a consistência e vcrsat1hdade do método além de sua raw:1-
\CI capacidade de convergência. Com n cnténo de coO\crgência 
adotado (Eq. 10) foi posshcl obter a' 'oluçõc'> dc~cJac.la\ com um 
número de iterações entre 8 c 24 Sena po\~C\cl obter resultados 
ma1s prec1sos, refinando o cri téno de con,crgênc1a. à custa po
rém de um número maior de 11eraçõc~. a rcduçi'io de uma ordem 
de grandeza no cnténo pode rcpre\entar o dobro ou o tnplo do 
número de 11crações. Por exemplo, no 3" ca'>o, com um cnténo de 
convergência de 10·' ao mvés de I O J, foram ncccssána.<> 30 Itera
ções, ao mvés de 11 . 
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o~ resuhados obtido~ exibem uma suav1dade satisfatória no 
longo de tOt.lo o contorno do p.:rfil. inclusive no bordo de ataque. 
Ne!>SC M:nudo, deve-se \ahentar a imponâncnl da utilização do 
liltro (4a,b c 5) Com pcrli~ mul!o arqueados e/ou grandes ângu
loo, de ataque. a au1>énc1a do filtro pode causar o aparecimento de 
sahéncias e/ou concav1dade~ espúrias na reg1ão do bordo de 
awquc. Isso se deve às grandes variações da dcn~idade de vóni
cc~ lictfcia. impedindo um controle adequado das inclinações dos 
pa.né1s. O emprego do filtro eliminou esse problema. pelo menos 
nos casos até agora testados 

o so..,.---~---.---.---, 026 

Pc.-rfil uud~l Perfil oonmli?Jldo em si 

) 000 ,...... _______ _ 
_.; ~000 r.:- ::;l 

.()50 .025 
000 0!0 1 00 060 100 • ~ 

o 25 o 25 

I' IICnlt;ilo ~·Jicrnçlo 

)000 ( ==- y o 00 IC ............... 

.(125 .(125 
o~ 100 060 1 100 

025 025 

17'11em.,"&l 

y 000 y 0.00 

·025+---------l .025+---------------~ 

050 100 aso 1 00 

Figura 8 - 2" Caso: processo iterativo para a geometria 
(perfil Joukowski isolado) 

w 

200 ~ 
1.00 1 
000 

-1 00 

-2.00 

000 050 
s 

+ 
o 

I' ltemcão 
lO' hemcão 

17' ho:raciio 
Vc.:locidade 
rcqucnda I 

1.00 

F1gura 9 - 2" Caso: processo ucratÍ\o para as velocidades 
(perlil Joukowskt isolado) 
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No caso de perfis afilados. aparecem oscilações nas dtstribul
çõcs de veloc1dade\ na n:gião do bordo de fuga !Fig. 9). Isso se 
deve ~ variações na~ coordenadas que. mesmo pequenas. difi
cultam a d1stinção entre um perfil realmente afilado {em que não 
há eMagnação) e um perfil com ângulo mu1to pequeno no bordo 
de fuga (quando havena estagnação). l-lá, ponanto. necessidade 
de aperfeiçoamentos alllc10nais do método. 

No caso de grades lmeares. o método se mostrou cap:u de 
calcular corrctamcnte a onentação dos perfi~ cm relação ao esco
amento médio. Essa caracterfstlca é de grande mter~sc no pro
jeto das pãs de turbomáquinas axiais. 

050 o 25 

Perfillru.enl l'cr1ilnc>mlah7.ndo em si 
c com 5n~lo onoe~nl de 

m<>tn~cm -Nc"'1on·Ra~on 

.,- -..... 
)000 )000 
~ __..-; 

.()50 .025 
o.oo 05j 1 00 o 50 100 

O 2S 026 

I' hcrnç:.U 4'llc~ 

)' 000 ~000 

.()2$ .025 
060 100 050 

025 025 

8' l1rr.~~;Jo ll'lleru\-;'lo 

> 000 y o 00 

.(125+-~~-----------1 .o2st--W~-----------1 

w 

060 100 o 50 100 

Figura I O- 3" Caso: processo iterou vu para :1 geometria 
(perlil NACA 3-110 em grade) 
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::::d 
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1 00 

Figura I I • 3" Caso: processo iternuvo p:1ra as velocidades 
(perfil NACA 3-11 O cm grade) 
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Figura I 2 • 4" Caso: processo iterattvo para a geometna 
(perfil de Gostelow em grade) 
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Figura 13 - 4° Caso. processo iterativo para as vcloc1dades 
(perfil de Gostelow cm grude) 

COI\CLUSÕES 

Foi apresentada unu1 técnica numérica para a solução do 
problema inverso do escoamento potencial em tomo de corpos 
ISOlados ou em grades de turbomáqumas Resultados obtidos em 
vár1os testes mostraram a versatilidade e a boa preci:.ão do méto· 
do. Soluções convergentes foram obudas com um número relati
vamente pequeno de 11erações. 

O método deverá futuramente ser alterado pela inclusão dos 
efeitos viscosos. tomando-o uma ferramenta útil para o projeto de 
perfis aerodmâmicos e pás de turbomáquinas ax1UJS 
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ABSTRACT 

A nwnencal teclr111qtte for tire inrerse problem soliiiiOII of 
pottmtia/ flow arormd isolatt•d aufoils or 111 turbomaclmwry 
linear cascades is presellled. ln eaclr iteration, one appltes the 
Hess & Sm11h panelmethod. ll'ltlr a modification for reducing the 
aerodyn01mc loadmg at the a~rfod tradmg edge. The geometric 
l'ariation control among the iterations ts made bl' means of an 
a~uiliary vorte.t distrrbution gn·en by the difference ben-.:een the 
calculated and the reqmred l'elocwes. Man\ ttst cases are 
presented by showing the tedmique l'ersatility and its good 
precision. with a relarivel\' smallnumber of iterations. 
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RESUMO 
Desnvolveu-se um modelo para avaliar a diss1pação da energ1a nos condutos forçado e de sucção. para 

a obtenção da altura líquida . em função da fração de abertura do d1stnbu1dor. da umdade 08 da 1ta1pú 
Bmac10nal. As vaJõcs de funcionamento foram detennmadas numericamente pelo método das secantes c 
o pollnômio de Lagrange foi usado para a obtenção da função de interpolação das vatões iteradas. Os 
valores das altura~ lfquiuns, vazõe1> de funcionamento e potências de funcionamento estão cm bom acordo 
cum :1queles obudos expenmentalmente. 

INTRODUCAO 

A simulação ue sistema~ témieolo, que pode ser aplicada ~ 
Centrais de aquecimento, Centrrus ténnelétncas. Hidrelétricas c 
Nucleares, cons1~te no cálculo de todas as var1áveis de 
operação. como temperaiUras. pressões, vUJõcs ou taxas de 
massa. etc 

Evans et ai ( 1968) indicam que indústrias de processos 
qufm1cos c outra\ UMiram programas para simular as varíávcis 
uc operação destas umdade.s. 

Vános programas fechados de simulação tem s1do 
desenvoh·•dos nas 1ndústnas. Exemplos destes programas 
são: PACER (Purdue-Dartmouth), MAEBE (Univcrsity of 
Tenncssee), COPE (Es:.o Rcscarchand Engineenng). CHEOPS 
(Shell oil), PEDLAN (Mobll Oil) and FLEXIBLE FLOW 
SHEET (M W. Kcllog). 

Stoecker { 1971) desenvoh cu um programa genérico para 
s1mulação de \IStcmas no estado estaciOnário, entretanto este 
programa não gera o sistema de equações, através de rotinas 
específicas. 

Reynolds ( 1979) desenvolveu equações para comput:Jr 
propncdade~ Hm:as e tennodmâmicas das substâncias de 
trabalho. 

Stocckcr ( 19HO) ind1ca técmcas de s1mulação e de 
otimiLação de ~1stcmas térm1cos. 

Klein c Alvurndo (1993) desenvolveram o programa EES 
(Engmeering Equauon Solver) paro a solução de um conjunto de 
equações algébncas c funções paro o cálculo de propriedades 
tcnnochnãrrucas. as qums são u\adas nos cálculos de cngenbana.. 
Este programa nOO gera, também, O SIStema de equações. 

Testes rcahtados pela lta1pú Binacional (INDEX TEST) 
(1994) levanwram curvas experimentais da vazão de 
funcionamento. do rendimento da turbina e de ~ua potência, 
cm função da fração de abertura do distribuidor. 

Melo e Abreu ( 1996) d~nvolvcram um programa genénco 
para a Simulação de s1stema.s ténn•cos. Neste programa o sistema de 
equações é gerado, automaucnmente. através de subrotinas , 
construídas utnwés dos pnndpios de conservação e das 
identificações dos componentes e de ~uas curvas caractcrfsticas. 

Melo e V10latu ( 1998) de~cnvolveram um programa para o 
proJeto de mtcmas de bombeamento. Com base nas 
infonnaçõe~ dos nós a montante e a JUSante de cada 
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componente c de sua curva caracterlsuca. subrotinas geram, 
automaucamcntc, o sbtema de equações, a~ quais se baseiam 
nos pnndpios de conservação. Subrotinas. que baseiam no 
método de Newton Raphson. resolvem o SIStema de equações. 

A mouvação para este trabalho surg~u da necessl<ladc de 
resolver problemas em Sistemas ténnicos . de bombeamento e de 
testes de eficiência em Centrais Hjdrelétricas, solicitados por 
Empresas. Vcnfica-sc que a mruoria das referências disponfveis. 
nacionalmente, são bastante nnugas c dcsatual•zadas. Nestas 
referências, os modelos de especifação de sistemas com máqumas 
de fluxo são bastante s1mphficados. Não é fetto o acoplamento entre 
o que o SIStema externo fornece ou requer da máquina com o que 
ela é eaplll de converter de energia hidráulica em mecânica ou de 
mecânica cm hidráulicn. 

Neste trabalho é desenvolvidO um modelo para a diss1pação 
da energia nos condutos forçado c de sucção. da umdade 08 
da 1ta1pú Bmac1onal, para avahar a altura líqu•da, em função da 
fração de abertura do d1stribu1dor. Posteriormente f01 
desenvolvidO um método para a detennmação das vazões de 
funcionamento. potências c rendimentos hidráulico e mecânico. 

FORMULACÃO DO PROBLEMA 

Com ba~e na equação de Bemoulh. na equação da 
continuidade e na equação de Darcy, para avaliar os termos 
dissipatt vos. a altura lfqUJda da turbina é determinada por: 

H1 - Altura líquida 
Hb - Altura bruta 
Q(S)- Vazão em função da fração de abcnura do distribuidor. 
fd - Fator de atri to na tubulação de descarga 
f, - Fator de atrito na tubulação de sucção 
L, - Compnmento total da tubulação de sucçfio 
L..- Compnmemo total da tubulação de descarga 
Dd - D1ãmetro 1ntemo da tubulação de descarga 
x - Coordenada med1da no eixo de Simetria da tubulação de 
sucção 



D.(x)- Diftmctro interno da tubulaçlio de sucção, em funçao da 
coordenada x 
S - Fração de abertura do distnbuidor 

O fato r de atrito é determinado iterativamente, pelo método 
de Newton Raphson, pcln equação de Colchrook, que tem a 
seguinte forma: 

Y = 1,74 -0,868589In( 2!..+ 4,675nnw ) D Q (2) 

I 
!=-~ 

y· 

e 
Rueomladc n:lauva do duto D ~ 

Q Vazão de funcionamento 
D - Dtâmctro interno 
v - Viscosidade cmcmática da água 

Da igualdade (2). tem-se: 

g(y) = Y -1.74 + 0,868589 1n( 2c + 4,675nDvy) . o Q =o (3) 

4,675Jr0v 

Q 
g'(y) = 1+0,868589 2e + 4.675n Do Y 

D Q 

(4) 

O nlgorítimo pura a dctcrrrunação da ratt dn Eq. C3), que 
usa o método de Newton Raphson , é o seg:utntc 

fu = 0.02 

I 
Yt =J(; 

Repelir 

início 

Yn = Yt 

g(yo) 
Yt = Yo- g'(Yo) 

até que IY1- Yol 
Y1 

fim 

I 
f=-, 

Yl 

S Tolerãncoia 

A Figura I mostra o conduto de sucção da umdade 8 da 
ltaipú binacional 
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., .. 
Figura I - Conduto de Sucção 

A integral da Eq. ( I> é rcsohtda numericamente, u~:mdo a 
fórmula de Simpson, como. 

i ls--'fs:.:...(x..:.....)dx-=-s = ~['1 + F~9 + 2(1) + !)+ ... +F.I7 )+4(~ + Fo~+...+F-Ill)] 
o (Ds(x))· 3 

h = Ls (0 compnmento Ls fot divtdido em 48 partes} 
48 

F. 
f· ,=-' 
D~ 

I 

Cada fator de atrito f1 é determinado pelo método de 
Newton Raphson. u~ando a vaJilo Iterada Q c o diâmetro 
interno D, . que é função da cordcnada x no cr~o de ~unctna do 
conduto de sucção. 

A vntão de funciOnamento. para cada abertura do 
dtstrihutdor, é determinada pela r:lt7 da equação ~cgulle: 

F(Q)=H,-Hb+ 

[ rd~d +r· f$(x)dx ]8(~s))
2 

= o 
Dd o (D,(')}s n·g 

(5) 

Para a dctcrmmação da rati' da Eq (5) é usndo o método da 
secante, segmnte: 

Repetir 
Início 

_ QoF(Q1)-Q1F(Q0 ) 

Ql- F(Q1)- F(Qo) 

Ou=Ot 
Q,=Q~ 

F(Qo) = F(QI) 
F(Q1} = F(Q~) 

Até que I FCQ1) < Tolerãncta I 
fim 

Q0 e Q1 representam os extremos do tntcrvalo de busca da 
rruz. 

Inicialmente F(Q11) c FCQ1) são mterpoladas na curvn de 
vazão experimental. 

Posteriormente as va1õc~ ~fio rcaju\ladas. uulitando a 
curva de vatão de funciOnamento do modelo. até a 
convcrgêncta do processo. 



O polinômio mtcrpnlndor é o de Lagrange, que tem a 
segumte forma. 

(6) 

A subrouna INTLAG (1\,x,X, Y.y) f:v a Interpolação pelo 
método de Lagrange. onde os parâmetros sJo: 

N- Número de parámctros da curva y = y(x) 
x - Ah1c1~~a quaquer da curava 
X- Vetar ab1c1~~a da curva que tem N pos1ções 
Y- Ve10r ordenada da curva que tem N pos1çõe11 
y - Ordenada interpolada 

O algorítmo para a ~uhrouna INTLAG é o seguinte: 

S=O 
Farer I= I até N 
início 
Prod =I 
Fuer J=l até N 

ln feiO 
Se J ~ I então 

Prod = Prod-(,_x_-_x""'"J"""") 
(X1 - X1) 

fim 

S=S + Y1 Prod 

fim 

A equação de Euler da~ máqu1nas de lluxo motorJS pode 
ser coloc:Jda na ~eguintc lorma: 

2 , 

H =~(o2 o;)+ 
E 602 g I -

C7) 

~~ - Ângulo lormado com a tangente à pá no plano 
perpendicular ao ei\O c a dircção oposta à \Cioc1dade 
tangenc1al do rotor na entrada 

!l~ - Ângulo formado com a tangente à pá no plano 
perpendicular ao e1xo c a d1rcção oposta à veloc1dade 
tangencial do rotor na \Jida 

O rendimento h1dr;iuhco da turbma é obudo por: 

"~ 17H =-
HI 

O rcndtmento mecâmco da turbma é obtido por: 

11 
_!JJ.n. 

m-
1711 

lltb é o rendimento da turhtna 

(8) 

(9) 
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A potência Ju lllrbma é: 

( lO) 

RES ULTADOS E QISCUSSOES 

Para a determmação dos resultados do modelo, baseou-se 
no del.enho de cone longnudmal. que passa pelos condutos 
forçado e de sucção. no de cone tran~versal (perpendicular ao 
ctxo da turbina). cm parâmetrOl> frl>ICOs e na rotação da turbina . 
d1sposto!> na Tabela I 

Lo Comp do conduto forçado = 158 m 
Du Dtâm. 101. do condultl forçado= 10,5m 
H~ Altura bruta= I 18.7 m 
Ls Comp. do cnnJuto de su~lio =56 m 
D Di fim. do rotor na cn1 rada = 7 .!SI m 
D- Diâm. do rotor na saído= 3.56 m 
b_t Largura do rotor nu entrada = 2.206 m 
b· Largura do rowr na~>afdJ = -1..095 m 
[3 12311 

Jl., 142,511 

l! Aceleração tia )!ravidade = 9. 789 mI s-
p Den~itludc da ~a = 995,1 K__!/m~ 

e Rui!O\Idadc nh~oluta = 4.572 '\ I O~ m 
n Rotação da turh1na = 92.3rpm 

Tnbcla I - Dtmcn~õc~. a 'erem usadas no modelo. 

O INDEX TEST fornece na tabela 2 o valor da v:uão de 
funciOnamento. da altura líqutda e do rendimento total da 
turbma. em função da fração de abcnura dJstrlbUJuor. 

S!%) Q(m /,) H1 Cm) I 11th P!MW) 
46,30 399.55 117.47 89.89 39-U7 
51.70 .W3.64 117.31 92.03 461.74 
5!Ul 507.01 11 6.99 94.66 543.55 
64.40 553.31 11 6.70 95.82 601,20 
67.75 576, 11 11 6.57 96. 13 628.3 1 
70.50 596.33 11 6.43 96.05 650 .. 23 
73JO 614.76 11 6.37 95,85 669.08 
75.80 632.73 11 6.25 95 45 686.12 
!10.80 664.35 11 6.09 94.89 716,67 
90.60 716.14 11 5.69 93.06 758.98 
99.40 752.45 11 5.38 91.29 783.36 

Tabela 2- Dados cxpcnmcnt:u' da hatpú Binactonal 

scq.l Q<m'/,) 11 ( rn) HE<ml P<MW) 
46.3 396,191:14 117.4800 113.8094 4~.1718 

51.7 438.0850 117 .. 2896 113 .. 6523 459 .. 3576 
58.8 498.3388 117 .. 0015 113.4263 536.419 1 
<H.4 548 .. 2254 116.7459 113, 1294 596.41 91 
67.7 577.5035 116,5863 113.1294 629.2877 
70,5 601,6484 116,4-1.81 113.0389 654.8575 
73.3 624,6562 116.3099 112.9526 677.7349 
75.8 643.8485 116.1890 112.8806 695.5938 
80,8 677.1374 115.9656 112.7558 723.6486 
90.6 717.7615 115,6648 112.6034 752.273 1 
99.4 727.7593 115.5S53 11 2,5659 758.2822 

Tabela 1- Vutõc~. Altun1s c Potencias do modelo 



Na Tabela 3 estão indicados os valores das vazões de 
funcionamento , das alturas lfquidas da turbina, das alturas de 
Euler e das potências na turbina, para cada fração de abertura 
do distnbuidor. dados pelo presente modelo. 

Na Tabela 4 estão indicados os valores dos rendimentos 
hidráulico c mecânico, obtidos no presente modelo, para as 
várias frações de abertura do distribuidor. 

S(%) TIH C'ill TJm C'WI 

46,3 96,88 91.76 
51,7 96,90 94,98 
58,8 96,94 97.64 
64,4 97,00 98.79 
67.7 97.03 99,07 
70.5 97.07 98.95 
73.3 97.1 1 98,70 
75,8 97.15 98,25 
80,8 97,23 97,59 
90.6 97.35 95,59 
99,4 97,39 93,74 

Tabela 4- Rendimentos, obtidos no presente modelo. 

Na Tabela 5 estão indicados os termos dissipativos cm m 
(Energia por unidade de peso). nos condutos forçado e de 
sucção. detemunados pelo presente modelo. 

S(%) Descarga Sucção 
46,3 0.9348 0,2607 
51,7 1,0529 0.3179 
58.8 1.2446 0,4101 
64,4 1.4229 0,4953 
67,7 1,5359 0,5490 
70,5 1,6337 0,5953 
73.3 1,7306 0,6413 
75,8 1.8185 0.6809 
80.8 1,966 1 0.7524 
90.6 2,1618 0,8446 
99.4 2,2118 0.868 1 

Tabela 5- Dissipação da energia em JIN (m) 

Na Figura 2 estão indicadas as dissipações nos condutos 
forçado c de sucção da unidade 08 da llaipú binacional. 
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~ ~ ro M ~ ~ 

Abertura do Distribuidor em(%) 

Figura 2 - Dissipação nos condutos forçado e de sucção 

Conforme se verifica na Figura 3. as vazões determinadas 
no presente modelo estão cm bom acordo com as 
determinadas experimentalmente. 
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....... 
700 ~A 

cn 
;; 600 
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........ 
o 500 
t('O 

~ 
400 

40 50 60 70 80 90 100 

Abertura do Distribuidor em(%) 

Figura 3 - Vazão de Funcionamento 

Conforme se verifica na Figura 4, os valores das alturas 
líquidas da turbina , determinadas pelo presente modelo, estão 
em bom acordo com as dctermmadas experimentalmente. 
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Abertura do Oistnbu1dor em % 

Figura 4 -Altura Lfquida 

Na Figura 5 estilo indicado~ os rendimentos da turbina, 
mcdinico e hidráulico. 

Verifica-se que o ponto de melhor rendimento é o da 
abertura do dtWtbUJdor de 70% , que corresponde a vazão de 
cerca de 600 m1 Is c potência de cerca de 650 MW. 

Abertura do Dtstnbuidor em (%) 

Figura 5 -Curvas de Rcndtmentos 

Conforme se verifico na Ftgura 6, a curva de Potência do 
presente modelo está cm bom acordo com a obuda 
experimentalmente. 
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Abertura do Distribuidor em (%) 

Figura 6- Curva de Potência do turbma 
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CONCLUSÕES 

Conforme se verifica na Ftgura 3 (Vazão de 
funcionamento). Ftgura 4 (Altura líquida) e na Figura 6 
(Potência de functonamento) . o presente modelo serve para 
avaliar. com bastMte prcctsão. o comportamento operactonal 
da turbma Francts n° 08 da ltatpú Si nacional. 

O presente modelo avalia, também, as curvas de 
rendimento htdráullco c mecânico da referida turbma. 

Como o modelo é universal e não faz nenhuma 
pantculondade, com relação a turbma FrMcis de uma Central 
Htdrelétnca. ele pode ser usado, também, para uma turbma 
FrMcis de qualquer Central. Deve-se, apenas, alimentar no 
modelo os dado~ dos condutos de sucção c de descarga, bem 
como os valores das altura.\ lfqutdas c dos rendimentos da 
turbina. obtidos expenmentalmente. 
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ABSTRACT 

ln thts Mudy it was developed a model for the cvalu:uion 
of energy disstpation of the discharge a.nd sucúon piping, and 
for the dctcrminauon of net hetghts as a function of the fraction 
of the opening in the distributor of the Unit 08 of the ltaipú 
power piam. Watcr llow rate of opcrauon were numerically 
detennincd through thc secants method and thc polynomial of 
Lagrange was uscd for thc dcterminauon of the intcrpolating 
function of iteratcd water nows. Values of net heights, 
operating watcr now rate and powers werc in good agrccment 
with avrulable cxpcnmental data 
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RESUMO 

O presente trabalho apresenta uma análise experimental dos pe1[ts de velocidades entre as pás de uma t11rbina 
de medição operando em água. As medições foram reali<P.das na bancada gravimétlica imennireme para líquidos e a 
técnica empregada para a detenninação do campo de J•elocidades do escoamelllo foi a Velocimeuia Laser Doppler. 
Uma análise munérica também foi reali<P.da attm1és de um programa de elememos jülitos comercial, possibilitando
se assim wna comparação emre resultados téolicos e expe1i-memais. 

INTRODUCÃO 

A determinação do campo de velocidades de um escoa
mento numa turbomáquina é de grande importância para o 
projetista de uma máquina de nuxo, visto que grande pune dos 
projetes são baseados em experiência própria ou cm dados 
experimentais que nem sempre são compatívcts com o tipo de 
projeto. O surgimento de códigos computacionais cada vez mais 
sofisticados tomou possível ao engenheiro obter resultados para 
um protótipo de forma rápida e ainda fazer extrapolações para 
situações fora do ponto de projeto. Não obstante, as técnicas 
experimentais possibilitam que resullados obtidos através das 
simulações numéricas sejam validados. Com estas duas ferra
mentas torna-se possível a otimização da geometria de uma 
turbomáqutna, assim como uma análise de outros projetes já 
existentes 

A técnica experimental adotada neste trabalho foi a 
Velocimetria Laser Doppler. sendo sua utilização justificada pelo 
fato da mesma ser não-intrusiva, importante no caso de 
turbomáquina.s, onde deseja-se a menor interferência possfvel da 
instrumentação na investigação dos fenô menos. 

Neste trabalho o sistema utilizado para a simulação numé-rica 
foi o FLOTRAN, que é um módulo de CFD (Computational Fluid 
Dynamics) embutido no pacote de elementos finito:. ANSYS 5.Jl"'. 
Uma aphcação prática da utilização deste sistema foi descrita por 
Ferrctra ct ai., 1997, onde é apresentada a simulação numérica de um 
rotor radial de uma bomba submersa comercial bem como uma 
metodologia de projeto de turbomá-quinas. 

As simulações foram realizadalí para três diferentes mode
los: um modelo tridimensional c dois modelos bidimensionais. O 
escoamento foi considerado cm regime permanente. tu rbulento e 
adiabático. Uma comparação entre os três modelos simulados 
com os resultados experimentais é apresentada. 

PROCEDlMENTOS EXPERlMENTAIS 

As medições de velocidade foram realizadas no 
Laboratório de Turbomáquinas c Medição de Fluxo do Univer
sidade Federal do Rio Grande do Sul com a uti lização de uma 
bancada de calibração de medidores de nuxo lfquido tipo 
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gravimétrica, intermitente, descrita por Ferreira c Yenzon (1995). 
Esta bancada possui um circuito fechado para circulação da água 
através de uma bomba centrífuga. possuindo ao longo de sua 
extensão diversos equipamentos para medição de nuxo. dentre 
eles a turbina em análise fig. ( I). A turbina de medição é do tipo 
axial de pás retas, possuindo portanto ângulo de pá ( 12,5° ± 1.0°) 
constante desde a raiz até o topo. 

ll23,1 

Figura 1 . Vistas frontal c lateml da seção de testes (mm). 

O sistema utilizado neste trabalho fig. (2) utiliza uma fonte 
de laser íon-argônio com -1W de potência. O raio laser é 
decomposto em dois pares de feixes. um com compnmento de 
onda 514,5 nm (verde) e outro com comprimento de onda 488 
nm (azul). O comprimento focal da lente principal da sonda para 
a emissão dos quatro fei xes é 400 mm. Com este equipamento 
pode-se, portanto. determinar o campo de velocidades em duas 
dimensões. No escoamento em análise, a velocidade axial é a que 
possui maior magnitude; desta forma, utilizou-se os feixes da 
faixa verde do espectro para medir tal componente. visto que a 
potência é maior do que para os feixes da faixa azul. A forma de 
recepção do sinal Doppler resultante da passagem de uma 
partícula pelo volume de medida é do tipo .. para trás" (back 
scatter). Neste arranjo, a sonda estará emitindo quatro feixes c 
recebendo quatro feixes de menor intensidade. 



LE>gE>ndo: 

1-F ontE> dE> LosE>r 
2-Célulo dE> Brogg 
3-Sondo 2D 60xll 
4-Pcs:cior.cdcr do Sondo 
5-~optodor Mognét.co 
6-F rE>qVE''lCoM~;>tro 
7-Er:cooE>r 
8-0scilosccp;o 
9-SE>~orc.dor dE' CorE>s 55x35 
10-ProcE>ssc.dor 
11-$is tE> MO. dE> oquisiÇ õ.o 
12-ControlE> do Potêncio <26 70) 
13-Re f'rigE>roçõ.o/Energlo El~trico <2550) 
14-F ltro pore crculoçõo de é.gvo. <2200) 

Figura 2 • Sistema de mcd1çllo utilizado. 

A~ mechções foram reahtadas na geratriz da seção de testes 
em três diferentes seções: meia corda a montante, região mediana 
entre as pás c me1a corda a jusante. O pos1c1onamcnto da sonda é 
feno através de um posicionador com uma escala de 
deslocamento na direção axial c na d1rcç!lo longitudinal da seção 
de testes. A Incerteza desta escala é ± 0,25mm. Devido a efeitos 
de refraç!lo, o deslocamento hdo no escalo será diferente do 
deslocamento do volume de medição. o~ feixes de laser devem 
percorrer três me1os diferentes, o nr. a porede de acrnico da seção 
de testes c a água. Aplicando-se correçõcs adequadas conclui-se 
que a escala de deslocamento percorrerá na d1reção longitudmal 
da scçlio de testes I 0.1 mm± 0.25mm 

No SIStema de medição ap~ntado eXISie um recurso 
importante no caso de ocorrerem rcgiõe~ de reorculação no 
escoamemo. A célula de Bragg prodw um aumcmo de 40 MHz num 
dos fe1xes verde~ c num dos feixes azuis. Desta maneira, as franjas 
possuem um movuncnto e possibilitam o conhecimen1o do scnudo da 
panfculo com relação ao sentido do csçonmcnto pnncipal. 

Para umn situação especrtica onde se deseja medir veloci
dade~ no canal entre pá~ de uma máquina de nuxo se faz 
necessána a utilização de um dispo~IIIVO chamado "encoder" 
E~te d1spos111vo possibilita a determmação da coordenada Clr
cunferencl!ll das componentes ruoal e Circunferencial de velo
cidade. desprezando o sinal coletado pelo laser durante a passa
gem de uma pá c zerando a coordenada angular cada vez que a pá 
p~sa pela sonda. A sonda é pos1c1onada a 180° do captador 
magn~tico. Cada vez que o captador magnético cm1tc um pulso 
devido a presença de uma pá o cncoder desntiva a leitura do laser 
paru aquele ins1onte e informa ao progrnma de aquisição de dados 
que aquela é a origem do sistema. 

ANÁLISE NUMÉRICA 

Uma anáhse numénca do escoamento no intcnor das pás da 
turbma de med1ção fo1 realizada com a uuluação do programa de 
elementos finito~ comercial mencionado anteriormente. O 
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modelamcnto do problema foi feito de três maneiras: um modelo 
tridimensional c dois modelos b1dtmens1onots. 

Modclamento Bidimensional. A geometna foi discretizada 
em três cortes longitudinais de uma seção angular da turbina 
(fig.3): corte2 (r!R10ho=0,5104), corte6 (r/R,.111,=0.07052) e cone9 
(r/R,.111,=0,0848), onde r é o raio e R1ut.o o raio da scção de testes. 

F1gura 3 - Cortes Long1tud1na1s da Turbina. 

9 
6 
2 

As hipóteses consideradas para o escoamento em análise 
foram; escoamento stmulado bid1mens1onal, incompressível, 
turbulento. adiabáuco e estacionário. Para este caso específico de 
uma máquina de nuxo axial cons1dera-sc que o escoamento da 
corrente livre ao transferir energia às pás da turbina man-tenha 
como predominante a direção axial, tomando a componen-te 
rad1al pouco significativa. 

Como foi mencionado. foram propostos dois modelos bidi
mensionais: no primeiro modelo (simulação bidimensional I) 
utiiiLou-sc um malha com 750 elementos c 816 nós e no segundo 
modelo (Simulação b1dimens10nal 2) adotou-se uma malha com
posta por 9.600 elementos e 9.851 nós (fig. 4). O propósito da 



simulação dos dots casos foi a necessidade de avaliação da 
influência da malha no resultado. 

Figura 4- Malha adotada na stmulaç!lo btdimensional 2. 

Na região a montante da turbina asstm como na região a 
jusante foi feito um prolongamento do domínio. Este aruiTcio é 
normalmeme utih7..ado para escoamcnlol> do gênero. como fo1 
comem ado por Davts e Dannenhoffcr ( 199-' ). 

O tipo de elemento utilizado para a resolução do problema 
fo1 o FLUID141. próprio do FLOTRAN. Este elemento btdtmcn
sional de quatro nós foi utilizado para a resolução de cinco graus 
de liberdade: velocidade na direçiío x (circunferencial), veloci
dade na dircção y (axtal), energia cinéilca turbulenta, taxa de 
disstpação da encrg1a cmética turbulenta e pressão. 

Conc:fçdo 
Par-PdP 

Pressiio ~elo~."~ Nulo 

~ ' l !I j- ~:;~í~,:.::. 
Ol' 

Pprf;l Di.> Vetc;ç:oodPS 

Figura 5 - Cond1ções de contorno aplicadas. 

As condtções de contorno aplicadas ao problema (fig.5) 
foram: condição de parede nos limites das pás (velocidade nula 
para as duM componentes), condição de pcriodictdade para os 

prolongamento' na entrada e saída da!> pás. pressão rclauva nula 
na saída. vcloctdnde prescrita na entmda das pás. Neste trabalho, 
as medições foram realizadru. com um:l varão de 51/s podendo-se 
então determinar o~ triângulos de vclocid;tdc~. A velocidade axtal 
média fo1 calculada f01 3,24rnls c a velocidade circunferencial f01 
detcrrrunada para cada cone confonnc os valores hdol> de 
freqUência de p~sagem da pá pelo captador magnético. 

Para a !>tmulação em turhomáquinas. o Sistema de 
referência gtra com a rotação constante c tgual ~ rotação do rotor 
Esta mformnção é fomectda ao ~•stema apó~ ser calculado n 
velocidade angular w. Para o problema cm análi~c. o sistema 
CAE resolve a equação da conservação da quantidade de 
movimento nas dtmensões x c y levando em consideração o 
modelo de turbulência k-t. 

Por questões de prectsão numénca. o algoritmo rc~olve a 
pressão rclauva ao mvé~ da pressão absoluta. Uma de~cnção mah 
abrangente do functonamcnto do código utilizado pode ~er 

encontrada cm Ferreira ct ai. ( 1997). 
O c6d1go computaciOnal utih7ado trabalha com o conceito 

de iteração global. que é o nome dado ao proce~so de solução de 
todas as equações c de remualização da\ propriedades. Durante a 
Iteração global ~ão obt1das soluções aprox1madas da equação de 
conservação da quanudade de movtmcnto que são usadas como 
funções de rcstnção para resolver a equação da pressão baseada 
na conservação da massa. O código ustl pressões rcsullantcs para 
atualizar a!> velocidades de modo que o campo de vcloctdades 
conserve o nuxo de massa. Com o modelo de turbulência ativudo. 
as equações de movimemo são resolvtdas e o programa usa a 
energia cinéuca turbulenta e a taxa de diS!>tpação para calcular a 
viscosidade efcuva que substitUI a VISCOSidade lammar para 
modelar o efeito de turbulência no escoamento médio. 

O algontmo de solução empregado é do upo segregado. ou 
seja, os elementos das matrizes são form:~dos e resolvidos pnm 
cada grau de ltbcrdadc separadamente. Cada grau de liberdade é 
resolvido de modo scqüencial. As equações são acoplada~. logo. 
cada equação é resolvida com valorc) tntcrmed•ários dos outros 
graus de liberdade 

O método de solução utilizado parJ iiS vanávcis V>' V,. k e 
E fo1 o TOMA (Tndtagonal Matn\ Analys1s) com uma Itera-ção 
para a velocidade e de1 Iterações para k e t . Paro a resolu-ção da 
pressão, foi empregado o Método do' Gradientes Conju-gados 
pré-condictonados com 500 iterações. A estrutégta de ~oluçllo fo1 
resolver o problema turbulento com apenas uma sequênc•a de 
100 iteraçõc' globats. As propnedadcs físicas da água foram 
constdcradal> a uma temperatura de 20 C. ~endo a mas~a 

específica p:::998.2Kg!m' e a vtscO~tôade absoluta ~=0.00105 
Nslm1

. 

Modelo Trjdtmcnsional. A geornctna foi modelada nn 
região entre as pás da turbina. da rnir ao topo da pá. Neste 
modelo também foi fei to um prolongamento do domrmo de 
e~tcnsão eqmvalcnte a meia corda a montante e meta corda a 
;usante das ph 
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A malha de elementos !inatos empregada (fig.6) lo1 com
posta por 15.600 elementos e 17.856 nós. sendo a dtspostção dos 
elementos semelhante a malha b1d1 mens10nal utilizada no pn
meiro model:1mcnw. 

As condições de contorno adotada!> foram bem semelhan
te~ ao caso bldtmenstonal. A terceira componente de veloctdadc. 
normal ao ci-.:o de rotação, f01 con\tderada nula na rcgtão de 
entrada ass1m como no~ nós penenccntc~ a fronteiro supcnor da 
malha. Os algontmos de resolução foram cxatarnente os mesmo~ 
da Simulação anterior, apenas adotando-se uma estrotégta de 
solução diferente. O problema f01 resolvido cm quatro etapa~: 

~= 1 , 0.1. 0.01 c 0,001 Ns/m~. resolvendo 50 passos de itemção 



parn as três pnmeiros etapas e 200 passo~ para u úluma. Uma 
subrelaxação foi 1ntroduz1da em quatro graus de liberdade: velo
Cidade normal ao e1xo de rotação, energ1a cmética turbulenta, 
taxa de d1s~1pação da energia cméuca turbulenta e pressão. 

F1gura 6- Malha adotada na s1mulação tndimensional. 

RESULTADOS 

Convergênpa. A convergênc.:1 do~ problemas b1dimens1o
nab foi ating1da em menos de 15 Iterações para todos os cortes. A 
solução se tornuu tot:.lmcnte estável e a diferença decorrente do 
balanço de massa ficou em torno de 0,02% para todas as 
simulações. O critério de convergênc1a adotado foi 10"8 Na fig. 7 
observa-se o comportamento da solução ao longo dos primei-ros 
14 pas\OS de lleraçlio cm função da taxa de con~crgência (eq.l) 
para o caso da segunda Simulação no corte 6, onde ·· s·· é uma 
vanável qualquer para o passo de 1teração "1" 

I. ln;'~ - n:IUI 
88

= • I.ln.'"'l 
{I) 

, 

T 

>< Pranto 
t. Velocidade axial 
• VaiOOtdada ctrcunfarenclal 

+ Enargoa CIMtJCa 

lurbulenla 
Taxa da dossopaçlo 
da anargoa CIMttoea 
lurbutama 

9 10 11 12 13 , .. 

Número de iterações 

Figura 7 - Comportamento da solução para o caso da segunda 
s1mulação do corte 6. 
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Com relação ao comportamento da solução do modelo 
tnd1men~1onal, pode-se observar na fig.8 o comportamento da 
pre~são, geralmente mais instável que os demms graus de liber
dade 

A d1ferença emre o !luxo total de massa que entra e o fluxo 
total de massa que sru foi de 0,007%, menor que nas stmu-lações 
b1dtmens1onais. O tempo de CPU utilizado na simulação 
tndJmens•on:~J foi de 38.835s ao passo que na segunda simu
lação b1d1mensional este tempo variou entre l.OOOs e 1.900s, 
conforme o corte. A máqutna utilizada para a execução do pro
grama foi uma estação de trabalho Sllicon Graphtcs Crimson. 

"" l 
., ••• 
~ •• g •• 
z 70 Converg6nCia da Presslo ., 
"2 

'f ,. 
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~ 30 , 
I a I 

1- I , o 

\ v~ ~ 
00 I ~ 

so 100 1M - HO )00 

Iterações 

Ftgur3 8 - Taxa de convergência da pressilo em funçi\o do número 
de iterações para a simulação tnd1mensiona!. 

Perfi~ de Veloctdades. O comportamento da componeme 
Circunferencial de velocidade paro ru. trê.o. ~1mul•lÇõe~ realizadas pode 
!>C:r ob!>ervado n:~ fig.8. Os pontos apresentado~ no gráfico foram 
obtidos a paltlr de uma média dos perfis de vcloc1d~ a me1a-corda 
entre ru. pás para o correspondente r.uo. O e1xo da abscissa f01 
adtmcns1onalu .. ado em função do r.uo da !>C:ÇJo cJc testes. 
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Figura 9 - Perfis da componente C1rcunferenc1al de velocidade 
para ru. s1mulações real t7adas cme1a-corda entre as pás). 



Nota-se na fig.9 a proxim1d:lde entre os valores médios da 
diStribuição de velocidade circunferencial ao longo do mio para a 
simulação tridimensional c para a segunda simulação bidimen-sional, 
re!.pectivamente. O perfil de velocidades da pMlCim si-mulação 
b1dmx:nsional apresentou um valor méd10 muito supe-nor aos detna1s 
cao;os, apresentando um perfil mais retilfneo e não mu1to caracterfsuco 
do escoamento. Entretanto. nos três casos, constatou-se a inversão dos 
triângulos de vcloc1docles devido ao fato das pás serem planas. 

Algumas medições experimentais com o LDV comprova
ram a pequena magnitude da velocidade circunferencial assim 
como a mversão do sentido da mesma na posição aproximada
mente a 0,7 riR1uho· Devido a este motivo. uma inceneza consi
derável cm termos percentuais fo1 constatada, não sendo, por
tanto, apresentados resultados experimentais para esta compo
nente de velocidade no presente an igo. 
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Figura I O- Perfis da componente axial de veloc1dade para as 
simulações realitadas c para a medição experimental (meia- corda 

entre as pás). 

Os perfis de velocidades ad1mens1onahzados cm função da 
velocidade ax1al média para as três simulações e para a medlção 
experimental podem ser observados na fig. I O. A média do perfil 
de velocidade~ ad1mcnsionalizado medido experimentalmente fm 
a mais alta comparada com a média dos resultados numé-ricos. O 
formato do perfil. apresentando ponto de máximo mais próximo 
da superfície do cubo, é semelhante ao esperado. fato evidente se 
considerarmos que a área de passagem aumenta com o aumento 
do raio. Esta const:llação também é observada para as simulações, 
mthcando que o código é sensível à~ características do 
escoamento. A~:t simulações bidimensionais mantiveram seus 
valores muito próximos. ao passo que a Simulação tridimensiO
nal apresentou valores pontuat~ baixos. Emretanto, a dcclivtdade 
do perfil ao longo de riR,ub.l med1do experimentalmente foi mul
to próxima da obtida pela simulação tndimensional. 

Pressão. Na fi g. II observa-se resultados médios de pres
são estática nos três cones longitudinais da segunda simulação 
b1d1mcnstonal para três diferentes seções do domínio: meia·corda 
a montante, me1a-corda entre as pás c meia-corda a JUSan-te. 
Observa-se que a pressão estática é na verdade uma pressão 

estática relativa, visto que fo1 mtroduzido como condição de 
contorno PreiM• na saída nula. O eixo das abscissas, por questões 
de conveniência, foi adimensionalizado em função do rato da 
turbina na ponta da pá (R"'~"'). 
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Figura 11 - Variação da pressoo estática rclauva ao longo da 
seção de testes (segunda Simulação btd1mcns1onal). 

Dado~ experimentais da variação de pressão cstáttca na 
seção de testes utilizada foram obtidos por Fuvarcuo, 1996. Paru 
uma vazão de 3.271/s. a vanação encontrada 101 300Pa, ao pa~>~o 
que no caso da segunda Simulação btdimcnsJonal. para uma 
vazão de 51/s, encontrou-se um valor médto de 363.24 Pa. 

Um medidor turbinado, quando gira em rotação constante, 
está cm equilíbrio dinâmico. ou SCJa. o somutóno úos torque~ 

resistivos ~c iguala ao torque motor. Os torques rcsisttvos !>ÕO 

devido ao arrasto nuidodinâmico nas superfíc1es das pás (T,) e no 
cubo do rotor (Th), dev1do ao atnto de escorregamento entre o 
cubo do rotor e a face fixa do ~upone (T1). ao atnto devido ao 
escoamento nas pontas das pá~ (Tk), dev1do ao atri to mecânico 
de rolamento do rotor (T b,1) e à força rcsistiva prodwida pelo 
sensor <Tr> quando este for magnéttco. 
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Figura 12 · Valores de T/r em função do raio obudos através da 
segunda simulação bidimensional. 



No pre~ntc trabalho 101 fcua uma análise da d1ferença de 
pressão entre as faces de pressão e sucção obt1da através da 
~egunda Slmulaçi!o b1d1mcnsJOnal. Integrando os valores nodais 
de pressão para cada corte c multiplicando pelo respectivo raio 
obtém-se o gráfico da fig . 12. 

Integrando a função da fig.l2 obteve-se um valor de torque 
médio corre~pondcntc a 0.002Nm. Este valor sena o próprio tor
que motor, entretanto, no modelo simulado. apenas o torque rc
SIStivo na superfície das pás (T J estaria sendo considerado. O!> 
dema1s torques res1suvos dcterrmnados por Ferreira e Favaretto, 
1996 foram adiCIOnados de modo a tomar possível uma compa
ração com o torquc motor (fig. 13). 
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Figura 13 ·Comparação com os resultados de Fcrrc1ra c 
Favarctto. 1996. 

CONCLUSÃO 

Os resultados obudos foram s:111~fatórios, Vl\tO a aproxi
mação entre valores experimentail> e teóricos. 

O modelo tridimensional se mostrou adequado para a 
aná11se da componente Circunferencial de veloc1dade. Para e~ta 
snuação, ficou cvidenctado que o fato da malha uídtmensional 
ser mais grosseira não ~ur11u grandes diferenças nos resultados. 
No caso da velocidade axial. entretanto, os valores obtidos na 
modelagem tnd1mensional ficaram um pouco abaixo do esperado. 

A malha b1d1mensJOnal mais refinada produ11u resultados 
melhores que as demais. Este fato fo1 comprovado não apenas 
pela anáhse dos perfis de velocídaue~ mas também pela avaliação 
do diferencial de pressão c dos torques resistivos. Dados 
expenmcnta1s provaram tal fato. 

O procedimento experimental demonstrou a ncccsstdadc de 
um conhecimento préVIO do comportamento do escoamento no 
lcnõmcno o ser investigado. Inúmeras medições devem ser 
realizadas de modo a tomar possível uma comprovação física A 
técnica do LDV mostrou ser uma ferramenta importante para 
deterrrunação cxpenmental do campo de velocidades. espectai
mente no problema mve~ugado. 

A ~imutação numérica devidamente validada através de 
medições expcrimentrus com Laser Doppler pode ser um im
portante recurso para projeto de LUrbomáquinas. tomando-o mats 
ráp1do c confiável. 
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ABSTRACT 

Thc present paper prescnts an experimental tlnalysts of thc 
velocity pro files msidc the blade passage of a turbinc flow meter 
running in watcr. Measurements \I.Crc pcrformed m thc 
interrmtent gravimctnc ng for hqu1d~ at thc Turbomachmcry 
LaboratOry and the techmquc cmploycd for flow field 
determllllltlon was Laser Dopplcr Vclocimetry. A simulation 
insidc thc blade passage was also performcd with a CFD 
commcrc1al software. allowing a comparison bctwccn theorcucal 
and cxpenmental rcsuhs. 
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SUMMARY 

This work revieii'S the basis of the strip theOJ)' or 8/ade Element/Momentum metlwd and their mos/ 
utized approaches, and proposes a new metlrod for ali extenllon of tire Tip Speed R a tio - TSR region. The 
remlrs are compared to others formd Íll the literature mrd with a~·ai/able experimental data. lts rs 
ccmcfttded that lhe proposed model gt ~·es similar resu/ts to tlte compared models to regions nf TSR greater 
tlum 2 and extends the validiry of these metlwds to regions ofTSR smal/er than 2. 

INTRODUCIION 

The strip theory or Bladc Elernent/Mornentum - BEM method 
is the usual too! for HonLOntai-Axls Wtnd Turbsncs - HA WT 
design and analysis (EgglcMon and Stoddard, 1987; Hanscn and 
Buttcrfield, 1993. Wilson. 1994). The main assumptions sn this 
lhcory are that the bladc can be analy-Led as a number of 
indcpcndcnt Mreamtubes. the spanw1se flow IS neglsgible, the 
flow IS considercu axisymctric, and nonnal\y the cuscadc cffcct is 
not takcn 11110 account. ln coch streamtube the induced velocity is 
calculated by pertornung thc conservauon of the momentum. and 
the aerodynam1c~ forces are fou nd through of two-d1mens1onal 
airfoil data avatlnblc 111 thc litcralurc. 

However, the BEM rnethod prcsents some limitalions. 
Glaucrt (1926) pomled out that lhe BEM 's hypothes1s 1s no 
longcr vahd for high induced veloctty regions, and propo~es an 
empsncal expresslt)n for thi!. range. Thc tip losses. no1 prediclcd 
by thc mcthod. are computed employing some empsncal 
corrclatson (H1bbs e Radkey, 1981). When the rotor's blades 
operatc 1n the stall region, the BEM mcthod underestimates the 
evaluatcd rotor power when compareu to the expenrnents (Musial 
et ai . 1990). Olhcr difficully IS the lnck of expenmental data for 
lhe post-stall reg~on. Vttema and Conigan (1981) have 
developcd an cmpincal approach to extrapolnte the n1rfo1l 
acrodynamtcs cocfliclcnts for nnglc of aunck up 10 90 dcgree. 

Th1s wor~ presems a study about lhe aerodynamics of 
HA WT. a1nung thc proJCCt and analys1s of Small Wind Encrg.y 
Convcr~ion SyMem,<, - SWECS for water pumptng or elcctric 
gencratson. Thc matn approaches for thc analysis ond projec1 of 
HA WT are bneny presenled usmg lhe BEM method as thc base 
for t h1~ work. The most 1mportant aerodynanucs models based on 
lhis mcthod are briefly commented, discussing the1r hmitations 
and udvanlage.,. More delnils can be found in Alves ( 1997). 
Follow1ng. 11 IS proposed and implemcnted a ncw model, stsll 
based on BEM. that extends the vahdtty of lhe models based on 
this mcthod to thc region ol T1p Speed Ratio - TSR smallcr thnn 
2. allow1ng thc analysi~ of multibladed HA WT for watcr 
pumpsng h IS also dtscussed lhe masn optsmiLation s1rateg1es for 
thc prOJCCL of HA WT. Bascd on these strateg1es, 11 is propo!tcd a 
nu meneai · procedurc to thc projecl of HA WT optsmitcd 
pertonnance. 
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Til E STRIP T!!EORY 

Th1s theory allows lhe analys1s of the wake rolatson anflucnce 
on the dcvelopcd rotor powcr. by u~mg mass. moment, encrgy 
and moment of momentum halanccs. One obtasn from this thcory 
thc followmg rcl:nion (Wtlson and Ltssaman, 1974) 

a - .!:[I - _,(-=I ---'a )'--b2-] 
- 2 4X2(b-a) 

(I) 

and 

C = Powcr _ h2(1-a)
2 

11 - l/2pVJA h-a 
(2) 

whcrc CP i~ the powcr coefficient; p the lluid density; A IS the 
prOJCCted rotor dtsc arca; a=(V11-u)IV0 and b=(V0-u1)/V11 are, 
respccuvely, the axial sntcrference factor in the rotor plane and in 
lhe wakc; u and u1 are, respcclivcly, lhe ax1al flow vclocity 1n thc 
rotor plane :md in lhe wakc, V0 b thc frec !>lrl!am wind vcloci ty; 
X:RW V0 1~ thc TSR. R l!t lhe rotor radiu:.; and O is lhe rotor 
angular veloctty. 

One can observes in F1g. I thal lhe usual rclatson o=0.5b ts 
found whcn X2:2 Ncvenhcless. thc wnkc rotatson effect is very 
imponant for ~low rotors wtth low X values (X<2). whcre the 
actuator dtsk theory is no longcr val1d ln addiuon, the frec vortex 
hypolhcsis used in lhe thcory inducc~ inCinile vclocitics ncar thc 
U.\t!t. rcquiring some corrccuons. ln this sensc. Wilson and 
Lss.,aman ( 1974) presented an ahemauvc cxpres~1on for Cr 

Cp= b(l - a)
2 

(2Na+(I-N)b] 
b-a 

(3) 

where N=Oiw.n.,: úlm•• hc1ng thc maximum flow angular vclocily 
in the wakc. 

Howe,er. 11 1~ vcry dtfCicult to delcrnunate a prectse value for 
úlm .. ,. constrluttng a grcat lim11ation of th1s model lt was also 
vcriCied. 1hnt lhe modcl is nol conl>ÍSient for a2:0.5, i.c .. high 
aerodynamic load (Wilson et ai., 1976). ln 1h1s case a correcuon 
IS rc..>qu1red 



b 

a 
F1gurc I - Effect ofTip Specd Rauo on the 1nduced velociucs 

Applymg thc momentum conservauon and the expre.ssion for 
the forces devcloped ovcr a rotor blade section nirfoll. Fig. 2, on 
can obtain (Wil~on and L1ssaman. 1974). 

and 

V0 (1-a) 
tgQ = Qr ( I +a') 

(4) 

{5) 

(6) 

wherc a'=<u'Qr and b'=w,/Qr are respectively, the tangcnt1al 
interfcrcnce factor m thc rotor plane an<.l in thc wake, ro and ro1 
are, re~pccthely. thc Oow angular velocny in the rotor plane an<.l 
10 the wake; cr,.=Bc/2nr 1s thc local sohdny; B 1s thc number of 
bladcs; C1 and C0 are the seetionallift and drag cocfficicnts; c is 
the bladc chord. and o is thc angle bctwcen the plane of rotation 
and the rclall\•c vclocny. W (see F1g. 2). 11 IS 1mportant to note 
thnt thcse equauons wcre dcrivcd wuh the usual hypothcsis that 
a=O.Sh and a'=O.Sb'. 

Usmg the~e equauons an<.l an nerathe procedure n IS poss1blc 
to compute Iorque, thrust and powcr for each blade scction. By 
intcgration along thc radial coordinatc one obtain the torque and 
power dc,elopcd b} the wmd rotor 

TIIE PROPOSED MODEL 

~The approach as employc<.l by W1bon and L1~samun 
( 1974), follow1ng thc Glaucrt's model. does not give good results 
for valucs of X towards thc lower ol the operaung range (RiJS and 
Smuh.lcrs. 1990. Siddig, 1992; Ncog1, 1995). Another aspect to 
considcr is that the tangcnual inducuon factor a' IS not defined 
for X=O. RtJS and Smuldcr~ ( 1990) have avo1dcd th1s problem by 
rcplactng the delimuon for a· by an altemative one reprcsenung 
thc tangcntial vclocitic~ m thc rotor d1sc related to thc 
und1sturbcd ax1al velocuy of the O o\\.. 
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r.Qa' 

r.Q 

V0 {I - a) 

Figure 2- Velocily an<.l force componcnt~ on thc blnde scction 

The high sensibihty of the angle 9 a.\ funeuon of the axial 
interfcrence factor a, 111 part1culnr for h1gh local llp-speed rauo 
zonc, as shown in F1g. 3, is an add1t1onol consaJeration for the 
ncccssny of n more prcc1se calculation of the intcrfercnce f,lctor 
for low valuel> of X. 

.33 

.32 

. 31 

.29 

.28 

F1gure 3- Senstbtlity of $as function of a. 

_d4l (rd) 
da 

The proposed model uses the gencrahzed cxprc~Mon for thc 
interfcrcnce factor from the momcntum thr.:ory w11h rotational 
wakc, given by Eq. (I). wh1ch IS also vahd for X < 2 Thc main 
hypothcsis of the model IS the a~sumpuon of the followmg 
rclouon 

a a' 
-=-
b b' 

Applying these exprcssions 111 conJuncuon wuh the balance 
cquations, one can obtain the new systcm for the problcm (Alves, 
1997) 



and 

_b_= 2À (cos~+~sen~ )cos2 e : 
1-a sen-~ 

b' 2' (~encp-ecos(l) e --= 11. cos 
l+a' senQcoscp 

Yo (1- a) cose 
tgQ= Qr (l+a') 

where 

À= BcCL 
81tr 

(8) 

(9) 

( lO) 

(li) 

IS thc blade 1oud coefficicm: t:=CofCt; and 6 1~ a contng angle. 
To complete the systcm il is neccssary to explicit lhe 

cocflicient b in the wake as funcuon of the factor a usmg lhe Eq. 
( I) 11m rcsuhs 

b = _..!_(S +T) _..!_a 1 - i..!_.J3 (S +T) 
2 3 2 

wcrc 

S=~R +JQ'+R~ 

T = ~R - JQJ + R3 

Q=3a2 -ar 
9 

R = 9 a I a:! - 27 3 ~ - 2 a r 
54 

4X2 

a,= a-I 

12a x1 

a,=---
- 1- a 

&X 2a2 

a,=--;;-:~ 

( 12) 

( 13) 

( 14) 

( 15) 

( 16) 

(17) 

( 18) 

( 19) 

Thc Eq. ( 12) fumishes real values and thc powcr. 
torque and thrust cocfficients are, respectively. givcn by 

4 X 
Cp=-, fo -a)b'x~dx 

x- o 

c c, = - p 
X 

(20) 

(2 1) 
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X 

Cc= 4f0 -a)bxdx 
o 

were 

rQ 
x=-

Yo 

IS lhe locallip-speed ralio. 

(22) 

(23) 

lterative Procedure. Thc calculation of lhe cocfficients a. a'. b 
and b' for cach radial s1a1ion along the blade (gcometry and 
aerodynarrucs cocffic1cn1s are knew) IS performed through the 
followmg nerau vc process: 
I. lni1ializn1ion of a and a'. ln this work a= 1/3 anda' =O 
2. Compuung ~ by Eq. ( I 0) 
3 Compuung lhe angle of auack ex= 4>- p, c~.ccx) and C0<cx) 
4. Computing b by Eq ( 12) 
5. Compuung b' by Eq. (7) 

6. Computing new valucs for a anda' hy Eqs. (8-9) 
7. Computing new value for (l by Eq. ( 10) and verifying lhe 

convergence. ln th1s worl. the error for 4> was fixed tn 0.001 
degree. 

Tip-Loss Factor. ln ordcr to corrcc1 the effec1 of lhe finile 
number of bladcs, thc Prandlt tip-loss model was cmployed (see 
Wil~on, 1994) A tip-loss factor F was mtroduccd. which 
modifies 1he powcr output for lhe reduced circulauon and blade 
unloading by tip-vorte.x sheddmg. This factor is defincd by the 
ratio betwecn lhe bound circulalion of ali the blades by lhe 
Clrculauon of a rotor wi th tnlimle number ol blade. lt 1\ g1vcn by 

F =~ arccos(e-f) 
1t 

B R - r 
f = ---, for lhe llp SldC 

2 rsen~ 

B r - rhuh for lhe hub si de f- . 
- 2 rhub sen<» 

(24) 

(25) 

(26) 

The factor F is c:onsidercd as modifymg lhe nxml vclocuy and 
IS apphed directly LO the momentum equauon. 1l11s resuhs in 
changmg of Lhe Eqs. (8-9), which are substuutcd. rc~pecll vely, by 
(see Ah es. C 1997) for more delalll>) 

b F(l- a F) = (1- a)2 'À [cos($) + escn($)1 2 - , cos 6 
sen· 9 

(27) 

_!L_= 2À ( sen$- ecos~ )cose 
1 + a1 F sen ocos$ 

(28) 

The expre~!.1ons for lhe power and 1hru'1 coefficicnt become 

4 X 
Cp=-, Jc1-aF)b1Fx 1dx 

x- o 

X 
Cc = 4 J C I - aF) b F ~ dx 

o 

(29) 

(30) 



Turbulenl Wakc Sunc. Whcn lhe axial interference factor. a. 
bccome<, largcr than 0.5. lhe a.'<IOI vclocity 10 Lhe far wake Oow 
would revcn.c, and the cquauon for the axial thrust 1s no longer 
val1d. ln ordcr to cxtend thc vullduy of the model for th1s 
condiuon. 11 wa<, employcd an cmpmc;ll correction due to Glauen 
( 1926). ln th1~ worlo., the power cocfficienl is modllied. for 1h1s 
condll1on, by 

and the cocfficJcnls a anda' are computed by 

a= 2
1F(1-~). forCp<0.96 

a= *(0.143 + Jo.0203 0.6427(0.889 - Cp)). 

for Cp ~ 0.96 

a' BcC 
--= " F L " • for ull valucs of Cp (l+a') o7tt CO\y 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

Cawadc Efrcct' The casc<tde cffects are cons1dercd in the 
calcul of the anglc of auack. mod1fying the hft and drag 
cocfficJents. The correcuon apphcd IS duc to Wilson ( 199-l) 

(35) 

(36) 

Bc<hóo J• d Bcoso0 t.a1 =--- I '<----A 
2nrc 0 2nrc 1 (37) 

V0 (1 - a) 
Qo = arctan co'>9 

r!l 
(38) 

1( [<1-a)rn] [ rn]) 6a1 =- nrcllln --1--- - arctan (1-a)-
4 (l+b)V0 V0 

(39) 

were t.a_ ~~ thc cascnde corrccuon lo anglc of auack (rad). and A, 
is lhe airfoil cross-\ccuonal arca. 

Posl-Stall Corrccuon~. Thc goodncs~ of lbe results from the 
slnp lheory 1s grc;ll dependem ol the lifl and drag cocfficients 
precis1on. Duc to lhe var1al100\ m thc w10d vclocH) , thc angle of 
auad. can aucnd largc valucs. and. for thb condition. the 
aerodynam1c datJ 1s lncking The ava1lable rurfotl data is often 
hrruted 10 the range ol angh: of auaclo., a.~ 10 Abbott and Von 
Doenhoff ( 1959) Some effom are be10g madc to e"<tend these 
data 10 v1e~ of w1nd cnergy apphcauons. For example. Ostowan 
and Na1lo. (198~) ha'c perforrncd s1Ud1es \\lth NACA 4415 
a1rf01IS for angle of auaclo. rang1ng from -10° to 100°. However, 
thl) k1nd of 1nformauon 1s not gcncrally available. and cmpirical 
correcuon m the a'v,ulable acrodynam1c data is needed. 

V1tema and Comgan ( 19R I) proposcd nn em pineal model to 

adapt the availablc acrodynam1c data for wmd energy purpose~. 
Thc proposed corrcction for limtc aspcct ratio blades is given as 

(40) 
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a- a'+ 57JCL 
1lj.l 

(41) 

(42) 

whcrc C1 ' and C0 ' are thc lifl and drag coeflicients for mfinite 
aspect ra11o. and j.ll~ thc a\pect ratio, delined by 

R- rhub 
j.l= 

c( r) 

For post-stall range the corrccuons are pred1cted as 

C 
Co nu., ., K co~2 a 

L =---sen .. a+ t--
2 sena 

, 
C o= C o rnJr~ scn· a+ Kc.1 cosa 

C o.s- C0 sen2 as 
co~a5 

Co max = l,ll+O.Oil!j.l, for J.l S 50 

Co. rna\ = 2.01. for l.l S 50 

RESUL TS ANO PISCUSS!ON 

(43) 

(44) 

(45) 

(46) 

(47) 

(~8) 

(49) 

Compan~on wJth Others Models. ln order to verify thc 
behav1or of the propo~cd model, Hs results were compared wnh 
those of others ex1~11ng and validated modcls. F1g. 4 present~ 
re~ults for thc ma.ximum power coeflicient as function of the tlp
speed rat1o. Thc correcuons pomted out in the ligure are tlp-los~ 
correcllon type. lt 1s vcrilied a good agrcement wJth the modcl. 
Wilson er ai. (1976) does not prc~cnt results for low tip-speed 
rauo, showing a limitation of this well known and recognjzed 
model. F1g. 5 present~ a Mmtlar rcsult, but showing the intluence 
of the aJrt'otl drag, whcre the curves are also in good 
concordancc. ll ~ ~ imponant to note that the results presenteei 10 

F1gs (4-5) doe\ not rcfcrcnce to a smgle rotor. i.e .. each point on 
the curve\ reprcscnts a ma,.1mum powcr coeflicient that would be 
obtruned \\llh ao opllnuzcd rotor geomctry. 

F1g 6 shows the opllmltcd d1stnbuuon of the prolile chord 
along thc bladc for X = 6. ln th1~ figure c*= cJR and r*=r/R. The 
resuiL\ of the present worlo. and Wilson ~~ a/. (1976) are 10 

accordance. but the curve due to Galetuse ( 1986) presents a 
rcducllon 10 the op11mal valuc of thc parame1cr c•cL of about 
20% for low value~ of dJmcnsion!ess radHll coordinate. close to 
thc p1ck of the power cocffic1cnt. For ali othcr points the curves 
arem agrcement. 

Companson with Expcnmcntal Data. For the validallon of the 
proposed modcl and thc corrcsponding code devcloped. 11 is 
imperallve the companson against the available data from 
experimental tesung of existing wind turbme rotors. Although the 
literaturc prc~ents sevcml experimental data, the information 
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Figure 4 - Companson bctween modcls for Cp x X 
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F1gurc 6 - Chord <.hstnbuuon 

ubout the prec1sc bladc geomclry and lhe c.xperimental tes1ing 
condiltons are nol prcsented 10 deLUJis, impo~mg dtfliculties lhe. 
rcalualton of confronting re~ult s. 
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Wilson (1994) rcports an expcrimcnt cnrricd out by NASA 
Lewis Rcsearch Ccntcr. The turbinc. callcd MOD-2 HA WT, hnd 
n 1wo-bladed leetcnng rotor wi1h NACA 23000 serics nirfoil, 
91.4-m dtnmeter, 2.5-MW rating, solidny of 0.036. up ~pccd of 
84 m/s. 18-m hub d1amctcr. using partHll-span pllch control For 
power output~ bctwccn O and I O MW, the llp pllch \'aricd 
hnearly wilh power. from -5 deg to -2 deg, and for power 10 the 
rang of 1.0- to 2.5-MW the turbinc was opcrated ata lixed bladc 
pitch of -2 deg. Thc chord distribullon wa~ conMant (c=3.45 m) 
up to r/R=0.297 and linear variation 10 the voluc 1.43 m at riR= I . 
The twist anglc was -4 deg at llp wnh hncar variahon up thc 
value 2.55 deg at hub. Fig. 7 pre~nt~ the expcnmcnts pcrformed 
by NASA compared with lhe pred1ctcd power ourput obtamed 
u~mg the presem model and lhe Wthon·., model. Both modcls 
fumish thc rotor powcr with acccptablc accuracy. The d1llcrcnce 
obscrved bctwccn the cxpcnmcntal data and thc thcoretil'al 
results for thc htgh w111d vclocity rangi! b mtributcd to thc 
prolotypc pilch control, which is 1101 con~1dereu 111 both modcl!.. 

3 

2,5 

2 

~ 
é 1.5 
Q., 

0.5 

o 
4 6 8 lO 

- - Wtl50n et ai 

e NASAe,p. 

Presem 

12 14 

V o (m/o;) 

16 

Figure 7 - Expcnmcntal and prcdictcd performancc rcsults 
for the Mod-2 I lA WT. 

An cxpcnmcnt wilh n rotor opemtcu a1 lixed pitch wal> al~o 
pcrformed at NASA (Vi terna and Corngan. I 981 ). h is concerned 
w11h the Mod-O HA WT. wh1ch h a~ two- tapcrcd and tWI~tcd 

blaues. NACA 23000 sent!l> airf01ls, 38-m d1ameter. 100-k\V 
ratmg. solid11y of 0.029. up speed ol 55 m/s. and 7.8-l-m hub 
d1ameter. Thc chord dtMribution wa~ linear lrom c=l 96 m at 
r/R=0.297 to c=0.67 m at r/R=I. Thc tv.bt angle was zero deg 
and the conning unglc was 3 deg. The rotor was maintaincd :Jl 
constant rotor angular vclociry, in such way that, for lhe h1gh 
wmd vclocity range. largc angle of attad. of thc a1rfoil~ wcre 
obtamcd (posHtall reg10n) Figure 8 presents the expenmcntal 
and thcoretical rcsult~ obtruncd by Vuema and Corrigan (1981). 
and the prediCllon of thc prescnt model, v.Jth and without pmt
stall correction. The model without correcuon for thc post-Mall 
region w:Js not ablc to predicts thc output rotor power beyond 60 
kW. Wilh use of lhe post-stall correcuons, the modcl prcd1c1s 
precisely lhe rotor power over the cnurc range of wmd specd~ lt 
is observed a small perturbatJOn in thc moucl re~pon~ for wmd 
~peed about 6.5 rn/s. This is <.Iuc 10 \orne dtfliculties in the 
con,ergence of thc S)~tem of equ:mon .,oluuon 10 lhe post stall 
rcg1on. Howevcr, thc ovcrall soluuon IS not compromtsed. 

Low Tip-Spccd Re~ults. Expcnmental and lheoretical rcsults 
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Figure 8- Expcrimcntul ond prcdiclcd performance results 
for lhe Mod-O HA WT. 

for thts range are lacktng m thc literature. Siddig ( 1992) presents 
a Mudy on the chnracterh.tics of :1 liA WT ut low tip-spced rauo. 
employing o hub-les~ con!>t:lnt-chord rotor destgn. with 20 blades 
of I 09c cambcr pinte. The dcstgn tip-speed rntio is 3. For 
comparison purpo,cs thi$ tnformauon does not suffictently 
descnbes the expenmcnt and some ossumption are made, usmg 
the more frequcnt dcstgn ot wmd-powcred mechantcal water 
pumps. Ftgure 9 \hows a compamon between thts study and the 
present work Thc behavtor ot the curves IS Similar. with the 
S1dd1g's predtcuon prescnung 3 peak for the power cocfficient 
bigger than the usual wind turbmc for thts applicauon. 

0.5 -r-------------, 
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0.3 
Q, 

u o.2 

..... 
• • 

---Present 

• · Siddig 
0.1 

0 -~~---,-----------~ 

o 2 X 3 4 5 

Figure 9 - Theorctic31 rcsults for low tip-speed rntio. 

CONCLUSION 

A model wa' dcveloped for HA WT analysis, using Lhe 
stnp thcor) and some cmptncal corrcclions. The model is 
vahdated by comparison wtth o1hers model and 
expenmcntal rcsults existing m Lhe literature. The model 
cxtcnds thc apphcation for the low up-speed rntio regton, 
allowmg thc analysis of small wmd cncrgy converston systems 
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RESUMO 

Ne~te trabalho apresenta-se a~ 1dé1a!> central~ sobre o tema Simulação Numénca de Grandes Escala!> de 
escoamentos turbulcmos. Mostra-se as d1ficuldadcs de se praticar Simulação Numénca Dm:ta c a ncccsMdadc 
de se modelar parte do espectro de energia que não pode ser rc~olvida diretamcntc. Mowa-sc mnda algun\ 
aspectos sob os quais a filosofia da SGE se d1fcrcncia das metodologaas clásstcas de s1mulação de escoamcnlos 
turbulentos. Ilustra-se sua aplicação em dois casos particulares de escoamcmos turbulento\ numa cavidaue 
retangular. com cfeilos uc llu1uaçõcs de tcmpcruturu. 

INTRODUCÃO 

AproXJmadamcnle 35 anos Já se passa.mm depois que a 
primeira idéia sobre Simulação de Grandes Escala!> (SGE) surgiu. 
com os trabalhos de Smagonnsky ( 1963) c que a pnmeira aplicação 
desta me10dologm foi reali1.ada para escoamentos turbulentos semt
mdustriais. DeardoriT ( 1970). Neste período muito~ 
desenvolvimentos foram rcaht.ados no que 'c refere às mctodologJa.\ 
de modelagem sub-malha da turbulência ass1m corno ~ 
metodologias para a solução das equações resultantes. Muno se 
progrediu quanto à potêncl3 de cálculo e capactuadc de mcmóna e de 
armazenamento dos computadores Estes fatos tem perm1udo. nos 
úlurnos anos, a apltcaçllo de SGE para a -.oluçào de problcm~ 
diversos envolvendo escoamentos turbulento\. tran\fcrêncl3 de calor. 
tcnnohidráuhca. nerodinãrmca c. mclum·c escoamento~ mulufás1cos. 
Neste anago apresenta-se as caractcrí\tlca.' central' da SGE. 

Turbulêncta ocorre na ma1or pane d.t natureza c têm s1do 
observada a quase meio rmlêruo: as idé1a~ c ob~rvaçõcs de l..conardo 
da Vmci. cm 1510. levaram-no a conclua r que o escoamento sobre um 
ob~tácul o é caracteriz3do por um:1 componente métha a qual 
transporta out.m componente oscilante que é geruda pelo!> vórtices. 
Esta observação serv1u como base p.u-a O!> estudos c desenvolvimento~ 
de Reynolds que culmmaro.m com a proposição da decomposição dos 
campos assoc1ados ao escoamento turbulento cm duas componentes. 
uma média e outra llutuantc. E\tas 1déias cvoluímm mail. amdn 
quando Smagorinsky propôs decompor a\ variável~ em uma 
componente filtrada e em llutuaçõcs relauvas a eMa parte filtrada. 

Por muito tempo se ulili1ou modelagens esUltísttcas do ltpo 
k-c c mesmo modelo!. das tensões de Reynold,, os quais 
atenderam e continuam a atender as necc!>!>ldade!. de informações 
bás1cas em engenhana. Para faLcr face. em pane, às ncccsstdadc~ 
da engenharia modema contemporânea. \urg1ram nas úlumas 
décadas as técnicas de Simulaç:!o Numénca D1rcta (SND) e de 
Simulação de Grandes Escalas (SGE). as qua1s serão ObJCto de 
comcntános nos parágrafos que seguem. 

SIMULAÇÃO NUMÉRICA DIRETA 

Uma das ca.mcterísucas ma1s 1mponantcs dos escoamento~ 
turbulentos é a existência de uma larga banda de vónaccs de 
diferentes tamanhos ou freqilênctas. A F1gura I mostra o 
escoamento cm transtçiio em tomo de uma bolha em movimento 
de ascensão. Ob~crva-l>c claramente que à jusante da holha 

forma-!.e duas eslruturas rccirculantes de orucm de grandeza do 
tamanho da bolha. A idéia de multiplicidade de escala!> lica clara 
ob!.ervando-se que c~lcs gr.1ndcs turbl lltõc\ são compo~los de 
outros turbilhões amda mcnore\. Em c\coamcntos turbulentos 
ma1s complexos estas escalas se muluphcam. uc forma a compor 
um esp~ctro de larga banda de frequêncul~. 

Figura I. Escoamento cm tran~1ção cm 1omo de uma holha 
(Figura retirada de Couder et ai. 1989). 

Na Figura 2 mowa-~e o espectro de cnerg1a de um 
cscoamcnlo turbulento completamente dc~cnvolv1do, cm escala 
logarítmica, o qual cv1dcncia do1s fatos imponantcs: uma larga 
banda contínua de freqúênc1as. Isto unphca que os e~coamento~ 
turbulentos são "stemas dmâmtcos com um alto número de graus 
de liberdade. Dernonstra-\c que a largura do espectro ou a relação 
entre a maior escala caracterí\ttca do escoamento ( l ). 
determinada pela geometna do problema. c a menor escala 
característica (IJ ), ou SCJa. a escala dassapauva de Kolmogorov. 

pode ser dada em função do número de Reynolds. Para um 
escoamento turbulento tnd1rncnsional o número de graus de 
liberdade por umdadc de volume é dt~do pela equ.1ção abaixo: 
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(I) 

Esta equação traduz o fato de que quanto maior o número de 
cynolds mruor o número de graus de liberdade do escoamento. 

Diante do eAposto, define-~e S1mulação Numérica Dncta 
aquela com a qual se resolve explicitamente todos os graus de 
liberdade do escoamento IMo exige. no entanto, a solução de 
grandes m temas hncarc~. CUJO número de equações é igual ao 
número de graus de liberdade. Conclui-se que só é possível 
praticar SND para escoamentos a ba1xos números de Reynolds. 
Considerando-se que a m:uor pane dos escoamentos práticos são 
caractemndo~ por altos valores dc~tc parâmetro, surgiu a 
necessidade da modelagem da turbulência. Neste anigo será 
enfatizada a categoria de modelagem sub-malha, que caracteriza 
a SGE, obJeto de comentários no próximo item. 

l e-7 

v l e-8 

o le-9 

L le-10 

T le-11 
s le-12 
I le-13 
H le-U 
z le-15 

Je-16 
Je-17 

1e-1 leO 1«1 le2 le3 le4 JeS 

Hz 
Figura 2. Espectro de energia cmcuca turbulenta de um 

escoamento a alto número de Reynolds (Retirado Gagne, 

1987). 

SIMULACÃO DE GRADES ESCALAS 

A metodologia de Simulnç11o de Grandes Escalas teve sua 
origem com os trabalhos do meteorologista Smagorínsky ( 1963), 
que, na impossibilidade de simular todas as escalas presentes nos 
escoamentos turbulentos atmosféricos, propôs Simular as baixas 
frequênc1as ou as grandes escalas c modelar as demais. ou seja, 
os turbilhões de altas freqüências. 

Para tanto. verificou-se que não basta a metodologia 
cláss1ca de modelagem da turbulêncm, paro a qual as equações de 
Nav1cr-Stokes eram submetidas a um processo de média. o que 
dá origem aos tensores adiCIOnaiS de Reynolds. 

Smagonnsky propôs um processo de filtragem das 
equações de tal fonna a separar as escalas ma1ores e menores que 
uma dada frequênc1a de cone. a qual é detemunada pela malha de 
disCretização. Neste caso, tensores ad1c1onais, além do tensor de 
Reynolds sub-malha surgirão. os qurus devem ser modelados. O 
processo de separação de variáveiS e de filtragem são descri tos na 
seção segumte 

MODELO MA TEMÁ T!CO 

As vanáveis presentes nas equações governantes são 

separadas em uma pane dito de grandes escalas i(x.r) e em 

outra pane dita sub-malha !'(i .r): 
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J(x.r)= /(X, r)+ f'(x,r). (2) 

A pane filtrada é dada por 

/(x. r)= J 0 f(."i'.t ';c(x- x'';lx'. (3) 

onde a função filtro é definida de d1versas formas. entre as qurus 
uma das mms uuhad:c., é o filtro por volume, dada pela equação 
abaixo: 

St! j."il S ô/2 

se lxi>M2 
(4) 

onde tJ. é o tamanho da malha uulizada. Em função do processo 
de filtragem acima, as propnedades cláss1cas da decompos1ção 
não são mah veri licadus. ou seja: 

(5) 

Aplicando-se o processo de filtragem às equações governantes 
obtém-se as chamadas equações de Reynolds sub-malha: 

aü. a(--) t a-p ---'-+-- u,u, =---+ a, a r, p,, a ~. 

a [ ( a;;, iJü, ) - ] --v --+-- +T,, a,, a .1o, a .~o, 

(6) 

onde o tensor das escalas sub-malha é definido por: 

(7) 

As equações 6 são similares às equações médias cláss1cas 
de Reynolds. No entan!O o tensor das tensões turbulentas sub
mulha é diferente do tensor de Reynolds, devido às inigualdades 
(5). o que coractcrí7a uma d1ferença matemática. Outro aspecto é 
que em SGE trabalha-se com oscilações fTsicas de altas 
freqUências no tempo c no espaço. quando a malha é 
suficientemente refinada. Este último fato caracteriza uma 
diferença filosófica muito imponantc entre as duas metodologias: 
s1mulaçflo clássica da tu rbulência c S1mulação de Grandes 
Escalas. 

Aplicando-se a decomposição propoMa e levando-se cm 
conta :c. desigualdades (5), pode-se redefinir o tensor sub-malha 
f,j pela equação aba1xo: 

T,1= ~+ujii1 ~ (ttiiStJrcru;.ado} (8} 

l
ü,ii ·-~- (ttnsordtumwrd} 

uiuj {ttn.wrdtRe ynolds} 

O tensor de Leonard é completamente explícito e pode ser 
calculado diretarncnte a pan1r do campo filtrado de velocidade. 
Os outros dois tensores neceSSitam ser modelados à parte. No 
entanto, a expcnência tem mostrado que é preferível modelar o 
tensor fy como um todo. equação (7). o que tem sido praticado 

nos últimos anos. 



A maioria dos modelos de turbulência são baseados na 
hipótese de Boussinesq utilizando-se o conceito de viscosidade 
turbulenta para modelar o tensor 1ij : 

- ( () ü éJ ü1 J I -r,. = v --' +-- +-Tt11o .. I} I -, . -, 3 I}' u ~ 1 u x, 
(9) 

As equações de Reynolds filtradas (6). após modelagem, 
adquirem a seguinte forma: 

aü; a r-_ ) 1 a fi -+--vl'u . =---+ 
iJr Jx j 

1 1 Po Jx; 

a [ {ou; auj ]~ -- (v+v 1 --+--
ax j i)xj ax; 

(lO) 

Observa-se que P = p- (I I 3)p0 T/I é uma pressão modificada, a 

qual será calculoda via equação da continuidade. tomando-se a 
divergência da equação {10). É interessante observar que com 
este equacionamento leva-se em conta as variações das 
viscosidades laminar c turbulenta com o espaço e com o tempo. 

Não é diffcil demonstrar que para uma temperatura passiva. 
a equação de transporte, já modelada v1a difusão térmica 
turbulenta, é a seguinte: 

a r iJ (--) a [ a r J -;--+~ Ttt1 =-:;-:- (<X+a1)~ 
o/ o\1 o:.} ox1 

(li) 

A difusão térmica a 1 é calculada com a definição de 

número de Prandtl turbulento Pr1 = v 1 I a 1 . Normalmente 

assume-se, com base numa ampla literatura. o valor 0,7 para este 
parâmetro. 

A questão que permanece ainda sem equacionar é o cálculo 
da viscosidade turbulenta v 1(.f.t). Este problema é objeto dos 

chamados modelos sub-malhn da turbulência, discutidos na seção 
seguinte. 

MODELOS SUB·MALHA 

Modelo de Smagorinsky. O modelo que deu origem à 
metodologia SGE e que tem sido o mats utilizado até o momento 
foi desenvolvido pelo meteorologista Smagorinsky ( 1963). Ele 
introduziu uma viscosidade turbulenta. dita sub-malha. com o 
papel de modelar o processo de interações não lineares entre as 
estnuuras resolvidas explicitamente (as grandes escalas) e as 
estruturas modeladas (as escalas sub-malha). Smagorinsky supôs. 
para dedução de seu modelo. escoamentos turbulentos 
tridimensionais completamente desenvolvidos. com cascata de 

energia de Kolmogorov em k -5/J para as escalas sub-malha. É 
verdade que o modelo de Samagorinsky se mostrou muito 
dissipativo para aplicações atmosféricas mas tem permitido muito 
sucesso cm aplicações de engenharia, como atestam os trabalhos 
desenvolvidos após a pioneira aplicação de Deardorff (I 970). 

Para a dedução deste modelo, utilizou-se a hipótese do 
equilíbrio local, para a qual a energia injetada no espectro deve 
ser igual à energia dissipada pelos efeitos v1scosos. Neste modelo 
utiliza-se duas escalas. uma de comprimento e outra de energia 
cinética turbulenta. baseadas na malha de discretização e na taxa 
de deformação média do escoamento. Com isto mostra-se que a 
viscosidade turbuJenta pode ser calculada como segue: 

2~ v 1 = (Cst) v2Si}Si} • (12) 

onde o Sij = (112 --1-+-- é a taxa de deformação {
aii· aiijl 
a x j a Xj 

calculada sobre o campo filtrado de velocidade. A escala de 
comprimento t é calculada em função da malha. A constante 
C.s-=0.18 foi determinada analiticamente por Lilly ( 1987). O valor 
desta constante tem sido adaptado cm função do tipo de aplicação 
e também do tipo de código computaciOnal. Para aplicações de 
escoamentos confinados em canais ou tipo camada limite, 
necessita-se também de modelos de amortecimento da 
viscosidade junto às paredes. Como será abordado mais tarde esta 
constante passa a ser uma função avaliada ao longo do cálculo no 
caso da nova família de modelos dinâmicos, objcto de 
desenvolvimentos recentes. 

Modelo Funcão Estrutura da Velocidade. Este modelo, 
desenvolvido por Métais e Lesieur ( 1992), tem por base a relação 
entre a função estrutura de veloc•dade de ordem 2 c o espectro de 
energia. para turbulência isotrópica tridimensional, conforme 
Batchelor ( 1953). Neste caso n viscosidade turbulenta é calculada 
em função de uma escala de comprimento obtida também em 
função da malha e de uma escala de velocidade calculada com a 
função estrutura de velocidade de ordem 2, como mostra a 
equação abaixo: 

v, (x.t) = 0.1 osc'i'2 tJ F2 (x.C.r). < 13) 

onde CK=I.4 é a constante universal de Kolmogorov e 

( = ~ tlxtlyllz é a d1mensão característica. A função estrutura de 

velocidade é dada por: 

F2 (.r.r)= (lf(.r,r)-n(x+r,rf) . (14) 

lltil=t 

É interessante perceber que, enquanto o modelo de 
Smagorinsky é baseado na taxa de deformação, o modelo função 
estrutura é baseado em diferenças de velocidades. De qualquer 
forma ambos expressam a atividade turbulenta num dado ponto 
do escoamento. A constante C=O.IOS que aparece na equação 
(13) foi determinada ((lmbém de forma analítica, supondo-se que 
o número de onda de corte imposto pela malha se localiza na 
zona inerciai do espectro de energia. Observa-se que em ambos 
os modelos apresentados utiliza-se desta h•pótese o que limita 
suas aplicações a escoamentos turbulentos completamente 
desenvolvidos. Deve-se ter cautela antes de aplicar este tipo de 
modelos a escoamentos de outra natureza, por exemplo 
escoamentos em transição ou cm regiões próximas de paredes. O 
cálculo dinâmico destas constantes pode ser uma possível 
solução. o que é objeto de discussão na próxima unidade. 

Modelo sub-malha dinâmico. Os dois modelos apresentados 
nas seções precedentes são caracterizado~ pela imposição de uma 
constante ati hoc. É certo que foram grandes os avanços 
conseguidos com estas duas formas de modelar as escalas sub
malha da turbulência. Porém. a imposição das constantes cria 
restrições importantes no que diz respeito ao efeito da d1SS1pação 
excessiva em algumas situações. No caso do modelo de 
Smagorinsky, com a constante anaHtica original, via de regra a 
viscosidade turbulenta inibe a formação das instabilidades físicas. 
Além disto nas regiões próximas de paredes é necessário utilizar 
funções de amortecimento adicionais. Por outro lado, para os 
dois modelos, resta ainda a inabilidade dos mesmos para modelar 
os efeitos de back scatrer, ou seja. a transferência de energia das 
escalas sub-malha para as escalas resolvidas. 
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O primeiro modelo dinâmico foi proposto por Germano 
( 1992) o qual~ baseado em um duplo processo de filtragem. Os 
d01s filtros têm comprimentos característiCOs diferentes e 
permHem o cálculo da viscosidade turbulenta em função da 
energ1a cm~tlca turbulenta contida na banda de freqUências 
dctenrunada pelas frequências de corte dos do1s filtros. Os 

campos culculados ](x.t) vêm da solução das equações filtradas 

por um da malha de comprimento característico t.x . Este campo 
é entilo submetido a um novo processo de filtragem com o 
chamadojiltro teste ÇUJO comprimento tfpico é a Ax . Os campos 

duplamente filtrados são denotado por ]('f,t) . O parâmetro ex é 

um real positivo e teMes apresentados na literatura apontam para 
cx = 2 

Aplicando-se este duplo processo de filtragem sobre as 
equações de Nav1er·Stokes, o novo tensor sub-malha a ser 
modelado p:lta fechamento das equações é. 

(15.) 

Define-se também o tensor de Leonard assoc1ado ao duplo 
processo de filtragem, como sendo: 

(16) 

o qual é 1nte1ramcnte conhecido. po1s depende apenas dos 
processos de filtragem sobre os campos calculados. Conforme 
demonMrado por Germano ( 1992), o tensor Tu pode ser modelado 
pela equação abaixo: 

( 17) 

onde 

(18) 

A função C que aparece na equação ( 17) pode ser calculada pela 
equaç!lo proposta por Lilly ( 1992): 

( 19) 

Esta forma de cálculo de C foi 1mplemcntadn e testada por 
d1versos autores. 1nclumdo Piomclh (1993) e Srecdhar e Ragab 
(1994). 

Esta ~ uma nova e muito interessante forma de modelar a 
turbulêncHI sub-malha. Sendo no entanto, ainda muito recente, 
apresenta problemas de valores negativos no campo de C o que 
força a utilização de filtragens numéricas. Multo ainda resta a 
desenvolver sobre esta c outras novas formas de modelagem para 
resolver este desafiante problema da frsica moderna: o problema 
de fechamento da turbulência. 

PAPEL DE UM MODELO SUB-MALHA 

Um modelo sulrmalha rem o papel de transferir energia 
entre as d1versas escalas da turbulência e permite que a energia 
mjetada numa dada escala escoe para as escalas dissipativas de 
Kolmogorov. Caso não exista um modelo para tal processo. 
ocorrerá acúmulo de energia sobre a freqUência de corte. 
detcrmmada pela malha de discretização utilizada. Isto 
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promoverá resultados estatístiCOS falsos ou até mesmo a 
divergência dos cálculos. Este processo de acúmulo de energia 
sobre a frequência de cone kC' • está Ilustrado de forma 
qualitativa na figura 3. 

Por outro lado o uso de um modelo madequado pode gerar 
excesso de transferência de energ1a, fornecendo uma inclinação 
mcorrcta do espectro, fato este, tam~m ilustrado nesta figura. 
Ambos os efenos são prejudiciais c implicam em erros. seja na 
topologia do escoamento. seja nos rcsul!ados estatfsticos. A 
ausência do modelo pode, cm alguns casos. acarretar na 
divergêncta numérica dos cálculos, dependendo do nível de 
acúmulo de energia. 

A pergunta que normalmente se coloca é referente às 
Simulações de escoamentos turbulentos a altos números de 
Reynolds sem modelos de turbulência. Porque se consegue 
convergência nestas condições? Normalmente, todos os cálculos 
desta natureza deveriam d1verg~r por falta dos mecanismos de 
transferêncm de energia entre as escalas resolvtdas, J.. < kC'. e as 

escalas não resolvidas e não modeladas. k > kC' • Não se deve no 

entanto esquecer da presença de um dado nfvel de viscos1dadc 
numérica, presente em quase todos os códigos computacionais, 
execro naqueles de altas ordens de precisi!o, como os códigos 
baseados cm métodos espectrais. 

Log(E(k)) 

AcMJrtlllo h •"•rgia 
lftl j'Nqtúlfcia i• corl• 

Troruf•rl•cia .uassi .. a 
ti• •lf•rgia 

kc Log (k) 

Figura 3. Representação esquemática do processo de acumulação 
c de excesso de transferência de energ1a cméuca turbulenta pela 
frequência de corte k •. 

Neste senudo está sempre presente um tipo camuflado de 
modelo sub-molha baseado na viscosidade numérica. Não se 
deve ponnnto falar em "simulação dircta" apenas pela ausência 
de modelos exptrcitos de turbulência. Sena mrus correto falar em 
SGE com "modelagem numérica" da turbulência. É evidente 
que este tipo de modelo não é desejável e é de difrcil controle 
uma vez que o mesmo não apresenta dependência do n(vel de 
atiVIdade turbulenta local. lnjeta-se viscosidade em todo o 
escoamento indiferente à necessidade de se modelar os 
mecamsmos de transferência de energ1a, os quws são mais 
Intensos nas regiões de alta atividade. ou seja de grandes níveis 
de flutuações dos campos associados ao escoamento. 

A seguir apresenta-se dois exemplos ilustrativos da 
aplicação de SGE para anó.lisc de problemas simples de 
engenharia. 

SlMULACÃO NUMÉRICA DE GRANDES ESCALAS DE 
ESCOAMENTOS TURBULENTOS EM CAVIDADES 
PLANAS 

Para o estudo apresentado nesta umdade utilizou-se a 
formulação compressível completa. O método de discrettzaçilo 
de MacCormack (1969) foi utilizado. Utilizou-se ainda o modelo 
de Smagorinsky. Na figura 4 ilustra-se a geometna. 



Cavidade Plana Aberta. Neste caso considerou-se apenas 
uma metade da cavidade ilusl!ada na figura 4. As condições de 
contorno são do tipo não deslizamento nas paredes, simetria no 
plano superior, velocidade imposta na entrada e escoamento 
desenvolvido na saída do domfnio. Neste caso especificamente o 
escoamento é isot.érmico. 

Na Figura 5 mostra-se o escoamento no interior da 
cavidade, o qual é caracterizado por Re = Uh/v = 2.648 sendo h e 
V a altura do canal de entrada e a velocidade média 
correspondente. como ilustrado à esquerda da Figura 4 .. Observa
se a presença das recirculações clássicas no interior da cavidade, 
assim como o fato que estas recirculações são compostas de 
vórtices de menores tamanhos ou de maiores freqüências. 
Enquanto os métodos clássicos resultariam em recirculações 
médias, verifica-se através deste resultado que a metodologia de 
SGE permite a obtenção de informações mais refinadas dos 
fenômenos envolvidos. 

-... --.,. 1 > ~ (_-~~ 

le L III 

Figura 4. Cavidade plana simétrica, geometria e 
características físicas. 

Figura 5. Escoamento turbulento numa cavidade plana; (a) 
temperatura, (b) vorticidadc, e (c) linhas de corrente. 

Na Fig. 6 mostra-se a comparação do coeficiente de 
pressão teórico com os dados experimentais. Observa-se um bom 
acordo entre os resultados, exceto junto à parede direita da 
cavidade onde os resultados experimentais são também 
questiOnáveis. Para mais detalhes ver Pinho ( 1996). 

Cavidade Plana Simétrica - Capacitar Térmico. Neste caso 
foi simulado o escoamento turbulento no interior da cavidade 
simétrica ilustrada na figura 4 . O objctivo prático deste trabalho 

está voltado para o estudo do processo de amortecimento de 
flutuações de temperatura e de pressão. utilizando-se de um 
capacitor com a geometria ilustrada. Na entrada do domínio é 
imposto um perfil de velocidade c o perfil de temperatura varia 
com o tempo de forma a caracterizar as flutuações térmicas com 
uma dada amplitude e uma dada freqUência. O escoamemo 
turbulento no interior da cavidade cria o processo de mistura e 
gera o efeito amortecedor do capacítor. Os resultados ilustrativos 
apresentados a seguir são caracteri:z.ados por Re = Uh/v = 70.000. 

sendo h indicado na Figura 4 e V a velocidade média 
correspondente ao canal de entrada. A frequência admcnsional 
relativa às flutuações de temperatura na entrada é St == jlr!U =O, I. 

sendo f a frequência dimensional em H:. e Sr o número de 
Strouhal ou a frequência admensional. 
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Figura 6. Coeficiente de pressão junto à parede inferior. 
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Figura 7. Flutuações temporais de temperatura: (a) entrada; (b) 
sarda da cavidade. 

Na figura 7 mostra-se a distribuição de temperatura imposta 
na entrada (Figura 7.a) e a distnbUJção resultante na saída da 
cavidade (Figura 7.b). Observa-se que o nível do amortecimento 
é muito importante. chegando a mais de 70%, dependendo da 
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configuração geométrica e da frequência imposta na entrada. 
Mruores detalhe~ podem ser obt1dos em Matos ( 1996). 

Para ~e entender melhor o processo físico de amortecimento 
das flutuações de temperatura. moMra-se nas Figurns 8 os campos 
de vorticidade c de temperatura correspondentes à figura 7. 
Observa-se na~ F1guras (8.a c 8 b) os turbilhões formados no 
mtenor da cavidade, cm do1~ momentos d1ferentes, os qua1s 
criam o processo de amoncc1mcnto das flutuações de temperatura 
v1a transpone de qunnudade de mov1mcnto, massa e energia 
térmica. O forte movimento de rccirculnções :.c encarregam deste 
transpone de forma mais eficiente quando comparado com os 
eM:oamentos lammarc~. Nas F1guros (8.c e 8.d) tem-se as 
llutuações de temperatura. dada.\ pelas vanações de tons de cinza, 
sendo que os tons mais escuros c mais claros representam 
rcspecuvamcnte os máximos e os mínimos das oscilações de 
temperatura. VisualiLa-se o transponc destas flutuações térmicas 
c o processo de thfusão pela ação da turbulência. Resulta que na 
saída da cav1dadc e!>tas flutuações são de amplnudcs menores, 
cumprindo ass1m com o ObJeuvo do capacitor. Outros aplicações 
de SGE podem ser encontradas na litcrntura: Mornles et a/. 
( 1998). Silvetra-Ncto et ai. (1993), Lc~icur (1994) c outros. 

Figura 8. Campo~ de vorucidade (a) c Cb) e de temperatura (c) e 
(d). 

CONCr.,USÕF-5 

Neste trabalho objetivou-se ilustrar as potencialidades do 
uso da mctodolog1a de Simulação Numérica de Grandes Escalas 
para a solução de problemas proucos. Foram apresentados 
resultados Ilustrativos de duas aplicações d1ferentes: análise do 
escoamento turbulento no interior de uma cavtdade retangular 
abena e análise do escoamento turbulento. com flutuações 
térmicas, no interior de uma cavidade rctangular simétrica. Os 
resultados permncm conclu1r que, com esta metodologia, 6 
possível não só obter as informações de interesse do engenheiro 
mas também mformações tTsicas hgadas aos escoamentos: 
Instabilidades dinâm1cas; instabilidades térmicas; frcqOência das 
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estruturas turb1lhonares; processo físico de amonecimento de 
nutunções térmicas: ondas de pressão, dentre outras mforrnações. 
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ABSTRACT 

ln th1s work. the methodology of yrge-Eddy S1mulauon and IIS 
pnncmal characteri~ucs are pre~ented. Some cxplanat1on are also 
given about D1rcct Numcrical S1mulation. The need of turbulence 
modeling is shown. The d1fferences betwecn these two 
methodologjes are explaincd, One specific case of LES 
application ovcr a rectangular cavity is presente<!. ln this example 
the process of temoerature Ouctuauon damomg was analys. 
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SUMMARY 
A non-isoLropic turbulence model 1s extended and apphed to three dimensional sLably straufied Oows The 
model is derived from the algebraic sLress model (including wall proximiLy effects). but it retam~ the s1mphcity 
of Lhe "eddy v1scosity" concepL of first order rnodels. Thc "modified k-E model" 1s implcmcnted m a three 
dimensional nurnerical code. To evaluate Lhe model. various SLeady sLaLe numerical soluuons are compared 
with wind tunnel expenmenLs which were conducted at the wind Lunnel of MiLsub1sh1 Heavy Industries. in 
Japan. Stably stratified now~ over three disunct 1detllizcd complex topograph1es are studicd. Vcrucal prof1les 
of velocity and turbuJent k.inetic cncrgy are shown and discussed. Also. comparisons are madc agnmst the 
results obLained with Lhe standard k-E modcl. 

INTRODUCTION 

Atmospheric boundary layer llows are objcct of intensc 
study over Lhe last years. A more comprehensive understanding 
of the complex phenomena involvcd in th1s particular type of 
Oow is bemg sought. aimmg Lhe analySIS of sLructuraJ 
implicauons due LO strong winds (neulnll atmosphere). the 
pollutant dispersion under neutral or stable conduions and also 
for meteorological purposes. The phenomenal mcrcase in 
computer power over the lasL two decades has led to the 
possibility of computing such Oowl. by the mtegrauon of the 
(modeled. time-averaged) Navier-Stokes equauons. 

Raithby ~~ ai (1987) employed Lhe k-e rnodcl (with 
mod1ficat10n in the C11 value) to calculate the neutrally buoyanL 
Oow over the Askervein hlll, and compared their numerical 
results with Lhe experiment made over the realLerram in Scotland. 
Dawson e1 ai ( 1991) alr.o used the k-t model (with sorne 
modificauon in the constants of the dissipation equation) to 
simulate the now and dispersion over Steptoc Butte (Washmgton, 
USA) under neutrally and stably sLratified atmosphcre. Their 
results were favorably compared w1Lh experimental data, 
indicating that mathematical models usmg Lhe eddy viscosity 
assumption in the turbulence closure could be used to predict Lhe 
flow and pollutant dispersion o ver complex tcrrain. Koo ( 1993) 
developed a non-isotropic modi fied k-E rnodel LO accounL for 
different eddy diffusivities tn Lhe lateral and vertical directions in 
the atmosphere. His model is denved from the algebraic stress 
model and was applied 1n one-dimensional problems to predict 
the vertical profiles of veloclly. potenual ternpcrature and 
turbulence vanables for honzontal Oow tn a homogeneous 
boundary layer. Also. the model was apphed in twcrdírnensional 
problcms to simulate the sea brecte circulauon and the 
mampulation of the atmosphenc boundary layer by a thcrmal 
fence. Koo's model 1s sunilar to the levei 2.5 model of Mellor 
and Yarnada (1982). Recemly, Castro and Apsley (1997) 
compared numencal (us10g a "d1ss1pauon mod1ficauon" k-t 
model, as named by the authors) and laboratory data for Lwo
dimensional Oow and dispersion over topography Also, Boçon 
and MaJiska ( 1997a, 1997b) extended the non-1SOtrop1c k-E 
model of Koo (1993) to numencally simulate the Oow and 
pollutant d1spersion over complex idealized topography, under 

neutral strarification. Comput:llional results wcre comparcd wllh 
experimental data obtained from a w1nd tunnel simulation. 

ln Lhe present work we extend Lhe npphcauon of Koo's 
modified k-t model to predict three-d1mensional stably stratified 
Oows over complex tcrrain. Our final objccuve IS to calculate Lhe 
dispersion of pollutants 1n the atrnosphere. The ta.sk of computing 
the concentration field downsLream from a polluLant ~ource is 
obta10ed from Lhe solution of the concentration equauon. To do 
so, n·s necessary firstly to calculatc the velocny ficld and eddy 
viscosuies in the region of intercst. 

FLOW MODELING 

The goverrung cquations for the Oow are thc conservauon of 
mass. rnomenrum and energy, wntten below m the usual tensor 
notation. 

5 =0 ( I) 
ih, 

au, () u , I dp alu a ( -,-,) (2) 
-+u-=---+v---+--u u 
dI I a X j p a X 1 a X 1() X I a X J 

1 
I 

aT +u ~=~(-u'T') (3) 
àt J ax ax J 

I J 

whcre p IS the pressure deviauon wnh respcct to the hydrostauc 
pressurc. Primed vanables denote turbulcnt nuctuntions. As WC 

are s1mulaung wind tunnel flow~. thc Coriohs cffect IS neglected. 
Modeling of flucLuation Lerms are descnbed 10 the next secuon. 

IURBULENCE MODELING 

ln environmenlal flows the non ISOttOpiC eharacter of 
turbulence is noLable, specially 10 the case of d1spers10n of a 
scalar (pollutant) in Lhe Oow. For the case of stably stratified 
Oows, for instance. ven1cal nucLuations are much inhibned dueto 
buoyancy forces (arising from the poSitiVe vertical temperature 
gradient). while honzontal Ouctuations are not. Even ncutrally 
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strmified nows femure some anisotropy. So. it's not expccted that 
isotropic turbulencc modcls may wetl reproduce the non isotropic 
turbulent d1ffusion. Howcvcr. standard k-E modcl is succcssfutly 
apphcd for environrncntal nows calculation where horizontal 
grad1ents {of velocity. tempcrature and turbulence variables) are 
srnatler than the vcnical grad1ents ln these situations, turbulent 
d1ffus1on is S1g01ficant only 1n the vcn.cal d1recuon, and an 
isotrop1c model can handle 11 appropnately. On the contrary, io 
thc probtem of potlutant d1spers1on from a point source, both 
vert1cal and homontal concentrauon grad1ents are SJgnificant, so 
are the correspondmg turbulcnt d1ffus1on. For this Sltuauons, a 
bctter descnpuon of thc amsotropy 1n turbulent exchanges is 
necessary. 

ln his Ph.D. theSJS, Koo ( 1993) proposed a modification on 
thc cla.\sic k-E model, through use of algebraic stress model 
1ncluding watl prox1mity cffects. The result10g model was 
compared to data and highcr ordcr s1muluuons for onc and two
dimcnsional atmosphenc flows. Thc modified k-E model 
reproduced well the observed behaviors. 

ln our work we cxtend thc application of the Koo's modified 
k-E modcl tO threc dimenSIOnal flow and to d1spcrsion problems. 
A dcscnption of the turhulcncc modcl 1s given below. Dctailed 
dcscription of dcrivation of thc modcl can be seen in Koo ( 1993). 
Fotlowing thc Bouss1ncsq's cddy viscosity concept, Reynolds 
stresses are rclated to the gradient of the velocity components as 

- I (OU1 OU 1 ) 2 - u'u' = K -+- --kô 1 
I 

11 dX
1 

0X
1 

3 li 

(4) 

where K ~ 1s the turbulent eddy v1scosity 10 the j d1recuon. 
Analogously, turbulent heat cxchangc IS cxpressed by 

(5) 

wherc K~ 1s the cddy d1ffus•vity in the J direction. Eddy 
viscosuies (for momentum) and cddy d1ffusiv11ies {for energy) are 
cxpressed as funcuons of turbulent kineuc energy and its 
dissipauon rate. For the venical dircction: 

(6) 

(7) 

And for the horiLontal d1rccuons: 

(8) 

(9) 

Cm and Ch are, respccuvely, the proportionality coefficients 
for eddy VISCOSity and eddy dlffUSIVIUCS in the vertical cllfCCLÍOn. 
They are defined by funeuons of now structure (from the 
algebraic stre~s model). Pr, IS the turbulcnt Prandlt number 
(=0.5). 

C =2 (e,-l)(E7 -AGH) 

m 3 E~ +,S. E.I!.GH - E, E7 GM +E, AGH GM 
c,T 

I C k Vl 
f =-=-·-

k,z k.zE 

(10) 

(li) 

(12) 

f is the wall funetion which rcOects the effect of the ground 
prox1mity on Lhe Reynolds stresses and turbulent heat nux. I IS 
the turbulence length scale. k, IS the von Karman constant {=0.4), 
z 1s lhe d1stance from thc ground and C, = 0.13. Other constants 
in equations {10) and (l i) can bc found in Koo (1993). 

Thc Cm is function of GM, the produetion of turbulent kinel1c 
energy by mean velocny shenr 

( 13) 

Thc eh is function of GH. thc production (or destruction) of 
turbulent kinetic cnergy hy buoyancy effects 

{14) 

Turbulcnt k1neuc energy and its diss1pauon rate are 
computed from thc1r well known progno~uc equations: 

-+u -=--- +P+G-E ok ok a ( K~ ak ) 
at l axj ax, ol ax, 

dE dE d ( Kl dE) E e
1 

-+u -=- .:..:.m._ +C ,(P+G)--C ,-
Clt •ax, ax, ot axJ t k r. k 

P is the production terrn dueto mean velocity gradients 

(15) 

( 16) 

( 17) 

G is the production (or dcstruction) terrn dueto buoyancy 

( 18) 

Constants 10 equauons { 15) and ( 16) are those from the standard 
lo..-E model (C"= 0.09, Ct1 = 1.44 • Ct1 = 1.92 . Ot = I. O • Or = 1.3). 

NUMERICAL MEJ}IOD 

The fimte volume method is employed to solve the 
governing equations. in a non-<>nhogonal. g.eneralized curvilinear 
coordmate system. Co-located nrrangernent is used for variables 
storage in the gnd, and the QUICK interpolation scheme with 
source deferred correction terrn Llen (1994) is applied on the 
convection terrns. except for turbulence variables where a hybrid 
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scheme (WUDS of Raithby and Torrancc, 1967) is adopted. Our 
own code NAVIER (1991) is used to solve the governing 
equations. 

ln order to verify gnd dependent errors, thc computatíons are 
madc in a coarse and in a tine grid. Figure I illustrates onc of thc 
coarse grids use-d (innow boundary at left). Coarsc and tine grids 
are, respectively. 42xl8xl8 and 95x41x41. Only half domain is 
resolved. bccause of symmetry. Results for coarse and tine grids 
are ncarly identical, as one can notice in figures 2, 3, 5 and 6 
whcrc vertical profiles of velocity and lurbulent kinetic energy 
are shown. 
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Figure I -Vertical (at lhe xz. symmctry plane, above) and 
horizontal (below) views of the coarsc grid for h iii height 200mm 

( 42x 18x 18 volumes) 

To verify thc model performance, in a tirsl step. the above 
dcscribed moditied k-e model is applied 10 simulale wind tunnel 
expcriments. A second series of tests. this time for a full scale 
cxperiment, will further be performed. 

THE WIND TUNNEL EXPERIMENT 

Pollutant dispersion wind tunnel experiments were 
conductcd at the Mitsubishi Hcavy Industries, in Nagasaki, 
Japan, 1991 . A report containing thc results was obtained directly 
from that company. Wind tunnel test secuon is 2.5m wide, I m 
high and I Om long. Axisymctnc hills of different heights (0, I 00 
and 200mm), wcrc positioncd with the top located at (x,y)=(O.O). 
Hill shapc can bc secn in tig. I. Slreamwise direction is x, I atera.! 
is y and vertical is z. Source of tracer gas was positioncd at 
(x,y.z.)=(-500 mm, O, 50mm) for hill heights O and lOOmm, and tll 
(x,y,z)=(-500mm, O, IOOmm) for hill height 200mm. Cases of 
neutral (óT =O, Pasquill class D) and stable atmosphere (óT = 
20"C. Pasquill class E) were performed. Streamwise vclocity, 
velocity nuctuations, temperature and concentralion were 
mcasured at various localions. 

NUMERIÇAL EXPERIMENTS AND BOUNDARY 
CONDrTlONS 

Three different wind tunncl experiments were 
computationally simulated. They are destgnated with n letter • 
indicating stability class • followcd by a numbcr indicating hill 
height in mm. Hill heights ofO, 100 and 200mm were simulated. 
Neutral flows (Pasquill class D) over these topographies were 
aiready numericaily studied by Boçon and Malíska ( 1997a, 
1997b). At this time, stably stratitied nows (Pasquill classE) are 
considered. At the inflow boundary, vclocity. temperature and 
turbulent ldnetic energy are spccilied according to experimental 
measured values. As the dissipation rate of turbulent kinetic 
energy was not measured during the cxperiment. its innow protile 
is calculated according lo a prcscribed turbulence length scale. 
For neutral boundary layer flows, this length scale increases 
linearly with the dtstance from thc wall {height above the surface, 
in the present problems). However, in thc case of stably stratilied 
tlows the turbulence length scalc does not increase linearly with 
the height, but it is limited to a maxunum value (Castro and 
Apsley, 1997). 

I=~ 
I 

k, z 
+--

0.085L 

(19) 

where z is thc distancc from thc ground, k, is the von Karman 
constant (= 0.4) and L is Lhe Monin-Obukhov lcngth (= 0. 13m), 
which was calculated from the experimental values of velocity 
and tcmperaturc near lhe ground. 

Outnow condit10ns are that of zero-gradient for ali variables. 
For velocity. lateral and uppcr boundaries are imperrneablc, with 
zero tangential stresses. For ali other variablcs, lateral and upper 
boundary conditions are of zero-gradient. Symmetry conditions 
are applied at the boumlary comctdent with the plane of 
symmetry (y = 0). 

Wall functions are invoked to apply boundary conditions 
appropnatc to a rough wall (z 11 = 1.5e-4 m) at thc ground. 
Namely. diffusive !luxes of momcntum and heat are rclated to the 
velocity and temperature atthc volumes adjacent to the ground by 
(Launder and Spalding, 1974) 

Vr =....!...ln(Ehr u.) 
u. k,. v 

(20) 

TP -1;1 = Pr, ln( FhP u.) 
T. k, v 

(21) 

where the subscript p rcfers to the volumes adjacent to the 
ground, E= 26 and F = 38.6 (airflow ove r a smooth wnll and Pr,= 
0.5). Turbulent kinetic cncrgy and its di~~ipalion rate are 
calculated at thc volumclo adjaccnt to the ground by assuming 
local equilibrium betwccn productton and dissipauon. 

RESULTS AND DISCUSSION 

ln order to bcttcr cvaluate the modilied {nmsotropic) k·E 
model, computations were also made using the standard modcl 
andare presented along wi th Lhe experimental results. 

Figures 2 and 3 show vertical proliles of the streamwise 
componenl (u) of velocity on the symmetry plane (y = O) for Lhe 
cases E 100 and E200 (h iii hcights 100 and 200 mm rcspectively). 
For both cases, thc moditied and the standard 
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Figure 2- Case EIOO . vertical profilcs of streamwise componen1 of velocity (u) atthe symmetry plane (y = 0) for differenl posiúons 
upstream and downstream the hilltop (X= 0) 

modlfled k·e (coarse) 

modffled k·e (line) 

standard k·e 

• Wind Tunnel 

500 1 x=O • 500 1 x• 250 mm • soo x =SOO mm 
500 

;J 1 
x•-200mm 

·j 400 - 400 
400 1 

400 

) .J 300 300 

.: ) ' Ê I 300 . S,300 ( ' • .... 1 200 1 . 200 • • ~ 

·:j 
• 

200 200 • • 100 . / 
: ./ 

100 100 i i I ' i. i ' i i i o I ' .e ' ' I " i. . ' 
00 os , o 00 0.5 1 o -os 00 os 10 1 s 00 os 10 , s 

U(mla) U(mls) U(mls) U(mls) 

Figure 3 · Sarne as for fig. 3 but for case E200 
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Figure 6 - Sarne as for fig. 5 but for case E200 

models produccd ncnrly the sarne velocity proflles. ln case E200 
the lhree dimensional open recirculntion zone in the Ice s1de of 
the hill was undercslimated (by roughly 50%). Different inflow 
turbulent length scales were tested at 10flow to venfy a poss1ble 
10fluencc. but 11 was nouced thal the flow afler the h11l top is 
essenually determ10cd by local condll•ons. A possible 
explanauon for this model defecl would be thnt lhe pronounced 
veloc11y gradicnts 10 th1s region. duelo the 30 open recirculation 
zone (see figure 4), incrense the production or turbulent kinctic 
cnergy and conscquently cnhance thc cddy viscosilies therc, lhus 
dim10ishing the site of lhe recirculauon. Figures 5 and 6 show 
vertical pro files of lurbulenl kinetic encrgy (k). For lhe case E200 
(fig. 6) 11 seems that, al lhe posit10n x=300 mm (which is in lhe 
rec1rculation zone). the levei of lurbulent k10e1ic energy is not 
ovcrestimated by lhe mathemancal model {nllhough there arefcw 
expenmental valucs available). Thus, regarding lo lhe above ciled 
problem of high eddy vtscosities in lhat region, the drawback 
should be attribulcd to the dissipauon cquatioo, which is 
undcrestimating E, and nol to an overesumouon of the producuon 
of turbulent k10e11c energy (P). 

Figure 7 shows vcrt1cal profiles of the cddy diffusivi11es (for 
momentum) 1n the horizontal and vertical d1rcctions computed 
wuh the modified amsotropic k-E model. Also 11 is shown lhe 
eddy diffusivhy (isotropíc) calcuJatcd w11h thc standard model. 
Dcsp11c the different vert1cal LUrbulent diffus1v1ly, lhe resulls for 
Lhe modified model were pracucally 1dentical to those for the 
standard model. Veloc1ty and turbulent kinctic energy were 

almost not affectcd by the anisotropy ln thc cddy viscositics. TiliS 
1s explaincd by the fact that the vertical grodients for velocity ond 
turbulent kincuc energy are not great, and turbulcnt diffusion is 
nearly the sarne for both ISOtropic and MISOtropic models. 

Although thc amsotropy d1d not cause s1gmficant alterauons 
10 the flow rcsuh~. th1s 1s not expcctcd to bc thc case 10 the 
concenlrntion calculation. ln fact. d1spers1on is very sensitive to 
the lateral and vertical turbulcnt diffusion, which are the main 
mechanisms of thc plume spread. For this rcason. evcn in neutral 
atmosphercs. the turbulencc anisotropy is rcsponsible for thc 
diffcrent lateral and vertical spread rates. ln a funher work. the 
non 1sotrop1c mod1fied model will hc applied for the cnlculat10n 
of pollutant di~per\IOn. 

Figure 8 ~hows vertical profilcs of eddy diffus1v1t1es for 
turbulent mass tran~fer. ln the modified k-E model, the mas~ 
diffusivities for the vertical and hori7.ontnl direclions are givcn 
respectively by 
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K'- k: , -C-< 
E 

(22) 

K' = K' = K~ (23) 
' ' Se, 

SCt is thc turbulent Schmidt numbcr (= 0.7) and C., is the 
proportionaluy coeflicient of vcnical cddy diffusivity for scnlars. 
a funclion of Lhe rnean veloc11y shear (0\1), buoyancy effects (011) 



and wall proximuy (1), abovc delincd. Panofl>ky (1984) 
rccomend~ lhe opplication of lhe sarne eddy diffusivities for ali 
scalars, 1n thc absence of beucr ~nform:uion. Thus we takc 

(24) 

where Ch IS Lhe proport10nalny coeffiCienl for IUrbulenl heat 
c!Jffus1on 1n the ven1cal d1recuon, g1ven by (li). 

For the standard modcl, thc eddy d1ffusivity (isotropic) for 
the concemrotlon 1s g1ven by the usual relauon 

K =~ (25) 
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CONCLUSJONS 

A mod11icd non-1sotrop1c k-t model is applied to simulate 
three d1mensional stobly stroulied Oows (Pasquill elass E) over 
an ideal1zed complex terrom. Tilc rcsults for velocity and 
turbulenl kmellc energy are similar to those obtained with the 
standard model. becausc lhe vertical grndicnts of these variables 
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are not great, resulung ncarly the sarne turbulent diffusion for 
both lhe standard (1&otrop1c) and thc mod11ied (non isotropic) k-E 
modcls. The agrecmcnt against thc wind tunncl rcsults is in 
general good for lhe veloc1ty proliles and reasonable for lhe 
turbulcnt kineuc encrgy. ln thc rcc1rculauon zones, the eddy 
v•scosiues are overcsumatcd nnd thus the si1e of thc recirculauon 
is underpred1ctcd 
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SUMMARY 

Tht mteracuon bt!twun cylindu oscillauon und tht shtdding of vontus is im•tstigattd 1111111tncally in this 
JIDptr. Tht ntar wake struclllrt! is prt!st!nlt!d for differem l'aluts of rtduud velociry of a crrcular C\'lmdu fru 
10 oscillate trOJIS\'trSely. The mt!thod used for tht smmlalion is based on rhe Vonex-in-Ce/1 fommlation 
incorf>Orating viscous diffusion. Tht calcularions arl! carried our on an rms1ruc111red mtsh, usmg tht flnitt· 
volume ttclmique to solve de Poisson equation for the stream-fimction and tire diffusion t!qtration for the 
vonicity. Lnrge Eddy Simtrlatiort ( LES) is usetl. As the wake is turbulerrt and tire bormdary-layer is famirtar 
for tht! Reynolds nwnber of our simulations ( Rt = 1000 ). the Van Ories1 wa/1-damping fimction is employed 
coupled 11'11/r tire Smagormsky model. Ir is knowrr thar 1he high amplillldt oscillatiorrs thatlrappen in lhe lock
in rtgron increast tire corre/auon of ~:orte.\ shtddmg along the cylinder axis. Due to 11. Mo-dimensional 
rtumtncal simulaJiOIIS shoufd bt reliable lo anal\-u tire wake struclllrts and mduced ~·rbrations 

JNTRODUCDON 

Many mvestigations of the effect of transverse osc1llalions 
on vortex sheddmg can be found m lhe hternturc. lt is observed 
that sinuso1dal trnnsverse oscillauons are chamcterised by the 
capture of the vortex sheddmg frequency by the oscillallon 
frcqucncy ovcr a range of cylinder osc1Jiauon amplitude.~. Th1s 
phenomenon is called lock-in. Mcneghin1, Siqueira and Bcarman 
( 1997) invcstigated square, saw-tooth and parabolic wave forms 
of cylinder transverse oscillations, and found that only for a 
parabolic wave did /ock-in occur in a similar way to that observed 
Wllh sinuso1dal osc1llauon. 

With a cyhnder free to oscillate, the lock-in phenomenon is 
chamctensed by the capture of Lhe vortex shcdding frequency by 
the natural frequency of the cylinder, over a range of rcduced 
velocities. Excellent reviews about the subjcct can be found in 
Sarpkaya ( 1979) and Bearman ( 1984). Results by Brika and 
Lancville ( 1993), Khalak and Williamson (1996), and Parra 
( 1996) show that in thc region of /ock-in large amplitudes of 
oscillatioo are obsen ed for high mass parametcr values, i.e. when 
the density of the nu1d 1s of tbe sarne order of magnitude as the 
cylinder mass. Bnka and Lanev1lle showcd that two different 
modes of vortex shedding were observed 10 their experiments. 
Albeit their 1nve:.ugation were canied out with a nexible 
cylinder, sirrular rcsulls were obtained by Khalak aod Williamson 
for a rig1d cylinder free to oscillate lransversally and with a very 
low damp10g parameter. Their experimental results showed the 
presence of two modcs of vortex shedding: one related to a h1gh 
amplitude of oscillation and designated by Khalak and 
Williamson as the upper branch, and another mode related to a 
lower amplitude and referred as the lowcr bmnch. 

Numencal simulations by Meneghini, Saltara and Bearman 
( 1997) gnve amplitude results very similar to those obtained by 
the simulmions of Newman ano Kam1adak1s ( 1997) using a 30-
~pectral elcment method and whcre a nex1ble cable was studicd. 
The range of the lock-10 reg10n and the frequency of the 10duced 

vibralion obtained by Meneghini ct. ai are similar to thc 
eJtperimental resulls, but produccd smallcr amplitudes than the 
expected values. h seems that only the lower branch of 
amplitudes IS p1cked up by the numencal simulalions. S1milar 
results wcrc obta10ed by Newman and Kamiadak1s when the 
OeXJble cable was constramed to osclllate only in the transverse 
direction and therc was a finite structurnl damping. 

The reason why only lhe lower branch is present in the 
simulations are not yct known and possible ways of inducmg the 
uppcr branch of amplitudes are under investigation. Newman and 
Karmadak•s resulls had a high amplitude only when the structural 
damp10g parameter was set to zero and the cylinder was free to 
oscillate 10 ali d1rections. This 1S very close to reahty for the 
Ocll:ible cylinder case, but for a ng1d two-d1mensional cyhndcr 
there wlll always be at lcast a small Mructural dampmg. ln both 
paper~ dealing with numcrical simulations, thcy camed out for a 
Reynolds numbcr cqual to 200 and showed only onc modc of 
vortex shedding, nnd this mode corresponding to the lowcr 
amplitude branch in the amplitude versus rcduced velocity curve. 
h is intercsting to nouce that 10 the numencal simulauons a 2S 
mode (two vort1ccs Wlth oppos11e C1rculauon are shed per cycle) 
was obscrved. However, the expenmcntal results by Bnl..a and 
Lanevillc and those by Khalak and Wllliamson showcd a 2P 
mode (two p::urs of vortices shcd per cycle) for the lower 
amplitude branch. 

The mmn objective of this work is to investigatc thc 
possib1lity of a Reynolds (Re) number •nnuence on thc modc of 
vortex sheddmg for th1s lower branch of amplitudes. ln th1s paper 
the \'Ortex sheddmg from a ng1d-two dnnens10nal Circular 
cylindcr free to osc1llate transvcrsally is 1nvestigated numencally. 
The results are compareci with the experimental data obLamed by 
Parra ( 1996), and Khalak and Wilhamson ( 1996). The1r results 
are both for rigid cylinders, as in our 1nvestigation. 
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Simulations with turbulence models are presented to chcck 
the Re number 100uence. Large Eddy Simulation (LES) is uscd. 
As the wake IS turbulent and thc boundary-layer is lam.mar 10 the 



ronge of Reynolds numbcr of ou r stmulations (200 < Re < I 000). 
the Van Dnesl wall-dampmg funcuon is employed coupled with 
the Smagorinsky model. lt is known lhat the high amplitude 
oscillalions that happen in lhe lock-in rcgion increase the 
correlation of vortex shedd10g along the cyhnder axis. With this 
constderouon, two-dmltnsional numencal stmulauons should be 
rehablc 10 1enns of analysing flow details and wake structures 10 
the lock-in regime. The method used for the simulauons is based 
on the Vortex-in-Cell formulation incorpomting viscous 
diffusion. The Navier-Stokes cquations are solved using thc 
operator-sphtllng technique. whcrc convection and diffusion of 
vorticny are trcated separately. Otffusion is solvcd us10g a Finite 
Volume Method based on a non structured mesh. 

NUMERICAL METHOO 

The two-dtmenstonal Navter-Stokcs equations 10 \Orticny -
velocily formulation, for a turbulcnt flow, can be wnttcn as: 

êJw+11 dliJ+I,êJw=!_(v ()w}!_(v ... awJ ( I ) 
a r a t a -'" a , '11 a t a -'" '» a >" 

(3) 

wherc V011 i~ the k10cmattc cffecuve viscosny. given by lhe 
~um of thc moleculor vtscosity (v) • and the cddy vtscosity (v 1 ): 

(4) 

The cddy v1scosny. according lo the Smagonnsky modcl 
modified by thc Van Dricst damping formulallon is gJVen by: 

(5) 

where 6 is a dimcnsion typ1cal of the mesh. ln our case. we 
chose to makc A~ cqual to thc volume connccted to each no<.le. 
OetaJis about 1hc LES formulauon and Smagorinsky model can 
be found 10 OkOJima ( 1995). Thc value of Cs used 1n the 
simulauons is cqual to O 15. 

Following Grahom ( 1988), cquation I is solvcd using the 
operotor-splitllng techmquc. wherc convecuon and diffusion of 
vort1c11y are treated scpara1cly. 

[
d(JJ] d(JJ (/(JJ - = -u---v--
dt . ax dr 

C'tllll"tC/1011 • 

(6) 

(7) 

The convcc1ion part is modcllcd assuming lhat the vorticily 
field w is camed on a largc number of discrcte vonices. The 
vomcny 1s represcnted by a dtstnbuuon of dtscrcte vonices in the 
form: 
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(JJ(x. )',, )= L. rk õ(~-~k <r>)õ(y- ys.(r)) <8> 
k=l 

There rt 1s lhe circula11on of lhe kth po1nt vonex. and ô is 
the Otroc funcuon. The dtffus1on part of equat1on I, whtch IS 

given in equauon 7, and lhe Po1sson equations for the velociues u 
and v are solvcd by a linne volume techniquc developed by 
Baliga and Patankar (I 983) using the Crank-Nicholson schemc, 
on lhe sarne unstructured tnangular mesh used for conveclion. 
The soluuon of equalion 7 g1ves lhe change 10 vorticity due to 
dtffusion at evcry mesh potnt. The change in von1c11y 1s prOJCCted 
on to a point vonex tn a sirrular manner as uscd by the arca 
weighttng scheme. The convecuon par1 of the Navier-Stokcs 
equa1ions is satisficd by convecting the point vortices in a 
Lagrangian way. The velocny components of the kth d1scrcte 
vonex are found by interpolauon of lhe veloc111cs in lhe 1hrce 
mesh pomts surrounding thts vortex. After the vonices are 
convecled, the vortictues of the mesh nodes are calculatcd 
through an arca wcighting schcme carried out on the triangles of 
the mesh. TI1e main difficulty with the vonicity - velocity 
formulauon IS in 1he deliniuon of the boundary conduion for lhe 
vorticity on thc wall. F1rst of ali. when we ha'e a v1scous flow, 
thc velocuy ficld can be cons1dcred as being the sum of a velocny 
ficld tnduced by the vortic11y. g1ven by the B1ot-Savan law, and a 
vclocity field g1vcn by Lhe Potenllal qJ • ln two dimensions, we 
can writc: 

Ü=Ü(J)+ii" (9) 

_ 1 fwxr 
wherc: llw=-- ~V 

2Jr v lri-
( lO) 

Through 1he vorticity ficld wc can evaluotc the vort1city 
induced vclocny for each mcsh poinl located on a solid body. 
Once th1s has bcen done, Lhe velocny po1enual cnn bc evaluatcd 
through: 

{li ) 

usmg, as boundary conduion 10 avoid flow through Lhe wall. 

d({J - --=-u ·n a n (J) 
( 12) 

The boundary condtuon for the far field is gJven by lhe 
potcntial duc to the free-strcam vclocities u(/ and v(}o Laplace 
cquarion li cnn be solved by the tinitc-volume unstructured 
method in thc l>Ume way as lhe Poisson equations 2 and 3, and lhe 
diffusion cqunuon 7. The tangential velocities of the mesh potnts 
loca1ed on thc body wall are gtvcn by: 

( 13) 

But the no-slip condition requircs 1hnt 1hose vclocities must 
bc zero ali over lhe body. lf we thtnk that each nodc h as a volume 
(in two d1mens1ons, an arca) related 10 it, the node vort1c11y 
multiplied by thts volume g1ves Lhe node circulauon. Ln ordcr 10 
have lhe no-slip condition satisfied, to lh1s c1rculation must be 
added lhe qunntity .dFgiven by: 

Llf=-u I t:.s ( 14) 



where L\s IS the surface of the node volume thal lies on lhe 
wall. This is accomplished solving the diffusion equation 7 wilh 
lhe wall boundary cond11ion: 

d(J) tt.f 

a;;- VÓJ 
(15) 

On lhe far field we cons1der as boundary cond1110n for 
equauoo 7 that lJJ = O. Once lhe d1ffusion equation has been 
solved, lhe Poisson cquauons for lhe velociues are solved 
considering no-shp condition on the wall, and that thc vclociues 
in lhe far lield are U11tmd V0. When calculating de tangcntial 
velocities, a condiuon rcltucd to the overall conscrvation of 
c1rculation ~thould be cnforced. For a viscous fluid m an 
unbounded domam. wc have: 

dr =O 
dt 

(16) 

As vorticny ( or circulation) 1s only produced on lhe body 
wall. lhe sum of ali Llr related to lhe wall nodes mu~t bc zero. 
So, we have lhat, on the body wall: 

fu5 ds=O (17) 

Th1s conduion can be also venfied through the N:mcr
Stokes equauon wnuen m local coordinates. 11 is easy 10 vcnfy 
that. on lhe body wall 

dp aw 
-=)l-as dll 

(18) 

lntegraung ovcr the body surfacc and using cquation 15, wc 
amvc to the resuh of equation 17. Once the velocny ficld is 
known, the change in vonicity of each mesh node is muluphcd by 
the volume relatcd lO 1h1~ node. g1ving. m two d1mcnsions. a 
change 1n c1rculauon that must be added to thc c1rculauon of the 
pomt vortices that are ncar thc node. lf there IS not any pomt 
vortcx near the nodc. a ncw one IS created. Vort1ccs are thcn 
convected. and thc1r ncw pos111ons are calculated The new 
vortlcity ficld 15 then calculated through an arca wc1ghtmg 
scheme that relates thc vorticity of the lhree nodes of a triangle 
with the vort1city of thc vortíces that are inside 11. The arca 
weighting schemc conserves c1rculation and momentum. 

CYLINDER OSCILLATIONS 

The C) hnder oscillation~ can be described by lhe equauon: 

8 ( } 2 
.. 2 I 2 V, 
Yh+4trÇ Y,+4tr 1+- h =CL--

m* JCm* 
( 19) 

where m*, lhe mas~ parametcr, the reduced velocily, V,. and non
dlmcnsional dí~placement, Yb, are given by: 

m~~ 
p!CD2' 

U T Yb 
V ---º--.!!.. and Yb =-
r- D ' D 

(20) 

This equation was solved for m• = 3.3 and Ç = 0.003939, 
corrcsponding to lhe valucs of lhe cxperimcnt of Khalak and 
Williamson (1996).The drag and li ft forces can be calculoted 
íntegra1ing lhe shear \lress and prcssure on lhe cylindcr wall. Thc 
shear stress can be calculated from the vort1city at the wall. and 
the pressure field can bc obtained from de Poisson cquauon for 
lhe Pressure. The boundary conditions are p = O nl lhe far field 
and , and on the sohd wall IS g1ven by the langenual grad1ent of 
vorticny. Equauon ( 19) must bc solved al each umc Mep through 
na Euler or Runge-Kuua scheme m order 10 know thc cylinder 
displacemcnt and the '' component of the frce-stream veloc1ty. 

DISCUSSIQN OF RESULTS ANO CONCLUSIQNS 

ln the numencal re~ul~s shown m this paper. Rt = 1000. with 
the Reynolds number defined in terrns of cyhnder d.:1mcter (D) 
and free strearn velocny (U). Re = UD/v . The mesh used m the 
simulation~ I!> ~hown m figure I There are about lO poml~ m lhe 
boundary layer \\llh th1s mesh. A non-<hmcn~ional ume s1ep, 
Ut!D. equal to 0·005 has been used. Lifl and drag cocffic1ents. for 
the case of a fixcd c1rcular cylinder at a Reynolds numbcr cqual 
to 1000. are shown in figure 2. The wake structurc. rcprescnted 
by the point von1ces, is shown in figure 3 . Some rcsult~ for R e= 
200 are also shown 10 this paper. using a S1m1lnr vortex codc bul 
with a slructured polar mcsh employed. 

ln lhe ~1mulauons for Re = 1000 vortex shedding occur~ 
wnh a Strouhal number of nbout 0·2. Th1s value I!> vcry closc to 
those observed m cxpenmcnts forRe between 200 and about 2 x 
10~. The non-d1mens1onal paramelers m•. Ç and Vr 1n lhe 
s1mulauons havc becn kcpt cqual to those mcasured m the 
experiments of Khalak and Wílhamson {1996). 1.c. m• = 3 3 and 
Ç = 0·003939 lt ~hould be noted t.hat in the cxpcnments the 
frequency u!>ed in Vr 1:. lhe frequency measured 1n sull water and 
not the 1rue natural frcqucncy. Hence, m the presenlatíon of lhe 
computational results. thc frcqueney employcd in Vr is abo thc 
onc that relates lo \mail amphtuue oscillations 1n sull walcr. 

Simulations have bccn camed out for values of reduced 
veloc11y. Vr, from 2 O 10 14·0. The cylinder w~ kept fixcd unul 
liTID = 50. when 11 was released to oscillate tmnsversally to the 
free stream. ln figures 4. and 6 force time h1stones and cyhnder 
d1splacemcnts are show for Vr cqual to 5 75, and 6·0, 
respecuvely. The h1ghc~t amphtude of osclllauon occurred for a 
reduced velocity equal to 5·75, and thi!> 1:. also lhe reduccd 
veloc1ty for the h1ghest value of the mean drag coeO.c1ent. As the 
reduced velocity IS increascd above this value. lhe phase angle by 
which the lift cocffic1ent leads thc cylinder di:.placcmcnt chnngcs 
dram:llically as lhe reduced velocny varies from 5 O to 13·0. This 
resuh has been obscrved in experimcms, and also 1n s1mulauons 
where lhe cylmder IS forced to oscillate (Meneghini and Bcarman 
(1995)). Plols of thc wake structurc for thesc cases are shown m 
figures 5. and 7 

The wake structure for Vr equal to 5 75 (figure 5) 1s clearly a 
2S mode and the wakc exh1b11s a large lateral spacmg. The wake 
shown m figure 7 IS a 2P mode. lt 1s mtcresung to '\CC that for Re 
= 200. the Mmulauons by Mcnegh101 et ai ( 1997). and Newman 
and Karmadakis ( 1995) showed only 2S mode throu)!hout the Vr 
range from 3 to 12. Figure 8 shows the wake obtained by 
Meneghini et. ai ( 1997) for Vr = 5·0. with a 2S mode shown. 

The maximum amplitude, non-dimensionah:.ed with the 
cylinder dia meter (D = 2·0 in our simulations). versus the rcduced 
velocity is plotted m the grnph shown m ligure 9. The 
experimental results by Parra ( 1996) and Khalak and Wilhamson 
(1996) are also shown and comparcd Wlth the present s1mulauons 
and \Vllh lhose for Rt = 200. 
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Figure I. Mcsh uscd for thc s1mulauons of R e= I 000, 27062 
clemcnts, and 13696 nodes. 
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F1gurc 2. Force coeffic1cnL~ for Rc =1000. fixed cylinder. 
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Figure 3 Wakc struciUre for R e= I 000, lixed cylmder. 

As can be not1ccd. thc ma~imum amplitude from the 
s1mulation~ IS cons1dcrably lowcr than thosc found in the 
expcnments The reason for th1s d1sngrccment is not yet k:nown. 
The explanauon could be related to the dtfference 10 Reynolds 
number in Lhe expcriments nnd m our simula.tions. The 

expcnrnental c~cs are forRe of about 104. Even though, Lhere 
was a slight increase for the max1mum amplitude forRe= 1000 
comparcd LO the amplitude for Re = 200, the difference is still 
noLable. Newman and Karmadakis ( 1997), in a recenL paper, 
nrgued that thcy obtaincd for a Ocx1ble cylinder ao amplitude of 
the sarne order of the cylindcr diamcLcr only when the structural 

dampmg was set Lo zero und the cyhnder was free to oscillate to 
any direcuon. 

Bnka nnd Laneville ( 1993) and Khalak and Williamson 
(1996) have shown from expcrirnents Lhat Lhere may be two 
posstble valucs for the maxtmum amphLude assoctaLed with either 
30 uppcr or a IO\\<Cr branch to the amplitude versus reduced 
velocny curve. Also there ts known to be u hystersis associated 
with moving between thts two branches. lt is interesting to note 
that the mru"mum amplnude for thetr lower branch 1s about 0·6, 
whtch IS Stmtlnr to the maxtmum value computed here. Bnka and 
Lane' tlle ( 1996) suggcstcd that thc mode of shedding is different 
in the two branch~ and, following the nomenclature of 
Wilhamson and Roshko (1988), find Lhe 2P modem the lower 
branch and the 2S mode tn thc upper branch. ln the 2S mode Lwo 
vonices are generated per oM:illauon cycle and in the 2P mode 
two vonex patrs are formcd per cycle. lt seems that in thc 
s1mulauons prescnted in th1s paper thc reason for thc appcarance 
of the 2P mode IS due to Lhe highcr Reynolds numbcr (Re = 
1000) than the previous ~imulations (Re = 200). lncrcasing Lhe 
Reynolds number from 200 to 1000, probably moves thc 
scparation pomL a fcw dcgrces downstreom on the wall of the 
cylinder. The anglc thot the ~hear layer separates from Lhe 
cylinder is affecLed by thc Reynolds number and this effect 
coupled with thc vaiue of reduced vclocity for the paniculnr case 
controls whtch mode of voncx shcdding occurs. Thc 
experimental rcsuhs from Khalak and Williumson (1996) and 
Parra ( 1997) which nlso ~howed a 2P mode for thc lower branch 

werc perforrned for a range of Re > I 04. 

·• 
80 

l» I. /1 

Figure 4. Force cocflicients forRe =1000, cylindcr frce to 
oscillatc, Vr = 5·75. 

Figure 5. Wnkc structure forRe =1000. cylinder frec to 
oscillate. Vr-5·75. 
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Figure 6. Force coefficients forRe =1000, cylinder frcc to 
OSCtllate. Vr-=6·0. 
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Figure 7. Wake structure forRe =1000. cyhnder frec 10 oscillate. 
Vr-=6 O. Figure 8. Wake structure for Re =200. cyhnder free to 

oscillate. Vr=5·0. 

Ftgure 8. Wake structure forRe =200. cyhnder free to oscillate, 
Vr=5 O. 
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SUMMARY 
This paJJer· pr·esents r·esults of an expPnmental study of the nonlinear t>ttoltdion of (l three
dimensional Tollmien-Schlichting wavetro.in excited by a hamwnic point .sour·ce in a flat 
plal.e bo·tmdary layer. The three-dimeusional wavetrains behaved very diffenmtly jmm two
dimensional ones. l n particular. thP fir·.9t sign of nonlíneat·ity to appeln- was not a subhamtonic 
mode, but n rnean jlow distortion. This distorlion had a .spanwise structfu·e consi.sting of r·e
gions of positive and negatitJe rnean distor'tion distributed like longitudinal stre<tks, which became 
mor•e comple . .,; as lhe nonlinearity developr.d. The observations .s1tgge.st that the early .9tagt>.s of 
the nonlinear interaction may be explained by a wectkly nonlinear mechanism. The subseqiH'nt 
stage.~ seem to involve mechanisms that are as yel not !.:nown. 

INTRODUCTIO~ 

Owing to it,s import.ance in funclam<.'ulal and ap
pli<'d Auid merhanics, thc laminar turbulent lrausition 
has attracted Lhe altenlion of rnany rcscarch<.'rs. Ovcr 
Lhe yN\rs ruany aspects of the phenomenon have beet1 
understoo<l, but Lhere are still important areas whcre 
furth<.'r research is necdcd. Among the less r<>srarched 
anw-; is t.hC' so callcô natural transitiou. This arC'a is 
concerned wilh the transition procC'ss that originates 
Erom randon djst.urbancE'H thal are always preseut iu 
uat.nral conditions. Recent studies (Gaster 1978, Shaikh 
1997, ~kdeiros & Gasler 1997, Medeiros & Gaster 
1998) have shown that the transition thal is observed 
iu such euvironmeuts djsplay some feat.urE>s that. are 
not obs<>rv<'d wbeu t.he most. commonly Atudied case 
of periodic p iam• disLurbances ar<' used to driv<' t.he 
[>l'OCCSS. 

lt apears thal l.he st.reamwise modulation anel thc 
threE'-diml:'nsionality that charactcrise the natural tran
siticm giVP risc• t.o nonlinear inteadions that do nol occur 
for n•gular piam• wavetrains. The ciled previous works 
have stuclied either wa.vepackets or white noise which 
display rue combined effPcts of streamwise modu laUon 
and t.hr<'t--'-dimensiona.lity. Thf' romplexlty of the nonlin
ear int.erartion obserwd has made it clifficnlt to interpret 
Uw rrsull~>. 

At firsl it appeared that thc• important ingredi
eut. was Uw st.reamwise rnodulation, rather than Lhe 
spanwise modulation, that is, t.he Lhret--dimensionaEty 
(CastN· 1984, ME>deiros & Gaster 1994, Medeiros & 
Castcr 1995). However numerical simulations of lwo
dimensional wavepackets by Medeiros (1996) havc shown 
t h:.ü spru1wisE' modulation is essential to the process. 
The current. paper focuses on the effect of three
dimE>nsionalily alouc by invcstigating tltc nonEnear evo
lutiou of a wavctrain crnanat.ing from a point sourcc. 
Preliminary results of this invcst.igation havc> he(>n pre
sent<'d hy .MNI<'iros {1996, 1997. 1998) 

Investigations of thrcc-dimeusional wavctrains 

in shear lavers have also b(>('n carried ou t bv other 
r<'SNtrchers · (Kachanov J 985, Mack 1985, · SeiferL 
1990, SE'ifert & Wygnanski 1901, Wiegaud, Bestck, 
Wagner & Fase! 1995), but these were restricted to the 
linear regime. 

EXPERD1ENTAL RESCLTS 

Thc currcnt Pxpcriments wen~ conductl:'d in the 
low turbulence wind tunnel of thc Univ(•rsity of Cam
bridge, Cambridge, UK 1 . Dctai Is of the experiemental 
sct-up éUld precedures can be found in Medeiros 
{1996, 1997, 1998) 

ln cxpcrimcnts wit.h wav<'t.rains th<" Aow is usually 
disLurbed by a continuous harmonic source. ln thc cur
rent series ~f experiments a long but finile 200Hz wave
train is excitecl froru a point sourc<'. The linear cvolu
lion of a two-dimensional mode> ,,.·itb frl:'quency 200Hz 
is shown by t.hc straight line on thl:' insta.bility diagram, 
figure L The excitation wa.s introdurcd at R6 a.bout 800 
and measu.reUlents were takcu up t.o R6 2100. as indi
ca.Led by Lhe dashed linf's iu t.he figure. One can see 
t.hat th(' cxcitation was introdurcd upstrerun of bra.nc:h I 
of the neutral curve aud that mcasurcments were taken 
beyond brand1 IJ , after which the Tollmien-Schlichtiug 
waves de<'a.y. The waves cross brand1 II at R6 around 
1700. 

The evolution of lhe disturbanccs observcd experi
mentally aloug the ccutreline is shown in figure 2. The 
measur<.'m<'nts wcre taken at a noudimensional distancc 
of 0.526". Using finite wavetrains, l.he fiow is disturbcd 
by an evenL that ran be repeated. Therefore ensemble 
avcrages can bc taken i.n order to get a clearer signal. 
The records displayed hcrc, as wcll a.s tLosc shown in 
other figures, wcre obtained from 64 ensembles. The first 
important. observat.ion is that wave amplitudes grow up 
Lo R6 about 1700 aud t hereaft(>r decay, <·ousisteut wilh 
the linear theory, figure l. A mean flow dist.orUon that is 

1This tunnel is now localoo at Q ueen Mary and Westfield Col
lege, London University, London, UK 
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Reynold• num~r R,· 

Figure 1: TIH• instability diagram showing t.hC' path of 
tl1C' 200Hz Tollmicu Sc·hlicht.ing wa\'C'. 
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figure 2: Tbt• c•,·olut ion of lhe• 200Hz three-dimensional 
wavetrain along tlw C'<'lll<'rline of th<' plate ata distance 
of 0.52<5• from lh<' wall. Thc SC'ale L<> givcn by the vertical 
bar at x=500mm. 

uot. prPdided by thc linNl.r tltrory is also observed. lni
tially th(• distortion is uc•gat.ivC', but furtber dowustream 
swilch<.>s to posit.ivC'. U is rrmarka.hlc Lhat thc changr 

in the trmd of tlw IIW<Ul llow distortiou O(Turs close to 
where Uw dist.urbanCl' ('rüSM'S branch n. The mean flow 
distortiou is ruadC' vC'ry dC'ar by thr use of finite length 
wavetrains. II could havc rC'rnained undetected if a con
tinuou.<; wavl't mim. W<'r<' us<'d. It is possible thal the U'i<' 
of coutiuuous wavrlrains havr prC'vrnt ed t hese mPan flow 
distorlious from b(>ing obscrwd in prcvious experimt'nts 
with Lhr<'<'-dinwnsionaJ wavC'trains. 

~ rea..,uremC'nts wC're alMJ taken off the centerline of 
the fiow to providt' a thr<'<'-dimt'nsioual viC'w of the mean 
fiow distortion. \'C'lodtv r<>rords w<'rc> taken at. differ<'nt 
spanwise locations lOmm apart. from <>ach othcr cowr
ing lhe c>utirC' widt h of tJ1c disturbance ficld. To mak<> 
the slr<>ak.'> d('arc>r t h(' oscillat ing part. of thc signal was 
digitally filtE'rC'<l. Drt aiJs of t h c signal processing can bc> 
found iu ~lt•dc•iros (199i, 199 ). A picture of the evo
lut.ion of thC' str(>ak strurt.urC' as it evolves downst.rC'anl 
is sLown in figur<' 3. Jnitially then• is a central rcgion 
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Figure' 3: Downstr<'éun c-volution of thC' str<'aks. Con
tour plot.s of longitudinal vC'Iocity normalize'<.! by U1c ff('<'
strcaru vclodt.y. 

of negat.iv(' mt•an flow distortiou together \\'ith two lat
Pral r<>gious of positive mcan Aow distortion. This struc
ture suggests t h(' cxistC'Il<'<' of a pair of cotmtE'r-rotating 
concentratious of vort icity which woulcl pus h down high 
momentum fluid in til(' latc•ral regions a.11d lift up low 
momentwu fluid in til<' cc>ntral r<'p;ion. However, it is as 
yet unclC'ar whPt.her tlwsc• mC'chanisms are ac·tually tak
ing piare. Tbe C'otH'C'ntnltions of vort icity are probably 
too weak to b<' consider<'tl vortices and pcrbaps the lift 
upfpush down C'ff<'<·t. is too sma.ll Lo affE>ct t.h<' flow. As 
the waves c•volvC', Uw st.mc·t ur<' h<'<'Om<•s more compJex. 
At x=lOOOmrn t.lw appN\r<'nce of a region of positive 
m<'an fiow distortion right. at. t.he c·cntor of the wavet.rain 
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i.c; observed. This corresponds to thl· c.hang<' iu the sign 
of the mean flow distortion shown in figurl' 2. From sta.
tion x= lOOOmm ouwards t.ll(' struct.urf' Jo<'s uot display 
remarkable changes, aparl from th<' broadf'ning of the 
central positive mC'an How distortion. 

H is inlerf'sling to look at t11C' <•volulion in the fre
qu<'ncy domain. This has b('(>n carried out hy Medeiros 
( 1997). Howc\'Pr, the spanwise r<'~>lution of lhP E'X
pPrimenL is l'<'lat.iv<'ly low. Thf' rt'Rults h<'rrune dilfi
cult to int<'rprt>t bPcausC' alia,o; f'fferts could not be rulro 
out.. Therl'fore. car(' sbould bc> takc>n in analyzing those 
r<''inlls. What is dear is that initially th<' nonlin<'ar 
mf'duuúsm genPrat<'S only two region of positive mc>M 
tlow distortion anel on<' centraJ region wbere the distor
tion ib negativf', while furth<'r down!ltream tht> spanwisc 
wav<>numhf'rs becom<' significantly larger. 

Also important is to invE'stigat<' the structure of the 
mran flow distortion in the direction normal to the wall. 
F'igurC's 4 aud 5 show contour plots of 1.11<' 111ean fiow 
distortion on planes perpendicular to the flow direction 
at 900mm aud llOOmm from t.be lt>ading edge. ThC' 
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Figur<' 4: The mNUl fiow distortion distrihution on a 
plan(' perprndkular t.o th<' flow dirc•<·tion 900llilll from 
tht" l<:>ading cdgc. Contour plots of longitudinal ve>locit.y 
uormalizc>d by the frN"-strC'am velocitv. 

mPan flow dislortion is con<·<•ntra.t('(} insidC' t ht> hound
ary layer. ln the rxtt>rnal part of tht" fiow no sign of 
thC' m<'an flow distortion is observ<'d. At x= 900mm the 
stru<·t.ure is hasically compos<'d of two regions of posi
ti\'C' mean Aow distortion and a central region of nega
tive rncan fiow distortion. Wh<'reas thc positive lumps 
arP fail'ly concentral<>d the nc>ga.tivc region spr<:>ads ovC'r 
a largPr portion. ~torrowr. th<' negative r<'gion appears 
to br romposrd of SC'veraJ lumps. Th<' profiles rl's<'m
ble lhat of tlw KIC'banoff modes with a singl<> maximum 
insidr the boundary layer. particularly for thf' positi\'e 

strraks. Th<' ma..ximum is lotalcd b<'tWC<'Jl IJ(= v/§-) 
l aud 2, whkh is ahm consitt'nt with Klebanoff modes. 
At x= llOOmrn thP n<'gati\'C' <"<'ntral r<'gion splits imo a 
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Figure 5: Thc lllNln flow distortiou dbtribution on a 
plane pc>rpeudicular lo t.lw fiow dir<•ct io11 1J OOmm fro111 
tlw leading edge. Contour plots of longitudinal v<'lodl\' 
normaliZ('d by thP fr<'t'-str<'am ,·clodly. 

munbf>I of rf>gions and luml>:, of positivt> m<'an fiow db
t.ortion aris<'. Al this stagc Lhe central pari of the dis
t.urha.nce fi<>ld is too complcx for any cktinitr condusiou 
cont"erning the lot"ation of t h r maxima. 

ThP <'volution of thc profite along 1 lw strNmlwis<· 
di rl'ction mny bc more rnenningfnl than L h<' analysis of 
the signaJ at a particular strean1wisc stat ion, figurr 6. 
Tlw figure shows how I hc dist urbanc<' field slowly C'voln>:; 
from a l'<'lativcly ~;implc structur<' at x= 800mm into n 

much mor<' compl<'x one ai x= llOOmm . 
. -\n ovc>rall \'i<'w of thc> transfc>r of mom<>ntum fr01u 

tlw low vdocity st.r<'aks to t h e hi~h \'C'Iocil y strNtks i-. 
giv<•n by 1 h<> dist.rihution of t h<' displaccm<•nl. thkk11Pss 
variatiou O\'Cr t hr eu tire disturbanct> ficld, figurr 7. lu 
f,his pictur<' the clc•t<úls of thc complcx distribution in 
t hc> diredion perpendicular to tlw wall an• lost, and nu 
a\wagC'd virw of tlw distmtions is ohtaiJ1C'd. Tbe figm(• 
shows a somC'what more symmetriC' pictur<>:s of thc flow 
t.IJ<\11 lhaL of fig11rc 3. For t.hP posit.ive lateral r<'gions tlu· 
displacem<.'nt. thkkn<'SS distribuLion indical<'s a strud un· 
similar to I hat suggcstcd by figun• 3. Thf' <'<•ntral r<'gicm. 
on t.he oLiwr hand, indkalPd that t.he c<•ut ral ll<'!?,HI Í\'<' 

n•giou split s iulo t hr<'t> rrgions s<•parc•tccl hy t.wo 1u•wh· 
gC'ucrated positi\·f' rf'gions. 

SOME T IJ EORETTCAL CONSIDERATIONS 

Th<' standard procC'durr usC'd to analyM' the st a
bility of Aows involv<•s Lh<' dN·omposit.ion of t he velorit v 
fi<>lcl and t h<> prC'S!;ure fiplrl into a ha.'l<' part V, P. 
whkh is a solut ion of thr strady <•quations of motiou. 
anel a swall rlisturbancc pari v, p (llerbrrt 1988). F'o1 
analysing nonlin<•ar int<>nwt.ions of l h r dist urbanc<' Rdd 
it ib assllm<'cl fmt lwr thal t hc v<•locity and pre-.su1 ,. 
dislurba.ncrs car• lw writtcn as (Craik 1985) 

v = cvo(x. t) + t 2vJ(x, I ) + f
3v2 (x.l ) . .. 
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Figurf' 7: Variatiou of thc displacement thickness over 
the plat.e normalize<! by the displacemenl th.ickness of 
thf' Dlasins profil<'. 

'P = cpo(x, I) -+ t 21)1 (x, t) + c3p-J (x, t) ... 

The pmamC't.t'r c n•prf'scnts Uw amplitude of thc distur
bance aml since it is small it. is natural Lo att.cmpt to 

f'xpand t.hc solution of thf' perturb<•d problem in pow
crs of f. Ilowever, wc notf' that. it is not clear that i! 
is legitimatc to do that. lwcauM' thcre is no guarani<'<' 
that such s<>rie>s will couvcrgc. Thcrefore in praclke it is 
necessary lo verify whcther thc solution found is rf'all,v 
a good approximation to the Row. 

Substituting into the Navier-Stokes equations. suh
trac-ting out lhE' ba..,<> flow and ('OIIN·ting terms of ordE'I 
f ouc arrives at a linf'ar system of equalions describing 
the d isturb<mcc field: 

a 1 2 Dl Vo +(V o qvo + (vo. v)V = -\Po +R\ Vo (1) 

\. vo =o. (2) 

Th<> co<>ffiC'irnt s of N)uat.ion 1 are gh·E'n by Lhe ba,.<;(' 
Bow solution. For tlw boundary la.yer the cquations of 
motion are uon-dimC'nsiorHtlizpd hy tlw fn:•P-strea.m Vf'

locity Uc., ttnd t.hc displacemcnt. t.hickness I)*. Lhcr<.'forC' 
R=~. whcn• v is th<' kinematic visrosity. 1'his also v ' . 
defines a. time se ales of &· / U oo and the t lw pressure is 
conven.ienLiy nou-dimcnsiotu\lizrd by pU!,. With the ad
ditioual Msumption tha.l th<' base flow is parallel, tha.t is. 
V = (U, O, 0), th<' syst.C'm of rquations (1 2) has no ex
plicit .r, z ant t d<•pcnd<'IH'<'. prrmiting I h<' normal mod<>s 
solution 

[ 

lto l [ it0
{y) l l'o = t'o(y) ( •(n • .r+n , : -;11), 

IIIO Wo(Y) 
J)Q Po(y) 

(3) 

where u. t•. w rcpr<.'scnt tlw vdoeity c·omponents in thf' 
streamwise. normal to th<.' wall and spanwise d.ircc
tions (.r. y. :). r('SpC'cLivcly. l n the <>xprcssion t3 is 
t.h<' uou-dim(•nsional fr('()uf'ncy, and nx and n: ar<' t.Jw 
non-dimf'nsional strC'amwise and spanwisP wavcnutnb<'rs. 
These quantities ar<> in g<>ncral coruplcx, but for the flat 
platc boundary layer a,. is tlw only complex exponent 
and acrounts for t.lw nmplification or de('ay of the wavl:'s 
in th<> str<'éUnwisf' dirf'<'lion (Ga.'lter 1962, Gaster 1965). 
The funrLions ii.(y), fr(y), w(y),i)(y) are also complcx aud 
give t!Je structurf' o f thc• mod(• across the boundary layf'r. 

Substituting (3) tog!'th<>r wit.h V = ( U, O, O) in ( I ) 
anel (2) Lhe equa.t.ions of mÓlion for a thrE>e-dimensional 
disturbaJICeb redu CC lO a pai r of ord.inary differenl iaJ 
cquatious (Squin' 1933, Mack 1984, Cohen, Breucr k 
Haritonidis 1991), with D denoting d/dy. 

[(lRa,.) - 1(02
- k2 ) 2 - (U- c)(D2

- k2
) + U1111}v0 =o 

(.J) 
(D2

- k2
- 1Rn:r(U- r)] rj = lo:RU1lo, (5) 

with the aproprial<• boundary ('Onditions 

at y = O uo(y) =O. 
at y ~ oo t•o(y) ~ O. 

tt·o(Y) =O, 
l

11
tio(y) -t O. 

7j(y) =o 
71{y) ~o 

(6) 
where k2 = a: + <t~, r = JL is Lhe I> h ase vE'lority of thc· - . "· . 
mode and 11 represeuts th<> wall-normal vorticity. TJw 
boundary condit ions for thE' d<'riwttiv<'s of v0 comP rc>acl
ily from t.he continuit.) equations appli<'d at y = O aml 
y ~ oo. The boundary couditions for r, also come fro111 
thc ronditious for u and w at t hc wall and ai. infinity. 
ThP ·u and w velocit.y romponcnl.s ran t.hcn be obt.ain<'d 
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from thE' dE'finition of vorticity and the continuity í'<JU<Ul
tion, with homog~.>ne>ous bouudary conditions. 

Equation ( 4) is th<> Orr-Sommf'rf<>ld equal ion 
(OSE) whiC'h goverus th€' linear stability of thc flow. Tbe 
OSE togcther with th(' aStiociatecl homogen<•ous bound
ary ronditions anel lhe wall-nonnal vorticity cquat.ion, 
const itutcs an eigenvaluc problem. f\ontrivial solutious 
of thc OSE. or mod<'S, havC' to satil;fy a dispersion r<>la
t i cm 

F (oz.O:.d. R) =O. (7) 

Jn gE>neral both a:.r and r can bc ('Omplex quant.it.i<>s. 
hut for the fia.t. plate boundary layer it. is know that lhe 
wa\'('$ exhihit spatial instability bC'haviour, as show in 
the C'Xpericmcnt., th<•rcfore r is tbe only quantity U<'<'d<'d 
to h<• complex to repr<'sent Lhe flow. The dispersion rf'
lation for two-dim<'ru:>ional modes (a:= O) iu a flat platc 
houndary layer is representf'cl in figure• l. Thc solid curve 
n•pr<'S<'nls ncutralmodes. Mocles ouside Lh<' luop an• Ht.a
hlc• wlwreas those inside lh<' loop are unstablf'. 

lf now the tcrms of order t 1 are <·oltf'cted from 
c•qu:mtion I and 2 one arivcs at. an OSE for the 111 with a 
IHlll homogcnrous tcnn wbich iS a funrtion of VQ an<J '/Jo· 
Owing to lh<' quadratir nature of tht• nonlinNu terms ne
glc•<'tc>d at ordcr (d lhe non homog<>n<'ous tcrmb of order 
k~) h ave thc• forro 

p•(±(o • .r+o,,.z-,JI)±(o.r+o,,z-Jt)J. (8) 

for a hannonic point source th<'re is ouly oue n 1 ;wd 
on<• d, but a uumb<'r of lbrt.'<'-<limcnsional mod<'S (c.t ). 

Tbereforl.', the quadrntic inleractiou produces 
tnodc>s with ~treamwise wavcnumh<'l·s O or 2n.r (St.uart. 
1958, Stuart 1960). The experimental observation.s show 
t h C' appearance of modes with str<'amwis<' wavemnulwr 
O. tlle men.u fiow distortionb, but no sign of harmonks 
(2or ) is obscn·cd. lt is important to rcmcmber I hat 
th<' boundary layer will rcspond diff<'rently to the:.<' two 
lypPS of forcing. For instancC' it is possible t.hal tbc har
monics are more ünearly dumped thau the m<'an distor-
1 i ou which would b<• consist<•ut wil h the obsNvations. 

Analysis of thc spanwise wavcnumbcr is not. so 
straighforward becausc til<' syslem invol\'eS a l;u·ge num
bcr of spa.rtwisP modes. HowC'vcr, because t he bow1dary 
layf'r rcsponds d.iffcrently to I he mod<':., I. h(' amplitucl<• of 
th<• cliffercnt. tbre<'-dimensional ntodC'~ v.ri.ll not be idC'n
tical. ~forN>vet on<' <'Xp<'Cts lhe nonlm(;>ar iutet action to 
lw slrong<'l' for th<> larger modes. It turns out that Íll 
som!' circulllslanc<'.s Lhe larg<'st t.br(;>e-dimcusional ntode 
ha. ... n. diff<•n•nl from O (\\.iegand <>I ai. 1995), say 0; 11wz· 

This mod<' would lhen g<•m•rale nouünear modes with 
spanwis(;> wav<'uumnc•r O anel 2a:;,1(lr· Jt is possiblc• t.hat 
sc•h•rt i v<> liiwar dumping would n•sult in onc nonlinc•ar 
mnclc• bcing larger t han thc• other. 

Figur(' 8 &hows t hc spanwise Fourier t.ransforrnat.ion 
of ligute 7. Jt is obsPrved that the firsl sign of nonlilwar
ity c·orrespouds lo thc appf'arance of a mode with non 
Z<'ro spanwiH<' wavC'number. 'This mode rea.ches a max
inmm of amplitude bet.wecn 900 and lOOOmm from tbc 
l<'a<ling cdgt•. Thf' ftmdanl<'nl al wav<'S also rC'ad1 a max
imutu withiu lhf' ex!)erimC'ntal domain, figur<' 2, whkb 
is c·onsistent wit.h I h<> amplitude dep<'mlcnrc of thc Hon
liw•nt interact ion dis('ussed abo,·c. 

At x= lOOOmm mod~ of bigher ~>panwis<' wavcnum
b<'t are also present. Care should be takcn in analysing 
tlws<• r<>sults becaus<• t h<' spanwis<' resolulion is r<'la
tiwly poor mtd alia.-; E'ffects C'an not be ruled out. It is 
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Figure 8: Spanwi::.c• Fouri<'r transformation of figur<• I. 

tcmpting to think that th<'Se mod<'S originate frotn ;a 

s('Cond gcnf'ration of the nonlincar intcraction discussf'd 
abov(;>. but this t imr induding lh<' fir~l. uonlinearh 
gc•nf>rated uJOd<'. How<',·<•r. tlw obsNvations slum 
that tbcsC' mod<•s continm• to grow P\'C'II aftrr th(• lit :-.t 
nonlin(;>ar ruode ha!> decay('(\. OLiwr rC'sults, not s!tow11 
lwr<', indicate tbat th<>SC mod<'S do nol dN·ay witbin tlw 
c•xperimc•nt.al domain. x~ l300mm. fhis observation i ... 
not C'Onsist <'nl wit.h tLc nonlincat intcranion dC'SC'I ih<•tl. 
anel it app(>ars that the high<>r spauwis<' numbcr mod<' ... 
arbe frorn a merhatt ism as y<'t no I idenl i fi<•d. 

COI'CLUSJON AND DISCÇSSIQf\ 

This work studics thc nonlinNtr evolut.ion of wm 1'

trains enHUlating from a point sourre in a fiai. platt• 
bollladary laycr. Tbe first interesting r<'sult wa.-. t hat 
tltc first indkation of nonlinear behaviour was uol H 

subharmonic signal, as would h<> expeC'Lc•d for platl(' 
wavetrains. but a mcan flow distortion l.hat fornH'd 
longitudinal :.trt'a.ks. Initially th<' rnean flow clistort ion 
display<'d a rf'lativ<'lly simpl<' spanwisc structurc with .1 

C<'nt ral regi ou of negat.i ve m<'au flow distortion ali< I t.wu 
latC'ral r<>~ions of positive mcan Aow distortion. 

This inilial mt'an Aow distorl i cm umy Ltave arisl'tl 
from self intcraction of tlw Ul()clc•s via t IIC' R<'ytwld:
sl rt'bseS terrn. Analvsis of the ~>JH'<'tra of th<' disphu·l'
nwnt thirknl'ss \'ariation nLlls<'d by t !te dist \Jl banr<' O\"l't 
the> platc is tonsiste>nt with this idPa. Il appcarcd tltat 
I hf' strength of thc uonlilwar int<•rac·t ion at 1 bis Hl a)!.t' 

was strongC'r off Lhe ceut<>rlinc of t h<• flow. This migltr 
b(;> linked t.o the fncl thaL for souH' flW!lll'II('Í<'S the t.ltm·
dimensional wa\'C'trains also displa:v amplitude maxillla 
off the ceniC'rllit<' in th<> lirU'ar rPgimc• (Wiegand c•t ai 
1995). 

Th<> structun• of thc•sc~ dislot tions in I h e din·<·t iott 
p<'rp<'ndicular to the wall wa.s also iuví'sligHt<•d. lnilialh 
tlt<'y rescmble KIC'h<HlOff uto<l(;>s wit.lt CHIE' mnplitud<' 1wak 
at a posiliou 11 bct.W('en 1 anel 2. 

The relativelly sim pi<• st ructure givC'S ris(' to n fah h· 
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c·oulplk<~t<•d flow fiC'ld furth<'r dowust.n•Hnt which appears 
to origiuat<• at a position dos<' to th<> SE'c-ond branch. Tlw 
morf' c·ornpliratt'<l stmrturE' atisl"s iu t h<' c·<'ntral portion 
of tb<' wav<'train. where tlw initial nc•gatiw mean fiow 
distod ion was form<>d. There, rc.>gions of po::.itive mean 
flow distort ion arisE'S and the profilt•s of tiH• mean flow 
dbt ort ions no long<>r display tlw Klebanoff mode shap<'. 
D<'spit <' t.lw complexity, au ovc•rall vi<'w shown by the 
dü;pl:u·c•mc•nt t.hiekrwss variation over lhe platc, suggcsts 
lhat the <"entrai negative region splits int.o three. Tbe 
posil.iv<' llt('au flow clistorliou n•gions do not, <"hruage con
sidl'mhly aloug tlte process. E'xc·c>pt in éUilplitude. 

St n•aks hnw• a.Lc;o h<'<'ll ohsc•rvc•d in by pass tran
sition. Ilow<'\'C'r. then• the strE'aks tend to kcep thcir 
spanwis<' t.paring, as oppos<' to what is ohl><'rwd in the 
c·mrcmt <'xpc>rimenl. Longitudinal st n•<lks h ave been ob
sNvc>cl in turbulc•nt flow. ln somP <'1\S<'s they appE'ar to be> 
a kPy ingr<'dif'nt. of thE' mE'rhaniMJl of produrt.ion of t.ur
hul<'tH'<'. It has also bN:'n shown that. modulatE'd waYes 
p,ivc• ris<' to t.nmsition at small<'r amplit udC>s in comprison 
wit h plarw wavetrnins. U b possil>lc> thal. the modula
I ion of t ht• wa,·c•s provid<' a short c·u t. b<'l weC'n the early 
wav<•likc• b<'haviour and the vortkal sLru<'lur<'s observed 
iii t urhulC'nt rtows. Thes<• ronjt•c·turt' is rurrC'ntly being 
imt•stil!;alP<I. Th<' possihilit\ that th<' initial mean flow 
dist ortiou ht• gf'uc>rarE'd from t h<' sc•Lf intt•ra<'tion of wa\'E'S 
ts abo lwing furt b('r im•f'stigatc>d. 
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Thr effe.rt of boundary layer .~urhon a11d blowmg on the dcvelopment of Gõrtler vorlius is mt't .. ~hgattd 
unth a spahal, nonparallrl modd Prct'lOWJ ronelusaon.s obtaincd unth a local modd an vrnfúd and 
complrmrntt'd w1th thr study of th(. cffcds of suctton anel blounng on tht devdoprrlt nl of rwnlwmr 
vortares and on thr formatlon of lhe musMoom llke structures charartt'n.~hc of Gàrtlfr tJortarell. 
The re.mlts ronfirrn. that surtton rt'cluces the growth rate of lhe tlortues whtlt blowmg mrm1.~n lhrtr 
gmwth rate. Tn nonlmt'ar vorttrr..\, ,,urtion anel blowing have a sagmfirant mflurnrc n/ lht mnm jlnw 
distortior1 and of t/11. tlm·ftrr.~ ftr·bt ltan11omc. Tht analr;sts of thc ftow field tnduatcs that mrtwn 
result.~ in uortues tlwl art' rnor·r• pror1r lo .~f'condar·y tn.stabtltties, dcsptte the fart tlwt tiiC vortlrl'.~ arr 
morr .~t(lble. Dlotmn.IJ ,·e.mlt.~ m vor-t aces that are lcss suscephble to sccondary tnstabtltlH~S. 

INTRODt:CTIOl'\ 

Gõrtler vor1 k~ (GV) art> strra mwi!'r rountc>r-rotating 
vortict>S inducrd hy n•ntrifugal t'fff'rts in fiow" ovrr conrav<> 
surfares. Tbr !>tudy of 1 bts lypc> o f lalllinar fi ow dtsturbancc 
is rckvant since th!.' vortir<>S may a ut.1ripal<' tht• t rau!>ition lo 
turbulenee, increasing the d rag ro<•ffirírnts aud heat transfc>r 
rates m laminar flow wmg:o.. in I ht> prt'~"urt• si de of t urhinP 
blades, and in supt>r<.<>u ir rxhausl noul<'~ 

Thr rr ha.vt> bN-n many paprnl d(•díratrd to l ht> studv 
of GV (GõniPr vonkt>S) and thr phvs1rl- of th<> problc>m 
1s wcll understood today Tbr t>ff<•rt of pre:--..,urc gradient, 
tt>mperaturc. spanwi~ wavcnumbrr. a.oo; wt>ll a.-, olhrr r ffN"t-. 
hk<> t bc imcractíon of G \ ' a nd Tollnut>u-Schltrhting wavr. 
nouliot>ar eff{:'("ts, a nd Sl"<'ondar~· iustahilit v rffr< ts bav<> b(>{'u 
o.,i.udicd in detail. Compr<'hf' llHIV(' rrvi<'w" on GV re»<>arrh 
han• been pres<>nt.rd hy Hall ( 1990). Florvan (1991), anel 
Sark ( 1994). 

Thc effN·t of boundary lay<•r s u<·tiou and blowing ou 
CV bas bpen investigall.'d by Ploryan a ud Sarir (1983) a ud 
by Floryaii {1985), rrspl'<"t iv<>ly. Bot.h inv('st.igatíonc: uscd 
a lo<'al modrl basf'd ou t hc forwulalion fi.r!.t. pr<'S<' lllrd by 
Florya.u and Sark {1982). Floryan aml Sari<' {1983) showNl 
thal s uclion rat~ iu t IH• rang<• o f 1 0.0 lo'"'(= -0.5 resull 
in a r<•duction o f t hl' criticai Gõrt lrr uumbc•r. For s uction 
ra tes helow -0.5 tlw c·riti<'al Gortlrr number slarts to in
crc•ase. Neverthclc!>S, in a uy ~ucllon rate t iH' amplifkatiuu 
fador s hows that !>urtion rt•snlts iu a rc'tlurtion of lht> total 
growl h of thP di'>Lurbanrrs. CtHII J>ar('(l to t he »urtion rate 
nt>re~-;ary to stabilíze Tullmirn-Srhhrht mg waws. it ra.n br 
obscrved that h igh <'r levrls of suction are rrquirf'd to result 
iu a significant dela) in thr G\' hrt'<lkdowu Floryan rt>:.u lts 
for t h<> effect of blowing (1985) índu·ate a.u incn•d.S(' i.u t he 
c·ritical Gõrtler numht>r for ínrrt>a.-;iug hlowing mt<'S. Dt>
s p ite l he increa.-.r iu t h<' rrit1ral Gorth•r uumlH•r, blowmg 
acrrl<'rates th<' lotai amplifkation uf tht• dist urhaurc·~. 

Tbe pr~nt inve'!itigatiou expaucls Uw re..,ult!-. prt>
srrll!'d in t hr litrrature for tbc study of t lw t•Ff<'<'t of suction 
and blowing on t h r developmrnt of C V by using a spat i ai, 
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noupara lld modcl. H shuhrs thr rffrf't of surtion a nd hlow
ing on the drwlopmcnt of noulinNu vort i<·rs aud tht> rrsuJl
ing effect on tlw furmntion of t.lll' < hara<·trri~t.k mushroum 
ükl:' strurture». Tht> tnodrl i!. ha .... l'd ou t ht> Parabolized Sra
hility Equa.tious (PSE) drwloprd hy F Brrtolotti anel T . 
Hrrbrrt. (1992). 

FORt-.fULATION 

The coordinatc ~y..,lrm nst•d iu thr prt•--<•nt work b 
t h<> samt> roordinatf' !')'..,II'UI prl>:o.t•utt>d hy F loryau a nd Sarí< 
(1982). It is ba.'of'd on tlw ~trr<unhnt>s ( Ó.) aud poH•ntial 
linf'l> {Ç>) of tlu• invisnd flow mw a mn.,tant radíus of r nr
V"d.turt> wa!J. 

Thf' 1\;wwr-St.ok(':o-. rquation» for .UI incompressiblf' 
flow of a Newtoniau I:luid art> "illllplifiC"d h~ <lS .... nming that 
the dcpendent variablt•:-; art• dt•compnst•d int o a mt•au rom
ponPnt aud a Burtuating rumponrnl ''-" folluws: 

u-. = Ü• + u1• . anel p· - p· t- p'"' (J ) 

where u-. = [u·, ,· ,w·]T i-. thr vrludlv Wt'lor a nd 71· b llw 
pressure. The s upPrscript. • indil'a lt•s dimr n ... io na l variahll'~. 

The ('quat ions an• nonclitm•nc:ionali.t.rcl usiug óô and 
u~ as tht> length anel vc·lorll v srahn(.', paramrtrroo;, wherf' 
óõ =(v· t/JõfU;.,,) 112 is thr hnuuch1ry lay<'r thírkn<'Ss paraul
!'te_r, U~ is f,hr fr<'<' !->lrt>alll V!'(Ority, IPc) IS a Tl'ff'r('nn• h>ngth 
takcn a.s tht>streamwl'lf' loral íon whcrr ínit íal romil tions an• 
applied, and v· is lhe kmcmallr vi--<·o.,it.Y 

Floryan and Sar it· ( 1982) <l<• rívt'<l t lt<' t•qnat ion<. fur I h!' 
.tcroth and fi.rst ordcr approxuuatíon~ fnr t ht• mran How <UHJ 
for the perturbatiou ctnautitlt>S. T h!'\ c·und uch•d that for til<' 
zcroth order a pproximation t ht> lll('illl flow t•qualiOllb rrdur<' 
to the Pra ndtl bonnclary layrr rquatwn~ for t be Bow ovPr 
a flat p latc. T hr onlv rrmnmíng cunaturt• lt•rm for tb<> 
perturbation cqua.t•on:. tf'rot h orclt•r approxima tion is l he 
tcrm ou the normal mornrntum t•quat i ou p;1v<•n h) . 



a()~ , I 11. 

llt·J (2{11t + 11 ), (2) 

{'' ó. 
C:o-llf(/•:b,;)11m, Rr =~. (3) 

11' 

whlc'rl' C:o is tll•fint•tl a ... tlw Gortlrr numh<'r. k' r<'present:; 
tlw rurvaturc• of tlw wall, l' = cr· /U:.._, u' = u'· /C/~ and 
Rt is thr Rt')'tl<llds uumlwr 

Thr r<•-.ult mg guvt•rmug <'qllations for thc> perturba
I ion~ arr rlhpur and lh<' pert urbations propagatr in thP 
Aow fic>ld a.-. wan• ..,trurtnrrs fhr gon~rmng rquatiom. cau 
h c• simplifird tf t lw wawhkr nat urt• of tll(• pPrt.urbations ar<' 
rt•pr~t·ntt•cl hy tlwir fn•c(tiC'uc·v. w<:wPutunbrr, and growtb 
ratP. Tht' p<'nurbation 1J1' is al'.,urnrcl to hr rorupoS<'d of 
a. ..,Jowlv varving shapc• funrt10n and an cxponential osciJ
Iatory wavr lt•rm lt IS rrpri'SI'ntrd mathematically as a 
Fouri<'r <'Xpamnon truuratc•d t.o a fiuit.<' number of modes: 

,, ,\1 

c!>' = I: I: tfl,. ,,(cfl,'l/'hu.m(4>,z, f) , (4) 
IV m .\/ 

wht•rc• <P,.,,,(cfl.t/')- [u.,,,,,,,,,,.w., m.P ... m]T is thP com
plrx ~hapr funct inu vr<"t or. and 

lln,m(~) ='),.,,,(o)+ mn(cp) (6) 

Tlus pror('durc• 1s smular to 11 normal modr analysis, but, 
m thb ra.."<'. thf' shapl' fuucttun 4>,.,,.. 1s a function of botb 

4> and t.1 
Thc strc•amwi-..· growth ral<' ')n m• tbr strt>amwi!>e 

WiiV('IIUffibt•r O, and I llt' S(lólllWIM' W3.V('IlllffibM' J WeTE' UOndi
IIH'Ul>iUilalit('d u!-mg tlw houndary lawr thid,'llE':;..., parameter 
6õ. Th(• frequ!•nt·y w wa." ntmdlm(•nslonaliLPd using tbe fr<'e 
:strearu vclo<'llY ( ·~ aud tlw boundary layc>r thirkness pa

ramctcr 61i . 
For lmrar prohlrms only tbr fundamental mode is sig

tlifkant. With t ut' growt.h of t.lw amplitude of the fuuda
uwntal , higlwr hartuouin; h('C'Oilll' signifka.nt as well as the 
rut'l\11 Uow dbt.orl.inu (modt> n O, "' = O.) 

Thr pt•rturhat.iun v~~riablt• <P', a.<; <l<•finf'd in Eq. (4), i!> 
substittlt('(l in lhr govcruing <'qnatiOll!'i whirh are then sim
plifil"d by <l."-"Ulllillfl. that t.h<' shap1• fnnct.ion, wavelength, 
aud growth raf<' WLry eo.lowlv m tlw streawwisc dircction. 
ln tlti~ way. eo.f'<'oud cmlrr clc•rivaliv<'~ aud products of first. 
ord1•r drrivntiws t<lll lw nl•glt•rtP<I. After p<'rformiug a har
moul<' haJrutrl' iu tht• fn•qurnry. a "''t of ronplcd uonlinE'ar 
('qual1on-. 1s oht;únNI. Tlwsr rc>Sulting <'quations are known 
a." thP ParaholitNI Stah1hh E<1uauonl> (PSE) devE'Iopcd bv 
BPrtolotll ;md Hc•riH"rf ( 1992). For earb mod<' (n, n~) th~ 
equation in vrdor form n-..ults; 

- - 04>,.,.., C Dcl>n,m 
.-!,. "' <P, "' + B "·"' ()cp + u,m ot + 

(7) 

whrr<' t hc> rorffkl<'ut mat rÍ('c•s ran b<' found in Mendonça 
{1997). 

Th<' r<'sultiup; <'quatiou~ ar<' parabolic in t/J and the so
lution can lH• mardtl•d downst rrarn giv<'n iuiLial condilions 

a.t a starliug po~itiou e/lo Th1H 1s trur as loug a..-. t.he instar 
bilitir~ a.rP c·onvl•<·t <•d 111.,1 abilit il'H "udt t hat they propaga te 
w tlte d1rrnion of thr mran fluw and elo not affect the flow 
ficld upstri'<UII 

Thr boundary ronditious for Eq. (7) are givt>n by 
homogc>urou.., Dir1rhlrt. no-slip condition!> a! the wall, ~eu
mann huundarv ronditions for th<' velocity romponents in 
t lw far firld. and homogen<'<HL'i D1rtrblrt condition for prrs
sure 111 t b(' far fit'ld . 

For th<' parabohr formulatton, it IS necessary to specify 
lllltlal cond1tt0n~ at a starl mg pos1tion 1/>o downstream of the 
Magnation point at th<' lt•a.ding <'dg<' of tblc' curved plate. For 
C\' tbe utitial roudit1ous cll'l' gin•n hv a hx·aJ, normal mod<' 
aualysis (Fioryan and Sari<' (1982)). 

Normalitflt.ion Couditiou. Tlw ..,p)it ting of the pl;'rLur
batiou <I>'(cfl,1/•.:, t) in Eq. 1 inlo two functions, <I>n ,m(cfl, ti•) 
and \_, ,,. (cp, IJ.', :, 1), i~ amhiguous, sinrl' both are function!> 
of ~lw str<•amwiH<' roordiuatr 4>. lt is neressary to define 
how murh varmt1011 will bE• rcpr<'sent.<'d by thc shape fum;
tiou <f>,.,, (4>, v•), and how much will bc rcpre~ented by the 
cxponrntial funclion \n,m (1/J, 1/J, z, t). Thib definition has to 
guaranl<'<' t hat rapid dtaug(•s iu thP streamwise direction art> 
avoided so that t h r hypothesis of slowly changing v;uiabllc'r> 
1s not viola.tf'd Til<' ubjet'tivc• is to tranflfcr fast variations 
of <I>n .m (q>, ~~) iu thc strcamwif'(' dircction to the stream
wiSE' complex wavcnumbrr n, ,(cp) = ')n.m(q,) + ino(cp). 1f 
thil> mnat1on 1s r<'pr<•;,cntt•d by b,,,., for eadt step in thc 
streawwi>,t• tltr<'<:liOll lt b rt('('('S.'>él.l'y to itrrate OU On m(t/J) 
until b,,m 1s l:nualh•r than a givrn thrl'!>bold At each itera
tion k, nn,m(4?) L"' updat<'d according to. 

(o,,," )1+1 = (a,.,no)t + (b, m)l (8) 
Tb<' v;.lnation b,.,,.. of tht• -.hapE' functiou can be mon

itor<'d in ciJfft>rent way-.. ln l11P pr('S('Dt implementation the 
following is U'-('d: 

I 1 1"" (-t Oü,."")tt ) - 11 ·--- ( 
n,m- f""' 11- 111 J . "·"' 8-i. tp. Jo u,,,, c~· n .., 

(9) 

whcrr m .. m i~ tlw ('OlllJ>II'x COIIJUgate of ll,,m. The integral 
of llün,m 11 1 wa...., U~<'d Lo asMire tbat lb<' variation is indl"pE'u
d('nt from the magniludC' of ü,,,,. 

MNm Fio_~. Th!' mran fiow is giv<'n bv a self-similar 
solntion of th<' fiow ov<'r a fiat 1>lau.• with 1>urtion or blow
ing. Tb<' solut.ion b ubtained hv introdncing a modi:fi<'ation 
in onc of thc• hontHl.Lr.} couditions for lhe Bla....,ius equaliou, 
that b. /(0) = K inst<•;u) of /(0) = O, as prt'Sented in Roscn
lwad ( 1981) Thr modific•d Dlasiu~ MJiutiou is obtained from 
thr followutg rquation: 

!"' + !..I!"= o. 
2 

subje<'t to bouodary rond1t10ilb: 

/(0) = 1<, /'(0)=0, <lnd J'(oo)=l. 

with· 

u· = Uó/'(,,), 

I .. ( ~~·;~ló) l/2 (q/'(1/)- /(1'/)), 

( lO) 

(11) 

(12) 

(13) 
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'1 = 
( u.· ) 1/'~ 

11' ;. 11 • • {14) 

Ir 
1 '' (15) 1 :::. -- \ = 2 2 'I O· 

wh<'r<' 1 is th<' su<'lion rale if nc.>gativ<' a.nd llw hlowing rate 
if positive. 

Numerical r. tcthod. T hf' sy~->l<'m of para.bolir nonlin
c.-ar roupled equations gh·en i>y Eq (7) is ~lvP<l numPrically 
U!--mg fi n ite diffcrt'UC<'!i T ll(' part ml differt'nt ial l'qUatton is 
dí~·rrt izcd implinth· 11!-ing a M'<"Ond ordt>r barkward differ
Pnl'ing in thc si rPruuwisc di rert ion , a nd fo urt.h ordcr ceu
t mi differenriug iu I hP normal dirt•rtiou. T he rPstllting cou
ph•d algebrair equations forro a hlork prntadiagonall-.y!>l<'m 
wlud1 ts solvrd bv LU dccompo...,ition. 

To start thP rompu tation a first ordl.'r hackward dif
f<•rl'nring is us<>cl. Thr first ord!.'r approximation i!t usrd also 
iu a few sub!wquent stcps downs t.rl'am in ord<>r l o damp 
m uu<•ri<'al transi<'nh more cfficit•utl:v. For t he points neigh 
hormg tht> boundariffl, SE"<·ond ordcr rt>ntral di(ft'rt'nring in 
tlw normal d irt'rl 1011 was u.-.('(1 

ThP nonluwar lt'rms arf' 1'\'".tluatl.'d itt>rativrly at !.'ac.h 
SH'P in l he strcarnw1sr direction T hr it<'rativt' prorcss is 
ll"l'd both to ruforre t. h<' norrualiz:uion rondii.lou and lo 
l'nforrt' t he COII\'t'rg<'IIC'C or thc nonliul.'ar lt'Till'o. A Cam~ ... -
Swd<'l itPratiou w1t h surr~ive owrrcla.xat.ou 1~ ll"<'d. Th<> 
nonlin<'ar p roclurt., are e\'aluated in tbl.' time clomain. ThE' 
d<•Jwndf'nt variahle~ in I be fr<>quPnrv clomaiu are• ronvrrtcd 
to t. lw t ímr domain by an inver~r· F'ast Fouri<•r Tra.nsform 
!'.Uhroutine. T he nonlin<>ar produrts are evaluatrd lllld t.he 
reosult!> are tran..,formcd bark to t hr frequcnrv domain. 

Tbe romplf'x wavenumbf'r i~ u pdated at !'ach itera
tum acrording to Eq. (8). and t h<• variatiou m I hP shapl.' 
funt·tio n is ruomlon•d througb Eq (9). Tht• itt'ralion is 
I'Ons id<'rrd ronvt'rgrd whPJI t. hr norwalization t·ondit io u is 
no largPr tbau a gi vC'n '<mail t hrPsholcl. ln t hf' prrsrnl iru
plt•mt•ntation thb thrl'..,hold is lll 11 

Resnlts from tlw pre!ocnt uunH•ru·al impll'tlll'nlation of 
llw PSE ha.o, hc•c•u c·omparrd to c•xpt•rimental and uum<'rical 
rr..,ults for k-L:VJW hrrakdowu, h-t.yp<• hr<>akdown a ud for t hr 
uonlinrar df'Vf'loplllrnl. of CV. Thr rode wa..., ahle• to rPpro
dltl'l' thr nonlim•ar drvl'loprul'ut. of inlrractiug disturbauce!i 

'' 11 h goocl arrurarv 

RESt[LTS A:-lD DlSCUSSl QN 

Th<\ te.t ra .... r:- pr<'l><'ntPd lwlow are ba.-wd on tbe ex
p<•rimt>ntal roocht ion'o froru Swf'aringen and Blarkwelder 
(198i). Tht>,v studwd t he dr,rlopmt>nt of G\' iu tht' flow 
nv<'r a c-urvf'd platr wlwre t.hc• nuitus of c-urva.tur<' of lbP 
nml'avr wall wa..., 1/1.-. = 3.2 111, aud thr fr<'C !il.rcam vt'
lodl.y u.;., Wa.'o 5 mfs. Thc TC'oll ltmg vortirt's had Hpanwisl.' 
wawll'ngth À. O 018 m . Th<' prt"M•nt romputation starl 
frnm il iuitial c-mu ht i ou 20 nn awa) from thc INuliug edgc 
of ti H' <'oncaw wall \t tlü ..... lol'at iuu t h<> noucl inwosionaJ 
nmc.ltt.ions ar1•: R1• 25i. Go 1.0173, ancl .'-l- 0.2704. 
fh(• <'ír<•ct of SUI'I iou a ud i>lowmg is sl.ud it"d hy sub~->tituting 
tlll' rom putatiou of t h<' Bl~i u.~ m<'a n Oow wit h a llll'au flow 
Wll h ~->urlion or hlowmg. 

ThP uumh<•r of grid poiuts ll"l'd in the normal direc
tum wa.• .. 512. t III' ~-.trp si;tP in tlu• ..,, r<•amwise direrlion dx w~ 
I O, and t. hP numh1•r of Fourirr Jll()d<'!> Af was G. InnPasing 
Uw nu mbrr of Krid poi uts or t l1<• 1111111bt>r or PouriPr modl's 
did not cha ngC' t ht• rC'•nt lts. showing 1 hat tlw r1>sol11 tion wa.o.; 
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Figure 1: <:iirtlrr vortk<-s 111 rl'iUliWÍSf' di&Lurhanrr amplit udt• 
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irai resuJts. 
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Figure 2: Di~tturhance m<~ximum a.rnpliLudl' ,·a.rialton along tltr· 
~-tlrramwis<> clirN·Iion. 

adequate. Th<' normalization condttion wa.s <·onsidcred c-cm
vt'rgPd wh<>n IOWI.'r t bau lO-", a nd thf' 11\l lllhl'r of iutt>rar· 
tions was linut('(lLO 18. A typu·al run takPS 119 S<'C'ond., nf 
CPt; timt> to Ularrh from Rf' = 270 t.o Rr = 500 with 0.9!) 
H<'<·onds p<'r i1.1•rat.ion o n a R 10000 Si !irou Cmph ics Origin 
2000. 

T hf' m rnputational rl'Sults for t hf' dC'vrlupm l.'nt of G\ 
ou the Bla.o;íu!> bouodary layer ha,·e b('('u rom parf'd v.'lth 
I'XpPrimf'ntal rp..,u lts of Swt•aringrn and Bla.<'kwrldPr (198i) 
a nd nu ml.'rical rf'su lts from L<'<' a ud Liu {1992). T he resulto., 
arr p resPnl.rd in F ig urE' I s howing t.hat I lw prPSPnt. m od<'l 
i<: a.ble to rPprodurP thP <>xpC'rimrulal rt>Snlt~-. witb good .u ~ 
r urary u p to .r = 75 cm, whl'rP t hP nouh n<•ar pfff.'Ct!. ólll ' 

alrrady stroug. ThC' prest>ut oumC'riral rt>su lts aud tbP 1111 
mrriral results from Lre aud Liu mdicate t.hat til(' grnw1l1 
of lhe Gõrt.l!'r vor ti<'es satural<>s furt her downst rPa.m t.h.t lr 
o bsC'rvt>d ex:prrinwntaUy. 

Figurf' 2 !ihowb the varia ti ou of t hf' llbl urbaure ma:x
lmum amp lit ud<' along thr str<'amwiS<' din'C't ion It rom· 
pares t hP dPwlopment of G\·, dl.'fincd in thl' l'xpl'rimPnt ui 
Swearingen ru1cl B lack wekh•r ( 1987), witb vorf,Íf<'R wit.h t lw 
S<lmf' spanwb<• wa.ven urubcr and initial condi l.ions dcvrlop
ing iu bonndary layers wit h ~uction or blowiug. The s uclHIII 
ratt> used in t hP p rt'Seut iun>st igation is 1 0..1 a.nd r h• 
b lowing r atf' ts 1 = 0.2. ,.\.., rondud('(l hy Floryau ( 19s~. ' 

anel by Floryau aud Saric ( 1983) suction rf'dnr<"' t hP tot.d 
~owth of t h<' distmbances whilr blowing innPit...,rH the lot .11 
growth. 

lu Figure• 2, t bt' stre<uuwbr po~itiom. whrr<' l he curVI"• 
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harmou~r in a houndnr,\ la.yt•r wit.h suction. 
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l!Ud corre:>poud to tlw s i n•aruwbE> position~ whrrr t hc• rode 
faib lo converp,r>. Thb may hr rrlatt>d to l.hr lwginuing 
of tbP disturbanr(' brrakdown a,-; rxplained b_v ~1 <'udouça 

{ 1997). ln t.his wa.v, t h<' rurv~ ~how that suction ma.v drlay 
I h<' breakdown to turhu lrnn• whilt> blowing may antic1patr 
it. 

Figur<'S 3 lo:> !.how thc• dPn•lopmenl of t lw ma.ximum 
amphtude of t h<' funclanwntal barmonic (mod<' 0.1 ), tlw 
mt>an ftow distortion (MFD - modt> 0.0), and of th<' first 
harmonic (rood<' 0.2) for I be "lime test case pr<-scnt<'d in 
Figurr 2. It ran lw notircd tbat s urtion and blowinp, hav<' 
a s1g nificant pffert on tbc rclative developruent of thr Ml"D 
aud ruode (0,2). ln t.l11• ahs<'ll<'<' of suctio n or b lowiug t lw 
ma..ximum amplit ucii'R of tbr M.FD and ruodr (0,2) grow at 
thl' l>arne ratP. For bouudary layers with s nt t.ion. modr 
(0,2) b~ a highrr amplitude, and 'lO it is mor<' siguifirant 
m i he nonlinrar intrrart1on protcss. On thP othrr hand. 
for bounda.ry layrn; witb blowing this effect is rrvrr!.NI and 
th<' contribution of t lw ~1FD to the nonlinear C'\·ulut1on il, 

).\T<'atcr. 
T he efff'<'t of -.uction and blowing ou tbP rvolution of 

t hP mushroom like st rurl urP ran be observed in F igure:; 6 
ln 8. Thes<' figur<'s s how t ti(' isoronto urs of t.he ~tr<'awwisE' 
\'(•)ocity COIIIponrnt, in t.hr u·, z• plane. T hC':-1(' triil ('a!i('H 

ron!<idt>r i-ht> samr vort ires prt>s<'ntrd in Figmrs 3 lo 5 but 
wit h diffrreut init.ial amplitudes. The initial amplit,ucl1·~ for 
tlu• houndary lay<•r with suctioo and blowing shoultl ri'Snlt 
iu I bP !-ame final ampliludPS a.!. t.hP Bl~ius houndarv lavPr 
at tht> streamwi!.<' po-.itiOn whE"rl' Rt> = 480. 

Figur<'S 6 lo 8 show t.hat 'llction rC',ulh in a lowC'r 
huundary lay<'r tluckm""-"· hu t thr \'elority gra<h<'nt.., 1u llll' 
planP y· , =· art> gr<'at('r Tbis \'t'lueity dístribution i-. mor(' 
l'inscrptible to !.<'condary instability. O n t bt> ot her hand. 
blowing results in a thwkt>r bouudary lay<'r, but. th1• \'Pior
it.y gradients arC' not. a.'> stroug in Lhe .v· , z " plan<' a.'> in tlw 
i)()u nuary lay11r with l>ttcLwn. VorticC's o n a boundary lay('r 
wit h hlowing arr le-.s '>11S<'<'ptible to Se<'ondar.v instahilit ic>s. 
ln thL<> senS<', a!Lhough s nrtiou rP.sults in lower runplifir11t10u 
rates lhe resulting vort i<-PS art> more prone to S<'<'ondarv m
.,tabili ties. Blowing rl'hult~ m bigher aruplification ratc-s, bul 
the re:.u lting ,-ortkt'S ar<· mor<' -.table to <,(>(:Oncla.rv inMabil
it Í(.,, Thi~ roodusiou-. do not mcan tbat surtion will result 
111 c•arlier brt>akdown or that h lowiug will rE>Sult in a dc>l!w of 
t bC' breakdowo. Thr u•nd('ury to brea.kdown dep<'nds abo 
<III lht> arupliludr of I h r disturbances. as well as ot,hrr fartem; 
likc spanwisr wav<•numbrr and CõrUer numbcr. 

Thc dPvelopmrnt, of stronp;rr vrlotily gradirut.s du<' t,o 
surl.iou can be ohs1•rvc•d again iu FigurE' 9, wlu.'r<' Uw w lor
itv profile u.(u") is prrsrutPcl Again. it cau br obsrrvrd t.hat 
!.Uction results in a vdonty d.i.•;tril>ution wbicb 1!-. morr prour 
III "f'<'ondarv in!-.tabllill<'" than lh<' velocit)• dbtnbutlou re
'ulting from lht> pffe<·t of blowing. Thl' figure !-ihows I hat in 
tht• \-alley region tbe w loc1tv dL!.tnbution for tbe bouudary 
lawr witb sud1011 alrt•mlv bavp a tendency to grnrrate a 
wlocity profil<• "'' ith a poiut of i11flertion, wlúle thr Dla~iu.., 
lwuudary layt>r aud t h r houudary layer witb hlowing havr 
s tuooLber v••lonLy prutilrs. 

C'O.'\CLl-SIONS 

Thr efft>c:t!-. uf hunudary lavcr suction and blowing ou 
tht• developmt>nt of C\ han• bt'f'n ill\·estigated with a spa
tia!. nouparallel mcl<lel. a nel tbe previous rf">ults oht ai orei 
witb a local modrl haw hf'E'n romplt>lll<'llt<'d Th1• anaJ
vsb of thc nonliiH'ar vurtin., s howf'd t h<' l'ffc•c·t of 'IIC'tiou 
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Figure 9: Oistortiun of the nu•au velocity prufilt• 111 th1• duwn · 
wash (peak) region and in lhe upwil.'>h (valley) rl'glon dut• to llw 
l'fft>tl of sucliou a.nd hlowtng. 

and blowing on th<' dPvelopment of the nwan fiow <h~tor
tion and on the fir~t barmouic. Tbe st udy of t lw Vl'ltK'ÍI.\' 
fields !>howed t hat , d~pitc the fan that houndur.v law•r w11 h 
sudion is mor<' !.tablc, the rcsulting vort ires are more su~
rept;iblP to scrondary iu-.LabilitiPS. On lhe otlwr ha.ncl , llw 
effccL of blowing r(•sult.!> iu smoother velority profih•s and 
thc flow is mort• ),l a ble lo Sl'tondary i n~>tabilit ic>s. 

'Tbe authors would hkt· to acknowledg(' a ucll hauk t lw 
finam·iaJ ~upport giwn h~· FAPESP. 
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RESUMO 

O preunte trabalho co11siSie 11wn eswdo expenmental, realt:,ado com a finalidade de pre•·er o 
comportame1110 dmâmtco de um escoamento no interior de rmr capucttor tinmco. Util,zou-se um sistema de 
ampltficação de mccroLemropares, com compensação automática da temperatura da jcmtafria para realização 
de medidas de u•mperatura instantâneas e flutuatrtes em •·ârios pontos do cilí11dro. Este eswdo foi realc:.ado 
para dots ncímeros de Reytrolds, 11a dirt'ção a.\lal e radwl. Com o objetii'O de eswdar a propagação de pulsos 
de tt'IIIJU!I'alllra ao lotrgo do dmo. COIIStruiu-u um gerador de pulso controlado por compwador, que pemrtte 
mtroduzir prtlso com amplaudes e frequêncta dijerentes.Estas medidas foram obttdas wili:.a,do-se 
microlermopare:. tipo T. se11do obudo o seu awo especLro e correlações. Os resultados obtidos são 
co11sistenlt!s de acordo com a literawra 

INTRODU CÃO 

O Capacuor Térrruco é caractentado. geometricamente. 
por um bojo cilíndrico ou rctangular. mscrido cm urna mstalação 
térm1ca. de forma o orm:ucnar massa que serv1rá como elemento 
de amortecimento das flutuações de temperatura. 

O capac11or térmico é uulizado cm processos mdustna1s 
onde ~c tem flutuações in(lc~CJavcis de temperatura, como por 
exemplo: em caldc1ras. cm fornos. em câmaras de umiditicação. 
de ~cagem. de combustão e de descarga em túnc1s de vento 
supersônicos, ou mc~mo em ambientes onde se de~eJa 

temperaturas absolutamente constantes. corno cm laboratórios de 

controle dados. 
A utilização de um capacuor térrruco provoca o 

amonecimento das flutuações dev1do ao efeito da rn1stura da 
mn~sn que entra no cilindro com a rna~sa já existente no me~rno. 
Hab1b e Whuelaw ( 1978) mostroram que nas regiões de 
recm:ulação re~ultam grandes gradientes de velocidade, e 
con'>equcntementc, urna alta mtens1dadc turbulenta. O processo 
fís1co no mterior do capac1tor térmko é coracterizodo por um 
jato em expansão livre A~ bordas do jato. da entrada até 
aproximadamente o centro do capacuor. apre~ntam vón1ces 
pares. Após a rcg1ào centml, o escoamento div1de-sc em duas 
portes: uma zona envolvendo a hnha do centro do cnpacitor. cujo 
escoamento contnu-sc gradualmente até a saída do flu1do no 
capacuor c uma zona secundána. situada próx1ma da parede, 
onde ocorre uma recirculoção do llu1do que rcalirnent/.1 o 
proceJ.so de m1~tura ao longo do corpo do jato livre, Lesieur 
(1986). 

Escoamento no mtenor de um capacnor é caractenzado por 
uma séne de fenômeno~ que não são amda totalmente 
compreendidos. A formação das grandes estruturas coerentes. 
presentes no escoamento c a evolução destes vóruccs são 
caractenzadas pelos mecamsmos de 1nstabihd11des espac1a1s c 
temporais. A compreensão dos mecamsmos de formação da 
estrutura deste e~coamento pode fornecer várias informações que 
permitem compreender os apcctos de formação da turbulência 
tridimensional, pernutindo a calibração de modelos turbulentos e 
venticar o componamento de métodos numéricos nu simulnçllo 

deste problema Por outro lado, também. é possfvel uulltnr as 
mformaçõcs adqUiridas cm expenmentos para oum11ar os 
proJetos industna1s de capnc11ores. 

Normalmente, o escoamento no interior de um capacnor 
térmico é tridimensional, por este fato, procurou-se cfctuar um 
conJunto de mcd1das de flutuações de temperaturas em vános 
planos c ao longo de todo o capacitar, de forma que perm1tam 
analisar O!> aspectos tridimensionais do turbulência. Contudo. 
dev1do às limitações espcrimemrus cMudou-se escoamentos. CUJOS 

números de Reynolds são compreendidos no Intervalo 
12~~ 134500, os qua1s po~~1b1lltam estabelecer importantes 
conclusões sobre as característicos da turbulência neste 
escoamento. 

O objcllvo deste trabalho é apresentar um e\ludo 
experimental de um escoamento turbulento cm um capacuor 
térm1co, analisando o comportnrnento da' nuruações de 
temperatura, uullzando funções estat(l>llcas. As pnncipais funções 
estatísticas a serem utih:todas como ferramentas neste estudo são: 
auto-correlação, mter-corrclação e o espectro de potêncta. 

Auto-correlação e inter-correloçlio permitem verificar o grau 
de Slmllandadc das oscilações em vános pontos do escoamcmto, 
poss1b1lltando caractcnzar o grau de diSSipação destas no e~paço. 

Adicionalmente. a inter-correlação permite obter as veloCidades 
de propagação dos fenômenos oscilantes. 

O espectro de potêncta representa decomp<NÇões de funções 
temporars não hnean:s, no espaço de Fowier, contendo diferentes 
modos frcquenciais. dentro de um banda. cuja largura depende do 
grau de dcterm101smo do fenômeno. O espectro de potência fornece a 
dt~nbuição de energia méd1a das osc1lações. com was frequ~-nc1as 
caracterísucas (Arpaci e Larsen, 1984). Contudo, a dtstnbUição do 
espectro de potência. caroctcriza tis1carncnte. a maneira pela qual 
oscilações de diferentes frequências trocam energ1a emre elas. A 
troca de ~a emre OSCilações com diferentes escalas constitUI uma 
das análises que será apresentada neste estudo. procurando eVIdenCiar 
os aspectos da turbulência, c em particular, vcrificor tanto o procc.\so 
de ahrnenwção de energia das pequenas escalas pora as grandes, como 
os mecanismos de dissipação de energJa pelas pequenas e-calas. 
AdiCionalmente. pode-se di7~r que o c.<;pectro de potência con~Litut 
um dos diagnósticos de maior sensibilidade paro caractenlN o 
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componamento dinâmico de escoamentos. Historicamente, a análise 
das características do C.\pcclro de potência tem sido obJeto de gr-JO<.Ie 
atenção. pois é possfvcl extrair infom1ações sobre a inclinação do 
espectrO. o que penmte estabelecer teorias c modelos de turbulência 
(Miller c DmlC>takis. 1996). 

Portanto é JUStificado o Interesse pela aplicação das funções 
estatísticas. como autocorrelação, 1nter-correlação e espectro de 
potência na análise do comportamento de flutuações de 
temperatura ao longo do tempo. 

L--+---~. .... ! ••. -+I-

Figura I - Reprcsentaçüo do S1stcma, (I) Bocal de Bronze: (2) 
Tubulação de Ferro: (.1) Van volt; (4) Gerador de pulso. (5) Cilindro 
com Resistências: (6) Capacltor Térmico; (7) Tomadas de Prc~são na 
pane superior; (8) Mangue1ras; (9) Transdutor de Pressão: (10) Sonda 
p.w conexão do ancmomctro a fio quente: (li )Tubulação de PVC. 
(12) Válvula; (13) Fu\0. (14) Motor de Passo: (15) Tubulação de 
PVC de 3 polegadas, ( 16) Manguc1ra ACJtivel de 4 polegadas; ( 17) 
Ventilador de 12.5 cv, 3510 rpm, 34A. 

PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

À secção de testes é composta de um cilindro de acrilfco 
com 200mm de diâmetro c com 510mm de compnmcnto. Uma 
secção de aquecimento é acoplado à secção de teste por rneao de 
uma tubulação de ferro de 42,30mm de dJâmetro e 530mm de 
comprimento. Um bocal de bronze com coeficiente de descarga 
1gual a 0,98 fo1 utlhtado para determinar o flu"<o volumétrico 
através do capacnor O fluxo através do sistema cxpcnrnental fo1 
1ntroduz1do. uuhzando um ventilador centrífugo de alta potência. 
com 12,5 cv e 35 I O rpm. A descarga do escoamento através do 
capacitor foi controlado por uma válvula controladora de valão 
que permite uma vanaçi.lo gradual, possibilitando estabelecer 
escoamentos com variados números de Reynolds. 
Na pane superior c mfcnor do capacitor (secção de teste), tem-se 
tomadas de prcs~jo. Contudo, uma haste é mlrodUZJda no mtcnor da 
secção de ~te que pcmute mover um conjunto de llliCrotcmlOparcs 
ou sondas ancmoln!tnc~ a fio quente, ao longo das dtreções ax13l, 
radial c aZimutal. sem entretanto, perturbar o escoamento, po1s, ~ 
medida.\ são rcali.tad.ll. a monwnte da haste. A Fig. I mostra com 
detalhes o Sistema cxpenmcntal Todas as medidas estão em mm. 

Para o aquecimento do flu1do foi utilizado um SIStema de 
rc~1~tência~ cm forma c~pimladas, distribuídas horizontalmente 
na tubulação de alimentaçllo do escoamento e preenchendo todo 
o corpo cilfndnco da secçllo de aquecimento. As resistêncaas são 
aquec1das, vanando a tcnsllo de alimentação dos rcsistores de 
aquecimento do ar, por mc1o de pulsos digitais, com amplitudes e 
frequências definidas cm programas computacionais. E!>tcs pulsos 
são convertidos em pubos analógicos. utilizando conversores 
DIA. o qual é amplificado através de um circuito TRIAC. A 
construção deste s1Mema poss1b1hta mtrodu1.1r aquec1rnentos 
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nutuantes ou constantes na entrada do capacuor, com o intuito de 
verificar-se o comportamento da distribuição espacial de 
temperatura. em vários números de Reynolds . 
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Figura 2 - Perfil da temperatura média distribuído radialmente, c111 
várias secções axu.us do capacuor para Re=l2000. (al 

z/L = 0,05. z/L = 0,30 c z/L = 0.50 e (b) z/L = 0,60. 

z/L = 0,80 c z/L = 0,95 . 

No supone de mlcro-tCmlC>pares fo1 conectado um conJunto de 
nove llllcro-temlC>pares. do upo T (Cobrc-constantJ ). com d1ámetros 
de O, I mm, os qua1s perlllltem m:dir oscilações camctcrí\UC~ do 
escoamento de até I ~I lt . &te conjunto de microtcmlC>parcs pcrm1tc 
a realização de mcd1das de tempemturas ao longo da darcçllo mdaal, 
em várias secções, no plw1o (r,t), onde r representa a dircção rad1al c l 
a direção axial. A llcxib11idade que permue este supone de 
microtermopares movimentar o sistema. tanto ao longo do c1xo axial 
do capacnor como na d1reção UZJmutal, poss1bihta realu.ar Jredldas 
em qualquer ponto do capacitor, e cm consequência. ~ possível 
verificar, tanto os cfeuos de ~!ratificação. como as características 
tndimensionais do e...coamcnto. 

As nutuaçõcs de tempemtura ao longo do tempo fomm obtidas 



com uma frequência de aquisição de 1300 Ht. num total de 64000 
pomos, o que corresponde um tempo LOtai de aquisição de 49,23 
segundos. Um pulso de aquecimento com um perfodo de 3,08 segundos 
foi introduzido no escoamento. o~ experimentos foram realizados para 
dois números de Reynolds, 12000 e 134500, os quais correspondem à 
menor e a maior velocidade pemrlúda pelo sistema experimental. 
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Figura 3 - Perfil da temperatura média distribuído radialmente, em 
várias secções nxinis do capaCitar para Re=l34500. (a) 

z/L = 0,05. z/L = 0,30 e z/L = 0,50 e (b) z/L = 0,60 , 

z/L = 0,80 e z/L = 0,95 . 

RESULTADOS OBTIDOS 

As tigs. 2 e 3 mostram os perfis de temperatura média. distribuídas 
radial mente e em várias posições axiais do escoamento, respectivamente, 
para R e= 12000 e Re= 134500. Tanto as dimensões radiais (r/L) como 
as dunensões axiais (v'L). onde L é o comprimento do capacitar térmico, 
estão representada~ na forma adimensional. De maneira semelhante, 
procurou-se representar a distribuição de temperatura média. também, na 

forma aduncnsional, dada como (Tp- Tab)/Tab .. Onde Tr é a 

temperatura adqwnda pelo termopar e T.,., é a temperatura ambiente. O 
número de Reynolds foi definido em funç.ão dos seguintes parâmet.ros: 

Re = UD/v. onde U é a velocidade média, medida no bocal, O é o 
diãrnctro da tubulação de alimentaÇão do capacHor, neste caso 
D=42,30mm e v é a viscosidade dinâmica do ar. 

Observa-se nas Figs. 2 e 3 uma quase strnetria da distribuição de 
tempcratum média ao longo do raio do cilindro. A distribuição de 
temperatura ocorre, de forma que as maiores temperaruras se 
concemram na região cenl.ral do capacitar e estas diminuem 
gradattvarnente quando desloca-se na direção das paredes. tanto para 
as medtdas realizada~ para R e= 12000 quanto para R e= 134500. 
Adicionalmente. a Fig. 2. para Re=l2000, mostra que a temperatura 
na linha central do capacitar apresenta valores, relatívarnente. bem 
maiores que os valores de temperatura nos pontos exrremos, próxtmos 
da parede. Apesar de que na Fig. 3. para Re=l34500, pode ser 
observado esse mesmo comportamento, onde os valores de 
temperatura média na linha central do capacitar apresenta valores 
relativamente maiores que os valores de temperatura nos extremos. 
próximo da parede, mas com uma dtferença bem menos signiticante . 
Este fato acontece devido em baixos número de Reynold~. o 
escoamento é menos turbulento, consequentemente, o efeito de 
nustura é menor e a homogcnização do escoamento é menos tntensa. 

Outra caracterfstica importante a ser observada nas Figs. 2 e 
3 é o tàto de que os perfis de temperatura evoluem ao longo da 
direção axial do capacitar, os quais tendem-se a tomar quase 
planos na região próxima à saída do cilíndro. Isto ocorre, devido 
ao efeito de mistura causado pela turbulência que tende. como 
explicado acima, homogenei1.ar a distribuição de temperatura em 
todo o capacllor. Contudo, este fato ocorre de forma mais intensa 
em escoamentos altamente rurbulentos. como no caso dos 
resultados apresentados na Fig.3, par a R c= 134500. 

A Fig. 5 mostra o comportamento das funções coeficiente de 
correlação Cru7.ada de duas amostras de flutuações temporais de 
temperatura adquiridas em pontos adjacentes, ao longo da dircção 
radial. em uma posição na entrada do capacitar. ziL=0.05 e para 
Re=l34500. Confonnc, observado nesta figura, a Fig. 5a representa 
os coeficientes de correlações cruzadas entre os pontos r11 e r1, r1 e r1, 

rJ e r3 e r, e r~. cujos pontos estão igualmente distanciados de 
19,44nun. conforme, mostrado na Fig. 4. De forma semelhante. a Fig. 
5b mostra o mesmo que a Fig. 5a, contudo, os coeficientes de 
correlação estão entre os pontos adjacentes. situados na direção 
oposta; isto é. entre os pontos r0 e r." r.1 e r.2, r.2 e r.3 e r.3 e r..~. 

respectivamente. As Figs. 6 e 7 mostram o mesmo que a Fig. 5, 
contudo para as posições axiais z!L=0.53 e z!L=0.95. referentes ao 
centro e à saída do capacitar. As Figs. 8, 9 e I O são completamente 
similares às Figs. 5, 6 e 7, mas paraRe= 12000. 

r -4 r-~ 

: 

r _2 r_, 

: : 

r o 

I 
r~ 

: 
Figura 4- Localização dos termopares ao longo da direção radial do 
capacitar (a posição r0 encontra-se sobre a linha cenrral do capcitor e 
as demais posições estão tgulamente espaçadas, 19 ,44mm). 

A função coeficiente de correlação cruzada é definida como: 

IR ri ri+ I (1:)1 
(I) 

onde com i=O,l ,2.3 ou com i=0,-1.-2.-3, caracterizando os posições 

dos termopares, Rro'l+l(t), R1111 (0)e R'l+I'I+I(O)são 
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respectivamente, a correlação cruzada, a autocorrelação do sinal 
flutuante da temperatura na posição i. com um retardamento zero e 
autocorrelação na posição i+ I, também com retardamento zero, cujos 
procedimentos de cálculos destas funções estão apresentados com 
detalhes cm Bendat e Piersol (1986). 
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Figura 5 - Representação da função coeficiente de correlação 
cruzada para Re=l34500, em ziL=0.05. próximo à entrada do 
capacitar. (a) entre os pontos r0 e r,, r1 e r2• r2 e r3 c r3 e r~. 

respectivamente e (b) entre os pontos r0 e r." r.1 e r.2, r.2 e r.3 e r.3 c 
r_.. respecLJvamente. 

A função coeficiente de correlação evidencia a preservação da 
similaridade no espaço entre os sinais adquiridos em duas posições 
dilerentcs, que caso da Fig. 5, para pomos distanciados de 19,44mm ao 
longo do raio, no sentido do centro para a parede do capacitor. Quando 
um sinal é completamente determinístico e propaga cm um meio pouco 
dissipativo, a tendência é que haja uma grande similaridade entre os 
sinais adquiridos em dois pontos distintos espacialmente. O grau de 
similaridade é dado na função coeficiente de correlação cruzada, 
verificando o valor relativo dos picos secundários desta função, os quais 
assumem valores entre O e I. Se o pico secundário assume um valor 
igual a I, os sinrus adquiridos nas duas posições distintas são 
completamente similares, caso contrário, se o valor do pico secundário é 
igual a zero, os sinais não apresentam qualquer correlação espacial, 
sendo completamente dtstintos. Considerando estas infonnações 
apresentadas pela função coeficiente de correlação cruzada, pode-se ter 
uma idéia clara da dissipação de flutuações de temperaturas no 
escoamento, ao longo do capacitor témúco. 
Observa-se na Fig. 5, para Re=l34500 e z!L=0.05, situado na entrada 
do capacitor que a coerência do sinal decai a medida que se desloca ao 
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longo do mio. cm dircção á parede do capacitor. Isto é evidenciado 
pelos valores dos picos secundários nas funções coeficiente de 
correlação que são menores quando os pontos correlacionados 
aproximam-se da parede. Conjecturo-se que isto ocorre devido 
acontecer uma forte quebra da e.o;truUJra da turbulêncin. nesta região. 
que apresenta uma brusca mudança geométrica, causando um 
processo turbulento bem mais irregular (Bianco e Moller. 1994). 
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Figura 6 · Representação da função coeficiente de correlação 
Crulada para Rc=l34500, em zJL=0.53. próximo ao centro do 
capacitor. (a) entre os pontos ru e r1, r1 e r2• r2 e r3 e r3 c r4, 

respectivamente e (b) entre os pontos r0 e r.1, r 1 e r.2, r 2 e r.3 e r.3 c 
r_.. respe.ctivamente. 

Uma outro importante caracterfstica observada na Fig. 5 é que 
as llutuaçãoes de temperatura se correlacionam por longos 
mtervalos de tempo, conforme caracterizado pelas coelicientes de 
correlação dos picos secundários, os quais mantêm-se 
aproximadamente constantes por um longo tempo to eixo 
horizontal representa um tempo de 25 segundos). para uma 
mesma função de correlação cruzada. Isto cvidencta que as 
Outuações de temperatura apresenta uma fone similaridade ao 
longo, o que indica que estas se preservam quando o tempo 
transcorre, indicando um grande grau de determinismo do 
fenômeno. Isto caracteriza a existência de fenômenos de grandes 
escalas no escoamento, caracterfsttcas das flutuação de 
temperatura introduzidas no escoamento, conforme explicado 
anreriormente. 
As mesmas observações feitas com relação a Fig. 5, na entmda do 
capacitor, com z/L--ü.05, são validas com relação às Figs. 7 e 8, 
referente aos dados adquiridos na região central e na sarda do 
capacitor, com z!L=0,53 e z/L=0,95. respectivamente. Contudo, 
as Outuações de temperatura. nestas duas posições, apresentam 



um ma10r grau de simtlandnde ao longo do tempo. evidenciado 
por uma maior homogenctdade nos níveis de coerência dos picos 
secundános. Também, com relação ~ Figs. 7 e 8, observa-se que 
as oscilações de temperatura são melhor preservadas ao longo do 
rruo, no centro c na saída do capacuor. onde o grau de coerência. 
dado pelo pnmctro ptco ~>ecundáno. varia relalivamente pouco 
na direção rad.:tl, no centro do capacitar e mantém quase que 
constante na regtüo de saída de\te. 

t(~ I(~ ~~ 

( a ) 

L( 

I(~ I(~ ~~ 
( b ) 

Figuro 7 - Representação da função coeficiente de correlação 
cn.zada para Rc= 134500, cm 7}1...=0.95, próximo à safda do 
c:~pacitor. (a) entre O~> pontos ru c r1• r1 c r2, r~ e r3 e r3 e r~. 

respectivamente c (b) entre O.!> pontos rue r . ., r_, e r.2• r.2 e r.3 e r.J e 
r.~. respectivr.Jmente. 

Diferentemente das observações feitas com relação às Figs. 5 
a 7. paro Re= 134500, as correspondentes Figs. 8 a I O. para 
Re= 12000, onde o escoamento n:lo apresenta uma turbulência 
completamente desenvolvtda. ocorre um fone amonecimento das 
flutuações, tanto espacialmente, ao longo do r:uo e da direção 
ruual do capacuor, como ao longo do tempo. Esta conclusão é 
extraída. obsérvando que o pnmetro ptco secundário apresenta 
um pobre coeficente de correlação, e os ptcos secundários, 
tlustrados ao longo do etxo honzontal. apresentam, também, 
coeficientes de cocrêncu1s bastantes batxos e quase constantes. 
Deve sahentar-se que ~ flutuaçõe~ de temperaturas introduzidas 
neste estudo com Rc=l2000 fot exatamente a mesma que a 
introdu Lida no estudo com Re= 134500. Este fato é compreensível 
se considerar que em batxo número de Reynolds. o efeito 
disstpauvo do escoamento é muito m:11or, amonccendo com 
mator tntenstdade as oscilações presentes no escoamento, tanto 
de velocidades como de tcmperaturo, pois estes campos são 
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totalmente ocoplados. 
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Figuro 8 . Representação do função coeficiente de correlação 
cruzada pam Rc= 12000, cm 7JL=0,05, próxtmo à entrada do 
capacnor (a) entre Ol> pontos ru c r., r1 e r2, r~ e r, e r, e rJ, 
respectivamente c (b) entre os pontos r11 e r 1, r.1 c r.~. r.2 e r, e r., c 
r~. re!>pecti vamcntc. 

Adicionalmente, se comparar as Ftgs. 5 a 7. para Rc=l34500 
com as Figs. 8 a I O, pura R c= 12000, observa-se que os tempos 
transcorridos entre dois picos secundários teixo horizontal) é bem 
maJOr quando R c= 12000 do que paro Re= 134500. Como é 
conhecido a distancia entre as duas posições referentes aos sinais 
correlacionados. conclui-se que a velocidade de propagação das 
Outuações de tcmpcrotum é 1gunl a esta d1stfincta divtdldo pelo 
tempo transcorndo entre do1s ptcos secundários. Ass1m. conclul
~e que a velocidade de propagação das flutuações são menores 
quando o número de Reynolds é menor. devido a maior 
dissipação neste escoamento . 

As Figs. li c 12 moStram n dcnstdadc espectral adimens10oal das 
flutuações de temperatura. para Re=l34500 e Re=l2000. em duas 
posições. x/1.;::(),05 e x/1.;::(),53, respectivamente. próximo à entrada 
do capacllor e aproximadamente no centro. Não será apresentado ao 
longo deste arttgo. os procedtmcntos de cálculos desta função. Paro 
mruores detalhes consulte Bcndal e Pien.ol (1986). O logaritmo 
decimal da dens1dadc espectml adJmcnsional é dado pela seguinte 
equaçf10: 

Gr;rJ ( f) 
LogGr. 11 (f) = Log (2) 

1 
mnx Gr,r, (f) 



onde Gr;r; (f) é a densidade espectral umlateral, para uma 

amoslnl de dados no tempo, denominada de r1, com 
discriminando as po~içõcs dadru> na Fig. 4. 
Como explicado na mtrodução deste rrabalho, a função de 

densidade espectral caractenza fisicamente. a manctra pela qual 
osctlações de dtfcrcntes frequênctas troca energia entre elll$. A 
troca de energia entre oscilações com dJferentes escalas constlttu 
uma anáhse tmportantc que penrute evidcnctar os aspectos da 
turbulêncta, e em particular. venficar tamo o proce~so de 
alimentação de energia das pequenas escalas para as grande:., 
como os mccamsmos de dissipação de energia pelas pequenas 
escalas. Htstoricamcnte, a análise das caracterfsticas do espectro 
de potêncta tem stdo obJeto de grande atenção, po1s é possrvel 
extrair infonnaçõcs sobre a inclinação do espectro, o que pcnnite 
estabelecer modelos de turbulência (Miller c Dimotn.kis, 1996). 
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Ftgura 9 - Repre~entação da função coeficiente de correlação 
cruzada para Re=l2000. em ziL=0,53, próximo ao centro do 
capacitor. {a) entre os pontos r11 e r1, r1 e r2• r2 e r~ e r3 e rJ, 
respectivamente c (b) entre os pontos r0 e r.1• r 1 e r 2• r 2 c r 1 e r.3 e 
r..~. respectivamente. 

A partir das considerações apresemadas no parágrafo 
anterior, pode-se observar nas Figs. li e 12 que a estrutura do 
escoamento obedece uma lei de potência para a subregião tnercinl 
no espectro de energta, .k-~'-'. com uma mchnação de -5/3. 
mdcpcndeme do número de Reynolds e da posição espactal. na 
qunl os dados foram adquindos. Esta lei é conhcctda como lei de 
Kolmogorov Hmze { 1975), que caracteriza uma estrutura de 

escoamento turbulento, llpJcamcnte, tridtmensional. 
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Figura 10 - Representação da função coeficiente de correlação 
cru.zada para Re=l2000. em VL=0,95. próxtmo à saída do 
capacilor (a) entre os pontos r11 e r., r1 c r~. r2 e r, c r1 e rJ, 
respecuvamcnte c (b) entre 0) pontos r0 e r 1. r 1 e r !• r_~ e r, e r 3 e 
r..~. respecu vamente. 

Conforme Saddought e Yeeravalli (1994), a mel i nação de -5/3 é 
possível. somente paro escoamentos com valores elevados do número 
de Reynolds. Também. é possível verificar nas Figl>. li c 12. um pico 
de frequência bem dclinido. camctcri7.ando a frequência das 
oscilações introduzidas no escoamento, na secção de aqucctmento. 
Adicionalmente, nlguns subhannonicos ~ão observados, 
prinCipalmente. quando Rc= 134500. os qurus são melhores 
eVIdenciados nas representações lineares destas fun~. O ptco no 
espectro de energJa. caracterfsuco das oSCilações mtrodundas, 
encontra-se localtzado em log f ::0,65, o qual fornece uma frcquêooa 
de aproJUmadamente de 4.5 Hz_ completamente tdenuca à frequência 
do sinal introduzido na ~ de aquecimento. Também, venfica-sc 
de forma clara que a energta introduzida no escoamento, com a 
frequênc1a de 4,5 Hl é fortemente lmnsportada para as ~calas de 
frequências mniores, devtdo ao efeito convccuvo, como é 
caracterizado na região incn:ial do espectrO, dcscrit.a pela inclinação 
de -5/3. além da região inerciai, ocorre uma difusão de energta. no 
sentido das finas escalas (oSCilações de mrus altas trequcooa que as da 
região mei'Clnl). devtdo as mteroções moleculares. Contudo, este 
úlumo processo. não é completamente ev~deooado nas Fig). l i e 12, 
devido a interft..-eooa dos fenômenos com freqênclas mruores que a 
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frequência de amostragem fixada neste estudo. igual a 1300 Hz, onde 
um erro de aliasmg 6 imrodu11do no espectro e aparecem nns 
frequêncu1s iliL\ linns escalas, dcfinid:ll. pela difusão molecular. 

o 2 3 4 o 2 3 40 1 2 3 4 

lqf~ lqf~ lqj~ 

(a) 

o 2 3 4o 2 3 40 2 3 .. 

lqj~ lqj~ lqj~ 

(b) 
Figura li · DenSidade Espectral das llutuaçõcs de temperatura. em 
r.~. roe rJ (Fig. 4). pura 7lL--Q,05. (a) Re=l34500 c (b) Re=l2000 
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R e= 134500 c (b) R c= 12000. 

ABSTRAIT 

The presem work consists of an expenmental srudy. 
accomphshed WILh Lhe purposc of foreseeing Lhe tlov. dynamic 
behavior m a cyhndrical duct w1Lh suddcn-expansion and contraction 
cross-secuons in Lhe inlet and outflow secuons. A system of 
Lhermocouple amphlicat1on wa~ used, Wlth Lemperamre automanc 
compensauon ol Lhe cold Juncuon for camcd out of instantane:oui> 
tempemture measu~ m l>C\eral pomts of Lhe cylindrical Lcst 
sccuons .. m Lhe axial and ra<hal dueetion. This smdy was perfonncd 
for Lwo Reynolds numbers Wnh rum of studying lhe propagation of 
tempernture pulses along Lhe duct, a pulse generator was buiiL 
controllcd by compuLer, Lhat allows to 1ntroduce pulse wilh different 
amplitude and frequenciei>. Thc treatmcnt of Lhe temperature signal 
was perfonncd, applymg Lhe stausucal funcuons, such as spectrum 
densny and cross-correlauon funct1ons. The obtained resulls are 
consistcnl original and in Ul,'l'CCmcnt with Lhe other literarure 
conclusion. 
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SUMMARY 

The so-ca/led Generali::.ed Integral Transfonn Teclmique (G. I. T. T) in conjunction with lhe classical Laplace 
transformation are employed to develop an approximate analytical soltaio11 for 1he problem of transient 
lllrbulent forced convectio11 heat transfer of viscoelaslic jluids in circular tubes. Stepwise variations of wa/1 
temperature are applied as boundary conditions and both. the thermal entry mui fully dea·eloped regions are 
ana/yzed. Benchmark results for the local Nt1ssel1 numbers are established in these regions for differenl 
Reynolds and Pmndtlnumbers and at various dimension/ess times. 

III O 

INTRODUCTION applied as boundary condition. Thcn, Lhe mathematical 
formulation of thb problem in dimcnsionlcss form is wriucn as: 

During the las! five decades, the study of hcat and Ouid 
Oow problems involving viscoelastic Ouids in rurbulent regime have 
been the goal of many rescarchers. due to these Ouids prescnt the 
characteristic of drag and heat transfer reductions, si ncc this 
anomalous behavior was tirst obscrved by Toms (1949). 

Nowadays. there are a great number of practical 
cnginccring problems that make use of thcsc characteristics, 
among them are includcd thc transponation of clay suspensions 
through the extensivc pipelincs. ln this apphcation, polimeric 
solutions presenting this behavior are added to these suspensions, 
in arder to reducc thc pressure drop and consequently, the cost of 
pumping. Another application involving these lluids concems to 
the design of hcat cxchangers devices. where a lowcr hcat 
transfer rate is obtained when comparcd with the newtoman 
situation, llnd the performancc of such cquipmcnts is improved. 

Thc thcorclical aspects of thh phenomenon are covcrcd in 
dctails by other previous papers (Lumley, 1969; Koslic, 1994), and 
the prcsenl work is not conccmcd with such aspccts. On lhe othcr 
hand. the establishment of bcnchmark resulls for heat rransfer rntes in 
convcction heat transfer problems in turbulcnt llow insidc ducts. 
involvmg viscoclastic lluids. are importam by reasons pointed out 
above. ln th1s contcxt. the Generalized Integral Transform tcchnique 
(GITT) dueto its hybnd numencal-analytical nature is well indicated 
for this purpose (Coua, 1993). Thus. the prcsent work aims to solve 
the problem of the thermal emry and fully developed region~. 
involving Lhe Oow of viscoelastic lluids ínside circular rubes, by 
cmploying lhe so-called Generaliz.ed Integral Transform and the 
Classical Laplace Techniques (Colla and Oz.isik. 1986; Corta, 1993) 
and to establish benchmark rcsults for the local Nusselt numbers in 
both rcgions anal yzcd. 

ANALYSIS 

ln this work, the trans1ent forced convection in 
thcrmally developing. hydrodynamically developed turbulcnt 
tlow of viscoclastic Ouids inside circular tubes is considered. 
Y1scous dissipation, free convection, and axial conduction cffects 
are neglected. and the physical properties are considcred 
tempcraturc indcpendent. A step change in wall tcmpcraturc is 

ê)S(R,Z. t )+U(R)ae(R,Z,t) =~~[RE (R)Cle(R,Z,tl]. 
a, az R aR h aR 

inO<R<l,Z>O.t>O (1) 

subjected to the initia.l. inlet and boundary conditiom. 

9(R, Z,Q) =: 1 I z ~o. os R s 1 

9(R.O. 't) = 1, t 2: O. O~ R ~I 

de( R, Z, t ) 

aR R~n 

=0. 't>O, Z>O 

9(1,Z.t)==0, t>O, Z>O 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

whcrc U(R) and Eh (R) are lhe turbulent dimensionlcss vclocity 

profile and the algebraic model for the total eddy diffusivity of 
heal, corrcsponding to Lhe rninimum-drag asymptotic case. 
rcspectively, and are shown in refcrences (Cho and Hanncu. 
1982; Yirk. 1970). 

The various dimcnsionlcss groups employcd in 
cquations (1-5) abovc are shown bclow: 
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R =~: Z= 4z./Dh 
r~ C Rc, Pr. 

at 
-r=z 

r"' 
Re .. = umDh 

v. 

Pr. = ~ : S(R, Z, 't) = T(r, 7., t)-T~ : U(R) == u(r) = u(r) 
a T, -T,. um Cum 

u e 
C=~; Eb(R) = 1+-lL 

um a 
(63·1) 

wherc Dh is the hydraulic diameter and is dcfincd as Oh =2r~ . 



The solulion of lhe problem detined by equations (1-5) 
is obtruned by combming the 1deas of the generalized integral 
transforrn and cla~sical Laplace transforrn tcchniques. Following 
these melhodologies an approxima1e analyucal solulion is 
developed, such as lhosc dcscnbed in (Cotta and Ozisik, 1986: 
Cotta. 1993). and thc details are not shown here due to space 
linutations. Then, th1s soluuon IS given by: 

- I , 
9(R.Z. t )= L - 'lji

1
(R)e ~~~1 . 

1• 1 N, 

• U(t- A.,Z).{F;- f,F,.,cxp[- y~(t - A.,Z)]l 
m=l r 

(7) 

where 'lji1(R). Xm (R), ~~ and 'Ym are respectively, the 
e•genfuncuons and c•gcnvalucs of lhe rclatcd eigenvalue 
problems in the R variablc for thc solutíon of the problem 
described here and g1vcn by equation (7) above. The other 
quantnies are dctincd ~ follow 

N = . J' m o R X~(R )dR 

I . 
F =-- 'ljl(l) 

I p~ t 

F - ~ J' RU(RJXm(R) 'Iji
1
(R) dR 

""- N' u 
m 

Nl = I~ R U(R) ~~~~( R) dR 

I J I l A" = - R 1111 (R)dR N o 
I 

1
1' 

U(t - A~Z)= 

o. 

for t > A.z 

for t < A
11
Z 

(8) 

(9) 

(lO) 

(li) 

(12) 

(13) 

(14, 15) 

Usmg this approx1matc analytical solution. the 
quantnies of pracucal tnlcrest such as the d•mens1onless wall heat 
flu't , the average flow temperature, and the local Nusseh number 
are readily deterrnined 10 lhe following form. 

de(R.Z,t) ~ I · I) -II~Z 
= .t... -'ljl~( e I . 

élR R•l 1•1 Nl 

. U(t - A.,Z).{F, - f,F ... cxp(-'fm<t- A11 Z)]l 
m=l r 

- F.' 2 +L ~X~(I)e y,.t 
m•l Nm 

(16) 
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e., (Z, t) = 2c{:t ..!1_ e (l;z. 
,., Nl 

.U('t-A.Z>{F;- f,F .. exp~'fm('t-A.,Z)]t :t ~ Jm e·r~•} 
m•l 1 m=I N.., 

~I 
Nu(Z, t) = 2 ---aRJR•I 

eo. z. t >- e .. cz. t ) 

where, 

Steady-State Solytion 

(17) 

(18) 

(19) 

ln arder to illustrate thc idens on thc Integral Transforrn 
Tcchnique, thc solution of thc s1eady-s1a1e version of the problem 
defined by cquations (I )-(6) is shown bclow. Thc appropriate 
eigcnvalue problem necdcd for lhe solutton is given by 

(20.a) 

~ =0 
~R•O 

'ljl
1 
(I) =0 (20.b. c) 

The eigenvalue problem above allows for the 
development of lhe followtng tnlegraltransforrn pai r: 

• I -
e,(R,Z> = I -Iji1 (R)91(Z). mversion (2 1.a) 

t•l N, 

Õ1 (Z)= f~ RU (R)Ijl1 (R) e. (R,Z)dR • transform (2 l.b) 

where N
1 

is lhe norrnnlizalíon integral and is given by equation 
( 12). 

Then. taking lhe integral transforrn of the s1eady-state 
version of the system given by equutions (1)·(6), i.e. when 

de( R, z. t) =O, these cquntions are opemted wnh 
ih 

J 1 
'ljl

1 
(R)dR , nnd we obtain lhe followmg ordmary differenual 

u 

equauon for the transforrned potenual. S
1 
(Z) 

dS, (Z) + n.2 Õ (Z) =O 
dZ 1-'l I 

(22.a) 

wtth the transforrned tnlct condiuon g1ven by 

Õ (0)= f = J' RU (R) u•
1 
(R) dR=-_!_ d'ljl1(1) 

I I 0 T p~ dR 
(22.b) 

The solution for the Lransformed potcntial given by eqs. (22) IS readily obtained in the forro 

(23) 



Thcrcfore, inlroducing lhe cq. (23) into the invcrsion 
formula (2J.a),lhc solution for a, (R.Z) IS UCICrrnincd as rollows 

- r a, (R.Z)= L _, \11, (R)exp(-~; Z) 
t;t N, 

(24) 

Equation (24) ll> uscd to compute the express1ons for 
lhe average now temperature and the denvauve at R = I. "'h1ch 
nre respecti,ely g1ven by: 

- f1 "' a .... CZ)=2CI, -', exp<-~; Z) 
,. , N, 

(25) 

~ =- f f,~~; e:v.p(-~~ Z) 
------aRl R ~ I I I I 

(26) 

The local Nusseh number for 1h1s case 1s otlramed by 
introducingthe equation~ (25) and {26) above 1nto equation (18). 
to yield: 

M (!~l I -'- ·' , Nu(Z)=~ - ~ N exp(-~;Zl 
--r' c~ ,· ~ ~ exp(-~~ Z) 

I 

(27) 

and lhe asymplot•c Nusseh number. Nu. 1s obtamed from 

equauon (27) above by considenng only the fir~t tcrm 10 the 
\ummallon. i.c. 

Nu_ = Jl; 
c 

RESULTS AND DISCUSSJON 

(28) 

The Sign-Count MetJ1od (M1kha1lov and Vulchanov, 
1983: Mikhailov and Otisik. 1984) as well as the G I.T.T. melf 
(Cotla, 1993; Mikha1lov and Coua. 1994) are used to solve the 
oppropriate e1gcnvalue problems and to determine automatically 
und accurately as many e1genva!ucs Jl1 and Ym cigenfunctions 

lj/1(R) and Xm(R) as needed. as wcll as lhe qunntitics dcfined 

tly cquations (8)-( 13) and ( 19). Aftcr. the d1mcnsionless wall heat 
llux. lhe avcrage now temperature and lhe local Nusselt numbcr 
are computed from cqua1ions ( 16)-( 18) und (27). 

The velocuy profilcs hcre adopted (Virk ct ui.. 1970), 
are functions of the Fannmg fncuon factor, "'h1ch its 
determinauon IS necessary to compute the tempcraturc field. and 
in Lhe present analys•~ it •s obt:uned by sohmg the followmg 
transcendental equation. 

-t/fJ~RU+(R)dR =I (29) 

where u+(R) are the velocity profiles shown in rcfercnce by 
V 1rk et ai. ( 1970). 

ln lablc I are \hown some rcsuhs for thc Fanmng 
friclion factor eomputed from equntion (29) und Lheir 
comparisons with those presenlcd by Cho nnd Uurtneu C 1982) lO r 
various apparent Reynolds numbcrb. h can bc ob~crved Lh:n have 
a good agrcemcnt betwecn thcsc sct!> of resull!>. Thc rcsults for 
the relauon of vclocaies C= urru..fum are al~o \hown. 

Table I - Fanning tncuon factor computcd trom the prel>cnt 
analyl>Jb 

R e. r C=u ... ,Ju. 

6.000 0.003679353* 0.003072680+ l 70837652 
10.000 0.002705998 0.0024~529 1.61880318 
60,000 0.001111937 0.001017460 1.40931996 
100.000 0.0009016435 0.(){)()7962143 1.36993434 

*- Presem analys1s 
+-Em pineal correlation propo1>ed hy Cho and I lartnctt ( 1982) 

Tab1e 2 brings the convcrgcncc bchav1or of lhe local 
Nusselt number. analyLed at specillt ax1al po~iuon Z = 1 0·~ and 
at dimens10nless time t = 0.003. Thc casel> for Rc. = 10.000. 
Pr, = 1.0 and Re. = 60.000. Pr. = 10 . .1. werc con\ldered in thll> 
:~nalysis. and c~cellent mtcs are clearly ob,crvablc from thcsc sct 
of rcsults. 

Table 2- Convcrgence behav10r of the locall'\ussclt number 1n 
thc thcrma1 cmry rcg•on 

Nu(Z. tl 

Z = I O • and t = 0.003 
N"' R e, = I 0.000 and Pr = I .O Rc = 60.000 Jnd Pr = 10.3 
10 30.057 54.871 
20 36.896 54.871 
30 38. 155 54.871 
40 38.260 54.871 
50 38.265 54.871 
60 38.265 54.871 

N* - Truncallon ordcr 

Figurel> I and 2 bring plotv of the local Nussclt numbers 
at variou:. dimensionlelos times. agaimt lhe ax1al coordinale z. tn 

the range 0.000 I :::; Z :::; 0.1, the dimcn\lonlc~v groups adoptcd 
were Re. = 10.000 and 60.000 and Pr. = 1.0 und 10.3. 
respectively. From these sei of figure~ IS nouccd that the local 
Nusselt number. Mnrung from thc thcrmal cntry rcg10n. dccrcases 
conúnuously wllh both increru.mg ax1al JXl\lliOn anc.l 
d1mensionless lime. unul the lully-dcvclopec.l thermal reg1on is 
reached. "herc the conducuvc cffectl> are prcdommant ln th1s 
region. Lhe local Nul>selt numbcr as~umcs an a~ymptouc value. 
From the figure 2.b, 1.e. for thc ca.<te of Rc. = 60,000 anc.l 
Pr. = 10.3. ii can be nouced that thcre are low dll'ferencel> 
bctween the results at dJmenl>IOnle~~ ume t = 0.005; 0.01 and 
0.03. Finally, it can bc pointcd out that for thc range of ax1al 
posiuon herc studicd a truncation orc.lcr (N* :::; 60) was rcqu1rcd 
for a fuiJ convergence for ali case!>. 
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or • rlrr•lar lubr 11 dlffrrrnl dlmraslonlru limos: 
111 R r • 10.000 and I' r • 1.0; lbl lh • U.OOO and Pr" 1.0. 

Finally. 1ablc 3 'how~ a \CI of hcnchmark results for thc 
asymptottc :'1/u~selt numbcr for thc Mcady-Matc ~ituation, as a 
function of thc Rcynold' und Pr<mdtl numbcrs. ln this tablc. thc 
rc~ults of the prescn1 analysis are compared wilh thosc obtained 
by Macêdo ct ol. ( 1998). for thc case of prc~cribcd wall heat nux. 
h can bc nouccd an cxccllcnt agrccmcnt bctween thcsc two scts 
of resultí.. which confinm lhe cvidcnce thnt in hcat transfer 
forccd convccllon m turbulcnl flow. thc factor adopting diffcrent 
boundary condiuon~. thcrc ~~ no a \lrong tnOucncc in lhe results 
obtaincd for th1~ case of \IC<tdy-\talc Mtuation. 

Table 3- Asymptollc l'u,~clt numbcr calculatcd from lhe present 
analy~1s tor tbc c.t\C of stcad)-State slluation 

R c, Pr, = 1.0 Pr. = 7.3 Pr. = 10.3 

6.000 4.9898 7 0391 7.6110 
5.7495+ 7.6134 8.1517 

10.000 6.0238 9 2915 10.162 
6.7669 9.8338 10.670 

60.000 17.206 31.608 35.260 
17.8 1:! 32.031 35.653 

100.000 25.021 46.907 52.437 
25.586 47.298 52.799 

•- Prcscnbed walltcmpcralurc- prcscnt work 
+- Prescribed wall hcnl nux- Macêdo cl ai. ( 1998) 
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Thc problem of turbulcnt convectivc hcat transfer in the 
thennal cntry and fully-dcvelopcd now rcgtons of a viscoclastic 
nuid, with a ~!cp changc in thc wall tempcmturc. for () circular 
tube. hn!> bcen analy7cd, wilh cxccllcnt computational 
performancc, through thc Gcncmliz.cd Integral Tronsform 
Technrquc (GriT) m conjunction wi th thc Classical Laplace 
Transformatton. and wíth thc Sign-Count Method and thc GITT 
1tsclf for the soluuon of thc rclated cigenvalue prohlem:.. 
Benchmark rcsults are thcn tabulated and graphtcally prescntcd 
for various apparcnt Reynolds :md Prandtl number~. 

NOMENC'LATVRE 

C Vclocity rauo 
D = 2r,. Hydraulu.: d1amctcr 
Eh Eddy dlfiUSIVII)' 
f Fanmng fncuon factor 
k Thermal conductl\11) 
Nu<Z. 't) Local Nu\!>elt number 
NuCZ) Local Nusselt numbcr for thc steady-statc case 
NuN Asymptotic Nusselt numbcr 
Pr. Apparcnt Prandtl numbcr 
rw Tube mdlUS 
r, R Rad1al Coordinatc, duncns1onal and dimensionless 
Re.. Apparcnt Reynolds numbcr 
s Laplace trnnsform variablc 

Dm1cn~ional lime vanablc 



T(r. z, t) 

To 
T,. 
u(r) 
Um 

Umu 
U(R) 
!.,Z 

Dimensionaltcmperarure distnbution 
lnlettemperaturc 
Prescribed wall temperature 
Dimens1onal vclocity distribullon 
A veragc flow temperature 
Mruumum veloclly 
Dimens1onless velocity d1stnbullon 
Axial coordtnatc, dimensional and dimensionless 

Grcek Symbols 

a Auid thcnnal diffusivily 
p, Eigenvalues of problem (20) 
'lji,(R) Eigenfuncuons of problem (20) 
p Densny 
t Dimen~ionlcss time variablc 
9(R. Z, t)Dimens10nlcss tcmperature distribution 
e.(R, Z) Dimcnsionlcss temperature distribution for the stcady

state case 
e.,(Z. t ) Dimcnsionless average temperature 
9._ .,(Z) D1mensionless average temperature for the steady-state 

case 

Subscripts 

Rclated to the steady-statc case 
a v Related to the average quantiues 

Suoorscnpt 

lmegraltronsfonn 
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Abs tract 

.\11 "XI><'flllll'llt n1 .t udy of t h•• t nrhu1t•nt honlldat) la.yt>r dt>wlopi11g ovl'r ,.urfHI"t'::- 1 h111 prt':o<>lll 1111 11hrnp1 dumge 
111 rou.e;lnw ~ •• nu1dr Four c·A.....;o::- of nunifon11ly smoot h :-urfacl'. of 11 Ullif•,rllll) nmgh ,.urfncr nml of "llrfn•'l'<' I hllt 
dlll lll/,<' fr1 l l ll :mwot h I o rcmgh 11ml from rough to smoot h are• in,••::t 1gat 1•d Prnfilt•:- of mrnn w1odt', of t urhulc-nce 
i11t ~>l uoit \, of :::-kin frwl1o!l I'Cll'flil'il'lll, of t he di~p l~t('emPnl m origin nncl of t.h r t hwklw:<..-.. ol t lw inlrrnal \ayer are 
prP<!I'Illt'<l. l'lw l"ki n frirt ion mc-ffic-iPuL w!k" c-aku1at.Pd ha.,;Pd on llw t·han lllt'lhod of J>Prry and ,Joubrrt(19fi3) 
11nd o11 11 1u1ln "''' of t hc- int.c-grn I nwmrmum pqnation. Tlw ~amP dmrl t tH'I1H 1d \\11:::- ll::;<'d for I hP l'va1ual ion of 
t hr di::;p1fiA'I'Illl'n l 111 origin. Thl' t hidm<'i:!S of tl1e intc-rna11ay<'r \\11 1:' cal•·u lnt l'd h) t.wo lrtl'l hou:>, t hl' 'lull'f'' point 
111t't ltml nnd tllt> ·nwrr:<'' point uwl hod. T hP papi'T c·ompnr•'::> 1.111' prt•:.:t•nt clnt.n. wit. l1 t.lw dnt.u. nnd I ht•ory of nt.hf'r 
aut.lwr~. 

lú•) mmll'· ' J'urhult'lii"P, houndar) lo.yt•r, ruug1met>t<, dil:'p1ftc•pJIIP11t. in ori~in, 111tl'rno.l lny<'r 

1 Introduction 

rhl' pr~'ll\ \\'ork I" C'Oill"('rllt'<l Wit h flOWl:l \ hn\ dl"Vf']Op 0\('f 

,..urfa<'l':' 1 hnl th:<pln~ an nhrupt dmngf' ín roughne:;:; from 
nllt> PXtPil:-1\t' unifurm rPlf.lllll tu m1othPr. A:.: thf' Oow Pll

•·ounti'N t h e 111'\\' tourfa•·P, tlw n~ult íng at"<'I'IPral ion or df'
<'f'lrrat um t:; dilfu,..'ll , -c-ri wallv h, turbulenc"(', and t.he effeM 
of 1 ht• dmng•' •~ ft•lt t hrongh n :<I Padib growing internal 
hnund11rv lny•'T 

llrrP '"' an• pari wulnrl:v C'\llll'l'rnt'<l \\;th the charac-ter
ÍWIJon nf tll•' mt l'rnnl lnwr nnd \\ith lhl' dr'>'Criplton of it~ 
proJwr1 Ít'<' 111 t lw 'wlllit) of Hn nhrupt ~t<'p chang1' in <'Urfac•• 
roughn~. 

Thrrr 1mw h•~·n 111!111' im·1•,ot ignl ion::-; c·arried out on 
rlmw m"r'r tlll nhrupt dwngP 111 :::-urfac·p nmghnt"Nl (e.g .. ::,1'1' 

.-\mouiu nnd Lnxton( IH71, l!li~). \lt~llwarn(l9ii), Ligrani 
Htld ,\1o1Tat ( l!l~fi ), H11ndyopmlhyay( l9~i)). llowcwr, to llw 
he~t. tlf t ltP pn-,.:t•Ht 11 111 hort~' knnwlf'l'lg<', uo !lrt.icle ha::: <'VE'r 
IW('Il puhlbhc•d wludt v;i\'t't' an ut·cm1111. of lliP uniformly 
~mont h, :<moot h I o rouv;h, ro11gh ltH .. mootll a11d nniformly 
rough cu.,.<'t'o for Uw :'t\1111' llow c•ond ir icm.-.. 'Thi~> won1d hf' a 
\'l'ry de~irn hl~> ft•HI nn'. for t lw rHI c• of ndjn"l tllf'nt of t l11• fiow 
d<o\\'lH:.trwlln of 11 ~I PJ' dmngc• in roughlH~:' mny h•• \'1'1") dif
ft>rPnl frout OIIP ··~1.'" t.o nnut lwr. For in~t.mH'(', for a rough-
11>-:<moot h dmng•', I h" wnll :-ltPnr :.:1 r""" •·nu I H• oh:::f'nNI 
(.\utoma tmd Luxton, l!li:.!) to al1nm ii~ 111'\\" f'C)ut lihrium 
valuP almo.,;( muru'<lmtt•h whPrf'Hto tlu• :;hPar ::->tr~" in t hP 
dc-fN"t pm1 of 1 hP houndan lowr ,,. :<CI'n to rf'adju~t t-lowly 
to 1 hl' n•'w >'llrftwP t'(lllthl íon Tim:~, t hf' mc-mory f'ffi'CI in 
t lw IIm\ i>< 1111 imp011 nnt ft>af urc- for it:::- l'f>rrf'l'l d~-ripl ion 

ln thP prt•:-••nt "' " '"· nll four <'1\..-..l':' nwo1ving changing 
in :mrfa,-.• rouglllll';:-.:< nr<' Ítl\"1':- t i~!C'd ~~ 1 hat a dir<'<'1 eom
parbon ll<'l \\'"'11 t lw dnt 11 I' IIII lw 11111d1• and I ht> ::~t ructurf' of 
I lw I urbuiPn•·•• :-<t udit>cl ThP \\nrk pr~c·nt :< mPa~urPmt>nt::

of lllt'llll llt'lo.-it v pro Iili''"' nnd of t 111' longit ndinnl turhu!Pnt'€' 
inl l'll.."Ít """'· lu add1111111, lt 1'1\rrfnl t'CJili!idC'rat.ion of lhe data 
allow('(l Ali <~t iuwtion of llw t>kin fril'l.ion en~>tficient, of Lhl' 

1l>I"H I di:::-p lw·l'ltll'llt ill nril'll l !lHd of IIII' I hil·km~~ or llw Íll-
1 t>rna I h•mmlnn lawr 

Tlw ~Polllt>t n chr~t-t'H fc,r t h•• pr.•,..•nt :;lud~ wa.. ... c~m>fully 
C"<lllt'ir!Prt'<l 11 n,. I C1 lt•• 111 !I TI\Jigt• of wf'l l diWUilii"Uled t'Xpt>r

illlt>lll "• tlm~ nllowill!! 11 •·ompnrtMil wit h vl hc-r 8\'I.IÍiah]P 
datn ~f't:; 111 ltlt'rllllln'. 'I' III' phenomt•non undt•r :;t ud) i::,, 

mdt'<•d, u n•n nunplt•x ow• ~o I hut tht• mdPpendem aN<,.,.._..._ 
nwul of "''III'' tn•mb h~ díllt•r••Jit uuthur::; Hnd t•xperimen · 
I ai arrangt'llll'lll:' j,.. H \t'f'; dt';,ITHhlt• prud l!"t'. rh·· PTI':o<'lll 
ruiJI.~hn•'::...~ t>lt'lllt'llt:- hH\t' IH'lght ~· :!mm, \\'ldl h !> I :..>mm 
nml pitd1 À :!1null, dmnwl••rizíllg 11 rougllllf'::-.." <Jft lw I)J>t' 
/..· wuh 11' :Jk, (tr ,\- .~). l'hi-. gt'<lllll'IIJ is slightly tlif 
r ('f('tll r fOI li I ho:'l' of 11 !111111 ( l!l!"d ) . \ luc.lrf'(l !l!">l). PPrr) and 
Jou1wrl ( I !)():J ), P••rn SdJofif']d nnd .louhrrt( 1969) . .-\nlonia 
and Luxtou( I !li I). ,\ntouia nnd Luxlon( 19n) nnd Band)
op;ulhya) ( I !l'-~i) wlu•n• u• 1.· I lt-Twt•, t.lh' prt-:::-t'nt data ::;<'t 
lllllr>l h•• :'1'1'11 ~~~ t"nlllph•nlt'lllnry to I ht> I'XÍ:>ting clnln. pro
vicling f1tr1lwr 1'\ lcll'lll't' r. •r nny fnlllrt' :::-l udy uf l.lw proh1t•tu. 

2 Expet·imental arrangements 

TltP PXpt•rinwnt • \\'Pro• lWrfimnPd in n low-t urbu1PHC'<' wínd 
1 lmnP1 ai I hP J.nhornton of l'urlmii'TWP 1\ll'<'banic::< nf 
PEM ('()J>Pr: l FB ), r.,r fim\ :; owr H unifonnly :r~nooth 
:::urfuc·c', t1w frt'l' ~~ rt'llli11Pvl'1 of tnrhult>T II'I' \\<l:;lw)ow O. I jf!i. 
Thl' t untw1 i:; mi nJWll f·ir1·uit t Ulllll'1 wil h a t ..,_t ::,1'("1 i ou of di
lllPn:-ion:- :JCkm x :Jiktn x :.!111. I h•• t •~t ,.,-..·1 ion 1ul.."' a roof w1t h 
adju. t ahlt• nwlmnllon to Jll'nllÍI du• clc-\'!'lopmrnt of Elow,; 
wll h 'l.t'ro pno::-; ur•' grndit'lll Th•• rough ,.urftwf' t•ort.."i:'t •'<l 
of a t nm;;·wr:o1•h !'ToovNI ::.urfnn• \\ it h rPctangular ,;lat~ of 
clínwu,.lon::- :lmm x l ~mm nnd p1trh of ~1mm. For lhe ar
rang•·nwnt .. w1lh nliXt'll t~JW uf -11rfac'P::-, tlw fir:-1 (or 1~1 ) 
rougluw:-..-< t>)Pllll'ltl \1/tl:o n h\11\1' dt>pn-::-:-'1'<1 ht>1ow t hf' ~nwot h 
~urfat"t', 1t ~ c·rt•,;f lwing nlígllt'<l \\;t h 1 hr ;,.HHlot h wall tourfru..,. 

\1 P!IAir<'ml'nt " hn w hf'l'lt JWrfom1NI for valut"<' <1f t III' 
frPP- ~~ rPam vl'lodt' of !i.r, 111 ,., T1w :;t Tl'lllll-wi..'-<' pr!':'.-urt• 
grru.li('n! wa~ dm:<'1y '~'~ lo ZI'TO hv ndjui't.il tg th!' roof of 

~ t\bo: !)ppnnnu•nl of Mr'(·hnnicnl Engincc•ring, Hio de Jatwiro StAI.f' lluiwl':'il.v( li Lll.J ), !lua Sao Fraw~~"'<l Xavier ft2 1, 
1\·larnt•nHa, ltio d1• Jntli'ITO, Bnwil. 
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l.hE' t.unnf'l ac•t•ording tu t hl" rl'ttdi llg8 of t•ight rqualy t;.pAI'Pd 
pressurc taps A .-kc•t.dt of tltl' lt>::<l t:c•c·titm mdmling thl' 
inslrumenta.lio11 is 1:0howu in l•'igun• 1 

l\IIPait w lo<.:ity profilt·~ a nel lurhnlrtH'(' int.rn:;ity IP""f' ls 
werr obt.ainf'CI u:;iug a DA:-JTEC hot-wirt• ")~tt'm ><0rit•:-< 56N. 
Tht> lmundary laycr prnlw WR:' of 1 ht• I ypt• :l·,p I!"> A Pit.ol. 
I ub~>, C'll"ctrouic nwnottwll"r, n11d A t•nntputPr controiiN.Itra
vPr:;l" gE>ar WI'TE' Abo U~<'<l Jn !!,VIt I III!, t ht• dAI A, 10,000 &\m

pl~ \>."f'r<' eon:>idPrPd whwh \ h•ldPd 11 pn>t·i:>ion of O.fi"l- ilt 
thE' tnE'an v.~lodly data Tltt• profil€" m•rt• ecm~trud1'() frcmt 
aboul 100 poim~> takt·u at ~~atum~ t't~parot l'd h_v O lmrn 

1D4:"' 

J.() Controlet 

Central Urut 

Figutl' I: Expl"riml'ntal ~:wl up li1r Uw configurnt ion 
,..mnol h l.tl rougll. 

To ohtaiu <H'<'ltTHh' lllt'n~un•nu•ut ... , t hr uwun 1\llcl lluc·-
1 nnl i11g c•nmpcllll'lll::- of llw nnA ingic· 1.'11!11111 givl'n h) tlw 
onPmoml"tPr WNI" tri'Atl'd ~:-c•pnmtt•h Tm1 ont.pul dt flllltl"l~> 

of thc mwmomf't !'r Wt'TI" U't'<l Tltt· tnPHII ' '•' lcwuy profilf':> 
m'rP c·akulalt>d din'<·tly from th.- nntn•nlt'<l . ÍJnlal of chan 
nc•l cm!'. Tht> .,.ignal gi"•n h\ dtlllllll'l hm \\11>' l li/ high-pa~ 
liltPrffi leaving, tltcrPfor~?. onl) tlu• findnnling wlcwit\. ThP 
lat tt•r t'ignnl wa::- tlwn mnplifit-'fl wit h 11 gntn c·nm rollt'(l ht•
h"Tt~n 1 and !100 and ~:-hift t'fl b) nn o[f.,.t•l ::o lt~ lo ndju~t llh~ 
nmplitnde of t he .;Ígnal to l hf' rnHg•' of I ht• A 1\ t·onvPrt Pr. 

3 R esults 

3 .1 Mean velocity distribution 

l'lw tn<><Ul velodt.y profih•:~ nr<' t~hown 111 Figun'>l 3 to !) 111 

dimPn::'ional morclinn.l.c"' nnd in ~<·mi logmit lnuit· form For 
t. hc' ntixf'<l "'nrfac·••::.t, t lw rough plnt.c•::. wt•rp I IIII'I.Pr lnng. T lw 
t·oordinalt> ::>~ll'lll i:, ~hmVlt ill Fignrt• l. 

[t i:, de~:tr frem i t.h t"t't' !igun•:; tlut l. for l.hl' nem~ ovc•r a 
~mool h wall a l hw~l.r rPgimt ••xi~:<t.::< for ali profiJP:J. T h<'::.t' rl'
gion::; nr<' wry wdl d<'litwd iu Fig1trc>:; 2, :J n11d 1. Fignr<' 
~ Pt'lahlislws a sLandanl to whic·h 11 11 d isl.mbanrr.,; provokt'<l 
hy Uw prt>sC'nc'l' 11f a rouglt ::;urfnc·c• mu,;t hc• contpnn.J. As 
•'XTJ<'<'I.N.I, in I h i>~ ligun• bot h tl~t• ungulnr anel t h<.' lilwar c·o
t'ITidrnts of tltt> straight lillt'l:' Mt' ol~·rvt-tl tu dt>t'rc•a:'•' lkl t hc• 
Uuw progn':'::><':'. ln Figur ... :3, i ltP liut>ur n•giun;: c·c•n:~P to t'XÍbt 

11 n C'T lht> changl' l1l ::;urfac•p ruughllt'::-::- III J' o. Thc• larg\' 
drop in the levt'l of t hP c·urw,; rf'::-ull:- from IIII' lnrgc> incrC'a....;c 
111 tlw wall .;!tear ,t r~. ln t h<' rough to t-rrtool h c·Ht-•', Figure 
I, I ht> lt•vcl of tlw wlt~('ll) c·urw:- dt'f•rt>n.-i'::- 11111 ti J 0: at 
tlwt poinl, lhE> wloc·il) ~lart:< lt1 T't'('un•r tu iL uncl t,..turht'<l 
l'onclitiulk-, rabing t ht• \1l htt'<' uf t lw liw•nr c·of'fndt•nts I o t hE> 
'111Ut':" of lhf' n•fcrcUl't' c·un.~ uf F1guw I. !'lw Jtl<l..-.1 inh~r
,•.•1 ing fE'at I !TI' of Figun' 1, howt•wr, •~ tht• largP UJ::;tort iun 
111 t ltP ,·,•lcwtt v profilc• nt po1111 J O I h t:' fud. h!l..' not hN'n 

report.t'd, for in~lallC'<'. in .\ulolliH nnd Luxt on( I !li~). At 
t h i::- point, uo logArit.lnnic· ht•lwviour of 1lw \dCK'ily pro file> 
t'~HI l)f' nott'd. ln f~:~r·l. 1:11 t lw wo11ld llC' lugnrit hmir· n•j,rion a 
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st rong 'kinl{' in w lodt.y r'HII ht• :-'<'1'11. Figm e !', di::,pla)'!:' t.lw 
flow lwhaviour for lhP mtiformly ro11g-h ... urfac·c• c'8bC'. 

The above T<'lllarkb imply t.l tHl, in pri twiple, ('lnu::.rr':: 
r hart trtei. Jtod t'flll hl' \J!'('t) lo c.'Vl\J tatl I' ('I for I hl' [10'1.\':' UVt'f 

a smoolh surfacc. ln facl, i f t.l tc• clat>....,i<'nl formu lnt.ion for I ltP 
law of l be wall it> !l.s::-umc'<.l t.o hold nnd if lhC' \'Oil 1\arman 
c-onstanl, ~. i, rC'a lly c·on<tidc•rpd mn:;l nnt III HI c'(jual t.o 0.-11. 
then thP wall ~:< lwar ::-t f('l:o.." c·un lw t'>'l imnl.t•d dirf'C·t I) from 
I hf' s lopf':" nf i ltf' ::-1 nught lln•':< dt•fiuf'CI tn Figurt,.,. 2, 3 aucl 
4. \\'ith tlw vnluf'::- of Cf, tltP vnhlf' of lht> ndclitivr• "mn
stant~ . • 1. in tltl" law of t}l!' wnll C'l\11 tltt-n h.- dPt<'nntnf'd 
ThP r~ulling A' s arf' not r·on,ot nnt for :~onu• llow t-ondit iolll' 
but vary with .r. 

For t ht> fiuw:' on•r TOUI!h .,.nrfHr't'», oll IIII~ ulltt•r luutd, 
the t&k of f'vn lunt ing c, i:' Htndt mur•· t·ompiC'X for 1 \\1> 

param<>ter:>, t.he di::-pbt<~'m••nt 111 ortgut mtcl 1lw rouglmi'N' 
function ar<' prC'viou:-ly unk11oWtt ( l 't•rry 1111d .Joulwrt.( J!)C,:} ), 
Perry, SC"hofiC'ld and .Joulwr( I!)()!})) lf l.ltt' fluw 1~ ma nP~r 
::-ta te of f'Jlergy equih brittlll c·ond 11 ton, t llt' C'ltart met hod of 
Clau..-.er C'an \)f' PXi<'lldC'd lu t•nkulul<' ('1 (PPrry and .Jou
hert, 1963). ThP diflintlt.ic•:< Hrt' nu111y Tltt> mo::<l l:'ol'ricme: 
on(' b tbal. t.lw Vllhw of C1 Íl:' c'otlflrut•-rl uni) by tiH' .,.JopP 
of tl iP logari t.lmúr· lin r> aud ttol. it:-; pot'ÍI irm ln :>Otllf' of tmr 
f'XpE'rimC'nl,s, hu\w•wr,tltl' llow int hP vidn ity oftl iP poi11t uf 
dmngE' in bnrfac'P rnugh u••:<:~ 1::1 tHH in •-quilihriuut c·uudi l. it~n. 

I'hus, a.ny met.hocl whidt prP:<IIIlH':< t ltP t•Xi~:>IC'II<'<' of n loga
r il.lmúe rc•giou and t>f'Hrdw~ for valt1í'::- t)f ( '1 hy dil:'t.urLing 
t.hc ffi('él.Slln'<.l wltwit) profilt• into 11 lognril hmir' <·nrw mu:'l. 
hf' :;;('en wit h c-aulion. 

ln thP grApltica l nwlhocl dt>wlopt•<l h~ Pc•rry tmd .Jnu
berl( l963), thP v;>J()(•tty profilt• li< \\Ttf t••n 111 I h•• form 

U _ I ;q·, I ( (yr I f )I ., ) 
- - -11 
C'.,.,. 1\ :! /1 

R(] ;q· ~~) + - ln _J.. • , I - ( I ) 
" :! 11, 

{("; !.!.w (!!) 
V""i'~ ó 

whf'r<.' YT i,.; tlw di:>tl\nc·p nhow 1 ltt• c'rt':'l of t.ltt' Ph•nu•nl :'. 
f is lhf' displll('<'tnPllt i11 origin, .:l/ 1 i~ lho• ronghm•::-t< fmw
t.ion and P7 mtd w flTC' Tt~!-Jl!'('tÍWI) n,Jt't'l. J)Hmnwl.rr IUid 
unh·Pr:ml fu nd.ion. 

T his <'xprffii<io n cmt lw put i11 lt ntt>rf' c•mwnif'nt. fom1, 

u 
U, ~Rht(yr J lu (!/) () I , . I Tll' 6 . (~) 

Oun• < Ílf k1town, tltP <'XJwri lUPntul clt•tn cttn bl' plol.tf'd 
a:: a f1md ion <Jf (YJ t ~) r••,..nlt ing iu "' nught liw~ who .... !-' 
angular cot>ffidt•ul gtY<' c, Tht• p:mphic·nl dPit>nninalion of 
f wiU )){' ilhl:;trutP<J llllht• IH'Xi :-••dttlll. 

Dn<' to the Ullt'M'tHllliH"' of tlw dtnrt lllt'lltucl, nt IP&"I 
one altf'rnatiw t>;:;l1111all• of ('1 luHI to lw pru\ ic.lc"<l tht~:

m<'l hod wru; lllli-P<I ou IIIC' upplit·utum of t h•• ntonwnl um in
tpgral <'qUal ion 

c, 
2 

.!!___(~ ·t 11) dl ' 
('' dJ 

dO 
dJ' 

wlwrf' O i::; tht> monu•n111111 1 hwkw·::-.• nnd 11 

(:l) 

ó1 O Tht" 
pquation was ll~><'<l <"ot t,.ldt>rtng t lw normul ~t.rl':':l di lfPrt>ncr 
grndif'nts negligihl••. 



TltP mkulntc>d vuhw:,~. of ('/ are> ~:-hm\11 in Figure 6. 
Wlwn mmparPd Wlllt I IH'dutu of ,\nt ouin Hlld Lnxt.on(l971 ) 
und uf Ant ouin nud Lmd • ou( I \17:.!) whwh wPrc> laken with ap
proxinult.-1) I 11" 1'111111' <'OIHlilion .. ', I hc> pr(>;<(>nt dmn J)f'rform 
Vl'TV Wf'll f'ltt• prt•Vin\1:-< 1\IIÍ liUT:' f'akulatl'd ('/ from fo rtU 

drag of rougluw::-.." P]Pitl•'lll::- nud fro111 'c>rror in origm' mc>tb
•1<1-. findmg valm'>' vt•n •·on::-i"tPnt wít h t hP pr~nt \lllw•::: 
ThP ;~mail 'kmk' ol)>,(•rwd on t hc> uniformlv ,:moot h t'SIS<' rf'
"ult ffi from t lw Jll111110n of I h c> l \m oll!' lllC'tPr long :>moot h 
plat~'>' 

3.2 The dis placement in origin 

. \~ JU~ t :-<"1'11 ahow, t hc> dl't c>rnunnt ion of t hP di:::plac'f'mPnt 
in origiu, <, ir- <·m c·•nl for Uw I'V!Ilunt iun o f LIH~ ilki n-fnct ion 
<'O<•Ifkif'nt. ;\li grnphw11l nwthod:< for ii ~ determinattou, 
ho,wwr, dul) H<'~IIIIH' t.lw ••xi~t Pllt'l' of 11 Ioga r ii hmk r<'gion 
whkh, ~ ::micl hPfort', 111ft.\ not. oc•·ur 1war I o a al<'p chang<' 
i n rougluwt<t<. 

Au iniliHI ,.~t ilwtt" ,,r t <'flll ht> mndc• hii~Nl 011 I. h<' phy&in> 
of llw prohh•n1. l·i•r rough ~:~urf!lc<'::'- of U1C' 1.·-lypP, thP typf' 
of t.->urfm·1• ~lud ll'd lu•n•, t lw rnt in f ! A· ~ 1.0 <l.('f·ordi ug t c1 tliP 

relnt ion ( Bandyopnd lm1y, I!)"~ i ) 

ron~o l r"', m o.n. (•I ) 

ThP a .. ,~ mpl••f w \ llhu• of 1 Wlll' o lk'f'TVN.I by t hi:> authnr 
to hP rt-.adtl'<l 111 11 ch,-t Hill'<' uf nhout 10001.· d0\\11:<tream of 
t h<> point of ::-urfac·•• dumg•' 

Tlw \ttlu·~ of 1 w•'rt' <'Hll·ulat f'lll\l'(·ordmg to tht> methocl 
of Pern und .Jouh1•rf ( IOO:J) S~::l •'mattt~h adding an arhi-
1 rar~ dk.pltt<'<'IIWIII 111 ungnl to I lw original profil~. I h<' lt>~ 
:>quarl' nwt hcxl l'ould h•• ll ppli••d to t ht> nf>l\r wnll point~ to 

l:'f'ardt for t lu• tw~t ::-t mwht Imo• Iii Thi" proc'f'!lurt> i:> il
lu::l rat<'d 111 Figur" 7 ,\ :< 11H'lll1onNI h\ o t hrr nuthors. t hk. 
mel hod b PXt r<'IHI'h ~·n"it i v.·. "" I:' mail d<'part ur(><: in th•• 
truP vahw of 1 will J'l\1' lnrg1• difft•rt>n<·cs in lht> c~ktllated 
\~tlm·~ uf c,. 

Tlw 1'::-t inml.l'<l vuhH'" nf < Hrt' t<hnwn in FigurP:> (( and 9 
c·omparc'<l will1 <•q uut inu (·1) . lu nppo:<it ion to I hP n'Sult s of 
T3ttndyopudhy!1Y( lfl~7 ), \W huw fm111d Itere• cliiTI'rPnt valHPI:' 
for t lu• PXJ>Olll'lll i11 t.lw ])(JV.~· r lflw For t hl' unjformly roug h 
ras<' wP fimnd •tn I 01. wltt•r.•ns for I h<' :"<moot h-lo-rough 
ca~c Wl' found m O." I. ln t.lw pn·~nt C'Xpcrinwnts, thf' 
:-J.-;y111pt.nt w \llhtt• .,f c wn., rNtdwd nt nbnut .r 100. 

3.3 The internal layer 

T lw nf'w wnll <'ondit 11111• r•.,.,nh iug fro111 tI H> ~:-"tf'p in ::urfaef' 
ruuglnw .::- provok1• nn nhrnpt dtang<' in llw wall ~>hPar «I r~ 
gíving ri~ lo o llt'W tlow t ruc1 nrP who.~ h<'1ght gTO\\'S '"ithin 

t lw hountlary luwr wtt h nu·n·1~iug cli'\Plopm.-m d ii'tance. 
lu thi::- lawr, tlu• llltPrnnllll~··r 6., the Uow propt'rti~ arP 
íntillll\4'\ n"'"'(wi!lllttl w!l h tlw dmra<'tPri..-.t i<>::- of lhe 00\\11-

:q n•am "urfa"' Ont "td•• 11, tlu• llow i::- dlllrnl"lí'riz•'tl by it::
UJ~I rr•am propt•rt it-,. 

lu lil <'ntl ur" •PWr!l lmPI hocl" hn.\t' hf'Pn prc>p<"'Pd to dl'
tt>nnilll' 6,. llt•rP, two 111Pihod" will hc> u......ro (.\ntonia anel 
Luxt.on, I 971) 

ln t.lw fir::~t 1111'1 hnd, c), '" infC'rrro from t.lw po.sition nf 
llll'rging lwt.\W'Pll t wo l'llll"l'<'lll in• nwnu wloc-ity profilP-8. 
Tlw n• .. , ult i ug point 1:' dol"dy r•oilwicl t• wit h t hí' mPrging nf 
tltc' t.urbnl<'lll'P iut.pn~;~ tt .y prulill'l:l yiPlding a physically r<'aJ
h•t. i• · proc·N lnrP. ln t.lw :'l'<'ond nu•t ltcJcl , t.hn velocity profiJC'S 

1371 

Hff' plnth•<l Íll t.lll' fmlll F , ( ' .... \lt'n>ll~ u'l 2 • l ' mlf'r tht'>'l' ('0-

ordinatP:' h\~l dit-titH't liu<'nr r<'gioll!' appl'ar \\Íth difft•n•nt 
ttlop<' nH'flidt•nt !'. Tltt• intPrN"'I'tton of t hP two :'tra ight li111~ 

d,•fitw~ the t'<.IS!P of I h <• int l'rnallll)•' r. 
ThP gnm1 h rllll' of t lw int I'TIIIIl l!l)t'T nm, tht>rPfort>, lw 

quant ifiP(J t hrou~h t'lllplril·a ll) ba.,,<'<.] aJg,..hrait• fonuula.~ or 
by 111orP •·omplt•x uppr<*ldtr•:: .. I hrough logant lnnh· lnw~ I hat 
n·<·og11izc• tlw tlifht~l '•' dumwt Pr nf tlw int PrullJ fiow. A r~>li
a hl<' PXJ.>rt'::'..-H>II for I ho• t hPorPt i•·nl prt'<lid ion of Uw gnm1 h 
ralt' of tlw Ílllt'ntlll lnwr t:- 11 <-::.p('("U1lh dPt'trro tool. for 
lll<~t of t lw "'"''''~"' fui clt•·nipl 1011 of I ht> intt•nutl llow rt'

giou lwlul\ iour dt'JWII!I<' "" t h i~ l><lfflllll't t'r 10 fumbh t h<'Jr 
vt"'rt wal :'<'llh•. Owrflll, IIH' log~~rithmk nppro~wh pr<•vÍdl~ 

nuwh lw t t1•r Hf..'l'•'l'll\t'lll wit h t hf' dHI a t han I hP pow<'r-law 
nppro<wh. l lnfontJnl\lt>h, hoth a pproadu-:-, a.-: prf'::'Pntf'd Íll 

thl' lit PT'Il lllrP, :-t tll t<tJifc•r from not tak111g mto f1L•connt for 
t.lw inflm'IH't' o f tlw up:-t rt'!llll hwmdan· la.\Pr 011d it.,; vc•loc
ity mtd ]PIIgth :-<·ah•tõ o 11 t.lu• gro\\1 h oft. l~t• int<'malla.y<'r. 

Tlw t1ppro11du'::> I hut lt•ud t.o a pow1'r lu.w for L h•• d<>
l'l'ript.irm of I hl' intt•mul l~l .~Pr nrriw 111 I'XJlrt'>'!'ÍUIIt< o f IIII' 
fo rn1 

( !j) 

whf'TI' 11 0.7!1. IJ. t:l, Hlld t ht• propor! lllllAhi:'' <'O!ll;hlllt "11 

lm::- u \\t'llk dt>Jll'lldl'lll'" ou t hl' :-t n•ngl h o f llw roughnf';,;,: 
dmngl' 

. I, (J.i!"l 0.03 III (.:..!.). 
z~ 

(fi ) 

wl~t•rt> t ht> ~llh .... ·ripl" I nnd '.! rl'fl'r to d o\\11:-tr.•aiJI and up
:>1 n•m11 I'OliCltt to li.' r. ~Jll'< t 1\t'h 

C'un"iclt-rmg thf' thlfu,.iw dmradf'r of lht• grmvth of th•• 
int f'rtW 1\ay••r 1111d 11 logunt ltmit· <'XJm•,...~ion for t hl' mPau \1 '

ltli'JI) prolilt>, Panof,k\ anel Dunton(J!)..:.t) dt>riwd tllf' fi,) .. 

~[ln( 6')-1] 
J' Z2 

(7) 

A dP!lr diflil'ult .y wtl h l".q. (i ) i~ t luH n o arm11n1 of I. h<' 
up,;t.rc'lllll ~:~talo' of tlu• hmtlld<lr) ln.y•·r i:; takPn on 6,. 'l'h<' 
<'Olll:'l.a nt H 1 ito I . :.!."l. 

Tl11• llll'tliod ofi:-llpPrinlpo..,ltlg 1.\m wlucil\ prufilf'S t.akPII 
ut do:'<'ly ::<pa~·t'<l ::-t rt'H lii\\'Í1'4' >' ln.t ionl'! Í:l ilhwLrat (>{l iu FigurP 
10. ,\,> n111 hl' rt>mll) olll-l'rv<'ll, t hi::- ml'lltocl k vo>ry :ó'f'lll>i t iw 
to tlw l'hmc·•• of ll1•' npproprÍ!LIP lliPrging plHnt, pr•lviding 
not \PI') !H'I'Il n ll I' \ l )ltlt'. of c'J,. Tlw nlg,•hraic mrthnd !:' llg
g~tl'<l h~ .\ut onia HJICI Luxwn(l!lil) i:-: Jllu,tratf'd m FigttrP 
J l whl'rt' '''l()dt~ prolil•'>- plot lt'<l in I C''- H'fl>ll:' y 11'l I'Oor 
chuafp,.. nn• ,;ltown .\hliwtJ~h thPrt' "'''~'111:' to lw nu pln""inll 
ha!:'l" for plof t IIII! tllt' wlt wtl \ profilt':' in t h('::-(' l'lHJrdülal •':::'. 
t lw nwt hod i:- \1'1) l'<lllVt'lltPttt . l i H' r•~ult 111g \ttlu~ of ó, 
ar<' ::-hmvn 111 r tgllf\':- I'.! nn!l I :J comparPd wit h PXJ)rt"'-~ion.' 
(!l) and (i) 

rlw t>:o-t 1111111 ,.,] gTo\\1 h rui t• r.,r ó, agnoe:- \"PTY wPII \\1th 

fhP datu of \ntwua Hlld Luxtott( l!l71 ,1972) Tlm", tlw 
ph~ical " ' idt'lll'l' i ,o tlmt for t III' r ottgh I u-o<Tiltllll h t'a<'P t h•• 
grn\\1h rat" ,,r â, ;,. nnwh •ltl\\~'r t han t h11t uh::«•rw><l for t h•· 
E'mooth to· rough 1'111:'1' l'or tlw l"llloot h-t.o-rough surfru'<'. 1'::-
tinm.LPb fro111 t ht• 'kiiP<'' point rnl't hod nnd from the 'mPrgf'' 
point nwt hod furni::-h1•d rt'>IJ>I'd .iVI'ly n U. 77 und O.S7. For 
I lw rouglt-tc J..I:IIIIllol h c·nN•, rm t.lwnthl'r hmtd. W<' fonnd 11 

0.4 I H 11cl 0. 1:3. 
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Figures 2, 3, 4 anel 5. Mean velocity p-ofiles. 
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To appl) J>~mof~kv and Dunl on l'qlllll i<•ll to 1 III' Sll loolll-

l<rWUgh <'a-.(' \\Y' rt>plncc'il Z-J h~ f \ rf'~l."<llllthlo• fit lo our 
rc~ult~ \\1l..~ uhtnlllt'il wtlh /J1 O.:Jf, 

3.4 Turbulence longitudinal intensities 

Figurf'to 14 rmd 1;, :->how lho• cll,..trihution~ ol ~. tlw tur 
hulf'JWP. iut.f'll:-lÍiy in .r diro•<'l io11. 

\\'!' ;o.nw 111 Pi~>:u ri' (i t l1at nft Pr a t't ep <"ha ugP íu rous.:hw-,;;~ 
t lw vulu"'"' of t hP :;ho•ur :-I n•·•« ut l hc wall a.cljn:-1. quil'kl) to t III' 
untl~t urlwd rf'li'rt'lln' lt•vt•b, '''•'11 for t lw ruu~>ll 1 ,, :'ll l<tol h 
1'11:-t'. For t lw t urhulo'IWt' lt•vd~. ho\\"e\t'f, t lw n~potL"<' of 
t ht• now i:' JIIIIC'h !'lo\\'l~f. ln t hc• ruugh tu <"'l ll<lot h ql~'. llH' 

otllt'r rt>gton uf I h o• R dt.:-t nbutiUII ~ :; igmficant h diffl'rt'lll 
from thc• uut11.-t urlwd t llrhuiPlll'l' illlPll.,.lt ) ro•fc·n•nc·,• profilt":<. 
rht> l'frl'<'l<- of IIII'IIIOf~ IIII I 111' f-low hi:::-fOr) HYt' I ltt•ro•fon• Wf) 

d••ur. Lu f~:wt, I lu• lnrgl' dtHIIgo• i11 fonn of I lw t llrhnlt•w·c• in
tl'n,..ity profiiP nt .r O coítwidt-:, wit.h tlw 'kink' Íll vo•loc'll.\ 
profilf' ol~nc'<J Íll l•'u.rur" I. 

4 Discusslon 

l'h•• data dbpla,.'l.! i11 thc~ pn•\ioui' figun-:; nn• dP<trl\' ur 
h"' natur .. : dm'(·fh llll'!l, .... lln'<l data nnd pron•, ·•"I finta . 
Olh' f••m un• t lt• ',\ lttl\o II I cnnUJIIIJI i<' I hnl t Jt,., a ro• hot h 
••xt r<'rnPiy d1ffio·ult f o ~··t Tlw din'<i h lll<':t:::-uro•d dut tt un• 
vt•ry <'f'mlltw to :'111<111 dtnllgt'<' in llw flow c·ond tl1o1~ a11d 
Jntl:-l h<' nhtninl'd wit h 1111 PXI rt'IUo•ly pn•c·i::-p l nt\t'T,<Ifl~ t:o,\<-

1 1'111 for t]W po,-.it in11i11g of lltt• hot-win• prohP, J•:wn WÍlll 
nll pc,..:;ihl<' l'llrl', ohtniumg n•lia hlP and c·om .. i~l t'lll rt'Hlh t
Il:' 111\\71)'1:' H '''ry d1flicult mul lnhorwn::< ln;;k Tlt•• ltot wir" 
lt&< to bt• n•pc'nl\'l.!lv c ·nlihwl ,,.Jnutl allm~l.niiW'lll m Hill <'otl-

1 imllm.-1,\ dtP<'ko'l.! rlll' ro-,;ult~ that df'I)I'Jld on !lll\ kmd of 
d~1tn pro1~11111; llrl' nl.•1 n•n ~·tli'iti\'l•to tlh' tlt•~•r.\ """~1 lor 
d~t• data n'thtc1lull \ h1>11'H I ••xmnplt• i,; f h•• dwrt Jllt't lt<11l 
I'OIIInllllll,\ UN~l r..r I lto• dt•t •'rJIIIIUIIIOII of c·, lltld .. r t:. ;\I IIII)' 

nnnhiuat int~:< of ,.,thtt> of ( '1 1111<1 .. r f ma) n~ult in n fuirlr 
m•ll tlf•fim,.Jiug!lrit lt111i1' Iili•' .,.., f hui dt•c·idillg ''" 1 h•• c··•rn~·t 
\lthH'!' might III' n dilric·ulf l.tt. ... k. Th(' difric·uliH'" found in 
tlw dwrt mt•l.hod:~ <'llll h•• furt.lwr agg-rH\HIPd for 1 lw <'11<-P:; 

whl'rc no logn.rit.hmic prolilt•.:~ <'1111 h<' idPnt iliPd 
ln prt)(hl<'ill~ tlll' lí f.{UrP.:' Jli'I':-'PiliPd lu•rl' nll ahnw dilli 

c·\IH.it'.:' \Wrt' cf roll)!ly ft•lt h.\' llw 11111 hor::'. Tlw 1htt11, ho\\\'\f'r. 
Wt'r•' t.ak<'ll wtl h o•x•·•-,~IV•' C'lH•' .,.., t l111l wc• nrc• l'•>lllid••ut I lt••\ 
pr .. ,itlt> 11 I rtlt' pid uro• of t lw plto•n"JU~'Ilun . 

5 Conclusion 

I'Jw J>fi':-'Mif t'\lli'Tilllt'IIIHI rt'"lllt ~ lta\'1' l'llllfirlltt '<l 1111111\ ,f 
I ht> llow rPHtllrt':' illdi!'Htc'cl h\ oll~t•r amho~ riu• rour gc•· 
tlllll'f ril'<' .-tudt~'tl h••r•• ~IV<' wr~· rid1 infurnml io11 1111 l h• · llcm 
of n t urhu\t•ut. l>oundnr~ la,v••r ovPr ;~urfnt·P::~ 1 hnt pr··~t•nl. Hll 
ahrupt 1'11n11g(• i11 rou~lllll.,", nucl <'flll lw ll<'t'<l in t ltf' rut un· 
on fi•rmulut ion~ of tI li' phy.,.w:- ,,r i h<' prohll'lll 

The <-1 rt•llg llow llll'lllorv in Iili' rough I" :-Jlloot l1 t'll>'•' 1~ 
t'lltlÜTWOO, "hoWÍil!! 1\ "\ow a<ljllff lll•'llf ,r I h c• 11111 c•r nu\\" I 11 

flw uudj,:lurht'<l ro•f••ro•tw•• •· !!rfnc'' qt~· I' h i,: i;;; illmf mi I'< I 
h) F1gnn"" 1 111ul I~ 
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Owr~tll, I lw pn".:-mll clnt !I arP c·ou,:L4t~ul w1t h tlu~ <htt u 
uf ut hc•r aut hur:-. 'l'lw \71lm-,. uf C 1 , of ( nud .. r 11. urP 
uf t lw urdc•r uf I h e dnt a c ,f l'<'rry nud louhc•rt ( l!l(i:J), uf 
P•'IT)', ~·hofi<'lcl mui .louhPrt (1960), flllCI of ,\mwm• anel 
Lnxtnn( Hli 1.1 !li~) nw Jlf<':'Pllf work, hmwwr, I~ wry par· 
f i('ltlar for h<'illg tlw nnh o1w wht'rl' a.ll fom c·n,.••« .. r lni.Prl':::-1 
Hrt> prt>::<I'IHI'd. 

Al'knou•lcdgt•m••JJI Dnring t lw t'xecut. i••n .. r t hi~:- work <lllt' 
of tlw aut hor:-, PPJ\1\l, lww·fitro fron1 a l'o:<t -Dod oml 
SC'hola~htp fr11ll1 t ht• llratihml \lat Ío1111l Rt':-•'n rd1 C'omwil 
((''\lf'q), J>roiC't'N 'Jn111hPr I !".000i Bi-:3 Til•' \\Hrk \\&- li
llélUl'iaU) .. uppon '"I h~ (''\l Pq t hrough ~11111 ~~~ :lf.CII '<l !'l:l 
i ThP uui lwr.- nn• dc>t•ph l!'r:ltl'rul lu IJr. I rntw•.,..,·,, ~·ofa11u 

Plt> frutn IIII' l\ltlttl\r\ ln:-li!Uf!' of Lngiw'<·rttw (1\11 lU ) 
whu ltPip•'<l 111 lliHil\ \\1t:V~ \\Íl h v"ilal t t'<·hrund 11pporl IIi:< 
cont rihultc >11 wu~ Íll\ll hmhlt•, 
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SU~IMARY 

Tire pre:.t•/11 u·ork cmwdt•Is the twlmlence modelmg of srrongly accelera((•d j1011' througll mfllke S)'SI/!111:. of 
mtt'mal comlmstion t:n~ines usmg c1 l'ersion of Low Remolds Number k-e model. Tlte gol·enung equutions 
c1re solw!d u.Hng tlte .fimtl! \'Oiwne metlwdology and the rt'sulr:. so obrainccl are compareci to expenmenwl 
claw.lt lias beenfowrcltlrar rire lllrlmh•nce modeiJnedtcts a lamman::mron prori!SS assocratrd lntlr rlrt' strong 
acCl'leruttoll .fidd at the l'a!l·e passage enrrance a11d that the mlet condirwn of turbulenct• quamittl'J at the 
port lias a dromatic effecttm rire turbule11ce /e1•e/m chc in-cylwder region. 

lt<TRODUCTION 

h is wcll rccognitcd Lhat lhe intake sysLem ot an internal 
combusuon (ICJ engane hu) 3 key role 10 lhe engane eflicienC}. 
For IOSiancc. combu)trOn rs hmrlcd by lhe amount or arr 3varlablc 
and, for lhr~ reason. an opumum rnlake sys1em should )Upply lhe 
cylinder with as much <ur :JS pos~ihle. The enginc breathing 
capacity b u~ually charucterit.ed through lhe dischurgc cocfficienl 
C~ C= m/ m,h): lhe rauo bctwccn the :Jctual mass Oow r:Jie and 

that whrch '~ould occur rn lhe c:J~e of :Jn adrahauc rever-.rble 
Oow. The suitable mrxrng between fucl and arr nccessary for 
combu~tion h also Sei up 10 a greut ex1en1 by thc now licld 
dcveloped by lhe port/vulvc 3\~cmbly during lhe rmakc and 
modrfied dunng comprcssron. 

Frgurc I rllustr.~les the axrsymmctnc portlv:~lvc geome1ry 
considcrcd rn lhe pre~cnl work and invcsllgated expenmenl:llly 
hy Gosman and Ahmed ( 1987). Ahhough lhis now geomelry IS 
idealtzed 11 ~IIII has rmponanl tentures prc~en1 rn pracucal 
systcml>. 

An Importam paramcler affcclrng lhe now lhrough lhe 
portlvalve sy~tem rs thc valve li fi Mcasurement~ rndrc,ue thatthc 
tlow lhrough lhe valve pa\sage, lhe n:gion delimllcd by travcr\CS 
3 and 4. cxpcrienccs drffcrent mode\ a\ lhe valvc hllr\ rncreascd 
For \mail hfts (Ud<().07) lhe no" ' ' auached 10 thc "alls of lhe 
valvc passagc and lhe cncrgy loss rs marnly associated wrlh 
vrscous tncuon. lncrcasrng lhe Iiii slightly {0.07<Ud<0. 12) 
causes the Oow lo separatc trom lhe valvc surtace. reducrng the 
arca of passage and lhe dl\charge cocffic•cnl as 3 con,equcncc 
Funher dl\placcmem of the vahc (0.12<lJd<0.17) resuhs rn lhe 
now scparaung from thc valvc seat surfuce as well, crcating a free 
JCl Oow and even smaJier arcas of p•1ssage. Finally. 31 higher lirts 
(Ud>O.I7) lhe separatcd now region on the vai vc surfacc r\ 
eventually suppresscd and lhe drscharge coetficrem becomes 
agarn dependem on lhe 'rscous fricLron close LO lhe valve surface. 
Naturally, the precise hh in which lhe aforementroned now 
modes Jre presem vane\ according to lhe valve system geometry 
and. mdecd. some of thcm may C\en not appcar. 

Cons1denng lhe wrde range of rotauonal speed) and valve h fi~ 
in typrcul IC engmes. ii as clear 1hn1 an opumum portlvalvc 
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design requ•rel> an C);lensrve knowlcdge of how the drscharge 
cocfficrcnt as affccted by the intakc sy!>tem geometry a1 dillcrcnt 
work condiLions. Furthermore. sincc turbulence has n mnjor cffccl 
on lhe combusuon proccss ll 1s nlso rmponnnt 10 understand how 
turbulence i-. gcnerated during the mtakc proccs!; 

Thc marn obJecuve of lhas work rl> 10 inve~ugate numcncally 
lhe turbulent flow lhrough lhe valvc system for a small valve hfl 
condition (Ud=0.05) usmg thc Low Reynolds Numbcr 
k-E modcl proposcd hy Launder and Shruma C 197-1) 

Go\man and Ahmed ( 1987). Na ser (1990) and T.;u• and Lec 
( 1992) have also rnvesugated thrs tlow geomctry. Gosman and 
Ahmed ( 1987) adoptcd in 1hci1 analysis lhe Hrgh Reynolds 
:-.lumber k-t model dcvcloped by Laundcr lll1d Spald10g ( 1972) 
On lhe other hand. N3ser ( 1990) and T!.Ul llJld Lce ( 1992) used a 
Two-La~er model and the l hgh-Rcynold~-Numhcr k-t model, 
respectively, wnh lhe dissipntion cquauon hc10g modrl1cd 10 
make ii more sensitive 10 irro1a1ional stresse~. This pracuce was 
put forward by llnnJahc and L:Junder ( 1980) bul in lhe prel>enl 
Oow srluauon showed 10 produce unrcalisuc re~uhs in lhe IO· 
cylindcr rcgion (:-.laser, 1990). For l>mall lifl. ali works rcponed 
numencal results of dischargc coefl1cicnl Cd lower lhan lhe 
expenmental data. Some of Lhe authors havc aunbuted ~uch a 
differencc 10 e\ccssrvc levch of turbulencc pred•cted by lhe 
turbulence modeh m lhe valve passage. whrch rncreased lhe shc:Jr 
stre~s nt Lhe wall. 

ln lhas work the rs~uc of lurhulcnce levei rn the valve pa~~age 
for l>mall lifls rs funhcr rnvesug:ued consrdcnng lhe strong 
accclerauon field 10 1ha1 regron. ln such !>Huauon), turbulcncc 
may degeneraLc and lhe Oow 10 rcach a condiuon of 
laminarizmion (sec for rnstancc Jones and Launder, 1972a and 
Patel and Hcad, 1968). The Lurbulence modcl of L:~undcr and 
Sharm:J (1974), hercafter denoted by LS k-E modcl. was 

developed wilh lamrnanzalion 10 m10d and therefore IS adoptcd 
here. Thc performance of thc modcl is assessed herc with Lhe help 
of comparisons betwecn numencal resuhs and Lhe experimental 
data ot Gosman and Ahmcd ( 1987 ). 



TURBULENCE MODELING 

Duc to its robustness, economy and acceptable results for a 
considcrable amount of nows the k-E turbulence model is one of 
thc most commonly used approachcs for lhe solution of rurbulcnt 
nows in internal combustion cngincs. ll makes use of the conccpt 
of eddy viscosity to relate the Reynolds strcsscs with mean 
velocity grndients in an analogous way to the Newtonian 
relationship for laminar llows, i.e., 

- [au auj] 2 
UjU f = -V1 -

1 +- + -Õ; k 
· àx· êlx· 3 J J I 

(I) 

where oij is the Kronccker delta and lhe kinetic energy of thc 
turbulent motion. k, is dcfincd as k = (U,O.) /2 . 

Thc avcragcd Navier-Stokes cquations with the Reynoldl. 
stresscs modelcd via the eddy viscosity conccpt can be wriuen as 
follows: 

au, 1 a ( 2 ) a [ [ au, au; ]~ UJ-=---- p+-pk +- Yerf -+-
ax J p ax; 3 élx J ax J ax, 

(2) 

where the effective viscosity V0rr (= v + v,) is the sum of the 
molecular viscosity v and thc eddy viscosity v,. The eddy 
viscosity is evaluatcd in terms of lhe turbulence kinetic cncrgy k 
and its rate of dissipation, E, i .e. 

k2 
v, =ciiE (3) 

ln Lhe Low Reynolds Number version of lhe k-t model 
proposed by Launder and Sharma (1974) thc turbulence kinetic 
cncrgy k and its dissipation E appearing in (3) are obtained from 
lhe following transpor! equations: 

[ ] ( )

2 
àk a v, · êlk 2 _ C>k112 

uJ-=- (v+-)- +v,s -E-2v --
êlxJ axj ok àxJ àxj 

(4) 

and 

al a [[ v, ~Ê J t 2 UJ-=- v+- +ct1-v1S + 
ax J ax j o( êlx J k 

-2 ( au )2 -ct2 !_+2vv, __ J_ 
k axmêlxn 

(5) 

where the Prandtl numbers for turbulent transpon in the k and E 

equations are empirical constants; ak =1.0 and a, =1.3. On thc 

other hand, S2 = 2S;;Saj and S;J js thc rate of strain tensor. 

TI1e parameter cd is cqual to 1.44 whercas cfJ and ct2 are 

cxpressed as a function of thc Reynolds numbcr of turbulcnce 

R1 (= k2 I ve) through thc following relationships: 

Ccl = 1.92 [ 1-0.3 cxp(-R~>] (6) 

c11 = 0.09 cxp[- 3.4/ (I+ R, /50)2] (7) 

For computational reason, cquation (5) is solved for a differcnt 
conccpt of dissipation, Ê • defined as 

~uin 

Cytinder 

Figure J. Flow geometry and computational grid. 
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(8) 

Usmg rhrs, a valuc equal to tcro can bc assigned to the quantity 
E at soltd wall boundaries s1ncc the second term in the right sidc 
o( equa11on C8) "cxactly equ1valent to thc energy d1ss1paúon rate 
E 10 the nc1ghborhood ofthc w:~ll. 

The last term in cqu:uion (5) has no phy~ical gmunds and wa!> 
added by Jones and Launder ( 1972) to produce Lhe l.1netic energy 
profile ncar sohd boundanc~ in agreemcnt w1th experimental 
data. 

Boundary çons.huon~ Thc mean velocny and turbulencc 
kmellc cnergy pmfilcs necdcd at the mlet boundary of the 
soluuon domam werc 1ntcrpolatcd from thc availablc 
expcnmcnral data of Gosman and Ahmcd t 1987). whereas thc 
d1ssipa11on profilc was esum:ued trom the assumpúon of 
turbulcnce-energy cqu1libnum \13 a Standard ramp funcuon 
(Laundcr and Spakhng, 1972). ln thc plane of symmetry. the 
nonnal veloc1ty and lhe normal gradienh of ali other quantit1cs 
wcre ~ct to Lere>. The tlutd ex11 boundary was locatcd far enough 
down\lrcam that a condillon of parabohc tlow could bc assumed. 
At the solid bound:mes the condlllon of no-slip and impenneable 
wall boundary condition were unposed for the veloc1ty 
components. that 1~. U=V=O. "-ILh calculauons bc10g e.xtended up 
to thc walls acro~' lhe v 1 ~cous !>uhlaycr. For thc turbulencc 
quanllllcs k and r a vtllue cqunlto zero was set atthe wall. 

lt shuuld bc mcnuoned that in ordcr to specify the inlcl 
condllton for c accordmg to the ramp runcuon onc necd~ 10 
know thc boundary layer th1ckness S. Unfonunately, lhts canno1 
be derlvcd with precision from the cxpenmental data of Gosman 
and Ahmcd ( l9R7) nor h.t\ 11 been st.ltcd 10 their worl.. 
Ne.,enheless. from expcnmcntal data of mean veloclly and 
numencal result~ of length scale Ir contours presentcd in Gosman 
and Ahmed ( l9!l7) and Nascr { 1990), 11 was concluded the 
boundary layer thickness at each onc of the walls to bc 
approxtmately I Q-15 lk of lhe pon hydrauhc radtus (te d111;!). 

NU~ERICAL METHODOLOGY 

'TI1c govermng equauons were discrcii7Cd via the finite volume 
method The rc~ulting system of algebrnic cquations was solved 
ustng the Gauss-Setdcl method and lhe SIMPLE algonthm. 

Figure 2. lsobars at lhe valve passage entrance: 

(P -P,n )/(pU~) 

ln the finite volume method. schemcs for the discreuzauon of 
the convection transpon can be of primary tmportance on the 
accuracy of lhe numerical resuhs. ln the present work. the 
convection schcmc QUJCK of Leonard ( 1979) was adopted in thc 
solution of thc momentum equations. yielding o sccond ordcr 
accur:~cy for thc rn1erpol:1ted values. On the othcr hand. due lo 
numcricru mstab1h1ies caused by lhe unboundedness of the 
QUICK schemc the Powcr Law Diffcrencmg Schcme (PLDS) h~ 
been applied to the tr:~nspon equations of lhe wrbulcnce 
quanlllies. Nevenheless. lhere is some evtdence <Craft. 1991) that 
10 thc case of 1he~ cquat1ons lhe soun:e tenns are dommant, wnh 
the convecttvc terms playrng a secondary role. 

Ol much hclp in the grid rcfincmenl process was some 
e\tdence of the dtscretizauon nccded for the analy5ts and mJde 
avatlnble by lhe works of Gosman and Ahmed ( 1987). Naser 
(1990) and Tsut and Lec (1992). The resulung grid. shown 
panially in Figure I. is more relined than thosc adopted rn the 
aforcmentioned works. 

RESULTS 

ln th1s secuon thc mam rcsults obtamcd wilh thc LS k-t: modcl 
are shown. The Reynolds number constdcred for thc present now 
situation is approx1ma1cly 25,000 and ts defined as Re = Uon d,/ 
v. where dH 1s the hydrauhc pon dJameter and U., ts the veloclly 
a1 lhe mlet of the port ducl 

Figure 2 shows a strong favorablc prcssure gradient ficld 
as~ociated \\llh lhe now accelerauon at th.: mlct of the vahc 
P~'agc. ln Ftgurc 3 results of !>klll fricuon cocffic1ent along the 
valve and pon ~urfac~ re,eal that no separat10n occurs tn the 
valvc passage although a smnll recirculating region on the volve 
crown can bc noticed. Thcsc rcsuhs are m accordancc \\1th lhe 
expcnmental data of Go~man and Ahmc<l ( 1987) and mcan that 
the tlow in thc valve passage i~ expected to be dominatcd 
prirnarlly by lhe wong pressure field and viscous cffects. 

An intcrcsung feature shown m Ftgure 4 1s the surge or 
turbulence ktncuc energy nghl in lhe core rcgton at thc va1ve 
pas~agc entrance. There lhe turbulence kinetic cnergy in1cnsi1y is 
seen 10 reach values grearcr than 5% bcfore thc tlow actually 
enters the valve passage. h IS well known thal convecuon 1\ the 
moM tmponant 1ranspon mechanism 111 thc core reg1on along thc 
pon. Hence, turbulence intenstty at the valve pns,age entrance 
may prove to be greatly affected by the turbulencc inlel 
condtuon. 

As dtscussed prcviously 1here 1s a considcrahle uncenamty 
associated to the mlet condllion of e since lhe boundary layer 
lhtcknc!.s evolvcd for ils evalu:ll ion ts not known precisely. Hcrc, 
for the purpose of scnslltvlly analym two inlel condtt ions for E 
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Figure 4. Vclocity vcctorl> nnd turbulencc kinctic encrgy intensity ( kv2/ U,n) contourl>. 

were tested by using vnlues of õ accordtng 10 õ, = 0.050 dH and 
õ, = 0.075 dH. The rcsultmg turbulcncc quantay prolilcs for the 
two conditions are compared al traver~c~ 3 Jnd 4 a~ ~hown in 
Figure 5. For cons1stcncy wah lhe mca~uremenls of Gosman and 
Ahmcd ( 1987) the Reynolds shcar strcss üV at travcrses 3 and 4 

~~ transformed to the di recuons parallcl and normal to thc valvc 
and valve !.Cal surfaces. The result~ ~how that m1nute d1fferences 
of turbulcnce 111 thc core regwn may ongmate large turbulence 
mtcnsay vanauon funher do'Wnstrcam 111 lhe valvc passage. 
Addn.ionally, 11 !>hould be nouced thal the 1.Jnet1C cnergy 1ntcnsity 
111 the 111-cyhnder reg10n 1s a result ot both turbulence levei at the 
vai ve exn and shear orig111ated by thc JCl be1ng issued 1n1o lhe 
cylinder. As far as thc tin,l parameter i~ concerned, the present 
work shows 1ha1 the correct pred1c1ion or turbulence mix.ing in 
the in-cylinder rcg10n cannot be nch1eved without knowledge of 
the turbulence levei at the pon 111let. 

Despite the dramntic vnriation obscrved for the turbulencc 
levei in lhe core region. it cun be obscrvcd from Figure 5 lhat 
vinual ly no diffcrencc occurs in thc results clo~e to thc port anú 
volve seat surfaces, where lhe Reynold~ ~hear ~t re~~ levei is found 
to be very low. 

Jones and Launder ( 1972b) found thal dcpenúmg on the leve] 
of accelerat1on. defincd as 

K = ..::._ dUa 
ub Tx 

(9) 

\\ hcrc Ua IS a free-stream value of mean velocny, the only 

possible soluuon with thc LS k-E model for values of K greater 
lhan 3.2 x I 0-f> IS the latrunar one. That IS tosa) that. regardlcss of 
thc inlct condiuon, 1f the flow undergoes a constam K 
accclerauon greater than 3.2 x 10 ~ turbulence will progress unlll 
complete dccay to laminar rcg1me. Thi~ i~ appro.~1mately in line 
wlth experimental cvidence (Joncs and L.1under, 1972a). 

ln Figure 6 value~ of K are ploncd along three grid lincs. The 
definition of free-stream used 111 C4Ut1t10n (9) 1mplies that the 
acceleration factor should be mdcpcndcnt of lhe s1ream-funcuon 
contour. Obviou~ly, th1s condltlon ~~ not perfcctly met here but 
ncvcnheless. vanations are not so exccs~ive that 11 cannot be used 
for lhe present purpose. The ma111 fcaturc obscrved from Figure 6 
is that the criucal value of accelcrauon c1ted by Joncs and 
Launder. K..-r =3 2 x I O~. • ~ reached m1dway 111 the pon and then 
it increases by 40 lime~ as the flow approaches the valve 
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Figure 6. Accelerotion factor along lhe pon reg•on 

entrance. The occeleralion verilicd t11 lhe valvc entrance means 
lhat lhe turbulcnl stresses are destroycd in lhe proximi1y of lhe 
valve se:11 ~urfacc, as can obscrvec.l in Figure 5. The sarne trend 
should be expected close to the chamfcr on lhe vaJve surface. 
whcre lhe flow also undergoe~ strong accclcrauon. 

h should bc mcnlioned at this pom1 1ha1 despue lhe sensitivity 
shown by lhe lurbulcncc quantJIIes. compansons of velocity 
prolilcs rcvealcd thal the velocuy now licld m the pon and valve 
passage JS no1 affected by Lhe miei condJIIon of E. This result 
remforces the hypolhesis tha1 viscous and pressure grad1en1 
cffecb are dommant for 1his flow si1ua1ion. 

ln F1gurc 7 numerical rcsults of mcan vclocity components in 
lhe oxial and radial direc1ions (U/U,. and VIU.,. rcspccuvely). 
wrbuleoce kinelic energy iotensity (k'':/Uon) and Reynolds shcar 

J>lrcss ( uv/U~0 ) are comparcd wuh expenmental data at traverses 

I and 4. lt has already been shown 1ha1 a mmor change in lhe 
1ole1 boundary condJLJon of E rcsults in totally d1ffcrent leveis of 
1urbulence 10 lhe valve passage. Thcrcforc, 10 lhe comparisons 
presented 10 F1gure 7, oumerical results for both mlet conditions 
werc 1ocluded as a remmder 1ha1, concem1ng pred•ction of 
turbuleoce quanuues, unless the uncenaioty relatcd to lhe inJet 
cond•uoo is ehmmated one cannot drow any rcliable conclusion 
on lhe pcrformonce of turbuleoce modcls m small vai ve li fts. 

At tmverse I lhe peak of the U-vclocily compoocnl elo se to the 
pon surface IS underpredicted by lhe model and might bc related 
to thc SII.C of lhe separating now reg1on calculatcd close to the 
valvc crown not being in accord wilh 1ha1 present in lhe 
expcnment of Gosman and Ahmed. At lhe exit of the valve. 
traverse 4, thc levei of agreement bctwcen prcdicuons and 
measuremeo1s are found to be sausfactory. 

Table I presents values of diSChargc cocffiCJCnt cd predicted by 
Gosman and Ahmed (1987), Naser ( 1990) and Tsu1 and Lee 
( 1992) comparcd to the resuh of the present analysis and the 
cxpcnmental data of Gosman nnd Ahmed ( 1987). The 
aforemcntioncd authors have reponed numerical results of Cd 
lypically 7% lowcr than the experimenwl dato and atLributed the 
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d1ffcrcnce to exccssivc leveis of turbulence pred1cted by lhe 
turbulencc models in the vaJve passage, wh1ch 1ncreased the shear 
stress atthe wnll. ln the presenl analys•s the LS k-e model, which 
was developed with acceleroted flows m nund. seems to take 
propcr accounl of the destruction process of üV closc to the 

valvc passage surfaces and thc calculaled is within the 
expcnmental uncenainty range (estimatcd to be 3% by Gosman 
and Ahmed). 

CONCLUSIONS 

ln 1h1s work lhe LS k-c model has bcen opphed to lhe 
predJcllon of a strongly accelerated turbulent flow in a port/vaJve 
asscmbly of IC motor cngmes that typ1cally occurs for smaJI hfts 
m thc early opening of the valve. The performance of the model 
has been assessed through comparisons between numerical 
prcdicllons and experimental data. 



Table l. Mea~ured and prcdicled discharge coeflicients, Cd. 

Experimental data (Ahmed, 1987) 0.63 
High Reynolds k·e model (Ahmed. 1987) 0.57 
Two-laycr model (Naser, 1990) 0.61 
Modified High Reynolds k-e (Tsui and Lee, 1992) 0.59 
LS k·e model <present work) 0.63 

The dramauc reducuon of the flow passagc arca at the volve 
passage entrance crentes a strong accelcration field und high 
shear laycr that is prominent even in the core region. h wus found 
that production ol turbulence kinetic energy levei predicted by 
the turbulence modcl tn such flows is extremely sensilive wilh 
respect to the inlct boundary condition of 1urbulence quantittc~. 
Gosman and Ahmed ( 1987) verified substantial discrepancies 
bctwccn prcdtctcd and meru.ured leveis of turbulcncc in such 
regtons and suggestcd thnt they were caused by lhe mabihly of 
the High Reynolds Number k·E model to take propcr account of 
the steep accelerauon and the aswciated decay m both kmeuc 

cnergy k and shear Mress uv observed in the expcnment 
Although thts hypothcsts cannot be discnrded tn tts totahty, it is 
firmly establtshed hcre that the inlet condition has a strong effect 

on the calculated levei of uv and k. Therefore, results for 
lurbulence quanllties lll this range of valve lift wtll not be very 
conclusive unless lhe uncerlainty involved in the prescriplion of 
lhe inlet condiuon ~~ grcatly reduccd. 
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Finnlly. it has been found thal the acccleration the flow 
undergoes as it opproaches the valve entrance causes the 
Reynolds shenr s1ress to drop considerably close to both walls in 
lhe valve passuge. The LS k·E model adoptcd in thts inves1ig:111on 
predtcts such a decay of turbulence and a dtschargc coeffictent 
that is wtthin the expenmental uncCitamty. 
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R[SUMO 

Em trabalhos cxpcnmenta1s, onde os efeitos de curvatura se fazem presentes, constata-se que as fronteiras 
sólidas com curv:uura convexa exibem uma influência de estabilização, reduzindo a energia cinética turbulenta. 
Por outro lodo, um comportamento de desestabilização é encontrado nas fronteiras com curvaturas côncavas. 
Modelur estes efeitos é um desalio nos modelos de trubulência. No presente trabalho compara-se a capacidade 
de Simulação do modelo K·E de renormalização de grupos, RNG, contra dados experimentais de um 
e~coamento cm uma curva de 90 graus c um modelo de referilncia, o K-E padrão. O escoamento é caracterizado 
por duas camadas limites se desenvolvendo JUnto às paredes de um duto de seção retangular com um Reynolds 
de 224000. A solução num~nca das equações de transporte foi obtida utihumdo-se um código comercial 
(PHOENICS) com uma malha de 90 x 140 volumes de controle, sendo 140 na direção do escoamento. As 
~tmulaçõcs mostraram que para Reynolds elevados, os modelos K-E e RNG não diferem entre SI 

stgmlicauvamente Além dtsto, comparando-se com os dados expenmentais. con~tatu-sc que os modelos 
con egucm reprodu/Ir uma atenuação da turbulência JUnto a parede convexa pon!m com resultados divergindo 
acentuadamente perto da parede côncava. 

• PUC 
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l.INTRODUCÃO 

Escoamento em duto~ curvo~ tem atmido a atenção da 
comunidade científica desde a década de 10 se considerarmos 
como pioneiro os trabalhos cxpcnmenta1s de med1da do grad1ente 
de pressão reahzado~ por Eu~tlcc cm 191 O. Uma das pnncipais 
camctcristlca~ dc~te tipo de cltcoamcnto, cm canair. de seção 
circular ou rctangulnr, ~ a formação de um par de vórtices 
sunétricos transversai~ ao escoamento pnncipal. Este escoamento 
secundáno surge do dcseqlll llbrio entre a força centrífuga e o 
gradiente de prel!silo próximo ~s paredes. Dean ( 1927 c 1928) 
obteve uma solução analftic:1. util izando técnica de perturbação. 
Neste estudo o escoamento secundário foi considerado como 
sendo uma perturbação do escoamento de Poiseuille. Motivados 
pelas aplicações industriais cm diversas áreas entre elas: 
máqumas térmtcns c hidráulicas, trocadores de calor assim como 
cm estudos bá!.icos do fenômeno, d1versos trabalhos surgiram. 
Berger et a(., ( 1983 ), Nandakumar & Ma~liyah ( 1986) e I to 
( 1987) fazem uma revisão bibliográfica detalhada dos estudos 
realizados em dutos curvos. 

uti lizando-se de um tcrmo-anemõmetro, mediram as grandezas 
turbulentas no escoamento cm desenvolvimento do ar em um 
canal curvo de 90 graus com scção transversal retangular e razão 
de aspecto 6: I. 

Apesar de se const1tu1r uma geometria relativamente simples. 
estudos experimentms c numéncos do escoamento em canais 
curvos em regunc turbulento. segundo o levantamento 
bibliográfico realizado. são poucos. Su c Fricdnch ( 199-H. 
utilizando-se da técn1ca de S1mulação de Grandes Escalas (LES), 
obtiveram o campo de velocidades e os contornos de vortic1dade 
para o escoamento completnmcnte desenvolvido em um canal 
curvo. Luo e Lakshm1namyana ( 1997), tncorporando diferentes 
versões do modelo de tensões de Reynolds e do modelo !C-E 

padrão, obtiveram os perfis de veloc1dade média e as tensões de 
Reynolds cm canais curvos de 90" e 180°. Humphrey e r af. (I 98 1) 
estudaram este tipo de escoamento utilizando-se de anemomclria 
Laser-Doppler para obter as componentes da velocidade e os 
tcnsorcs de Reynolds para números de Reynolds (Re) e Dean 
(De) de 4.0x 104 e 2.6x 104

, respectivamente. Kim e Patel ( 1994), 
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Nos trabalhos e'penmentms. onde os efe1tos de curvatura 
estão presente~. ficou constatado que fronteiras sólidas com 
curvatura convexa exibem uma inOuência de estabilização, 
reduzmdo a energia Cinética turbulenta. Por outro lado, um 
comportamento de desestabilização é encontrado em fronte1ras 
sólidas com curvaturas côncavas. As diferenças entre as duas 
curvaturos não apresentam a mesma magnitude. porém são de 
sinais oposros. Representar estes efeitos com precisão vêm se 
constituindo um desalio aos modelos de turbulência. 

U.,= 16 mls 
v= 1.45 1 0·~ m2/s 
H =0.203 m 
Re11 = 224000 
R,=3H 
R0 =4H 

0.511 

0,5H 

4,5H 

U., 

Fig. I - Represemação esquemática do canal curvo. 



Quer-se. com este trabalho, acessar a capacidade de 
simulação do modelo K-E de renormalização de grupos. 
denominado por RNGKE (Yakholt et ai. 1992) em 
escoamentos turbulentos com curvatura. Para tanto. dispõe-se da 
base de dados experimentais de Kim c Patcl ( 1994), a qual foi 
obtida na configuração representada esquematicamente na Fig. I. 
Além disto, os resultados numéricos também são comparados 
contra aqueles obtidos do modelo K-E padrão. denominado por 
KE (Lau11der e Spalding, 1974), aqui tomado como uma 
referência. 

2. MODELOS DE TURBULÊNCIA 

Os modelos KE e RNGKE são derivados a partir das 
equações da conservação de massa e da quantidade de 
movimento. Em notação cartesiana-tensorial para um flutdo 
incompressrvel e ISOtérmico em regime permanente, já levando 
cm coma as médias temporais e para altos números de Reynolds, 
as equação ficam: 

(pu.),=o (I) 

~u 1u;}J =-P1 -~u 1u J)J (2) 

onde U é a velocidade média, Pé a pressão e p u,u 1 é o tensor de 

Reynolds. 
Utilizando-se o conceito de viscosidade turbulenta de 

Boussinesq. V1, pode-se correlacionar o tensor de Reynolds com o 
tensor médio das deformações no nuido: 

u;ui =-v4(U;.J + uJ.1 )+~K ·S;.J . (3) 

onde K é a energia cinética turbulenta e S,1 é o delta de 
Kronecker. As diferenças entre os modelos KE e RNGKE são 
apresentadas de forma suscima a seguir. 

2.1 Modelo IC-E padrão (Launder e Spalding, 1974) 

A viscosidade turbulenta v, é obtida em tennos da energia 
Cinética turbulenta e da dissipação: 

K2 
v4 =CJ.l--;-

onde C SJ = 0,09 é uma constante experimental. 

(4) 

Por sua vez, a energia cinética turbulenta K e a dissipação E 

são determinadas pelas equações de transporte. Eqs. (5) e (6): 

(pU,K)1 =(p ;~ K; l +p(PK-e). (5) 

(pU,e), =(p~E; J +p~(C1r.P~: -C2r.e), (6) 
Oe ' K 

onde P,. é a produção de K via tensor deformação. Eq. ( 7): 

P, =v,(u,.1 +Uj .• )u ,.j, (7) 

e as constantes experimentais: Ok, Or, c,( c C2r são. 
respecu vamente: 1,0; I ,3; 1.44 e 1,92. 

Deve-se destacar que este modelo só é aplicável para 
escoamentos completamente turbulentos. Próximo às paredes, 
onde efeitos viscosos são dominantes. não é aplicavel. Isto coloca 
uma dificuldade para se prescrever as condições de contorno das 
equações em fronteiras sólidas. Este problema é resolvido 
utilizando-se das leis de parede, que fazem uma ponte entre a 
fronteira sólida e o escoamento turbulento. Apresenta-se, na 
seção 2.3, o proccdtmento paro a Implementação das condições 
de contorno. 

2.2 Modelo K·E RNG (Yakholl et ai. 1992) 

No modelo K-E padrão os coeficientes são constantes e 
determinados por meio de um conjunto de experimentos samples. 
A utilização destes coelicientes apresentam bons resultados para 
a maioria das aplicações. contudo não são universais. Atribui-se, 
com frequência, a má performancc do KE à equação de 
dissipação por conter diversos termos empíricos. Uma melhora 
substanCial na perfomancc foi obtida com a inserção de novos 
termos ou correções. (Rodi and Scheuerer, 1986 e Lauder et ai., 
1977) porém não conferiram uma universalidade ao modelo. isto 
é, suas aplicações se mostraram dependentes da n:llureza do 
problema. 

Yakhot et a/ (1992) derivaram um modelo 1(-E, onde ru. 
constantes são determinadas analiticamente, baseado-se no 
método de renormalização de grupos (RNG). Devado a sua 
fundamentação matemáuca. quando comparado à abordagem 
semi-empírica do modelo K-E padrão. argumenta-se que o 
RNGKE apresenta uma maior aplicabilidade. Basicamente. o 
modelo RNGKE difere do modelo K-E padrão em dois aspec10s: 
nos valores das constantes. Eq. (8) 

(oK.oe,C 1e.C~.c11 )= 
(8) 

(0,7194: 0,7194; 1,42; 1.68; 0.0845) 

c na adição de um termo fonte na equação de transporte para a 
dissipação, R: 

c1111
3(1- n/ ) ? 

R = / no e~ 
I+ 13113 K ' 

(9) 

onde ,.,, = 4,8, 13 = 0.012 e o parâmetro adimensional, n. é 

definido por: 

n =S~ 
e' 

~ I 
s=(2s11s,,)!. s,,= 2(u .. ,+u1 .. ) 

(10) 

A introdução deste termo fonte adicional à equação da 
dissapação vem suplantar uma das inconsistências do modelo K-E 

padrão em algumas simulações. 

2.3 Condições de contorno 

Tomando-se como referência a Fig. I, a condição de 
entrada ocorre na estação U 1• Nesta seção, as velocidades U c V. 
assim como K. são aqueles obtidos por Kim e Patel, 1994. Já o 
perfil da dissipação é estimado por meio da função degrau na 
região próxima da parede (lei log): 
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eX Kx 
E=----'-~--

K y 
30~~~100, 

v 
(li) 

onde K é a constante de Von Kármán, K = 0,41. c y é a dtstância 
da parede. 

Nas paredes ~óhdas, tanto as velocidades como K são 
avaliados, no pnmeiro nó da malha. utilizando-se as funções de 
parede, Eqs. { 12) c ( 13): 

-=-Ln- +5.1; u I [u y] 
u. I( v 

I. \1 
K=~ 

JC: 

{12) 

(13} 

A dtsstpaçüo é avaliada pela Eq. (li). As Eqs. (li) a ( 13) são 
calculadas cm y. que cxpres~a a thstiincia normal da parede ao 
primeiro ponto du malha. 

A ~eçâo de \arda do domínio computacional localiza-se cm 
O~. \'CJa Ftg. I Por constderar 3 estação 0 2 sufictentemente 
afastada da sruda da curva, e~tação 0 1, assumtu-se o escoamento 
cm 0 2 localmente parabólico: ê)U/ê)x = ê)Y/ê)x = (}KfClx = 
()Ef()x =O. 

3. SOLUÇÃO NUMÉRICA 

A ~olução numénca das equações de transponc f01 obtida 
uuli1ando-se um t~óthgo comercllll. PHOEN ICS versão 2.1 de 
1994. O código resolve a forma elíptica das equações de 
conservação de massa, quantidade de movtmcnto e das 
quanudJdes turbulcma~. K e E. por mc10 de uma dt~crcutação de 
\Oiumes finuos. Um e~quema híbndo de dtfercnc.ação f01 
ullh7.,ado para o~ termo!> con\'ecuvo:. e o algontmo de correção 
empregado f01 o SIMPLEST (Spnlding 1994), acoplando os 
campos de velocidade c de pressão. 

Tom..tndo-se como referência a Fig. I. o domínio 
computaCJonal está compreendidO entre as cstaç~ U1 e 0 2 e 
tamhém pcl~ paredes que formam o canal. A malha empregada 
possu1 90 volume~ de controle na d1rcção y e 140 na d1reção x. 
Ela é cons11tu1da por três hlocos: um com 90x35 volume& 
antecedendo a seçào curva: outro constitui-se pela própria curva 
com 90x 70 volumes c outro a JUSante da curva com 90x35 
volumes. Esta malha mostrou-se adequada às Simulações. uma 
vc1 que testes com malhas ma1s refina~ foram conduzidos e 
revelaram alteraçõC\ tnfenorcs a I~ no valor de K. Um cu1clado 
particular foi tomuuo com o espaçamento da malhtl na direção y. 
A distância do centro do primc1ro volume de controle à parede 
ficou cm 40 < y• < 70 cm toda n e'tensão do canal garantindo a 
apltcab1ltdadc da lct de parede. onde y~ = u"y/v 

4. RESill~TAOOS 

o~ resultado\ experimentais c numéricos do escoamento 
dcscnto na F1g. I são apresentados em termo~ dos perfis de 
'cloc1dade U. da cnerg1a cméuca turbulenta K c das tensões 
c1salhantes e norm:lls para trê~ cstnções, U~. 45'' e 0 1, com o 
Reynolds baseado na largura do canal de 224000. 

A Fig. 2 mQstra os perfis da velocidade longitudinal U. O~ 
dados cxpcnmenta1s rcvel3m que na estação U1 o escoamento 
tem um componamcnto típ1co de camada ltmite. perfil de 
'cloc1dade plano no centro do canal com gradientes próximo às 
paredes. Na cMação 45 · a velocidade na parede convexa é maior 
que a da parede côncava como prevê a teona de cscoameno 

potencial. Fmalmente na eMação o., obsena-se uma camada 
ltmne mais espessa na parede convexa do que na côncava. Isto ~ 
consistente com o cfctto causado pela curvatura côncava que age 
no ~cntido de aumentar a turbulêncta c, consequentemente. um 
aumento da tensão na parede. Os modelos KE e RNGKE 
apresentam perfi~ de U semelhantes c igualmente satisfatórios 
com os dado~ experimentais. 
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Fig. 2 - Perfi~ de velocidade longitudinal U Legenda das linhos: 
o - Expenmental. - KE e • • · RNGKE 

A cnergta cméuca turbulenta K é mostrada na Fig. 3. Os 
re~ultado~ cxpcnmentaJs revelam na estação U2 um escoamento 
\imétrico com camada~ limites se desenvolvendo de fonna 
similar nas duos paredes. Porém, uma inspeção nas estações 45" e 
0 1 revela que a curvatura causa uma substanctal modificação no 
eM:oamcnto JUnto às paredes. Como era de se esperar. K é 
~upnmido JUnto à parede convexa e amplificado peno da parede 
côncava. Em toda a extensão da curva os resultados dos modelo~ 
diferem muno pouco entre ~~. Entremndo. observa-se que cm Ul 
h:.1 uma boa concordância com o perfil experimental de K. Porém 
nas estações 45'' c 0 1, onde os efeitos da curvatura Já se 
manifestaram. uma relativa concordância ocorre somente na 
parede convexa onde há uma atenuação de K Por outro lado, 
JUnto à parede cõncava ambos os modelos falham em prever o 
aumento de K. 

O perfil do tensão de cisalhamento turbulenta, uv é mostrado 
na Fig. 4. Na seção a montante da curva, U2• os dados 
cxperimentrus revelam um perfil anU-slmétnco das tensões 
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turbulentas uv , compatível com o comportamento observado de 
U e K na mesma scção. Por outro lado nas seçõcs 45., c 0 1 o 



mesmo não ocorre. Tomando-se como referência o perfil da seção 

U2, os dados experimentais mostram uma redução de uv junto à 
parede convexa e um substancial aumento perto da parede 
côncava. Na estação DI este comportamento não se repete. Há 
um relaxamento das tensões junto às paredes devido a ausência 
da curvatura. Os modelos KE e RNGKE mostram uma moderada 
precisão junto à parede convexa. Mas com relação a parede 
côncava ambos os modelos falham. 

As tensões normais turbulentas, vv e uu estão representadas 
nas Figs. 5 e 6. Os dados experimentaiS revelam que esras não são 
isotrópicas, ou seja. são similares àquelas encontradas cm 

camadas limites bi-dimensionais: uu > vv . Enquanto que as 
estimativas das tensões normais junto à parede convexa são 
satisfatórias, divergem substancialmente na parede côncava. As 
discrepâncias entre os dados experimentais e aqueles produzidos 
pelos modelos persistem tanto para o KE quanto para o RNGKE. 
Esta deficiência em parte pode ser atribuída aos modelos se 
apoiarem hipótese de Boussinesq. 

o 
o .... 
X 

~ 
:::> --~ .._. 

o 
o 
T"" 

X -N.S 
:::> --~ ....... 

o 
o ..-
X -N.S 
:::> -~ 

1.0 

... J\ 
c o 

o 

o 
-l 'c) 

- J Estaçio01 o '/ 

0.0 -

1.0 ~ 
o o 

0.5 o 

Estaçio45o 

0.0 
o 

1.0 

\ '-'"' j 
0.0 -D-~·--r'r~ 

0.5 

0.0 0.5 
y/H 

1.0 

Fig. 3 - Perfis de energia cinética turbulenta K Legenda das 
linhas: o - Experimenral, - KE e - - - RNGKE. 

5. CONCLUSÕES 

O presente trabalho mostra a comparação entre os modelos 
KE e RNGKE em um escoamento turbulento incompressfvel e 
isotérmico em um canal curvo. O escoamento é bi-dimensional 
com um número de Reynolds. baseado na largura do canal, de 
224000. Adjacentes às paredes com curvatura côncava e convexa 
duas camadas limites se desenvolvem. O perfil de velocidades 
médias determinado pelos dois modelos coincide com os dados 
experimentais. Relativo às propriedades turbulentas. K c as 
tensões, pode-se dizer que ambos os modelos apresentam uma 

atenuação da turbulência junto à parede convexa mas sub
estimam a amplificação da turbulência junto à parede côncava. 
Neste escoamento com elevado número de Reynolds o modelo 
KE produz resultados similares ao RNGKE. Estas deficiências, 
em parte, podem ser atribuídas à reconhecida não isotropia que o 
escoamento apresenta. 
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SUt.~lARY 

ln th1s nrt1clc two turbulcnce models, the K-E standard and 
the renormalizauon group <RNG) K-€ are cvaluatcd for the•r 
pcrformance 111 an incomprcssible and JSOthcrmal turbulent 
boundary laycr dcveloping 1n a 90 degree rectangular duct. Thc 
now Reynolds number ach1eves 224000 and correspond1ng 
expcnmental data from lhe hterature are used for va!Jdation Thc 
numcncal soluuon JS obtruned from a finite volume discreuzauon 
of the conscrvation cquauons which are implemcntcd 10 a 
commcrcial now codc, PHOENICS. Thc mcan veloclly 
detcrmined by thc two modcl~ are quite sau~factory whcn 
compared againM the expcnmcntaJ data. Unfonunately lhe \ame 
can not be sa1d about the turbulent quanuues such a\ thc 
turbulenl kinetic cnergy and the assoc1atcd stresses. Thc 
numencal outputs of both modcls have reasonable accuracy 10 
prcdicting thc turbulence damp10g associated wnh the convcx 
watt but underpredicts the magn11ude of turbulencc amplificauon 
due to concavc watl curvature Considenng th1s h1gh Reynold~ 
now. the s1mple standard K-t model wllh wall funcuon~. 

prcsented Oow predictions Similar lO the OnCS delivered by thc 
RNG K-€. 
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ABSTRACf 

Non-linear 111rbulence models are knmv to perform better tlum classical eddr-diffu.fil•irv models due 
10 thetr ability to srmulate importam characteristics of the jlow. Turbulence-dnven secondary motum 
wul the effects of s treamlme cun·awre 011 wrbule11ce cannot be fui h accoumed for wlllt smrpler isotropt<' 
models. Motivated br the foregomg. tlus work presents first tire fundumemal ideas undu/ming ad1·unred 
non-linear turbulence models. Transport equauons for the mean and turbulelll field are tlre11 discreti~ed 

on a bormdary-fitted non-orthogonal coordinate system. Tire strategy ronceived for llllfii'OVing twmerical 
stabiliry is discussed upon. 

INTRODUCTION 

h IS well cstablishcd in the lrterature lhat cddy-diffusivity 
turbulcnce modcls <EDM) do not, on lhe whole, copc well wilh 
l>trong ~treamhne curvature whcthcr H ariscs from llow ovcr 
cur\'ed surface:. or 1mparted sw1rhng. And yet. turbulence-dnvcn 
sccondary motron and d1rectional effcct~ due to huoyancy cannot, 
duc to absence of information on rnd1v1dual stresses. bc s1mulated 
with EDMs. ln spitc of that, they are often used for engineering 
computations due to the numencal robustness obtamcd via its 
linear stress-stram rate relauonslup (Jones & Laundcr. 1972). 
Th1s d1ffus1on- hke approach makcs the numcncal soluuon stable. 
w1th lhe model cas1ly adaptablc to ex1sting computcr code 
urchrtcctures. 

Modcls involving other types of constitulive equat1ons have been 
lately developcd with the perspective of applying CFD to complex 
Oow~. These model~ :Um at a wider range of apphcabllrty, sirrular LO 
lha! of Reynold~ StrcSs Modcls (RSM. Launder et a/, 1975) whereas 
keeprng computauonal cost doY..n to EDM cost leveis. 

As menlioned, rn nows with substantial streamline curvaturc. 
linear models havc prcsented difficulties. To ovcrcome that. 
theoncs employrng other type of representation of mdividual 
Reynolds Stre~selJFluxcs. includrng add1Lion of non-hnear terms 
to thc basic consmuuve equation. try to capture the sens1trvny to 
Oow curvatures and buoyancy. a feature miss1ng rn bas1c EDMs. 

Developments in th1s arca can be roughly classified imo two 
major groups. The first onc comes from the dircct modeling of 
the Reynolds Avcraged Nav1er-Stokes Equauons (RANS 
equauons) with some approximauon for the net tran~pon of lhe 
\Lrcsscs ([Convecfloii)-[Dtffiwon ]). Wnh that. algebratc. instead 
of trwrsport cquauons, are dev1sed to pred1ct mdiv1dual stresscs. 
·n1csc algebra1c rclations can be either of an implicit 
characteristic lead1ng to the so-called Algebraic Strcss Model 
(ASM. Rodi. 1972. de Lemos & Seson~c. 1984,1985, de Lemos, 
1988). or else, rnvolve approx1mauons leading to an e.xpliclf 

expression for - pu,11
1 

(Warsi & Amlicke. 1976). ln both cases, 

thc ulgebrruc formulae are a direet conscquence of the RANS 
equations. 

The other maJOr approach 1~ U\ually of an ad-hoc nature and 
bas1c follow!> the procedure~ U\Cd in obta1nrng consti tut1 ve 
cquations for laminar now of non-New10nram Ou1ds (Rivlin, 
1957). Example~ are the works of SpeL1ale ( 1987), Taubec, 
( 1992). Shih cl ai. ( 1995). Yo~h11awa. A. ( 198~) Esscntially. the 
obscrved relatiOnShlp bet\\'een laminar now ot Vl~oclastic Ouid~ 
and turbulent now of Newtonran substances has mouvated 
devclopments 1n such directitln (Lumley, 1970). The basic 
advamage of this approach ove r thc former relie' un the achieved 
computational saving when comparcd to ASM~ Croughly 25-50CH 
lcss compuung ume). 

Motivated by the foregorng. this work prcsents the steps 
takcn to adapta non-linear constrtuuve equauon 1nto a boundary
litted coordrnate computcr code. Due to its advantages rn 
programming, the model of Spc.tialc (1987) b U\Cd hcre as thc 
bas1s of lhis work. 

TRANSPORT ANO CONSTITUTIVE EOUATIONS 

Thc fundamental llow govcming equations for can be wriuen 
as: 

Mass: di{ p-; )=O (I) 

Momcntum: dn{ p; U, - ~ )= su, (2) 

Scalar: div(p ~~-q: )=s, (3) 

-t 
where: t, in cquat1on (2) contarns the stre~~ acung rn the ,. 

direction, ::~nd s,, reprcscnts ali source term~. including the 

pressurc gradient and gravitatronal forces. ln equation (3) q, 
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rcprcsems the scalar quanuty. q. is its diffus1ve nux and s
0 

-+ -
represems the source or l>ink of q,. Exprcssions for t, . q, and 

s, are read1ly obtamcd as, 

(~) 

q = f gradp=-' --i - JJ(éJo-) 
• • a, ().\' 1 (5) 

àP 
s = --- P = p + PKII 

u, () v' ' (6) 

where. in cquation (5). a diffusion-m .. e expression has bccn used 
with lhe help of lhe transpon cocfficient r~. formed by thc 
turbulcnt viscosity Jl, gi vcn by 

kl 
, =C p-,., /1 e (7) 

whero m (7) J.. = ~ /2 IS thc turbulent l.mcuc cnergy per unit 

mass, e the diSSipauon rate of ( C~ is a constant and O'~ the 
Pr:lndti/Schmldt numbcr for ~· 

The constuuuve equauon prescntcd by Speziale ( 1987) bas 
hnear and quadrauc tcrms ln th1s work, only the first ot this non
hncar terms \\III bc cons1dcrcd for s1mphcuy ln addiuon, for 
case of progmmnung and to rctam thc onginal ~t res1.-strain r:11e 
relauonsh1p. the Reynolds Strcs~cs r,

1 
=-pu,u

1 
are d1vided mto 

two termJ. m thc fonn: 

r, J = (-f pkt5, I + pp, S, I r + 

(-c,J.I,;[s,ks4, -fsusuc5,Jr·L 
(8) 

(9) 

wherc C 1 a constam. 8,1 i~ thc delta Kroneckcr. thc superscript in 

the cqunuom, (8) and (9) md1catcs Lmcar and JYon-Ltnear 
contribuuon~ and: 

s,, - --+-- . -[a,, àu 1 ] 

a,, ih, ( lO) 

E~pandmg thc sccond tcrm '" equation (9) m us b•
d•men~tonal form (k= 1,2). onc h a~ 

(li) 

wherc: 

A, = àu, du1 + àu, iJu2 

J ax,a\, d\zÕ\,· 
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B = àu, iJu 1 + àu1 àu1 
IJ àx, Õ.I.J àJ.z a \2' 

c = au, àu, + àu2 àuz 
,, élx,a.,, a,, a,,· 

D = iJu1 àu, + élu1 àu1 

IJ dJ.I a \j Cl.l.
1 

dX} ' 

(12) 

ln equations { 12) u 1 = U ts the 1-dircction velocity componcnt 

and u1 =V il.thc component in the y-dircction. 

DISCRETIZATION OF MOMENTUM EOUATION lN 
GENERALIZED COORDINATES 

Grid Layout and Notation. 1lle numerical mcthod 
employed for d•scrcltling thc govemtng cquauon IS the comrol
volume approach For clanty. the figure below shows a typical 
comrol-volume and ent31IS ali notauon. distances and 1ndexing 
u~ed for tranJ.formmg thc cquauon~ tnto the ry-Ç coordinate 
system. 

y 

-+ ,, 
" hatla 

Ft~ure I: Control-volumc and notation 

X 

Wtth thc help of lhe figure abo,c. the followmg gcometnc 
d1stances can be tdenuficd 

Jx;=(xnr-'u), Jt~ ={.lr- .tp). 

dy~=(y~~r-r,r). ~~r~ =(rE-."r). 

J.Jx( =(.\M- 1n11 ), d .l; ::(.,...,- Tp), 

:1 ,.~ =(v - )' ) " ,.• - G· - l' ) "' - " • nt m' .4.1 , - ... • I' • ( 13) 



The vector form of the area of the control-volumc face~ ot 
easl and norlh are then given by: 

-+ -+ -+ 
A~= Li y~ i -.<1 1 ~ j 

-; --+ --+ 
(1-l) 

An =-Liy$ i +Li .I.~ J 

Momemlum Equations. For a general dependem 
variablc rp • m a stcady swte Oow. a discrcte form of equation (2) 
can be written as: 

I r +I" +I n +I I = stp. ( 15) 

where I e , 1 ... , I 11 c '~ are lhe ovcrall fluxe~ (convecllon plus 

d1ffus1on) of rp (e1ther velocity component) at the east, west. 

north and south control-volume faces. respcc11' ely. and ~ thc 

corrcspondmg source term. 
For the east face thc Oux can be written as: 

I r = J ( ll lp )dA • (li r ·lpe !Ar' 

A, 

(16) 

whcre Ar is the control-volume east face arca , "r IS the unll 

vector normal to A, and lfJr IS thc average 1alue of 1p 

pre1ailing ovcr A,. Also, for cohcrence 10 the discrciiLOIIOn 

process, one h as for nny nodal pomt P: ( 1 ... )p =-{ 1,. Av and 

(I I )p =-(I" Js . 
The numencal treatment of convecuon and diffus1on 

mechanisms are handled in separate. Whcn ( 15) IS written for thc 
1-d1recuon. lhe convecuon flux. JÚ, has contnbuuons from both 
faces east and north ~uch as: 

, c, = F, U., 
r 

1c,=F,.U,. 
" 

"hcre. 

F~ =pP~Jy~ - V~JI~J 
F11 =p[V11 .1x~ -U,.Jy( ] 

( 17) 

( 18) 

For the diffusive Oux in the sarne 1-di rection. ,Ur, one has for 
both faces cons1dered: 

( 
• -+) .... 

1;>• =- r11 i +r12 j ~·Ae (19) 

o J : --+) --+ 
I n ' = l r 11 I +r 11 J ".A, (20) 

Here. tn accordance with equation (9). the diffusion flux can 
be split into a linear and non-lmear parts as: 

( 

--+ --+ )/. --+ ( --+ -+ )NL -+ 
I~ · =- r11 1 +r11 j ". A~- r11 i +r12 j r .A, o r 

1388 

[~' = (tf• f +(tf• tL (2 1) 

Likewise for the northface . 

~~· =(,~· t +(,~·r· (22) 

Thc first tcrm tn equauons (2 1 )-(22) IS associatcd wtth the linear 
part of the consti tuúve equations whereas the second one with 
handle only non-linear terms. 

The veloci ty denvauves and cros~-denvauves with respect to 
x and )', appearing afler transforming equauon (8) 1nto the 
curv1llnear coordmate ~ystem Ç-ry, are obtamcd by takmg. 

- =--+---- - ----iJ U (} ( (} U i) IJ iJ U J [ iJ I iJ U i) I iJ U ] 
() X d t d ( (} .t q 1/ - J d IJ iJ ( rJ t; O IJ 

au a,, au aç au '['h au a, au] 
a;:=a;a;;+a; a ç =; a' a;; -a;;""i( 

where 1 1s lhe Jacobian of lhe transformauon defincd as. 

1 = !!__!__~-~~ 
a ç a 'I a 'I a ç 

(23) 

(24) 

ln ordcr to oblain discrete form~ of (21 )-(22). both the 
velocity derivative~ ano lhe Jacob1an havc to be approxJmatcd at 
faces .. e" and "n" of thc contrai volume of Figure I. Aho. for a 
general dependem vanable ip one ha\: 

( ~) .. lpr,- ipp ; ( ()<p) IPnr rp._ 
;;, t Çe-(p J7i <' .. 1/nr - l/,r 

(25) 

(iJrpJ IPn,-IP,,... (iJrp) IPN-IPP 
aç n- ,, .. -{,,. • a-;; 11 - ''·" -1/p 

Here. for case of no1auon, thc lollo" mg parametcr are 
1ntroduced based on the distances shown m F1gure I: 

At east face "e": 

n,=Jr~.Ll<-lv(.J.\~ 

;r: = .Jy~ (UE - U p )- ,J ,.? (U nr - U ·~) 

;rh =<.~<(une- -v .. )- Jx~(u c-u p) 

;r~ =Lly~(vt. -Vp)-.:lr((v, .. -v .... ) 

~r5 = Ll<(V,1r- v,.,)-.:lx~(vc- V r) 

At north face "11 ": 

n, = Ll y~ ... .11~ - "'~ .J x~ 

;r~ =.dy~(U,r -U111,.)-.J.I·2(UN -Up) 

Trb =,lrJ(U,v -Up)- rx;;(u 11, -ll 1111 ) 

;r~ = .J y~ (vnr - v,lll' )- J .<~(v-" -v P) 

;c:J = Llx2(VN -Vp)-.Jx~(v,. -v, .. ) 

(26) 

(27) 

Using thcn equations (26)-(27) to represem (24) at the ea~t 
and north faces. one has: 



n, 
(ÇE -(p )(Tine- 'lu) 

n, 

)'leldtng for cquauons (23) at faces"~" and "n ", 

n, 

(a u) = 1.1 y;; (v,e- v,. .. )- J y~ (v N- v p) = ~r:: 
a .. , J " J ·" .• " n X n uy11 • Xç- ' <·ux11 11 

(~~l 
1x((UN -Vp)-J.~.;;(u,,-u,,..) 1r~ _..:...___:_ ____ .:...__;_ ___ =-

I 11 I " J ,11 I n n 1 \' 11 • X( -i '< . X 11 n 

(28) 

(29) 

(30) 

The gradtents of V-vclocuy components with respect to x and 
y are stmilarly obtained. 

Applying Eqn. (9) to (21 )-C:!O). w11h thc hclp of (26). a 
discrete form for lhe dtffUSIVC Oux ln thc X-dlrCCIIOn 31 east face 
reads, 

Vf·f=-P:: { (Ur -up{2~'·;J +~r~f] 
- (u nf - u ., fz .,,.~ J_,.~ + .J 't .J \~I (3 1) 

-k ~ o:;, } - t p 4 J I '~ 

and 

(32) 

At face north the dtllustve nux IS of analogous form. Using now 
eqn. (27), the two term on the nght of (22) reads: 

v:· r =- p ; ,· { (u~ v,. ~(.li'; y +(.i\: r] . 
-(u., -u.J2.1r;.lr~ +.d \; .6 \;] (33) 

+k)áx; }+fpkây; 

and 

(34) 

For thc y-momcntum cquauon. convccuon and diffustve 
nuxes at both ea~t and nonh faces are obtamcd 1n a similar 
fru.hton 

Pressure Source term. Thc ~ource term due to integration of 
the pressure gradtcnl term over thc control volume of Figure I 
gtvcs for thc x-dircction: 

Sp =-(êJP)sv . , l a.~ 
where: 

CJP (P,- P,. Xr11 - y, )- (P,.- P<XYt- , . ., ) 
(h = b·/1--' I x.\~ - \") (y~- 1'., XYn- y,) 

givmg for equauon (35) a dtscrete form: 

S = -(P - P X1· - ,. )+ (P - P X1· - ,. ) I' , - " • • ~ . , •• 

(35) 

(37) 

(38) 

Treatment of thc Linear Oiffusion term. For tmproving 
nu meneai stablluy. lhe hnear dtffu~IOn 1erm in equation (31) is 
funhcr rcwnuen as a combinauon of an tmphcit and a exphcu 
contribution as. 

(J :·· r =-(v 1 -v I' )0," + ~ (39) 

lrnrtKu J'M1 E'rllc;it r-' 

wherc both tenns on lhe right of (39) will be I ater presented. 11le 
explicit part S, ., wt ll make use of vcloclties at lhe grid poims 
calculnted til lhe previous llcrauon. Thc cocflicient D, wtll be 
used in final finite-dtffcrcncc equolion. 

Treatmenl or equations for k and E. The coefficient J.l, 
appcaring tn both hncar and nonlincar part of equation (8) are 
herc calculatcd through the standard k-E rnodel (Jones & Launder. 
1972). Although this rn1ght bc constdcrcd to be mappropriatc due 
to changc 10 character of lhe ongmal k-E transport equations. 1he 
use of well tested forms seems to be a cauuous palh. Also, since 
these transpon equauons are prcscnted clsewhcre, they are here 
not repeated due lo Jack of space. Only the differences when 
incorporaung the non-hncar cquauon (8) are here htghhghted . 
With thts 10 mmd. thc producuon term 1n Lhe k and E equallons 
are givcn by. 

(40) 
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wherc the C's are const:mts. The term PA in eqn. (40) is the rate of 
production of turbulence. Hcre, in accordance wi th equation (8), 
a Linear and a Non-Lincar pan can nlso bc defined as 

au ( . )au P. = T --' = T L + 'T 'L --' = p I + p 'L 
l U d)' 1 IJ I) ()yl l l 

(41) 

where t ,11s given by equation (9) As 11 was done w11h the pressurc 
gradient term, sntegration of s. (Eqn. (40), Q=k.t) ovcr the cell 
volume of F1gure I surround10g p0101 P, and alrcady hncari;dng 
11 to enhance convergencc (Patankar, 1980). g1'es: 

s. = Js.ov=s;-s;·~, (42) 
~ 

Th1s dependence on Çp 1s some11mes M1fiC1ally 1ntroduccd when 
a negative pan of S0 is non CXISIIng cPatankar, 1980). Then, when 
the 1ntcgratcd sourcc S4 1s rcwnuen 10 the form of (42) one has : 

•- • + P. )011; -s. k =-peõV =- T- . 5'- ( PL NL ., ( • ... , } (43) 

Thc valucs of k andE in s:· {with supcrscript " 0
'' in cqn. (43)) 

are taken from thc previous Hcra11on nnd. whcn thc soluuon 
finally converges. k' -+k and the two values canccl out. For Se the 
choices of s; and s;· are: s; = C,es; jk; s;· = c~s:·. 

The term P4 nceds bc evaluatcd at the central p0101 P. To th1s 
end. denvatives of the mcan vclociiiCS wnh respect to Cartesum 
coordinates are transformed accordmg to e1tprcss1ons (29)-(30). 
With the hclp of the exprcss10ns, 

.:1.\( =(x., -.t,.), d.t: =(.\11 -.t
1

) 

.JrP=(Y -v). dd,=(,· -l) ·'I .. n .. r ~ ... ~ ~u 

n - ,P p p ..1 p P-J_,,, J\.: -LI.I,. \'1 

~r: =.:Jy:(u~ -u .. )-.J.rf(u, -u~) 

~r[ =.J4(v,, -vJ-..dxt(v .. - v.,.) 

rr,p =.t1x;(u. -u.)-.t1x:(u, -u,) 

:r~ =J.r:(v. - v ... )-Liy{(V11 - v,) 

(44) 

the linear pan ín equntion (41) h as the following discrete 
cxprcssion. 

I' [ ] I' I' pL =..E..J!.J.._ .,r_,.~ +21rr ~'~ +(rr" +Ir r\: -lpk rr. +rrh {45) 
, (n ,. 'f -vr. J ~ .J , " J ~ 

and for thc non-hnear coumcr pan 

+~<r +(tr:rJ 

{
+( ;r++( :r] 

+(rrp +rr" +JJ..' (rr" tr') ~ lt h ' ( • " 

• ( r P) - 1 rr •. rr. 

(46) ~.,.L = - cl JJ./' k 
(n,r 

V alues of the velocity componcnt~ at ccll face locauons "e'', 
"w", " n" and ''s". as well a~ thc coordulatc~ of thc~e loca11on~. 
are calculated from the nodal valucs by means of linear 
intcrpolation 

FINAL FORM OF DISCREJJZED EOUATIONS 

After ali fluxes and source tcm1s are 10corporated 10 
equation (I 3) the algebrn1c equJValent of !2) 1~ linally assemblcd. 
Further, variable~ at faces e, 11, n, s and comer~ 11e, 1111 u, s11· are 
1nterpolated forrnmg an equa11on connecung the vanablc at P 
with ne1ghbors pomts (scc Figure I ). The final form can be 
written as. 

a,.~/' = La,.~b +S;. 
•• 

(47) 

where lhe cocfficienls in (47) entalls thc contribution of 
convecuon, diffu~10n and source tcrm affecting the levei of the 
general variable 9 at point P. For thc ca\t face, thc coeflicient 
reads. 

aE = D. + max(-F,.O) (48) 

whcrc F, is calculated by (I 8) and the coeffic1cnt D,. earher 
presentcd 10 cquauon (39), rcads, 

D =pJl; [(AY')'+(A\')~] , n, . " • (49) 

Thc sourcc in the .\ dm~ction momcntum cquauon can lhen be 
asscmbled as: 

~"rannrLre-;,RcfitfiNI•..._.,.. ~· "Uktmn ........ 
s· = s; -s~· +s;· -s; + si' 

(1:·· r- (1~· · r+ (1:·· r -(1:·· r (50) 

'H'lN·LlENARIJdlu\ttlll kfl" 

whcre S P, is gi vcn by (38). Abo. a\ an example. thc first 

component of lhe cxphcit part of thc Linear dll'fusion term in (50) 
is givcn by. 

s·· = PP{ { f. .• -u• Y. ",\! 
<' /1 ~E p }:l . ~~ , 

-~., -u:J2Jy;Jy; +.-J.( rt;] (51) 

-~:~..Jr; } +JPk J 1~ 
Note that inclus1on of (49) and (5 I) 1010 { W) gl\ es (31 ), 

CO:-.ICLUSIONS 

This work prcsented a proposal for 1nclud10g a 1'\on-hnear 
turbulence model 1nto a boundary-fittcd coordmate computer 
codc. The goveming equauons werc d1scret1zed after 
transformmg then from thc Cx.y} to thc CÇ.Tl) computat10nal 
domain. The strategy for cnhancing numencal Mabihty was 

1390 



dtscussed upon. The numencal treatmcnt of the addnional non
hnear terms consi)Lcd in including then at the overall source tenn 
for thc momcntum cquations, Equntions for the statistical 
varinbles k and E wcre kcpt the sarne :c. in the countcrpart linear 
model. The \Chemc herem proposcd wtll be progrnmmed and 
cvalumed m the course of tlliS rcsearch cffort. 
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Abstract 

The prt'sent. work uses some formcrly dcvelop<.-d asymptot ic:- r('sults to propose a new way to I reat lhe waJJ bmmdary eonditious 
for lranspired lurbulent boundary Ja.ycr Oows. The new upproach a.ims a t. oblaining a robus t. and relia.bJ,~ t~aJculat.ion mel.hod 
for Oows sn bj!>d P.J lo very high injection ra.lcs. Tl1e work shmvs how high order asympt ot ir solut ions whk h luwe a u explicit 
dep<'fldf'llCe on t.he trM!"piration rate CAII b~> used as wall functions for lhe specificat.ion of boundary condilions in lhe 
fuUy turbult'nt r<'gicm of tlw flow for t.he K-f tmbuleuce model. Thus, tu'w wa.ll boundary conditions are advanced for the 
spccificalion of the velocity pro file, of the turbulent kine t.ic- energy and the diss ipation rate hy unit mass. The sct•ond orJer 
..oluliom; show lha(., for trrulbpired Bows, K ha, u (Jog y) b('haviour near lhe wall wher<'as c h~1s a (log y)/y beluwiour. T he 
(·akulalíons ::o bow that for modcra tc a nd high in.i<'d.ion rates l.he presenL approach leads to a greal. improv('ITlf'llt over lhe 
l.raditional appro~wh~. The numericaJ rC'ttult~ are vaüdal.ed against l.hc data of Andersen (1972). 

Key words: Transpiration, turbulence, boundary layer, K• t model, asymptotic techmques. 

1 Introduction 

The transpircd lurbulcuL boundary layer finds ils way in 
many technologycal applicat.ions. Thc ca,padly of an injcdcd 
or tmcked fluid lo chArtge loc.ttl va.ln~::~:; of t.he skin-friction m
effid enl a nd of Lhe St.anton number is a p tJwf•rful 111~11 nf 
prom ol.ing some desirecl propert ies in thf' f\ow. For im;t.atwe, 
suction a.ppüed at m nl.rolleJ nl.I.PS can llc used to prC'vcnt 
scparat.ion ; blowing can bc used to t hermally prot ect. <:old 
surfaces from a bot flowiug fluid . T he examples are nnmf'r
ous and f'V"{'T wiJespreading. The r~sult- is that- the subjec:-t 
ha.s a t.rac-ted 3 lo t. of a.t.tenLion in the lit t>n1ture. 

Many difrerent flow conliguralic) tlli hav"{' beeu s t udiecl in 
1. hc pa.st lhrougll many difff'rent. n.pproache.s; lhe lis t is Jong. 
r or thit'l reason, W (' do not intend hcre to make a t.horougb 
revi<>w of th<' subjcct.. Ralher, we inlend to eoncentrat.e on 
l.lw descriptiou of the wlocity lield of flmvs subjected to high 
injedion ratE'$. ln farl, t ht> prt-'Benl work is a na tural fo llow up 
lo lhe work of Avelino el aJ.{l996). Ln tha.t. \\;'Ork, an a~ymp
lol ii" anal)'<'i!' of t.he l'i.-t moc.lt-1 w~ made to proposf' nNtr ~-ali 
solut.ious l,hat exhibitE'd llJl f'Xplidt. depencl f~tiC"<' ou t he I nlll

spira.t ion ra l ~>. Valida tion of I he a naJytic.al s()lulion ow-as giveu 
aL the time lhrough comparison with thc experimental data 
of Andersen ct al. (l972). 

The purptlS<' of lhe prcsenl work is to proceed to a fnll 
itnplf'menl.al.iou of the ana lytic·altnodt-1 soas lo pro"idt> nettr 
w<~ll bonnda ry ~·ond ilions for a numeriral description of lhe 
f\ow. Til<" cakulal ed pro files ar<' <·omparC'd wilh a li four rutll' 
quotf'd in AndC'rs<'n e l alli's work for flo\\-s v.ith zero pre~ure 
gradient ~Uld m nstant injection rates. C'omparisorn is given 
for thc local skin-frirtion ccwfficient, thc local wlocity profile 
and lhe loc-al turbul<'nl kine t ic f'llf'rgy. Tbe improvemcnt on 
lhe numerical resulls providcd hy I hc inclus ion nf lhe nr w 
analytical w lutions is, as we shaJJ sec, rcmarkahle. 

ln addition to l.he numericuJ resuiL!:t, we will complement 

tht> work of Avelino cl a1.{1996) with lhe inclus ion of lwo 
new figuret; to supporl t' xpcrimPntal <'\·idcnt~c of lhe lheory. 
Tlws<' new figures resort lo Lhref' oU1 t-r data sel.s of Ander
sen e l alli. lo illusl.rat e t.hrough t.wn non-dimr usional groups 
I he dl'pendenee of t lte t.urhulent ki ttPI it· t-nerg}', ,.., and of lhe 
dissipation rale by mass unil, (, on thc traJlS)Jiralion rate. 

2 ~neral Remarks 

When modelling turhulent. flows, a commom approach is t.o 
~:onsider thaL near lo the waJJ thf' velodty profile follows a 
universal logariUrrnic prolile. lu tl1is ca se, t.bf' t urbulent ki
netic energy i::; made directly proport.ionaJ l.t) lhe square of thc 
local friMion velocity and the dii:':Sipation rate direeUy propor
! ional lo the cube of t.he loC'..<ll frict.ion vf'lodty and inver :>ely 
proport.ional to tlw d ist.a.nce frmn tlte wnll. 

ThuR, for t.he st.reamwise velocity c·ompouettt, t~, for "·a n<l 
for c the following expr~sions 11re assumed t o hold , 

tt) 

'th 
~ln(E1 y 1 +-) , 

,.. :l u, 
.j(Ç ' 

3 
U.r 

c- kyl' 

+ Yt 
y,u, 

11 
(I ) 

(2) 

(3) 

wh<'rc k iB lhe Von KarllliUI cons tanL (-0.41), Et is the lin
ear coeffident of lhe Jaw of l.he wall ( - 9), u , iEO lhe frict ion 
velocity a.nd c., (=0.09) is a modf'l const.anL 

· Prcscnl address: Depart ment of Mechanic.a I f<.}ngi11eering, Rio de JMeiro State LI niversity(L: ER.J) , Rua Sao Pra nciS<·o Xavier 0~1 • 
.\IF~n-H~ana, Rio de Janeiro, Bra.zil. 
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Sinct•llw nhow PC]IIlllton" ar<' vnlíd 111 tlw fnll) turbul!'n! 
rPgion of t.lw flow, in 11 mtnwrkal c·omput.ation of l.he vel<w
it.y li<' lei t.lw houmlary c·onclit ion~ un• nu long<'r npplied at t.h1• 
wnll an~ mon· but nlnng R li 11<' paraiiPI to lhP wnll fnr cnouglt 
from it to h•• wit hm t ln r<'gion. l'hP quant ilit':' Ut and 111 
:'honld, th<'r<'forP, lw P\1lluat.ed 111 t h<' fully t urhnl<'nl f('gion 
of t hc flnw, 

Tb~o• nhovt' Pquat io11.,; an• dPriwd upon the ~~mnption nf 
lm·~1l t-•qnihhrinm c·omlit um and nn• valid for :;olid surfarc• 
lluw:' I or more c·mnpl••x .-it uat im1.~ t lwy arc> oll:-l'~-ed no! 
to provi di' a dcl:-1' fit r,, I lw tH1 ual pro files. 

Por l.rnut:~pir<!d flowt<, t ltt~ abtwP n.ppruxirunt.ion::- ca.n ouly 
pro,·idl' TI'Hl:<lllflhle rt-:wlt:< if th<' tran~ptration ral<' i::< ~:-mflll 

nnd ti H' dulltg•':' iu t lw frid ton velon! y arf' not ~ign i ficrun. ln
d.-c-d, c•wn t'll~ual in~Jwdion of thc· I'Xpcrimf'ntal dat.a shmw 
t hat f'XprP:<t<tous (~) and (:J) camtot pnwidf' a good d~crip-
1 ion for I III' hound»ry t'CJtlCiitiotl!:'. Tlw difficuHy l1erf' E'll'lll<' 

from thf' fad that whil<•" b ~~~ to incrcrue with an i11 
<'r<'lk"C 111 ÍllJt'd 1011 ratt', u, is S<'f'n to dl'('r~ \\ hl"n ::<U<tiun 
t:. applit'<.l to thc flow, t ht• iun•rt<t' bl'l1aviour i~ obscrved; 1111 

im·r('~l:'t' in ~twt.iun clc'<·n·;~t.":l " and inerca&>R Th. 'l'he condu
,..iou is I hut t>quat io11 (:!) <'atmot rvmrwil<' thb f'Xperimcnta l 
fa11. Th•• lughl'r ordt>r t•orredion tt•nn i::., lh<•rt>fon•, crucial 
for a guo<l Tt'J>Tt'>-C'Illlltlon of thc Ouw Hc•ld. 

Th~ <'OHclu,,on is t.hnl for high mjt><·tion rHII'~ modifi('a-
1 ion::; in t hl" elu._'-'Si<:c~l formu lalion lll\l~t h<' ma<.! c• 1:1<1 w to c·or
rt'<'tly capt un• lhe .,trong Pxplil'it dPpcnd!'nce uf thc wall n"
~riun fl<>w ,...,lnt ton on 1 lw lll.)f'ction or ::.mtion vdot·ity. 

ln l'ad., ns \\'f' ,:,hnll ~'<' lat.cr, for lugh injc<'t.ion rates tlH• 
douÜJUl.11C'<' of t h<" l<'rll l whi<'h <"Xplic·it ly d('P<'Ild!:< 011 I hc injec·
t ion velol'it .Y 1111 tlll" llow ::-<li ui ion it~ mmplf't e. 

3 Wall Functions for Transpire d F lows 

J\Iod ilimt iou:> of tlw ,·ln~icn.J lnw of tlw wall for I hc velodty 
mtd lht> l.t•mtwrnt url' HPld:- have ht-'<'•n exten~iv!'ly propOISed in 
htc'ratur<' to At'count for thf' lran:-pirntion eff<'<to. Through 
cluncnsiotwl nrgtlllll'llt t:< o r n.na lyt Íl'll l 11pproodlf>::- t hnl makt• 
ll:ll' of lhP I'IJdy VÍ.St'C.lohÍ iy /uux.ing lt•ugt.h ('ODCC'p\ t'f'Vera.l f'X· 

prt>:;~Íontt hnw lweu propc....c><l in liit•rnt urt>. 
SÍJJ<'(' tlw t•arher :otudu-::-, thf' wloc1t y profilt' ha..~ been a....._ 

:oil{ltl'd a form uf l hP t-' J>t', 

(·I) 

\\ hPrf' .lo wu~ t~hown hy Sih'll Frt>irl'( l9:~5) to vary wit h I h<' 
trm1spirnLiott rnlc> ac·c·orcl itlg to 

fact. if t>qunt i ou ( 4) Í." to l)(' u~ 111 a :nmu lat ion of t h<• Huw, 
lheu E>qH!l 1 ions (2) and (3) will havf' I o be modifif'd t.o rt>udc•r 
t. he solution pro('('dllf<' consi.slent. This is CXIIA'tly what. wt~ 
madf' in ,\ wlin<J el ai ( 1996); llmmgh ati as' mptotic an»l)~~ 
uf the Oow fif'ld, approximatf'd pqualtunl> v.'Cre drvelopcd for 
t.he loc.al d!'$C·ript.iou of u, " and c that gav•' t~olut ioru whiC'h 
... vere fu lly t·cm:>if.'!tcul. with lhe Krf model. 

Wf' will uol. r<"peat tht> df'tailt:< of I ht> 811!1l)'tli::< hcf('. Por in
fonnation relate<! lo tlll' &Oymptot lc f'Xpan,.:iuu.~, thf' limitin~t 
proce:;......_,, nnd Lhe ltw~l l npproxinllllt'<.l pqualion ... lhe T'('8dt•r i" 
r<'ft'rrl-'d t.o t he origuwl work. 

Hcrt>, it ~ntffiC<'~ to ,ay lhal lht• lol'al soluliouH for ~o· ~llld 

for f arf' fiwn by 

(6) 

3 B 2 ( ln y F 
f tt, 1 I tt,tt...,, E-- -) 

h''!l 11 y 
(i) 

where llw <"Onstanl!! 1l, IJ, C, D, 8 m1d F ar<• givcn h) 

A .;c;; :}3, (H) 

[]- 1, (!l) 

(' 
1 

"'I, 
I.· ..;c: (lO) 

D 
I li 

Í)<'4.3, kJ'IÇ( I)- q,) 
r., -

(li) 

/!) 
3 17.!), 

J.:2 
(I~) 

F 
~9- 2u, 

69.6. 
41.-2 

(I :l) 

a11d l h<• c·ou:rtmtt~ n•lat .-d 1 o t bc 1-i.-c mocl<•l ali t ake ou tlw 
:;tandard \ltlues. 

Equalion.;; (G) mtd (7) wcrP prt'-"<'nted for t lw fin,t t.inw 
in A wlino f't al. ( 191l6). ln llw ll<'XI secl,iolll', Wl'' will giw 
<'Xpcriuwulnl f'videtlt'l' oftheir vnlidity. 

(:i) 4 Experimental VaHdatjon 

Tll1' wlt1t i ou giwn by lhe abov<• t'q iiA.tions has bN'll vastly 
I~~ f'd ow•r tlw l~t lhirty )T.an;, bPing t oday of undi.qpuled 
vahdrty .\n <'xtf'n."iou of t'<luatiou ( 1) for t he outt'r part of I hP 
flow can rc•~Uhly ))(' oht am<'<l if an nppropriatl' wnkc func1:ion 
IS adde<l to rt. This wnl«' lluw1 icm it' ~lll'o sllOWll t.o dl.'pend on 
tlw lram~pira l ion ratf' (Silvn E•'reirl'( 19!-1-q) ). Th<• t>kin-fric-t.ion 
t>quat ion t hat rf':;U lt s from t h is appronch is much I~ R'llilÍ

!1\'t' tban olht•r fonnulnlum~:~ to ::;mail variations iu t.he flow 
para.mf't I' r~ pmvid ing V<'ry relia.hlf' r<':> \I lts. 

Eqnat,iou (ii) i:::t a dN\r llllprovetn<'nt over E>qnat ion ( I). For 
high l ranspirntiou rntl':' th•' lerm dC))('ndent on t'w becom~ 
wry largc, <'Ompletely dommaling the 1<0lution. 

Sinccf'quation (4) hM not. bi'Cn dcrived for lhe K.-E modcl, 
il i:> not. dt'IH ut fifl'lt tlwt it will tlal it-~fy the KrC <'quntiOJl.S. lu 

To tcsl l h<' pr<'f'.f'Jil t h<'ory we 1m v!' c-hoocn &Ou bm;it· t~t <·a..~t' 
ttl<' fio\\~ m<'rumred by Anden>Pn <'I al.(l972) Thi.s work i:< 
con...qdcrt-d tlw best. for t lw pr('!:'('nl da..->s of p roblem sin<'(> 11 

tf' lhl' only one wherc rt?dundanl measuT'('ments of thP l:lkin
frictioll <'m•ffk:ient wPro made anel for thi'Sf' rt•won are rda
t ively l'rvt> of error. A udersc11 ('t ol. propot;.('(} to delcnui I H' 

lhe wall t-hc.nr stre:;::; h) me.asuring t lw sbcar :;lrt.'::<S away frum 
t.hp wall aud u:>e t h<> inll'grated houndary layt>r <'qualion~ to 
cxtrapolotc the rf'~ults to the wall. This new l<'Chuiqnc wa~ 
:>upposcd tO give "indcpendenc<•'' to Lhe dai a. 

The principal ohj<'<.'l•w of tlw work of ,\ndPrsen t:'t ai. 
was to providc me&;urements for trnnl'pired boundary la}•'n< 
in advcn:.t• prf'SSure grlllli('nts. A hl'<'Ondary mot tvaLion \\'Bk' t.o 
r<'pcat. l:l<lllW of Simp~:~<m ct. al. (1967)'s cowtn.nl prN>Sure llow 
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since, during some exploratury t;•$(1:1, tl hnd b.-cn found that 
I he mean vdocity data of Simp.-;on C't a.l. obt.a inro through 
flat tPned Pitot tu h~ diff<>rC'tl appr<>dahly from profilr:;~ oh-
1 aincd t.hrough hot-wir <> anf'rnmnl't ry. 

ln Andc-rt:Jc-n !'t ai ':;~ r<•port, t wc•m.v nu~ M<' li;;.t<>d. Af
lt>r a t:~pN':ific :;.f'<tion WhPrf' a Tlll1 !illllllnl\ry of t'<>TII\' rc>Jt>vant. 
paramet.Pn:: i>' prP:.-I'nt f'<l, tliP profilt' lflblc-s c·otltaining a df'
tnilc>d hst of t hP flow c•ottd it ion!i inrludinJ! boundnry rondi
tion:;., skin-friction coetTidPnts and ilttegral paramf'ters follow. 
lt i:: important to noll' that no turhuh•nt quantitv 1:.- giwn in 
tnhulat ed form: tlwy an• pm;~>ult>d in graphic<ttl form in the 
main bod) of t ht> wmk. lu part kulur, uo t urhult•nt quantit) 
i:- pr~nt f'<l for flow:;. wit hmn t•xl Prnnl adwn;l' prf'l:'."llTP grach
Pnl. r or I hi>' H '&. ...... Jll, onl) I hn'i' Til li:< c·ould bP t'(lll,.idPn-d for 
"alidation of thP data on l urhul<'nt quanllt w:o, t h<k't' who._'i(> 
flov.'b wcrc subje-ctro to a ron~lant injt>M 1011 ra tP nnd to a low 
ru.h ~>rse pre&."'UTP gradiPut l'o nll t ht• ot hf'r rlllt." t h c- flow::l 
\\"f'ro.> PithE'r :;uhj<'('IPd to a di:~trihult'<.l mjc'iiioll nlt<', nr to a 
wry ::-iroug Ad"'f'~ prE't'~llrf' gra.ciH•nt Tim;;, ~:-1 rid I) :q>f'ak
mg, none üf thP fluw <'<mdi t. ion ;~ of And<'Tl'l'll t•l . ai. appl) for 
considc~ra.lion hc-rc. Bowt'ver, :;im·t• t lw pn•.,c-ut nut hon:: Wt"T•' 
not capahle of local iug any oUwr t'lltlrt'c' o f dnt a whid1 could 
be of use. thcy havc dcddt>d to c•on:;idt'r for validnt ion of tlw 
theory t ]lP t.ltrt-'<' E'X1>erimfl ntnl nua~ which tno:<t.ly 11ppron.du•cl 
t.lw pr~~o11i1Pd t.lworf1t ic·al c·nudition:;.. 

1. 
T lw gt'nPral <·xpc-rimc•nta l muclil ilm::> tl.rl' !:'h t>Wll in Tahle 

Tablc> l. ~xpcnnwut nl Flow ('nndtllnlll' 
o-. oo I• o'O 

RL'l" l r ft ':;1 F 
10:!171-1 
101371-2 
121671-:3 

2 1 :3:3 
2 1 :32 
:.n ~'fi 

0.00 t 
0.00:! 

- 0.00:! 

tu 
o (;-, 

-0. 1:; 
-o.t:-. 

ln fable l. F :;tandt~ for injl'd ion rnt•'. mi:- I lw t>xpon•'nl ia I 
c·cwllidE'nl in t lw ru.lvPr.-<' prt'.,..,.Urt' gmdwnl I Prnt. (f • oc r"' ) . 

To ve>rif~ tlw lognrithmk form of ~;, '"' m-writP Eq (fi ) li::< 

r C lny /), (14) 

Whi'TP 

I ' 
1\ - tLr 'l ; 1 

(J ;',) 
11, 1'u, 

Til<' exJ->Prinu•nl a l rP<" IIIt ~o pioU('{) 11t< I' Hgain:;~l y 1 a rP 
~hown in figttrl' l. Tlw prp:;.Pn<'«' <>f a log•uit hmi<: rcgion 
is dt><~rly illu,;lral f'(l, IIm~ c·oulirn1i11g I hl' fonn ohtuint>d for 
l'qHallon ( 11). lu fH,t, lhe- injc><·t1on dutu ~<'<'111 l<1 indwalt> 
thal pa.ra.metPn> (' nnd IJ are• pn~mnably c·m~tant :;ince the 
two cun~ <'Olla):k't> UÍ<'i'l). Tlw t-udiun r<'::>lllt~. on I h<' other 
hand, gi've complf'tel) diffrr<>nl \'Hhu~ for parmnt'l<'T:;. (' a11d 
D. 

Following th<' mca11 vclocit y trcnd, m• mu::-t cxpcct C and 
Dto \'8ry with thf' inJ<><1ion rat!' nnd, mch>t'<l , rwnlht> :;rmall 
quantity of data gatlwn'd h<•n• apJ>~•ar:;. tu mdic-att• thi::l. Any 
dPfimtiw functional f'XJlT<'::'.."IOII fllT llwir lwhaviour ,ohould, 
howt>ver, only bf> ad \'all<'t'<l 11<' furt hcr data on 1\.lW<'olll<~ Anül
abiP i11 lhe l!t <'mt ur<'. 

Since c is nol a dirc•ctl~ mt>a..--nrn!M qnnnt it) , it ::; f'Xpc-ri
rnPnta~ a~t~mPnl i::. clifli<-uh to lu• tundc>. 1\<'V<'Ttht-l~". 1t:> 

brhaviour <'an h<' mel lrf'<t ly ~~ ud il"'<1 t hrou~h pq ua wm 

,.:!f'J. 
('1)-l-, 

where t be cont~t.m1t C o i :;~ 11 ltlodP] <'<m:.-t H nt. 

( I ti) 

This procedurc- it' nlwayt- llll<wtuin, makiug ii diffi<'ull. to 
draw aD) firm cotwlu~ion llhllltl IIII' mine~ of llw <·cm::<tnnt:; E 
and F, hO\~~ver, it :::ht>uld clbdt):;l' Hll) logn rit lttmc· bdmviour 
of c 

T he c profilc will bc rPpn~t-nl<'<l 111 lllf' :.-tnnlnrity vHriabh.,. 
=:. and y+. dl'fuwcJ ~ 

- A·(F._ lu y I 1-). ( 17) 

wht>re 

= - 1(Á1/) t(~ IJ 
tL~ 11

11 

()I() 

Figure 2 st rongly t' Uggr>t-1~ 1 hut parnmP\ Prs r; a nel F art> 
dPpendf'n1 on t.lw l.rml.l'pirotion rui o' Tl11• <'Xll'l<'nn• of loga
rit h mie regioTlf. it< al;>o wry dl•Hr iu t.hi :t figure-. 

lt is no !<llrpri!:'P 1 h ai (h(' 11~'~\':<::I<'U \'XJWrinwnt H I vahtC'$ ar<' 

d ifferPnt from Lhe tht>ordil'al o 11P8 ~:<iii<'<', a~ PmliPr PXplaill('<l, 
thc expcrinwnlal flow n md 1lion~ do nnt t'XU.C't.i} n•prmlnt'<' 
lhe theon•Ucal t'nuclit.iom•. Ho\WVPr, it b d;on.r from Fignn';; 
I anel 2 t hat. hot h N <llld ( do prrt!<'nl. o. lognrit lnnic' lwhm:iour 
in A c-ertl'l in rf'gion of t.hl' n()\\', A~ liWnt.innC'd hc>forf' t hc t.hC'
orctical \aln<~ Wt'rt' f' \'H lunt c•d A<'l'Ordiug to tlw dru:tPk.al ,.. .. c 
model con.stanls and Uw:;.~•, Íll prhwiph', Hrt' nol euppo8c>d lo 
hold for transpircd llmw. 

lo procf'C'd to 1m indPJ)('IId <'nl ll.~I'N-Plll<'lll of I hP t ht'<J~'. 
pquation::< ( I) I o (i) will ht• lll lph•lllf' III NI in 11 numl'ri<'HI rc>pTC'
:ot>ntation of t hP flnw fip(r( llwn, IIII' n ll t·ulnllvl vC'lcwity a nd 
:oki11-frict ion profiJt>,: \\111 ( )I• t'olllJ>IlTf'il Wit h I llC' t'XpPrÍilll'llhll 
data of .\ndclben PI ul. ( l!l7'.! ) for llnw,: ::-uhJ<'<'t t'il to /Cru prt'>'
surc gradicnt<r. \\'p point out l hat I lw impl••nwnt<-d numPrical 
''8lu~ of lh4" coll.:'tant:; J to 1· \\iii lw tlw 1 hc-orc-lwal va]u,•;, 
pm,·idE'd by pquat iun:; (.•{) to (I :n 

T hf' mJmf'rif'al n~ult ;, \WT<' g•••wrnl<'<l through an t~lw
f'ia lly <'UIJ::;t rm·h·d c·omput Pr c·odP. l l:qng t lw houndnf} la) •'r 
approxi.mat íow, t h<• mot.iou t'<}tmt io11.• m•n• dit'(·rPI i1c>d ll\ 
way of a fully unplidt finit \' dlfli'Tt'llC'<' ,..dwmP ( ;\udP~III Pt. 
a!. (19M)) on a non-uniformly ::.pacl'd vrid 111 t lw I ran:.;\'C'rt'al 
dirertion. Tlw linitl' diff••n•twl' di:>crd IIHI ion Tt';;tJ)t c>d in a 8)'8-

tem of 41\' <·oupl~o'<l nonlint•nr a lgf'hruw PCJITHf ione., whwh had 
to be solv'l>cl at t>ncl• ::~ 1 r••H mwiw :,~IlLI ion iu tl :tpll t't '-tnflrd•ing 
pm1·Pdnre fur parabolic pnrt inl diiTr r<'nl.inl t'qlllll lon.:;. 

The diiTt'TPIH'P PC~liHI iolll:' wPrt• ii .Prnt•'< l tu·c·ordiug ln 

A h(u1.1 1 u k) ~ 
r • (19) 

wherc matrtX A 4 is lhe litwnriz•xl <-qumiou malríx (LEI\! ) 
fonncd from 'ulur~ dclt'rn1in<-d in tlu• A· th nonlin<>ar itera.
tion, t bc ve<'tor u k n•prc•:.-c•nt ~ Uw \nrinhlt':' of I hP ;;y!!l c•m of 
litw..ar alg!'brai<· t'QIIR.I ion~. nml r~> i .. t ht' n':'idw• c>f 1 ht> toqua
timl$ at thE' Á'-th if t>rafioll for llll• H)lp( tl'fl fillll f> di JTt'Tt'lll"(> 
method, the LLI\1 ha$ n blcwk trl-dul~unHI~<Iruc·tun', wherf' 
t he elPments of I h4" hl<wk mnt n N':- nn• dt>t Prmutc>d hy a modi
ficd :'-lewwn melhod A !:'lmpli lit>cl Jac·olmlll wn.- u:-l'd to form 
tlw iteration malrix by kt'\'ping mu~tnnt l:'olll<' of t ht~ c'OCffi
ciPuts .. ThP inwn::iou of !'~H'h I I( I 1'11'1111'111 11 11:11 r ix wa:. made> 
by a LU de<'<>lTIJXlt>itiun uwt hod I h•• I:'Í IIllllt ant'i>U~Iy <'<)uplt'd 
solut ion of all ~uatiom- ~•gmfkmnly nnprov<"!l I hc- rohu:<lnPR"' 
and efficiency of I hc- nuuwri<'al ::,c·lwnl<' fc,r flnw nmdtllon .... a i 
high Reynolds mmtlJPI'kl. 
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Figtre I. lhe behaviour of Garnma according to 
tbe data of ~ er ai( 1972). 
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• 
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Figure S. Slàn-fiiction coefliciert prcdiction, F-o.0037S. 
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An adaptivr algebraic grid gcncrator wns uscd to redL<r
Lribulc tlw grid poiut~ at t•ach posit ion after a prdiminary 
~lution had bN'Il obLained. Basically, a geomelric progre&
bio n extencling from the neareJ:<I to I he wall grid poim to thf' 
mo~.t f'Xt.erna.l grid point ""88 i mplem~>nte<.l. 

The point wlwre tllf' wall bmmdary m ndit.iom." were im
plcnwntcd \l'a.S rhos<'n accordlng to domain 

D {yl , ll ~ yt 

HPrc> we hav!' t.a.k<'n y t - yu, / 11 

lhnit was taken as :}o. 

110 }. (20) 

40. Tlte uppf'r grid 

'l'h<' st. rNIInwisf' :<t.1•ps ize was madt> a fract.ion of t.he loc'l:ll 
bmmdary ltl)'l' r momentmn thkkm~S::!. A systemal.ic study of 
t he i nflnf'llf'f' of t he mrnputat ional paramt>ter~:> on t lw 1;0lut ion 
h as hl'l'n c•a.rriecl out. by one of tbe p~enl aul horl:\ (Su( 1996)) 
a.nd is rt>porl.ed í.'ls<>wherP. 

Th<' numerical predictions were <'Otnpa.rrd "'ith t hc exp<'r
inwnt8 s hown in Table 2. These runs cowr a large range of 
injrction ra.l<'S and, unlikf'ly Lhose of Tahle I, are for flow:; 
wilh tero f'Xt.f'rnal pre&>urr gra.dients. 

Tahle 2. Expf'rimf'ntal Flow Condition~ 

Hl N U!fl /s] F m 
!OOG71- l :3J.l7 0.001 0.0 
090 171 -~ ~31.38 0.002 0.0 
ooo~71-3 31.10 o.oo:m1 o.o 
092271-:, 31 .51 o.ooq o.o 

Figures 3 trJ 6 :>li()W tl1P oumt'rkal prc>di<.~tion::> for t.hf' :<'kiu
fricl.ion codficiem ns t:omparrd wil.h thl' cXpC'rimemal daül of 
Andcr:>cn et a.l.(l972) and thf' st.a.ndard K-f modPI fonrmla
t.ion. A~ <'ati lw M>ell , l.llt' pcrforma.nce of the prPSeHl. formu
lat.inn il: n•marknble even for t he highPSt. t ranspirat ion rnl.f' 
( 0.00~). Tlw r:;l.anda rd modf'l ahvny:: owr predict.f'd lhf' 
.;.kiu-friction coeffi~eient., f''lren for lh<' higher '~>'Biurs of t.lw local 
J1Pynold!:< number ha~ ou I. h<' momcnt um t llir•knr~s::;. Tlllil 
fac!. has also been observf'd by Rodi And Sdtf'nerer( 19.~2), who 
argue that t hc et.a.n<.lard modf'l prPd ict::; a11 ÍlJcrP.a!>f' of tht> llf'll.r 
m11l sklpc' of t hc leugt.h scaiP with hluwing, whNP.as the ex
pt>rimf'nts do nut ::;how ~udt a. dt>prnclf'lWP. For F - 0.00~ 

t.hf' tl!andard modf'l did no <'onvcrge. 
A typical vdocit.y profilp i.<~ flliOWll in rigmf' 7. Tlw goncl 

agrc~>mPnl. of Llw pr(\'lC'IILiy prop08Cd lhoory can, again, be 
fully apprP<'ÍaJPd hf'rc'. Thc almost cxad reproduction of the 
PXp<>rimPnlal dala by the new formulation is, indeed, very 
impn':!Siw t.lw law nf lhe wa.ll a.nd t.hP law uf t he w;.1ke are> 
a(·r."urat.Ply pn-dictt>d. 

Tlie non-clitnf'ntoional group r if' :>hown il1 Figurr ""· 

5 Conclusion 

Tlw present paper gÍVI".!::< an nccount of a bjgh order corrcclion 
for tlw law of llw mil for nows subjrctrd to transpiration. 

T hc new laws, for tbe lurbulent kiuPt.ic- <'nergy and lhe rnrrgy 
d~ipat ion by unit ma..."t', urE' partkulRrly u::;C' full wlwn mod
elling Oow~ wilh :;( rong :;ud ion or blowing. I'lt<• 8:l) 111pl ot i<· 
analysi::: ha~ !>hown how logMit hmi<' lf'Tlllt< 8PJit'ar in t.lw high 
order solution:< of bot.h "'anel f, which <Jrr> t:<P.Pll t.o rlmniwHt> 
t.he now hehaviour for t hf' I sigher inj('rt ion r11t r:>. 

A d irf'd. t·m nparil>on of I hr l.lh'<Jry wit.h t llc· data ur . \u
uPr8Pn f't ai. ( I fli2) ('()ffOi lUrtl l t"t- t hf' lugfnit.hll IÍt' lw llaviou r fll' 

" tmd c. ln addit ion, a nunwric~•l impll'mf'nlat.icm of tlw u~>w 
f'Xprcssions :;.hows t.ha I 1 lwy conform wPil 1 o 1 hP <'Xp<'riuwnl n I 
data, giving good predidionl:' for llw wlodty profiiP anel tlw 
:<'kin-fritt. ion c()(•ffident. 

Ar.krwwlf'dgrnenl.~. Thifl work wa~:> linandall.v supporl.ed by 
theC'NPq through granl f\o:.lflOI'\3 / 9:3--7. Tlwauthor:; l\1RA 
aud JS are grateful rt.'::>pediwly lo CAPES(:VIinhMy of Edu
c·ntion) and th<-' CNPq(:V1iui~try of Seimwt• t~ml T••,·hnolllgy) 
for lhr 8\\ll;l.t'd of rr::warch schoiR.r<>b ip~:>. 
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RESUMO 

L~tt' da pnrPde• f' da. <'::>l·<' tnl para o..-. p<•rfil'l dt• wlocidade dl' camada." limi LE' 1urlmkma::. l:Ollt 
lran:-;piraçao :'fiO deduzida.". 1\::. expn':'."'Ot'$ :mo ohltdas re~lwudo-sc ~1 <'q uaçao elo momE>nlo 
lirwnr :::impltfknda para a re-gi ao inlt>ma, mm modl'io c lP t urbull'llc·ra de compriml'nlo dP 
nu:-;tura l ma wlocidadt> c-a ract~rbllca difen'lllt' dE> uT e~ utilizada P uma exprl':':-~10 para o 
c-ákulo do nt.nto cl('(luzicla 0::: r<':'u ltadoi> t.eóri ('o.-: para. o C'O<'flCÍPIItP ele• HtriLo <'o perfil de 
wl•>r·id~ld l':- :-III) C'OIIIp<IIWIO;-- 1'0111 dn.dos <'Xpl'rÍllll'll tai;;; lllO~t nmdo bOH C'OIICOI'CÜUWifl. 

1 Introdução 

Nu~ último~ década::,1, o iutcrt>:<::,11' no estudo de <.:a
nwd& limitt• com tran:-piraçao, :;chre supc•rfku":' t~?m 
cn':'<'ldo. Entt•ndc-:-t• aqui por transpiraçao, tanto a. 
injt>çao qua nto a t>ucçoo til' fluido ai ra.vé.;; da :-nperlkit' 
~bre a qunl fl l:lllnmla. limite P:o:t.<•ja se dl·~n\·olvendo. 
na din:.çao normal à r>:;tã ::'IIJX'rfkic>, que> clew. por
tanto, :-<'r por~n 011 rlotacla dt• pt'<JUeno...; furCkl ~o 

c·n .. .;;o ma1r. V,Pral, o l':'C'f)}UllCll to podr• ~:>er compre~'>ÍVl~ l 
ou incomprr~:-ívC'I, a :onp<'rfícÍl' pla11a ou curvH, o flu 
rdo tran:::ptnulo 1gual ou cli:>tinlo do fluido l>:;<'oaclo c a 
taxa dt> tnm:opiraçao con,.;tantt' 011 variável ao longo da 
:-;u p<'rfkit> Hc•conh<'<'Íclmnenl<', a transpi raçno modi ricA 
1mportaul.<':> a::peclo:- globais da c·amada lilllit<', COIIIO 
a força dt• atnto exl'rcida ;;ohrP a t<uperlkit> c' a t roca 
li>rmica com e.-ta, r' tnmlX>m a.."JX'Clo..-: lonll:', <'Oillo <k' 

t><'rfls de wlocttlacle l' L<'lttpC'ratura t' (portamo) a lcn:sao 
de atrito r' o cot>fki t•JJlr• d1• Lroc'a tt'nni<.:a por convocçao. 
1\o quP diz r<':-tx.•ito. c•ntn•tanto, i4< equaçol':;. rio lllovi
mr'nto, a lmwa dif<'reuça t'lllre o:; c·a.."'(k, com t' st'm tran;:;.
piroçao (> a. C'ond1çao dr• t'Ontorno parn a velocidade' nor
lnal à ::up<.'rfície, na. ::<Up<'rftcit~. 

Em gnUJdt' parlt>, o mten>&.t' no pr(}('l':-,"o() deve-st' 
a aplicaç<X>:; tecnológi('tl.<: como o n•:-;frillllll'nto d<' su
pc•rfícieo:- HlJIH'<'idas atmvé':> da inJt'çoo de um fhndo ma i.,; 
frio, a di tninuiçao elo HI ri to oobrP t'!Up<•rfíci~ ntnw~ dél 
m.wçao, a pn'\'<'liÇao do rll'~olanw11to at rav<~::,1 da ;;ucçao, 
ou a aph<·açOC':> laboratona1:::, como o aumPnt.o artificial 
da <"'='l~"'1ra ela camada hmitR. t•:m rE"i'umo, no longo 
doo anCki a 1 ran~piraç~H) ~('111 ~ido re'<·onhecidH e·onto uw 
llll'todo d<' C'Onlrolf' dt• camada limill' O a.._~tmto, eu
lrNanto, llllO i• novo t' ehft•rent~ :;cluç0f'8 eucontram-~C' 
cli:>J'>OnÍWJ::> na litl"raturn. 

8utn• a.-: ::;olnçDe::~ t''< tt:lentc:;, H." duas mai:; aceitas 

:oao dt'VIdA.." a Simpo:-011 ( HHi7) t' Stcven...;on { 196:3) \Ili
bas rl.'oolv<'m o probiC'ma segundo formnlnçOC'$ do tipo 
lt'Í da parC'de C' lei dn. esteira. Simf)t'on ( I H?O) <':'lPII 

deu po. .. tPnOmlPnte :;ua fonm tla<;llO antenor para cn."'Ú' 
com ha1xo~ núm<'r~ clt• Heyuolcb (R(·9 < 6000,) uti
lizando um conf·c'lt O df' ~· {r~onsLanLe dt• Von 1\.arnHlll) 
variáwl com Re9 <' ohl<'w sun':'.'lO. Pouc·o dPpoiF. C'oh•,; 
{ 1972) apr<':->f'nlou uma análi~· críllca da."' drwrs&" lt'l:' 
da parf'(l<' com l mnsp1raçao apn~<'nlarla."' at~ aq1wla 
data e prOJ'>0.5 unta 110va lei da p~mxlc g<'llcmlwada, onde• 
a noviclaclt' foi o u::-o de uma vdoddade ele rl'f<'rencia di 
f<•reule ela tradicional u, jr .. / p, ondc> r ... é a leu • ..,no 
de atn to na supc-rfíc11' <' p a Jllt):;:-;a <'SJ><'C'ífint elo fiuulo 
r--- o ille;,lliiO ano, Andt'l1:1l'll et ai. ( H>72) apr<'.:-t'ntou uma 
roluçno para a ca11wln limi l<' c'OIIl t rau::<pirn(,'ao e gnuli
cntt> dP prt>:::sao ut ll tl ando o lllt"::'mo COII('t'Jlo e tamlx;m 
obteve bons I'C;'SW lnd~. Po,..t<'nomcnle, Pletcher (I 97 I) 
rt>:;olwu o problema numcrica 111ent.<' eu1pn•gando um 
modelo d<' turbulen<' itl baseado no compriua•tllo d<' llli~ 
lura. 1\ novidade ek :seu trabalho rE"l'IUIU l'SSellC"Ial
mente Plll uma modifkaçao da funçao de amortecimentO 
de Vau Orir-st. 5eu;; r<':sultadOt> mostraranH•(' bastan Lt' 
precisos t' l:Olll don1inio dE' validade amplo, Hbrang<'IHlo 
de e~oamt'ntos im·o1npre:.síwi~ l\ compn""'''íwi:; e la.xa.-
de l ransp1raçao, F· Pul ~./ p~( ·,,. c.le ~.0076 a 0,007~. 
s<'ndo p,, <' p,. &- Ul!\."-"a.." e:.-pt•dricas do fltndo respecLi
Yalltem<• no superfki t> <' ua frout <'i r a d<1. crunada li mil <', 
l ~· a velodda.de dl• transpiraçao (nPgativa para sucçno, 
J><k'iltvl\ para a inJt''<;uo) c l'e a vdocidadc JHl frontt>1ra 
da camada limite. 

Dl~d~· cntao, pouco lem t'tdo lt>ulado l'lll tNmCki da 
:;cluçao do c·a:so rl.'lalivrunenh• :>l lllplt~ da camada li nu 
te com trauspiraçao, mcompre~ ... íwl, sem gra(lientt' dt• 
pressao. O objetivo do pres<'ll~<' t raballto (• obter pn'
visoc.;; para o arrasto <'lll escorum•n(O$ clC'tilc tit '>O alravl~s 

• Atualnwntc• no ProgrAma de [~ng. r..Jecanira, ('OPPE, ll f HJ. C.P s-.r..o3, 21915-970- Rio dt' Janf'lrO 13nl:.-il, l'-llUIII 
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de uma lt> i óa <'l:ltPira gNtt'l'tl lir.Ada parA o c~~ com 
transpira.çno atravt~~ elo conc<'ito ele m~IA Vt'locidacle ca
racterística difermtt• clt' o, . A i<l<" ia fun(lalllenlal para o 
proces::;o foi c::>tabrlrcina num trabalho amcrior do au
tor (Pellegrini t' Cruz, 1995), onclt' ll'JS da pArC'cie, óa 
e:;Leira e do atrito foram obtidas dt• forma. ll('urística 
a partir de uma velocidade caract.erbt1ca ::-ougenda por 
uma análise dt> ordem: rh• grmuh•1a. •\ qui. 1:1.' lei::: rla 
parede. da P:'teira P do atnlO t'HO oht1<l~ atnwl>.; ele 
uma roluçao analítica «.>~ala da:- t'<!lltlÇOf'" diferenciai:; 
de gowruo. O carált>r m~lito clt:o:-te trabalho e:;tá jlli
tamente na deduçao clt>:-ln~ lt•J:;, uma \"CI qu<' a..- nw~ 
mas expre-...-«~ já haviam ::ido propo,..;t.a.-; no trabalho ele 
1995 Com i&;o, e::pPram~ t':'lab<'lt'<'Cr uma ml"lodolo
gia geral que po...;."<l ~r aplicada a outrO$ ca."'(ko; menos 
restritos que o pre:-oentc. Além di::so, a roluçao aqui 
apresentada dift•n• da::: ant<'nOrC'S t'lll dtwr,;o.,.:: ~pN'los 
cotnput.anonaJ::: P tt•óric:Qt: qw• fktuno dan)t'l a 1"<'gUi r. 

2 Análise 

A cquaçao do motnl;'lll·O lint•nr para utn e$.<':Oatnl'll lo bi
clirnen::.-iona.l, ineompr('::;:;Ívd, turlmknto, :il.'ll1 gradiPnle 
de prt>fl:sao, com at~lupÓll>:-t>::l ii Hbit un i :~ dl' cmnada.limil<' 
e;:;creve-t::e. 

ôu Ou 
pn-.- + p(t1 + I u)-

i).r Vy 

()2 
Jl-tt t) 

iJy2 - f)y (pu' t•' ). 
(1) 

ond<' .r (> y :::ao a:; din'ÇOP:' rt>:-J ~'lJV!llnt'll ll' Lang<'nC'Íal 
e normal à HIJWrfkie, u (> a wloc1dadC' na direçao .r, 
p é a ma..-;,-.a t":c'pedfka do Omclo l' I' a :o.ua \'Ít'CO:'idade, 
u' é a flutuaçao w rbull•nta du w locidaclt• tJ c I:. 1> a 
velocidade com que o fi uido é lnm:o.píraclo alravt~s da 
parede. 

A variáwl ,. mere<'e 111111.1 expllc<)Çao à parte. ~ja 
v• a velocidad<' na dirt'ÇflO y Ob . ..;<'rvando a ~· 1. 
venficamoo qm' 110 st:>gunclo lt•rnto elo lado (':-;(]Ut>rdo 
a wlocidade uormal à ~urwrf'íc:u', r••. foi (':'{'ti ta oomo 
v• .,..-I' 1 I ~ para peru11\tr qut' o condJçno ele contorno 
na ~II J"Wrfkic, que dpveria t'<' J' r•• Vw, pllfl l'SSl~ t'<'l' 

escrit,a t ' O. como no C'tlOO sl'lll lnltlspira.çao. As
::.im, as condiÇOt'n ele coutoruo elo escoaml'tllo :;obre 
uma sup<•rfkil' plana. c:om lra nspi raçao, da nuu1t:>ira com 
que o lado esquerdo da t•q. I foi l':>crita, soo· (i) as 
t radicionais condiç()(':; dt• nao-de:-lizamcmo c de nao
JX'OClra.çao. tl:ilo é, 11 r• O ''tn !I O; (ii ) a concltçao 
di.' qut> a w locidacle na camada lullllC' tcnd"' a.".;in to
ticamentt> para a do f':'<'m1mt•nlo PXII'rno no límit<' da 
camada. l~tO é, U {'• l'lll y D. OllciC' 6 l; a t"':'JX'<:'~ura 
ela cam ada linutt• I' C., í• a wlo<:uludt• do t•,;coamento 
externo. con:;tanlt', pot::- o gratlit•ntc> di' prP:;."'àà externo 
é nulo .\ médu1 é a.-••·'lllltidn implirJI anwntl' paro tod&' 
A.' variá vet.S. 

Uma dl-.4' propo::-ta~ dt>:-h• lrahalho {• dar umn :<oluçao 
analítica cxata para a~ t'<JUU<,'Ol>::l da <·amutla limitt• tur
bulenta com tnm::;ptraçao. Pan1 ttult<>, :>t•rao rc'J>Ctidas 
algtmt~ dNluçõe ... apr~<'IJl.lHII:I." no I rnhnlllo nHtcrior de 
Pdlt>griui e Cruz ( HJH>) 
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A maioria dw leis da pan>riP l'~ J ;>LI.'n tt>~ t~ obtida pela 
solução da t>q. I Himplincwla para ll rC'giao intt:>rna 
da camada limi\1' ondt• o..; Ll'rlllCk! d t> ini>rr i<l sao (por 
definiçao) cl~prczíwiH, <'X<'I'LO pPio termo contendo a 
t ranspiraçao, isLo t;: 

âu 
p\ ;, ()11 

tJ2u t) 
I' Oti'J. - -;-) (pu' r.'). 

. '!I 
(:!) 

Esse é o m<'-todo t'nlpn•gndo. por «'~Pmplo, por Simpi:on 
(1967) c St~VCII:'Oit ( I !)(i:3) 

Oenumdo-~·. na t•q 2, r1 p(l)uji)y) c T1 -pu',.', 
ela podl• :>er int<".,;radn c·om n I'Otllliçao dt• cotttomo dt> 
que a ten::oao total. T r1 1 r1, ::-t•jn tgual à t en:;ao na 
parede, Tu, ( pu~) A~-.1111 , ohll'lll1"<' a exprl'::.':>ao às 
vt>~ rcfenda. como a apro.r1tna<;fio de Couttc para a 
ten:-ao de ai ri to: 

p\ ~,.u 
Ôtt 

J1. Dy - (ptt' r.')- pu~ 2 
T- fmr. (3) 

E:-'ta <'quaçao pod<', agom, :-:t>r utilit.ada para obter 
as cxpn•&:ix~ pam o çotnpritnt'uto t' tl vl'lorida~k· can~c
t.críst.ko;:; do l':'C'Olll ll!'nLo. Se a t•q. :J d<'ve vakr na r<'giao 
interna da camada. limitt•, cn\ ao o;; \l'rmos TI P Tt cl<'wm, 
necessarirunPLltE', LE'r a mt't>Ina ord t:>m de grandeza, isto 
f>, O(JLâufôy) 0 ( pu' r>'). Supondo a <'XJSlencia dP 
uma vclocidarl"' canl('\ (•rf:;lJra elo C'broaml'nlo, Lal qut> 
na rt=>giao inLt>rna. O(u) O(u' ) O(r•') O(tlc), E' 

chamando o ordt>m clt• grandt'IH dr• y nf':'ota região de 
Lc. lem-:;e; 

r., /I 
(·I ) 

u,. 

O~rvc-::-~ C"Jill' além cl<• fontt'<'t'r uma 1~prt>:-sao para 
o c:omprimento cnractt•rí:;ttm. u rt>lnçno O (JtfJujôy ) 
O( -pu't.') ainda Implica l'lll qu<• ( pu' c') > O. Com 
este fato, uma C'Xpn•:;.-;ao pan1 n vt:>loctclrule carac
terística podP t'f.>r ohtlfln i:illh:>tlt uuJclo a t'<'J. 1 na e<J. 
3, o qu{' rt>:.o.ult.a t'm p\ 'wtl, 0({111~ I pu; - pu;) 
O(pu~ - pu~). Con1o toci A.~ tU< fun çt>t'" <'nvolvicla.' dt>
penclem d{' :r. para l r!lllsfornJAr <'~t.a n•laçao ri<> orrll'n::: 
de grandt•za nwnA igunldoí l(' hn:-ln incluir uma fum;ao 
arbit rária H1 (r), dc O( I ), ohtcndo 

p\;, Ht (J·)u,. 2 ~ pu,. - pu,. (5) 

1\esLa cxprP&:ao. vc.>rifkn S(' qtH' u,. _. u, quando 
\.~. - O. <'OUlO S('riH rl<' ;:;~• 1':-<pPrar Ht'Nllwndo-a para 
U c Lem-~e 

Ur I [ V Ur · ~ R1 (.r)~ 
- u, ( 

H1 (.r) \•;,,) 
2 

ll r ~ ]· (6) 

onde apen~ o ::-tnaJ J>O:;lll\'0 do :;oluçao vale para que 
u" - ur quamlo \ ·.. _. O \ t'<J. (i pode ~·r <.'$Cri ta 
como u, u, f. ondt• f í• 11111 fator di' corn"Çao dtL 
v1do ao.." t>f<'Jl{)O. dn I nUJ:o. )Jl"ll ·ao :'IIJ><' rflc'Jal dado por 
J-0.5·1(Htl'u/u,) t (/Jt\;,, tt,) I 1 

At<- agora n amíll:::l' JH)I) cltff•r<' du apr<'St'nlada eu1 
Pellt•grini l' Cm1. ( I !}!15). 'Jt•t-tt> ponto, t'ntrNanlo, va
mos ui ilizar o proct>dinu•nlo :-:t'lllt>lhantt• ao <'ntpn•gaclo 



por St-t>\'t>l1:-<>ll ( J!)(i:3) para obter a lei da parl'<le. &,"'t' 
pnx·t><limellto dtstingtJP o pn'S(•nte t rabalho elo anterior. 
owk a nova. lt>t da parede foi obtida por ml'rH sub:"ii
Luiçno da w loC'idnde u,. ua forma proponA por Stevensou 
( 1 !IG3). 

Ht>tomanclo à ''<l· 2, lxxl<'-st' supor que t'xii:ta uma 
outra rcgiao da camada lnni tP, longe da parroE> ma.' 
amda na n>guio lll lc>rna, t'lll que as forçtll' devid& ao 
ntrilo visçoli<> lormun-sc• dc~prezívei:::, 1~to <\ Tt ~ O. 
E::sH regiao c; normaJmeulc• c·ha111ada de n•gino loga1'il
rrura.. em alu:Oao à forma funcional da :,O)uçao rlo ca."' 
nnpt>rntcáwl 'Jf'l~ a l'<J ~ rt'fluz-:;,e a 

. Ou 
p\"' l)y 

Jntt•granrlo n•.-ulla 

D ( I I -:-- - pu ,, ) 
r)y 

(7) 

(b) 

Obter a constnulc C 1 cln c•q. ti nao é- L ri via]. poi::: 
u t'<l 7 uao \111«' atP a part'(lt- Para <'\'Jtar t':.'te pro
b!Pma podP-:'1' dtt.l'r Qlll' IUl n•gino dE' \'llhdadc• da eq. 
i. onde> IJ 0 (11,.) JJ2(.t•)u,., tem-:-e T T11 •• Podt>
N' jm.t ifkm· c>$\ A. AfirmaLi vu, ob:4crvanüo qut• t•xisle llt'
I'C':'.."ariaml'ntl' unta regiao lx•nt próxima à pHrede elll 
CJIIl' a velo<'idlldt• 11 l; tao haixa que ; 1 - O ,, portanto 
Tt ="" T1 :-.ll':'tt' C't\."0, é p~íwl lt(â2ufiJy2 ) O e por 
tnmo, p(fJu/iJu) Tt Tt r r,. ao longo de toda 
n rc>gi::~o . ..!Mwnátdo quE> <>:;t.a regiao faça l11nile com a 
n•giuo d<> validncl<' tht eq. r. P que uao haja dt':.'cominui
dntle na teusao, fkn justificada a condiçao clt• contorno 
uiJhzada . 

. \pücando,t•ntao. r Tu c·o1n u - O (u, ) H2(:r)u,. 
H t'fj. h lc>lll-:'t' p\ ,.8'2( r)llc pu 1 t (\. ou ~ja 
( '1 p\ ~,. JJ2(.t·)u,.- pu, . C'omo 11 = B2(.t)uc. pod!'
N' ~sumir <JIH' B1 (.r) -H'}(. t· ), d~de qtH' Ht <O. e 
~t."<'im obter 

r·, -p t ~ •. Btllc pn, W) 

Dizer qut' B1 (r) H~(:r ). <~ lUlU\ hipóte51' adi-
cicmal ua tt'Oriu Sl'm ela .. u dl'tNmiuaçao das con
:-lnntes 8 1 c H2 ína F(' tornar uma qul':'tao d f' aju;>le 
clt• c-ur\18$ ao invt;:: ele uma quest ao puran tente C'Omputa 
nono!. Aq111 pn•f<•nu-Sl' opt nr por 8.('<'i LM PHt a rC'~triçao, 
umH vez qUl' Qt, n•:·atltadOt- f1m1 1 ~ ~ao, como w vNá, I )on;.;. 
\lérn di.-::;o, n nmfirma<ja.<> dt' que 81 é dc• falo menor 

<Jllt' 7,ero ~rtl ft•tlH a po~IPl"IOrl. 
Suibtituindo, t•ntao. a t'xprt'&'ao para ( '1 nn eq. r. 

Vl'lll: 

p\ u u - pu
1
t'

1 -pu~. ( 10) 

l·~tc í.> Ulll pomo chaw du ll'oria .\ q111 é possíYl'i 
1011111r dot::. c·nntinho::... opo:>~Ot'. umn lei ela pa.redt> podt> 
t'<'r as::;uu11dn ~ :;n1 )::;tituida tm t'q. 10 pant obter um 
modelo para n.-; tt•ns<X~ luriJuiPnttJ.:: ou um modelo para 
a, .. te11-.::0C::: turbulenta.' poclP N'r uti!Uado na eq. 10 
para obter 11111 JWrfil de \'l'loc·tcla.de:; pam a r<'giao in
wma :-.Jo at.uul grAu de dest•nvolvimento da teori~ o 
primeiro cantinho 1100 SE' ju$Liflca, pois trabnllto.., como o 
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de Pletcher ( 197 I), por ext•ntplo, dem011.'tram qut> mo
delO:' ha.:;c'odos no compnmenlo de mr.,wra conduzem 
a re:;ul tado" 111111 to bom•. Aqui, vamos SUIX>r a valida.clc> 
do modelo ele comprimculo de mistura t' obter uma lei 
ela parcdt> 

Em geral, modelo::. ~omo o comprimento de mttilura 
~ são válrdoo na regiao logarítmica Para cxtend<'-lOt-1 
até a pan'<h' lorna-8!.' Ul'<'Cl;N)rio U51lr uma. funçao d(• 
amortl:'cint<'lllo (a majt> famosa propootn por Van Dn 
l>$l) que reduzn a teru:ao de atri to adf•quadameute à 
nll'dida qut> y _, O. Como aqui é JU:;hun E'lll{' a re<JlOO 
/ogarítuuca qu<' e:-ta'8Cntlo ínv(>stigada, o modt>lo dt• 
comprimento ele mistura :'l'rá. utiluado ::.t'lll a fwtçao 
ele amor\t>CÍ ilH'll \.0 e COlll f ky. ::lendo ~· a COtlí'LA.II l<' 

ele• Von h:nrmuu, isto é, 

-pu' tt' (1 1) 

Com t'~la expn.•~o.;ao, a <'q. 10 podt' tiPr imegnultt 
(l'm rt'laçao a u). pois é N'parável. O n•::ultndo é: 

') 

f-Ju~ J I" u. 
'" 

(12) 

Csta l; untA forma dinwn:->ionru da lc•i elo par~'<le. Por 
mnhe<X'r o c·omprimeulo c·arocterí;:;lico, /,,. 11 /ti c <' a 
velocidarle <:Rracterí...;tica, u, a l"Q 12 pode :'t'r tomada 
adimen~ioual <'Om relaçao a t•sw~ valon>:-> l::i::'O po<l<> 
~er feito S011lfllldo-:s:P P l'uiJtra indo-s<' ( l /~·) ln (vfu,) AO 
lado t'o:-qucnlo e nml~iplicnndo-sc e dtvidindo-se o Indo 
direito por u,. A:;~m. 

onclt> A2(.r) A, (:t) I (1/k) ln(vfu,.), 11 1 fJU,./11 

ui' ufu,. <' \1} - \ ~ fu,.. 
&ta forma ria lc.'i da pa.rt'<ie c; idt•ntrca à antt•ri

ornwntl' propo::La por ~li'Vt'n::;on (196:3), <'xcelo peh\..
cll'fittiçóe,.. dP 11 I e y t • :-.Jt•la nao é (1()..':'.8Ível verificnr o 
que a.conlf'<'l' CJ IIando \ 'u. ~ O, por i&."<> ~~ intere:-.--anll' 
n'f'S('rew-la. Subtraindo-t-.t' 2/t~t dt> amhOt- Clt' 1adClt' ela 
t>q. 13 e lemhrHndo-~ q1w l .. ' só dependt• de :r ll'lll :'e 

(1/k) ln y' 1 .1 (.r} (~/1' .. ')(-1 +)i t ;~ui) OJ1Cl<' 

. \ A2- (2/1 11.) c dPfilltlllO:il (ljk) ln !/I t A(:r) (/). 
l)orlc-se wrificnr quP t•:>ttl. cxpre:-;$ao é a :-:oluçao da 
seguintP t•qunçao do ~gundo grau Plll f/J: 

(1·1) 

Suibliluinclo-st' </>, t1 I. \ ~1 , t' y t- por :;na:; tlefiniçoc•:; 
l<'m<r..o a forlllà fl ua! ela lei da pared<' 

(L 
[

1 (Ytlc) ] I~ [ ] (yu,) u,. -ln - ~ A t - -ln -
k /I o1_ k 11 ]

2 

A 
( li)) 

A mampulaçao a lgc;bn cn 11Nlda para Lrml:.-formar a 
eq. 1:3 na 11 é meu0::. fortuita do qul' 1xxl<> parecer. 
Soluçóes ~om a forma da t'<J. 15 11ao sao m(>dita.-. na 
li lcratura (por exemplo, Stlva-Preire, 19t~8) Neslw l' 



fl-lcil o~'rVl'lr que a ('<J . 14 tPrll como ...oluçao a. cq. I :J. 
Aqui tlimpk~ntr•rri P o caminho inver:;o foi l"Cguido. 

A mant>irA 1111li:-. :->i rrrple~ dt• t':'Lerrdcr a lei da parrdt', 
l''q. 15, para a n·~ino l')(lcrna ela cm nada ümilE' i- ,;cguir o 
procedimE-nto on~rnalmenle adotndo por C'ol~ ( Hl5(i). 
adrcionando uma fuuçao Wlrwrt-al de ( y I 6) ao lado l'>--

q rrPrdo do I'< I 1:3. ~este ca..;o lt>m-:;e ( 1 I k) ln y 1 

,\(.r)+(fl lk).u(ulê) (2lt; ,! )(-1 I J1 + l;;t"v I) Hr-
1'0! vendo el:ita. <'xprp:;~ilo de fonnn ideuLica ao qut• foi 
ft•i to para a 1 :l teru-!'C· 

11 [ 
1 ( yu,. ) _ 11 ] 

llr I"' --;;- t- A + k..v(yl6) + 
2 

\ ~.. [ I ( y U r ) li ( I , ] - -lu - 1- 11 1 -w y 6) 4 ,. 11 k 
( 16) 

Finalnu'rrtt•, n lei do atrito pod<' ~r obtida ret•:;crc· 
wndo n <'<I 16 pMR algum pon to (JJ, 11 ) <'Oilht>crdo. Jt 
prática <X}Illllllt u:.nr-:-;p o ponto (6.l',. ) 

[..,. ( I ( óu,) ~ll] u, k ln 7 I A f T .. 

t',., [~ln ( óu,) 
·1 k 11 

2fl] 2 

.•1+- T. ( 17) 

onde, :;t•gundo a ddiniçao dt• ( 'olt':' para ;:;ua fuuçao. 
_., (1) ::! .\ qm•:.;tuo da e.-collw do ponto (i5.l ',.) t--t•rá 
iuw:<tigada <'0111 llléll::- cuida.clo ntur:; larclt•. 

At> (:'(J:-.. 15, IG <' 17 nao .-no ttOVt4'. J á. havium 
"''do propo~ta:' no trabalho mHNIOI dt• Pell~>grini l' Cru.t. 
( 199.5). IIHl:- dt- forma empím·a .\;,; ,;oluÇO(':' apn'
:-t•mad~ a.qur N\0 cxat&- t' <'on::-titut•m a t.emalrva di' 
ohtl'r umn lll<'tOtlologra gl'ral para ohtt·uçao de dP,;cTr 
ÇO'-'"' compiNn,.; do .... váru:lti liJ)(:>I' d<• camada limit.t'. 11:-

nndo veloctdn~h':-' cnracLeríslwa:;. 1::->1 a t' a pnncip!ll <·ou 
tl·ibuiçao dt'.-1<' 11'~llwlho. Cm n•ltlÇHO uo trabalho mll,<' 
nor dt' Pt>llt-gnni c• C'ruz (l!>!lil). í• ttunbém in~clita n 
c1>lllparaçm> da:- t>q,;. 1 G e 17 ('0111 cltu1~ <'Xprriml'nlnt~ 

que t't>rá ft•thl 11 :-t•guir. 

3 Comparação com dados expe
rimentais 

\ o cxrunuun }l <'<J. ;) percelw- ,;t_~ qur~ a velocidade cn
ractcrbtrca u , "· ponru.~lo, a len;-;ao ua :;uperfície, dada 
por Tu - pu';, po<lt> ~r obttcla cnl<·ulamlo-l:'f' IL, através 
da. t'<J. I i . \nt(>t;, porém, é n<•n•:-;...;IÍrio dt'terrmuar-~e 
o valor dt• Ut . \ pr6pria eq. 17 podP s<'r usada parf\ 
cnlcular 0 valor dt• IJ, coulH•c•t•tHio-"'t' u:-; propri(:'(hld<·~ 
do fluido (JI r• p ), do t>S('oaJllt'lltO ( ó, l ',.. \ ';. .. e 11 1 ) <' a~ 
I'OII<'t.rutt(':-; k. I t> fi 

Qua...;c todO:' <k' trabalho.: I'X i:-lt>lll<~ rt>portam vala. 
n.•s de ~ t' li uotudamentl' Hli'I'II:'ÍWrt' à tran.-piraçno 
Aqui. portauto, <'lt>:; d0wm tPr o .. .- vt~lore-:5 elo ra...;o inr
IWrmeávd (1'1t'll( lo k O. 41 c li O, :)5os mAis H.<'<'t1 o~) 

para qup a.-; lt·a~ ela pnrcrlc c• da P~Wira, eqs. 1G c 17, 
:-t' rl.'<iuzam à:; sua:; corr~pondPlll<'~' quando \~L- - O 
Quanto ao \'tllor tlt> :1, Wll<l da .... propo .. ·-tns d~t<' proj<'lo 
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<'ra caplmar n influencia da 1 rau:-;piraçao nao a1 rov!'>:
de A, mfls ~im dl' ur. Assim, ti Lm11bém Leria t'-I'U vt:tlor 
do caso impt•rmN1vel (A - r>. O) l•;m n.,..'tlmo: 

k 0.11 A 5,0 ri o.!):)_ ( I~) 

l l tili'l.allcl<r~' perfi;;; de ,.,•Joculncl<• <·xperinwnlar,.. dt• 
Andcr::>cn <'l al. (1972) para ca.~ com injt>Çao t• o .... dt• 
WhitLPn ( 1 067). para. ca .. •.;o,; <·om ::m<·çao, conclui-:'<' qnc 
E'StE's valor<'~ ~:~ao muito bon,.; r qut' ti, cit' fato, ua.o dt'
pendc da tran~piraçoo para bnixa..., I' mt'di~ ln:xn . .; dt• 
lrallipiraçAI> (F Pu\ 'u_.fp,.( •• ) ,\ Fig. I mO:'lra um 
t'xemplo dn comparaçao fPilu, com ~ráfica:- dc> o t't'r 

.... u.~ ln(yu,. j11) pnra cliw•r,;a.:; luxtk' dt' trau::;prraçno •\::' 
limita.çO<':-' du lt>oria ficam <'vrdPIIII':' no~ <"::~SOO r0m Alt<l:' 

injeç<X'<' c· ~:~ucçO<'S. 

40~--~--~----L---~--~---L--~ __ _,_ 
À F=O 00 <> F• -00011 

X F=O 00 o F- ·00024 

+ F=O 00 E9 F- ·00025 

30-l ~ F =O 0020 * F • 0043 

• F= O 0038 
!::,. F- -.0047 

* I 
~ 20 

10 

0~---r---r---.--~--~--~r---r---~ 

o 2 4 6 8 
ln y~ 

Ft~. I Lt>i da part-'<lr• Dado~ dr• Audr>r::<•n d ui. 
(1972) com nrjec;ao c rlr• \\ilthcu ( 1961) com :-twc;ao 
y+ 1/Ur /11 l' 9 ('21\ ~~ )( -1 I J1 t \ ~,f 11 t ) 

A aflnnaltV!:l ele qut> ~- O. 11 Í' uma a.parrult' c·on 
1radiçao com o:-> r<>;o;u!taclo~ dt• Sirnrll:"on (Hml), qu<• 
del!lon:-lra <Jlll' k k(Rfo) pAm. lllo U,.0/11 < 6000. 
onclc O {• 11 l>:;pl~:-.ura df' lliOtau•nto da camada lnnitt' 

Entretanto, t:->lO é- apt>nas uuu1 llt lltH'im de afinnnr qm• 
o perfil clt• w locrclade:; \'ana com /i( 0 para fll o < fii.X)() 
~o n~:;o cu~ lal variaçao wní <'Hplurad.a por H,. como 
lka.rá dnro o ,;t>guir. 

,\ Fig. ~ mo,.;t ra o valor dr• H1 cakulatlo A pnr~it 
elo~ dado:-. <'0111 auj<•çao de ,\ud1•r::c•n I'L ai. ( 197'2) ,. c·ou1 
:;ucçao clt• \\'lu ttt>ll (19()/) \ \ilrtuçao pari'<'<'. dt• fato. 
PStar r<':itritu à faixa Rt o < (iOOO \ Pxprt'N'ar> 

Bt (!-hol6000) ~f;l, para fil-o~ WXlO. 

H1 ~ - I. O p<Jra fho > CiOOO. ( 19) 

ci<'l:'crevt' adr>quaclamt'lltl' o~ rindo,.;, mtllo nto:>~t nJ a 
figura É rnlc>n':->:'l-mte notar !l :-t'llt!'lhança mai:- do qtw 
fortuita dt-,..hl <'Xpn•s:::ao mm 11 dt> Srmp:;on ( 1970) paru 



a dPJ>t'lllll'll<'rA dl• 1.- <"OIII Utu. k 0.1( RcofC>OOO) l/H 

pnrn Ut ·o < f>fX){) <' ~· O. cl pam !h o > f>(X)O. .\lr.'m 
dr:--"<> fkt~ ("()llfirruudo <JIH' /Jr < 1), couforntt' t>xigido ua 
rhvltwao ciH ··q 10 E inlt>n~nul!• notar. entretanto. 
qui' no tnrlmllro dt> Pellegnni ~' C'ru1 (19!)!)) B1 é dado 
mmo con,;tnntl'. dc•vido ao fato eh• qru• c•lf':-o anal~aram 
apc'llll~ o:-o dndn~ cl<' Whitleu ( l!W7), qut• ('()hl'f.'lll uma 
foixa 1':-~t.rc•rt.n dt• lh>0 . 

.. , 

• • Onl 

Ftl!, :! \ anaçao dP H1 <'0111 /(c o l ,.0 j11. Da-
elo.-. clt• \ndc•r::..c•u t'l ai. ( 1!17:2) 1• 1; eludo,; rl<' WilthPu 
( I !)()7) !:::,.J: nll•lhor aJH~Lt-: [ 

•ooo 8000 12000 
Rt 

Fig. :~ - l'rPvil'Ot':-> pHrH o nwfi<"it•nlc• dt> àLriLO, 

c:1 'J.(u, jl .. )2 Dado,; dP .\ndPr:'l'll <'I al. (1972): 
[o J, dado,. dt> \\'i tt ht>n (1 967): 1: Lt•oriu 

Com t>::hl t•xpn~.-ao para U1• podt>·:'(' calcular oco
pficil'tr t• rlc• ntrito pr-la eq. 17. Pnm l'fPiiOt> computa
cromu:::. o ponto ( c5. l .. ) a ~·r m:-r•rido nn t>(J I 'i foi esco
Uuclo r·cmlQ :-Pudo o prinwiro pomo PXJ>t•rimt>ntal tal qu<' 
u/1 ,. ~O, H!J5. l•~,:t<• detalbt> t> rnuiw nnportante para. a 
rt'JWI i biltdnck do;:. I'C':'U 1\ 3(10:;. <Jill' :itlO hu~ltlllt t' ~<'IISÍV<'i~ 

à P:'r'Oihn Pn.rtit·ulnnuenL<'. o::.. n'i-iultmlo:-o 11110 $110 bo11:-> 

qllntldo n c•,;c•olha ,;e aproxrmn eh> ujl ",. 1. dt•vido ~ 
rmprt'<'l:'l>t.,. déko mt'dida. .. PXJWrttm•ntai:-. Pc•lo lllt't'lllO 

motivo. valor~ obtidnt' por mll•rpohlçao também nao 
dc'\"C'Ill :::<>r ll:"ados. 

,\ eompMaçao da teonu c·om t><- n':'uhAdos t>XIX'I'I
nwnllu:- upan•n• na Fig.:3 par» l<rxa~ 1!<- t.nmspiraçao 
vannndo dt• F -0. 002fl » /o' O. 001'10. 0:-o rE:'l:'ult ado:' 
tolHO bom'!, ('01110 :;e ve, para qml.:-ll' toda a. faixa experi
uwutnl arwli~ada. 0:-: <'3~):-; <'Oill :>Ul't;ao HJWP:;C'ntam rc>
:-ll llodo ... ruiu::; ncx:; núm<'ro..' de• Rt>ynolcb muito baixo.,, 
corn•:-pondl'lllt>::; a F < -0.00 10. c• nao foram apn':'l'll
tad~ )::-:;o era de ~ l':'pNar. JX>r:-o a C'oncordancra ela 
fullÇ81) propc><-ta para H1 co111 c:l:- n':'llltado.' t'XJX'I'Uilt'll
tar:-o nt·Aa fnixa I ambérn n»o t; bc:><l, c-onforml' Fig. ~ 

Por fim, a Fig. 3 mo..-,trn nm1parac;an do.-; JX'rfl,. de• 
wlo<·rdadt• prPvi::;tos com a:-o llll'didt~."' de• Ander8en l?t ai. 
( 197'1) l' \\'hi ltPII (1967) parn Ioda" n.-; Laxa~ de twn::;pr
rac;no ntmli:;a.rlas. Urn PXClllplo n•pn•;;c•n1 nt ivo elos re:-ul
lu(Jo.-, HpHn'<"t' na Fig. 1 para <Jto: c·a~ r·om t'li<'ÇOl':o; aLt-
/· 0,0025 Para::'\ICÇOt':' mnit.o ultn:-o. F -0.001:3 
P F O, 00 17. oo r(':'ultnd~ uoo fomm hon=-. como~·· 
p<xlrn t':'J>l'rar da aná}t...;t' dn r· rg. I rodo:- 0:' ('~()to; C'OIIl 
IIIJ~'<;no apn':'entaram boa conC'ordnnda com a:; medrda ... 
de• \nclt•r:'t'n Pt al. (1 !l/2). 

F'.._O CXI11 '...0 0024 

000 IOC 

F1v;. 1 - ( 'ompar~uo t.>lltn• o" J>l'rfi:: de wlo<:idaclr• 
c·Hku iHdo,.. I' l'Xpt•rimeutai~ paro o::.. c·t~"'<>" com t:ucçao 
ele• \\ hrLLl'll. Dado."' dE' dl' Wi ttlwn ( J !lG7): f o : Leoriu: 

1 

4 Conclusões 

\J(•::lP tmhRiho, t>xpn.'t-l:iOl':' nnlt•nnrntc•nt c' ohtid a:' ele• 
fonun ('lllpírica para o c•ot•fi('ll'lll<' d<' at,rito e o JWrf11 
d<' Vl'loc·icl(•,.. c•m camada liruit.P mlll tnllt~piraçao foram 
dc•clllzicla:; d~· llHlJJ('ira t>xata PHra i~:'O, foi d,•nton:->t.mrln 



a t•xi::;tcn<'ia df' uma vdocidadt' rarartl."rí~tica da c-a
maria limite, dift•rPntt• d<' u , e capaz cJp capturar a d~ 
peuckncia do probll•ma com a taxa dlc' trnn;:;piraçao c clt> 
derxar /..·. A c 11 llvr{'::> de:-ta dependcncia. As prPvt::-oe::
clo coeficiente dt• at nto e do perf'il <I<> vPlocidade;, no.." 
limites de validadt• ela teoria, foram boa.-:. A principal 
contribuiçao con~i~l iu eul f?stabt'IN·N I IIli novo m~todo 
paru. a obtençao dt' t'Oluçõc:;l rxata.-; parA problema.' Ôl' 

nmmda limitl', ondt• uma lei da pan'(ll' 1- explicitantf?tllt' 
obltda. 1\l':itf' t1p0 dt' soluçao 8 m0ucncia da lran:o
plraçoo n~ t'Xpn~"''l'::' re::.ultanh':< ficn rt'::'l ri ta apf'11A." 
a um fator de rorn•çao, /, à wlocHiadt• caracterí::;lica 
"bás1ea", u, Análist'~ semt'lhanll'::i, ainda não publi 
cndns, par('('f'tn indicar que o prOCC'$RO é> possfvel para 
out.rOI' tipos rlr t•:-roamcmo, o qut' com~l i tu i, na verdarl<'. 
a vantagem l':-pt•radn do pr~nlt' mt~todo. 

Por outro ludo. a pr~ntt• ::oluç~10 aprf';X'nla a 
grande vantagt-m cle fome('('r 11111 vlllor dP A con::-tnnlt' 
1', nt>c'~"ariruut•ntt', Í6rual ao do c·aso ::;en1 trau:;pin:l
çno. Desta fonml, 11111 ponto n't·onhc'<'idamcnte fraco 
da~ 1:'-oluçoes Lipo k•i da pa1·ede <' lt>i dt~ ('r-ltt'ira pode r-lE'r 
evitado: a clt'tt>rminaçao por compamçao con1 n'"ulta
do .... PXJWrim<'nltll:i ela depend<'ncia de .- \ com a taxa dt• 
transpíraçao Em c&Ot' no.;; quaí>' outr<.k> efeito...o rom
plluulor~ elo l~coamt•uto l'nconlnun-.."t' também pn•
:'l'Ut~~. tai~ como n compre;:;.,ihiluladt'. l'::'ta vantagt'lll 
toma-~ aincln 111ai:> uíticla. llma ~"><>lw;ao para P:itt" 
rH~o t•stá St'tHio lPut.nda e, t'l:'pt't'atllOt:o, t;.t•rá publicadH 
1'111 hn•w 

.\ comparação do prL'$entt• n•:-ultado com algun:i 
K'Jllt•!hantl'>' podt• :'l'r útil para t'i'<:lart'<'t'r cert<:k> pon
to>' nnportantl':-. Ao analisar &•mt>lhança.-; e difer<'nc;a:<, 
H:i mtplicaç()(;s ria soluçao aqu1 aprrt;t'nlnrla ,;erao me
lhor <·ompn'<'t1Clicln!>i. Para tanLo, foram t•scolhidos o:; 
lrahalh0:1 ele Si1up:=on (HJ70), :\nrlt'l'~Ptl PI al. (1972), 
Pll'tclwr (HJ71) <' Pt•llegrini e C'ruz (1!Jnr)). 

C.....;cn·wuclo-&' a 1<'1 ela pan'<lP dt• SimJ>-"'<>11 (HI70) na 
mt~ma formn da ''<I 1:) l<'lll-* uma Pxpn..,.,"'ao cxplícna 
para a dPJWncleu<·tn 1le A com l~, O re::;ullado aqu1 
apre8entado fornt•ce .I constanl<' t' Ur variaudo com \ 'u, 
o que pode ~<·r cont~iderado <'fJIIiwtlcnlc, e :-;uas prcviHOOH 
:<ao JWlo tnPIIO.' lao bo~ quanto us de Simpson ( HI70). 
• Já em :\nd<'r,.;~•u t•t ai (1972). o conceito de wlocidaclt• 
característiCa ~~ nuliz;vlo. como aq111, porém uma ex 
pn•;:;.-.i\o rxplkiln para o cálculo ela wloctdade carru: 
tl'rí:itica. nao i> apn•:;t•ntada.. como 11 !'CJ 6. :\s pre::;entl':: 
pn•visoe:;. tatnl)(>m ~uo. no mínimo, t•cpnvalenl.es às dl'IP. 
J>lelcher (1971) oht.rm resul I t\(lo.-. t~llpPriorE'S ao::. pr0-
~·n1<'l' re:'Oiwnclo o problema llllllll'I'ÍC'811Wnle. Para 
1:-."'(>, entretanto <'k tl!lO prop0e n!'nhumn nova exprt>~no 
para a l!'i da pnn•dc. utilizando a eh• Smtr~on (l9G7). 
I >rocE'dim<'nlc>:: como o ele PletchPr ( I !li 1) poderiam tllt
hzar a eq. 1 f> parH 11\Plhorur amda mru:: ;;ua,:; previ::iOI.~ . 

\pareutemt>nt<', o ::;uce:>so de Plt•tdtl'r ::'(3 drv<' ao faLo 
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dt• quE' a infhwnc:ia da transpiraçAO {> levada em conta 
também no modPlo de turbul<'n<'tll 

Finalmenlt', Pm rrluçao oo trabalho anll'nor c!P 
Pt•llegriui e C'rut (1995) a prmcq>al diferença {> o 
novo valor para 8 1 e ~ cleduçot>:.; para. ~ le1s da 
pare<:lP. l'::.tt•ira c atri to obtido.:; por ..;oluç~ <'Xattl." 
dtl." eqml.ç()('S d<' camada lmlitt•. Aproveitando ati 
modificaçéx>::l teórica.' realizada.:;, um conjunto maior t' 

mais confiá\o't'l dt• rt'I"Ultado.." <'~J><'riml'ULais foi uttlizado, 
gerando um valor de 8 1 taml~m llHltt> confiável 

Agrndecmii!Ttfo:J: O autor agracl(•c'(' à FAPEl\ IIC: pelo 
apoio financt•iro concedido ai nlvc~::l da boiS}) de anx01o 
à pesquisa ref. Tt.:C '-969 / 96. 
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RESUMO 

l I ma uova wlocidad!' caractt•rí:;t.ica para a n•giao interna da camada limilt' {! dt'tluzida atmv<~ 
ela análi~· dt• escal~ da equaçuo da quant idadt> de movirnc>nlo. Com ela, uma ki da pan•clt'. 
taml~m •m'clita. é propo.;tu ut tllzando-:<c um modelo clt• turbulc11c·ul dt' compnmcnto dt> mi~ 
tura .\ t•qua.çao rl't-ultantc é co111paradn com dado::; t•xpcrimPutai::: para lll.llllt'rex:: de ~lach 
variando t•ntre 2,.j I' 1,5, P111 c~·oarnenlo::: :::obre plllra plana aditlbática, e •no..-;l ra bo11 con
<'Ordauc:i~l. l' ma po . ..;.-.(vel OIRllPirA tlro esteudt•r o rt';;uiLndo obtido para a regi no ela e:;tt•ira f. 
l->,1gerido 

1 Introdução 

0~ atlek' f>(} foram lllll período particularnH'Ilte produ
\ ivo t'll1 t•sl udo::. ~ohre caJrul.d ~~ lmu lc comprC'&-ívcl, dt•
vido no nl Lo iutt'r<'~-;(' que tk' r<':-ul tatlo." n•JW~&:-ntavnm 
para A mclllitria m•ronáultca. 1 ~111 ~P''<'tnl. o cákulo 
cio ccwfi<'lt'IÜP d«> ai nt o em (':.,(·oamem~ A nlt ll$ ''-'loc• 
da.dl':' com ou -'<'III t rAH:::ft•rt•m·io dt• calor, era funda
ment,a l l'lll apl icm;Ot·::: <·o• no o proJ<'LO de ~wrofólio.-4 t' pa
lhC'ta:: dc> turbina \ h'm di~:,(>, o codkit>tltt> <'akulado 
poc.lt•na :-t•r uttl i!<vlo dtretrutH'Ille no cálculo da tronl 
t~ru11n1 at rav~::< clt• nlgum l ipo dt• analogw dr Reynold.~ 
e ulilizfldo no projt•Lo ele rc>;;friamenlo dP partes lait-~ 

como c~:mtara.;,. flP coutlmi-tao, IXlcui:;, pallwtn.-.: C' oulra:-: 
c:,lc período, :-.urgtnun ;:oluçOt'>- como a dt• van Dn

t•:-t J1 ( l!).í6), por l'X<'IIIplo, q1w p<lreciam l<'r rf':--<>lvido 
o proiJlt••na def1uittv~Hnf:'mt•. 1\ll',;tno a..--..;im, um grauck 
núnlt'ro clt• outra" :::oluçat':-1 apan'<'eu no." tut~ sub.."'l.'
queult•l->, provando q1w o a.~u1Ho amda nao t>::;La\'a t':
gotado. O trabalho clt> SpaJding t' Chi ( 1!)6:3) apre:-t•uttl 
uma revi~ao ~bn• o <Jll<' foi fei Lo no período, chaiJJamlo 
ateuçao panl l:k' flift•n•nças eutn• a.-.: ciiver,;a • ..; ~IIIÇC>etl t' 
proponclo uma nova 

Na.-. dc'cadas ~·gtlllll~. o problema conwmou n ~·r 
tratado, priucipalmC'nlc alravi>:-< ck método."' num(>rico:: 
l'a ma1onn dru; :>oluçoes. nao nnmt;rica...: aprt>.-eutatlA:>, 
as pn'VÍ:.'Ol':l para o coefkit'llll' ele atn to. r •1, foram 
obtida...: apltcando uma. lei da part>dt• à t'<Jmu;ao inte
gral dn <JlWlllidadt• cl<' moviuwuto, quC' L<'ndt' a !:':<'r ba::;
lantt• 1111pn•t:i:::a à lllt'<l ida qut> o mímero clt• l\1ach au 
meuta (P c, dintttiUI, con...:::equelll<'ment.e) Por e-:;t.e mo
tivo algun~ rX'$(!UJ:-<adore:> :::.{' vuam mclinadoo a bu:'<'ar 
l:iOi uçat':-. Hllt•m aiiva.:' que o~ p~~:-oi!Jilitas:,.e e~n·ver uma 
lei do atriLo ::.('Jll utilizar a equaçao integral ela quant1-

dadt> ti<' uloviua'n1 o. Um <"OI1lt'11ltÍrio H t'l-IL~' rC't':pt>il o é 
apre:;t'nlado <'III Stlva-F'rt>trt' ( l!J~~ ), qu<' cl(':lt'nvolw 11111a 
t'xpn':-.."ao par<l o cálculo di' ( ·, com n::- caractt•rí:-.ttc& 
rueiiCIOIIrul&. 

O objetivo •lo pn~ntt- l rahalho é fontt'<"C'r su b, ... ícho;,; 
panl o cálculo de (j em t•:;co:cum•nl<k-> hid imenl'IOtll'IJ::< 
<.'Omprt'l':-ivei:-< atnl\'t~ de uma formulaçao do ttpo Lrt 
da parede /,et da esle?m. Para i:>.-;(>. uma anált:;t• clt• 
escaln~ das eqtt<lÇOI'S do tnovimenlo :::c•ní ft>ila, obtt>nclo 
uma no,·a V<'locJdadP caractl'rÍ"lica pan1 a regmo 111-
t<'rna da CI:Uilatla llllllte, chft'ff'lllf' da trHcltclOllAI 11, 

Jrw/p1,., ondP r,, é a. wu:;ao dt? at.rno na pan>c!l' t• 

p11, A lllll."'-"a (';o;Jwdfll"a do fluido na pun•dt•. Co111 c~ta 
velocidade, untl-l :;oluçao t•xat a. para a." equnÇOt?>' do 
movnnt'nLo :.,(>fêl obtida. na n>g~ao intt•rna, fornf'C't>l!do 
a pnx·macla Lt•i ela part"rll'. llm método para P:dt•n 
clt?r l'::.Lu expn•::;..;ao para a n•giao exlt•rtttt da cauuHhl 
st>rá ~ugt•riclo, jJPrtnitincio u futura obteut;Ho de uma PX
prt>""ao para o uikulo de c·, <h: rP::<ulllldo..; ela Lt'l da 
parede 880 eomporadoo c-om rP.::ult<ldtlr- t•xpcri nwntot" 
dispouívcit'l na lil!•raLura, 111~1 rnndo bort concordauda. 

A formulaçao obtida tem pdo lllPno..; du~ vaulav,t'll::> 
wbrt' ~ quP utiiii'Al.lll a equaçao intep,ral do molllt'lllO, 
a lc~m ela maior pn><·i,.ao d0;:; rl'.;:.ul Lado,;: prnneiro, a uova 
vcloddadc Cllrl:te:tt•rístiça potlt' Sl'r utili:w.dH Pm moc!t-lo;-; 
de Lurbult'nciu c·omo o de c'Ompnmcnto dt• mi~t.urn, com 
a funçno de amorlt'Ctmento ele vau Dnt':-l, que dept•ndt• 
de u,, ;,;pp,undo, u Lt>i da pan•dc obticln pode :-t-'r 1111 
lizada para. p,;t.a l>t>l<'e<•r uma cond içao dt• <·ont.orno pnn1 
mO<lPIO~ de lurbulencia dt> clu~ equaçOt'::O , ~cm modl•
lagt•m para batxO:-< níum' rek' clt> HPyttolcb, dt' formu qut' 
o~ cÁkulo.-- uumt~nc-o....: nao wnham que ,;t•r rt'alitado.-- uté 
a parede'. As duas vantageu:< mencioundas diZt.'lll n'~ 
peito à modelagt'lll c!r iurhult•ncia. F~" rt'::Oultado wm 

• At uahn<'nlt> no Programa dt• Lng. ~IN'amrn, COPPE, lfi'RJ , (' P 6~fJ()3 , 2Hl1fl-970 - H to df' Jant>1ro Br&il, •'-llla il: 
pelle :..('TV.com.ufrJ.hr 
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dt~ em:om.ro a. uma Lendt•nciH nllml do:< JW:o-quil'larlort>::l. 
qut' é a de fornecer 1noJdo.-.; dt• 1urbuknr·ifl, pnra u~o e111 
nH~1ooo~ nmm>ric~ de :::oluçno ck num1rl1~ limi lt' lurbu
]Puta Ncst<' :>!'nt.ido o pn':<('lllt' n>:<ullndo fsw pnrlt' dt> 
um projt'lo maior, (]UP vi:::a oht<'r w lol'idadt':' <' lC'm

J>f'ratnra.:. t'aracterí:::LIC'H~ ''111 ciJVt'r:'o,-.; lq><~ dl' camada 
lunilt'. 

2 Análise 

Para obtt'r <'xpn'"-"'C'::' para o compnnwnto ,, a \'l'loci
dade nU'aci<'rÍ::;tico:- da re~wo mtt>rnu ela <"lllll<lcla hmit<', 
vru11o.-; t>:ien'\'l'r t\ equaçao ela quautuladt> ck lllO\'Illwn to 

para o e;:coam<'uto Jx>nnam'IÜl', lu dlllll'll~lonal, com
prl'-"Í\'<'1 , turbult>nto. :-t'lll gra.<ill'lll<' dl' pre:=:....:ao, <"Om ~ 
hipóte:-<>::l habn.uaJ::: dP ca1nadu hnut<• 

i:Tii Õti 
pu-. - t fW-. -

ô.r rJy 
â ( t!ii) i) --. /1- - -. (ptJ'I'') 

r)y Oy r)y 
( 1) 

Aqui , fl)(hJtO O:' :'Ílubolo." tt•u1 ~<'11 :-;Í!!,lllfinulo tradi 
t'itmnl, isto é>. I' <' 11 ;:;ao H~ din•çc>t•;:; n·~pt'<'LiV<lllll'lllt• 

tmJgt>ncial C' nonual fi stqwrfícit>, 11 {• u w lol'idHclt' III\ 

direçao .r. I' ml dire<;H<> !I· t/ t> H flutuur;no LurlllJh•nln 
ria Vl'locidnrit• u. t•' dt• t'. p t> a nw:-;..;a '"'P'-'<'ífkB P I' A 

\'1:--co~irlad.l' do fluido .. \ lmrrn. (). n•pn'.:-'-l'lltn a 1nt>dia 
tt•mporal cl& vanávei:; 

\.' cond1ÇOt":- de contorno ~no 7i i' O 1'111 !I () 
l' Ü f'e l'lll y Ô, Olldl' ( , t; ll wiOt:lcltldt• llO lllllltl' 
6 dn camada e cou:-tault•. poa,; o gradienlt' dt• pn•::<...:ao ,; 
nulo t\o n~to do tmballu>, o ... írllhn':' ( ).,. t' ( )p n•prP
::'i'llltU'ao. rt>::>pt'<'li\'HllH~Illt•, o.-. Ylllon>:< d11 ... \'Un~ÍvPi:- na 
::.uperfície t' no l';;<'Oanwllto t•xtt•rno à c·nnltula hnHtc. 

~uma re~iao auai:' prôximn dn ~upPrfícil'. !k' lermo.-: 
qul' multiplicam u e 1 .-tiO dt' ant•nor ordt'lll d<' grancl1.•za 
qnP ~ re:;:talltl:':' de"1clo 110 fato dc• qut• 11 ~ ,. :::::: O. con
forme l'XÍgP a comlicao dt• cont.OIIIO .\ ::<.-.;uu, dt• forma 
aproximada. i:! V"i!liclo t':'c·n•wa. 

() o ( tm) o _ -. 11-. - - -. (pu't •') 
()!/ ()!I f) !J 

(~) 

Dt:'f-i11muo::: a l·t'H:>ao 1Hnlimlr por 7''1 fdmjDy. n 
ll'll:-iêiO Lurbult•utH por r1 - pu.'r' <' ~wja a lt·n~n.o ler 
lnl dada por T Tt r 1 .. C'o111 i~:<so, a t'CJlltlÇAO 2 flc-n 
:-i lllpll'~meut e i) r f a !I O. ~t'JH 11111dn r,.. ti tpn;;no 11a. 
p;Hl'(lf:'. por ddhuçao dnrln poa r,. p11• u7. lnl t>graudo 
H t'<Jnnçao ~com n condi<;uo clt• t·onwruo dP q111' n l<'ll!'UO 

total. ;;Pja igual à I !'11:'-flO na pan'<IP t'lll 11 O. ohtc•rno...: 
a ""Pr!'l":;ao à:: \1'ZP~ n>fl'nriH c·omn n 111JT"rJrmln{·no de 
('oulft> para 11 lt'n:-;no dP atrito 

i)ü -
1171 - (p u't•') r r. uy ~ 

2 
flu: 11, (:3) 

S<- <l C'qllaÇHO :~ dl'\'1' Hl]l'r IIH rt~~Ul() illlt'rlln da Cél-

1118da lrmilP, Putao O.." lt'rnH~ dt•finitlo," <'OIIlO 'Tl ~~ r, dl~ 
vt~m, nece&<anamt>lll«'. tPr n lllt-:'11111 orrlt•m dP gnuuil'ZH, 
i:: I!) ,;, 

orptmfoll) 0 ( -fi u't•'). (·1) 
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Supondo a <'X.ÍSlenc1a cl<• llllltl. vdocidml<• c:arac-
lcrí:::.tica do P!'C08lll<'llt.o, 

O(ü) = O( u') 0( 1'1 ) 

df' grand<'za d<• 11 •w~t.a 

tal qtlt' nn rc•gino int<'mn 
O( u,), <' c ll'flnaudo n orclc>m 

rt->giao <·omo /,,. n P"XJlr<':-l:-:.no 1 
i1nplica: 

L, /I 
pu, 

(!)) 

\lém ele forue<·t>1 uuw t•xpn•:-;.-.;atl pnra o c·om
primcnto caractt>r~uco. a rl'lac;no O(,,imjiJy) 
0 (-pu't·') ajuda unpll<"n «'III <JUI' ( pu'l'') > O l ima 
t'Xprt'::<.'ao para a vt>IO<'IdttdP t·nnu·t t>n ,;t wn podt• ""r 
Obtida, ~ub:>littÜ llflO a l"(JUti('HC)!) llH I'<JIUI~tiO :J I' II>'}HldO 

t""te último fato: O(pu~) + O("pu~) (111 . 11~. Portanto, 

llc O ( (fi) 

Precil'amoo agora de Ullttl n•lll(,'HO p!II'H o quo<·ll'ntt• 
PuiP na equaç~10 n. Como l:l pr<'~..:no í• ('Oilt-<LOJlt.t' at ravt>:
da (·amada. limiL(', i~ro t'quivall' ~~ oht.{•r unw Pxpn·~--uo 
para O ()IIOC'il•nlt·• da~ lt>lllpt'J'H,\.llt'tl~ lllrdia t' na ptll'l'clt•, 

TjT.,., C' "npor P::.coam t>nlo ri l' g!b pl'rft•i1o. Tal relHçao 
pode ser obtida da l'Dl uçno ck C'roc·m (I !):32) parn a 
camada limiLe compr<'::':-:.íwl, ;:;Pill gracll<'lllt• dt• prt~ao, 
mas com troca dt• cnlor J)('ln ~llpl'rfk"' 

p .. 
p 

r 
l t 

Tu 

•• •• /1 • /1 ( - ) 
( 

T. l ·2 ) ( - ) ( l ·'} ) ( - ) 2 --J t --- ----I 
Tu '2<·plt< l ,. '!.c,.'f li,. 

ondf' T, é a tempt•ratura do t':'<'«)Hlllt'lllo t~Xtl_'rno ~~ r·1• ,; 

o calor ~I>t>Cífko 11 pn•::<...:ao c'On,.tante elo ~ÍI:-:.. 

Para rel":'Crt'Yt'r a Pqtuv;ao 'i t'lll func;ao do nÍimPro 
de i\lach do l'l"Coamt•nto. \1. lc•mhanlll<)t-: qut> .\/ 11 fc. 
onde c. ~ a velocirlndt' elo :<nm t1 ad n por .;=;rrr;. 
Jh - I )cp7; .• l'('tHlo R a t'Olll"ttllltt> elo ~Íl:-:. t' ~, a r»Z<IO 
rll' seu~ calon..- p:;pt•dfi<'rJtO \~"illl, ohlt'Jno:-: 

Pu r 
p T .. 

onde 

/12 

1/ ~ 11 (-) (- )2 1 -t JJ2 u,. - H I (/" 

8'2 
I 

1 ' ~\{2 
•) . ,, 

ru j'l;. - 1 

. - I I . 
'--~ .\1,. -[ 

•) .,. 

(l'i) 

(!>) 

( lO ) 

t' ondl' .\!,. l'p/c ~~o núnwrc> rJ,. 1\ lach do t',:.C't)lllllt'lllt> 

t>x ll'rno. 
,\li h'<' rlP c·onl inuarmo.... c> 1111ponant" lf'lllbrar a.

n..-triç~ impo::;ta." i1 t>quaçao ~ \Jn ~llfl fonml origi
nal. a wluçao dP C'rocco. t'(Jll<IÇHO i . vl\11' pun1 1.':-:c.·ou
meutos :51'111 J!.radientl' dP pn•::<.-.;ao P com t ran:o:.f<'n•ncia 
dP c·alor. EntrPtanto. ua fonnn 1'111 qw• :-I' aprt'l"C'll\ll 



acima, umn lnpÔIPI"t' aclic·iollal fo1 inlrodtJí'ldH implici
t.;~mrnt,c• ut rave\• eh1 :<lll)t-1t.iLui<iHO t• Jh - I )c,,'/;, : H 

dP que• a propagac;ao dn onda :-o11ora é tt'l{'lll rópwa. ~~la 
lupót~· fm utiliLndu durantt• n d('(luçao dn <'Xprf'.-..-ao 
para c \:-.-,ím. t>:<lfllllO:- a:;..-;uuuwlo quE>, JWio m<'UOI" no 
que diL rt':-'JWito it pmpngaçao da~ ond<~ t'OIIoras, nno 
há 1 nuu,;ft•rc>ncia d<• mlor de 011 1mm a ;:;urwrfkie. lx•m 
eomo uao há alnto também Com is..--o, t; dn :'{' P:'

t)('rar fJUC' a I'<}Uaçao ~ 11ao funnont- muito 1>~'111 para o:; 
ca~->oo t'Oill t n·ut;;fen•twia dt- c·alor. [~Le cletallu•, emn'
l ant o, rarnntt'lll<' P o! k't'rv<Mlo Itnt-~ dN:IuçOé~ t nu I icionai;:; 
Pnc-oulmdn ... para c':' I 11 Pquaçao nu li leralllrn, por ex em 
pio em t,dtlichting f l!l6~ ). íll'lll 1:3.b.I l t':>lf' texto. 
obtelii-N' u1m1 equuçuo e'f)nival<'lllt' à~ I" nrinna.-:-e qw• 
t•la vai<' pt~rfl o ruN> t·om Lrnn:-fpn•nr:ia dt• t'alor. 11111~ 

logo arhtmlP. no ÍIPIII J:tc 1111111 outra PXJlfl':'.."'ao i> dl'
cluz1da. <·o111 mlrodm;an df' mu fator de n'<·uera<;ao. '· 
para n•prPI"'"IIlar o <'llt'O <·ont tmcrt tt'nnw11. 

C'o111 '""'o Pllt li H' III<'. =-u IJ;o;t i I ui 111o;:; as <'q:-. ~. !) ,. I() 
na NjllHÇilO (i e oblt'IIH~ u; O{ u; l lh( 11, f l ·.) 
Hf(u,.fl, f7

} Cotno ux-la.- t\:' fmtç~ euvolwla...; na 
n•h-tçao dt•pt'IHh'llt <lJWnn~ de> .r. o opPrador O ( ) pode• 
::'l'r rPI irado i11l rod111indo-:"P uma funçuo mbi1 ráriu, 
.1 1(.r). d<• O(l). "'t':<ll' ca.--o. obtf'lllCk' .l,u: {11;11 
IJ2(11 fi,)- Hf(u,-/l, )4

.} Dc>pot:- dt• algu111 n•arranjo 
ohtc>mo:-. 

( 
!J[ . I, ) :.! ( H1 ) I - t -. 11(' - - tt,.-
( ,; ~~~ l 

() ( 11) 

O vHior du f'111tçno .. 11 (.r) podt'l"t'r c-alculudo I'Xtgmdo 
qtu• tJ,. - 11 , <Jlallldo .\/,. - O<' '1 ;, T,. nu t'<ptaçao 11 
\t'l"lt• cn .. -,o. H, P H;. • O P. portnnlo .• \ 1 ( llr/11, ) 2 1 
Para qut• 11, - u dt•vt•mo."' t<'l Pu! no ..1 1 (.r)= l. pcll'n 
todo .r \Jt•:;t<' ctk'o, poclC'Ino:-; n'<':-<'rl.'ver ~~ <'quaçao li 
como (Hfju; 1 1/u7) ,,;_ - (JJ.2 /l ',.) uc- I O. CJIH' \• 

uma NJIIllÇHt> do :<t'J!.IIlldo gntu t'lll ll c. Ht':'Oln•ndo-n. 
oJ >lf>HICJ:': 

11, 
11,. 

·> (JF·!!_ 
- l {,. 

( J ~) 

onde upt'llil..~ a l:'l>lm:ao J)():'itiva vnh• para qtH' 11, - 11 

quando .\/,. - O t' /~,. I,. \ t•quaçao 12 podl' 
11, • f. 011dt> f {• ull\ fator 

efeito:- d<' c·onqm•=-:;ibilidadP. 
o. 1 ar ( 11 ; 1 •• > l • ; 11, , 82 

~~~~--~~~~ 
Htpju,r>l}. 

Para oht,rr uma 1.1'1 da ptm'<lt• pam o e~c·oamt>nto, 
Wlmo::. n•t.ormu à ''~tlln.çno :3. :-11pondo que• ;oxi~ll' lllllél 

outra rc~ino da c·ruunda lim1lt'. longe ciH pm·('(lt' IIIH:' 

ainda na rf'gtao ittll'rtttt. <'111 qw• n::- força..- ck atrito "i~ 
<'Of:O tornam·~ Ô(>:;prt'ZÍWIS, i~t.o <\ na quul r1 ~O. EN'a 
regiao e~ normnllnt'lll.l' chamacln d<' rcgiao fogrwilmica. 
C'rn alu:"HO à fonna dn ~luçao do ca .. "'' iuc'OmprE>~ívd 
Nela, a t•qunçao 3 rt'(hJz-::-e a 

2 p.,.n, (13) 
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l lnw relaçao 1'111 n• A ma:;.--a "·"'P<><·ífinl "a wlondnd<' 
,; II('C'<':\."'IÍria. \lovnnwnt.l'. n r<'IHçao dP C'nxco, c•qunçno 
t-1. podt• :<t'l' u~atla \lt;m di.-.."'<>. pn'C'Í:'HIIl<lt' de• um mo
delo clt' turbnlt'tl<'lll He,-ull aclo;-; <·omo o de• van Drw . .-t 
I ( 1!1!) I ) por C'xc•mplo. rlc•mmlt<l nlln qn<' modt>lo:-; ha:;e•a
do..- no c·ompritlll'UI.e> d!' mistura c·omhiL<'Ill u rc•:-ult ndo:
muiLo hem:-. C'omo l';;tamCJto' 1 ralando a n•gtao logant 
núc:a \'Hmos uttllzar o m<XIt•lo "" compnnu•nto clt> mi:-
lura 1"1"111 runçao clt' amortl"t'lllll'll\0 t' <'Olll {' ~·y. ~l'ndo 
J,· a con:-;ttmt.c cll' von 1\ánm111 

E;:;la e'N'olha pHrc'<'f' llliHl n>ntracliçHo n nm de~ oh
Jt'tl\'0:- do Lrahalho. qtw t; utilmtr a no\"tl wloddadt• c·a
ractl'rÍ:-lH·a <'m modt•loo de• turbult•nc-ia pn'-exi,-tt•n!t'l". 
poi::; <':'llll11t);:; ili-'::-lll11indo a vnlidade c:lt• 11111 outro mode'
lo. l•:nt r<'t.anlo. t•:-11' ~ um pmcc•dinwuto <'OPrcntP com 
a tendPnc-ia mal:' ol'k't•n"clda mt !Jtl"nHura. qur t~ ohtc•r 
mO<IPiot' ck turbu!Ptwia c-ompn•N-iwi:.- como t'XIt'll:'Ot':

ad hoc rios re~ultudo~ incompn•:-;~ívei.- O ohjelivo tlqni 
C:• :"impll•=-1ncntP ohl<'r rp;:;ultndo=- Ítlei:.-, H de,.;peit.o da 
re::-l riçno filek'Ófi<-a 

\ t•quaçao pam a n•giao ll)garítnn<·n faca. porll:llllo, 

.. 
11, [ 

2]' ., Ti 2 Ti Ou '" 
1 t. H1 (--) - H1 (-. ) (~tu-) 

l • l • dy ( I I) 

I ::.-t.tl C'<JU<lt;ao pocll' l"t'r fnciltrwnlt• intt•grarla <'III 

r<>luçno u !J poi~ ,~ ::t•paráwl O único cuidado {> nno 
intPgní-ln até a pnrt'(ll', poi:; a n•giao lo~mít nuca uao ~"~" 
e':'tenclt• uh; lá l :-ando Yu C'OIIIO limite• lltfl'nor. tt~me~ 

oud<' 11,, t; o ve~lor dt• u t'lll !I !/,,. Todo o lado dlrt'
ilo da t'<JUaçao I:) pocle :-t•r vi;:;to mmo tuna t•t:IO<·tdruic 
efelrm. lf.,. &- l •1 for u...;acln C'l11 Vt'í' ele• 11. a ~'<llltH;ao 
ln porl<• :.-er rec':"<'rita na for111a ela lt"i da part•clc para o 
c a. ..;o i IH'O 111 prC&'I í w I 

( l (i ) 

Ollcll' 

( I/) 

tr:tltll e~ uma f(mnn rlilm•u::;lonal da lt•i dn pHrt'<lt•. ,JJÍ. 

que conht•cemo.:- o cornprimt•nt o cru·acte•ri~tt<'O, !., 
pj(pu ). podPmo:- torná-la admtCil:'tonnl c·out rl'lnçuo 
a p::;tt• vnlor. C'omo, t•n1 r<> ta mo. /,,. dPJX'IIclt• ele y ( poi:; 
r rl<'P!'Jl()(' dro u ). Vl-1111():,; \lt:::ur o \'alor dt' L cakulndo 



na parede, isto é, Lr. 11,./ Ur, qu<~ depende ::>6 de .r, 
caso contrário nao ~::te ria p~:::ível n>~crevcr .. h(.r) como 
A(x)-(1/k) lu L,. tl(.l') -( 1 /k) ln(llw/llr) para tomar 
o argumento ela fuoçao ln(y) adimcn.;ional. Fazendo a...,_ 
sim, temos a forma flnal da Lei ela. part'<.lc. 

[I, ln (':;~r ) I .I] (!,./ 

u, 
(1~) 

A equaçno ll'\ t; bru-tanll• ~c·nwlhwltt' a proposta por 
V"dll Dria;t. I( W51 ). A (nuca dafcn•uçn c·on:>t:>tc no fato 
de que van Dri~t int.-gra a l'quaçao I I dc y O 
até y 6, enquanto n& a imcgrrunOt; entre os lim-
ites !J !:lo t' !I Com is.--o, n~~ n•:::ultado apre::;enla 
uma con5tantc, u u0 • a clc•tcrminar por comparaçao 
com os r(':o;ultadOt; <'XIWrimentaa:;, o que :;crá feito no 
próximo ítem. ::-.Jeste ::>enlldo, a ka da parede apre
sentada é mroata é am;nita tambt~m pela w locidade 
caracwrí~;taca quc ela ut iliza. a::-to c\ tl r. 

Como a equaçao lb foa obttda n·~lvcudo a equaçao 
da quanticiaclP de 111ovinwu1 o pAra a r<.>giA.o mterua da 
camada limilc, é- de N:' c•:;pNm qut' P1n nao vnlha. pan1 
a regiao eJ'Iema (ou da r.~tc~im.) ch•flnichl coauo aqut•la 
onde oo t.l'rnto:> contcu<lo u P I' na l'qm1çao da quanti
dade de movianc!lto nao :,1a0 de:-;prezívt•i::-. ls,;.o de falo 
acontece, cmno mo:>l rarao w comparaçc.x•., com dados 
experimentai:'! do próxamo ít<'llt. \1aa:-;c e McDonald 
( I 968), mot:lrmam quP H :-;ohu;ao de vnn Dric'$l I (Hlfil ) 
podia. ::-E'r ~t.e11did a parn A n•giao t'Xt<'rna por simplc.>S 
analogia ao quP fpz C'oiP:> ( I 0:>6) pAra o caso incom
pr~Ívt'l Dada a :;c>nwlham;a t'lllrt' o n o.:;::-o r~ulla.do 
t• o dt• \1\11 Orit.'::'l I ( 1951 ), t1-1 l !'Xtt•n::;ao dPw ~~·r ten
tada. Até a data de pubhcaçao dt•:>tt• artigo isto runda 
nao havta ::;ado feito . Com ('::'ta expn'N'no em mao;., :>erá 
po.s..-íwlt"'::'rrt>vt'r uma lc:>a para o atn to que nao d('penda 
da <'QUaçao mtegral da quant acladc• Ôt' movimento, por 
sírnpll."'S cxten~ao também ao ca.-.:o ancompr(>N;Ívcl. &~te 
prOC'('(hm<'nto foa ut ilazado pt•lo mator nu111 outro tra
balho n t>l'r publicado t' obtt•w ho11~ n>:::ultndo~ para a 
camada linút<' incompn~:>íwl cotll tnua::;paroçno. Uma 
tentativa explícita dt• nuuater o paroll'li~>mo <'ntre C:?tf' 

Lrabalho e o alual foi feiln aq ui . Anaho."' oo re~uiLadOt; 
consLatumn uma tenl~tliva de bl~ obtt•r uma metodologia 
geral para dt•S(Tt'vcr Ol' várao." t.apnt' ele cru11acla limiw n
samlo nova::; veloddnd<'::; t' ll' IIIJ)(' f H lurati ca.ractcrística.o.;. 

3 Comparação com r esultados 
experimentais 

AcrL'<hta-::.e que o,..;; rL'>'IIhadOt; PXJWfllllt'n lais mais 
confiávet:s para t>:<oament~ adaahútu·<Jt< sao Ck' de 
\la):)(>y et ai ( Hl71 ) sPns <'XJWrtlllt'n lQt; reportam per
n~ de Yl']ociclarll' (' \1\lor!':; Ol' ( 'j parA (':;C03ll)('11lüc." com 
número de l\ lach ('lllrt' ~.5 e U) t' com Hto entre 1.100 
r• :m.()(X). ondc• Rc0 . p,.l ,.() /Jt,., ::;~•nele> (} a t':>J)(>ssurA dc 
momento. 

\Je:>tc·• trahalho, ulah.tam~ ~~ dQt; i2 JWrfls clOt; au
tore:-;, com númerQt; de l\hwh t•ntre 2,5 e 1.5 t> com Reo 
entre 1.103 e 20.701'1. A Fig. 1 uaostra ttlgun:; de:-tes re
sul tadOt; n•prC$L'IIlado.."' etn vnri~íwi~ dn J'('giao interna, 

1406 

isto é y t- - uu .. /llw t' l~J Lí,.Jfll,. A c·oncordancia 
com a equaçao 18, eoa11o ~c pode wr, ,~ cxccl<'nLe bC uti
lizarmos k = O, 4 e A 5, O, va lon.•s Lra.dicionalnwntc 
aceitos para. o ca....;o incompres:,1Ívl'l A linha rela repre-
senla esta equaçao, isto é, l ~,} 2, 51n(y 1 ) 5, O. 

20 

!~r .... 

15 

10 

6 
t' 

Á_-L.-~-Á .. ~'· ---"· 

/ .. 
/ 

h -- 1 
.. "! .. ~ 

~i'~ 
~-

o -'----..---.- ~..-..-T_J_ 2 . I O 

0 1 3 • 6 _,.. 

Fig. 1 - Cornpa.roçao ela LPi da pare<lt• mm os Da
doo de .\1ubey et ui ( l!J71) pnro H c o. > G(X)() e M,. 
v-ariando eh> 2,5 a 1.5 

~·rw 1 

I) : .I , 
.... 

F'ig. ~ - C'omparaçno cl n Lt•i clu pnrNll• <·ona o.; Da-
d~ de :\lal){'y Pt nl ( lfll I) pnru Uc lho \'!ll'iando 
de 107:3 a &l:~ t' Me . •1,5. 

Todos Ck' 2~ perfi~ fora111 n•prf'N'lllndo. ... e a con
cordancaa mCk'trou-N:' iguulnwnt«' boa :-;<'mpre que 
Rcow p,.l ,.0 /Jiu > C)()(X) Paru lho.. < ClOOO. wri
ficou-bC que o valor d!' k vnna\'U 1:'.."0 fica claro ua Fig. 
2. onde é apr<>SCntarla uma ~dt'<;ao do .... perfi:> utalaadOt; 
<.:om M.. 4, 5 e H c ou \'l,ritmclo d(• I 07:3 H 6~ 13. Este re
sultado é coerente com o obtulo por SimJ>.~m (1 970) no 
ca..c;o incompr<'S:'Í\.'1.~1 1-':ua t't'll lruhnlho, Si11lJ>::;OII (1970) 



:ougt•rt> qut• a variaçao de k com H( o pode ::-er repre
~n1ada por k 0,4(/ho/6000) l/M. Aqui, wrifiea111os 
CJlll' ('Sla t•xpr<'s~ao fonwce valore:-. compatívt>i~ com os 
da Fig. 2 I :utrdanto, rwnhuma lt>ntatrva de c-omparar 
ut>.-;...:os n'tiultatlos defimtrvamentt• com e::;la expre::.....;ao foi 
fprta, poit< ~:-eu ~uce~:-;o ,1) podt•ria ::'t'r mootra.do (como 
Plll Sim~):;Otl, 1970) por romparaçao das previsoes de 
um9 t>qutlÇIIO ela t>Stt•rru ou do atri lo com dacl01:- t•xperi
memaJ:-. t' tn1:: r~ulwdo.." a111da 1190 foram obuclos. 

A Frg. :3 mos! ru os rnesmo:. JH'rfis CXJ){'rinwntalt< 
usHdos m1 Fig L pon;m agora r<>pn.-sPnlaclos nas va
riáwi::; intPruas ela lt•oru\ ele vau Driest l ( 1 !)i)] ). ro
vmnenh', n l111ha reta rt>prt>Senta c;,} 2 •• ~1n(yi ) 5 
\n Fig. I, mostr8Jnos o,.; perfis dn Fig. 3. st•gundo a 
llii'SUlà Lc'OriH 

)() i .. , ~ 
:IS ~vt .. 'L • 

• ·~ r 

2() 
4t- l 

// ~ 15 

tO ~~ ~ 

o 2 

Pig. :J - C'omparaçno dn Leoria dt• van Drie:i!L I ( 1951 ) 
mm~ DadCRo de Mabt•y t•t al. ( l!lit!) para Rcok > 6000 
t' ,\/" v11nando de 2.r> a 1,5 

r '• , 30 j 
,_ j J 
~=·· '1)1~ 

2Ci 
o ~=· ~ J!Jt 

6 lõ'e·~·~ 

J o l)tr 9))1 

20 1 
... •&113 

o ~. •.!JIU 

::1/ 
s..t 

~ 

o 2 8 

F ig. I Comparaçao ela L('Oria dt' van Dn(';;L I (1951) 
com ex:. Oa.dos de Maht•y t'L al. ( 1974) para H r Reo~ 
variando di' I 073 a 6~ I :l <' Af., 1, .1. 
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Comparando a.-- I· lgl:' . I <·onr a (' 2 ('OIIl 1, OIJt':í.•rw 
~c que o:; gráficos pam Ot; vári(kl uúnrcros dt• Ma.dr ~· 
to.upeq )()(• l>eur nwlhor na rr~-.n lt>oria do que na vun 
Orie."t I ( I H51 ). Por outro lado. a lrona dt• dt• van Dn 
t:'Sl r ( Hl51 ) mO:iltra uma menor varia.çao cJo..., perfis colll 

Rtow para o mt~IIIO número ri<• l\lach, 110:< rt'suiLacJo..; 
para Rcow < 6000. 

Para n•pre::*'nlar 0.." J>t>rfi:" l'XJ>t>rim•·utai::o nn.:
variáwb mlt•ma.", o \1llor da vt.>loddadc dt• refcrc>ncto 
11,1 lPve <JIH' N.'r caJc.:ulatlo. Durantl.' o pro<'f'~:>o de rt>pr<'
:>eulaçno do Fig. 1. wrificou-::lt' por tenla.lrvtl l' t'ITO qm• 
n (mica mOuencia dt• 11

0 
:;obre o.' r<':-;ultado...: Pra altt•rar 

o valor (]l> • \ , inrletx•mknte de .\/,. O vulor d<• u,, q1u> 
forneceu A 5. O foi 

( Hl) 

. . I i ... rt-~lo P, u~ u, - u" " 
Se n•tornarmO:il à inlegraçao dn t:.quaçao 11 verifkn

!'e que u~ é uma w locJdade n•prt'~nlal JVH do limrll• 
ínfenor da regíao logarítmica., Ít;;LO é, clu n•giao ourll' 
predomimun as L<'llt«>l'::: turbulentH!'. No ciJ:::o iucoul
pre~íwl, em que u,. _. u" a lileratnra rt•porta a 
J~iÇ<\0 d t>:-ll' linutt• t'm y} y0 u, j 11u lO :lO. o qut• 
corr!':>I>Oildt• a u-f 9 11 em n't'ullàdül:< <'XIX'rimenta•~ ,, 
lípicoo Ao lougo dos anos diferentes JX't«llli~~ulores tt•ur 
reportado difcrPntc•s valorC8 ptln\ yJ e u,: 0 1:1 re;:;ullu 
doo mCR;lrnm variaçOl•s, dependt'ndo cl<lt' d!ldCRo expt•r
imeol8Js u:-;ado..'. l imo mane1ra traclicJOnal de calcu
lar o valor de (y

0
1. u.,t ) tPoricattll'lltl~ é igualHudo <ki ex

prc&.<:()(.~ panl a Lei dtl parerlt', 11 I - 2, 5lu(yl ) + 5, c 
para a conhec:icla :.ub-tamada 1'/.'íCOM. oude u t y t 
O r~ul taclo t' ( Y,,' , u,: ) ( 11, 11 ). Sim)):'On ( I f)(j7) con 
rirma t•,t<• r~ult.ado por comparAçao dm•ta com ::lt•u:-; 
daclo;; expNimeulai~ mcompn-ssív<'is. 

f\o n~"<> c~"<>. :;ul~tit.ullldo uJ b m1 t'quaça.o I~ 
oblf'lllO:> !/,: 3, :3 f~"'ll':> vaJOrl'::: podem t'<'r ('OII::'IderacJo., 
r~ultado da análi::>(•, uma vez qlll' foram oblrdoo a.o.:su 
núndo a validade ela t'quaçao I h e exigindo A = 5. O 
Por t'$lt• motivo, t•lt•:. prt.'<'i:oam ser comparados. com 
os perfi~ expenm<'nlars. . \ l1g. I m<k'lra. e:>lt>t> \'âlo
res daramt'nlc dentro doo lmlilt•::: ela rt>guu> logaritmW<l 
(obserw qu<' o eixo da:> orderwdAs aqui <- ln[u ~ J). A 
análi~<' d~ 2~ perfil:' utrlizad~ 1n~tra CJIH' 11111 linHlt' 
amda mt>nor poclt>na :-('r e'$1ahf'lt>crdo numa ba..--e pura 
mE'nte t>urpfnca: (yJ. (1

11
1) = (7, O, 2, 2), levando em con 

::;ideraçao o t't;palha n1emo t•xpt>ri nr<>nlaJ <i o,..; resultado;; 
O valor mínimo ohttdo para y

0
1 deve l't>r considerado 

com cuidado no C8."0 doo perfi::; ('0111 llco < nooo. O~·r
vando a Fig. 2, perceb('lll01' que ne:>tt>S ca::;o...:, À mNi.Jda 
que Reo diminui , J. tHI III€'nta. t> 1\ pem1ant>Ct' <·onstautt', 
t'm acordo com os rf.'::-nllados dt.• Simr~n ( 1970) A:::~u 
mindo, da análi~. unr valor cou::tautP para u: - ~.O. 
~gue-N' qm• à nwdidA que Jlf·o clim.inu1, o wlor dt> !1} 
deveria. aumentar. .t.. Fig. 2, c•tiLrct.a.nlo, mo...;tra quC' u 
V'aria.çAo dt• u,,t nao {> grande o suficiente parA ~·r st•pa 
rada do e.:-palhaniPnlo cxperim<•ntaJ. 

Em n•::umo, com base 11n:< resuiLadüti l'Xperinwll 
tAil' analt:>ado.,, prcfc•rimos as:::unrir o limil <' inf<.'rior <la 



rcgiao lognrítm1ca como {!1,,1, u,)) (i, 0: :!, 2), indl'
pcnden~l' df' fle9. Para t-fl'it<Jt~ ri<' c:ákulo ua Lei da. 
pan><le, o resultado (yJ . u,) ) (H. O; :J. :n :'<'rá mantido. 
A rncd id a qut' um nt'tnl<'rO ntuior dt• 1 wrfi~ <'"XI)('rllllentals 

for analisado, mc:Ju~tv<' cn 1 CO.'O:l c·om t ran:-;ft>r<'ncia. df' 
calor, acr<'ditamO:l qtH' ~ln d1~·n•panc·w Pnt rc o valor 
da análi::;f' o valor do ... grMinltl ~·ní t>;-;dnn'<'lda. 

4 Conclusões 

\l>:-:te trabalho. uma nova l...t' l da pan.ocle foi dedu11da 
para ~coarut•nto.-. turhult>lll<lt-', ht dunPn~iouai;.;, l>l'r
rnauPntl":', compn':'::;ívt'it-< ~>lm• placa piam\ adtabát1ca. 
Para i;;....;o, mostramo..-- a exi.-teu<·in dc uma veloc1dadl• 
característica, u,. dlfl•n•ntt• <ll' u, , capa.t di' capturar a 

depcndcm·ia do prohiC'ma com o llltllll'rO de t\lach. A 
pnncipal eontribuiçao con:;1;-;tt• t'lll 1'1'1 uh.-lt•n•r 11111 novo 
ml;todo para n ohlt'IIÇAO dt' :;oluç()(.'::< l''(!ttn:; para pro
bll•nta.s ele C'I-HTHlLIH limil<', onde unta lt•i ela pan•dt> é 
explicitamcll tP oht idH. 1\t'f;l~l.." .-ohiÇ()(.'::-. a illflucncia ela 
touctiçao de C:011t.Ortl0 (ica l'l':'trill\ Hpt'liO:> à Ulll fnlor de 
corrrçoo, f, à vt'locidadr cunwtPrf~t i<"a trndicioual, u,. 
:\mílif;l't' ::lcntl'ihantt•:::, nind B t'nt l'll l'l'O, ptlt'C'Ct'm imlicar 
que O lllPtOflO (~ aplicável O 0111 1'0~ 1 ipo::- dt• P:"oCOHDll'BlO. 

l·~:;t ,e re::-u llarlo l'ncorajadot t'Oll:'tlhti1 nn. '"'rdad1>, o ob
jetivo maJOr do projeto ondP l':-;tc• trabalho ::-1' <'uconlm 
inscrido. 

Em rt>laçt~o A<À"' 1'1':-'lllt nela:-; oht 1clo • ..: por \1\11 Dri<'::<t 
1 (1951 ), a wiO<·iclnriP t>fetivn, l,1 tllo;-;tra. 111clhor <·a
pacidadt> dt> d<':;<Tt'\'t'r a clt'IWlld<'IICI<I do pt•rftl Ol' \'l~ 
locidacle:;. com o llllllll'ro dt• \lndt, porém o paranwtro 
k fica dept'nclt•nlt> ci<' Rt.:0 E.-tt• fato nao ch~·ga a ser 
um problema da won a, uma vez qm• trnbalho-; ante
norl":' (SimJr.;on 19i0) mo.-.tram :.~•r fún l dt':-'<'rPvt>r tal 
drpcud<'llcia npropnadnmt•nlt'. \t•,:t<• c·a • .;o, (• JôgiC'O cou
dutr qur as prt'&'ntt':' pn'VIt-<01~ do <'<Wikil'ntt' <lP atrito 
:'Cri am mrlhort':' do qm• a:; 1le va11 Dm'::it 

L ma extcnsao óbvia l>flnt o pn>:->enw trabalho :><'ria 
e::-IPnder O::< r!":'ullwlo::- obtido,..: para t':'C'Oanwnto::; ::1oim• 
supprfície::: nao adialJ{ttito:>. Alt;llt dt::-~;o, uma outra ex
lt'llsf\O podt•ria ser lt'llLuda pnra o c·a~o rotnpn•N;Ível com 
tra.nspiraçào atravéob dn t~upt•rfíc iP 

.lgrnde<·trnenlo.~: O utttor Hp;rnti<'C't! ;, FAPEMIC: p<•lo 
apoio fimt ll<'cit·o t'OtH'<'<Iido Ht.ravt\• dH hol,-a dt• Huxílio 
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à. P(>S(J u t~a ref. T IX'-O(ifl / HCl. 
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RESUMO 

Neste trabalho e apresentada uma caracten;:.ação da turbulênctn 1111111 t>Scoamento ao longo de ""' 
collfomo sâlido. A mesma foi constmída orientada ao uso no desem·all'llnenro t'lou a1•aliação de modelos de 
wrbulêncw A caracteri:.ação é feita baseada em dados e.lptrimentai.r e polmômios empíricos apresentados 
na lllerawra. A caracteri:ação apresentada tem por obJcfil'(}, além de auJ.ilwr na amliação de modelos de 
turb~tlência, srtgerir a ststemati::.ação de mformaçlio e.\fll'/1/llental dou simulaçiio rutmáica dirrta, para :.er 
usada no tlrsem·oll'mtelllo e/ou amliaçiio de modl'los de turbulêncw. 

INTRODUCÃO 

0\ modelol> de turbulêncm devem reprcl>Cntar valorc!> médiOS 
de caractcrísucal> corre:.pondcnlcs às marores escalas da 
turbulência, podendo ser con~iderados como ferramental> 
aJustadas aos mesmo\. Corno é sab1do essas caracterí~uca~ 

d1ferem para cada tipo de escoamento turbulento. fazendo com 
que os modelos ~cjam assim ajustados a casos particulares. Em 
outra!> palavra!>, são ferramentas não uni\ erl>rus. Esse fato ena 
uma nccc~s1dadc de u~o SIStemático de 1nformaçâo experimental. 
na avaliação e/ou desenvolvimento dos mesmos. Em outras 
palavra!>, na modelagem da turbulência ~ necessáno fazer uso de 
mformaçiio detalhada dos fenômenos físicos. para aJUStar 
constantes e ou avahnr o comportamento a priort dos termos 
modelados. E"a caracterização do fenômeno pode ser 
expcnmental ou na b~e de dados de s1mulaçJo numénca di reta 

I\: o entanto. na atunhdadc não cxiJ>tc um uso sistemático nesse 
sentido de informação, no dc~cnvolvimcnto de modelos de 
turbulência. nem para avaliar modelos. O frequente é a 
comparação a postmon da solução de um problema teste. No 
entanto. comp~1roçõcs desse tipo podem mascarar erros de 
diferentes origens. sejam do modelo, do método numérico usado 
ou de alguma outra ongem. 

A snuação comentada no parágrafo anterior motivou o 
presente trabalho, o qual apresenta uma carnctcnznção da 
turbulência na reg1ão da parede. A mesma foi construfda na base 
de dados expcnmentais c polinómiOS empíricos. A prec1são da 
informação é determinante na construção desta caroctcrizaçflo, 
porém acredJta-sc que C!>SU caractentação pode ser melhorada. na 
mcchda que a região da parede apresenta dificuldades às 
observações experimentais. Ainda assim, essa caracterização ~ 
apresentada procurando como segundo objctivo, sugcnr a 
caracterização de escoamentos turbulentos típ1cos. para ser usada 
no desenvolvimento e/ou teste a priori de modelos de turbulêncm. 

TURBULÊNCIA NA REGIÃO DA PAREDE 

Na vizinhança de uma parede existe dificuldade tanto na 
med1çiio expenmental, corno também na s1mulação numénca 
dircta. Ainda assim ex1ste na literatura uma abundante quantidade 
de mforrnação possível de ser usada com esse objcuvo. Nesse 
sent1do foram sclecionados dados e'(penmentaJs, e polinôm1os 

empíricos já ex1stcntcs. para completar um conjunto de funções 
para expressar O!> valorel> médios da turbuléncm. cm funç;~o da 
distãnc1a ad1mcns10nal normal à parede. _, • = u. y I v . no 

intervalo O< y• < 60. Onde u. é a vcloc1dade de atrito na parede 
c v a \bCOSidade cmcm:iuca do OUJdo. 

No contC'(tO tle modelos de turbulência, a caractenzação da 
turbulência na região da parede lilgnificn determinar a distribuição 
da vcloc1datlc média. encrg1a cméuca turbulenta e dissipaç~o de 
encrg1a cméuca turbulenta Dev1do à aparente s1m1landadc que 
cx1stc na região 1ntcrno de um e~coamento turbulento, ao longo de 
um contorno sóhdo. as funções anteriores são consideradas 
umversa1s. Es~a~ vanávcis cm forma ad1mcns1onal são 

respcuvamcntc: u· =U ltt. , K' =Kiu: e e· =evtu: . 

D1stnhUJcão da Vcloc1dadc Média na Reg1ão Vi~cosa. 1\uma 
camada de c1salhamento estabelecida ao longo de um contorno, 
para ,r• > 30, dcnommada região logarítmica, a vcloc1dade méd1a 
apresenta a ~eguinte d1stnbu1ção 

(I) 

Para e~coamentoJ. turbulentos em condutos circulares, c entre 
placaJ. paralelas. com parede hsa e para números de Reynolds 
supcnores a 10.000 é '>Ugeritlo o valor 5,0 para a constante b e 
O,•J/ para a constante tlc von Karman K (Deon 1978). 

É 1mponante no entanto l>Uhentar que se bem a expressão é 
um dolo resultados ma1s 1mponanres cm turbulência na prc~cntc 
século. ex1MC alguma inceneza no valor da constante h. Em outms 
palavras. cx1stc incerteza da universalidade dessa conMante. 
Nesse sent1do não é possível afirmar que ex1ste total smulandade 
c ponanto escoamento turbulento totalmente estabelecidO 
(Barcnblall c Goldcnfcld 1995). 

No outro extremo da reg~ão interna de um escoamento 
turbulento ao longo de um sóhdo, na sub-camada v1~cosa, ·' < 5, 
desprezando as tensões turbulentas, a velocidade média resulta: 

{:!) 

A e,'(pressão (2) foi venficada expenmentalmcnte por Laufer 
em 1955 (Townsend 1976) para ,.• < 5. c recentemente por Dur~t 
et ai. ( 1995) e 3 mesma é exata para y· < 4. No entanto. a equação 
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(2) é considerada cm forma aproximada cm cálculos numéricos 
ainda para .r· < 11,6. 

Na zona intermcdiána entre a sub-camndalogarftmica e a sub
camada linear. dcnommada reg1ão amoncccdora. nem a equação 
(I) nem a equação 12) conseguem represcntnr n dhtribuiçlio dos 
dados experimentais. Por um lado, o modelo de comprimento dt 
mtswra não reproduz adequadamente a ffs1ca dessa região. E por 
outro, a equação (2) não é válida porque não leva em 
consideração as tensões de Reynolds. Na literatura existem 
algumas propostas para expressar a dbtribuiçflo da vcloc1dadc 
méd1a nessa zona ( Pamon 1996: Silva Freire 1997: Haritonidis 
1989: van Dncst 1956; Spalding 1991) Algumas das mesmas 
estão baseadas no fenómeno ITs1co da turbuléncia nessa região e 
outras são puramente cmpíncas. 

Nesse sentido. n proposta de Hnntomd1s ( 1989 ) está fcua na 
base de uma v:mação do modelo de comprimento de miswra de 
Prandtl. que permite obter uma função para expressar a 
distribuição pnra a velocidade média na região amonecedoro. 
Essa função aprcscntn bom ajuste a dados expenmentais desde a 
parede até o início da reg1iio logarítmica. Essa função é: 

u = _!__t an ' (A r' ) - ~1n(I+Ã. 2 r' 2 ) 
). . 2). -

(3) 

onde a = 1/h+, sendo !J• o raio ou a metade da separação das 
placas do canal cm forma adimensional, c À é um parâmetro 
função da freqilênc1a méd1a das eJeções JUnto à parede e de IC 

Para altos Reynolds o valor sugendo para À é 0.09364. 
O último termo à d1reua na equação (3) é nulo no caso de 

grad1ente de pressão nulo. e também para Rt ~ oo. Nesses caso~. 
o perfil arcotangcntc resultante é: 

u + = ±-1011 -l(Ây•) (4) 

Na Figura I apresentam-se os perfis segundo as relações (I) a 
(4) Nessa figuro resulta claro como o perfil arcotangentc, eq.(4), 
aprox1ma a exprcssflo dada pela eq. (I) na sub-camada viscosa, c 
à eq. (2) no mfcio da sub-camada logarftmica. Na reg1ilo 
amonccedora seu oju~te a dados experimcntrus é bom, segundo 
apresentado cm Harnonid1s ( 1989). 

; 

20 j i i li III t i I IIIi, i i I _ IIII\ i ; i III 

,., 

12 

• J 
I 

I - ...,.,., 
• -i l i t • ) t --- logerllm"o 

I / - - arcotan compi•IO 

1 / + arcatanoente a•O 

o ~.,~ , _, .. , ! """'! 11 •nl 
o 10 

y• 
100 1000 

Figura 1 D1Mnbu1ção da velocidade méd1a na rcg~ão 
amortecedora c início da sub-camada logarítmica. 
segundo as equações ( I ). (2), (3) e (4) 
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Os perfis correspondentes as expressões (3) e (4) apresentam 
total coincidência na Figura 1, a•nda quando a mesma foi 
construída para um Re = /0.000. Com o qual rc~ulta que o perfil 
dado pela eq. (4) representa em forma s1mples e apropriada a 
dJstríbuição da veloc1dade na reg1ão amon~cdora. A 1mportãncia 
da sm1plic1dadc da função está referida à ncccss1dade de obter 
derivadas de d1ferentes ordens dessa função, quando se real1za um 
teste a priori num modelo de turbulência. 

Disrribuição do Viscosidade Efctivo na Região Viscosa. A 
viscosidade efetiva dn turbulência nos modelos de duas equações 
é calculada usando a expressão de Kolmogorof-Prandtl. No 
entanto. na reg.ão amonecedora essa expressão não reprodu? os 
valores ccnos de v1scos1dade ercuva da turbulência (Pasinato 
1998). Por esse mouvo. para completar a carnctenzação na ba~ 
de dados cxpcnmentais, além da veloc1dade mécha, energ1a 
cmética da turhulêncJa e dissipação, é necessário definir uma 
função para a viscosidade da turbulêncHI na região amonecedora 

Nesse scnudo, da expressão para as tensões de Reynolds a 
partir da proposta de Hari tonidis ( 1989) 

< )
. , .. , a u .. 

- u 1u 2 =À· y -~ (5) 

onde (u 1 u~) • = ( u
1
u

2
) tu:. é possfvcl extrair uma função para a 

viscosidade cfetiva. 
Em notação tensorial, as tensões de Reynolds na base da 

hipótese de Boussmcsq são: 

? -(u, u1)=2 v, Sv-iKc5,1 : 

S,1 = 11 2(u,.1 +V1.,) ; u, 
1 

= ~u. <6> 
oX 1 

s,J é o tensor de deformação, e para um escoamento turbulento 
dcsenvolv1do vwnho à parede resulta S,1= 1/l U11• Usando essa 
expressão paro o tensor de deformação cm (6) e combinando com 
(5). resulta que a viscOSidade efeuva da turbuléncia, válida na 
região amonecedora, é: 

v,+= Â2y+2 v,• =v, /v (7) 

Usando (7) e (4) é possível também detintr uma equação para 
a produção de turbulénc1a na reg~ão amonecedora, a qual cm 
forma tensoríal é definida como: 

)a u n = - (u 11 --1 

, ' a Xl 

(8) 

em forma ad1mens1onal, usando o ratar V I U~ . s1mphticada na 

prox1midade da parede e no contexto de uma modelagem com a 
YI~COSÍdade CfCIIVa da turbulência. tem-se: 

n .. = v · s •l 
I 

(9) 

Logo a produção de turbulência na rcg1ão amoneccdora cm 
forma extensa é; 

n - , l , I í.l ' ' ' ) 2 =A ,\' · \! +A _\' • (10) 

As funções (7) a (10) foram denvada.~ de (4) e (5) que s!io 
válidas na rcg~ão viscosa, y+ < 60. 



Dtstrjbu1cüo da Energia Cin6tica Turbulenta na Reg1ilo 
~ A encrg1a c1nét1ca turbulenta é delimda como: 

{ 11) 

onde foi considerado u como a Olllunção da velocidade na dircçllo 
ax1al. ,, normal à parede c "' trdll~vcrsal ao escoamento principal. 

Uma expressão para a energ1a cinética turbulenta na rcg1ão 
viscosa. pode ~er obtida utilizando-se funçõe~ ajustadas a dados 
cxpcrimentm~ para as normas rms (roOT mecm square) de u•. v' c 
w· . das flutuações das velocidades. A técmca de aJUSte usada fot 
a de mfmmos quadrados c foram tcMadas diferente!> formas de 
pollnôm1os. Entre elas foram escolhidas aproximações de ripo 
Padé com a seguinte forn1a para a' rms u ~ e n • 

f ( \' • ) = a (o r .. ) I (I + o 2 ,. • 2 
) r ( 12) 

c com a segu1n1c forma para a nns ,.•: 
( 13) 

onde a, ô, c y são parâmetros de ajuste. 
Um dos cntérios utiltndos para a escolha das funções ac1ma 

fo1 rcspettar a equação de conservação de massa para ,.~ ~ O, a 
qual implica que a derivada normal à parede da função para v~ 
deve ser nula na parede. A qualidade do ajuste também 
inOucnc1ou na c.\Colha das funções. 

Em relação nos dados usados na dercrnltnação dos parãmetros 
a. ô. c y é apropriado comentar que segundo se depreende da 
literatura. a med1ção na~ prox1m1dades de um contorno sólido 
acarrcra problemas. Por c~sc mot1vo não ex1~tc total concordãnc1a 
nos dados entre trabalhos similares. Nesse sentido. os trabalhos 
feitos com maior prec1sJo. correspondem a Reynolds b:uxos. Em 
contraste, aquelas med1ções para maiores Reynold\ tem s1do 
reall1adas usando tio quente, o qual perturba o escoamento. Até o 
presente não existe um trabalho feito com a técnica laser
Doppler, LDA. para altos números de Reynolds na rcg1ão visco\a 
d:t parede. Dos trabalho~ cxpcnmcntais correspondentes a Bahnt 
ct ai. (1991); Wei c Willimarth (1989): Krcplin c Eckelmann 
(1979): Eckelmann (1974), Perry c Abcll (1975) e Durst et ai 
( 1995) c de simulação d1rcta corre!>pondcntc a Kim ct ai. ( 1987). 
foi escolhido o de Durst ct ai. ( 1995). porque é possivelmente o 
de mator prcc1são. Esses dados foram obtidos usando a 
metodologia LDA, que não perturba o escoamento. Em conllbtc 
têm a desvantagem que correspondem a um número de Reynolds 
relativamente baixo. 20.500, podendo cxi!.ttr dependência do 
Reynolds (We1 e Willmarth 1989). 

Na Tabela I apresentam-se os parâmetros resultantes do aJuste 
de mfn1mos quadrados para os três perfis correspondentes a u•. v• 
c w• Na Figura 2 são apr~ntadas as funçõc~ resultante do aJuMc 
comparadas com os dados cxpenmentais. 

A\sim, ~ubstituindo o~ parâmetros de ajustes nos polinómios 
para cada nns das flutuações. a energia cméllca turbulenta K cm 
forma adimen~1onal resulta 

K•=.!_[[ OJ655 ,+ ll + 
2 ( +2)0.7!><1 I +0,007.1 I [ l

l , 
0.002.$ I V 

( 14) 

0.106S I+ 

[ , ...... , '"J'"' l 2] 
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Tabela I Parâmetro\ resultantes do ajuste correspondente 11s 
fun ões para u 

.. . . . . \' e w . na reg~ão v1scosa 
nus Cl õ r cotf DF su•rro 

det.? ajuste I . 4,250 0.086 0.750 0.996 0.996 0,0-19 u . 0.870 0.053 0,870 0.994 0.992 0,029 I' 

w• /,544 0.069 0.557 0,998 0.997 0.019 

y+ 

Figura 2 Funções para ns rms ajusLadas ( linhas ) a dados 
cxpcnmcntms ( sfmbo1os) de Durst ct ai. (1995); 
(a) u·, (b) w•: (c),.· 

DistnhUtcão da D1ssipacão V1~osa da Turbulência na Rcg1ão 
V1scosa. A função para e na região viscosa fo1 obtida na base da 
equação de energia cinética turbulenta Essa equação dedu7ida 
das equações de Nav1cr-Stokes cm notação tcnsonal é: 

( 15) 

ax ax ar1 )( )) ( ,au !ua2u\ 
+U1 :l +-\1Ku1 + pu1 + 11,11 11~ =v\:f-:l 1 

ar o\, ax, o.\1 oxj o\1, 

onde K = 1 (u 11 \. O termo viscoso em (15) pode ~r c~crito 
2 I I 

(16) 

Na equação {16) o pnme1ro termo à dircua rcprellcnta a 
d1fusão de K devido à viscosidade molecular, c o segundo a 
d1ss1pação viscosa dn turbulência. Para clarificar qual é o termo 
denominado dissipação viscosa, cabe lembrar que a cncrg1a 
mecânica transformada cm energ1a interna dcv1do ao atnto do 
fluido no 1ntcrior do escoamento é: 

() 1 (au, au1 )

2 

1 ((au; au1 )

2

)< 17> E+ E'. =-v --+ -- +-v --+--
2 ax, ax, 2 d .\J ax, 

onde E é a dissipação dev1do ao escoamento médio e (e ) a 

verdadeira taxa de d1~s1pação de encrg1a cinética turbulenta, ou 
dissipação viscosa. Este úlumo termo (e) pode ser expresso cm 

duas parcelas. 

{ 18) 



onde o primctro termo à dtrella cm ( 18). é a parte homogênc::s, 
nomeado aqui simple~mentc como t. O segundo termo à direita 
cm (18) só é importante cm regiões tle escoamento não 
homogéneas, y"<JO. Bradshaw c Pcrot (1993) usando dados de 
simulação direta. verificaram que num e~coamento turbulento 
num canal. esse termo é inferior a 291 do total em toda a região. 
Portanto. a parte não homogênea pode ser despreLada mesmo na 
região \iSCO\a. ~cndo que nes~e ca\o {f ) c E são 1gums. 

Combinando ( 18) c ( 16) e dc,pretando a parte não homogênea. 
r~ulta 

( 
u;a 2

u; ) a2 
K ( ) v =v -E 

axja .\} ax1at} 
(19) 

e substttutndo 1 19) cm! 15). obtêm·\e 
(20) 

a K a K () (( ) ( )) ( ) au; -a +V1~+-a . Ku1 + pu1 + u, u1 -a . = 
I ox1 '; r, 
a2 K 

v - ê 
axj dXj 

Os dois primeiro~ termo~ correspondem a derivada mmcrial 
da cnergta ctnética turbulento O tcrcetro termo rcprc-.enw o 
transporte da turbulêncta, c pode l>Cr C~l·nto com o auxOio da 
equação de con~ervação de massa como· 

a:, ((Ku,)+(pu,)) = (u,; ~)+(u 1 : ~) (2 1> 

de onde resulta claro que rcpre,cnta um tran\porte turbulento 
devido às própnJs Outuaçõc\ da' \clocidadcs 

Num el>Coamcnto turbulento dc~envolvsdo potle-se desprezar 
o transporte convecttvo de K Além dl\\0. uma ve1 que os 
grad1entcs transver!>ats ~ão \lgmftcattvamcnte :.upcnores ao<. 
long11udmats. a expres~ão (20) pcxle \Cr \lmpltficada c reordenada 
para: 

a <22> 
O= v () , K 

a .\ ~a .l ! a \, ~ Ku , ) + ( pu : ) )- , I, . 'a ..!:!....J__ E 
a.\: 

Dessa equação é possrvcl obter uma expressão para c na 
região viscosa. crn funçüo do\ e~tatbtico!> da turbulência 
apresentados nos itens antcnorcs. Para que bso seja possível é 
necessário pnmciro motlelar o segundo termo li dtrcita, o qual 
representa o transporte devido ~ tutbuléncio. E.\tC termo é 
praticamente uma ordem de grandcnl menor que a produção c u 
dissipação de turhulênctn na rcg1ão amoncccdora. 

r\ a regtão \IScosa de uma camada ltmttc c~tabclccada o termo 

() (p ti;! ) I a .\'2 é desprelivcl ( Ktrn ct ai 1987; Hanjalic e 

Launder 1976). Por outro lado é conhcctdo que o pnmeiro termo 
à d1retta em (2 1) é modelado como uma dt fus:ío da turbulênc•a 
com bom ê~ito (Hanjalic e Launder 1976) Nesse caso o 
coefictentc de difu\ão é função d.l vi~co~idadc da turbulênctn. c o 
modelo resulta 

a f K11 1 

a '1 

Usando 

a v, aK 
=a.,,a,.ax, 

as função para K c para V 
1 

(23) 

apresentadas 

anteriormente, equações (7) e ( 14), a constante a A = 1.0. o lado 

direito da equação (23) é compamdo na Figurn 3, com o termo da 
esquerda dessa equação ~egundo o cálculo feito por Man~ou r et 
ai. ( 1988) na base de dado~ tle ~unuloçflo numérica darcta. Assim, 
desta comparação potlc·sc ufinn,ar que esse modelo representa de 
forma adequada o transporte da turhulêncta 

•nr 
~ 

~ lcao;, 

= ·r a'- a o o o _ D_! .-

~ 
~ 
f. 
i! 

- -s l~t-

a a • 

-,,,L-------~------~-------L._ ____ -J 
c u .. • •. 

y• 

:-lodeln 
° Kun. Mom c Mns<•r t I'>X7) 

Figura 3 Tran~porte da turbulêncaa pró>. tmo à parede segundo o 
modelo dn e'<prcssno (23), comparado com valores de 
simulação tltrcta calculados por Mnn~our et ai ( 1988). 

Usando o modelo (23) p:ma o trun!>portc turbulento na região 
v1scosa na expressão {22). conMdcntndo a cxprc~são (I 0) para a 
produção de turbulência c a c\prc~süo C 141 p<tra o cncrgtn cméttcn 
turbulenta, a equação de b;~lanço Jc cncrgm ctnéttca turbulenta na 
região da parede re'>ulto 

O= d·K· 
d\' +: 

+ _d_( ;' / c/K 
c/ ,\' • C1 A d1 

(24) 

)+ n·-E· 
Na Figura -l aprc~cnta-se o balanço de encrgta cmética 

turbulenta. segundo os diferente'> termo'> da e\presslo (24). A 
escala u<,ada nessa Figura ~ a ane<,ma U\ada na Figura 3. Nessa 
F1gura percebc·se a tendGncaa ao cqutlíhno entre dt~sipação c 
produção de turbulêncta, que e\1\tc no inícao da sub-camada 
logaótmica. No outro extremo. na parede. a dtsstpação Viscosa de 
turbulência é 1gual ao transporte dafu\ivo de turbulência, realll.ado 
pela v1scosidade molecular. Esse tran'>pone difusivo no entanto só 
é significauvo na v11inhança du parede Nn sub-camada 
logarítm1ca, a tcndêncta de K <l tomar valores constantes nessa 
região, é desprc1fvcl. Em contrJ,tc. o tntnsporte turbulento ou 
difusão turbulenta, se bem que menor no molecular na região 
amoncccdora. não é totalmente dcsprcdvcl no infcio da região 
loguótmica 

Na Figuro 5 npre~enta-\c uma comp:uaçilo da função para a 
dissipação obt1da segundo a equação (24), com dados de 
stmulação dtreta correspondente~ a Man'>our ct ai. c 1988) e com 
os dados de Laufer cm 19'i5 Cctwdo cm ToY.n~cd 1976) 
corrigidos por Town,cnd ( 19761 c por JovanU\ tC et Jl ( 1995). 

'la med1ção cxpcnmcntal de c ocorreu um avanço substancial 
desde a pnmctra mcdtção de L1ulcr rcah1ada com fio quente. 
dado que essa mcd1ção é mdtrcta c requer fazer algumas 
Interpretações e ~tmphlicaçúe~. 1\c,,c ~nttdo. cm Townsend 
( 1976) são apresentada., cnm:çõc~ ao~ dado~ de Laufer. CUJOS 
valores origmais apresentaram dts<.tpação nula na parede. As 
correções de To"nscnd são atnbuítlas a erros na mediÇões de 
Laufer na reg1fio próx1m:1 da p:trcde. Recentemente Jovanovic et 
ai. ! 1995) mtrodumam curreçõc'> ao'> dados apresentados por 
Townsend. Com o qual percebem \C contínu~ correçõcs nos 
valores de dtss1pação, por erro'> c ou mterpretaçõc., da medição. 
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Por outro parte, é oponuno comentar que os dados de stmulação 
threla também têm problemas nessa zona (Jovanovic et ai. 1995). 

Figura 4 

------
.~----~----~----~----~ c .. 

produç5o 
.. trnnsponc: lurbuknto 

chluslio molecular 
dis,ipuç5o 

.. 

Balanço de energia ctnéticn turbulcma na regulo 
vtscOMI. segundo a\ dtferemes fontes na equação para 
K. na base do rechamcmo realizado neste trabalho. 

f'\c~se contexto. pode-~c conclutr que a função para e+ 
apresentada ncMc trabalho, tem concordâncta raJoávcl como o 
valor máx1mo do!> dado!. de Laufcr conigtdos. No entanto, 
cxtMem dtferença.\ no valor na parede c no tnicio da camada 
ltmne. Em relação aos dado' de stmulação dtreta de Mansour et 
al.(l988). a dtlcrcnça C\tá ba~tcamcntc no valor má;<imo. No 
entanto \Cus valores no contorno c no tnício da sub-carnada 
logarítmtca concordam raJoa,elmcntc bem. 

O valor da dt~stpaç;io na ongem \cgundo (::!4) resulta em 
C/.0)=0.15 concordando com o valor 0.16 de Mansour et ai. 
< 1988). obudo dos mesmos dados de stmulação dtreta. Mas o 
mesmo é um tanto \Upcrtor ao valor 0.11 correspondente aos 
dados de Laufer comgtdos, c está no lima e do mtcrvalo O. lO -
O. 14 dado cm Patcl et ,ti ( 19K4 ). 

Um dado muno pl1pular é o da constante na equação de 
Kolmogorof-Prandtl, CJt = 0,09. usada nos modelos de 
lllrhulêncta de duas equações. Essa constante é ohuda u~ando a 
condiçüo de cqutlfhrio entre produção c dissipação (Rodt 1984), 
que ocorre na suh-l·amado ogarl'tmica, Figura 6. Na base das 

" 
\l~n~our el ai (1987> 

~ l .;1uler nlmgtd~ 
Prc!>Cnlc lr~l> 

Figura 5 Comparação da função para a dtssipação de energia ci
nética na regt5o vi.scosa segundo a equação (24). com dados 
experimentais de Loufer conigtdos por Jovnnovtc et ai. ( 1995) c 
de simulação numérica di reta de Mansour et ai. ( 1988). 
funções apresentadas previamente para r. s· c E+, resulta um 
valor aproxtmado de 0,083 para essa constante. Por uma parte 
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esse valor é um tanto tnfcnor ao valor 0.09, mas concorda 
aproximadamente com o valor 0,0845 obttdo por Yak.hot e Orszag 
( 1986) no contexto do modelo RNG K-t. 

O valor de 0.083 para Cp obtido com 3!. funções deste 
trabalho é julgado pequeno, c tS!IO é atnbufdo ao Reynolds de 
20.500 correspondente aos dado'> c~perímentats usados para obter 
K, ser baixo. Em outra.~ palavras. acredita-se que os dados 
podenam apresentar dependência com o Reynolds para esse valor. 

•• f 
~ 
i. 

i 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 

Figura 6 Quociente Produção/Dissipação na região viscosa. 
segundo a.~ funções nprcscntadas neste trnbalho 

A Tabela 11 ..tprcscnta um resumo das correlações empfncas 
usadas para caractentar a turhulêncta na região da parede. 

COf'\CLUSÓES 

No presente trabalho é apresentada uma caracterização da 
turbulêncta num e~coamento ao longo de um contorno sólido. 
dentro do contexto de modelo~ de turbulência. Essa 
car.lctcrização e~tá feita na ba'c de pohnõmtos empírico~ c dados 
expcnmcntms apresentados na htcnnura. 

A motivação do presente trabalho dc"e-se ao fato que, o uso 
mais frequente de tnformação experimental no teste de modelo!> 
de turbulência, é feita a posteriori. Esse tipo de avaliação tem 
como inconveniente a posstbthdadc de mascarar possíveis erros 
de diferentes ongen.s. Ne:.se senudo. este trabalho procura ter um 
segundo objctivo, além de comunicar a caracterização da 
turbulí:ncia na região ela parcele, que é o de sugerir a 
coractenzação de escoamentos turbulentos tipos na base de 
informação experimental, para ~cr usado no desenvolvimento e/ou 
avaliaçtio de modelos de turbulência .. 

No concernente ao!> polinõmtos apresentados para caracterizar 
a turbulência na rc~p11o da parede, acredita-se que muno deles 
podem ser aperfeiçoados. D1ferentes cnrmnhos podem ser usados 
ne.~!>e sentido. como ser usando informação experimental para 
números de Reynolds motores, chmtnando os modelos que estão 
implícitos. propondo uma altcrnottva para expressar a função de 
dJSl>tpação. entre outros. No entanto ncredtta-5e que os pohnõnuos 
usados aqui oprc)entam a prcctsão sufictente. de acordo ao 
momento atual das obsenaçõc!> expenmcnttlls na proximidade de 
uma parede. 
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SUMMARY 

At lhe present work. the turbulence along a solid wall is 
charactcrizcd. 1l1is churacterilation should bc uscd to hclp 
dcvclopmcnt of turbulcncc models. as wcll as to cvalumc thcm. 
Th1s analysts is bascd in cxpenmental data and cmptrical 
correlations found tn thc litcraturc. Thc main objective of thts 
work is to provide a l>YMemuuc way to prc1>cnt experimental data 
to help in the evalu<lllOn and devclopmcnt of turbulcncc models 

----- ----------- ··- - -- - --- · -··---- -bul" Jo d cd 

-I (Ày. 2' Á 

Tensões de Reynolds. expressão (5) + À~ .. 1 ( ,t2 +~ ) - ~u 1 u 1 ) = - y - I I + y • 
Viscosidade da turbulência, expressão (7) v+= À2 y +2 

I • 

Módulo da laxa mé<ha de defonnação. s~ =11(l +À 2 y+ 2
) 

derivado da expressão (4) 
Produção de turbulência, expressão (I 0) + ,t2yJ / ~ , ' 'j n 12 = + À - y • 
Encrgio cinéuca turbulenta, segundo 

K + = (I I 2) ((uu r + (vv r + (ww )+ ) expressão ( 14) 
Função parn ali rms das nutuações u+ e 11•+ • 

u+(y)=a(8 y+)l ~ + 8 2 y+ 2 )r expressão ( 12) , usando parâmetros da 
Tabelo I 
Fu nç:io para a rms v+ , expressõo ( 13) v t ( Y ) =a ( 8 2y+2)1 Q 8 , + 2 ) 
usando parâmetros da Tabela I. + • y 

Função para a rms H • expressão ( 13) 
v·(y)=a (8 2 y + 2 ) I Q + 8 ' • 2 ) 

usando parâmetro~ da Tabela I. . )' 

Diss1pação de energta cméuca turbulenta, d 2 K + + À 2 +' d À, +' dK v • + expressão (24). o + -- . \' . + - , -E 
dy +2 dy+ - dy+ (l+À 2y+2 ) 
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RESUMO 
Bombas eletromagnéttcas siio utili:adas no controle do escoamemo dos ctrcuitos de refrtgeração de 

reatares rápidos refrip,erados a mewllíquido. O princípiO de fimcwllwnento de bombas eletronwgnéticas está 
baseado na lei de Faradar A forra resultaflle da intemrão e11tre (I corrente elétrica e o campo magnético é 
cafculada considerando suas amplitudes e semiclos de direrão. Neste trabalho apresenw-se o 
desem·ofl•imemode bombas elt•tromagné11cas de COITI'IIIl' C(llliÍIIIW com magneto tipo "C". Os resultados 
teóricos de campo ma~:netico e pressão estática são comparados a medidas experimemais. Dmlm. de l'azão 
tlm enw11os dinâmicos .1ão aprt•unwdos. 

1:-JTRODUCÃO 

s.,tcma' de refrigeração. que u11111am metal líqUido como 
flu1do de trahalho. podem rc~>fnar altas den)1dadc1> de potênciU 
térrmca E)tC é o caso. por exemplo. de reatorcs rápidos. que 
ut1ll1am bombas centrífugas ou eletromagnéuca~ para o controle 
do esco::uncntn dos c1rcu1tos de refrigeração. No reatar rápido 
experimental norte amcncano EBR-11 o escoamento de sódio 
líquido do circuito !tccundário é controlado por bombas 
elctromagnéticth de corrente contínua (l..cntt cl al.. 1985). A 
nova gemçiln de reatares ráp1dos avançados PRISM utiliza 
bomba~ eletromagnéticas de corrente alternada no circuito 
primáno de rcfngcração CK want. et ai . 1988}. 

As bomba' elc1tomagnéucas não tem panes móveis. são 
completamente seladas. apresentam alta confiab1lldade c 
perrmtem a ulllllaçào de flu1do rad10at1\'0 (I alta temperatura 
Estas caracteríMicas as tomam lntcrr.:Sltantcs para utiltzação no 
rl:ator rápido experimental do prOJeto REARA (Borges. et ai.. 
1994). que c~tú sendo desenvolvido no Instituto de Estudos 
Avançndos (IEAv). Uma etapa deste projeto consiste na 
con~trução c caracterização de bombas cletromngnéúcas (EM) de 
corrente contfnua. que são componentes importantes para os 
\lstcma<, de transpone de calor a mclallíqu•do. 

No IEAv se projetou c cnsa1ou a pnmcira bomba 
cletromagnéuca de corrente contínua nac1onal (com magneto tipo 
"C" cm aço SAE1020 e bobmas para se obter o campo 
magnéuco desejado). que func•onou sausfatonamcnte cm ensaios 
estáucos c dmãmtcos, em Circuitos fechados a mercúrio 
especialmente desenvolvidos para este fim. Neste trabalho 
apresenta-se: o pnncíp10 de funcionamento de bombas 
elctromagnéticas de corrente contfnua: a comparação entre Ol> 

valores teórico~ c experimentais de campo magnélico médio no 
centro do entreferro, para alguns dos valores de corrente de 
campo utili1ados: a comparação entre os dados teóncos e as 
mcdtdas cxperimentms obtidas nos ens:uos de pressão estática. 
para diferente'> valores de corrente pnncipal e de campo: e os 
dado~ cxpcnmentai) de vazão obudo~ nos ensaios dinâmicos. 
'1sando avaliar o desempenho desta bomba elctromagnéuca de 
corrente contínua. 

O~ rc~ul tados obtidos cxpenmcntalmente de campo 
magnético c de pressão C)tática apresentam boa concordância em 
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relação ao!> re11ultados teóricos. E~ta avaliação é muno 
Importante~ no desenvolvimento de modelos matemáticos para a 
~•mulação de bombas eletromagnéuca' de corrente contfnua, 
com :tpllcação dtrcta cm sistemas de transpone de calor que 
ut1lizam met:tis líquido!> como fluido de trabalho. como é o caso 
dos remorcs r.íp1dos. 

PRINCfPIO DE FUNCIONAMENTO DA BOMBA 

Em uma bomba EM de corrente contínua a lei de Faraday 
dcline a Intensidade e a d1reção da força exerc1da no l1u1do 
condutor sob mfluência da corrente elétrica e do campo 
magnético 1mposto. Observa-se. na F1gura I o princípiO de 
funcionamento de uma bomba eletromagnéuca de corrente 
contínua Admitindo-se o cntreferro. a altura do canal da bomba 
ta), a largum do canal (b) e o compnmento úul (c). monta-se o 
equacionamento para a avahaçoo do seu desempenho (Borges. 
1991). 

Figura I: Princíp10 de functonamento de uma bomba 
eletromagnétlca. 

Cons1derando-se a perfeita pcrpendtculandade enlte o 
campo magnético B (Wb/m2

). a corrente elétnca 1mposta e a 
tubulação. v md1ca a direção do escoamento do flutdo e a força 
resultante da interação entre campo e corrente pode ser calculada 
pela equação: 



F= B ·I," b ( I ) 

A correme elétrica útil ( IC! ) é um parâmetro muno 

Importante no proJeto da bomba EM e pode ser calculada com 
base no circuito elétrico equivalente, apresentado na F1gura 2, 
onde a corrente total I fornecida por fonte externa é subd1vid1da 
em. 

le corrente úul que atravessa o canal da bomba pelo 

nu1do condutor sob o efeito do campo magnético; 
I w corrente de fuga pela parede do canal. c 

I b corrente de "bypass", que é a corrente de fuga pelo 

líqu1do onde não há 1nteração com o campo magnéuco. 

Rw Rb 

F1gura 2. C1rcu11o elétnco equhalente da bomba EM de 
corrente contínua. 

R e • R w c R b são respectivamente as rcs1stênc1as 

elétril\ls do Ouido no canal da bomba, da parede do canal 
<perpendicular ao campo magnéuco. na direção da corrente 
elétnca) c a re:.tStência de "byp<C>>" Esta é calculada 
multiphcando-sc a rcs1stêncw. clétnca Re por um fator empírico 

que está relaciOnado com as geometrias envolvidas. 
A tensão clétnca da bomba é dada por: 

V= I ~ * Re + E" =I • R, ou (2) 

(R.,. *Rb) V ~ IeRe+Ec=(l-lc)"' R .. +Rb {3) 

onde. 
R1 é a resistência elétrica equi\alcntc do Circuito: c 

E, é a força contra-eletromornz resultante do 

dc~locamcnto do lluido no c<~mpo magnético. E~ta voltagem 
1ndu11da pode !>er calculada pela expressão. 

E c= B • w I a . (4) 

Nota·\C que a corrente le é uma função da va~ào 

volumétrJc~l (w). 

PROJETO DA BOMBA 

No projeto REARA c~tá sendo estudada uma bomba EM 
de corrente contínua com magneto upo "C" c duas bobinas de 
campo, um desenho esquemático é apresentado na Figura 3. O 
magneto é feito cm aço I 020, com área transver,aJ de 60 \ 70 
mm e com entreferro de 20 mm de comprimento. Cada bobina 
tem 1000 espiras e estão eletricamcntc ligadas cm série. de modo 
que seus campos magnético' re~uhan tcs se ~ornem: logo a 
corrente de campo. fornec1da pela fonte de corrente contínua HP· 
6030A. percorre as 2000 c~piras ao redor do magneto. Outra 
fonte de corrente contínua, com fundo de escala de 800 Amperes. 
fornece a corrente princ1pal. que deve tntcmg1r com o l·ampo 
magnético e produ11r no Ou1do (interno ao canal dn homba) a 
torça magnetomotril que controla o e~coamcnto 

ICA""O 

ESCOAt.ttNTO 

POLO t.t~GNÊ fICO --- --7 

~L 

' 
\ CO'<:lUTOR 

Figura 3: E~quema da bomba EM com magneto C. 

A V ALIACÃO DOS RESULTADOS 

0~ d<!do~ experimentaiS e dlculos teóncos de pressão 
manométnca da bomba EM c de campo magnéttco no centro do 
cntrcfcrro do magneto tipo "C'' devem ser comparados para 
avaliação c defimção de fatores de aJu>te para programas de 
~•mulac;ão cm de~envolvimcnto 

Campo magnético De acordo com a Le1 Circuual de 
Ampere, que relac10na as tntcns1dadc~ de campo magnético em 
tomo de uma tr:lJCtória fechada de nuxo magnéuco c o 
compnmcnto da trajctóna com a corrente que a circunda, onde N 

é o número total de esp1ra~ c ! campo é a corrente de campo 

fornecida c, obscvando-se ainda, que as perdas no cntrcfcrro (d) 
\i.ío mullo \uperiores M do magneto. tem-se o campo magnético 
no entrefcrro dado por· 

B = u N ! tampo I d , (5) 

Para os metaiS lfqu1dos, a permeabilidade magnética é 
1guaJ à do vácuo. ou seja: 

u = u0 =4 7r 10'7 
. cm IWb/A.ml (6) 
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O camp<1 magn~uco teónco no entrefcrro da bomba EM 
com magneto tipo "C"' pode ~cr calculdo por: 

2 2 
8=4 Tr 10 Ic.tmro·cm(Wh/m ] . {7) 

Para a mcd1d.1 e:~.pcnmental da d1stnbu1ção da dens1dade 
de campo magneuco no centro do cntreferro f01 utilizado um 
..cnsor a efeito Hall de 1.8 mm de d1âmctro, acoplado a um 
Gaus,ímctro d1gt tal Ob,crva-\c que há a nece~~1dade de se 
calibrar a\ lcttura\, 1erando o Gau\\Ímctro com a câmara de 
campo nulo. ante'> de 'e mictar o le,antamento experimental de 
campo. O campo magn~uco m~dH> expenmental é obtido 
calculando-~c a médt:J da.\ leitura\ cfctuada~. 

Na rtgura 4 aprc\Cnta-~c a' curva'> de campo magnético 
méd1o tcónco c expcruncntal. (cm Tc,la) no centro do entreferro, 
cm função du corrente de campo 1mposta ih boblnJs. 
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Figura 4: Campo magnético médio no centro do 
cntrcrcrro do magneto tipo "C". 

Obscrvtt-~e que para valorc~ de correntes de campo 
pequeno os dados tcóncos c cxpcnmentat\ de campo magnético 
mé<.ho no centro do entrcterro do magneto tipo "C" são 
praticamente 1gua1s: a dtlcrença \C acentua para valores maiores 
de corrente~ de campo. dcvH.In a saturação do magneto. 

Pres,jo estáqq da bomba EM Os valores teóricos de 
pre~\ão c'táuca siío ohudo~ cm runç:ío da corrente e tétrica médta 
úul (1, [A)). da gcornctna do canal da bomba e do campo 
magnéttco medio teórico calculado pela Eq (7) . 

A corrente pnnetpal {I) ltda no Ampcrímelfo é a total e 
não a corrente úul Cl ,l a ~er ulllllac..la no equactonamemo. 

Podc-~c detímr a prcs\àO manométrica desenvolvida pela 
homha como: 

P = F/ c a • bl (8) 

SubM1tu1ndo na Eq ( 1 l tem-se· 

(9) 

P = B • 1(.' I (a • 1360) . em (cm Hg] • ( 10) 

1\ota-se que a corrente 1.- é uma função da vaâo 

volumétnca (w). Logo para va1ào nula E, vale 1ero. Com base 

na Eq (3) calcuiJ·'>C a corrente úul : 

(li) 

Para o cálculo da com:nte úul de,e-se considerar as 
re~isll' 1dac..les clétnca\ n.t temperatura de trahalho e :b dimensões 
dos matcrtal\ envolvidO\. Lllh7a-sc a Eq. (li) para esta correção 
Conhecendo-se a geometria da bomba EM e a espessura da 
parede do canal (I mm). tem-se R w = 15,0 I O ~ Ohml> e R r= 4,0 

10~ Ohms Admlllnc..IO·\C que Rb = 5,0* Re, obtêm-se 1. = 

0.68*1. Como u=O.Ol m. a pressão estállca teónca da bomba pode 
ser calculada, cm funç~o dn co1rente clétrica principal por: 

P=R 0.681/(0.01•1360) , cm (cm llg). (12) 

P=0,05*B*I (c.:mllg) ( 13) 

A Eq. c I J) define O\ ltnutes teóncos m:íx1mos de 
dtfcrença de prc~s.lo tornct.:ida pela bomba EM de corrente 
continua com magneto upo "C" 

Pam \C poder a' altar a pressão manométnca de bomba.s 
clctromagnétiCa' de corrente continua com ,J.tào nula f01 
projetado e conMruído um ctrcuno expenmental fechado em aço 
e \tdro. para men:úno. CUJO c,quema é apresentado na Figura 5 
Nota-\c a.v tubulações 'ertica1s cm \ldro, onde se pode venticar o 

d~locamento de mercúrio e o desnível total AL (pre~são e)táuca) 
produLtdo na bomba E:M. cm função da corrente pnncipal e do 
campo magnético forneetdo, a .. dema1s parte.' do circuilll são 
fettas cm aço. 
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Nível oo 

Tu:>ul oçõo em 
-ciço --

F1gura S. E:squ..:ma do etrcuno c:~.pcnmental a mercúno. 

0~ c..lados experimentais c..le pressão estáuca da bomba EM 
cm desenvolvimento \ão obudos vanando-se o valor da11 
corrente~ de campo c pnnc1pal c medtndo-se o desnível de 
mercúrio total (óL) apresentado entre as duas tubulações de 
\ldro 



Na Figura 6 são upresentado~ ns curvas teóricas de 
pressão estática da bomba EM de corrente contínua com magneto 
tipo ··c·, em função das correntes elélrica~ principal c de campo. 
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Figura 6: Curvas de pre%1\o cstáucn tcónca da bomba 
EM de corrente contínua com magneto upo "C 
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Na Figura 7 ~ão apresentado~ o~ dados cxpcrimemrus de 
pressão estáuca da bomba EM de curremc contínua com magneto 
upo "C". em função das correntes clétncas pnnc1pat e de campo. 
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Figura 7: Curvas de pressão estáuca cxpenmemat da 
bomba EM de corrente contínua com magneto tipo "C. 
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Na Figura 8 são apresentados a ratão média entre os 
valores teóricos c expenmcntais e o respectivo desvio padrão dos 
dados de pre~são estática da bomba EM de corrente contínua com 
magneto tipo "C", em função das correntes elétncas principal e 
de campo. 
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F1gum 8: Ra1ão entre prcssllo c~tát1CO teórica e 
experimental da bomba EM de corrente contínua. 

Na Figura 8 nota-se que para as correntes princ1prus 
menores que 300 A. o valor méd10 da pressão csu!uca teórica da 
bomba EM é menor que o valor méd1o da pressão estática 
expenmental. porém, para as correntes pnnc1pa1s m:llores que 300 
A, o valor méd10 da pressão estática teórica é m:llor que o valor 
médio da pre~~o e!>táuca experimental da bomba EM. Observa-se 
que as difcrenç~ obuda.'> rcprc\cntam uma boa concordância, 
considerando-se as •mpreci\ÕC!> as~oc1adas ao modelo teónco de 
cálculo de campo magnético médl(), obtidos no item antcnor. Logo, 
os programas e os proJCtos dtb bombas EM em desenvolvimento 
deverão levar este fato cm cons1dcraç1lo, para a definição dos 
futuros fatores de tlJUStt:, no cálculo teónco de pressão estática de 
bombas elctromagnética~ de corrente contrnua. 

Ensaios dinâmicos da homha EM A avaliação do 
de~empenho de uma bomba eletmmagnéuca de corrente contínua 
sob condição de va;,1lo não nula é feita levando-se em conta 
vár1os parâmetros. o' pnnc1pa1s são. a geomctna do canal, o 
campo magnét1co 1mposto. u corrente clétnca pnnc1pal forneCida 
c as peruas de carga no c~rcullo. 

Os valores teónco\ de d1fercnça de pressão fornec1do 
pela bomba EM. em função da vaLão no ClrcuHo são obudos 
considerando-se a corrente elétnc;l méd1a úul (1. (A)), a 
geometria do canal da bomba c o campo magnéuco méd1o tcónco 
( calculado pela Eq C7) ). 

A corrente pnnc1pal {I) hda no Amperímerro é a total e 
não a corrente úul O. l a ser ulllllada no cquac1onamcnto. 

Pode-se defimr a d1fcrcnça de press5o. cm função da 
vazão, fomec1da pela bomba EM como 



t.P = F/ ( a • h) . (14) 

Subsutumdo na Eq. 1 I) tem-se: 

áP = B * I e I a • cm [N/ m2
) : c (15) 

Nota-se que a corrente le é uma função da vazão 

volumélrlca (w). Neste caso Ec é diferente de 1ero. Com base na 

Eq (3) calcula-se a corrente úlll. 

(16) 

A d1fcrcnça de pre~~ão teórica, forncc1da pela bomba EM, 
pode ser calculada em função da pr~~ào eMállca teórica P cm 

1 N/ m2 1 (para as cond•ções de vazão e de c:1mpo magnético), da 
vatilo, do campo mugnéuco. da geometria do canal e da!. 
rcsbtênci;u, elétricas envolvidas por: 

(17) 

O cálculo da corrente úttl para vazfio nula leva em coma 
as rcsistividade~ clétricas na temperatura de trahalho e as 
dimen~ões do!> mntcnni\ envolv1dos. Ullliza-sc a Eq. ( II ) para 
e~ta corrcção. Conhecendo-se a geometria da bomba EM c a 
espessura da parede do canal (I mm). tcm-~e. R" = 15.0 I O~ 

Ohm' e R<= 4.0 l O~ Ohms. Como a=O,OI me admnmdo-se que 

Rb = 5.0* Re. ohtêm-M.: I e= 0,68•1 para o cálculo da pressão 

CMt\tic.:a teórica da bomba, cm função da corrente clétrica 
princ•pal. Consu.lerando u~ Eq. (3). (4), ( li), { 13), c ( 17) podc
-.e obter a d1ferença de pressão teórica áP cm I cm HgJ, fornecida 
pela bomba EM com magneto upo "C"'. cm funçáo da vazão do 
campo magnético. da gcometna do canal da~ re~l'>tênc•as elétricas 
cnvoh1das c da corrente elétnca pnnc1pal fornecida por: 

{ 19) 

Onde o campo magnético B deve \Cr fomec1do em 

[Tc~laJ. a corrente ch~tnca total I cm [A J, a \aJ.iO w em(m3
/ si c 

a altura do canal cm [m]. 

A vazão w cm I m 1 Is] fornecida pela bomba EM. neste 
ca\O ela deve ~cr calculada em função da perda de carga áP no 

Circuito em (N/ m2 J, por: 

Para a uvaliação do desempenho da bomba EM de 
corrente contfnua f01 utilizado o circuito d•nâ!lllco de mercúrio, 
aprc~cntado na Figura 9 

1'\o!. ensa10s de vazão. ~ta é controlada pelas correntes 
clérric~ fornecrdas. pnncrpal à bomba e de C3mpo às bobina.~ 
0~ valores de Va7.àO SilO OblldOS pelO medidOr de vazão 
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eletromagnético MV c podem ser lidos em htros por llllnuto 
IVmm) no sistema de <lqu•s•ção de dados SD. 

Figura 9: Esquema do circuito dinflm•co de mercúrio para 
avaliação de bomba.~ EM 

Apre!.<::nta-sc na F1gura 10 ~curva' de va1ão da bomha 
eletromagnética de corrente contínua com magneto ttpo '"C". no 
c1rcuito dinâm1co de mercúrio. Nota-se que como esperado a 
vazão fornec1da pela bomba EM depende 1.hrctamente dos valore~ 
das correntes de l'ampo c principal. Consegue-se com o controle 
de~tas correntes va1\>e'- de até aproxunndamcnte sers lllminj, 
observa-se que C\te hllllte está assoc1ado à-. hlllltações das fontes 
de corrente utllu..<~da~. 
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Figura lO.· Curvas experimcntms de vazão da bomba. 



CONCLUSÃO E COMEI\TÁRIOS 

No Instituto de EMudo Avançado~ foi desenvolvid~l a 
pnmeira bomba e1etromagnética de corrente contínua nac10nul 
(com magneto upo "C" em aço SAEI 0::!0 c bobmas para se obter 
o campo magnético deseJado). que func1onou satisfatonarnente 
cm cnsa1os c~Látlcos c dmâm1co~. em C1rcu11os fechados a 
mercúrio especialmente dc~emolvidos para este fim. 

Comparando-~c os dados teórico~ c experimentab de 
campo magnétiCO médio. no centro do entreferro do magneto tipo 
"C" da bomba EM. observa-~e que para pequenas corrente~ de 
campo. imposta à' bobinas, tem-se re\uhados praticamente 
1gua1~. nota-se Jmda, que a lllferença se acentua para 'ai ores 
ma1orc~ de corrente~ de campo. devH1o a ~aturação do magneto 

A avahação tcónca da pre~são cstáuca. da bomba 
elctromagnética de corrente contínua com magneto upo "C". é 
m:uor que o valor dn pressão est~tica cxpcnmental para alta.\ 
correntes tmpo~tas à bomba EM. Observa-se que a média das 
uifercnças obtidas representam uma boa concordfinc1a. em termos 
de prOJeto de engenhana, com erros mfcriorc' a 20~. Devc-~e 
amda cons1derar que há Imprecisões as,<>Ciadas ao modelo 
tcónco de cálculo\ de campo magnético méd1o. Logo. os 
programas e os proJctos das bombas EM cm dcscnvol\'nncnto 
deverão observar e~tc lato, para a delimçào dos futuro:; fatore\ 
de tiJUSte. no cálculo teónco de prcssno e~lática de bombas 
clctromagnéuca:; de corrente contínua. 

Neste trabalho apre,cntaram-se as curva' experimentaiS 
de v;vão da bomha cletromagnéúca de corrente contínua com 
magneto upo ·•c". no c1rcuito dmâm1co de mercúno. Nota-~e 
que como e~pemdo a va1ão fomcc1da pela bomba EM depende 
c.hretamente do!t 'alore~ da\ corrente!t de campo c pnnc1pal 
Con-.cgue-se com o controle dc~ta~ corrente!. va1õcs de nté 
aproximadamente sc1s 11/mm], observa-M! que este hmite está 
:1\\0cindo às 1imitnçõc., das fontes de cnrrcnte utilizadas. A 
comp:m1ção dos dados experimentais com O\ re'>pecuvos cálculo~ 
teónco~ de vazão c de d1ferença de press.1o ~crá ObJeto de um 
próx1mo trabalho 

Os dado\ ohuuo\ no~ en\aiO\ e\pcnmcntill!> 
demonMraram a 1mportãnc1a de se de.,envohcr modelo~ 

murcmállcos espccíf1cos paro cadtJ fenômeno estudado. Além 
dbto, (I comparação teórico-experimental determina os fatore~ de 
JJUbte dos prognunn' computacionab de ~irnulaçi.lo, o que toma o 
uc,cnvolvlmcnto de cada novo projeto de bomha cletromagnética 
de corrente contínua mar!> barato. Este upo de equipamento tem 
aphcação d1rcta em M~tcmas uc transporte de calor que utilizam 
metal\ Iíqu1dos como Ou1do de trabalho. corno é o caso uo\ 
reatares rápidO>. 
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ABSTRACT 

Electromagneuc purnps are used for controlling Lhe Oow 
in " LMFBR" cooling systcms. The clcctromagneuc pump·~ 

workmg principie " ha'cd upon Faradny's 1aw. The resulung 
force dueto Lhe mterJct1on between lhe mmn elcctnc currcnt and 
tbe magnetic lield can be calculed cons1denng the1r am(lllluucs 
and orientations. ln this paper n shows the uevelopment of 
electromagnetic DC pump~ with C-typc magnet 10 IEAv . The 
theoril'al results oJ magnetie field and ~totic pressure nrc 
compared with experimental measurements. Flow dynamic uuta 
are presented 
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RF.SUMEN 
Se estudió el fenómeno de transferencia de masa por convección entre un sólido y un líquido. 

ya sea que éste se halle estanco o en movim1ento con e/ propósito de desarrollar técmcas 
experimentales para medir los coeficientes de transferencia de masa kc , como así tambtén 
métodos de cálculo numérico para estimar/os libres de la presencia de coeficientes cinéticos 
asociados a las otras etapas involucradas en la dísolución; se compararon también las 
estimactones que se obtienen de kc por el método de dtsoluctón de sóltdos, con las dei método de 
reacctón , y se desarrol/aron, analizaron y seleccionaron correlaciones de/ tipo Sh=Sh(Re,Gr,Sc. 
parámetros geométricos). 

IVT'RODL.CCIÓN: 
La tr<m..,ferencia de ma ... a c~ una de la\ ctap.t\ mvolucrada~ cn 

la disoluctón de sóhdo\ cn líqutdO!>, cn la ~ubhmactón de ~>ólitln~ 
y en lo\ reacctortc\ heterogénea~. tanto catalfttea\ como no 
catalíttea .... y como tal. a los cft:eto.., dei modelado cméttco de 
e~to ... pmce\O~. ~ tlchc contar con la mformal:ion ncce ... ana 
para cuantlticar la \Cioctdad de e1ota etapa. 

ExtMcn dtverJ>os métodos expenmentales paru metltr los 
coeficientes de transferencia de m<l!.a, k., Entre los m:l.s 
utilizado) , lo~ que wn anal11ado~ en eMe trahaJo. tenelllQ~ lo~ 
que ~e ba~an en dato~ ctnétteos de. 

a) una reacctón ~óhdo lfquido no catalíucu 4uc procede cn 
régimen de c.:ontrol por tnlllsfcrenetu de masa, y; 

b) dt~oluctón de sóhdns en liqutdns 
AI ullh7.ar el método basado en d:uos cmeuco:. de la 

dtsolucton de sóhdo~ en liqutdos para medtr J... •• hemos podtdo 
observar que no Mcmpre la \eloctdad de e~te procc~o c~t:l 
verdaderamente controlatla por I<~ veloeidad de transferencia 
con,ecli\J de masa En efecto. en algunos e"pcnmentos pudn 
obscrvar:.c que la 'cltlCtdad de la dtsolución prucede en una 
suene de régtmen de control combtnado por la \'eloctdad de la~ 
dos etapas involucr:tdas Estas ob~ervaciones nos pcnniueron 
inferir que cn algunos ea.\m lo que se está mtdiendo 
eJCpenmentalmentc es un coefictente etnético glob.d J....,h ) no 
prec1sarncntc k., . 

E:mtcn numerosa~ puhhcactoncs, cuyo tema pnncipal e~ 1:1 
cvaluación cuantllattv,t de los efectos que ticnen. ~obre la 
vcloctdad de tramfcrencia tle masa sóltdo-líqutdo. 111!1 dtsllnta.\ 
\anabb fístcas. químtl'a\ y geométncas dei mtema Entre los 
pnnetpale... trabaJos. relaciOnados especificamente con cl 
fenómcnu de tran~ferencta convectt vn de masa sóltdo-líqutdo en 
tanques agitado'>, tenemn~ lns de. Hi>.~on y Baum (1941- 1942); 
Humphrey y Van Ncss (1957); Barl..er y Treybal (1960); !'lagata 
y col. 1960): Calderbank y Moo-Young (1961 ). Nteno\\ (I 969); 
Lcvins y Gla\tonbury (1972); Sano y eol. (1974); Kulov y col. 

1 19H3). y. la revisión de Upadhyay y col. ( 1994). 
Aunque todo) eMo-. trabaJO~ llencn en común el hecho de 

habcr supue..,to que la 'elocidad de la dt~oluctl'ln es controlada 
por la dlfuS~ón. a través de cllos se ob~crvan nueva~ controver~tas 
como consccucncia de l:t~ dtstinw~ teorias que proponcn ~us 
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autores para cuanultear Jus cfecto~ que ucnen \obre k.. la' 
vanables físicas, químtC:l\ y geométncas que se h<tllnn 
invul ueradas en e-.tos ststema~. dnndo como rcsultlH.Io final ur1 
CQiljunto de correlaciones dtfcrentes. E"a abundancta de 
corrclactnnes. en lug.tr de facthtar la resoluctón tle problema~ 
mgentcnle~ rclac10nado' con el dtseno de \1\lcma' sólido-líqutdo 
cn Utnque~ agitados, rn:h bten crca confusiün. 

Con la finalttlad de contnbtur a la tltluctdación de lo 
plantcatlo anteriormente. este trahaJtl se central11ó en: 

t) estudtar cn ma~or dctallc la Ctnéuca de la dtsolucu\n de 
!.Õhdos cn líquttlos: 
- 11) desarrollar técnicas experrmentalc~ para medir los 
coefictcntcs k, ; 
- 111) de .... 1rrollar métodos de cálculo numénco para estimar lus 
eocfic:rentC\ k., . ltbres de la pre-.encta de ~:oehctentes cmcttcos 
asoctados a Ja, otras etapa!~ mvolucradas cn la dl\oluc16n; 

tv)comparar las esumacwne~ que se obttcncn de k, por el 
método de disolueit~n de ~ólido). eon las dei método de rcacetón 
I~ - Zn; 

'1 de-.arrollar. analt1ar ) 'clecc10nar corret.u .. 10nes dei tipo 
Sh=Sh(Re.Gr,Sc. par<lmetros geométncos). 

DISOLUCIÓI\' 
Ol\oluc1ón es el proceso de dl\pcrs1ón de un 'oluto. 'ea cumo 

moléculas. !>ea como tones, entre IJ\ molécula' de un dt,ohcntc 
Au, 

B,s, -7 B 1L1 

Aunque la dtsoluc16n de una ~u,tancJa en un dtsohente podría 
aparecer como uno de los fenómenos quím1co~ m:l.s scnctllo~. 

resulw tlc hccho baMante cornpleJn. E.c,te procc~o ponc en JUCgo 
varios fenómenos. uno~ que dependcn dei soluto y de su e~t.ldO, 
otros dcpcnden dei ~oh ente y de \Us caractcrístK3\. En pnmer 
lugar cs prcctso qoe las moléculas o los tone-. dei 1ooluto \c 
separen uno$ de otro~. dcbiendo parn cllo vencerse las fueoa' de 
cohesión que las munuenen unttlas entre sí en el sóhdo. para 
tnsenar-.c a conunual'tón entre la~ lllQJéculas dei solvente. Ello va 
acompanado por mteracctones entre las espectes dei soluto ) dei 
dt~ohentc. fenómeno que se denornma soii'Cifanún o " cl 
disol vente es agua. hidmtac1ón 



En cl caso de disolución de un cristal iónico. cada uno de los 
iones <.le su superlicie es rodeado por las moléculas dei disolvcme. 
y debido a las 1nteracc10nes que pueden ejercer sobre 
ellos. esros ioncs así envueltos se separan dei cristal y se esparccn 
cn ellíquido. Esta última fase de la disolución es más fácil cuanto 
más alto es cl valor de constante dieléctrica dei disolvente. 

Cuando una reacc16n química ocurre en un sistema hetero
géneo. a los efcctos químicos específicos se sobreimponen ciertos 
factores interfaciales y de transporte que operan en los 
alrededores de las fases. Estos factores. tienen innuencia sobre la 
velocidad dei cambio químico observado. Ellos deben analizarse 
especílicamente para cada par sólido-nuido y sistema experi
menwl seleccionado. A los efectos de usar una reacción química 
para la medida dei kc debe tratarse de una reacción de alta 
constante de equilíbrio, es dec1r prácticameme irreversible. 

Ecuaciones generales dei modelado 
Consideremo~ un sistema constituído por: 

a) partícula única 
b) media nuido 

b-1) disolvente, líquido o gas 
b-2) nuido conteniendo un reactivo 

c) partícula sólida no disgregable. no aglomerable, no 
sinterizable 

baJO e~tas hipótesis:la 1•ariación de la IIWSCt de la partícula 
reactante se debe únicame111e a fenómenos de sublimaciôn. de 
dt.wlución en 1111 medio líq111do o de reacctón quínuca con el 
fluido que la rodea. 

La ,-e/ocidad de cambio que experimenta la masa de la partícula 
en un proceso de tr:msformación nuido-sólido reacuvo. que 
contiene las hipótcs•s anteriores está dada por la ecuación que se 
da a continuación : 

dM p = J ( n .n F ) eiS = - n F n 
dr n 

con: MP masa de la partícula 

n superlicie externa de la partículn 
l tiempo 
o vector unitario normal a Q 

(I) 

n
1
_ vector densidad de nujo de masa total de la!> especies 

químicas nuidas. 
IIF nujO másiCO media lOtai de las especieS químicas 

nuidas evaluado cn n y calculado como: 

I I I 

nF =L n,= - JI (- n . n ,)dS 
·=• n n I=• 

donde: 

(2) 

n1 es el vector densidad de llUJO de masa de la i-ésima espccie 
qufmica nuida 

11 es su nujo másico medio evaluado en n 
I 

I esc! número de especies químicas nUidas 

La formulación de nr en función de lo~ nujos másicos de 
las cspccies qufmicas lluidas, 11, • requiere el conocimiento de la 
estcquiomcrría de la trnnsformación estudiada y la formulación de 
un modelo cinético. 

Etapas involucradas en las disoluciones de sólidos en 
líouidos 

Etapa CD. I) 
Difusión dei disolveme a través de la capa lfmitc que rodca a la 

partícula 

Etapa (0.2) 
Difusión dei disolvcn1c através de estrucluras porosas de la panícula 

Etapa <0.3) 
Adsorctón dei disolvcnte 

Etaoa !D.4) 
Disoci:.ción dei sólido en ioncs o moléculas (form:.c16n dei soluto) 

Etapa (0.5) 
Desorc16n dei soluto 

Etapa !D.6l 
Difusión dei soluto o través de estruciUrns porosas de la pankula 

Etapa <0.7) 
Difus16n dd solulo a trnvés de la copa limite que rodw n la pnrtículn 

Si nos circunscribimos n panículas compactas. es decir con 
porosidad tendiendo a O, las etapas 0-2 y 0-6 no estarão 
involucradas. 

Para esta situación particular se pre~cntan los ~iguientes 

regímenes: 
Régimt'll D-1 o régimen de contrai por transfcrcncia de masa- la 
velocidad de la disolución es controlada por la vclocidad de las 
Et:~pas (0. I) o (D.7). 
Ré~imen D-11 o régimen de contrai químico - la velocidad de la 
disolución es controlada por la velocidad de la Etapa (0.4) o, a 
trav6 de un mecamsmo combinado. por las vclocida<.lcs de las 
Etapas (0.3) a (0.5). 
Régimen D-Ili o régimen de control mixto - las velocidades de las 
Etapas (0.1 ). (0.3) a (0.6) y (0. 7) son todas dei mismo orden de 
magnitud. 
Régime11 D-/V o régimen de control combinado- las velocidades 
de dos etapas son dei mismo ordcn de magnitud. 

Para el caso de un sólido no poroso constituído por un 
úmco reactivo B. la ecuac1ón (I) en términos de conversión 
será: 

ti X 
d I 

= III n N n Q 

M 
con X delinido como: 

(3) 

X = ( M • - M ) = M 11 (4) 

M . M 
N8 = nujo molar med10 dei soluto B evaluado en n 
n = superficie externa de la partícula 
m8 = peso molecular de B 
M" = masa de la partícula reactante a tiempo t=O 
M = masa de la partfcula renctante a tiempo t=t 
M8 = masa de soluto B que reaccionó 

Las ecuaciones auxiliares y relaciones de vínculo son: 
- Superlicie externa, n. para partículas de gcometrín simple 
(Qui roga y col.. 1996) 

Q = QO( I - xynl(m+IJ (5) 
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Q/ -- = 2( 1 +III) v 
(6) 

m =factor de forma de lu partfcula < m =O, lámmas o discos; 
m =I. aguJas; m = :2. esfera.\). 
no = ~uperfic ae externa de la panícula a t=O 

f = longuud caracterhtlca macaal de la panícula 
La superficic externa c~> comcadente con la interfasc y es 

umformementc reactiva 
~ relacaonc\ de vínculo de C' 8 } de C11 con X (para 

contactore~ dei upo tanque aguado disconunuo) que se 
consaderaron \on 

C 11 , (I+ r.t }YX 
c. - (7) 

I+ aYX 
MA =--- C 

M, •. = ---
111. v t.· 

( 8 a.h) y 

con y = M (9) 

m 11 C 11 .VL· 
Donde ~c tuvo en cuentu que la vanación que experimenta VL 

durante la dtsolucaón e.\tudiudu por Wilhelm et al. ( 1941 ), quienes 
propusaeron cl saguaentc modelo: 

vL =[ l +aM ' X]v; 
M •· 

\Ujeto u la rc\tnccaón 

v L• = ( 1 + a > V" 

(10) 

( li ) 

a = cocticacntc de e'pansaón hneal de volumen. que puede 
calcularsc mcdaantc la \aguaente expresaón: 

a P • - P' + P • M ; ( 12) 
p~ p;M A 

C11 • = conccntracaôn molar dei solvente a t=O 
CA = concentracaón molar de solvente a t=t 
C8 • = conccntracaón molar de \aturación dei soluto 
C8 = concentracaón molar de \o luto a t= 1 

MA= masa de sol\ ente A a t=t 
:-..1 11 = masa de da solvente A a t=O 
VL. = volumcn de la fase líquida en cl punto de saturación de la 
solucaón 
V1• = volumen de lu fase líquida 
V" = volumcn inicaul dei solvente puro 
PA = densidad dei solvente puro 
Pv = dcnsidad de la solución cn el punto de saturación 

Para la gcnemhd.ad de las solucaoncs, los valores de a se hallan 
comprendados entre O y 0. 1, y en muy pocos casos se presentan 
valores menores que O. 
· Flujo molar, N11 

N 8 - k .<C 8 .-C 8 ) (13) 

Sistema e\nenmeotal 
Se trabaJÓ con naftaleno puro. como sóhdo B. ) como solvente 

alcoholes (metanol. etanol, butano!). Como reactor se uulizó un 
recipaente ctlfndrico de 15 cm de altura y 5 cm de diámetro, 
termostatizado, provasto de un agatador de dos palas de 3 cm de 
daámetro . ai que ~e \ UJetó una cana~u ll a de matenal inerte que 
contenfa la panícula reactante. El seguinúento de la reacción se 
efcctuó por mcdada espcctrométnca en el UV de la concemración 
de naftaleno en la solucaón a dastlntos tiempos. 
La vclocidad de la dasolución depende de: 
propicdades lisicoquímicas: la concentracaón molar dei soluto 
cn cl punto de ~murnción: C11 • la densidad de la solución: PL ;el 
coeficiente de cxpansaón lmcal: a: la viscosadad de la solucaón : 
~L ; cl coeficaente de difusivadad dei soluto: DAs 
variables experimcntales indepcndientes : la temperatura, T 
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la forn1a de la panfcula. a través de la cual se especafica el 
coefici ente m : la longitud caracterí~uca anicial de la partícula, 
t : el factor de saturación. Y: el tiempo de contacto. t . 
vclocidad de rotac1ón dclampulsor de OuJO. n, 

!"i vele\ de lo~ factorC\. 
Temperatura: T (o c. 5•c. I o c. 15 cc. 20' c. 25°C, 30°C) 
Forma de la panícula e~fénca. m = 2. 

Longllud caracterísuca 0.8 cm< f < 2 cm. 
Factor de saturacaón Y ( 0.08. O 2. O 3. 0.5; 0.6) 
Velocadad de rotacaón delampuhor de OuJO: : n, (O; 200 rpm; 

400 rpm; 650 rpm; 800 rpm) 
~ propacdades fi~acoqufmaca\ fueron medidas 

expcnmentalmentc dentro dei rango de la vanable temperatura y 
se corrclacaonaron a travé~ de ccuaciones hncales Cp , C , Tl , 
(~.C.T). El coeficaente de dafusivadad para los expenmentos de 
da!tolucaón !te calcularon a panar de la ccuación de Wilke-Chang 
paro !tolucaone\ de no elcctrolitos. 
Con la linalidad de dascriminur el régimen de velocadad, se 

rcalizaron cxpenmentos cinétacos de disolucaón de naftaleno cn 
ulcoholcs con vclocidad de agitación variable y sin agitación. 
Pam esta última J.llullcrón se utili7.6 como reactor un recipiente 
cilíndrico de 3 I de capacadad útil, termostauzado, cn el centro 
dei volumen de ~olvcnte se sujctó a la panícula sólida, la que 
pam asegurar \ U po:.ición se adacaonó un peso constante. El 
seguimaento de la dasolucaón se efectuó por pesada. 

Tratamicnto Cinético de lu da~olución de naftaleno en alcoholes a 
,·elocidnd de aguacaón variahle 

La correlacaón por el modelo de dasolucaón en Régtmcn D-1 
da lugar a la ecuacaón ( 14). lu que resulta de combmar la ec.(3) 
con las ecs (5). <6). <7l y ( 13). 

dX 211 + 111)111111. c 11·(1- YX )(I- X )"'111
"'"' (14) 

dt p/ (l+a 1 YX) 

Que tiene la ~agu aente forma integral 
tl+a, 1 [(1-tQ J'IQ'+tr'J] 

t =-u,.(l-u)-t • /11 , , , + 
6 Y Q 1 Q - u Jf I + Q · J 

[ 

~ 1 1Qtl-u) J 
+ YQ '.1' urrt~o~ .1Q' t rQ - lJIQ -211 1 1151 

con 
l .\ 

T = _2_11_1 "-~ k_._, C_,.M_• _1 Q = (I • Y)/Y u = I · X (16a,b,c) 
pd ; 

con C"= d • = diámetro macia! de la partfcula esférica. 
p 

En la figura ( I) \C prc!>entun. ti modo de ejemplo, lo~ 

resultado~ para la da!>oluci6n de naftaleno en metanol 
correlacaonudos a tra.,.és de la cc 15 
1.8 • 

)( .. o 
o • 

IS ·' 
o " ll 

Figuro I: dato~ experimentalcs X vs 1 y curvas teóricas (ec. 15). 
para la disolucaón de nafial eno en metanol para distintas 
situaciones de vnnables indepcndaentes. 



Correlaciones de k, en función de las variables físicas. guímtcas 
y geométncns dei ~i~temn. 

Los efectos de las v:u"iablcs físicas y químicas dei si~tcma, se 
cuanuficaron a través de correlaciones delupo: 

Sh=a1 Rc3l Sc31 ( 17) 

con:Sh=k.L/DAB y Re=pALv/~. 

Para la longnud característica, 
dtferentes delinicwnes: 

L, y la velocidad, v se ndoptaron 

k d 
Sh

1 
= _ c _p 

D A8 

k' d ' . 
= D AB 

( 18) ( 19) Sh l 

R e = p ,.,d Pd,n, (20) 
I 

J1 
R e 2 = 

J1 
{2 1) 

donde: d = diámetro de la partícula; d = diámetro dei impulsor 
r • 

de tl UJO . y n, = velocidad de rotación dei impulsor de tlujo. 

Se encontró que la mejor de to<.la!. corre~pom.le a: 
L = dP y v = n, d,. 

Por regresión hneal se estimaron los parámetros adjuntos: a
1 

,u
2
• 

a, y se calcularon las siguien te~ variables estadí~t icas: 

-a) cl crror asociado a laj-ésima estima de k0,1 a tra\'éS de la v-
é~ima CQrrel:tción e~ v= k - k 

ç.J c,ca.J.Y 

- b) la vananzn adjunta a ln v-ésima correlnción 
.Vd 

L e:, 
s 2 = --'1'-'-1 ---

\' Nd - Np, 
(22) 

-c) el error medio de regresi6n adjunto 3 la v-ésuna correbción 

[ 

tM (EJ )]"~ 
<E, >= ± I -'-·'

,~ . Nd 

Se analiLaron las estimas de la varianza, s: 
coelictentes a1 . a2 

, a, adjunto.s a cada correlación. 

(23) 

y de ln!> 

Tabla I :Resumen de los coelicie!lles estimados para cada una 
de las correlaciones y cada uno de los olcoholcs 

Correlación I I Sh
1 
= a

1 
R1ilz Sca3 

a. ::12 a, <Er(%)> 

Mt:wnol 0.3382 0.695 1 0.434.3 2.27 
Etanol 0.175:1 0.7706 0.4242 2.83 
Butano! 1.6280 0.5215 0.:1310 1.23 I 

Correlacr6n 2 I Sh
1 
= a

1 
R1aJ Sc8 .' 

Metanol 1.8500 0.5245 0.4321 5.60 
Etanol 0.3420 0.7060 0.4745 5 59 
But:anol 1.3440 0.5 183 0.3987 0.72 

Correlacrón 3 I Sh, = a Rlal sca., 
I 

Metanol 1.7420 0.5306 0.4980 10.29 
Etnnol 0.1470 0 .7700 0.5587 5 .97 
Butano! 1.0010 0.5263 0.4669 1.45 

Corrclación 4 I Sh, = a
1 

R1
3 2 Sca3 

I 

Metanol 32.2300 0.2377 0.4060 15.51 
Etnnol 0 .7567 0.6286 0.5450 11.39 
Bulllnol 3.3<J9 0.3944 0.4556 2.94 

Estos resultados nos indican que: 
I) en relación a Sh1 • los resultados dei metanol y dei butano! 
están comprendidos dentro de los límites inferior y superior dei 
etanol; 
2) con respecto a Re 1 y a Re1 , los resultados dei metanol están 
comprendidos dentro de los límites superior e inferior dei etanol. 
mientras que los dei butano! se hallnn contenidos parctnlmcntc. 

1424 

pudiendo decirse que entre los datos de éste y los dei etanol se ha 
conseguido ampliar la escala de este factor; 
3} con respecto a Se. se observa que cada uno ôe los alcoholes 
ticne sus propios lírrutes inferior y superior, de modo tal que no 
hay ~olapamiento entre ellos, es decir que cada uno de los 
alcoholes ha sido experimentado a valores totalmente diferentes 
de Se. Es precisamente esta última observación I~ que nos lleva a 
pensar que la forma funcional o los coelic1ente de Sh(Re, Se) 
pucde variar a través dei ampho range de valores que ha tomado 
Se. 

Mediante el tralnmiento conjunto de los coeficientes k, 
asoctados a los experimentos se obtuvo como meJor correlación 
la siguiente: 

{ J
) (,7~[ 11186 k,d,. pLd11d1,n, 11 

-=0.976 --J 
DAli J1 p,pAfl 

- Datos estadísticos: <E > = ± 3. 1 I ( 'k ) 
r 

lê"'"< I= 7.2% s
2 = 9.68. 10-' 

- Lnnite~ de valida de la ec.(24): 

5 .2 . I O 2 ~ S h ~ I .9 I O 1 

4.3.10 2 S SeS 2 . 2. 10 ~ 

I .5 S .I O 2 
$; R e $; 2 .8 .I O 3 

(24) 

Tratamicnto cinético de la dholución de naftaleno en nltnholc~ 
e~tanco~ 

Por el tramrruemo de los dntos experimentnles obtenidos 
en la drsolución de naftaleno en distmtos alcoholes sin 
agitación se propone que el contml cs debido a un 
mecanismo combinado por la~ velocidade~ de las Etapas 
(DA) y {D.7) -Régimcn D-11-. 

Se consrderó que e/ riempo requerido para quc' e/ soh•elllt! 
disocie las moléculas sólidas ubicadas en la SIIJWficie 
inu:rfacial tle la partícula reactante, y ptlrtl la nugración de 
moléculas, o iones, de/ soluto desde la ::anel de disociación 
bacia e/ sena de la fase líquida. 

Lo forma de la exprcsión de velocidad para la etapa (D.7) es: 

dX _ 2(1+m)mnk , (Cn 0 -C 11 )(l - X) "'" 1
'',.

1 (25) 

dt p/' 
y para la etapa {0,4): 

dCIHl = k , kJ 
dt 

C 1111 ) 
(c R - K 

DAR 

(26) 

De la combinación de las ecs. (25) y (26) surge la expresión 
integrada para m=2 : 

) 

X= I -l i -fl(yt+ e-yl-J j/y} (27) 

h = 2 m 8 k , C 8 • I ,, C28) 

pM 

O.k,/ 
r= vllo!.B 

<29) 

y y dada por la h1pótcsis mó~ prubable uc V R· que surge dei 
análisis de los datos de Nagata y col.( 1960) para la dtsolución de 
NaCI en agua. 

V R ='Is : O'v.O,<> COn lo que resulta: r 
O'n 

k k 
I ~ ~ 

K DH 
(30) 



O.D'J 

0.06 

0.03 lconos 
• lltiMOI 
o Etintl 
o !kiU.nol 

Fagura 2: Resultado!> dei lrutumiento de regrcsaón no lineal de 
dato~ cxperimcn1ale~ de la dt!>olución de naflalcno cn alcoholes 
eMancos (ec. 17). 

Tahla 1:Corrclacaón de dato~ cxpcrimcntale~ de la dasoluc1ón de 
naftaleno) en alcohole' eMancos medaanlc la cc (27) 

Vnnable~ de OPIIII11L3Ción Coefic•~me> cméucos 
jAicohol Nx niO XI Xl ,. 10 

"<I 
< VR =VL VR=Vr VR 

=Vd 
nctanol 16 17 19 ).0~-l I 1-1 1 1\1 ~071 l.l076 P.OOS-15 MOO.U 
·aanol n 1846 l.ll!l7 ) 7-1 l-136 P065 11.-111 P0068J pooo23 
.,utanol 18 ~ 05 ){).l i )<J:! I 96 pow ,0.78.1 p 01757 º'ooo:n 

A 1ravés de la bueno correloción que se observa en la Figura 2. 
y de lo~ volorcs baJo:. de las varinnza!>, s~. que l!e dan en la 
Tubla 2. se infiere que el modelo (27) es npropiado para 
com.:l:tcionar dalo' e:<perimemale~ de la dasoluctón de naflaleno 
en alcoholes e~1ancos. De C!>las ob~ervacaones. y teniendo 
prc~ente las hapótem que se adoptaron en el dc~rrollo de este 
modelo. se concluye que IIm· 11110 buena probalnltdad de que la 
dtsolución de sá/idos 1'11 líquidos se micra en R~g1111e11 D-11 ,. 
COIItmtíaluego e11 Régimen D-1. 

Conclusione~ acerca de ln disolución de sol idos cn líquido~ 
Sa en la rcprcsemnción gráfica de los dmos experimentales no 

se observa la prcseneta de un tlempo de inducción. entonces la 
veloc1dad de la dasolucu~n procede en Régamcn D-1. y los datos 
expcrimentales deben corrclacionarse por los modelos tradic1o· 
nalc~. En cambao, ~~ cn la reprcsemactón gr"tica de los datos 
cxpcrimcntalcs se ob~erva la prcsenc.a de un tiempo de 
inducción, emonces la velocidad de la disolución se inicia en 
Régunen D-11 y continúo luego en Régimen D·l 
Se ha comprobado que. en términos generalcs. la velocidad de 

la dasolución de sóhdos en líqutdos se amcaa cn Régamcn D-11 y 
conunúa luego en Régtmcn D-1. Este hecho se pone de 
mamficsto por la pre\Cl1Cla de un tiempo de inducción, siendo 
anteresante des1acar que pasa desaperctbtdo en algunos sis1emas 
expcrimcntalcs. rmentras que en otros resulta altamente notorio. 

REACCIÓN L ÍQUIDO-SOLI DO REACfi YO CONTROLADA 
POR TRAISSFERENCIA DE MASA 

La sclccc16n dei Sistema expcnmental se basó sobre las 
s1guaenres hipótem: 
a) la superfic1e externa de la partícula es unaformemente reactiva 
y COinCidente COO la intcrfase reaccional, Q = 0 ,. 
b) la velocidad de lu reacción es controlada por la difusión dei 
reactivo líquido a través de la capa límite que rodea a la partícula 
reaclante. 

El SIStema expenmental utilizado tiene como esquema general 

de reaccaón: aA111 + bB", ~ qQ1 n 

A: \Oiuciones acuosa~ de iodo-ioduro de potal>io; B: zinc puro; 
Q: ioduro de 11nc: a=b=q==l 
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La veloc1dad de la rciiCCJón depende de: 
propiedades fisicoquímicas: la dens1dad de Iii solución: PL . Iii 
VISCOStdad de la \Oiución : IJI : el COChCienle de d1fUSIV1dad dei 
~oluto: DAB. 
variables experímentnles indepcndicnles : concentración 

inicial de reactivo lluado. CA : la temperatura. T ; la forma de lu 
partrcula dado por el factor de forma 111 : la longatud 

C3racterht1Ca IOICial de Ja panícula. ( 
0 

• CI factOr de CXCC\\1 
cstequJOmétnco, Y, . cl uempo de comacto, t , veloc1dad de 
rotación delunpubor de lluJO. n,. 

Na veles de los fttctorc': 
Temperatura: o· c " T s 3 O· c 
Forma de la panícula: 111 =O y m=2 
Long11ud c:wa.llerhuca 0.3 cm< r <0.45 cm. 
Factor de saturae~ón 0.05 < Y <I 
Velocidad de rotacaón dei impulsor de llUJU n, ( 180rpm. 200 
rpm; 400 rpm. 650 rpm. 700 rpm. 900 rpm~ 1400rpm). 
El coeficacnte de dafuMvadad para los expcnmcmos de reccaón 
química se c<llcularon t1 pnrur de la ccu,tca6n de Edgar y Dtgg~ 
Las propíedades lhicoquírnicas densidad de la solución y 
vascosidad fueron medidas expcnmcntalementc para c(ld.a 
~Huac•ón cinéttca e.:.tud1ada. 

Las condicaone' C\penmcntales de lrahaJn fueron: fuc u'adn 
una úmca partícula 'óhda no poro.:.a (granalla) . el reactor 
experimental utlhLado fue el mt~mo que para lo' e~penmenlo' de 
di~olución con velocu.lad de agitacaón \':lriablc: cl !-.eguimicnto de 
la reacción se efectU\~ por iodometría . 

Ln ecuactón de corrclacaón utili:zadn: 

bm110. k,C~ {1- X)" ( l- Y~ X > 
-= 
dX (3 1) 
dr M 

n , = n ,( l - x >"'' '~~ .... (32) 

con: n ;l = 2(1 +III) (33) Y, = M (34) 
V m11 CA V1. 

Se comprobó que el valor de p que presenta menor varifanta c' 
p=213. ( m=2) por lo que la lorma integrada de nnáhM~ de dato' 

~:·~:,'~: _ od + I;;~'. I I•[ 11 ~: ~ ,', ~?,': ~·:: l + 

I [ 3
11

2Q (/-11 J ] + li/'(' lf.l 
YQ ~3 11 ~ 3Q 1 +(Q -2)(Q -2 u) 

C] 'i) 

con 

'f=2bm11k,C.~ t 

pdl' 

1 

Q = ( I· Y)/ Y 
1 

u =I- X (36a.b.c) 

En el tratamielllo de lo~ datos expenmentule~ de provementes de 
granollas de zinc en cuna\Ja, pudo observttrse que: 

- el modelado de ltt reacción, con modelo~ de rs y de il 
selecciOnado!> mec.hante la informactón que -.e obtuvo en 1,1 
experimentacaón prev1a. era aproptndo para el tratamtento 
cinético de lo:. datos experimental~!!>. 

las esllmns de los cocfic1cnte~ canéllco' dtliercn 
muy poco de los que predace la cc.(24) para J...:. 

Respcc10 de la~ corrclpcaoncs I a 4 
El Jratamienlo de los cocticicmes canéticos por lus 

Correlaciones I 3 4, dn como resultado valores de coeficiente~ a1 

. a2 y a3 , y de los parâmetros estadíl>taco~ <t> y s1 
• que 'ºn 

dei orden de los que ~ obtuvaeron en el tr.llamiento de dato~ 
e>.penmcntales de la da~luc16n de naftaleno en alcoholes. 
Correlación de k, en lunc16n de las vanables dei sistema 

Suponiendo que la veloc1dad de la reaccaón procede en 
régimen de con1rol por lransferencia de mu\a, se procedió a 



correlaciOnar las esumas de kc con las variables dei sistema. 
Se observó que dei procesamiento de los datos es imposible 

d1~criminar entre las tres pnmeras correlac•oncs. hecho que se 
había presentado anteriormente con los dmos c.Jc la disoluc1ón de 
nahnleno en butnnol. 

l.Q I .•· ...... ~-··~ .. ,.11.ifiiil ....... ... J .IIO ' ;; .. 4 •• • .... ,,..iiilll 

X 

0.8 

.. ··· .... 

. i.:~~:~~~i~~~. 
... ~ :r·.·::::: 

~~~~!:~~::~: 
o 21_ J:·~'· •,;.- ... ·:: .... 
o.~ 

0.6 

. ;,~~::~:::::.--· 
o.oiit· ::· .. 

···"···· 

_ ......... ~ 
.. _ ........... •·'1 

o 10 20 30 40 50 60 70 80 ro 100t(•un) uo 
f'.i.lllim1: Corrclación de datos expcnmentalcs con el modelo 
propuesto para la rencción de granallas csferoidules de zinc en 
cunastu con soluciOnes de ucuosas de yodo (cc. 31 ). 

TRATAM lENTO CONJUNTO DE LOS PATOS DE 
DISOLUCION Y DE REACCION OUIMICA 

P~m el tratamiento conjunto de todos los datos se uene en 
cucnta que todos los experimentos se realizaron en el mismo 
equ1po. y que ~ausfacen la siguicnte hipótem: en cada 11110 de 
ltJJ e.~penmmws. la velocidad de/ procesa procede en régimen 
de cumrol por transferencw de masc1. 

Se obtuvo lu stguiente correlación acomo la meJOr de toda-.. 

l,d, = 08109[p,d,d,n,]" "'[_Jl __ ]''•• (37) 
o., Jl PLD<8 

- Oatos e~tndfsucos: 

<E > = ± 3.97 ('7c) 
I 

len""' = 14ACH s
2 

= 1.58.10 ~ 
Mediante rcgrcsión no ilneal de la cc.(37) se reparametrilllron 

los coeficientes a1 , a2 y :11 • los parámetros de asociación% dei 

etanol y dei butunol. y cl coeficiente de la ccuac1ón de Edgar y 
D1ggs. obten1éndose finalmente elltlgu•ente re~ull:ldo· 

_•_I' = 0.5668 pI • Pn , li (38) Á d [ d d ]CI ,) .. Y [ ]O lY
1 

OH li pLOH 
qJ" = I .597 para c! etanol : qJ 

11 
= 0.845 para el blllanol en 

la ec. de Wilkc-Chang, y: 
DAli = 0.0529(rL I tJl"''' I 24 h día ·•1 60día.nun"1160 nun.s·• 

lcm2
/ s] paro cl yodo. en la ec. De Edgar y D•ggl>. 

- error med10 de regres1ón adjunto: <e,>=± 2.59 (%) 
- crror ab~oluto puntual máximo: I c I= 6.0 % 

vananta. s2 = 6.71 IO...s Lunite~ de valide/ de la ec (38) 

2.8.10 2 S Sh S 1.9.10 3 

I 5 .I O 2 S R e S 2.8 . I O 3 

3 .6. I O 2 S S c S 2 .4 I O 4 

CONCLVS IONES GENERALES 
Se proponc una mctodología general para lu obtenc16n de 

valores de coeficientes de transfcrencia de ma.sa en sistemas 
sóhdo-líqu•do a pun•r de datos cméticos de proccso~ de 
d1solución y reacc1ones qufm1cas en contactares discontfnuo~. 

Se pone especial énfasis en las precauc1ones que ~c deben 
tcner ai sclecc•onar cl sistema experimental: 

• para procesos de disoluc•ón. con tiempo' de inducc1ón bajos 
* paru rcucciones heterogénea~ s1mples no catalítica~, con 

etapa controlante E-0 
Bajo estas prenusas. es fact1blc obtcncr coeficientes de 

transferenciu puros, hbres de otros coeficiente.\ c10éticos 
asoc1ados n otra!> ctap~ dei procc~o global. 
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Abstract 
The mas~ transfer process ~~ bctwecn a ~lid and a liquid ts 
analyzcd wllh the purpo~e of developing expenmental techmques 
m order to measurc thc mass tnln\fer cocnicicnts, k, . hkewisc 
mcthods of numeric calculation 10 order to esteem them free of 
coeffic1ent~ kmetic mvohed 10 the other stages of d1soluuon; 11 

wcrc ulso compared to steems between method or solids 
disolution and rcacuon mcthod : and it was devcloped. 
analyzcd nnd selected correlations of the Sh type: Sh=Sh (Rc, 
Gr. Se. gcometncs purumetcrs) 
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SUMMARY 

Neli' coheston funtlions are developt'd for tlte Redlich-KII'OIIR and Pen{?-Robinson cubic equattons of stlllt', in 
tmtranslated and translated jorms, using a previously f1roposed procedure based on fiuing Joule-Thomson 
illl•t•rsion data. The new fimctirms are tested against 1/te BACK equation of state as referenre swndard, by 
compttting differe/11 resulual properties at reduced tempertuurl's up to 4.5 and reduced pressures up to 10. 
Compmúon with tlte original fonn of botlt equations of Stllte sltows tlwt the new forms improve entltalpy 
predicuon by as muclt tts ofle order of magniwde, afld may ctlso gil'e beuer valttes of otlter properties. 

INTRODUCOO:-s 

Mo~l cubíc equalions of s1a1e <EOS) of cngmcenng in1eres1 
can be wnuen ln gencralucd fonn. ln 1enns of reduced variable!> 
T, = Tff.. P, = PIP, and "R= P,1i(RT,), as: 

(I) 

whcrc k1, k2• lhe cnucal cohcsion paramc1er n., and the 
covolumc parame1er nh are charactenstic constants, e.g. k1 = I. 
k2 =O. U .. = 0.42748 .... Q b = 0.08664 . for the Redltch-Kwong 
(RK) and Soave-Redhch-Kwong (SRK) EOS. k1 = 2, k2 = -I. 
n., = 0.45723 . íl11 = 0.07779 ... for the Pcng-Robmson (PR) 
EOS Thc cohcs1on function CtlT,) e.~prcsses the temperature 
dcpendcncc of thc auracuon term. Cub1c EOS provide a useful 
and Mmplc modcl to estimate thermophys1cal propentes of fluids. 
They are, howcvcr. strongly oriemcd toward~ vapor-liquid 
equllibnum appltcauons. e.g. the w1dely uscd cohc<tton function 

(2) 

had '" ongms 10 1he fitung of saturauon prcssurcs of pure fluids 
<Soavc, 1972; Peng and Rob1nson. 1976) Othcr propen1es can be 
less \\CJJ rcprcscntcd; in parucular, Colma ct al. (1995. 1997) 
ha'e shown that extrapolation of the EOS to supercntical 
tempcraturcs can result 10 s1gmficant crrors when computing 
dcnsiucs on thc cnucal 1sochore, second viria! cocfficienls a.nd 
Joule-Thomson inversion curves. 

ln a scrics of prcv1ous publicauons (Cola7o, 1992; Colazo ct 
ai.. 1992; Colina, 1994; Barré et ai., 1994; Colina and Olivera
Fucntcs, 1998), we have proposed thc use of Joule-Thomson 
1nvcr~ton dntn as an altemativc criterion for the dcvelopmcnt of 
supcrcnucal cohcJ.ion funcuons . Predtcuon of the Joule-Thomson 
mvcrs10n locus 1s one of Lhe most demandmg tcsts that can be 
performcd on an analytical equauon of state. For pressure-expltcll 
EOS sue h as Eq. (I). the inver~ton cond1110n can be written as 

r,(CJP, l +''R( CJP, l =0 
àT, 'R di'Jl r 

(3) 

1-D7 

showmg that the EOS must accuratcly prcd1ct not only the P(T. I') 
funcuon but also 1ts first parual dcnvauves w1th respect to 
tcmpcrature and volume. over wide tempcralurc and pressurc 
ranges that for light flu1ds can excccd T, = 5 and P, = 12. lt 1s 
natural thercforc 10 expecl thal an EOS dcs1gned to givc good 
rcprcscntntion of inversion curves will also provide improvcd 
prcdictions of other derived thcm1odynamic propenies, especially 
at supercntical conditions. Any mcanmgful srudy in this respect 
should. for consistency, use the same sourcc of standard refcrencc 
daw both for the mvers10n potnts from wh1ch the new cohcs•on 
functions are developed. and for thc remaming thermodynamJc 
propen1cs again't which thc prcdicuve abtlities of the modified 
cub1c EOS are tested. Barré et aJ (1994) used mvers1on curves 
gcnera1ed from the Lee-Kesler (1975) EOS to obtam supercriucal 
cohesíon function<> for lhe van der Waals. RK and PR EOS. Their 
prehmlllary rcsults showed that the mod1ficd EOS could improve 
thc predicuon of residual enLhalpies by as much as one order of 
magnitude, but only at intcrmcdiatc Lempcratures (T, = 3.0 and 
4.0) and when combined with a sunablc volume trnnslation of thc 
EOS. A more detai lcd study has not been rcportcd so far. 

ln the pre!>ent work, we develop new invcrsion-bascd 
cohcs1on funcuons and opumal volume tra.nslations for the RK 
and PR cubic EOS. We then test the performancc of ou r mod1ficd 
EOS extcn~ivcly by computing comprcssib1hty fac1ors, fugacity 
cocffic1ents and residual properties (enthalpy. entropy and heat 
capac1tyl. and measunng Lhe dcv1allons wnh rcspect 10 refcrence 
valucs obtained from the highly accura1c Boublík-Aider-Chen
Kreglewsk• (BACK) cquauon of SI ate. 

DEYELOPMENT OF NEW COII ESION FUNCTIONS 

Expcnmemal inversion data are scarce, frogmentary and not 
always rehoble. ln lhe present work, wc use as ··experimental" 
valucs the mverston curves generated from the BACK EOS. Th1s 
1s a mult1-paramcter EOS WJth a strong molecular basis, wh1ch 
combmes the Boublík (1975) repuh1on term for hard convex 
bod1cs and the Alder et al . (1972) attracuon lcrm for square-well 
fluid~. lt~ authors describe ít as lhe most accurate arnong the 
cxisung cquations wiLh three to tive comtants (Chen and 
Kreglewsk1, 1977; Krcglewski and Chen, 1979). h has been used 
1n the devclopmcnt of thcrmodyna1mc tables by the 



Thcrmodynamics Re~earch Cenler ( 19~6a, b). llnd hlls been 
shown to be the most accurate source of residual intemal energies 
(Shaw and L1clmez.s, 1985), hcnt capacities (Gunpis anc.l 
Stam:uoudis. 1992) and enthaJpics CMunavis ct al. 1994). 1\n 
addilionlll udvamogc of th1s EOS is 11~ wic.lc range of valic.l1ty, 
which extends from r, = 0.55 Ufl I() UI Jca~l r, = 7 3nd P, = 20, 
thus makmg pos~1ble 10 compu1c thc cnurc 1nver~10n curve lor 
ligh1 and heavy Ou1ds. We have 1hereforc chosen 11 as the 
reference standard not only for invers~on data. bul also for the rest 
of lhe thermodynam1c propcrtu:s agamst whKh lhe pcrformancc 
of 1hc mo<hfied cubic EOS w11l be JUdgcd 

The BACK EOS comams 24 umvcrsal cons1ams. onginally 
obtamed by Aldcr et ai. ( 1972) from molecular dynam1c 
s1muJauons for a 1heore11caJ squJre-wcll potcnual. and later 
rccalcu13ted by Chen :~nd Kreglew,J.i (1977) from the accurate 
IL'PAC PVT data for argon E,1ch purc \Ub\t3nce 1s characten7ed 
by 5 addlllonal adJu~tablc con,tant\. ava1lablc m the TRC Tables 
(Thermodynanucs Rcsearch Ccntcr. 1986a. b) for 28 
hydrocarbons and 25 nun-hydrocarbun\, mclud1ng llght ga'e~. 
halocarbon refrigcrants, alcohob and othcr hydrocarbon 
denvat1ves. Joule-Thomson 1nvers1on curves wcrc computed for 
ench of these 53 compounds. anc.l corrclatcd indmdually by 
polynomial exprc~s1on' as done hy Gunn e1 ai l 1966), 

~ 

P, = Ia,T,' (4) 
r=O 

h was found lhat the coerfic1enh 111 thc~c formula' c.:ould be 
gcnerali1cd in corrcsponthng 'tiltcs lorrn :l\ (Ca\llllo ct ai., 1997) 

a, = a,(Ol + a~ll<tJn . 0.85 Sr, S 4 'i (5) 

where (J) 1s lhe acenlnc factor. wh1ch wa\ takcn from Lce und 
Chao (19910 for refngcr.mt Ou1d~ . .md lrom thc Dauben and 
Danner ( 1988) comp1lauon for olhcr compound~ r ollowmg Lhe 
TRC class1ficauon of I1U1d~. ~epara1e correlauons wcrc developcd 
for hydrocarbons and non-hydrocarhons Alcohols wcrc C"<cludcd 
from the lauer g.roup bccause lhey showed larger dc\lauon,, a 
d1ffercn1 correlauon wa~ !.pecilically dcnvcd fur thc!>C a~~oc1a11ng 
polar nuids. 

a, =a,01 exp{-l.SW) . 0.85Sr, S3.7 (6) 

The coefficicnts for Eq. (5) and (6) are prcscntcd 111 Table I. 
A comparison between calculalcd and corrclau:d invcrs1on curves 
1\ shown in Figure I for oxygcn 1\vcragc ahsolute dcviauons of 
invcrsion prcssures are 6.95 ~ for hydmcarbon~ ond 5.63 % for 
non-hydrocarhons. Thcse cquations prov1c.lc t1 U!>Cful lirs1 
approxunalion lo thc tnvemon c.:urvc~ of lluids for which no dulll 
are available: 1hcy are more gcncr~ll than prcv1ous corrclntions 
prcscntcd by Gunn el ai ( 1966) and Miller ( 1970), which wcrc 
limiled 10 simple lluid\ only (<v= 0). 

Tnhlc I - Coc:flicicnl~ for g.:ncr.tlitcd C<lrrt:lalion of inwr,ínn ~ur.C\. 
Eq (~)anil cl\l 

Hydrocarhons Non·hydrocamon' Alcohols 
(11 = 20) cu= l..ll 

.(}I 

a L a/'' a{'' n/'' a/11 
o -20.338 -42.815 -16.697 -40.947 -144.7 
I 36.096 85.759 28.661 81101 314.2 
2 -12.478 -47.575 -!1.70 13 -44. 114 -220 8 
3 1.4541 9.541 0.7553 1!.573 l!0.75 
4 -0.0482 -0.6465 -0.0046 -0. 5(l62 -15.79 
5 o o o o 1.27 

1428 

14 

12 

0..- lO 
~ 
" v. 

"' 8 
e 
Q.. 

'O 6 
" u 

"' 'O e 4 

2 

o 
o 2 ] 

• RACK 
--J:.q (4) 

• • • 
4 5 

reduccd rcmpcr.uure. T, 

Figure I - Corrclallon of lhe RACK mvcr.Hm ~ur.c uf o"ygcn 

6 

Supcrcriucal cohcs1on paramclers wcrc ncxt compulcd from 
each indiv1dual mvcrsion curve (and no1 frum thc gcnerali7cd 
corrclauons. to avo1d 1ntroduc.:111g crror :md dl\pCrSIOn 111 lhe 
dota). For thc cubic EOS of Eq. (I), thc invcrs1on cntcrlon of Eq. 
(3) becomes a lirM-orc.ler ordinary diffcrcn1ial equuuon for a(r,), 

n,rr, da 
' ' IT ''R + klnh,.R + k1n;; c , 

0.,, l'R(2l'R + k1Uh) QhTr _O 
' l,U.+ ,-

(VR +ktQh'R +k2ilh). (I'R - U,r 

(7) 

Thus. g1vcn thc 1mcrs10n cur'c P .(r,). thc dll tcrcnual
:llgebralc ~ct of Eq (I) anc.l (7) can bc \Oived lor ''R :md CXfT,J. 
subjecc 10 the boundal) condnum Q( I) = I for cnucal po1nt 
s1ab1h1y The numericaJ algunthm. wh1ch u\Cs tounh-ordcr 
Runge-Kuua mlcgralwn wllh R1c.:hardson·hJ..c cxtr:~polauon to 
zero stepsize. ha\ becn dc~cnbcd 10 dctml chcwhcre CCol:~zo et 
ai., 1992: Colma and Oh,cra-1-ucntc\, 1998) U\mg th1s 
proccdure, supcrcnucal cohc\lon paramctcr~ \~Crc obtmned for 
each compound for hoth thc RK and PR EOS. Figure 2 shows 
results obtruned for oxygen. 
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Figure 2- Supercriucal cohc~ion pJr.unctc:r. for o~ygen 

Mathemaucal funcuon" such as Eq (2). trJdllmnally uscd to 
represent cohcsmn parameters obtamcd from ~aturauon data at 
~ubcnücal tempcratures. :~re 1nadcquatc to desenhe the 



supcrcntical behavior of lhe eohesion function (Cotazo et ai., 
1992: Barré et ai. , 1994: Colina et ai., 1995, 1997; Colina and 
Ohvera-Fuentes, 1998). Thc following extension of Eq. (2) was 
selccted as the bcst among a number of alternative functions for 
the two EOS under study, 

(8) 

V alues of the paramcters m~o .... m3 wcrc obtatncd for lhe 53 
tluids m the database. They are not rcported herc because of 
spacc limitations. but a comprchcnsive listing ts available from 
thc authors. An cxamplc of the fit for oxygen is ~hown as solid 
tines in Figure 2. We are currently in the proccss of dcveloping 
gcnerahzed correlation~ for thcse parameters. 

EVALUATIOI'\ OFTHE NEW COHESION FUNCTIONS 

ln order to tcst whcLher lhe new invcrsion-based cohesion 
funcuons givc beucr re1>uhs than the traditional extrapolation of 
saturation-bascd cohcsion func1ions beyond thc criticai 
temperature, five Lhcrmodynamic properties werc calculatcd: 
comprcssibility factors. fugacity coeflicients, and dimcnsionless 
residual cnthalptel> ill-1/(RT,), entroptes !lSIR and heal capacilies 
tlC/R. Reduced pressures were varied from 0.1 lo I O, and 
reduced tcmperaturcs werc varied from 1.1 to Lhe maximum 
invcrsion tcmperawre (3.8 for alcohols, 4.5 for other substances), 
givtng a LOUll of 385 p(>ints for each nuid, i c. 20,405 points 
overall. TI1c rcsulting values t'rom the original form of the cubic 
EOS using Eq. <2), nnd from lhe modified form using Eq. (8) 
wcrc compMcd to rcfercnce valucs obtained from thc BACK 
EOS. Absolutc averngc dcvialions wcrc computed as 

I 
AAD =-L,IY.ws - YeACKI 

N k 
(9) 

h was decided to use straight rather than relative differences, 
hecause residual propenics vuni.sh as pressure approachcs zero. 
\O that ~mail nbsolutc diffcrenccs may givc ríse to vcry large 
relative dcviations in lhe low-pressure region. even though ali 
EOS correctly reduce to the ideal-gas law in this case. Similarly, 
the reduc:ing factor RT, was uscd in lhe dimensionles.s cnthalpy. 
instcad of RT as uscd e.g. by Tarakod and Danncr (1976), to 
avoid gl\'lng less statistical wcight to enthalpy deviations at high 
tempcratures. 

Tahle 2 nt thc end of this paper summarizes Lhe resuhs for ali 
properues and EOS tested. The lirsl conclusion 10 be obtained 
from this Table is that, of thc 1wo EOS most widely used in 
engineering, the original PR EOS performs nolieeably bcucr than 
the SRK EOS in thc prediction of the fivc propcnies. This is 
remarkable because it seem~ to eonLradict results from studies 
prcviously publishco in thc literature. For residual cnthalpies, for 
cxamplc. Toledo nnd Reich ( 1988) and Mana vis et ai. ( 1994) 
repon that SRK shows a bcucr overall performance than PR. 
However, the database uscd by Toledo and Rei eh ( 1988) included 
only 18 pure compounds. and their comparisons werc conducred 
not only at supercritical condttions, but also in thc liquid and 
smuralion regions which are outside the scope of lhe prescnt 
work. Thcir rcsuhs for pure nonpolar (mostly hydrocarbons) and 
polar (moslly alcohols) lluids m lhe vapor zonc indicate 
consistently lower errors for the PR EOS, in agrccment with our 
prescnt findings . The more recent study by Manavis et ai. ( 1994). 
using the TRC Tables as rcfercnce, showcd Lhat the SRK EOS 
gavc lcss root mean square errar but larger maximum devtation 
than the PR EOS. Direct comparison with our results is not 
possible. because these authors delined the deviations as rclalive 

rathcr than direct diffcrenc:es. Thcy also considcrcd a narrower 
temperaturc range (Tr < 3) and a wider pressure range (up to 
I 000 bar) that exceeds Lhe limits of validity of thc BACK EOS. 

For entropics, a comparativc study by Ormanoudis and 
Stamatoudis ( 1988) also shows SR K as giving on average smallcr 
crrors than PR. Again. this is bascd on a comparativcly small 
sample of 20 pure compounds. with few mtersecuons wtth thc 
TRC database; hydrocarbons are mostly light paraffins, for wtuch 
SRK is known to be particularly appropriatc; alcohols, 
halocarbons and other hydrocarbon derivatives are not incluocd. 
The very differem sct of fluids covcred makes compnrison with 
our presem resuhs difficull. except to indicaLe that ali studies of 
this kind may be very sensitive to the extent of lhe reference data 
and the nature of the flutds analyzed, a fact thal is not always 
apprcciated by the rescarchcrs. 

For compressibility factors and fugacities. the only 
comparison availablc is due to Tarakad ct ai. ( 1979), and this 
does not include the PR EOS. Finally, for heat capacities, Garipis 
and Stamatoudts ( 1992) used the TRC tables as a database for 
lhetr compara1ive s1udy. although thcy mcluded subcritical 
tcmperaturcs and also high pressurcs wcll beyond Lhe range of 
applicability of U1e BACK EOS. They repor1 that SRK gave such 
large errors that ii was droppcd from the discussions. Table 2 
shows lhat SRK does indccd give much larger errors lhan PR. 
although we would he~it:tte to ca.ll it a complete failure. 

Tuming now to the central pomt of the presem papcr, Tabt.: 2 
clearly shows thm IBRK. thc inversion-bascd modification of thc 
RK EOS, givcs smaller devimions for virtually ali properties and 
flutds. ln parucular for residual cnthalpies, errors from IBRK 
vary roughly bctwecn 50% and 25% of thc corrcsponding crrors 
obtained from SRK. On Lhe other lland, IBPR, the inversion
based modalication of the PR EOS. is on ihe whole less 
successful than lhe original PR. exccrt in thc case of cnthalpics 
for which it gives improved predictions which reducc lhe error by 
as much ns 50%. 

OPTIMAL VOLUME TRANSLATION OF THE CUBJC EOS 

The volume translmion tcchniquc was recommended by 
Manin (1979) and Péneloux et ai. (1982) as a way to improve 
density prediclion from cubic EOS. This technique is equivalent 
10 lhe transformalion VR ~ VR + n,. i.e. for thc generíc Eq. (I). 

P. = r, 
r (I'R +ilt. )-QI> 

ilucft(T, ) 
(10) 

whcre lhe tmnslalion parameter n, may be a function of 
tempcraturc. Barré el al. ( 1994) suggesrcd that volume translation 
of inversion-based cubic EOS could help reduce thc errors of 
enthalpy prcdiction, and Colina et ai. ( 1998) showed that it 
greatly improved the prediction of inversion densitics. 

Noting from thc results of lhe preceding section that enthalpy 
was the only propeny consistently improved by the ncw cohesion 
functions. wc procecded to determine an optimal volume 
translalion, dclincd ~ the (constam) 1ranslation parnmeter thnt for 
ench EOS and fluid gave the lowest AAD of lhe predtclcd 
residual enthalpies. The search proccdurc involved assuming a 
value of .Q, and applying the prcviously descnbed algorithm LO 
compute the supercrítical cohesion parameters, by solving Eq. 
(I 0) and Lhe translatcd form of the inversion criterion; this is no1 a 
dircct transfom1ation of Eq. (7). as erroneously implicd by Geana 
and Feroiu {1992). but a subtlydiffercntly resultthat reads 



0 0cTr da 

(vR +0r)2 +k1Qb(vR +0,.)+k20t dT, 

f20 ci'R(2(1'R + Or) + kiQh) 
- 2 2 2 a 

rc~·R +0,) +k10b(vR +0,)+k2nb) 

+ (Oh -O,)T, =O 
((1'R +Or) -Qh)

2 

(I I) 

From the cohesion function thus obtamed, lined by 
polynomial cquauons of the form of Eq. (8), residual emhalpies 
were computed m each case, and lhe enurc procedure was 
rcpeated umilthe minimum cmhalpy AAD was rcached. Optimal 
1ranslations wcrc identified in this way for each tluid and EOS. h 
wa~ found howevcr that, withm lhe limits of experimental 
preciSion. a slngle volume translauon could be uscd for ali tluids 
wuh cach EOS, agam Wlth lhe exception of alcohols which 
rcqutred a somewhat different value The optimal n, for both 
hydrocarbons nnd non-hydrocarbons (alcohols cxccpted) was 
-0.07 for lhe RK EOS and -0.04 for the PR EOS. For alcohols. 
lhe equivalem valucs were -0.02 (RK) and -0.05 (PR). 

Table 2 shows the AAD of predtclions obuuned from 
VTJBRK and VTIBPR. thesc two volume-translatcd. mversion
based modtficauons of the RK and PR EOS. 1t may be sccn that 
although thcsc ncw vcrsions fulfill the requiremcnt of giving 
bcuer enthalpy prcdicuons, thcy do so at thc cxpcnse of 
degrading the performance in respcct of other properties (with lhe 
sole cxccption of VTIBRK. which also yields beuer residual 
entroptes). This may be takcn as a further proof of the hmitations 
ot the cubic EOS model (Abbou, 1973, 1979), whtch lacks the 
lheorctical and mathcmatical ncxtbtlny lo gtve simultaneously 
accuratc predicuons of ali possiblc thcrmodynamtc propenies of 
interest. 

CONCLUSIONS 

A prevtously proposed critcrion for devcloping ncw 
supercriucal cohesion functions for cubic EOS, fined to available 
Joule-Thomson invcrsion data, has beco comprchcnsivcly tested 
by companng tive prcd1cted thermodynamic properues against an 
accurmc reference model. Rcsults for 53 pure compounds show 
that the new funcuons consistently tmprove enthalpy prcdictions 
by as much as one order of magnitude, cspccially when 
accompanicd by judieious volume lranslation of the EOS. 
Prcdtclton of othcr thermodynamic properties may also bc 
1mprovcd as a sidc effect, dependtng on the EOS. 

Abbott (1979) cxpressed his convtciiOn that thcrc was "room 
for possible advancemenl in the arca of specinl-purposc cubic 
equutions, cqualtons devclopcd for use in a panicular kind of 
calculation o ver a well-defined range of variablcs". Mos1 cffons 
10 the past years have gone into developmg cubic EOS suitable 
for vapor-liqutd cquthbnum calculnuons. The presem work takes 
EOS tuning tn a dtffcrent dirccuon. demonstraung that inverston
ba~ed cohesion funcuons can be developed that w11l gtve optimal 
enthalpy values tn lhe supercntical range I < T, < 4.5, 0.1 < P, 
<I O. These modtfied cubic EOS should be parttcularly use fui in 
proccss engineering calculations deahng with energy balances, 
10stead of phasc equtltbnum problems. 
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T<~ble 2 Statisllcal comparison (AAD) of predictions fromtraditionnl and rnodí11cd form~ of 1wo cubic EOS 

Equation of state1• 1 

SRK IBRK VTIBRK PR IBPR VTIBPR 

Comprcsstbtluy factor, 2 

Hydrocarbons 0.0522 0.0467 0.3419 0.0212 0.0348 0.2254 

Non-hytlrocarbons 0.<»43 0.0-187 0.3514 0.0220 0.0285 0.2488 

Alcohols 0.0822 0.0571 0.4180 0.0525 0.0629 0.3002 

Fugacity cocfftcrcm, 9 

Hydrocarbons 0.0632 0.0535 0.3753 0.0265 0.0439 0.2185 
Non-hydrocarbon~ 0.0526 0.0494 0.4066 0.0225 0.0463 0.2482 

Alcohols 0.0917 0. 1000 0.4514 0.0617 0.0532 0.3016 

Rcs11Jual cnthalpy, tJ.H/RT, 

llydrocarbons 0.2497 0.0606 0.0466 0. 1434 0.0991 0.0417 
Non-hytlrocarbons 0.2542 0.0751 0.0525 0. 1229 0.()<)42 0.0588 
Alcohol!> 0.3907 0.1548 0. 1249 0.2501 0. 1145 0.0987 

Resttlual cntropy. ~IR 

Hydrocarbons 0.08 14 0.0597 0.0561 0.0541 0.0561 0.1094 
Non-hytlrocarbons 0.0563 0.0587 0.0575 0.0464 0.0521 0.0855 
Alcohols 01063 0.1150 0.1100 0.0888 0.0925 0.0896 

Rcs.dual hcat capaclly, i.lC/R 

H yd rocarbons 0.7898 0.2572 0.5469 0.2501 0.2981 0.9237 
Non-hydrocarbon~ 0.6859 0. 143 1 0.4451 0. 1808 0.2049 0.9817 

Alcohols I.O<H9 0.3841 0.8765 0.3215 0.2942 1 .1 ~83 

( ) SRK, Soo~c Rcclhch K~ong EOS (Soa\e 1972); PR. Peng-Robinson EOS (Peng and Robrnson. 1976). IBRK. IBPR, rnvers1oo-based mocli11cauons 
o( til<! SRK and PR EOS. lhl\ ~orl. Eq (I) and (8). VfiBRK. VTIBPR. votumc·translatcd rnvers•on-bnsed m<Xhficnuons of lhe RK and PR EOS. 
th•~ \\Orl. Eq 110) and (8) 
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SUMMARY 

Cojirmg fossil fuel + btomass has been constdered m many counmes an mterestmg optton for future 
electrlciry generatlon. The dtsplacement of natural gas with biomass (sugar-cane residues. as bagasse and 
trash) for fimher thermal power plants (new capaclry), ln Braz/1, is consldered ln this paper. Tlris Stlbstitutioll 
could occur 5-10 years afler the plant start-up, as long as the natural gas market in large urban centers 
becommg developed. coutctdentally. during tlus time period the 8/G-GT (Btomass lntegrated Gastjier-Gas 
Turbme) technology can reach a commercial stage. Two cases are analyzed and a feastbtlrry analysis rs 
asussed The two analyzed CLJSe.s are a combined cycle based on a 70 MW gas turbine model anda combined 
cycle based on a /60 MW machrne Details about modeling of gas turbme operation when S}ngas rs fired are 
also presented. 

JNIRODUCIION 

ln some counrries, mamly in the Umted States and m some 
westem European countnes, cotiring b1omass + foss1l fuel has 
been cons1dered an 10teresting opllon for future elecmcity 
generanon. The mam reasons are based on env1ronmental 1ssues, 
ma10ly those concemed with miligatlon of carbon dioxide 
em1ssions, as well as othcr gaseous pollutants, especially sulfur 
O).ldes. Cofirmg biomass + coa! has been the mam focus of 
artenllon; best opponumtles anse by the moment ofretrofitting or 
repowenng of ex1stmg coai power plants 

Cofinng b10mass + natural gas has also been cons1dered, 
but 10 a lower extent so far. A prev1ous study was developed 
some years ago at the Nallonal Renewable Energy Laboratory • 
NREL, USA, but JUS! a prcliminary analysis of technical options 
was conducted at that ume (Spath, 1995). 

The tenn cofiring has been used in a widespread senso. The 
onginal idea • e.g., within coai projects • is buming a mix of 
b1omass and fossil fuel, consequently reducing fossil fuel 
consumpt1on. However, cofinng has also bccn understood 10 
d1fferent mean10gs as, for mstance: (i) us10g b1omass or fosstl 
fuel JUSt to complement the maio fuel supply, (i1) using b10mass 
JUSI to increase plant capacity, but buming fuels in an 
mdependent way, wuh no mixing; (iii) and even when biomass is 
used to substituto fossil fuel consumption in an extsling power 
plant 

One of the bas1c assumptions of th1s papcr ts lhat natural 
gas power plants are gomg to be bu1lt 10 Brazll dunng ne).t 5-l O 
years Natural gas market IS not yet well consolldated 10 some 
Braz1llan regions (Silo Paulo, for mstance), and thennal powcr 
plants have bcen considered necessary to assurc thc fcasibllity of 
the Brazii-Bollv1a pipeline project. This would allow the 
consumprion of a large arnount of natural gas during lhe early 
years of a "take-or-pay" contract. 
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Because of financial considcrauons, privatc dcvclopcrs (thc 
main investor afler privatizauon and dercgulanon) prcfer 
generation options that havc relauvely low capital costs (SikW 
10stalled), a shon construct1on time 10 order to yield revenue 
quickly, h1gh efliclcncy, and thc ab1llty to run most of thc lime 
Based on recent trends, private developers appear to favor natural 
gas operation (KozlofT, 1998). 

As long as natural gas markct gen10g dcvelopcd, and bettcr 
opportunities for natural gas - NG • consumption ansc (for 
10stance, on the restdential market and on indusrrial sector). 
b1omass could d1splace NG for these new power plants 
Coinc1dentally, wuhm 5-1 O years the BIG·GT (81omass 
lntegrated Gas1fier- Gas Turb10e) technology ts supposed to 
achteve a commercial status, allowing a cost-effecllve fuel 
substitution. 

Funhennore, from a technical perspective cofiring natural 
gas + biomass could be necessary to assure proper operation of 
the very first BIG-GT units. Withm the first mstallanons conrrol 
is supposed to be very d1fficult, and the modulation of power 
output wilh natural gas could 1mprove systems rellab1hty e.g 
gas turbine runn10g on 70-80% syngas and lhe frcqucncy control 
on the altemator modulated with natural gas. The early coai 
JGCC planrs (integrated gasification combined cyclc) had 
difflculty with powcr/load followmg, and th1s stratcgy could hclp 
to overcome it. 

The b1omass considered m th1s paper IS sugar-cane res1due 
(bagasse and trash, 1 e., leaves and tops of the sugar-cane plant) 
Within lhe analys1s 11 IS bore 10 m10d the opportunuy of cofinng 
power plants along of Brazii-Boliv1a p1pellne, spcc1ally close to 
some reg1ons w1th large sugar-cane producuon m the State of São 
Paulo (e.g., Ribeirão Preto and Piracicaba). 

As far as sugar-cane residues are considered 10 this 
feasibility study, it is ímportant to htghlight some conclus1ons of 
a preVJous paper m which cogenerauon plants 10 sugar-cane m11ls 
were constdcrcd (Walter and Overend, 1998). Just cons1denng 



810-GT technology, it wu ~on~ludcd thar thc cconomu: 
potential of clectri~aty production (vis-._vis othcr gencrarion 
oprions) is eonstraincd to about 3G-35Y. of the full potmtial. 
Econorruc instruments eould cxtcnt the ceonomic potential up to 
~5-50*1. of thc full potentlal, consadenng a c:arbon ofTset cost 
lower lhan 30 Slt C. Jt ia also imponant to observe that owning to 
scale efTects, the economic potential could be constraincd to 
largcr rrulls, reducina the opportunity of large scale electri~iry 
producnon in smallandustrial plants. 

ln lhas sense, the adea anaJyz.cd in this paper represents an 
altemarive to mlarge the potential of electricity production from 
sugar-ane rcsidues, and eilhcr an opportunity for small sugar
c:ane mills to diversify its production. 

SIAIE OE ARI OE B!G-GI IECHNOLOGY 

High efficimcy biomass power plants bave lhe potenrial 10 

contributc a sagnificant pomon of lhe electncity consumcd an 
many countries, specially in exisring nichc rnari(cts. Examples of 
attnclivc niches include project wilh economically attractive co
produc:u, areu wilh non·fossal mandates (e.J., some US swes 
and UK), arcas Wlth hiah fossil fuel costs, areas with rural 
dcvclopmcnt coneerns, areu with waae or residual eoneerns and 
arcas wilh vc:ry low biornua COita (CraiJ et al., 1995). 

ln thia sense, .dvanced guificarion-bascd blomus power 
systems are beina developed and demoomated in sevcral 
countnes. To dare lhe main focus of lhese projecu are (i) on 
seale-up of tome PDU (proc:ea dcmonstration unit) biomasa 
guification technoloaies. (ii) integration of gu1ficarion wilh 
syngu cleanup strategies (to achieve lhe restrict requiremenu of 
gu turbines), specially on hot-gu cleanup technologies, (üi) on 
gu turbane conversion to syngu buming, and (iv) on lhe 
dcvelopment of low-<:ost opcions of biomass supply. 

Currmt PD biomus auification unlts havc a conversion 
scaJe of about 10 c/day. To aclúeve 1 commerc1al stagc a unit 
Wllh a conversion scale of about 100 c/day (enginemna 
dcvelopmcnt unit • EDU) necds to be efficient and reliablc (able 
to continuously operate wilhout mechanic or chemical falis). To 
aave an idea t,bout fwther rcquircd developmenll, it ahouJd be 
noriced that a 810-GT unit of about 25-27 MW net (bued. for 
anstance, on a OE LM2500 gas turbine) will rcquire guificarion 

Table I. Selectcd points- 810-CC bascd on PG 700l(FA) 

11 I [•C) p (bar] m [kgls] 
I I 5 1.01325 401.7 
2 391 16.~2 316.9 
3 391 16.42 84.8 
4 12~S3S 15.92 395.1 
5 521 1.07 395.1 
6 209 1.04 395.1 
7 15 1.013 su 
8 60 1.013 3•U 
9 900 2.00 83.8 

16 4SO 23.00 78.2 
22 495 100.00 67.9 
2~ 4S 0.096 66.0 

Net power 192.87 MW; cycle efficicncy 43 .8~/o(LHV) 
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o( about 30 tons of biomass (as receavcd) per hoUI A jump of 
about 1()...20 is often carricd out from lhe PDU stage to lhe EDU 
one, and also from lhe EDU scage to lhe pioneer collUllCTCaal unat. 

Hagh qualiry gu cleanup as c1lher requ1red 10 avo1d - or ar 
leasc minimize • etOSlon and corrosaon problems ar GT 
components, and cnvironmental impacts. For instancc, super
alloya can be par11cularly suscept1ble to lhe action of alkalis and 
particulare mancr (Consonni, 1997) On the olhcr hand, tar necds 
to be eliminare to avo1d catbon deposirion. ln a gmcral sense, it 
as consadered lhat gu cleanup JS lhe least developcd part of lhe 
whole system • and probably lhe most cnncal one • in ali cwrcnt 
demonstration proJects {Bndgwatcr, 1995). 

Thrce difTcrent fluidi.z.cd-bcd baomass gasific:atJon 
technologies have been mostly consadered in lhese research and 
devclopmenl projecu: armospheric, air blown guification (c g., 
TPS and Lurgi tedanologies), wilh gas cleanup ar low 
tem~ (.gu scrubbing for conr.anunants remova!); 
pressunz.cd, air-blown gasificanon (e g., Baoflow, IGI-Renugas), 
with gu cleanup ar haghlmodcrate temperature (ccrwruc candlc 
filten have becn considcred), and armosphenc, indirectly-heated 
guificatJon {Batelle technology, licensed to Future Energy 
Resources Compeny • FERCO). 

The latter technoJoc is based on a design specaally 
developcd for biomua gasific:ation; u no air is anjectcd into the 
gasifier (biomus ia indiRlctly heaud by a u.nd aram; bcal is 
provided by char combustion, outside lhe psificr) medium 
heatina valuc syngu cao be produoed (LHV of about 17 
MJINm', roughly equal to the LHV lhar could be achicvcd WJth 
biomass auificarion with oxygen injecrion). A piloc unit has 
becn tested in Burlingcon, VT, USA. 

Preliminary evaluarions indicate lhar BIG-GT systems 
bascd on armospheric, air-blown gu1ficrs can be more fea.sable 
lhan lhose bascd on pres.surized ones just for systcm.s smaller 
lhan 60-70 MW net. Atmospheric systems will probably present 
a lower biomass to elecaicity convcrsion efficicncy, but fewer 
problems can be expected on synaas production and its cleanup. 
Basically, high-pressure guificanon would have to mect lhe 
pressure rcquire.ments of the gu turbine on ali system 
components, including lhe gu cleanup. for lhis reason, in some 

Figure I. 810-CC unit based on atmosphenc gasifier 



dcmonstration units (likc thc onc that is planned to be built at 
Bahia, Brazil) the decision was taken towards an atmosphcric 
gasification unit. 

ln this paper BIG-CC (combined cycles) systems based on 
atmospheric gasification are also considered, despire the fact that 
the capacity of each unit is equal or larger than I 00 MW net The 
technology of gasiftcation considered in this paper, and the 
subscquent low-temperature gas cleaning system, are similar to 
thosc proposed by TPS (Termiska Processer AB, a Swedish 
company); these technologies are going to be tested in some pilot 
plants (at the Bahia unit, for instance). 

SYSTEM DESCRIPT!ON & MODELLJNG ASSUMPTlQNS 

Results presented in this paper correspond to a preliminary 
feas1bility analysis of fuel displacement (from natural gas to 
biomass) for new thermal powrr plants. This substitution is 
supposed to occur 5- I O years after the plant start-up with natural 
gas. 

Analysis is based on simulation result.s of combined cycles, 
both consldering natural gas and syngas firing at the gas turbine. 
Analyzing scale effects both on capital costs and on therrnal 
efficiency, two gas turbine models were considered: GE PG 
61 O I (F A} was chosen as representative of medi um sizc gas 
turbmes (GE frame 6 class; 70 MW at ISO basis) while GE PG 
7001 ( F A) was chosen as representative of larger gas turbines (GE 
Frame 7 class; 159 MW at ISO basis). Both machines are 
industrial models. 

A scheme of lhe B!G-CC (Biomass lntegrated Gasifier
Combme Cycle) system analyzed in this paper is presented in 
Figure I . Design conditions considered for the bagasse drying 
result in a moisture content of 15% by we1ght at the gasifier 
entrance; the gas used for drying is the HRSG (heat recovery 
steam generator) flue gas. Gasification takes place just with air 
injection and syngas Jeaves the gasifier at 900 °C. Raw syngas 
composition was evaluated based on previous results of gasifier 
s1mularion performed by ASPEN (Advanced System for Process 
Engineering, a commercial simulation code). Biomass (it was 
considered that sugar-cane rrash presents the sarne ultimare 
analysis of bagasse) and syngas compositions (raw and clean) 
considered in this paper are presented in Table 2. 

After the gasifier, the raw syngas is cooled and particulates 
are removed by a baghouse filter, while the remaining 
contaminants are removed in a wet serubber. Cooling the syngas 
a set of heat exchangers is used and the raw syngas energy is 
sequentially recovered (i) to Improve steam generallOn, (ii) to 
preheat the blast-air, (iii) to preheat the clean syngas before its 

Table 2. Biomass and syngas composition 

Bagasse ultimare analysis - % 
weight - dry bas1s 
Carbon 46.3 
Oxygen 43.3 
Hydrogcn 6.4 
Nitrogen 

Sulfur < 0 .1 

Ash 4.0 

LHV [Ml/kg] 17.5 
(dry basls) 
LHV [MJllcg] 7.52 
(SQ% moisture) 

Syngas 
component 
H, 
c o 
c o 
CH 

1 

c li 
H• o' 
N' 

Nft 
ta r 
LHV 

Raw 
%moi 
14.99 
17.95 
9.42 
2.36 

0.30 

11.75 

41.90 
1.14 

0.29 
MJ/kg 

Clean 
%moi 
16.69 
19.98 
10.49 

2.63 

0.33 
3.24 
46.64 

S.Ui' 
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injection at the gas turbine combustion chamber, and (iv) to 
preheat the HRSG feed water. More than improve the cycle 
efficiency, preheating the syngas is supposed to be important in 
increasing the combustion stab1lity (owning to the fuel low 
heating value). Utilizing the thermal energy in addition to the 
chemical e.nergy of the hot product gas stream within the energy 
conversion system increases overall conversion efficiency 
{Kinoshita et ai. , 1997). 

Steam is raised at just one pressure levei at an unfired 
HRSG. Steam pressure at the turbme entrance is I 00 bar; steam 
temperature is function of the gas turbine exhaust gases 
temperature: an approach differential of 25 oç was considered 
and the maximum steam temperature was assumed to be 538 °C. 
ln ali simulated cases (syngas and natural gas) steam is extracted 
from the steam turbme at 1.8 MPa to feed the deaerator, while the 
remaining flow is condensed at 9.6 k.Pa. The temperature of 
HRSG fced water is also assumed constant in ali cases ( 120 °C). 
lt sounds that a small mcrease on cycle performance (specially 
for natural gas buming) could be achieved if two stcam pressure 
leveis were considered instead of just one. 

GAS IURBINE SIMULATIONS AND RESULTS 

A code developed by the authors was used to evaluate gas 
turbine performance, both when natural gas and syngas are 
burned. The first step ofthe simulation procedure is called "tune
up": internal parameters of the gas turbine (e.g., compressor and 
expander efficiencies, auxiliary power consumption, cooling air 
flow) are evaluated using a known solution as reference. This 
known solution IS defined by gas turbine operation at ISO 
conditions, when natural gas is burned. Cbeckmg lhe procedure, 
externa! performance parameters (GT power, fuel consumption, 
thermal efficiency, turbine outlet temperature) are compared with 
vendors parameters taken from Gas Turbine World (1996). 

Predicting gas turbine performance on syngas requires an 
off-<lesign procedure. Doing this, a generic compressor map was 
assumed. !t was considered that the compressor always operates 
over the "running-line" I 00% (both for natural gas and syngas 
ftring). 

Simulating an off-design gas turbine operation a difficulry 
arises within the evaluation of the new compressor operation 
point. For a given firing temperature, the new operation pomt can 
be determined by the calculated new pressure ratio, considering 
that the flow at the inlet to the gas turbine expander is always 
choked, regardless of the fuel. The mass flow relation for choked 
flow of an ideal gas - equation (I) - was used to cal cu late this 
new pressure ratio. 

~~ y ( 2 ) ~:: m = pA* ---
R y+l 

(I} 

where m is the gas mass flow, p is the total pressure, A • is the 
criticai area where the flow is choked, Moi is the gas molecular 
weight, T is the gas temperature (absolute), R is the universal gas 
constant and y is the ratio of specific heats of the gas. Ali 
properries are evaluated at the gas turbine expander entrance. 

As the compressor running-line is defined, given the new 
compressor pressure ratio it is then possible to evaluate the 
corrected air flow. The code used do this using a function that 
relates the compressor reduced mass tlow (RMF) to its pressure 
ratio. 

A voiding very high compressor pressure ratio (thar could 
dangerously reduce compressor surge margin), de-rating 



(reduction of OT finng temperature vis-à-vis specified firing 
temperature for natural gas) was considered. Equation (I) 
provides the way to estimate the new firing temperature in an 
interactive basis. For syngas buming it was assumed that 
compressor pressure ratio can be as high as 16.4 and 16.2, 
respectively for the PO 6101 and PO 7001 machines; these 
values correspond to a I 0% margin vis-à-vis the estimated surge 
limit (nominal pressure ratios are 14.9 and I 4.8, respectively). 

O as turbine de-rating is one of the possible strategies able 
to allow a machine conversion from natural gas to syngas. Other 
strategies are (i) accepting a substantial increase on the 
compressor pressure ratio, (ii) reducing compressor air Oow 
through contrai of gas turbine IOVs (inlet gUide vanes), (iii) 
enlarge expander cross sectional arca (a perrnanent change), and 
(iv) promoting blast-air extraction after the compressor. From the 
point of view of the whole system perforrnance, and 
consequently from the point of view of electricity generating 
costs, thi!l is probably the worsr solutton. However, owning to its 
stmplictty, it might be the way gas turbines wtll be converted to 
syngas firing within the first generation of BIO-OT systems 
(Walter et ai., 1998). 

New firing temperatures were estimated as 1178 oc (de· 
raring of I I O 0 C} and 1245 °C ( de-rating of 126 °C}, respectively 
for PO 61 O I and PG 700 I cases. These firing temperatures were 
thus compared to the esLimate adiabatic flame temperature, 
considering combustion conditions in each case (air and fuel 
pressure and temperature). As an illustration, Figure 2 shows Lhe 
estimatcd adtabatic flame temperarure of the syngas as function 
of fuel to air ratio, taking gas temperature as 450 °C at the 
combustion chamber entrance, and 400 oc for lhe air temperature 
(this value is close to lhe actual air temperature after air 
compression in both OT models). 

Esrimated firing temperature are very close to the adiabatic 
flame temperature in both cases· just 20-30 °C above (calculated 
fueVair ratio corresponds to 0.221 and 0.247 for PG 6 I O I and PO 
7001, respcct ively). Despire thts very small margin, it should be 
nottced that these results are coherent, for instancc, with the 
solutions re«ntly presented by Consonni and Larson ( 1996) and 
Anand et ai . (1996). 

Simulation results, considering combined cycle operation 
for natural gas and syngas buming, are presented in Table 3. 
Considenng these results a feasibility analysis was further 
developed. Despite de-rating, gas turbine therrnal efliciency is 
higher with syngas firing either owning to Lhe increase on 
mass 
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Figure 2. Estimated adiabatic tlame temperature as function of 
fuel/air ratio • syngas from bagasse; air temperature 400 °C and 

syngas temperature 450 oc 

1435 

Table 3. Combined cycle simulation results · NG and syngas 

Parameter P06101 PO 7001 
Gas rurbine NO Syngas NO Syngas 
GT power [MW] 69.52 77.83 156.97 174.38 
pressure ratio 14.91 16.42 14.78 16.20 
Firing ternperature [0 C) 1288 I 178 1371 1245 
Fuel consumption 4.34 36.98 9.23 78.17 
[kgls] 
Therrnal efficiency [%] 33.77 40.78 35.85 43.23 
Stc;ln'J eycle · 1 

s.o.·P<>wer. ~· 28.01 31.20 ~6.47 64.12 
st~:r~~eq 538 510 538 4% 
Net power (MW] 95.91 87.29 210. 16 192.87 
Net effictency [%) 46.57 41.98 48.00 43.89 

flow and to the higher compressor pressure ratio. Wilh syngas 
firing more power is also produced by the steam bottoming cycle 
due to Lhe increase on OT exhaust gas flow, but steam IS raised at 
a lowcr tcmperature (lower exhaust gas temperature). Albeit more 
power production both at the gas turbine and at the steam cycle, 
system net power is lower when syngas is bumed due to high 
power consumption of plant auxiliaries (especially syngas 
compressor). Scale effects on therrnal power perforrnance can be 
observed through the comparison ofresulrs ofboth machines. 

FEAS!BILITY ANALYS!S 

For current commercial natural gas combined cycle (NO
CC) plants, unit capital cosi data were taken from the literature 
(Gas Turbine World, 1995 and 1996) for about 70 diffcrent 
models m a wide range of capacities (20-700 MW). These 
original investment data correspond to the equipment only; a 1.5 
factor was used to estimate tum-key investrnent cost. The 
installed unit capital cost ofnatural gas combined cycles can also 
be estimate with good accuracy by equation (2), that is based on 
previously mentioned data. 

kNG-CC = 1164.4 · (MW)~.2409 [SikW) (2) 

The levelized electricity generating cost was calculated 
oonsidering the following assumptions: 30-year life, 12% real 
prc·tax discount rate, capacity factor 0.80, O&M (operatton and 
maintenance) costs 5 centslkWh and natural gas cost equjvalent 
to 3.2 $/MMBTU. Ali costs in this paper are presentcd in 
US$(95). 

For 810-CC systems based on atmospheric, air blown 
gasifiers, installcd investment cost was esllmated by equatlon (3 ). 
Thts equallon is primarily based on estimates avatlable on Lhe 
literarure for the first commercial plant and incolJ>orates 
"leaming effects" (progress ratio 0.80 and the 5"' similar 
commercial unit). Estimates given by this equation are very close 
to lhe esttmates presented by other authors for BIG-CC systems 
of sarne net capacity (e.g.,. Consonni and Larson, 1996; Craig 
and Mann, 1996; Faaij et ai., 1997). 

-0.29S3 
k A- IGCC = 5398 · (MW) [SikW) (3) 

For BJO-CC systems the non-fuel O&M cost was 
estimated as 8.2 USS/MWh. 10 USS/t was estimated as the 
average cost of biomass (bagasse and trash); considering the 
transportation cost, a variation of ± 25% around this v alue can be 



expected. Assuring a proper comparison with NG-CC results, 
some assumpúons are common in both cases (plant year-life, real 
discount rate and capacity factor). 

Estimated levelized electricity gencrating costs are 
presentcd in Table 4. For larger capacity systems a gap reduction 
on electricity costs is observed (BIG-CC vis-à-vis NG-CC); this 
1s duc to the fact that scale effects on installed unit capital cosi 
for BIG-CC systems are stronger than for NG-CC ones. The 
tendency of reduction on the gap of electricity costs as large is 
lhe piam capacity is, in reality, partially counterbalanced as long 
as biomass transportation costs are properly evaluated. 

Feasibili ty analysis is based on the evaluation of the 
mtemal discount rate ( IDR) of the invesonent. Besides the 
aforementioned assumptions it was also considered that (i) in ali 
cases lhe plant construction time is two years (80% of the 
investmcnt is done during the tirst year), (ii) tax is evaluated over 
the net revenue (as a simplification, a 15% charge was 
considered), and (iii) the depreciation was calculated along 10 
years, using a linear model. Revenue was calculated considering 
that ali electrícity can be sold at 50 USSIMWh. ln fact this 
assumption does no! correspond to the reality of the market post 
deregulation, as w11h some degree of competition invesrors will 
need to define the1r prices either based on their actual generating 
costs and on their own profit expectation. 

As previously mentioned, the altemative here designated 
"cotiring" corresponds to the substitution of fuel , from natural 
gasto b1omass. Within the analysis two cases were considered. ln 
the ftrst one it was considered that the investrnent that 
corresponds to the substitution starts after four years of operation 
wl!h natural gas. After the s1xth year of operation just syngas is 
bumed at the gas turbinc. ln the second case it was considered 
that each power plant has two units: natural gas displacement in 
the tirst unit starts aftcr four years of plant operation, while the 
investment in the second umt starts after nine years; after ten 
years of plant operation, just biomass is used as fuel. The 
investment of substitution was estimated as the difference on the 
anstalled unit capital cost of both options (based on equations 2 
and 3). 

Estimated internal discounr rates of each mvestrnent option 
are presented in Tablc 4. lt can be clearly seen that in comparison 
with BIG-CC option, a substantial increase on internal discount 
rate is observed within the cofiring altemative. 

Each combined cycle plant based on a PG 610l{FA) gas 
turbinc, operating at full load basis, consumes about 550 
thousand Nm'/day of natural gas. The average annual 
consumption, in a daily basis (considering a capacity factor of 
0.8), is about 440 thousand Nml/day. Thc sarne figures for a 
combined cycle unit based on a PG 700 I (F A) are 1.2 million 
Nm'/day and 940 thousand Nm'/day, rcspectively. Supposing 
that the capacity of the Brazii-Bolivia pipeline during its first 
stage wlll be about 8 million Nm'/day, it seems clear that the 
proposal presenteei in this paper could contribute a lot from the 
poant ofview of flexibility ofthe natural gas market. 

Table 4. Main results of feasibility analysis 

Electric1ty generating 
COSI [ $/M Wh) 
IDR (%) 
"COFIRING" 
Case I - lDR (%) 
Case 2 - IDR (%) 

PG6101 
NG-CC BIG-CC 
38.75 45. 15 

24.6 13.9 

17.8 
20.8 

PG 7001 
NG-CC BIG-CC 
36.28 39.32 

30.6 17.9 
, 

T 

23.9 
27.7 
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Supposing that up 4 million Nm'lday of natural gas (50% 
of the total supply during the first stage of the pipeline project) 
need to be consumed on therrnal power plants during the early 
years, 4 NG-CC units based on the PG 7001(FA) (about 840 
MW), or 9 units based on the PG 61 O I (F A) (about 850 MW) 
would be installed. 

The amount of sugar crushed in the State of São Paulo 
during the harvest season 1995-96 was about 150 míllion tons. 
Considering this levei of production, it is estimated that about 
19.3 million tons of sugar-cane trash could be recovered (50% of 
the amount available, owmng to topographic constraints; sugar
cane trash availability IS estimated equivalem to 25% of sugar
cane mass). It is calculated that the amount of biomass requ1red 
to allow full natural gas d1splacement is equivalent to only 30-
35% of the amounl of trash that seems recoverable. Putting in 
terrns of bagasse availability, biomass requ1rement is equivalent 
to just 15-16% of its full availabi lity, i.e., an amount almost equal 
to lhe surplus already available without any special effort of 
supply maximization. 

Just taking the trash availability (nowadays bumcd at the 
ficld before harvesring, and consequently causing environmcnral 
impacts), 27 BIG-CC units based on PG 6101 (FA), or 13 BJG
CC umts based on PG 7001(FA) could be installed and operate at 
fui! load basis. lt is evident that Lhe potential of electriciry 
production !Tom sugar-cane residues, just considering thermal 
power plants, IS farther than the altemative analyzed in this 
papcr. 

ADQ!TIONAL REMARKS 

As it was previously menrioned, BIG-CC systems based on 
pressurized, air-blown gasitiers (not considered in this paper) are 
likely to be more feasible for plants larger than 60-70 MW net. 
Therefore, the feas1b11íty of this opllon can be even better than 
the results here presented. 

One of the possible advantages of thc analyzcd option is 
that ii can foster electricity production from b1omass within BIG
GT technology. ln addition, as long as the risk IS potentially 
reduced (e.g., owning to the increase on project IDR), the 
investment can be accomplished with less financial or 
environmental incentive. A successful experience could also help 
further BIG-GT market expansion, allowing better development 
of the potential of electricity produchon from sugar-cane 
residues. 

As long as risk is minimized, investors could be attracted 
at a larger extenl, allowing a substantial reduction on the cost of 
capital. Joint-implementation schemes could also be considercd, 
additionally helping on the risk reduction and makang it easy to 
complement the required budget. 

Electricity production w1th the use of a renewable energy 
source, on a sustainable basis, clearly is the most important 
contribution of this altemallve. Additionally, natural gas could be 
used in a more rational way, allowang changes withan the energy 
matrix, and reduction of env1ronmental impacts. Moreover, 
bcnefits concemed with a better spatial distribution of these new 
power plants can also be considered. 

A transition into biomass within power generation can also 
be a good perspective for natural gas d1stribution companies for 
two reasons: first because they can maximize their take off an the 
beginning of the cash flow project, and second because they can 
also extend their supply ofnatural gas ata very low cost (or even 
no-cost) as long as the consumer market is developed. This fuel 
substitution in power generation (transition into biomass) could 
also be considered within countries where the market of natural 
gas is yet well developed; an anteresting case to be cons1dered IS 



concemed wtth the requtred investment to find new reserves at 
htgh marginal costs. 

Concemed with the tdea presented in thts paper, a more 
detailed analysis, howcvcr, is still rcquircd. Besides simple fuel 
displacement, other cofinng options should be extensívely 
considcred, e.g., the use of natural gas as a complemcntary fuel, 
and the simultaneous use of biomass and natural gas at the sarne 
power plant. Different schemes of cofiring plants can also bc 
tmagmed, and a detailed study ts rcqurred beforc the selection of 
a given altemative. 

The tdeal localizauon of such plants is also a matter of 
concem. Owning to tts low energy denstty. feasib iltty of biomass 
projects can be strongly influcnced by the hauling distance, 
tmposing restnctions on the plane size. 

Other important potnt to be further analyzed is the 
altemative market for sugar-cane residues (bagasse and trash can 
be used for other purposes, e.g., as mdustnal fuel, industrial 
fecdstock , and for animal fccdmg). Elcctricíty production at the 
mill site, m cogeneration plants, is also a possibility that can be 
more rational than clcctricity production in power plants. A 
further good market for sugar-cane resídues, constdering other 
opportunities, wtll certamly impact the feastbtlity of electricity 
producuon. About this point, the recent experience in Califomia, 
for tnstance, shows that once the biomass market being 
developed, biomass costs can dramatically increase over a short
term period. 
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