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EDITORIAL 

Both the Brazilian Congress of Engineering and Thermal Sciences, ENCIT, and the Latin 
American Congress of Heat and Mass Transfer, LATCYM, are the most important South 
American events in their field. For the first time these congresses are being held jointly, as a 
combined effort of both the Brazilian Society of Mechanical Sciences , ABCM, and the Latin 
American Center for Heat and Mass Transfer, CLATCAMA. The events are being sponsored 
by the Department of Mechanical Engineering of the Federal University of Santa Catarina. 

This edition of the ENCIT is in cel8bration of the tenth anniversary of the event. The first 
ENCIT was held in Rio de Janeiro in 1986 after the brazilian thermal science community 
decided that the Brazilian Congress of Mechanical Engineering, which was the main forum 
used so far, had become too large to allow a close interaction among the participants and to 
accommodate the large attendance. Following the ENCIT 86, carne ENCIT 88 held in Águas de 
Lindóia, SP, the ENCIT 90 in Itapema, SC, the ENCIT 92 held again in Rio de Janeiro, and the 
ENCIT 94 that took place at São Paulo and was organized by the Universidade de São Paulo, 
USP in conjunction with the Instituto de Pesquisas Tecnológicas do Estado de São Paulo, IPT. 
For ENCIT 96 it was decided that the original name of the Congress, Brazilian Thermal 
Science Meeting, was no longer reflecting the scope and the size of the event, and was altered to 
Brazilian Congress of Engineering and Thermal Sciences, keeping the acronym ENCI'i'. 

Traditionally, the LATCYM has been organized by the chemical engineering community, 
and the first event was held in La Plata, Argentina, in 1982. The second LATCYM was held in 
São Paulo, Brazil, in 1985. Mexico was the place for the third LATCYM that happened in 1988. 
The fourth and fifth LATCYM's were held in La Serena, Chile, in 1991, and Caracas, 
Venezuela , in 1994, respectively. For this edition of the LATCYM, for the fi.rst time, the 
mechanical engineers were invited to sponsor the event. 

The result of this joint congress is represented by 331 accepted papers out of 408 submitted 
manuscripts. Sixty-six technical sessions were planned to accommodate the oral presentation 
of all the papers, which covered a very large spectrum of topics concentrated in main areas of 
Chemical and Mechanical Engineering. The proceedings, with 1890 pages divided in three 
volumes, are an indication of the maturity and the levei of technical and scientific excellence 
acquired by the ENCIT and LATCYM series, and by the latin american community active on 
applied and fundamental aspects of heat and mass transfer , fluid mechanics and 
thermodynamics. The large size of this joint congress also indicates that it may be time for 
creating new conferences or workshops with narrowest scope. It is worth mentioning that, in 
addition to the large number of papers from research institutions of Latin America, there are 
several contributions from other countries, mainly Europe and North America. 
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ESTUDO EXPERIMENTAL DA INCLINAÇÃO DA SUPERFÍCIE 
FRONTAL EM MODELOS DE ÔNIBUS 

Orlando Moreira Júnior e Roberto da Mota Girardi 
Departamento de Engcnharia,Aeronáutica 

Instituto Tecnológico de Aeronáutica (IT A) 
12.228-900 - São José dos Campos - SP - Brasil 

SUMÁRIO 

O presente trabalho mostra a influência da inclinação da super(iciefi'Oiltal em modelos de ônibus, no 
valor dos coeficientes de mrasto, força lateral, momento de guinada e de pressão estática. A configuração 
da esteira próxima (característica de cmpos rombudos),foi obsen•ada através de ensaios de visualização 
com fios de lã. Foram feitos ensaios para diferentes números de Reynolds e para ângulos de guinada entre 
-15° e 15". O resultado mais significativo foi a redução de aproximadamente 20° o no valor do coeficiente 
de arrasto, quando a inclinação frontal é de 4(!'. 

INTRODUÇÃO 

O objetivo deste trabalho é verificar a influência que a 
inclinação da superfície frontal de um modelo de ônibus tem 
sobre os coeficientes aerodinâmicos. Para tanto, foram feitas 
medidas de forças de arrasto, de força lateral, de momento de 
guinada, além da determinação das distribuições de pressão nas 
diversas superfícies do modelo. Para se compreender melhor o 
escoamento sobre veículos terrestres foram feitos ensaios de 
visualização. 

Foram usados três modelos durante este trabalho. Estes 
modelos foram confeccionados cm placas de madeira e baseado 
no modelo RSD da Mercedes Benz. Os três modelos variaram 
a inclinação da superfície frontal. 

Para a realização dos ensaios de força e momento, foi 
especialmente construída uma balança de três componentes. A 
balança foi fixada a urna carenagem por onde também passara~ 
os tubos de pressão do modelo. Essa carcnagem foi fixa à mesa 
automobilística, a qual simulou o solo. 

Nos ensaios de pressão foi utilizado um transdutor de 
pressão e duas válvulas seletoras. Cada modelo tem em média 
cinquenta e cinco tomadas de pressão. Adicionalmente foram 
colocadas oito tomadas de pressão na mesa automobilística. 

Os ensaios de visualização foram realizados com fios de lã. 
Através desses ensaios foi possível descrever o escoamento em 
tomo do modelo e na sua esteira, de forma aproximada. 

Com esse estudo conseguiu-se identificar caracteristicas 
que fizeram com que o Cd diminuísse em tomo de 20%, o que 
na prática significa economia de combustível (Hucho, 1987) e 
consequentemente menor poluição ambiental, sendo estJ. a 
motivação principal deste trabalho. 

DESCRIÇÃO DO APARA TO E TÉCNICA EXPERIMENTAL 

Foram usados três modelos para o estudo desse trabalho. Os 
três modelos diferem geometricamente apenas na inclinação da 
superfície frontal como visto na figura I. O primeiro apresenta 

inclinação a= 0°, o segundo a= 20o e o terceiro a= 40°. 
Os modelos toram confeccionados em placas de madeira e 

suas dimensões, vide tabela I, foram baseadas no ônibus da 
Mercedes Benz, modelo RSD. Os modelos foram consuuídos 
cm uma escala de 1130. Es..<ia escala ti.> i baseada na área da seçào 
transversal da seção de ensaio do túnel de vento (457 mm x 457 
mm), de modo a minimizar o problema da interferência de suas 
paredes sobre os modelos. Ao final da construção dos modelos, 
verificou-se uma razão de bloqueio de 3,89%, ou seja, apenas 
3,89% da área útil da seção de ensaio do túnel de, vento estava 
bloqueada devido o modelo. O arredondamento nas arestas dos 
modelos foi de R= 0,276 onde R é admensionalizado pela 
largura do modelo. 

Tabela 1- Dimensões dos Modelos 

Dimensão Valores (mm) 

L 72,6 

H 105,7 

c 392,4 

F 10,0 

D 76,5 

El 260,0 

E2 290,0 

s 10,5 

T 21,0 

Na tabela I, L é a largura do modelo, H é a altura, C é o 
comprimento, F é o vão livre entre o modelo e o solo, D é a 
distância do eixo dianteiro à superfície frontal, E I é a distância 



do primeiro eixo traseiro à superficie frontal, E2 distância do 
segundo eixo traseiro à superficie frontal, S é a expessura do 
pneu e T é o diâmetro do pneu. 

A mesa automobilística simulou o solo. Há várias maneiras 
de se fazer essa simulação (esteira rolante, mesa com sucção, 
entre outras). Optamos por um tipo de mesa automobilística 
que é uma chapa de madeira plana, sua parte fi·ontal foi 
arredondada para que não houvesse descolamento do 
escoamento ao chegar no modelo. A escolha por esse tipo de 
mesa, foi devido a sua simplicidade, falta de recursos e tempo 
para construir um modelo mais fiel de simulação. Na mesa 
foram fixados fios de lã e colocadas oito tomadas de pressão. 
Essas tomadas de pressão localizaram-se debaixo dos modelos. 
Todas as tomadas de pressão localizadas nas superficies do 
modelo saíam pelas rodas do mesmo e atravessavam a mesa 
automÓbilística entrando em uma carenagem de aço fixa à 
mesa. Além de servir de passagem para os tubos de pressão, a 
carenagem foi usada para fixação da balança, de modo a evitar 
que o escoamento interferisse nas medidas de força e momento. 

Para os ensaios de força e momento, foi construída uma 
balança tipo "sting" e posteriormente colados sensores, 
extensômetros, na sua superficie. A balança foi projetada para 
medir três componentes (força de arrasto, força lateral e 
momento de guinada). O sinal elétrico que chega dos sensores, 
passa por um condicionador-amplificador de sinais, e 
finalmente é lido em um voltímetro. A balança foi calibrada 
através de um sistema de roldanas e massas padronizadas. A 
calibração é realizada pela metodologia apresentada por 
Nogueira , ( 1980). 

y 

a 

t--+- - --- ___ _ _ _ __,.. X 

Li 

Figura 1- Ângulo de Inclinação da Superfície Frontal e Sistema 
de Coordenadas 

ds ensaios de pressão estática, com tomadas nas superficies 
dos modelos, foram realizados com um transdutor de pressão e 
duas válvulas seletoras, "scanivalve", cada uma com capacidade 
de quarenta e oito tomadas de pressão. Na superficie do modelo 
foram instaladas em média cinquenta e cinco tomadas de 
pressão. O transdutor de pressão foi calibrado através de um 
aparato formado por um reservatório de ar, manômetro de Betz 
(que tem como menor divisão 0,1 mm Hp), condicionador
i'implificador e um voltímetro. 

Os ensaios de visualização foram realizados com fios de lã. 
Eles foram colados nas superficies do modelo, na mesa 
automobilística e na ponta de uma haste metálica que foi usada 
para visualizar regiões de recirculação em tomo do modelo e na 

2 

sua esteira. 
Para a realização dos ensaios seguiu-se o seguinte 

procedimento. 
Os ensaios de torça e momento foram repetidos três vezes 

para cada modelo, sendo tirada uma média simples dos três 
valores. Dwante os ensaios de força, foram variados o número 
de Reynolds e o ângulo de guinada. 

O momento de guinada teve como ponto de referência neste 
trabalho, o centro de gravidade (CG) do modelo, localizado no 
centro geométrico do mesmo. A dimensão usada para 
adimensionalizar o coeficiente do momento de guinada foi a 
distância entre o segundo eixo traseiro (E2) e o eixo dianteiro 
(Scibor-Rylsk.i, 1975). 

O número de Reynolds (Re) neste trabalho vatiou de 
7,49x 104 até 13,02x I 04

. A incerteza no número de Reynolds é 
de w fá= 200. o ângulo de guinada (p) variou de 0 ,0° até 15,0" 
sendo a variação de três em três graus. A incetteza nas medidas 
do ângulo é de 0,5°. 

A realização dos ensaios de pressão por serem mais 
demorados foram repetidos duas vezes, sendo tirada uma média 
destes valores, e postetiormente plotados em gráficos de Cp x 

x , onde x é a distância admensionalizada pela largura do 

modelo, vide figura 1. 
Durante a realização dos ensaios de pressão a variação do 

ângulo de guinada foi -15,0•, -6,0°, O,o•, 6,0° e 15,0°, e usado 
um único número de Reynolds Re = 13,02x I 04

. 

RESULTADOS 

Como pode ser visto na figura 2, a variação do número de 
Reynolds não alterou os valores de Cd, já que as diferenças 
detectadas estão dentro da incerteza das medidas (W C:d = 0,0 I). 

Analisando ainda a figura 2, encontra-se uma significativa 
queda no valor do coeficiente de arrasto, quando a inclinação 
da supetticie fi·ontal do modelo é de 40 graus. A diferença é de 
aproximadamente 20% e petmanece praticamente inalterada 
com o aumento do valor do número de Reynolds. 

Observa-se na figura 3, mais uma vez, a redução do valor 
do coeficiente de anasto do modelo 3 (a = 40°) fl't!nte aos 
modelos I e 2. A diferença permanece praticamente constante 
a medida que se aumenta o valor do ângulo de guinada (p). 

A inclinação de 40 graus da superfície frontal, modelo 3, 
apresenta um coeficiente de anasto menor frente aos modelos 
I e 2 em toda faixa de ângulos testada. Já o modelo com 
inclinação de 20 graus, apresenta-se eficiente, frente ao modelo 
I, apenaSJ;om ângulo de guinada acima de 9 graus. 

A força lateral e o momento de guinada não sofreram 
influência significativa com a variação da inclinação da 
superfície frontal, o que é um bom resultado, já que com a 
inclinação conseguiu-se diminuir o valor do Cd sem que se 
altere os coeficientes que medem a estabilidade do veículo, 
como mostram as figuras 4 e 5. A medida que esses 
coeficientes aumentam, aumenta-se também a instabilidade, já 
que a força lateral c o momento de guinada são 
desestabilizantes (Scibor-Rylsk.i , 1975). 
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Através das medidas de pressão na base dos modelos, 
pode-se determinar o coeficiente de pressão na base (Cpb), que 
é obtido através de uma média ponderada dos valores de 
pressão medidos nas diversas tomadas de pressão, instaladas n? 

~-uperficie traseira do modelo. Os pesos desta média ponderada 
são os elementos de área que contém uma tomada de pressão. 
Neste caso, pode-se considerar que os valores apresentados na 
tabela 2 fornecem o chamado coeficiente de arrasto de base. 
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Figura 5- Coeficiente do momento de guinada x ângulo de 
guinada, paraRe= 13,02xl04 



Em primeiro lugar, deve-se observar que o (Cpb) fica mais 
negativo a medida que o ângulo de guinada aumenta (vide 
Tabela 2). Este resultado esta relacionado com os valores do 
coeficiente de arrasto, mostrados na figura 3. Para um mesmo 
valor de ângulo de guinada, pode-se verificar que a inclinação 
da superficie frontal não tem influência sobre o Cpb para ~ até 
6°. Para ~=15", ocorre uma variação acentuada para o modelo 
1. Esta variação parece estar vinculada com as diferenças nos 
valores de Cd entre os modelos 1 e 2, quando ~ esta entre 9• e 
15°. Os resultados discutidos acima indicam a necessidade de 
experimentos adicionais para se determinar o Cpb para toda 
faixa de ângulos estudada neste trabalho. A incerteza nas 
medidas do Cpb é de 0,0 I . 

TabeJa, 2- Variação do Cpb na base 

Modelo Cpbmédio Cpb médio Cpb médio I 

~=o· ~ = 60 ~ =15° 

1 -0,07 -0,11 -0,28 

2 -0,07 -0,10 -0,20 

3 -0,07 -0,11 -0,19 

Na superficie frontal, os valores de Cp são menores em 
todas as tomadas de pressão localizadas na linha central vertical 
do modelo 3, quando comparados com os modelos 1 e 2, como 
observa-se na figura 6. Pode-se verificar que a região de 
estagnação esta localizada na parte central da superficie frontal 
para o modelo 1, quando a = o•. A medida que aumenta a 
inclinação da superficie frontal ocorre um deslocamento desta 
região para baixo (vide figura 6). Esta informação tem grande 
importância na instalação do radiador do veiculo. 

0 80 -. Variação do Cp na Superfície Frontal 

o.ro ~ ~--.:_t~~ 
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0.00 i \ ~ 
\ I, 
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' - ~ 
~: 

-0.80 -j ~----- - ---------- \ • 

-o.80 ~--r-,-r--,---·r-· · 1 
-1.50 -1.00 -050 000 0 .50 1.00 150 

Coeficiente de pressão - Cp 

Figura 6- Comparação dos Valores de Cp entre os três modelos 

Durante a visualização com fios de lã notou-se que a 
intensidade e o tamanho das regiões de recirculação na 
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superficie traseira do modelo 3 foram as menores. seguindo em 
ordem crescente para os modelos 2 e I quando~= 0". 

Houve também variação da estrutura das regiões de 
recirculação que caracterizam a esteira, quando variou-se o 
ângulo de guinada(~) . Nos três modelos, a estrutura da esteira 
era fonnada por dois VÓJtices, quando ~ = 0° ,ver figura 7 . 
Esses vórtices variaram de tamanho c intensidade mas não na 
sua fmma. O vó1ticc supc1ior é c1iado pela camada de 
cisalhamento livre que se solta da superfície superior, o vórtice 
menor é fmmado pelo escoamento que sai do canal formado 
pelo assoalho do modelo e a mesa automobilística, seu tamanho 
c intensidade são menores devido a menor velocidade e vazão 
que sai do canal (Câmara, 1993). 

Ângulo de guinada zero 
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e 3, ~=o· 
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Vórtice tipo ponta de asa (turbilhAo) 

J~--0Í~{~+Ht~ 
r;~...! -....- -~ -- lt!t·P 

~ ~-~--~---~--~:~.:-~-1 
._.... -...LI ~-._ ....._ \_j''--

\ 
Escoamento saindo pelas laterais 

Superficie 
Traseira 

Figura 9- Descrição do escoamento em tomo dos modelos I, 
2e3,~=15". 

Nas superfícies laterais, quando ~= 0°, as regwes de 
recirculação são simétricas nos três modelos. O modelo I foi 
o que apresentou a maior região de recirculação seguido do 
modelo 2. Isso mostra mais uma vez a influência do valor da 
inclinação frontal na caracteristica do escoamento sobre os 
modelos. 

Na superfície superior ocorre também a redução da região 
de recirculação a medida que se aumenta o ângulo de 
inclinação. 

Para ~ = 6°, os modelos I e 2 apresentam a mesma estrutura 
na superfície traseira, apresentada na figura 7, porém com 
valores de Cp mais negativos na base do modelo, vide tabfla 2,. 
e regiões de recirculação mais intensas. Neste caso, como 
esperado, não há mais simetria nas regiões de recirculação das 
superfícies laterais. 

Ainda para ~=6°, o modelo 3 apresenta uma configuração 
nova, de três vórtices, como pode ser visto nas figuras 8 (A) c 
8 (B). Os dois vórtices superiores, figura 8(B), tem seus eixos 
alinhados à direção do escoamento não perturbado (V

0
J, e o 

terceiro vórtice tem seu eixo normal à direção de Voo e é 
esquematizado na figura 8(A). Após a região de recirculação 
na superfície lateral, o escoamento recola parcialmente, ficando 
parte da superfície com um vórtice tipo ponta de asa (turbilhão) 
que vai até o fim do modelo em direção à esteira para formar a 
nova configuração (figura 8(A)). 

Quando o modelo encontra-se com~= 15", há um novo 
rearranjo na estrutura dos vórtices na esteira. Isso foi vc1ificado 
nos três modelos. Essa nova estrutura é formada por dois 
vórtices, um localizado na parte superior da superfície traseira, 
mais intenso (ver vista traseira da figura 9), e outro na parte 
inferior, menos intenso, que gira no sentido anti-horário, 
devido ao escoamento que sai do canal formado pela mesa 
automobilística e a superfície inferior do modelo, como pode 
ser visto na figura 9 vista lateral. 

CONCLUSÃO 

Os valores do coeficiente de pressão na superfície traseira 
dos modelos ficaram mais negativos a medida que o ângulo de 
guinada foi aumentado. Esta variação está relacionada com o 
aumento do coeficiente do arrasto quando incrementa-se o 
valor de ~.como pode ser obse1vado na figura 3. 

Verifica-se uma dirrunuição significativa, de 
aproximadamente 20%, quando a inclinação da superfície 
frontal variou de 20o para 40°. Este resultado é muito 
importante, pois segundo Hucho (1987), para um ônibus 
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deslocando-se com uma velocidade de IOOK.nv'h em uma 
rodovia plana, esta redução no valor do Cd implicmia em uma 
economia de aproximadamente 10% de combustível, c essa 
economia pe1manecc mesmo quando o ângulo de guinada é 
variado, sendo isto importante na prática, porque existe quase 
sempre, vento na dircção' perperdicular ao movimento do 
veículo . 

A visualização do escoamento mostrou modificações da 
estrutura dos vórtices localizados na esteira dos modelos. Estas 
modificações não puderam ser explicadas. Medidas adicionais, 
utilizando-se ancmometria de fio quente estão em fase de 
andamento para obter-se mais subsídios, de fonna a entender-se 
o complexo cscoaiTiento que se estabelece na esteira de veículos 
que exíbem caractcristicas de corpos rombudos. Além disto, 
pretende-se fa?~ visualizações em um canal hidrodinâmico, de 
modo a melhorar o entendimento sobre o escoamento na esteira 
de veículos. 
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ABSTRACT 

ln the prcsent work, it is obtaincd the influence of thc 
frontal surface slope ofbus modcls on the drag, side force and 
yaw momcnt cocfficients, as well as on the pressure coefficicnt 
on thc model surfaccs. Flow visualizations, using wool tuffs, 
is performed in ordcr to understand the flow behavior over 
sue h kind of bluff body. Experiments were done in different 
Reynolds numbcrs and thc yaw anglc was varicd between -)5° 
and ISO. Thc most significant rcsult was a reduction of 
approximatcly 20% in the drag coefficient, for a frontal surface 
with 40° slope. 
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RESUMO 

O Método de Vórtices é utilizado para a simular o escoamento externo a um cilindro de seção 
retangular, que é dotado de uma fresta longitudinal. Considera-se que o escoamento é inviscido no interior 
da fresta. Para o escoamento externo, utiliza-se uma versão do método de vórtices na qual o corpo é 
simulado por uma distribuição de vórtices com densidade variando linerarmente nos paineis. Valores do 
coeficiente de arrasto e do número de Strouhal são calculados e apresentam boa concordância quando 
comparados com valores disponíveis na literatura. 

INTRODUÇÃO 

A análise do escoamento ao redor de corpos rombudos toma
se, a cada dia, uma tarefa de importância crescente nos projetos de 
engenharia, como atestam as atividades de exploração do petróleo 
no mar, os projetos para a determinação de caJgas aerodinâmicas 
em grandes construções, torres e linhas de transmissão, os projetos 
de novos veículos, etc. 

Ao contrário do escoamento ao redor de um corpo 
aerodinâmico, o escoamento ao redor de um corpo rombudo é 
extremamente complexo e apresenta muitas questões em aberto. 
Junto à parte anterior do corpo o escoamento é potencial e a 
distribuição de pressão pode ser facilmente calculada; nesta região 
a camada limite desenvolve-se normalmente, mantendo sua 
espessura pequena e concentrando toda a vorticidade gerada na 
superficie do corpo. As complexidades manifestam-se 
principalmente na parte posterior do corpo, onde se verifica o 
aumento da espessura da camada limite e o fenômeno da 
separação. Desta forma, a vorticidade é lançada no meio fluido, 
formando uma região de intensa vorticidade a jusante do corpo, 
denominada esteira. 

Se o corpo for poroso as complexidades de análise aumentam, 
uma vez que todo o escoamento se modifica nas vizinhanças de 
sua superficie. Na parte anterior do corpo a superficie porosa 
muda completamente a configuração das linhas de corrente, uma 
vez que o fluido penetra através dela. Este fluido é lançado de 
volta na região posterior do corpo, modificando o comportamento 
da esteira, que é em parte re-energizada. O escoamento interno (ao 
corpo) apresenta, também, suas complexidades (é um escoamento 
num meio poroso). 

Não resta dúvidas, portanto, que o escoamento ao redor de um 
corpo poroso de formas rombudas apresenta-se extremamente 
complexo e com muitos aspectos ainda não completamente 
esclarecidos, exigindo esforços adicionais de pesquisa. Um dos 
modelos mais simples de corpo poroso com forma rombuda pode 
ser formulado supondo que este é representado por um conjunto de 
placas planas paralelas umas às outras e orientadas no sentido do 
escoamento; desta maneira os espaços entre as placas representam 
os poros por onde o fluido se movimenta. Araujo e Hirata ( 1993 ), 
com o objetivo de estimar a força de arrasto sobre um conjunto de 
"risers'' de produção de petróleo, utilizaram este modelo 
exprimindo o coeficiente de porosidade em função da espessura 
das placas c da espessura dos poros. Os bons resultados obtidos 
serviram de motivação a este trabalho, que tem por objetivo a 
análise mais detalhada de alguns aspectos localizados. Roque 
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( 1994) realizou testes em tunel de vento com o objetivo de levantar 
do campo de pressão na superficie do corpo (inclusive no interior 
da fresta) e o calcular o coeficiente de arrasto. Corpos rombudos 
formados por dois blocos retangulares dispostos paralelamente e 
alinhados com o escoamento, como explicado acima, foram 
utilizados. Neste trabalho apresenta-se a simulação numérica do 
mesmo problema. Com o desenvolvimento do algoritmo e os bons 
resultados obtidos, os objetivos tomam-se mais amplos: além da 
motivação inicial, verifica-se a possibilidade de se análisar o 
escoamento em corpos com frestas, o efeito do solo na 
aerodinâmica de veículos, o desempenho de defletores 
aerodinâmicos, etc. 

A análise numérica do problema tirou proveito das 
peculiaridades da forma do corpo. Por possuir forma rombuda, o 
corpo forma uma esteira bastante generosa que concentra toda a 
vorticidade gerada; desta maneira a utilização do método de 
vórtices apresenta-se como uma alternativa atraente. Na presente 
versão o corpo é simulado com a utilização do método de painéis, 
distribuindo-se vórtices com densidade· variando linearmente no 
interior dos painéis; este fato facilita a especificação da circulação 
em cada parte do corpo. Uma nuvem de vórtices discretos é 
utilizada para simular a vorticidade da esteira; lança-se mão da lei 
de Biot-Savart para calcular a velocidade induzida por um vórtice 
sobre os demais, na simulação lagrangiana do processo de 
convecção da vorticidade. O processo de difusão é simulado 
utilizando o método do avanço randômico. 

No interior da fresta, assumiu-se que o escoamento é potencial 
uma vez que o modelo de Poiseuille conforme proposto por Roque 
(I 994) não é adequado. 

Com o intuito de testar as modificações introduzidas no 
algoritmo, simulações com cilindros retangulares (b!h=2) sem 
fresta foram efetuadas e os resultados comparados com dados 
disponiveis, apresentando boa concordância nos coeficientes de 
arrasto e sustentação e na frequência de emissão de vórtices. 

Os resultados das simulações numéricas com cilindros com 
fresta foram feitos com blht=4 e variando-se o tamanho da fresta 
ô.hlb=3, 5 e 7 % (ver figura 1). A comparação com os dados 
experimentais mostrou a necessidade de se implementar um 
modelo viscoso na fresta. 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

O Problema Físico. A figura I defme a geometria do corpo, as 
grandezas de interesse e o sistema de coordenadas utilizado. 



Supondo que o fluido é newtoniano, com viscosidade 
constante e que o escoamento realiza-se com velocidades 
suficientemente baixas para que os efeitos da compressibilidade 
possam ser desprezados, o·campo de velocidades é solenoidal e o 
princípio da conservação da massa é rej,resentado pela equação da 
continuidade na forma 

V' · u=O , (I) 

e o princípio de conservação da quantidade de movimento é 
representado pela seguinte versão da equação de Navier-Stokes 

I 2 Ou= --V'p+ vV' u , (2) 
Dt p 

onde u é o campo de velocidade, p é a pressão e v é a viscosidade 
cinemática do fluido. 

Para completar a definição do problema assume-se que a 
velocidade incidente U é uniforme e orientada no sentido positivo 
de x, e, sobre a superficie do corpo, a condição de aderência é 
expressa por 

u n = u · n = O condição de impenetrabilidade, 

u s = u · s = O condição de escorregamento ~ulo . 

onde n e s são os vetares normal e tangencial, respectivamente, à 
superfície do corpo. 

···- ·-----, T 
I : rr:------------~---_1 I :~ I . X _ _ __ _ ~-·- -l lh 

1 ~-----~---~ 1 
~- -· · -·- ·-·-~--- ·-- . _ b __ _____ ______ ---1 

Figura l -Geometria e definições 

Formulação Básica do Método de Vórtices. Ao se trabalhar 
com o método de vórtices é mais interessante utilizar a equação da 
vorticidade. Tomando-se o rotacional da equação de Navier
Stokes e utilizando a equação da continuidade obtém-se: 

ôro 2 
-+(u - V')ro=vV' w (3) 
àt 

Com relação a esta equação é importante observar que ela 
corresponde à versão bidimensional e, portanto, w representa 
apenas a componente ro, da vorticidade normal ao plano do 
escoamento. Observa-se também que, com esta operação, o termo 
de pressão foi eliminado. O lado direito da equação representa os 
efeitos da viscosidade e é responsável pela difusão da vorticidade; 
se este termo se anular a equação da vorticidade resultante 
corresponde a equação de Euler, que governa o processo de 
convecção. Estas observações formam a base do método de 
vórtices (Hirata, 1991, e Sethian, 1991 ). Segundo este método o 
transporte da vorticidade, representada por uma nuvem de vórtices 
discretos, realiza-se através de dois processos independentes: o 
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processo lagrangi:mo da convecção dos vórtices discretos e o 
processo de difusão viscosa. 

Escoamento Externo. Como o corpo possui formas rombudas. 
o escoamento externo foi simulado numericamente utilizando o 

. método de vórtices. 
No processo de convecção, a velocidade em um ponto (x,y) do 

campo externo é expressa como 

u = U+uc+ Luj 
j 

(4) 

onde U é a velocidade do escoamento incidente, uc representa a 

contribuição devido a presença do corpo e u j a contribuição de do 

vórtice j. 
Para o cálculo da contribuição devido à presença do corpo, foi 

utilizado o método dos painéis com algumas características que 
melhoram o seu desempenho quando comparado com versões 
previamente utilizadas por Araujo e H i rata ( 1993) e Moreira da 
Silva, Hirata e Bodstein ( 1996). Para a sua implementação a 
superficie do corpo foi divida em N painéis sobre os quais foram 
distribuídos vórtices, cuja densidade varia linearmente (no interior 
do painel); garante-se a igualdade da densidade, nas extremidades 
dos painéis, mas não a igualdade das derivadas, Roque ( 1996). A 
variação linear da densidade dos vórtices facilita sobremaneira a 
imposição da continuidade da pressão nos pontos de separação. 
Nestes, a densidade vortical não é continua havendo aí um salto 
que é determinado de maneira que a equação de Bernoulli seja 
satisfeita com igualdade de pressão antes e depois da separação. 
A equação de Helrnholtz é imposta para cada corpo. Esta equação 
é fundamental para a continuidade da pressão, visto que os 
vórtices emitidos tem importante contribuição na velocidade 
calculada no ponto de separação e na especificação da circulação 
ao redor do corpo. 

No cálculo da velocidade induzida pelos vórtices discretos foi 
utilizada a lei de Biot-Savart com o vórtice desingularizado, 
dotando-o de um núcleo. Com este procedimento as velocidades 
inftnitas dos vórtices potenciais são removidas. 

por 
A velocidade de convecção, calculada no vórtice p é expressa 

up=U + uc + Luj 
j,op 

(5) 

e a convecção é efetuada com um esquema simples de primeira 
ordem. 

O processo de difusão viscosa é simulado da maneira 
tradicional, adicionando-se um deslocamento randômico Ç=(I;,TJ) 
ao já descrito para a convecção (Lewis, 1991 ). Assim os 
processos de convecção c difusão são resumidos como: 

t+L'll t 
xp =xp +uP(x,l)L\t +Ç (6) 

O escoamento ao redor de um corpo com arestas vivas 
separam-se nestas arestas. Utilizou-se este fato para reduzir o 
número de vórtices discretos e, consequentemente, reduzir o tempo 
computacional (o número de operações varia com o quadrado do 
número de vórtices). Em cada incremento de tempo um novo 
vórtice é criado nas vizinhanças de cada ponto de separação; a 
intensidade de cada vórtice é expressa por 

r 1 2 
P =2u,.M (7) 

l 
1 
l 
l 
I 
'l 

~ 

I 
~ 



onde u. representa a velocidade tangencial no ponto de controle do 
painel adjacente, a montante do ponto de separação; para os 
vórtices nascentes na saída da fresta, toma-se u. igual a velocidade 
do último painel da fresta. Com este procedimento cria-se, em 
cada incremento de tempo, apenas seis novos vórtices (nas duas 
arestas da frente, nas duas traseiras e nas duas arestas da saida da 
fresta), mas não se conseque satisfazer a condição de 
escorregamento nulo. Esta aproximação tem produzido bons 
resultados com uma boa economia do tempo computacional, uma 
vez que seriam necessários N (número de paineis) vórtices novos 
em cada incremento de tempo, se a condição de aderência plena 
fosse satisfeita. 

O Escoamento Interno. O trabalho experimental de Roque 
( I 994) mostrou que o gradiente da pressão no interior da fresta era 
praticamente constante em todos os casos estudados. Estes 
resultados sugeriram que o escoamento de Poiseuille poderia ser 
um bom modelo para o problema interno . Neste caso, a velocidade 
média no interior da fresta é dada por 

- M2 L'ip 
V= - --. (8) 

l2J.l b 

Como Roque não mediu o perfil de velocidade no interior da 
fresta podemos avaliar a velocidade média nesta região utilizando 
seus dados experimentais com a fórmula acima. Para Re = 40000 
el'ih/b = 0.05 , temos 

V=6.0U . (9) 

O resultado acima mostra a inviabilidade de se modelar o 
escoamento interno por Poiseuille uma vez que é inviável 
velocidades tão altas na fresta. O presente modelo para o 
escoamento interno é inviscido. Admite-se que no interior da 
fresta o escoamento é potencial separando-se na saída da fresta. 
As paredes da fresta são modeladas por uma distribuição linear de 
vórtices e a separação é simulada pela emissão de vórtices na 
saída da fresta. 

RESULTADOS 

Para testar o desempenho do presente modelo do escoamento 
externo, o qual utiliza vórtices com densidade variando 
linearmente sobre os painéis, resultados numéricos foram obtidos 
para um cilindro de seção retangular de razão (b/h) = 2.0, sem 

fresta. Utilizou-se uma malha regular com 60 painéis e o 
incremento de tempo adimensional foi de L'it = 0.05 . O número de 
Reynolds foi de 40000. 

1.0 

0.0 

-1.0 

-2.0 

-3.0 

0.0 1.0 2.0 3.0 

Figura 2- Distribuição de Cp na superfície do corpo sem fresta 
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Os resultados obtidos servem para aferir a eficiência das 
modificações introduzidas. A figura 2 ilustra a boa concordância 
dos valores calculados do coeficiente de pressão, Cp, quando 
comparados com dados experimentais. A diferença encontrada 
nas superfícies laterais pode ser justificada lembrando que os 
valores numéricos são instantâneos, ao passo que a grande inércia 
dos instrumentos de medida suavizam os valores, aproximando-os 
de seu valor médio. 

2.0 

1.0 

0.0 

-1.0 -

-2.0 r ·r-·T. I 
o 1 o 20 30 40 50 

Figura 3 - Evolução temporal de Cd e C1 para o corpo sem fresta 

A figura 3 serve, então, para ilustrar a capacidade da 
simulação numérica de capturar as variações rápidas das 
grande7.as e mostra o comportamento temporal dos coeficientes de 
sustentação e arrasto, C1 e Cd respectivamente. O coeficiente de 
arrasto oscila ao redor de um valor médio que, calculado no 
intervalo de tempo 15 a 50, é representado pela linha pontilhada. 
A Tabela I mostra a boa concordância do valor obtido com relação 
aos dados disponíveis na literatura. 

\ 
Tabela I: Comparação de valores de Cd para o corpo 

sem fresta; b/h = 2.0 

cd 
Kamemoto ( 1994) - numérico 1.50 
Hayashi ( 1990) - experimental 1.55 

Resultado atual - numérico 1.50 
Blevins (1984)- experimental 1.60 

Silva ( 1991) - experimental 145 

O coeficiente de sustentação, como era de se esperar, oscila ao 
redor do valor nulo. Na figura fica claro que este sinal possui uma 
frequência dominante, caracterizada pela oscilação da esteira. 
Uma análise de Fourier resulta na figura 4, que mostra o espectro 
de frequência do sinal de c.. Com o valor da frequência 
correspondente ao pico do gráfico foi calculado o número de 
Strouhal, St, cujo valor é mostrado na Tabela 2. 

A comparação do valor do número de Strouhal calculado com 
dados disponíveis na literatura (numéricos), mostra boa 
concordância. Não foi possível encontrar dados experimentaís 
para a configuração testada e, por esta razão, mostra-se na Tabela 
2 o valor disponível, que corresponde a uma razão b/h= 1.0 
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Figura 4 - Espectro de frequência de Ct para o corpo sem fresta 

Tabela 2: Comparação de valores de St para o corpo 
sem fresta; b/h = 2.0 

St 
Kamemoto-numérico 0.080 

Resultado atual 0.078 
Blevins-experimental (b/h= I. O) 0.120 

Finalmente, a figura 5 mostra o comportamento da esteira. 
Esta figura representa a configuração da esteira, congelada no 
instante correspondente a t = 1 OOOt.t. 

Para analisar o corpo com fresta, a sua superficie foi dividida 
em I 04 paineis de igual comprimento, distribuidos inclusive no 
interior da fresta. Foram simuladas, numericamente, várias 
configurações de fresta, isto é, diferentes valores da razão Ml/b. 
Verificou-se que o modelo adotado é capaz de capturar as 
grandezas globais do escoamento externo, como os coeficientes de 
arrasto e sustentação, assim como a energização da esteira 
(compare as figuras 5 e 8). Como já mencionado, há necessiqade 
de se aprimorar o modelo do escoamento interno, levando-se em 
conta as perdas associadas à viscosidade; este fato fica claro na 
análise da esteira, onde se verifica uma excessiva energização, e no 
cálculo da velocidade no interior da fresta. Esta deficiência parece 
estar influindo na distribuição do coeficiente de pressão que, 
embora qualitativamente boa (mostra, inclusive, aspectos não 
detectados nos dados experimentais - vide a parte anterior do 
corpo), mostra certa discrepância nos valores, como ilustra a figura 
6, um exemplo típico com b/h1=4 e Mllb=0.05. 

Cp 

1.0 

0.0 

-1.0 

0.0 1.0 

l)resente 

experimenml (Silva, 1991) 

2.0 

I s 

3.0 

Figura 6- Distribuição de CP na superficie do corpo com fresta 

Para as condições da figura, a análise de Fourier permite 
estimar o valor do número de Strouhal como sendo St=O.l5. 

A figura 7 mostra o comportamento do coeficiente de arrasto 
em função do tamanho da fresta. Os valores são comparados com 
os resultados experimentais de Roque ( 1994 ). Verifica-se que o 
comportamento geral dos valores calculados acompanha os dados 
experimentais, embora sejam sistematicamente menores. Este fato 
pode ser atribuido à excessiva energização da esteira, como já 
citado. É importante mencionar, também, que os valores 
experimentais apresentam incerteza, uma vez que eles foram 
obtidos por integração do campo de pressão que, como mostra a 
figura 6, não é a metodologia mais indicada. 

Cabe, finalmente, mencionar que as figuras 5 e 8 mostram 
configurações instantâneas da esteira. Embora estas configurações 
sejam bastante ilustrativas, não há dúvidas de que as animações 
com sequências instantâneas da esteira são capazes de ilustrar com. 
uma riqueza maior de detalhes a dinâmica do desenvolvimento da 
esteira. 
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Figura 7 - Coeficiente de arrasto versus tamanho da fresta 
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SUMMARY 

The vortex method is used to simulate the externa! tlow 
around a cylinder with rectangular cross section, which has a 
longitudinal gap. We assume the tlow to be inviscid inside the 
gap. For the externa! flow we use a version of the vortex method 
where the body is represented by a vortex distribution that varies 
lineraly over the panei length. Calculated results for the drag 
coefficient and for the Strouhal number present good agrcement 
when compared to experimental and numerical results available in 
the litcrature. 
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RESUMO 
A determinação da força de arrasto que atua sobre corpos rombudos de formas complexas é de 
interesse nos projetos de engenharia. A determinação experimental desta força é onerosa e a sua 
estimativa utilizando as ferramentas numéricas tradicionais é limitada e exige tempo e máquinas 
poderosas. Neste trabalho, apresenta-se uma alternativa para a estimativa desta força, com a 
utilização da lógica "fuzzy" combinada com os algoritmos genéticos. O algoritmo desenvolvido é 
extremamente rápido, não exige máquinas poderosas e apresenta a vantagem de se aperfeiçoar 
com a sua utilização. 

INTRODUÇÃO 

A análise do escoamento ao redor de um corpo 
de formas aerodinâmicas simples e a determinação das 
grandezas de interesse associadas a e~te escoamento 
podem ser consideradas como bem estabelecidas. 
Devido as complexidades introduzidas pelo fenômeno da 
separação e pela esteira viscosa, o mesmo não pode ser 
afirmado quando o corpo possui formas rombudas e 
complexas. 

Uma análise, mesmo que superficial, revela, nos 
problemas de engenharia atuais, uma predominância de 
situações em que se pode identificar um corpo de formas 
rombudas ao redor do qual um fluido se movimenta. 

· Caracteriza-se, assim, a necessidade de se 
dlrecionar esforços para o desenvolvimento de 
procedimentos que possibilitem a análise deste tipo de 
escoamento e a determinação das grandezas de 
interesse, como as cargas aerodinâmicas, por exemplo. 
Os avanços que se observam na área computacional faz 
prever que as técnicas numéricas representarão 
alternativas bastante atraentes para a análise do 
escoamento ao redor de corpos rombudos; estes avanços 
ocorrem tanto no desempenho das máquinas como nos 
algoritmos utilizados. De fato, o aumento do desempenho 
das máquinas viabiliza a utilização de métodos como o 
método dos elementos finitos, das diferenças e dos 
volumes finitos, etc. (que utilizam uma descrição euleriana 
com malhas extremamente complexas) e o método de 
vórtices (que utiliza a descrição lagrangeana). Mais 
ainda, o desenvolvimento da computação paralela agiliza 
sobremaneira estes métodos e permite que novos 
algoritmos e métodos sejam desenvolvidos, como por 
exemplo as técnicas conhecidas como "cellular automata". 
Deve-se observar, porém, que se hoje já se consegue 
analisar o escoamento ao redor de corpos de formas 
simples, a tarefa ainda é gigantesca quando as formas são 
complexas; a situação toma-se mais complicada quando o 
escoamento é tridimensional. 

O que se observa, no entanto, é que em boa 
parte das aplicações não se exige a análise detalhada do 
escoamento, mas apenas algumas grandezas a ele 
associadas. Como exemplo, pode-se citar a força de 
arrasto que, em muitas aplicações, é a única grandeza que 
se precisa conhecer. Nestes caso, técnicas e 
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procedimentos alternativos podem apresentar resultados 
imP.diatos e de boa qualidade. Este trabalho representa 
um esforço nesta direção; utiliza-se a lógica fuzzy e 
algoritmos genéticos para se estimar o coeficiente de 
arrasto de corpos com formas complexas. Este esforço 
tem como produto um algoritmo que permite estimar a 
força de arrasto, atuante em corpos de formas complexas, 
com uma precisão suficiente para as aplicações de 
engenharia. O processo de estima da força de arrasto é 
extremamente rápido e dispensa cálculos complexos ou 
experimentos custosos para a descrição do escoamento, 
do campo de pressão, etc. A estimativa é efetuada 
utilizando o conhecimento subjetivo que se tem dos 
fenômenos físicos (expertise, leis físicas, raciocínios) que 
são previamente traduzidos em regras explicitadas a priori; 
dados eventualmente disponíveis são usados para 
melhorar o desempenho do algoritmo. A utilização de 
algoritmos genéticos permite que os procedimentos sejam 
modificados, atuando de acordo com os resultados obtidos 
para que estes melhorem a cada uso do algoritmo. 

Uma configuração complexa, composta de um 
cilindro e um disco montados coaxialmente , é testada 
com bons resultados. Verifica-se que, além de 
proporcionar uma maneira rápida para se estimar a força 
de arrasto, os procedimentos permitem a identificação de 
fenômenos não previstos e que aparentemente não fazem 
parte do conhecimento acumulado até então. 

RESUMO TEÓRICO 

Cargas Aerodinâmicas. A ação de um fluido sobre 
um corpo, que através dele se movimenta, manifesta-se 
através da tensão que, integrada sobre a superficie deste 
corpo, resulta na força aerodinâmica, representada por F. 
Como indicado na figura (1}, costuma-se decompor esta 
força segundo duas . direçiSes perpendiculares: a 
componente na direção do escoamento (portanto oposta 
ao sentido deste)' recebe o nome de força de arrasto e é 
representada por O enquanto que a componente na 
direção perpendicular ao escoamento recebe o nome de 
força de sustentação e é representada por L. As letras F, 
O e L são utilizados para representar as intensidade 
destas forças. 
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Figur? 1 - Força aerodinâmica 

Uma análise dos mecanismos envolvidos no 
fenômeno mostra que a seguinte equação formal pode ser 
escrita: 

F=F(forma, tamanho, orientação, prop.do fluido, prop. do 
escoamento) 

Se a forma do corpo não variar e se as condições 

H1 - o fluido escoa de maneira incompressível 
H2 - o regime é permanente 

forem observadas, pode-se simplificar a equação acima e 
reescreve-la como 

F=F(I, a , r, J.1, V) 

onde : I = dimensão característica, a = ângulo de ataque 
(medido em radianos), p = massa específica, J.1 = coef. de 
viscosidade e V = velocidade característica. 

O teorema ue Buckinghan e a lei da 
homogeneidade dimensional permitem escrever a equação 
&dimensional equivalente 

onde 

~=CF(7t1,1t2, ... ,a, Re) 

F 
CF 

1 - pV212 
2 

Re = pVl 
~ 

coeficiente de forca 

(1) 

e n1 , n2 .. . são grupos adimencionais que definem a forma 
do corpo. 

Dos textos de Mecânica dos Fluidos verifica-se 
que a tensão no fluido pode ser representada por: 

O ;j = - pôij +d;j 

onde a função delta de Kronecker é definida como 
8 ij = 1 se i = j e õ ii = O se i #:. j Nesta equação, o 

primeiro termo do lado direito refere-se à pressão e está 
associado à componente normal (para simplificar este 
termo será representado apenas por -p-), enquanto que o 
segundo termo engloba os efeitos da viscosidade e está 
associado às componentes tangenciais da tensão (será 
indicado pt>r --r-) Desta maneira tem-se que: 

D = JpcosedA + JtsinedA (2.A) 
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L=- Jpsin8d.A + Jt cosedA (2.8) 

Em particular, para a força de arrasto, pode-se 
inferir que esta seja composta de duas contribuições: a 
força de arrasto associada às componentes tangenciais -
Dr - e a força de arrasto associada a componente normal -
Dp-. Em geral, o termo Dr assume valores pequenos 
porque o número de Reynolds para a maior parte dos 
escoamentos de interesse é muito alto. No entanto, para 
corpos de formas esbeltas (asas, placa plana, etc.) ou se o 
número de Reynolds assumir valores pequenos, a força de 
arrasto será composta praticamente desta parcela. O 
termo Op é conhecido como força de arrasto de forma uma 
vez que a sua dependência da forma do corpo e da 
orientação deste com relação ao escoamento é grande. 
Das expressões (2), acima, pode-se inferir que, para os 
casos de interesse deste trabalho, tem-se como boa 
aproximação: 

Dp = Jp cos8dA (3) 

Nos escoamentos para os quais há um 
predomínio das forças de inércia sobre as viscosas, o que 
é caracterizados por um alto valor do número de Reynolds, 
a contribuição do arrasto de forma é predominante na 
força de arrasto total. Se o número de Reynolds for alto 
e, ainda, se o corpo possuir formas rombudas a força de 
arrasto praticamente se confunde com a componente de 
forma; a componente Dr assume um valor muito pequeno 
quando comparado com o valor da componente Op, 
podendo ser desprezada. 

Fazendo-se um paralelo com a expressão (1), 
pode-se definir o coeficiente (adimensional) de arrasto 
como 

D 
Cd = 1 I 2V21 2 (4) 

que, para escoamentos ao redor de corpos rombudos 
caracterizados por valores elevados de Re pode ser, 
aproximadamente, calculada substituindo O por Op da 
expressão (3), ou seja 

cd = J pcosedA 
112V212 (5) 

onde, nestas condições, a pressão depende fracamente 
de Re. Conclui-se, portanto, que se o corpo é rombudo e 
Re assume valores elevados, o coeficiente de arrasto é, 
praticamente, independente de Re. O coeficiente de 
arrasto depende praticamente da distribuição de pressão 
sobre a superfície do corpo e da orientação desta com 
relação à direção do escoamento. 

A distribuição da pressão na parte a montante do 
corpo praticamente coincide com a distribuição da pressão 
se o escoamento fosse potencial, porém, muda 
drasticamente após a separação. Nesta região separada, 
em contato com a esteira viscosa, a pressão mantém-se 
praticamente constante e é denominada de pressão de 
base. Esta pressão de base pode ter seu valor 
modificado pela presença de corpos a jusante, um fato 
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muito importante e explorado na redução da força de 
arrasto com a utilização de corpos de formas complexas. 

~. Fuzzy Sets e Fuzzy Logic são termos que, 
a cada dia, tomam-se mais comuns em diferentes áreas 
do conhecimento e suas aplicações. Na área tecnológica, 
em particular, estes termos já se encontram incorporados 
aos produtos de última geração e que são utilizados no dia 
a dia. Por paradoxal que pareça, no entanto, estes 
termos e todo o conhecimento associado tem sidos 
explorados muito aquém de suas potencialidades, na 
Engenharia Mecânica, a ponto de não se ter, ainda, 
palavras ou expressões, em português, que traduzam os 
termos acima referidos. Neste trabalho a palavra "fuzzy'' 
será utilizada. 

Talvez, o Princípio da Incompatibilidade (Zadeh, 
1965) possa induzir e ilustrar o porque da utilização dos 
conjuntos e lógica fuzzy em problemas como o abordado 
neste trabalho. Este princípio diz: "as the complexity of a 
system incresses, our ability to make precise and yet 
significant statements about its behavior diminishes until a 
threshold is reached beyond which precision and 
significance become almost mutually exclusive 
characteristics': Nesta altura é interessante relembrar a 
introdução e o item sobre cargas aerodinâmicas para se 
ter uma ordem de magnitude das dificuldades envolvidas 
na proposta mais ampla do trabalho. 

O conhecimento subjetivo é normalmente 
ignorado nos projetas de engenharia de ponta, onde as 
ferramentas de trabalho são compostas de conhecimentos 
objetivos (modelos matemáticos, por exemplo); no entanto, 
este conhecimento (informações linguísticas não 
mensuráveis como por exemplo a experiência de um 
especialista) é usado com muita frequência na avaliação 
destes projetas. O que se propõe, com o enfoque deste 
trabalho, é que estas duas formas de conhecimento 
possam ser harmonicamente utilizadas na solução de 
problemas reais e a lógica fuzzy é a ferramenta que a 
viabiliza . 

Para que se apresente a proposta de trabalho é 
necessário alguns conceitos e definições. Aqui, apresenta
se apenas um resumo e para uma introdução ao assunto 
recomenda-se o livro de Ross, 1995. 

A teoria de conjunto fuzzy é uma generalização da 
teoria dos conjuntos, com a finalidade de representar 
matematicamente o conceito de vago ou de algo definido 
com uma fronteira vaga. Enquanto que, na teoria de 
conjunto clássica, associada ao conjunto A, define-se 
l-LA (x) => função de pertinência (função característica) tal 
que J.LA (x) = O se x e; A e J.LA (x) =1 se x e A, (isto é a 
função de pertinência assume apenas dois graus de 
pertinência: zero e um), a função de pertinência f.'F(X) de 
um conjunto fuzzy pode assumir qualquer valor no 
intervalo [0, 1] e representa uma medida do grau de 
similaridade do elemento do conjunto. A idéia é muito 
simples: uma pessoa com uma altura um pouco menor 
que 1 ,8m pertence ao subconjunto das pessoas baixas e 
outra pessoa com uma altura um pouco maior que 1 ,8m 
pertence ao subconjunto das pessoas altas; isto se os 
conceitos tradicionais de conjunto forem utilizados. Com 
os conjuntos fuzzy cada uma dessas pessoas podem 
pertencer simultaneamente aos dois subconjuntos com 
graus de pertinência entre O e 1. Uma consequência 
imediata deste fato é que a lógica fuzzy permite que se 
viole a lei de não-contradição, isto é, uma pessoa pode 
pertencer simultaneamente aos dois conjuntos. Outro 
fato a se observar é que a soma dos graus de pertinência 
não precisa ser obrigatoriamente igual a unidade. 
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Os operadores lógicos comumente utilizados em 
lógica fuzzy são: and, or e not . Estes operadores atuam 
sobre as funções de pertinência; por exemplo, no caso de 
"A and B " o retorno corresponde ao min(J.LA , l-la) , no caso 
de "A or B "o retomo corresponde ao max(I-LA , li8 ) e "not 
A" retoma (1 - l-LA). 

Com estes operadores as regras fuzzy são 
montadas; uma regra típica seria por exemplo. 

"IF (A is Small) ANO (B is Medium) THEN (C is Big) " 

Os sistemas fuzzy, assim como os sistemas 
tradicionais são compostos por regras. Nestes as regras 
começam a atuar quando a premissa é verdadeira ou 
acima de fator de confiança, com os sistemas fuzzy as 
regras atuam com diferentes intensidades dependendo do 
grau de confiança de cada premissa. O conjunto de 
regras pode ser compactado numa matriz relacional, 
também conhecida como memória associativa. Se cada 
linha da matriz corresponde a um valor de A e cada coluna 
a um valor de B, então o valor "Big", na regra acima 
identifica-se com a linha "Small" e a coluna "Medium. 

Os métodos de inferência fuzzy são usados para 
decidir como combinar as premissas em uma única regra 
fuzzy e, depois, como combinar os resultados das regras 
que possuem a mesma variável como resultado. Existem 
algumas alternativas (Lee, 1990) para se escolher os 
métodos de inferência. Em Lee 1990, utiliza-se o método 
de inferência conhecido como (max-min) e que é ilustrado 
graficamente na figura (2). 
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Figura 2 - Inferência e defuzificar 

Como os métodos de inferência fuzzy mapeiam 
subconjuntos fuzzy a subconjuntos fuzzy, em geral, há a 
necessidade de se providenciar um "defuzificador", que vai 
providenciar o mapeamento de um subconjunto fuzzy em 
um número. Novamente, várias alternativas para o 
"defuzificador'' existem (Ross, 1995). A alternativa 
utilizada no trabalho é conhecida como o método do 
centróide e é ilustrado graficamente na figura (2) 

Algoritmos Genéticos. Algoritmos genéticos (GA) 
fazem parte da classe de técnicas de procura que se 
caracterizam pela robustez e simplicidade mecânica de 
sua aplicação; os GA efetuam uma procura inteligente 
num espectro infinito de soluções ao invés de se restringir 
a procura a um domínio finito onde os resultados são 
esperados. Estas características são aqui aceitas porque 
uma discussão sobre estas e outras características 
associadas aos GA fogem ao escopo deste trabalho; aos 
interessados recomenda-se a leitura de Goldberg, 1989. 

Estes algoritmos, pode-se dizer, utilizam os 
conceitos da Teoria da Evolução de Darwin, os quais 
enfatizam o fato de que a existência dos seres vivos está 
relacionada com a regra de sobrevivência pela adaptação 



e que novos seres ou classes aparecem através dos 
processos de reprodução, permutação genética e mutação 
entre os elementos (Forrest, 1993); nos GA estes conceitos 
adptam-se para serem utilizados numa linguagem 
computacional. Cria-se, inicialmente, um número finito de 
possíveis soluções do problema (população ou geração 
inicial), cujo desempenho é testado individualmente. Uma 
parte das boas soluções são selecionadas e as demais 
são descartadas. As soluções selecionadas são 
submetidas aos processos de reprodução, permutação 
genética e mutação para criar a nova população ou 
geração de soluções, das quais se espera um 
desempenho melhor do que aquele da geração inicial. 
Este processo é repetido até se obter o objetivo desejado. 

Nos GA o conjunto de variáveis do problema é 
codificado como uma cadeia finita e concatenada de bits, 
ou cromossomos. Na verdade esta cadeia é formada por 
subcadeias ou genes, representando, na forma binária, o 
valor da variável a ela associada. A cadeia de bits é, 
portanto, uma combinação de algarismos zero e um (veja 
figura (3)). Assim sendo a população inicial é 
representada por n cadeias ( n é o número de variáveis) 

• de igual comprimento e, como cada cadeia representa 
uma possível solução do problema, pode-se determinar o 
desempenho desta solução ( o valor de adaptação ou 
função objetivo). 

O processo de reprodução, ou operador 
reprodução, consiste em selecionar as cadeias de melhor 
desempenho e garantir que estas sejam copiadas na 
geração seguinte. Desta maneira garante-se que as 
melhores soluções (cadeias) persistam e contribuam para 
a formação de novas soluções nas próximas gerações. 
Por questões computacionais práticas, deve-se controlar o 
tamanho da população e, um dos mecanismos usados 
consiste em se descartar, na geração seguinte, as 
soluções de menor desempenho. 

O processo (ou operador) de permutação 
genética permite que permutações sistemáticas de 
informações entre cadeias sejam efetuadas utilizando 
decisões probabilísticas. Como ilustra a figura (3), a 
permutação genética entre duas cadeias é efetuada 
através dos seguintes passos: 
- determina-se randõmicamente um local em ambas as 
cadeias; 
- a parte inicial da primeira cadeia (formada petas 
subcadeias anteriores ao local determinado randomi
camente) é unida com a parte final da segunda cadeia 
(formada pelas subcadeias posteriores ao local determi
nado randomicamente) para formar a primeira nova cadeia 
resultante do processo de permutação genética; 
- o que restou da primeira cadeia, ou seja, a sua parte final 
é unida com a parte inicial a segunda cadeia para formar a 
segunda nova cadeia resultante do processo de 
permutação genética. 

Desta maneira informaçõe~ entre cadeias são 
trocadas e partes de boa qualidade são combinadas e 
permutadas. 

Os operadores de reprodução e de permutação 
genética são os responsáveis pela maior parte do poder 
dos GA. No entanto, nem sempre estes dois operadores 
possuem a capacidade de obter a solução ótima. Por 
exemplo, no processo de criação de uma população pode 
ocorrer que toda a população de cadeias esteja destituída 
de uma informação vital para se obter a solução mais 
correta ou ótima (o número O na décima posição, para 
exemplificár); as futuras gerações jamais teriam esta 
informação se apenas os operadores de reprodução e de 
permutação genética fossem utilizados. Nestas situações 
é que o operador mutação se toma importante. Este 
operador identifica randomicamente uma posição na 
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cadeia e inverte o valor, isto é, se nesta posição existir o 
número 1 , este é substituído pelo número O, e vice 
versa. Mimificando a natureza, o processo de mutação 
deve ocorrer muito raramente nos GA. 

1lololol1lol1lolol1 
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Figura 3 - Processo de permutação genética 

Outros operadores mais avançados existem e 
podem ser incorporados nos GA (Goldberg, 1989), mas os 
três operadores mencionados são os mais importantes e 
mais comumente utilizados. 

Neste trabalho os GA foram utilizados na geração 
das funções de pertinência mais apropriadas ao problema, 
como descrito abaixo. 

CARGAS AERODINÂMICAS 

Coeficiente de Arrasto. Num projeto de 
engenharia, que envolve o movimento de um corpo num 
fluido, a determinação das cargas aerodinâmicas, em 
particular a determinação da força de arrasto, é a atividade 
mais importante. Como discutido na Introdução, a 
determinação da força de arrasto que atua em corpos de 
forma rombuda é muito difícil. O grau de dificuldade é 
aumentado quando o corpo não·possui formas simples. 

Neste trabalho, apresenta-se os resultados 
preliminares, que estão sendo desenvolvidos visando a 
estimativa da força de arrasto de corpos rombudos de 
formas complexas. Para a estimativa da força de arrasto 
são utilizados técnicas que incluem a lógica fuzzy e os GA. 
A forma do corpo escolhida é definida na figura (4}. Esta 
configuração apresenta algumas vantagens, neste estágio 
de desenvolvimento da técnica; o corpo rombudo, 
apresenta uma forma bastante complexa de modo que a 
mudança de alguns parAmetros altera substancialmente o 
comportamento do escoamento e dados experimentais 
estão disponíveis para que se possa aferir os resultados e 
orientar os desenvolvimentos futuros. No presente 
estágio, decidiu-se que seria mais prudente restringir a 
atenção aos escoamentos caracterizados por Re altos; 
influiu nesta decisão o fato de se dispor de resultados 
experimentais apenas nesta faixa (Bievins, 1984). 
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Figura 4 - Geometria e definições 

Nas condi';ões estabelecidas a equação (1) pode 
ser escrita como: 

C0 = f(G , H) 

onde, como definido na figura, G representa a separação 
entre o corpo principal (o cilindro) e o disco montado co
axialmente à sua frente e H a razão entre os diâmetros. 

Cada uma das grandezas da equação acima foi 
definida como variável linguística assumindo os valores 

EB (extremamente baixo), MB (muito baixo), BA (baixo), 
ME (médio), Al (alto), MA (muito alto) e EA (extremamente 
alto). 

com as respectivas funções de pertinência como ilustrados 
na figura (5). Observe que cada função de pertinência 
fica definida por apenas três valores; a função de 
pertinência associada a EB fica definida pela tríade 
(a1 ,b1 ,c1), aquela associada a MB por (a2,b2,c2), por 
exemplo. 

Figura 5 - Funções de pertinência 

As regras fuzzy, definidas pela matriz relacional 
abaixo, representam as informações linguísticas que se 
tem sobre os mecanismos responsáveis pela força de 
arrasto que atua sobre o conjunto cilindro + disco. Estas 
informações traduzem o que foi discutido no item (2.1): a 
força de arrasto nas condições do problema, confunde-se 
com a força de arrasto de forma e esta resulta da 
distribuição da pressão sobre a superfície do corpo. Com 
estas premissas e lembrando que Re é elevado, pode-se 
inferir qualitativamente o comportamento da pressão na 
superficie do corpo, em função da 9eometria, das linhas 
de corrente, da posição e forma da esteira, etc. 

Tabela 1 -Matriz relacional 

G\H EB MB BA ME Al MA EA 
EB EA EA EA MA MA ME EA 
MB EA EA Al Al Al MB EA 
BA EA MA ME AL MB EB EA 
ME MA Al BA BA EB EB EA 
AL At. ME BA BA MB EB EA 
MA MA AL BA BA BA MB EA 
EA MA Al ME ME ME AL MA 
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RESULTADOS 

As tríades que definem as funções de pertinência 
foram inicialmente assumidas de acordo com os 
conhecimentos linguísticos e alguns dados disponíveis 
para Co. 

Os resultados obtidos foram surpreendentemente 
bons do ponto de vista qualitativo, apresentando, porém, 
resultados discrepantes para algumas condições, quando 
comparados com os dados experimentais. A análise 
destas condições mostra que algum fenômeno físico 
inesperado ocorre e que não conseguimos ainda explicar. 

Ao se efetuar estas comparações, o algoritmo 
guarda os valores estimado e real (obtido experimen
talmente) e, após um número pré-determinado de 
comparações, as funções de pertinência são redefinidas 
com o auxílio do GA., garantindo, desta maneira, que os 
valores estimados melhorem com o uso do algoritmo. A 
geração inicial era composta de 10 cadeias (ou 
cromossomas) com 21 sub-cadeias (ou genes). Os 
melhores cromossomas de cada geração (50%) foram 
escolhidos para a permutação genética, enquanto que 
apenas 10% de cada geração foram reproduzidos na 
geração seguinte. Como a geração inicial era pequena e 
como a taxa de crescimento permitida foi de 10% com um 
limite máximo de 20 elementos por geração, adotou-se 
uma porcentagem relativamente alta de elementos (10%) 
para sofrerem o processo de mutação 

Tabela 2 - Valores reais e estimados do 
coeficiente de arrasto 

-·--G-----···--H .. ····----·-·c;;··---·---··-c;;-·--··---·--·ÊRRõ"'-
(Real) (Estimado) % 

1.50 0.125 0.57 0.58 1.75 
1.50 0.500 0.32 0.33 3.12 
1.50 1.000 0.63 0.61 3.17 
1.00 0.125 0.53 0.58 9.43 
1.00 0.500 0.25 0.24 4.00 
1.00 1.000 0.68 0.74 8.82 
0.50 0.125 0.55 0.58 5.45 
0.50 0.500 0.25 0.21 16.00 
0.50 1.000 O. 71 O. 75 5.63 
0.25 0.125 0.71 0.72 1.41 
0.25 0.500 0.38 0.40 5.26 
0.25 1.000 0.73 0.74 1.37 
0.05 0.125 0.74 0.73 1.35 
0.05 0.500 0.72 0.62 13.88 
0.05 1.000 0.75 0.73 2.66 

- o -m_,._,.-..--~ . • .._ __ ,. ___ ,_.. . , _..,~,_.._..,...,._ _ _ ,,_ ..... __ ~-·~·""'-".._. .... ,~ .. ~~~•-•-• -..o•.••--•-"-••~··-·•• 

A tabela (2) mostra alguns valores estimados do 
coeficiente de arrasto correspondentes a valores da razão 
de diâmetros -G- e a separação -H-. Como pode ser 
observado os resultados podem ser considerados bons. 
Verifica-se que alguns valores estimados (em negrito na 
tabela) apresentam uma discrepância grande quando 
comparados com os valores reais. Estes casos 
discrepantes ocorrem quando a razão de diâmetros -H
situa-se nas vizinhanças de 0.50; aparentemente o 
coeficiente de arrasto sofre uma queda, cuja explicação 
física não pudemos identificar. Deve-se observar, no 
entanto, que embora o erro percentual seja grande, o erro 
absoluto é aceitável. 

Com um pouco mais de experiência pode-se 
reformular ou modificar uma das regras na matriz 
relacional para amenizar ou diminuir o erro cometido. 
Neste particular, é interessante notar que, eventualmente, 
o GA poderá amenizar os erros nesta faixa, mesmo que as 



atuais regras da matriz relacional sejam mantidas; aliás, 
este é um fato que se espera com a utilização do 
algoritimo. No entanto, tendo constatado a ocorrência do 
fenômeno, o mais indicado seria entender o fenômeno 
físico e interpretá-lo modificando uma ou várias regras da 
matriz. 
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SUMMARY 

The ca/culation of the aerodynamic loads acting 
on a bluff body with a complex geometry is very difficult 
and time consuming. ln this paper fuzzy logic and fuzzy 
sets theory are used to estimate, in a very effective way, 
the drag coefficient of a bluff body. These tools are, 
generally, used in control problems, in which a feedback 
process is present. ln our "static" problem, the feedback 
is not available and genetic algorithms are used to provide 
a guidance, necessary to improve the estimative of the 
drag coefficient. 
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SUMMARY 

A n exact solution of the shock tube pmblem for high-temperatw·e equilibrium a ir is presented. A ir 
proper!ies at high temperature are calculated using a method of equilibrium statistical mechanics. ln 
the expú~sion region, the Riemann invariants are written in a discrete form by using the Simpson 
intcgration method. Shock and expansion cquations are matched in a system of nonlinear algebraic 
t:quations, in which primary variables are rcdu ccd to two thermodynamic parameters (pressure and 
temperature); this system is solved by the Newton-Raphson method. The shock tube problem is solved 
for air-air case, as an illustration to th e expansion tube application. 

INTRODUCTION 

The solution of the Riemann problem is an essential 
part of many moelern numerical methocls. Among them , 
we can cite the ranelorn choice methoel RCM (Glimm, 19fl.~; 

Chorin anel Marsden , 1990) , MUSCL, TVD , etc . (for an 
overview, refer to Yee , 1987). Most of these methods make 
use of an approximate Riemann solver. To assess the pre
cision of a new methoel, frequ ent.!y it is appli ed to solve 
a problern of known solution, like the shock tub e problem , 
which is a part.icular case of the Riemann problem . When 
high-t.emperat.ure effect.s, i. c. , dissociation , ionization , vi
brational relaxat.ion , t.hermal ra diation etc. are included, an 
exact solution may not be easily fOlmd. An exact Riemann 
solver taking into account such effects is useful ,.,, a kernel 
of severa! numerical methods. Furthermore there is another 
important reason for studying a Riemann problem includ
ing high-ternperature effect.s. Recently, the world-wide in
terest in genera ting high-enthalpy ftows is increasing, due to 
aerospace project.s related to spaceplanes, AOTV's, space 
shuttles etc. A "high-ternperature'' Riemann solver can be a 
va luable too] in t.he elevelopmcnt of shock tubes , expansion 
t.ubes , shock t.unnels and similar appa1·at.us t.hat can produce 
high-e,,:!ialpy ftows at. laboratory levcl. 

For ideal gas es t.he exact. solution of Riemann problem 
is well known. Approximat.e solutions fo:· non-ideal gases 
or gases with complex equat.ions of state have b een in
vestigat.ed by many aut.ho1·s likc Colella anel Glaz (1985) , 
Dukowicz (1985) , Wada, Ogawa and lshigura (191m) , and 
Pike ( 1993). As previously discnssed, lhe indusion of 
high-temperat11re effects introdnces ·'considerable difficnlt.ies. 
Ess er and Grünig ( 1987) presented an exact. solution of 
une-dimensional Riemann problem with equilibrium high
t.emperat.ure effects in air. They det.errnined t.he st.at.es in 
regions (2) and (3 ) of Fig. 1, by int.ersect.ing lhe shock and 
expansion curves in t.he pressure-velocity-plane nsing a sec
ant. iterat.ion rnet.hod. The shock curves were det.crmined 
from the Rankine-Hugoniot. conditions, and t.he expansion 
curves frorn the const.ancy of Riemann invariant.s . 

ln t.his paper , t.he shock a nd expansion regions are 
simult.ancously solved nsing t.he Newt.on-Raphson met.hod. 
The nnknown variables are rednced to a set. of thermo
dynamic paramet.ers. The thcnnodynamic prop crties of 
high-temperat.ure equílibrimn air are evalnat.ed nsing thc 
computat.ional codc Therrno , developed by Km·eeda and 
Hinckel (1991). This code handles tempcrat.m es frorn 273 K 
lo 15000 K and pressmes frorn 0.0001 at.m to 100 atm. The 
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shock tube problem is solved for air-air case, which illus
trates 'the potential use of the present work to analyze an 
expansion tub e. 

AIR MODELLING 

At roam temperature, air was assumed to consist of 
x~ 2 = 78.084% of nitrogen, x~2 = 20.948% of oxygen and 
x~, = 0.968% of argon. Molar fractions of nitrogen and oxy
gen were taken from the U. S. Standard Atmosphere (Na
tional Oceanic anel Atmospheric Administration, 1976). All 
molar fractions from minor species were summed up and in
clucled in the molar fraction of argon. This model holds in 
the region up to 86 km of altitude, which is especially im
portant because it is there that occurs most of the reentry 
deceleration , and also includes the shuttle and rocket paths 
and the ftight corridors of air-breathing hypersonic vehicles. 

ln the present moclel, díssociation and ionization pro
cesses are taken into accOlmt at high temperature, and 13 
chemical species are considered: N2, 02, NO , N, O, Ar, 
NI, OI , No+ , N+ , o+, A,.+ anel free elect rons e-. Chem
ical anel t.hcrmodynamic equilibria are assumed. Chemical 
react.íons in consieleration, basic equations for chemical equi
libriurn and thermodynamic f1mctions are based on Koreeda 
and Hinckel's paper (1991). Further details can be fotmd in 
Korceda 's work (1990), Koreeela and Honma's paper (1996). 

SHOCK T UBE PROBLEM 

The sho ck tube problem is a special case of the Riemann 
problem tsee for example , Chorin and Marsden , 1990). The 
Riemann pmblem concerns the time evolut.ion of waves, 
gi ven an initial eliscontinuous dist.ribut.ion of pressnre, t.em
perature, densit.y and velocity. One possibl e case can b e 
vi sualized in Fig. 1. Frorn right to left there are five regions: 
1melisturbed region (1), region (2) between shock wave and 
cont.act. sur·h ce , region (3) b etween contact. surface and ex
pansion t.ail , cxpansion fan ( 5 ), and 1mdisturbed region ( 4 ). 
Ot.her cornbinat.ions of shock wave, contact surface and ex
pansion wave are possible, but in the present paper, only the 
configuration shown in Fig. is eliscussed. ln t.his section, the 
objective is to build the basic algorithm to solve regions (2) , 
(3) and (5) , given known conditions in (1) mel (4) . Vis
cosity is not. taken into accotmt . Only the one-elimensional 
case is considereel , and there a re no variations in cross sec-
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Figure 1 - Space-time diagram for the Riemann problem 

tional area. The equilibrium (one-temperature) gas model 
is assumed. 

To solve the Riemann problem, let us start with the 
shock wave. Considering a frame of reference fixed in the 
shock anel a steady shock velocity Us, the basic theory of 
a st.ationary shock wave can be applied. 1f we define the 
velocity variation l:.u, 

l:.u= (u.-u1)-(u,-u2) = u2-u1 
( Us - U1) Us - Ut 

( 1) 

the conservation of mass is expressed as 

l:.u = 1- Pt/P2 , (2) 

where subscripts refer to regions (1) anel (2). The balance 
equation of momentum gives 

P2 =l+PI(u,·-ut)
2

l:.u 
PI PI 

(3) 

and from the conservation of energy we have 

h2 = 1 + ( Us- Ut )2 .C:.u(2- l:.u) 
ht 2hl 

(4) 

Density anel enthalpy in region (2), i. e., P2 anel h2, are 
functions of pressure p2 anel temperature T2. Thermo code 
is used to calculate density P2 anel enthalpy h2 as dane by 
Koreeda anel Hinckel (1991). 

ln the expansion region (5) we have 

j ta;J dp 

U3 = u4 =F ... d p(p, T)a(p, T) (5) 

and 
s(p, T) = s ... d (6) 

where Eq. (5) comes from the integnition of Riemann invari
ants anel Eq. (6) comes from the entropy constancy in the 
expansion fan. ln Eq. (5), minus signal before the integral 
holds for a right-facing wave anel plus signal for a left-facing 
wave. Density, speed of sound anel entropy appearing in 
these equations are calculated by using Thermo. The in
tegral in Eq. (5) is numerically calculated by the Simpson 
method. 

The shock relations, Eqs. (1) to (4), are coupled to the 
expansio11 relations, Eqs. (5) anel (6), by considering that, 
across the contact surface, velocity anel pressure remain con
stant, i. e., u2 = u3 anel P2 = P3· Hence, the coupled 
shock-expansion relations, after some rearrangements, can 
be written as 

!t(P2,T2,r:'))=1+ .C:. (
1 

T)(u2-ut)
2

-P2 =0 (7) 
Pt u P2, 2 Pt 
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() h (p2 , T2 , T5 ' ) 1 + [2 -.C:.u(p2, T2)] (u
2 

_ ut)2 _ 
2htl:.U(P2' T2) 

h2(p2, T2) =o (8) 
hl 

h (p2, T2, Tt)) = s3 (p2, 13) - 84 = O (9) 

f ( T T.(•J) ( (i) r,('J) . N i+3 P2, 2, 5 = ss Ps , 5 - S4 = O, 1 S 1 S 2 - 1 

U2 

(10) 

l:.u(p2, T2) = 1- P1/P2(p2, T2) (11) 

l:.p { 1 4 1 
= U4±- -+ +--

3 P4 p(N)a(N) p3a3 
5 5 

+I: [ (2i- 1)
4 

(2i- l) + (2i)
2 

(2i) ] } (12) 
i=l Ps as Ps as 

Pi'l = P (pi'l, rtl) , 1 S i S 2N - 1 (13) 

a(i) = a (p(i) r,('J) l <i< 2N- 1 
5 515 J -- (14) 

Pi') = P4 + il:.p , 1 S i S 2N- 1 (15) 

P3- P4 
l:.p = 2N (16} 

Equations (7) anel (8) come from Eqs. (3) and (4), respect
ive!y. Equation (10) comes from (6). Equation (Il) is are
petition of Eq. (1), for completeness. Equation (12) comes 
from the application of Simpson method to Eq. (5). Density 

pi') anel speed of sotmd ai') are calculated using the expres
sions· shown in . Finally, the pressure inside the expansion 
fan is given by Eqs. (15) anel (16). The number of computa
tional nodes for numerical integration in the expansion fan 
is given by N. ln Eqs. (7) to (16), the snperscripts (i) mean 
positions insicle the expansion fan. 
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Figure 2 - Effect of the number of divisions N usecl in the 
expansion fan calculation. Vertical axis is temperature anel 
horizontal one is positionjtime. PI = 13.3 Pa, T1 = 293 K, 

P4 = 1.842 MPa, T1 = 6303 K 
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Figure 3- Comparison between the present calculat.ion (full line) and the Esser-Gri:inig's results (dashed line). p 1 = 105 Pa, 
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Equations (7) to (10) constitute an algebraic nonlinear 
system of 2(N + 1) equations and 2{N + 1) variables (p2 , 

T2 , T3, rJil). Equations (11) to (16) are used as auxiliary 
equations to this system. The basic tmknowns are pressure 
and temperature, t.he other parameters being derived from 
them. The Newton-Raphson method was used to solve the 
system of equations. The influence of the number of points 
N for integration in the expansion region is shown in Fig. 2. 

. Although increasing N gives more accurate results , this 
implies in a penalty in processing time. Ali the results shown 
in this Chapt.er are for N = 24. 

lf the velocities in regions ( 1) and ( 4) are equal to zero, 
i. e., u 1 = 114 =O, then, the Riemann problem is called shock 
tube problem. Figure 3 shows a comparison of the present 
method for solving the shock tube problem with Esser and 
Gri:inig's ol).e (1987) . Discrepancies can be attributed to t.he 
different high-temperature air models . 

EXPANSJON TUBE: A SIMPLE ILLUSTRATION 

lnitial Considerations. A possible application of the al
gorithm presented in the last section is the simulation of an 
expansion tube. Expansion tub es are nota new concept, but 
recently they have gained revit.alized efforts mainly due to 

Figure 4 .1.me diagram for the expansion tube 
application 
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the necessity to generate superorbital velocities, which ap
pear in reentry f!ows (Neely and Morgan, 1993). At Chiba 
University, preliminary experiments have b een can·ied out 
in a free piston double diaphragm shock tube which is used 
as an expansion tube. Numerical simulation was also con
ducted and compared to experimental results (Mitsuda et 
ai, 1994). ln Mitsuda et ai. 's paper, high-temperature ef
fect.s were not considered. ln the present work equilibrium 
high-temperature effects are taken into· accotmt. The present 
application does not intend to be a specific simulation of an 
expansion tube, but solely an illustration of herein developed 
methods to solve the Riemann problem. ln addition, the res
ults could give us an idea of the extent of high-temperature 
effects. 

A selected portion of the space-time (x-t) diagram for 
an expansion tube is shown in Fig. 4. Let us suppose a 
diaphragm initially separating states (1) and (7). These re
giQns are filled with still air, which implies u 1 = 11 7 = O. 
The test conditions are attained in region (3) . An incid
ent shock wave then comes from a suddenly ruptured dia
phragm or other process. (How this incident shock wave 
is generated is not relevant for the purposes of the present 
application.) The incident shock will be reflected in the dia
phragm separating (1) and (7), and t.he region behind the 
reflected shock is designated by (4). For a given incident 
Mach number Ms(i) equilibrium conditions behind the in
cident. shock, region (6), can be calculated as described by 
Koreeda and Hinckel (1991). These conditions can then be 
used to calculate the parameters in ( 4), by taking care of 
velocity t.ransformations and then proceeding as in region 
(6). For completeness, the flow equations to be solved are 
described in the following subsections. 

lncident Shock. By put.ting the system of coordinates 
fixed on the incident shock, the relative velocity in region (7) 
is simply equa! to the incident shock velocity, i. e. u~ = u;, 
remembering that u7 = O. Then , balance equations of mo
mentum and energy can be written respectively as 

12 
;nddent( 'T') 1 P7U7 A { 'T') P6 

[h P 6,16 = +--wus ps 1 16 --=0 
P7 P7 

(17) 



where ~!.16 comes from conservation of rnass , 

P7 
~t16(P6, T6) = u6j1.1; = 1 - P6(P6, T6 (19) 

The system of equations cornposed by Eqs. (17) and (18) are 
solved for p5•and Ts, by using the Newton-Raphson rnethod. 

Reflected Shock. By placing the systern of coordinates 
on the reflected shock, the relative velocity is u~ = u,. + !.1 6 , 

where 1.1,- is the reflected shock velocity and U 6 is the shock 
velocity in region (6) , which comes frorn Eq. (19), and both 
1.1,- and !.16 are taken relative to the expansion tube. From 
conservation of mass, the reftected shock velocity can be 
written as 

!.1,- = U6 (-
1-- 1) 

~!.14 

where ,1;j4 is givcn by 

P6 
~u4(P4,T4) = 1 - p4(p. ,T4) 

From Eq. (20), the relative velocity in region (6) is 

!.16 
I- --

!.16 - ~!.14 

(20) 

(21) 

(22) 

Then, state ( 4) can be calculated by using again balance 
equations of momentum and energy, respect.ively, 

12 
<efleded( 'T') _ 1 + P6!.16 A ( 'T') )J4 O 9! )J4 1 14- --uU)J4 1 14 --= 

P6 P6 
(23) 
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1 + ~~6 ~u4(P4, T4)[2- ~u4(P4 , T4)] 

h4 (P4, h4) = O , 
- hs 

and ~u4 comes from conservation of mass 

P6 
~u4(P4 , T4) = 1 - p4 (p4, T4) 

(24) 

(25) 

As before, Eqs. (23) and (24) are solved by the Newton
Raphson method. With P4 and T. so obtained, the shock 
tube problem can be solved by sett.ing 1.1 1 = !.14 = O and by 
solving Eqs. (7) to (10). 

RESULTS ANO DISCUSSION 

Two cases were analyzed, one with p 1 = 13.3 Pa and 
another with P I = 133 Pa, and in both cases P7 jp1 = 100 
and T1 = T4 = 293 K. Table 1 summarizes the resu.lts for 
regions (6) and (4). 

ln Fig. 5 t.he present simulation was compareci to t.he case 
where a calorically perfect gas (CPG) model is assumed. Be
hind the refl ect.ed shock, region ( 4) , the t.emperatnre of CPG 
is higher than the temperature of equilibrium gas. As expec
ted, there is a great difference in the temperature between 
t.he two gas rnodels . There is also an appreciable differ
ence in density behavior. The advancing shock velocity of 
equilibriurn gas is less than that of CPG , but the contact 

(b) 30x 103 

25 -i 

[ l 
"1 

"'""' :.::: 15 -~ 

f- ········ .... 
10 . ··· .... ·· .. 
5 

o 
-2000 o 2000 4000 6000 8000 

x/t (m/s) 
(d) 7000 

6000 

5000 

~4000 
E 
; 3000 

2000 

1000 

o 
-2000 o 2000 4000 '>()()() 8000 

x/t (m/s) 

Figure 5- Comparison bet.ween the equilibrium gas model (full linc) anel the calorically perfect gas model (dashed line). (a) 
Density, (b) ternperature, (c) pressure and (d) velo city. Driver-driven: air-air, l\.1 s (i) = 10, p 1 = 133 Pa Pi= lOOpJ , 

r. = r,= 293 K 

22 



Table 1 - Condit.ions before and aft.er shock refl ect.ion , for 
t.he sarne conditions as in Fig. 5: 

PI = 13.3 Pa, PI = 133 Pa, 
P7 = 1.33 kPa P7 = 13.3 kPa 

u; (m /s) 343 1 3431 

u,. (m / s) 660 .6 655. 2 

u6 (m/s) 3062 3036 

P6 (MPa) 0 .1674 1.661 

n (K) 3652 3973 

P4 (MPa) 1.842 17. 26 

T4 (K) 6303 6876 

surface velocity is faster. As a result , the region between the 
shock and the contact surface is narrower in equilibrium gas. 
But the region between expansion tail and contact surface, 
i. e. region (3) , has approximately the sarne length pe1· uni t 
t ime. This region corresponds to t.he test gas of expansion 
tube , and it is desirable to have testing t imes as large as 
possible. ln region (3), pressure, t emperature and density 
a re a lmost the sarne in bo th eq u.ilibrium gas and C P G . 

The lower temp erature values behind the shock , region 
(2) , in case of equilibrium gas, can be explained by the fact 
t.hat dissociation , rna inly of oxygen and in a smaller extent 
nit rogen , consume part of the total ftow energy to occur. The 
equilibriu m chernical cornposition behind the shock is shown 
in Table 2, for the sarne condi t ions as in Fig. 5. Frorn head 
to tail of the expans ion fa n , there is chemical r ecornbination , 
rnainly of atornic oxygen in rn olecules 0 2, as can be seen in 
Fig. 6. T he curves of No+ anel free electrons e- are practic-
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Figure 6 - Equilibrium chemical composition in the 
expansion fan , for the sarne condi t ions as in Fig. 5. 
Vertical dashed !ines at left and r ight cor respond , 
r espectively, to head and tail of the expansion fan 

a lly coincident , showing the main ionized species is NO . T he 
decrease of e- in the direction of expansion tail ar e due to 
the recombination of ionized species in neutral ones. ln Fig. 
7 , results are shown for different initial pressures. There are 
two cases , where p1 = 13.3 Pa or PI = 133 P a, and in both 
cases P7 = lOOp i . Mach number of the incident shock in 
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Table 2 - Equilibrium chemical composition behind the 
shock wave, region (2), for the sarne conditions as in Fig. 5: 

Species Molar fractions 
N 4.53712 X 10 ·l 

o 2.6486 X 10 
Ar 6.20842 x 10 c 

N2 2.71261 X 10 -J 

02 3.98645 X 10 
NO 2.80545 X 10 c 

N-~" 9.32452 X 10 -~ 
O-~" 5 .41792 X 10 -s 
Ar-~" 3.96392 X 10 

Ni 1.29631 X 10 _, 

0 2 2.07133 X 10 
NO-~" 3.95283 X 10 -• 
e 5.56274 X 10 -• 

region (7) is Ms(ó) = 10 for both init.ial pressure sets. For 
increasing p 1 and P7, there is a vertical shift of the pres
sure and the density curves , but t.he velocity curve remains 
almost unchanged. Although a shift is also observed in 
the temperature curve, this occurs in such a way that the 
temperature in region (3) is roughly the sarne in both cases 
(3000 K). Therefore, the temperature of test gas is not. 
heavily dependent on initial pressures PI and P7, if the r ati o 
TJ7 /Pi is fixed. 

FINAL REMARKS 

An "exact" solution of t.he shock tube problem for high
temperature equilibrium air was developed. The main dif
ference between the present. algorithm and the Esser and 
G ronig's one is that shock and expansion regions are simul
taneously solved by means of Newton-Raphson method. ln 
addition, the primary variables of the system of equations 
are reduced to the thermodynamic parameters pressure and 
temperature. Small discrepancies were observed when com
paring the two methods, but this c.ould be att1·ibuted to the 
clifferent high-temperature air modelling . 

ln the present work, the "classical" Riemann problem 
was solved, that is, initial values of pressure, density, tem
perature and velocity ( equal to zero, in the shock tube prob
lem) were considere c! as uniform distributions in regions ( 1) 
and ( 4). A more accurate procednre should consider the so
called "generalized" Riemann problem (GRP) (for a review 
of the GRP scheme, see for example, Falcovitz, 1989). Such 
procedure was appli ed by Ben-Artzi (1989) to solve the one
climensional Riemann problem, when vibrational relaxation 
is present. The results obtained here for equilibrium air can 
be useel as a starting point to solve a much more complex 
case of nonequilibrium air. 

The "exact" solution of the Riemann problem, either 
"classical" or generalized, can be us ed to compare with ap
proximate solutions. And even approximate Riemann solvers 
can have benefi ts in accuracy by the use of thermoelynamic 
functions as calculateel here, instead of the use of inte•·pol
ated ones. ln particular, f1mcti ons depending on the deriv
atives of chemical com position are benefited, especially at 
higher temperatures when chemical reactions predominat.e. 

Future developments conld include different cross sec
tions areas in regions (1) anel (7), which shoulel allow more 
realistic simulations. Other possible applications coulel be 
the analysis of possible interactions a mong shock, contact. 
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sm-face and expansion wave . T hen, them·etical modelling in
cluding high-temperature effects of t.ailoring conditions and 
more specific shock/expansion tube analysis could be per
formed. 
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SUMÁRIO 
Este artigo apresenta um novo procedimento para a modelagem aerodinâmica de turbinas eólicas 

de eixo horizontal tendo como variáveis o passo e o ângulo de guinada. Da simulação do sistema, 
operando próximo às condições nominais, verificou-se que a modelagem introduz um erro máximo de 3% 
em relação aos dados origir.zais. 

INTRODUÇÃO 

Neste artigo é abordada a modelagem aerodinâmica de 
turbinas eólicas de grande porte, com eixo horizontal e passo 
variável. O desempenho aerodinâmico de urna turbina deste tipo 
depende da faixa de velocidades do vento, pois, de acordo com a 
figura 1, para V<Vr o passo e é fixo (e = 0°). Neste caso, o 
coeficiente de conjugado do rotor eólico é função apenas da 
razão de velocidades na ponta da pá, À. O ângulo de guinada, ô, 
(''yaw angle") é supostamente nulo, pois, o controle de direção 
da nacele procura sempre fazer Õ=0°. É possível utilizar, 
também, o ângulo de guinada para regulagem de potência 
quando V~V,. Neste caso, tanto e como ô influenciam o 
desempenho aerodinâmico do rotor, além de À . A figura l 
mostra a faixa de atuação dos controladores do sistema. 
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Figura I Geração sub-nominal e nominal de urna turbina eólica 
em fim ção de V 

A análise realizada neste artigo considera a condição mais 
complexa, ou seja, a da modelagem aerodinâmica em operação 
nominal. O estudo foi realizado tomando por base urna turbina 
com 40 metros de diâmetro, duas pás e potência nominal de 500 
kW. Os dados são fornecidos pelo programa computacional 
BLADES (Hassan, 1988) a partir do qual se adotou o perfil 
NACA 4418. Além disso, o peso dos componentes da turbina e 
o momento de inércia em relação ao eixo horizontal e em 
relação ao eixo vertical, foram obtidos com base nos dados da 
turbina dinamarquesa Vestas V39- 500 kW (Vestas, 1994). 
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O desempenho aerodinâmico de um rotor eólico, em termos 
das curvas C - À. ou Cq - À., é calculado considerando a 
contribuição "le cada elemento de pá, geralmente dividida em 
diversas seções ou estações. Este procedimento, bastante 
demorado sob o ponto de vista de tempo de computação, resulta 
em funções não-lineares, específicas para cada valor do passo, 
tomando-se inadequadas tanto para simulação como para o 
cálculo dos controladores mecânicos e eletrônicos. Este artigo 
mostra como o desempenho do rotor pode ser modelado de 
modo a resultar em urna expressão para o conjugado 
aerodinâmico Cm em função das variáveis: V, 9 , ô e de ro. 
Deve-se salientar que o controlador ótimo tem a função de 
regular a potência gerada P g na faixa de operação nominal 
onde ro e Cm devem ser mantidos constantes. 

Outro ponto relevante deste trabalho é a modelagem do 
momento fletor na raiz da pá M n causado pelos esforços 
distribui dos na pá, normais ao plano de rotação. O procedimento 
utilizado é idêntico ao anterior. 

DEFINIÇÃO DAS VARIÁ VEIS AERODINÂMICAS 

Arrasto e sustentação. Os esforços de arrasto !lD ("drag") 
e de sustentação ôL ("lift") atuantes e:n um elemento de pá, de 
envergadura pequena b, devido à ação da velocidade relativa 
do vento W, são mostrados na figura 2. Estes esforços geram o 
esforço normal 11Fn c o esforço tangencial (de torque) 11Ft. 

Figura 2 Esforços aerodinâmicos e velocidades na seção 
transversal do perfil. 



Na figura 2 os parâmetros "a" e "a' " são denominados 
fatores de interferência axial e tangencial , respectivamente. Os 
ângulos a e p são os ângulos de ataque e de posição da seção, 
respectivamente. O efeito do passo variável é alterar o ângulo p. 
Os valores dos esforços, segundo Lysen (1983), são: 

MJ = c D Yz P w2 c~ o) 

I1L = C L Yz p W2 c~ (2) 

M'n =C1 Yz pW
2 
c&, C1 =C L cos9+Cv sen9 (3) 

M'1 =CxYzpW2c~,Cx=CLsen9-Cvcos9 (4) 

onde CL e CD são denominados coeficientes de sustentação e 
de arrasto, respectivamente. Estes parâmetros são determinados 
através de experimentos em túnel de vento para diversos valores 
de ângulo de ataque. Abbott e Doenhoff ( 1959) fornecem 
tabelas e curvas para diversos perfis aerodinâmicos. Por outro 
lado, as Yelocidades na seção transversal da figura 2 estão 
relacionadas entre si de acordo com o diagrama abaixo. 

*:.· ) plano de rotação _

1 · -< .. , cll · .. . w r 
----- ----

->C}{----..___ - .. -1v velocidade 
relativa 

I -.._, 'Z.)t-

1 /I 

.. 41 / \av 
' y' 
j I I 

~ 
a'wr 

Figura 3 Diagrama de velocidades na seção transversal da pá. 

Razio de velocidades na ponta da pá À. • 

À. = 
mR 

v (5) 

O valor da razão de velocidades de projeto 10 é 
especificado de acordo com o tipo de aplicação. Os valores mais 
comuns são: 10 = 1 para bombeamento de água enquanto 6 < 
10 < 10 para geração de eletricidade. 

Esforços na raiz da pá. Os momentos fletores na raiz da pá 
M1 e M n• devidos aos esforços nos sentidos tangencial e normal 
ao plano de rotação, respectivamente, são os responsáveis por 
possíveis falhas mecânicas na pá. Para calcular estes esforços, o 
programa BLADES divide a pá em diversos elementos e 
considera os valores médios dos esforços tangencial M 1 e 
normal Mn .(distribuídos ao longo da pá), entre nós 
consecutivos, como mostra a figura 4. 

Os valores de L!M1 e L!Mn podem ser obtidos a partir das 
equações (3) e (4): 

D.Mn = dFn M e D.M1 = dF; & (6) 

Os momentos fletores M1 e Mn em cada seção (k) da pá 
podem, então, ser definidos pelas equações: 
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xf n - x2 (i) 
M1 (k) = M'1 (x)xdx =L M'1 (i)--

o ~k 2 
(7) 

xf n - x2 (i) 
Mn (k) = M'n (x)xdx = L M'n (i) --

0 ~k 2 
(8) 

~ âf - óF,k) + óFík+l) 
t- - -- -

2 

óF~k)l lllli lí lóF~k+l) i 
;-----' ... :r' I -,-~n 

I 

,, / I I 
n<'E ' k·l jc k~ l I 

I . 

i ! ~ I i 
r====~~==-=-·•·==::==:.-:==::t_~ ___ ---~- _-===:j 

• I t 
estação k pá1 ponta da pá 

Figura 4 Definição do valor médio do esforço tangencial 
distribuído na estação k 

O valor do momento fletor tangencial ao longo da pá, obtido 
a partir da equação (7), é mostrado na figura 5a enquanto o 
valor do momento fletor normal ao longo da pá, obtido a partir 
da equação (8), é mostrado na figura 5b. Em ambas as figuras, 
os valores de M1 e de Mn, em função do raio local r, são 
comparados com os resultados fornecidos diretamente pelo 
programa BLADES, para o rotor Smith-Putnam (Hassan, 1988). 
Na raiz da pá, o valor do erro, em ambos os momentos fletores, 
é da ordem de 3%, o que é bastante aceitável quando 
considerados as incertezas relativas ao desempenho 
aerodinâmico do r~tor. 
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140 r-~---=-~-=----, 

M t(kNm) I - I I h I I ).-6 I I 

120[\- ~eq~á) ~ - ~ - ~ -

100 f- ~\~ - ~ - ~ - ~ - ~ -I, ' I I 

80 fl . L L _ L L _ 

Moomo fletor lllllll8l na pá 
900 I 

Mn(J.tlm) 1 À=6 
- r - ~- -t- - : - - i--

~ I 

6H~\: -~ ~- ~a\ 
I I l I ) 

~ ~ L _ L _ L _ L 

400 - -! -- -! - - i-- -

300 J - _: .. _ : ~)__ 

200 " 
I 

2Q l - L .. L L - I 

IÓO~ - t · - .,. - -, - \_- 1- - · - -

r(m) ' r(m) 
o~~~--~~~L-~ 

o 5 10 15 20 25 30 o 5 10 15 20 25 
~~~ ~~~ 

30 

Figura 5 Validação dos momentos fletores tangencial M1 e 
normal M n , ao longo da pá 

ccN;r.cientes de conjugado c!l e do momento normal c[ 
(coeficiente de "flapping"). Estes coeficientes são obtidos em 
função de M1 e de Mn , na raiz da pá, respectivamente, de 
acordo com as equações (9) e (10). Estes resultados, 
denominados "valores originais", sâo mostrados na figura 6. 
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Figura 6 Valores de a)Cq e b)Cf em função de À, para 
e=O, 5, 10, 15 e 20 graus. 

torque no eixo MI B 
Cq 

lÍ pARV2 1j_pARV 2 

c! 
Momento de flapping Mn 

1;2 pAR V2 IÍ pA RV2 

onde: 
A - área varrida pelas pás (A= n R2) 

p - massa específica do ar ( 1 ,22 kglm3 ) 
V -velocidade não perturbada do vento 

(9) 

(lO) 

Mt -momento fletor tangencial na raiz da pá (devido a Ft) 
Mn - momento fletor normal na raiz da pá (devido a Fn) 
B -número de pás (B=2) 

MODELAGEM DO CONJUGADO AERODINÂMICO 

Expressão do conjugado aerodinâmico Cm para ô = O. 
Lysen (1983) define Cm pela expressão: 

( 11) 

onde, admitindo-se a variação do passo e, tem-se: 

A partir da figura 6a, pode-se observar o comportamento 
linear de Cq para uma determinada faixa de valores de À. Para 
fins de controle, é conveniente linearit.ar-se C q em torno do 
ponto de operação em regime permanente (Marechal, 1987). 
Isto é: 

Cq =a À+ b (12) 

onde: b=h2(8). 

Os resultados da linearização de Cq são mostrados na 
figura 7 onde o passo varia de O a 20 graus em intervalos de 2,5 
graus. A figura 7 também mostra os pontm de operação em 
regime permanente. 
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Figura 7 Linearização do coeficiente de torque 

Adicionalmente, os coeficientes "a" e "b" podem ser 
representados por polinômios em e de grau n e m, 
respectivamente. 

(13) 

(14) 

É importante ressaltar que o aumento nos valores de n e m 
reduz o erro na representação. No entanto, aumenta o esforço de 
computação. A solução ideal deve considerar simultaneamente 
estes dois fatores. Com base na equação (12), os valores de "a" 

e "b" são obtidos pelo ajuste da reta à curva original Cq x À 

através da Regra dos Mínimos Quadrados (RMQ), para cada 
valor do passo e. Os valores de "a(e)" e "b(e)", resultantes deste 
ajuste, são então aproximados pelos polinômios das equações 
(13) e (14), tendo o passo como variável. 

Aplicando a RMQ, pôde-se determinar os coeficientes dos 
polinômios de "a(e)" e "b(e)", dados pelas equações (13) e 
(14). Como melhor resultado para o grau dos polinômios, 
encontrou-se: n=4 e m=5. Os erros máximos obtidos são 
inferiores a 0,5%. A figura 8 mostra estes resultados. 

Na equação (11) substituindo-se o valor de Cq dado pela 
equação (12), onde À pode ser dado também pela equação (5), 
obtem-se finalmente: 

Cm = KV
2 

Cq (8,..1) = KV
2l a(O) w: + b(O)] 

~Cm= KRVa(O)w + KV
2

b(8) (15) 

A equação (15) é uma representação do conjugado Cm em 
função das variáveis v,e,ro . Neste caso, supôs-se Ô=O. A 
representação linear de Cm, usada para fins de controle, pode 
ser obtida a partir desta equação (Medeiros, 1995). 
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Figura 8 Aproximação polinomial de "a" e "b" para m=4 e n=5, 
em função de e. 

Expressio do momento fletor Mn para ~ = O. Um 
procedimento idêntico é assumido para !Wn que pode ser obtido 
da equação (10). 

Mn = Yz pA RV2 CJ(À.,O) (16) 

Por sua vez, o coeficiente de "flapping" Ct , mostrado na 
figura 6b, pode ser representado por um polinómio de segundo 
grau em À, para cada valor de e. Isto é: 

c1 (À.,0) = a(O)i + b(O)À. +c(O) (17) 

Os coeficientes "a", "b", "c" podem ser ajustados por 
polinómios em e, de ordem m,n,p respectivamente. Das 
simulações encontrou-se m=n=p=4, como o melhor resultado. 
Os resultados do ajuste, também obtido pela RMQ, são 
mostrados na figura 9. 
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Figura 9 Aproximação polinomial de "a" , "b" , "c" para 
m=n=p=4, em função de e. 
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Na figura 9, para 9=0° e À :s; 4 verifica-se que o ajuste não é 
adequado. No entanto, quando o SCEE está operando com e=Oo, 
tem-se que À se aproxima de 9,5. Tendo-se isto em conta, os 
erros do ajuste são muito pequenos, sinalizando valores ainda 
menores que os encontrados no ajuste do Cm. Embora Mn não 
influencie diretamente a velocidade da máquina, é importante 
ter-se uma representação de M n• pois, sendo muito maior que 
cm poderá ter maior influência em posssíveis falhas nas pás. 

Efeito do ângulo de guinada na expressio do conjugado 
Cm (~ cF- 0). A potência mecânica no eixo do rotor quando ~O 
segue com boa aproximação a Lei do Cosseno Cúbico (LCC) 
para ~ < 30°, de acordo com Glasgow eta/ii ( 1981 ). Tem-se: 

P,. (o)= P,. (o = O)cos 3 (o) = P,.
11

=• cos 3 (o) (18) 

Em se tratanto do conjugado aerodinâmico Cm, tem-se dois 
tipos de variações: com~ e com a posição da pá cp (quando as 
pás estão na posição horizontal: cp=0° ) que varia em ciclos de 
180°. Para fins de controle, é necessário determinar-se, no ciclo 
de 180°, o valor médio de Cm cujo valor passa a ser função 
apenas de ~. suposto constante no ciclo. Para isso, basta calcular 
a energia mecânica Em entregue ao eixo do rotor, durante o 
ciclo de 180°. Tem-se: 

11T 11T 
Em= f Pm dt= f Pm.s=o cos3 odt=Pm.s=o cos3 oAT (19) 

o o 

Tem-se também: 
7r ô,t 

Em= f Cmdrp = J Cm wdt (20) 
o o 

Pode-se demonstrar que para uma variação máxima de 300/o 
no valor de referência de Cm (em r.p. e com cp=0°), a variação 
4e ro no ciclo é muito pequena devido à grande inércia do 
sistema. Esta variação de 30% corresponde à situação mais 
desfavorável quando À = 4 (Medeiros, 1995). 

Cálçulo de Aro. Considerando uma variação do estado do 
sistema em estudo, em tomo da condição de regime permanente, 
pode-se escrever: 

Im = t'lC = pC m m,P ~ 

pC 
ÓJ=~ 

I 

onde Cm<P é o conjugado aerodinâmico de regime permanente 
para cp=O. Considerando dro/dt = cte, durante o ciclo Acp=n rad, 
e utilizando-se os dados do sistema, pode-se obter a relação: 

w / - w 2 = 2 · A t'lw 1! PC o WJJ.f/) ~ -= m,P 
wo I w 2 o 

0,063p (21) 

onde foi assumido que: (ror+ roo) = 2 ro0 . Considerando a 
variação "p" em Cm de 30% conclui-se a partir da equação (21) 
que a variação em ro é inferior a 2%. Portanto, a hipótese de que 
ro=cte no ciclo, é bastante aceitável. Assim, igualando as 
equações ( 19) e (20) obtem-se para o valor médio do conjugado 
aerodinâmico c mo no ciclo de 180°: 

1 
l 
'! 
,j 

! 
J 

1 



y Cm dt = ( Pm5=!w) cos3 o LiT 

] ~T 3 
Cmo = .LIT ~ Cmdt => Cm0 =Cm5=0 cos o 

(22) 

pois, por definição: Cm~-fF(Pmi)~W). Por outro lado, 
aproximando cos3õ por um polinômio de segundo grau, em õ, 
através da regra dos RMQ, obtem-se a expressão: 

3 2 cos o=b0 +b1o+b2 o 

=1,0046- o,I030o- 1,1193o 2 
(23) 

O termo cos3õ também pode ser aproximado por uma Série de 
Taylor até o termo de 2° grau, em torno de Õo=l5° , resultando: 

cos3 o= 1,0115- 0,11828 - 1,1577 o 2 (23a) 

Substituindo-se os termos da equação (22), dados pelas 
equações ( 15) e (23 ), obtem-se a expressão final do conjugado: 

:. Cmt5 = f(V, (), m,o) 

VALIDAÇÃO DO MODELO 

Para validar o modelo foi determinado o erro percentual 
cometido no valor de Cm a partir de seu valor original e do valor 
dado pela equação (24). o valor original de cm é obtido a partir 
da equação (11) utilizando as curvas originais de Cq (figura 
6.a), obtidas pela Teoria do Elemento de Pá, em regime 
permanente. A seguir, este valor deve ser multiplicado pelo 
valor exato de cos3(õ). 

O valor de À, que define o valor de Cq na equação (1l), foi 
determinado a partir da simulação do sistema em malha aberta 
com uma variação em V de 5m/s, em 1 segundo, e considerando 
que o sistema está em regime permanente para t=O. O ângulo de 
guinada õ é suposto variar linearmente com t de 0° a 30°. 

As curvas originais de C q foram obtidas a partir de 0° até 
20°, com incremento fixo de I ,25°, resultando em 17 curvas 
com os seguintes valores: 

O erro percentual foi calculado para todas as curvas. Os 
resultados foram agrupados em 4 conjuntos para melhor 
visualização, da seguinte forma: 

-grupo 1: e= 0°; 1.25° (duas curvas); 
-grupo 2: e= 2.SO; 3.75°; ..... ; 7.SO (cinco curvas); 
-grupo 3: e= 8.75°; 10°; ..... ; 13.75° (cinco curvas); 
-grupo 4: e= 15°; 16.25°; ..... ; 20° (cinco curvas); 

Grupo 1. Estas duas curvas apresentam um j:ümportamento 
distinto das demais sendo, portanto, analisadas; em separado. 
Isto pode ser visualizado na figura 8 que mostra um 
comportamento singular dos parâmetros "a" e "b" , para valores 
pequenos de e. 
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Figura 10 Validação da modelagem aerodinâmica para e=Oo; 
1.25°. 

Os resultados acima mostram que o erro entre o valor 
original, dado pela eq. (11 ), e o valor derivado da modelagem 
do conjugado aerodinâmico Cm, atinge valores superiores a 3% 
para t;::: 9s quando À;::: 12. 
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Figura 13 Validação da modelagem aerodinâmica para 6=15° 
; ..... ; 20°. 

Os resultados das figuras 11 , 12 e l3 são semelhantes entre 
si e apresentam erros de modelagem no conjugado aerodinâmico 
sempre inferiores a 3%. 
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CONCLUSOES 

Das figuras 11, ~~e 13, onde e~ 2,5°, observa-se que o erro 
absoluto no valor de C m• introduzido com a modelagem 
aerodinâmica, é sempre menor que 3%. Na figura lO também se 
verifica esta situação para I~ 9s correspondente a valores de À 

~ 12. Para valores maiores de À o erro pode chegar a 20%. Este 
problema não preocupa, pois os valores de À obtidos nas 
simulações são bem inferiores a este limite. Na verdade, 
admite-se certas variações de w, da ordem de 20%, em tomo do 
estado de regime permanente, quando na estratégia VS CPrnax 
(Goodfellow e Smith, 1986). Ainda admitindo esta 
possibilidade, ter-se-ia Àmax ::11,4, para 6::0°. 

Em relação ao valor máximo do erro do conjugado em 3%, 
este limite é aceitável tendo em vista os seguintes argumentos: 
• as curvas Cq- À são calculadas, normalmente, com base em 

características de perfis aerodinâmicos obtidas em túnel de 
vento; 

• o efeito do ângulo de guinada, representado pelo cosseno 
cúbico na potência gerada, importa em variações de 
velocidade rotórica de até 2% no ciclo de 180°, o que altera 
simultaneamente, porém em sentido contrário, o valor 
"exato" de Cm em tomo de 2%. 

• o efeito do gradiente de velocidade do vento em turbinas de 
grande porte, somado aos efeitos de turbulência no vento 
implicam em variações do desempenho aerodinâmico real 
em valores, provavelmente, superiores ao valor de 3% no 
erro obtido com a modelagem. 
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SUMMARY 
This work gives a new procedure for rotor performance 

modeling of large size horizontal axis wind turbines where the 
pitch and yaw angle are treated as variables. By simulation it 
was observed a maximum errar equu! to 3% near the operating 
points. 

DADOS DA SIMULAÇÃO 
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SUMMARY 
General-utility wing profiles were numerically designed based on field and cruise peiformance 
criteria. A validated panei method with boundary layer routine was used to quickly design the 
geometries. Ali aiifoils have a maximum tlúckness of around 16%, aiming to obtain a lighter 
wing structure. A viscous analysis was peiformed for a double-slotted jlap configuration by using 
an unstructured Navier-Stokes code in arder to accurately determine the polar curve for the 
numerically designed geometries in a configuration with high-lift devices. 

INTRODUCTION 

The wing size and aircraft weight are greatly affected by 
the wing loading. If the wing loading is reduced, the wing 
is larger. Some improvements are even to be expected if 
the wing area is increased, due to the greater area of the 
high-lift devices. However, additional drag and empty 
weight related to the larger wing will increa..<;e takeoff 
gross weight to perform the mission (Raymer). The 
requirements of takeoff distance, landing distance, climb 
ràte, stall speed will need different wing loading to fulfill 
them. The lower wing loading should be selected, in 
order to satisfy the remained specifications. ln the 
conceptual dcsign, the configuration with higher max. lift 
coefficient ( Clmax ) will present the higher final wing 
loading (Raymer). The stall speed is directly determined 
by the wing loading and the maximum lift coefficient. 
Stall speed is a major contributor to flying safety, with a 
substantial number of fatal accidents on account of failure 
to sustain flight in the approaching phase as noticed by 
Raymer. The greater the Clmill• the lower the stall speed 
and landing distance. Again, a higher Clmax is desired for 
safety and performance reasons. 

The maximum lift coefficient will depend on the 
wing geometry, airfoil shape, flap geometry, span, 
leading-edge slot, slat geometry, Reynolds number, 
surface texture, and interference from other parts of the 
aircraft such as fuselage, nacelles, or pylons. However, a 
single engine aircraft (SEA) with a straight wing exhibits 
little or no interference, so that the aerodynamic 
characteristics of the wing profiles are nearly those of the 
wing itself. This is the mainly reason to numerically 
design a family of high lift airfoils. 

An other aspect to be considered in the design 
process concems the balance of the aircraft configuration. 
The trim force provided by the horizontal tail will 
increase or reduce the maximum lift, depending on the 
dircction of the trim force. For the SEA configuration the 
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intrinsic lower arm will dictate a larger horizontal tail to 
produce higher lift. Therefore, more drag, and a further 
reduction of the max. lift coefficient are expected. ln order 
to minimize this problem, a wing with the lowest possible 
moment coefficient is highly desired. ln other words, 
airfoils with lower moment coefficient should be highly 
preferred. ln addition, in order to sccure a lighter wing 
structure, the profiles should be as thick as possible; to 
achieve permissible aileron's hinging moment, rear-loaded 
trailing edge should then be avoided. This last issue 
conflicts with the requirement for higher Clmax. since after 
increasing cambering for the rear portion of some existing 
geometries a considerable increase in max. lift coefficient 
was observcd by running the panei code XFOIL (Drela, 
1989). 

The reasons that were exposed in the preceding 
paragraphs substantiate the effort to spend time designing 
airfoils with higher Clmax , and moment coefficient around 
zero. 

There is always a basic incompatibility in aircraft 
wing design: for cruise efficiency, a wing should have 
little camber and should operate at a high wing-loading. 
For takeoff and landing, a wing should have lots of lift, 
which means a lot of camber and a low wing-loading. 
High lift devices are used on aircraft to lower required 
landing and takeoff speeds, while retaining an efficient 
low drag airfoil shape for cruise flight. They may have 

. many forms, such as leading-edge flaps, slats, plain flaps, 
etc. Nowadays, the design of high-lift devices has became 
very complex, with focus on systems that not only provide 
good maximum lift performance for landing approach but 
also good takeoff lift-to-drag ratio characteristics as well. 
ln addition, the system must be as simple and economical 
as possible while retaining necessary performance targets, 

Many of the flow phenomena found on 
multiclemcnt airfoils are prcsently not well understood, in 
particular, those associated with the physics of merging 
shear layers, separated flows, and boundary layer 



transition and hence are not accurately modeled in most 
codes aimed to calculate the flow around such 
configurations. This type of boundary layer transition may 
occur in addition to natural transition of attached 
boundary layers and transition in laminar short bubbles. 
Therefore, ·an unstructured Navier-Stokes code with mesh 
adaption, the Rampant (Davis at ai., 1993), was sclected 
to perfotm the final flow analysis of airfoils designed with 
faster codes. This code is to be validated at EMBRAER 
and a flow calculation around a double-slotted flap 
configuration, which is taking part in the validation efforl, 
is presented in this paper. 

Studying the physics of multielement airfoils in 
more detail, one can compile the following Iist of flow 
features among others (Brune et al ., 1990): 

• Limited regions of transonic flow may appear 
on the upper surface of the leading edge of highly loaded 
flap airfoils, even though the freestream Mach number is 
low. 

• Wakes of upstream airfoil elements often merge 
with boundary layers on surfaces of downstream elements. 
The resulting turbulent shear layer is referred to as a 
confluent boundary layer. 

• The region of viscous flow above the surface(s) 
of trailing-edge flaps is relatively thick, particularly on 
landing configurations, often resulting in flow separation 
even near normal operating conditions. 

• Viscous wakes frequently develop in the 
presence of the strong pressure gradients of adjacent 
airfoil elements. Off-the-surface wake flow reversal can 
occur if pressure gradients are adverse. 

• Laminar boundary layers on downstream 
elements will become turbulent when merging with the 
wake of an upstream element at the start of a confluent 
boundary layer. 

NUMERICAL TOOLS 

The panei method code XFOIL was employed in the 
present analysis and design of the geometries considered 
in this work. XFOIL is an interactive code for the design 
and analysis of subsonic isolated airfoils. Thc inviscid 
formulation of the code is a simple linear-vorticity stream 
function panei method. A Karman-Tsien compressibility 
correction is incorporated allowing good compressible 
predictions ali the way to sonic conditions. 

There are two types of inverse methods 
incorporated in XFO/L: Full-Inverse and Mixed-Inverse. 
The Fuli-Inverse formulation calculates the entire airfoil 
geometry of the entire surface speed distribution. The 
Mixed-Inverse formulation is simply the inviscid panel 
formulation except that instead of the panei vortex 
strengths being the unknowns. Only a part of the airfoil is 
modified at any one time. Allowing the panei geometry to 
bc a variable results in a mm-linear problem, but this is 
solved in a straightforward manner by employing a fuii
Newton method. 

The boundary layers and wake are described with 
a two-equation lagged dissipation integral formulation and 
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Orr-Sommerfeld transJtJon criterion. The entire v1scous 
solution is strongly interacted with the incompressible 
potential flow via the surface transpiration model. The 
drag is determined from the wake momentum thickness 
far downstream. 
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Fig. 1 - XFOIL Calculated Polar for the EA160316 
Profile vs. Wind-Tunnel Coefficients. Mach = 0.21, 

Reynolds= 2.2 106
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ln order to evaluate the ability of the code in 
predicting flow at highlift conditions, a test case was run 
by using thc 16% thick aft-cambcred EAJ60316 profilc, 
named CBARAIZ. This geometry was discretized into 120 
flat paneis with sufficient resolution at the trailing, and 
leading edge to capture the viscous effect<; rclated to the 
separated flow to be found in the extreme conditions of the 
calculation . The numerical polar for this geometry 
concerning a flow with fixed transition placed at 5% of 
the chord was then obtained. 1<1g. 1 shows a comparison 
between the calculated aerodynamic coefficients and their 
corresponding experimental values (Sadahaki, 1988). The 
measured drag coefficient was obtained by integrating the 
pressure coefficients acquired on a rake mounted far rear 
from the model. As can bc inferred from the results, the 
Clmax that can be ohtained from the calculations is 
approximately 13% higher respecting the experimental 
value from wind tunneL There is an very good overall 
agreement between the calculated and measured drag 
coefficients for lift coefficient up to 1.55. 

Pressure coefficient (Cp) distributions for a 
moderate C/ are plotted in Fig. 2. Thcy are related to the 
sarne flow conditions from Fig. 1. As can bc seen, XFOIL 
calculated a weaker suction peak at the leading edge than 
that acquired in the wind tunneL The decambering effect 
caused by the viscous layer in the Cp distribution at the 
trailing edge of rear-loaded airfoils was properly captured 
by the viscous model from XFOJL. 

A lower-order panei (Ahmed, 1973) method 
coupled with a vortex-in-cell and a new source-in-cell 
method (Ribeiro et ai., 1993) to allow the calculation of 
wake roll-up of complete aircraft configurations was 
employed to compute subsonic flow around a wing lofted 
with a selected profile from lhe designed airfoil set. The 
panel method used to perform the mentioned analysis is 
an implementation of the Hess and Smith method. The 



source paneis are quadrilateral or triangular and have 
uniform distribution of sources. Lifting inducing parts 
bound a vortex network on their camber surface, which is 
organized in streamwise strips. Wake vorticity is 
represented by line vortices starting at the trailing edges of 
the vortex network. 
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Fig. 2- Cp Distributions for the EA160316 Profile. 
Mach = 0.21, Cl = 1.04, and Reynolds= 2.2.106
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The Rampant code (Davis et ai. , 1993) has lhe 
desired models and tools lo calculated the complex flow 
pattcms expected to be found around multielemenl 
configurations. Elcments of inlerest includc lhe more 
accuratc RNG k-e turbulcnce model, unstructured mesh 
wilh adapation capability, an explicil multi-stage Runge
Kutta with multigrid, and a very user-friendly package for 
making, and graphically monitoring solutions. 

THE GEOMETRIES 

Some geometric data for the ncw geometries 
designed with the Xf'On code, and lhe f.-"'A/60316 airfoil 
are displayed in Tab. l : 

.\irl"nil max. Thirkrwss max. 
(<ir) Camh'-'r 

('!r) 

HL1B 16.29 3.858 
HL3C 15.70 2.395 
HL8 15.09 3.832 

HL1L 16.20 2.900 
HL1P 16.18 I 1.489 

EA160316 16.00 1.630 
Tab. l - Brief Description of the Airfoils. 

All but the HLJ L and EA/60316 profi1es have 
nonc or small camber on their rear portion. Thc HLJB 
profile owns the highest max. camber and thickness. The 
design task embodies basically the prescription of Cp 
distribution on selected portions of existing airfoils, for 
which desired improvements in the aerodynamic 
characteristics are to be achieved. The good highlift 
characteristics of the final airfoils can be partly credited to 
the Cp distributions, which were imposed with XFOIL in 
Mixed-Inverse mode: a strong but thin suction peak at the 
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leading edge followed by a flat distribution at moderate C/ 
revealed more favorable to attain higher max. lift 
coefficients. 

ln Figs. 3-7, one can see the Cp distributions 
calculated by XFOIL for the designed geometries at 0.21 
Mach number, 1.0 lift coefficient, and Reynolds number of 
2.2 x 106

. The dashed line repre.<>ents the inviscid 
distribution, and the solid one the viscous calculation. All 
profiles present approximately the sarne lift to drag ratio 
due to the fixed transition. The HU geometry has a 
slightly nose droop, which is made perceptible through a 
waving of the lower-side Cp distribution (Fig. 7). 

- 2. 0 .re~< I 
·· s. t 

Hl!B 
lll'l [ t1=0. 210 
RE -2. <'00•1 0° 

t ~ = 1 . 000 
( 11 ~ - 0 . 017 
CD ·O. OP.I\11 

Fig. 3 - Cp Distribution for the HLJB Profile. Mach = 
0.21, Reynolds 2.2 106
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The flow calculations from the Figs. :, - 7 for the 
designed geometries present in effect the sarne lift to drag 
ratio. This is due to the fixed transition at the lcading 
edge, which equals the drag for a given moderate lift 
coefficient, if the remained conditions are maintained. For 
calculations leaving the boundary layer to grow and 
change freely, this picmre could be quite different. The, 
nose droop from the HLB profile, for example, causes the 
flow to transitionate at the leading-edge, ·lowering 
consequently the lift to drag ratio. However, for a general 
utility aircraft simple, anti-ice devices mounted in the 
forward portion of the wing deform considerably the shape 
of the leading edge causing the flow to become earlier 
turbulent. Thus, for a SEA configuration, techniques as 
drooping the nose of a profile to obtain higher max. lift 
coefficient are to be considered seriously. 
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Cl vs. Cd CURVE 

Fig. 8 shows a comparison among several polar 
obtained throughout calculations with XFOIL. As 
réference the curve for the EA160316 airfoil is also 
included. A fixed transition was set at 5% of the chord 
only on the upper side. The Mach number relative to this 
calculation is 0.20, and the Reynolds number 3.106

. Tab. 
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II lists the numerical Clmax attained by the designed 
airfoils for this f}ow conditions. 

The /ILJL and liLJB geometrics present the 
highest and lowest max. lift coefficient among the 
calculated values. The flow for the HLJ L airfoil stalls at a 
higher angle of attack ( a,IU). The drag rise near the stall 
region for the HLJ 8, and the HL8 profiles are something 
higher such that they are discharged for further anaJysis. 

,\irl'oil Cl, .. H cxm." (dcgrct•) 

HLlB 1.85 17.5 
HL3C 1.99 19.5 
HL8 1.90 18 

HL1L > 2.19 >20 
HLlP 2.05 19.5 

EA160316 1.97 17.5 
Tab. II - High Lift Characteristics of the Airfoils. 
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MOMENT COEFFICIENT 

The moment coefficient evolution for the profiles 
is plotted in Fig. 9. As can be seen, The HLJ L airfoil 
reveals higher absolute moment coefficient. For the 
remained designed airfoils, the moment coefficients fali 
within acceptable limits. 
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THREE-DIMENSIONAL ANAL YSIS 

Bascd on the prcsentcd rcsults, the airfoils HLJC, 
and HLJ P satisfy at best the requisites issued for a SEA 
configuration . ln the future, high-lift devices will be 
incorporated to the designed profiles in order to derive a 
Clma.n which will then define the wing dimensions. A 
straight wing, conceived for a single-engine general 
utility aircraft, was discretized into 752 paneis to evaluate 
the differences between the two- and three-dimensional 
flows. The subsonic flow at an angle of attack of 4 degrees 
was then calculated by using a low-order panei code. The 
configuration has 11.45 aspect ratio, taper ratio of 0.83, 
leading-edge sweep at the tip, and was lofted with the 
HLW geometry. 

The result from allthis effort can be seco in Fig. 
10. The three-dimensional flow refers to a midspan wing 
station. Except for the leading-edge suction peak, there 
are no significant differences between the inviscid Cp 
distribution calculated by XFOIL and PAN3D. This 
substantiate the assertion concerning the importance in 
proceeding with the numerical design of airfoils for 
optimized general utility aircraft configurations. 
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Fig. 10- Two- and Three-Dimensional Flow 
Calculations. Mach = 0.10, a= 4°, 

VISCOUS ANAL YSIS BY USING A NA VIER-STOKES 
UNSTRUCTURED CODE 

The unstructured adaptcd mesh-around a double
slotted flap configuration is shown in Fig. 11. The entire 
mesh consists of 37,857 triangular cells, and 19,341 nodes 
after adaption. The main element of the tlap configuration 
is derived from the EA160316 airfoil with 16% max. 
thickness, and the flap is deflected 35° relative to the 
chordline of the main element. A test case for this 
configuration was run on a Silicon Grapltics Power Onyx 
workstation with two processors. The chosen angle of 
attack was 11.74°, thc Mach number 0.202, and the 
Reynolds number 2.106 

. , The solution process took 
approximately 2200 iterations to lower the residual four 
orders of magnitude by employing a two-step multigrid. 
The calculated and measured Cp distribution for the 
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profilc, vanc, and flap can be seen in Figs. 12, 13, and 14, 
respectivcly. The experimental data for this configuration 
werc acquired at the subsonic wind tunnel facilities from 
lhe Centro Técnico Aeroespacial, CTA, São José dos 
Campos. As can be inferrcd from thc resull<>, thcre is an 
overall very good agreement between experimental and 
calculated Cp distributions. 

Fig. 11 - Detail ofthe Unstructured Mesh around the 
double-slotted Flap Conf"lguration. 

The calculated and measured Cp distribution for 
the profile, vane, and flap can be seen in Figs. 12, 13, and 
14, respectively. The experimental data for this 
configuration was acquired at the subsonic wind tunnel 
facilities in the Centro Técnico Aeroespacial (CT A), São 
José dos Campos. As can be infcrred from the results, the 
overall agreement among experimental and calculated Cp 
distributions is very good. The main purpose behind the 
use of sophisticated numerical tools as the Rampant code 
i!\ thc ability to test new idcas for configurations by saving 
time and money rcplacing some wind-tunnel tests. Some 
work in this dircction can be supported by these results 
among othcrs (Davis et ai., 1993). 
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CONCLUDING REMARKS 

0 .5 

Airfoils were numerically designed aiming 
optimization of general utility single-engine aircraft 
configurations. The max. thickness for the geometries is 
approximately 16%. The actual max. lift coefficients are 
expected to be higher than 1.67 at 0.20 number of Mach, 
and 3.106 Reynolds number. Two airfoils were selected 
for. further analysis. Both fulfill the requirements for a 
high-lift good behavior and Jow moment coefficients. The 
principal advantage considering the early EA160316 
airfoil refers to the decambered rear portion of the new 
airfoils, which propitiate lower aileron's hinge moment, 
and additionally lower pitch moment for reduced trim 
drag. 

The Hl3C geometry, selected for further analysis, 
was used to compose a subsonic wing configuration and 
the fi 1 calculated by using a lower-order panei method, 
which is also suited to handle wake roll-up. The 
comparisÓn o:· the calculated c:'p distribution for a station 
localized at midspan with an analogous calculation 
performed by the code XFOIL shows no significant 
difference between both distributions. This attest the 
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assumption that for such configurations the i1ow around 
the profile geometry is quite similar for a great portion of 
the wing to the three-dimensional flm". 

The Rampant code has demonstrated to be 
capable to accurately calculate the flow around 
multielement configurations. ln the near future, the code 
will be employed to determine the Cl x Cd curve before 
and beyond the Clmax· Concerning to the design and 
optimization of high-lift airfoil design, each element of a 
high-lift airfoil configuration is strongly affected by its 
neighbors. The limited options for improving high-lift 
airfoil are chord length, angle, gap, and overlap of each 
leading- and trailing-edge flap can be varied to some 
extent to achieve the desired performance. 
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RESUMO 

Apresenta-se um método para a determinação da sustentação em asas a partir da Teoria da 
Linha Sustentadora de Prandtl, baseado na parametrização da distribuição de circulação. Obtido 
com a aplicação do método de colocação após uma discretização do tipo elementos finitos, supondo 
a circulação constante sobre cada seção, o método possui um desenvolvimento muito simples. São 
resolvidos alguns exemplos cujos resultados são comparados com o Método de Multhopp. 

INTRODUCÃO 

O Método dos Elementos Finitos tem sido uma das 
principais metodologias utilizadas na solução numérica de 
problemas de várias áreas da eng,l!nharia (Fletcher, 1984} e, 
particularmente, em problemas termofluidodinâmicos (Ba
ker, 1985}. Entretanto, no caso particular da determinação 
numérica de escoamentos em torno de superfícies aerodi
nâmicas (Landahl e Stark, 1968},um problema fundamen
tal para o projeto de aeronaves, hélices e aerofólios em 
g,l!ra~ muito pouco tem sido encontrado relacion .... Jo com 
a aplicação de técnicas do tipo elementos finitos. A técnica 
mais tradicional utilizada para a determinação numérica 
da distribuição de sustentação sobre asas finitas baseada 
na Equação da Linha Sustentadora de Prandtl (Schlicht
inge Truckenbrodt, 1979}, tem sido o Método de Multhopp 
(Multhopp, 1938, 1950}. Trata-se de um procedimento nu
mérico baseado em expansões em séries de Fourier, cujos co
eficientes levam a um sistema linear de equações algébricas 
para a determinação da circulação sobre pontos discretos, 
obtidos de acordo com uma variável angular auxiliar que 
faz com que a discretização fique propositadamente mais 
concentrada nas pontas. 

Neste artigo, como parte de uma pesquisa sobre o de
senvolvimento de técnicas numéricas para a solução de e
quações integro-diferenciais, apresenta-se uma técnica, ba
seada no Método dos Elementos F~itos, para a solução 
numérica da Equação da Linha Sustentadora de PrandtL 

A metodologia, muito simples em sua concepção teórica 
e desenvolvimento, compreende uma discretização do es
coamento ao longo da enver~dura da asa, dentro do con
texto de elementos finitos, utilizando aproximações cons
tantes por partes para a circulação, e a aplicação posterior 
do Método de Colocação (Fletcher, 1984}. 

A técnica possui convergência um pouco mais lenta do 
que o Método de Multhopp, conforme observou-se através 
da solução de alguns problemas particulares. Entretanto, 
diferentemente do Método de Multhopp, as equações dis
cretizadas são obtidas sem particularizar a malha a priori, 
a qual pode ser tanto uniforme quanto não-uniforme. Isto 
torna o método completamente flexível quanto à escolha a 
posteriori da malha de discretização. 

Apresenta-se resultados para a distribuição de circu-
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lação sobre asas retas e sobre asas trapezoidais com afila
mento 0.5, obtidos de três maneiras: i} com a técnica de. 
elementos finitos com malha uniforme; ii) com a téé:nica 
de elementos finitos utilizando uma malha não uniforme 
semelhante à sug,l!rida por Multhopp; ii) com o Método de 
Multhopp. Os resultados têm a convergência analisada para 
cada método através do aumento do número de elementos 
e comparando os três métodos simultaneamente para um 
mesmo número de elementos. 

MODELO MATEMÁTICO 

Segnndo a Teoria da Linha Sustentadora de Prandtl 
(Schlichting e Truckenbrodt, 1979}, a distribuição de cir
culação de uma asa com enver~dura finita deve satisfazer 
a segninte equação: 

1 11 
1

1
(17) 2>.(y} a(y)=- --d1]+ --,(y) , 

21T _ 1 y -1] ao(y) 
y E [-1, 1), (1} 

onde y representa a coordenada normalizada ao loago da 
envergadura, tal que Y= - 1 corresponde à extremidade. 
esquerda da asa e y=1 corresponde à extremidade dire
ita, a(y), I(Y) e ao(Y) denotam o ângulo de ataque, a cir
culação e a inclinação da curva de sustentação do perfil 
aerodinâmico na secção y, respectivamente, e 

>.(y) g, c(:) ' 

representa o afilamento loca~ sendo b a enver~dura e c(y} 
a corda na seção y. 

A Eq. (1} possui uma singnlaridade em 1J=Y, de modo 
que a integral em (1} deve ser entendida no sentido impró
prio. Assim, para uma maior coerência matemática, deve-se 
escrever a Eq. (1) na forma: 

2>.(y) 
+-(-)'(y), 

ao y 
y E [-1 , 1). (2} 



Realizando uma integração por partes das integrais , 
presentes na Eq. {2), e considerando que nas pontas das 
asas a circulação deve se anular, ou seja, 1( -1)=T(1)dl, 
obtem-se: 

r-•!'(TJ)dTJ+ll !'(TJ)dTJ !(Y-E) + !(Y+E) 
}_1 y-TJ y+•Y-TJ f f 

L-· !(TJ) d 11 !(TJ) d 
- 2 T}- 2 T). 

I (y - TJ) Y+< (y- TJ) 
(3) 

Considerai-do a expressão (3) e dividindo o domínio y E 

[-1, L] em N lementos, dentro do espírito do Método dos 
Elementos Finitos, pode-se escrever, no lugllr da Eq. (2): 

N 

27ro(y)=- '"' [• !(TJ) d1J + lim{I(Y- f) + 
L....i (y - TJ)2 • ....o f 

e=l ,e#=i Y• - 1 

+ !(Y + €) - [-· ,(TJ) dT}- r· !(TJ) d1J}+ 
f Y;-1 (y- TJ)2 JY+• (y- TJ)2 

<b >.(y) ( ) 
+-(-)I y, 

ao y 
y E (y;-J,y;), i=L, ... ,N; (4) 

onde os elementos lYe-1, Ye] não têm necessariamente ames
ma extensão. 

Considere agpra, para a circulação 1 ( ·) , no contexto do 
Método dos Elementos Finitos, uma aproxiJJ,lação na forma: 

le(Y)=Te=Const., Y E (Ye-1,Ye), e=L, ... ,N. (5) 

Note que, de acordo com (5), a circulação 1(·) está sendo 
admitida constante sobre cada elemento. Com esta aproxi
mação, I(·) pode ser passada para fora das integrais pre
~entes na Eq. (4), que passa a ser escrita como: 

N 

27ro(y)=- E /e [• ~TJ 
2 

+ lim{I(Y- f) + 
e=J,e;éi Yc-1 (y TJ) <.....0 f 

!(Y +E) [-• dTJ 1y' dTJ } 
+ -le 2 -/e 2 + 

f y; _ , (y- TJ) Y+• (y- TJ) 

47r >.(y) 
+-(-)/i, ao y 

y E (Yi-1, Yi], i=L, ... ,N. (6) 

Agpra as integrais presentes em (6) podem ser resolvidas de 
forma exata, levando a: 

N { 1 1 }+ 
21ro(y )=E I e y _ Ye - y - Ye-1 

e=1 

+ lim {I (y - f) + I (y + f) + I e~}+ 
<.....0 f f f 

47r). 
+--,i, 

ao 
y E (Yi-1, Yi], i=L, ... ,N. (7) 

Note que o termo correspondente a e=i está agpra incluído 
no somatório. 

A expressão (7), em virtude da aproximação imposta 
a 1(· ), não pode ser identicamente satisfeita sobre todo o 
domínio y E (-L, L]. Para sua satisfação aproximada, no 
presente artigo aplica-se o Método da Colocação, que re
presenta um caso particular do Método dos Resíduos Pon-
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derados (Fletcher, L984). Para este fim impõe-se que a Eq. 
(7) seja satis-feita de maneira exata no ponto médio de cada 
elemento, ou sej!', para os seguintes valores de y: 

2 
e=L , . .. , N. (8) 

Considerando (5), sobre os pontos de colocação tem-se: 

I(Ye)=/.,, e=L, ... ,N 

Por sua vez, em virtude de (5) e (8), também v~le: 

I(Ye- t)=T(Ye + t)=/e, e=L, ... ,N; 

o que fornece: 

lim { !(Yi -E) + !(Yi + f) -I e~ }=o. 
<-+0 € f f 

Assim, em substituição a (7), pode-se escrever: 

onde: 

N { L L }+ 
27rÕe= E /e Ye - Ye - Ye- Ye-1 

e= I 

47r À e 
+-_-/e, 

ao., 
e=L, ... ,N; 

Õe ~ o(jje) 

2b 
).e~ >.(jje)=-(-) 

· C Ye 

ãoe ~ ao(iie). 

(9) 

(10) 

(Ll) 

(12) 

Numa forma mais compacta, pode-se escrever a Eq. (L2) 
como: 

N 

E L(e,i)le=21l"Õe (13) 
e=l 

onde 
"' L L L(e,i) = ---- - ~'----

Ye - Yi Ye - Yi-1 
(e#) 

"'47r\ 4 
L(i,i) = --- + ----

ao; Yi- Yi-1 
(e=i) 

Considerando ainda que a distribuição de circulação sobre 
a asa deve ser simétrica em relação ao centro da asa, as 
N equações presentes em {13) podem ser r~critas numa 
forma reduzida. Para isso, considerando-se 1 N -e=/ e, pode
se escrever no lugar de (13): 

A1=21rã, (14) 

onde: 

l~bi,···•IMJ' 

- "' r- - J' O= 01, ... ,0M 

N + 1 (N ímpar ) M L'> --, = 2 

A(e,j) ~ L(e,j) + L(e,N+1-j)• e,j=L, ... ,M; (J#M) 

A(e,M) ~ L(e,M), (j=M) 

que representa um sistema de M equações lineares em M 
incógnitas. 



RESULTADOS 

O método apcesentado neste tcabalho e o Método de 
Multhopp focam simultaneamente aplicados a uma asa sem 
tocção com pcdillaminac do tipo I>laca plana (ao=2n}, con
sidcmndo afilamento 1 (focma cm planta cctangulac) c afil
amento 1/2 (focma cm planta tcapczoidal) . No caso do 
método apccscntado neste adigo, focam utilizados dois tipos 
de malha. Uma malha unifonne com 

2e 
Ye=-- 1, 

N 
i=O, l , ... , N; 

e uma malha não-unifocme obtida utilizando a mesma dis
ccetização do Método de Multhopp, ou seja: 

Ye=Cos(Oe), 
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Nos dois casos, a título de nocmalização, adotou-se: 

cn=1 (cocda na caíz) 

Andi (alongamento} 

o=lcd (ângulo de ataque). 

A Fig 1 apcesenta os cesultados obtidos pelo método aqui 
pcoposto com uma malha unifocme (N elementos de mesma 
dimensão). As curvas corcespondem a uma duplicação pm
gr:cssiva de N , de 4. até 32. 

Os cesultados conespondentes paca o caso de uma ma
lha não-unifocme obtida utilizando a mesma disccetização 
do Método de Multhopp estão mostrados na Fig 2. 

A Fig 3 mostca os cesultados corcespondentes à solu
ção pelo Método de Multhopp. 
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cl 
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Fig 3 - Asa Retangulac: Método de Multhopp 

\ As FiJ;.'S. 4: e 5 comparam para 8 e 32 elementos, IT~-
spectivamente, os cesultados obtidos pelas tcês mancicas: 
i} Elementos Finitos com malha uniforme {EF.MU}; ii) E
lementos Finitos com malha não-unifocme {EF.MN} ; e iii} 
Método de Multhopp (MULTHOPP}. 
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Fig 4. - Asa Retangulac: Resultados paca N =8 
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Nas Fig>. 6 e 7 estão mostrados os resultados obti
dos para a asa trapezoidal pelas três maneiras para N =8 e 
N =32, respectivamente. 

É visível a convergimcia das três técnicas para a mesma 
solução, sendo a convergência no caso do EF.MU um.J>ou co 
mais lenta que para o EF.MN, que por sua vez, é mais lenta 
que para o Método de Multhopp. 

COMENTÁRIOS 

i) A convergência mais rápida do Método de Mu\thopp 
em relação ao método do presente artigo era previsíveL 
De fato, isto já era esperado pois o desenvolvimento do 
Método de Multhopp utiliza recursos bem mais elabora
dos que a técnica de Elementos Finitos aqui apresentada. 
Também era de se esperar uma convergência um pouco 
mais acelerada com a malha nãD-uniforme, que é mais 
concentrada nas pontas das asas, onde há uma variação 
mais acentuada da circulação. 

ii) Embora não apresentado nas figuras anteriores, soluçoes 
foram obtidas também para N =64.. Neste caso, a di
ferença entre os resultados obtidos pelos três métodos 
foi bastante pequena sendo imperceptível na escala das 
figuras . 

iii) Deve ser considerado que a metodologia aqui adotada 
utiliza a forma mais simples de aplicação do Método dos 
Elementos Finitos: aproximaçoes constantes por partes 
e o método de colocação. É de se esperar que a con
vergência seja muito mais rápida se adotadas t écnicas de 
interpolação mais precisas, por exemplo aproximações 
de primeiro ou de segundo grau, ou técnicas de pon
deração dos resíduos mais robustas, por exemplo, o Mé 
todo dos Mínimos Quadrados. Por outro lado, o desen
volvimento será, nestes casos, mais elaborado. 

iv) É importante observar que o desenvolvimento apresen
tado no presente artigo, diferentemente de outros mé
todos (Multhopp, 1938, Anderson, 1991 , pág>. 347 -
350), permite que a escolha de uma malha particular 
seja feita a posteriori. Esta versatilidade, em particular, 
e a concepção da metodologia em geral, devem possi
bilitar o desenvolvimento de procedimentos aplicáveis a 
outros tipos de equações in~egrD-diferenciais. 

v) O método de Multhopp é o método mais difundido 
para a solução da Eq. (1). A sua elaboração se basca 
numa distribuição finita de vórtices e na expansão da 
circulação em séries de Fourier, cuj~ ·, coeficientes são 
determinados após um desenvolvimento razoavelmente 
longo(Multhopp, 1938, 1950). A aplicação do método 
se faz através da solução de um sistema de equações 
lineares. 

vi) Na passagem da Eq. (13) para a Eq, (14), admitiu-se 
N ímpar, o que faz com que YM coincida com a seção 
central da asa. Caso se queira tra-balhar com N ímpar, 
para a M-ésima coluna da matriz A, deve-se considerar: 

A(e,M ) =L(e, M) + L(e,M+i) 



CONCLUSÃO 

Um método baseado no conceito de elementos finitos 
foi desenvolvido para a solução numérica da equação da 
linha de sustentação de Prantdl, adotando aproximções con
stantes por partes para a função circulação e o método de 
colocação para a ponderação do resíduo. A aplicação do 
método na determinação da distribuição de sustentação em 
uma asa retangular e em uma asa trapezoidal ilustrou sua 
convergência que, embora mais lenta que a do método de 
Multhopp, foi muito satisfatória se considerarmos a simpli
cidade do modelo de aproximação adotado. A versatilidade 
do método se mostrou um aspecto positivo quando com
parado com o método de Multhopp. Enquanto no primeiro 
a malha de discretização pode ser definida a posteriori, 
no segundo ela é definida nos primeiros passos do desen
volvimento. Espera-se que a presente metodologia seja útil, 
não apenas para o desenvolvimento de técnicas de solução 
numérica de problemas de aerodinâmica, mas também para 
o estudo problemas de outras áres onde o fenfueno fisico é 
descrito por equações integro-diferenciais. 
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Abstract 

A method is presented for numerical determination of 
wing lift distribution based on Prandtl Lifting-Line Theory 
and the parametrization of circulation function. By applyng 
the Collocation Method adopting a finite elements type dis
cretization with piecewise constant functions, the method 
represent a very simple approach. Results are obtained and 
compared with the Multhopp Method. 
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SUMÁRIO 

A determinação dos limites das regiões de coleta de gotículas de água 
nas aeronaves durante o vôo consiste em uma importante etapa para o 
desenvolvimento de sistemas de proteção contra formação de gelo nas regiões 
dos bordos de ataque. Em geral, para esta determinação simula-se modelos 
redu::idos ou em tamanho real em túnel de vento. Este trabalho consistiu em 
analisar a influência que a par~de de um túnel pode ocasionar sobre a curva 
de coeficiente de cole ta local e nos limites de "impingement " para os perfis 
aerodinámicos NACAOOJ2 e MS-0317.· 

SIMBOLOGIA 

c - corda do perfi I 
SI - limite inferior de coleta 
Su - limite superior de coleta 
Cp - coeficiente de pressão 
x/c -coordenada x dividida pela corda 
y/c -coordenada y dividida pela corda 
s/c -comprimento na superfkie do perfil dividida pela 

corda 
a -ângulo de ataque do pertil 
p -coeficiente de coleta local 
P,., -coeficiente de coleta local máximo 
dist -distância entre as paredes do túnel e o eixo x do 

sistema de referência fixado no bordo de ataque 
ti -diferença entre os valores obtidos no escoamento 

dentro do túnel com os dados no escoamento livre 

U x - velocidade calculada em função da singularidade 

U r - velocidade fora da região pertubada (velocidade no 

infinito) 

OBJETlYO 

O objetivo deste trabalho foi analisar a intluência que a 
parede de um túnel pode ocasionar sobre a curva de coeficiente 
de coleta local e a determinação da menor distância cuja a 
intluência seja aceitável para ângulos de ataque iguais a oo e 8°. 

INTRODUÇÃO 

Assim que o Homem começou a voar mais alto, e por um 
período de tempo mais prolongado, um problema à época 
aparentemente sem solução, deixava-o desanimado: a formação e 
o acúmulo de gelo nas aeronaves. 

Este fenômeno acontecia todas as vezes em que uma 
aeronave atravessava uma massa de ar cheia de vapor d'água em 
condições metaestável. isto é, vapor super-resfriado. O contato 
deste vapor com a superticie da aeronave provoca uma troca de 
energia capaz de provocar seu congelamento instantâneamente ou 
quase instantâneo. 

43 

A formação de gelo numa aeronave pode afetar de várias 
maneiras suas características de võo, sendo as principais: 

•aumento do arrasto: causado pelo acúmulo de gelo de 
maneira irregular nos bordos de ataque e protuberâncias da 
fuselagem; 

•diminuição da capacidade de sustentação máxima: causado 
pela modificação na geometria do perfil das superficies, que 
geram sustentação (asa, empenagem, ... ); 

•diminuição da eficiência de equipamentos, por exemplo: 
modificação do diâmetro de entrada dos tubos de "Pitot" 
utilizados para a determinação da velocidade da aeronave, perda 
da "dirigibilidade" da aeronave devido ao acúmulo de gelo nas 
superticies de controle ("flaps", leme, ... ) e etc; 

• diminuição da visibilidade: o gelo formado no parábrisa 
impede parcialmente ou totalmente a visibilidade dentro da 
cabine de controle; 

• diminuição da eficiência do sistema de propulsão: num 
sistema turbohélice os depósitos de gelo irregularmente 
distribuídos sobre as pás da hélice causa vibrações e suas 
distorções, causando perda de potência efetiva. Já para os casos 
que utilizam turbinas, o acumulo de gelo nos bordos de entrada 
provoca modificação na vazão de ar absorvida pelo 
equipamento, afetando assim a sua eficiência e dos sistemas 
conectados como, por exemplo, sistemas anti-gelo, sistemas de ar 
condicionado. 

Assim, "a determinação precisa das regiões onde ocorre a 
formação de gêlo na aeronave é fundamental para os projetos de 
sistemas que previnem a formação de gêlo. 

Os limites de coleta são definidos como sendo os últimos 
pontos onde ocorre o choque das gotas sobre a superticie do 
perfil. e a curva de coeficiente de coleta local representa a 
distribuição de água coletada por um perfil aerodinâmico. 

Os principais fatores que definem o limite de coleta são: o 
ângulo de ataque, a geometria do perfil, a velocidade do 
escoamento e o diâmetro das gotículas. 

DESENYOL YIMENTO 

A determinação teórica das curvas de coeficiente de coleta 
local foram feita utilizando o programa EMBRICE ( 1995) 
desenvolvido em conjunto EMBRAER!UNESP. 



O EMBRICE integra numericamente a trajetória das 
gotículas utilizando um campo de velocidades calculado através 
do método dos painéis (escoamento potencial incompressível, 
formulação de Hess-Smith sem a correção da camada limite; o 
método permite o cálculo do escoamento em torno de aerofólios 
compostos de multi-elementos: slats, tlaps, ... ) ( 1984; 1991 ), e 
determina os pontos de impacto sobre o perfil. 

A validação dos resultados do programa consistiu na 
utilização de resultados apresentados nas referências NACA TN 
3839, NACA REPORT 824 e Guffond (1988). 

O modelo utilizado para a simulação das forças que agem 
sobre a gotícula de ágaa é baseado na 2• lei de Newton: 

-> -> -> 

FR+Fc=ma 

-> 

onde, F R - força de arrasto 
-> 

F G - força gravitacional 
m - massa da gotícula 
-> 

a - aceleração da gotícula 

(I) 

Integrando duplamente no tempo a equação I determina-se o 
deslocamento da gotícula. 

-> -> 

-> ffFR+Fc 
X= dt 

m 
(2) 

A força de sustentação não foi utilizada porque a geometria 
adotada para representar a gotícula foi a esférica, provocando 
assim o seu cancelamento. 

Os resultados obtidos pelo programa são: 

•trajetória das gotículas; 
•determinação dos limites de coleta; 
•curva de coeficiente de coleta local. 

Resumindo, as etapas de cálculo são: 

•determinação do campo de escoamento; 
•calculo das trajetórias das gotículas; 
•determinação da curva de coeficiente de coleta local. 

Foram utilizados nesta análise dois perfis simulando as 
paredes de um túnel de vento e os perfis MS-0317 e NACA 0012, 
mostrados nas figuras I e 2, respectivamente. Na figura 3 são 
mostrados a configuração do túnel com o 'perfil NACA 0012 para 
dois valores de a, o o e 8° . 

Também, nesta análise utiliza-se a distribuição de pressão 
como forma de ilustrar a influência do túnel sobre os perfis. 

A partir do modelo de singularidade utilizado no método dos 
panéis determina-se a contribuição de cada painel no campo de 
velocidade e, utilizando a equação 3 abaixo, calcula-se a 
distribuição de pressão ao longo do perfil aerodinâmico. 

CP= 1- u X 

uoo 
(3) 
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Figura 3 -Disposição dos perfis no tunel 

Tabela I -Condições de vôo utilizadas nesta análise. 

Altitude nível do mar 
Temperatura -lO °C 

Diâmetro da gotícula 20 r.tm 
Velocidade 250 Knot ( 128.87 m/s) 

Angulo de ataque oo e 80 

Corda 1.0 m 

12 

12 

6.0 

6.0 



RESULTADOS 

Coma a curva de coeficiente de coleta local e distribuição 
ao longo da superficie dos perfis obtidos e apresentados 
nas figuras 4 à II, pode-se elaborar a tabela 2 onde são 
mostrados os valores dos limites de coleta superior e 
inferior para as condições de escoamento livre e para o 
caso dentro do túnel, além dos valores dos coeficientes de 
coleta local máximo. Nesta mesma tabela, mostram-se as 
diferenças existentes entre as condições referenciadas 
anteriormente. 

Assim, para o Perfil MS-0317, observando-se os 
resultados obtidos podemos separa-los em duas 
perspectivas. 

A primeira corresponde aos resultados para a condição 
de angulo de ataque igual a 0°, figura 4. Neste caso, 
verifica-se que a influência da parede do túnel é mais 
critica na região do extradorso. Esta característica era 
esperada pois, este perfil não é simétrico. 

Já a segunda perspectiva, consiste nos resultados para 
o angulo de ataque igual a 8°, figura 6. Nota-se que a 
influência sobre a curva de coleta aumentou provocando 
uma considerável instabilidade e principalmente um desvio 
nos limites de "impingement". 

Nas figuras 5 e 7, distribuições de pressão para os 
angulos de ataque igual a 0° e 8°, observam-se as mesmas 
características relatadas acima. 

Para o Perfil NACA 0012, verifica-se resultados 
semelhantes ao perfil MS-0317 . Contudo, observa-se nas 
figuras 8 e I O, uma influência menor para os dois angulos 
de ataque. 

Na tabela 2, pode-se constatar o quanto a parede de 
um túnel de vento influencia à medida que este se 
aproxima da superficie do perfil aerodinâmico. 
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Tabela 2 - Comparação dos valores dos limites de coleta no escoamento livre e para o caso com a influência do túnel 

Escoamento Livre 

dist Perfil Su SI J3máx 

0.56 MS-0317 -0.05329 0.05514 0.62157 
NACA 0012 -0.05285 0.05388 0.66128 

0.31 MS-0317 -0.05329 0.05514 0.62157 
NACA 0012 -0.05285 0.05388 0.66128 

0.16 MS-0317 -0.05329 0.05514 0.62157 
NACA 0012 -0.05285 0.05388 0.66128 

0.56 MS-0317 -0.01330 0.14687 0.58016 
NACA 0012 -0.00843 0.14409 0.69793 

0.31 MS-0317 -0.01330 0.14687 0.58016 
NACA 0012 -0.00843 0.14409 0.69793 

0.16 MS-0317 -0.01330 0.14687 0.58016 
NACA 0012 -0.00843 0.14409 0.69793 

0.40 

+ escoarrento livre 

• ••~o~ ,., • dist=031 
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,./ 
·0.80 ' /.) 
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·120 
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(a) Intradorso 
1600 

r + escoarrento livre 

1200 • dist =0.56 

~ • dist = 0.31 . ~. • dlst = 0.16 

8.00 

y r.'-. 
400 

~-.. ~ 41;·· ·rua. .. 0.00 l ffl.A 

-4.00 
0.00 040 080 1.2 

x/c[m'm] 

( b) Extradorso 

Escoamento dentro do túnel ~ 

Su SI f3máx Su SI f3nuíx 

a= oo 

-0.05324 0.05579 0.61586 -0.00005 0.00065 -0.00571 
-0.05337 0.05382 0.68721 0.00052 -0.00006 0.02593 
-0.06790 0.05600 0.64772 0.01461 0.00086 0.02615 
-0.05355 0.05353 0.71255 0.00070 -0.00035 0.05127 
-0.06873 0.05550 0.70104 0.01544 0.00036 0.07947 
-0.05343 0.05356 0.75107 0.00058 -0.00032 0.08979 
a= go 

0.00000 0.17123 0.59020 0.01330 0.02436 0.01004 
-0.00831 0.14347 0.69133 -0.00012 -0.00062 -0.00660 
0.00003 0.17183. 0.61714 -0.01333 0.02496 0.03698 
0.00002 0.16517 0.67651 -0.00845 0.02108 -0.02142 

0.00950 0.09684 0.78646 -0.02280 -0.05003 0.20630 
0.00851 0.09418 0.76701 -0.01694 -0.04991 0.06908 

considerados satisfatórios se o objetivo do ensaio for determinar 
a curva de coeficiente de coleta local. 

Entretanto, é importante salientar que se o objetivo do 
ensaio, for analisar por exemplo, a eficiência de um sistema 
térmico anti-gelo, a pertubação da distribuição de pressão torna
se muito importante pois, ocasiona uma mudança na taxa 
convectiva do fluxo de calor utilizado para evitar o acumulo de 
gelo. 

Portanto, conclui-se que a distância das paredes do túnel 
com relação ao perfil (dist) deverá ser igual ou superior a 0.31 
quando o objetivo do ensaio for a determinação da curva de 
coeficiente de coleta local e superior a 0.31 quando a distribuição 
de pressão for um fator importante do ensaio, isto é, quando 
estiver ensaiando um sistema térmico anti-gelo. 
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Figura II - Perfil NACA 0012: Distribuição de Pressão para 
a= 80 

SUMMARY 

CONCLUSÕES 

Inicialmente conclui-se que, dependendo da distância da 
parede do túnel com relação ao perfil, os resultados podem ser 
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The determination ofthe limits ofwater collection consist in 
a steps to development anti-icing systems. This work is intended 
to analyse the influence of wind tunnel on the local collection 
efficiency curve and the impingement limits to some 
aerodynamics profile knowns. 
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SUJ'viÁJUO 
O presente trabalho tem por objet·ivo a avaliação nun·1.érica dos parâmetros a~rodinàmú:~s de 
grades de perfis. Escoamentos são simulados utilizando-se um método de difen~nças jm.1.tas 
a71licado às equações de Eule1· em 2D, em um contexto de uwlha.~ eslru./:unulas. O algon.luw 
proposto baseia-se no esquema de !Jeam f1 Wa11nin_q, allerr:do 710.ra simulação de escomnen/.o .~ 

independentemente do regime de velocidade considerado. llesultados são apresentado:; pn.n.L 
escoamentos subsônicos, transônicos e supersônicos, e estes apresentam boa concordância com 
os dados disponíveis na literatura. 

INTRODUÇÃO 

O uso de métodos numencos para prever o fluxo 
através de grades de perfis vem crescendo, impelido pc
los avanços em microcletrônica c programas para com
putadores. Os campos de escoamentos de interesse 
são complexos e, muitas vezes, utilizam-se prog• .. •mas 
baseados em uma formulação de Euler CJUe, embora 
não sendo capazes de capturar certos aspectos do fluxo, 
têm um custo computacional substantivamente menor . 
Por outro lado, claramente o objetivo a longo prazo de 
um trabalho de desenvolvimento, como o aqui repor
tado, deve ser o de passar a realizar tais simulaçôes 
com uma formulação baseada nas equaçôes de Navier
Stokes, uma vez que alguns fenômenos físicos de inte
resse só serão capturados com uma formulação viscosa. 

A motivação fundamental para se estudar grade; 
lim•ares de perfis consiste no desenvolvimento de ferra
lllcntas numéricas que permitam a análise do desem
penho de compressores e/ou turbinas axiais . O escoa
mento em tais equipamentos é, claramente, tridimen
sional. Entretanto, dentro do contexto do desenvolvi
mento anteriormente mencionado, o ·primeiro passo do 
trabalho consiste em analisar uma série infinita de perfis 
bidimensionais, usualmente denominada uma grade li
near de perfis na literatura técnica específica, que repre
sentam uma idealização do estator, ou do rotor, de um 
estágio do compressor ou da turbina. A preocupação 
básica no contexto do presente trabalho reside em com
pressores e/ou turbinas aeronáuticas. Desta forma, as 
perdas existentes na grade tipicamente podem ser cre
ditadas a efeitos de viscosidade e à presença de ondas de 
choque no escoamento. Estes últimos efeitos adquirem 
uma importância fundamental uma vez que, em grande 
parte dos casos práticos de interesse, a grade está su
jeita a escoamentos transônicos . 
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No prese nte caso, escoamentos são simulados 
utilizando-se as equações de Euler em 2D, as quais são 
discretizadas co111 base em um método de difercru,':ls 
finitas . O método específico utili;mdo aqui foi dcs< ~ ll

volvido originalmente por l'vlcu·tins (19911). l~te se ba
seia em obter um e:.-;quema que seja independente do 
regime de velocidade atrav{:s de unra escolha apro
priada de variáveis dependentes, apesar de se man
ter a formulação escrita na forma conservativa usual 
dos métodos derivados para problemas de cscoarnculos 
compressíveis . (ver Azevedo e f'vlartins, 1!.19:3, lVIarlins 
e Azevedo, 19!)3, c Martins, 1994, para maiore:; dcta
lhcs). 0 algoritmo utiliza Um esquema implícito de ra
toraçào aproximada em forma delta, com o método de 
Euler implícito para marcha no tempo. O algoritnro 
é similar ao tradicional esquema de Beam N. \Varming - . 
( 1978), com a::; mudanças nect....,sárias para que a pressão 
ocupe o lugar da densidade: nas <-'<Jnações. São tc'ilados 
trê:; casos, com o intuito de se cobrir a faixa de uti
lização dos atuais equipamentos simulado::; através de 
grades de perfis. O fluido foi tratado como gás perfeito, 
sem reação quínrica. Para convergência do método pro
posto, foi implementado um modelo de dissipação arti
ficial nào linear , o qual se mostrou eficaz na reduçii.o de 
oseilaçõe::;. Condiçõe:.-; de contoruo na:; fronteiras de en
trada e saída fora111 implementmlas através de rclm;ões 
característica:; (Azevedo, 1990 e Aílevedo et ai., 1992) . 

FORl'viULAÇAO TEÓRICA 

As equaçôcs de Euler eut 2D pode111 ser escritas cur 
forma de lei de conservação, para 11111 sistema de coor·d~~
nadas curvilíncas gencraliwdas como (Azevedo, 1990): 

fJQ + DE + iJF = 0 . 
DT aç a17 

(1) 



Aqui, Q representa o vetor de variáveis conservad&; e 
E e F são os vetores de fluxo não viscosos, dados por: . 

Q = r 1 
[ p pu pu e ( , (2) 

E= J-1 

F= J-1 

pU 
puU +Pf.x 
puU + pf;,y 

(e+ p) U- Pf.t 
pV 

pu V+ P17x 
pvV + P1ly 

(e + p) V - P17t 

I ( :{) 

Nas equações acima, pé a densidade, u e v são compo
nentes cartesianas de velocidade, e e é a energia total 
por unidade de volume. A pressão pé obtida da equação 
de estado para gases perfeitos. Embora a forma usual 
da equação envolva a densidade, p, c a temperatura, T, 
é conveniente se escrever esta equação no caso presente 
como função da energia interna específica, e;. Portanto, 

p = (t - 1) pe; , {4) 

onde r é a razão de calores específicos para gases per
feitos. Vale ressaltar também que, caso seja necessário, 
a temperatura pode ser escrita em função da energia 
interna como: 

T = (r- 1)e;j R , (5) 

onde R é a constante do gás. A energia total por 
unidade de volume é definida como: 

e= p [e;+~ (u2 +v2
)] , (6) 

o que fecha o sistema. As componentes contravariantcs 
de ,·clocidade são escritas como: 

U = f.t + f.xu + f;.yv , 
V = 17t + 17x U + 1]y V , 

e os termos de métrica são expressos por: 

f.x = JyT/ 
f;.y = -JxT/ 

f.t = -Xrf.x - Yrf.y 

17x = -Jyç 
1ly = Jxç 

17t = -Xr17x - Yr17y 

(7) 

(8) 

Para que o algoritmo possibilite também o trata
mento de escoamentos incompressíveis, propõe-se aqui 
uma mudança de variáveis dependentes em que a 
pressão substitui a_densidade como variável principal 
da equação da continuidadP. (Chen & Pletcher, 1991). 
Assim, as equações de Euler assumem a forma: 

aQ (q) DE (q) + DF (q) =o , (
9) 

ar + aç ary 
onde: 

q={puvT}T. {10) 

O novo vetor de variáveis conservadas fica escrito como: 
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Qd-·{ ].!_ } 

T 
~ 
T 

E.'.'_ 
1' 

__r__ ___]!__ 2 2 
( 'l · J) + 2RT (u + V ) 

e o vetor de fluxo E, como exemplo, fica: 

1!.!:::. } 

T 

~ +Rpf.x 
E = .r 1 1!!/f + Rpf,y 

{ 

[ _JJ!__ + ___E,.., (ll2 + v 2 )] U - Pf.t ('l-1) 2R1 

FORMULAÇÃO NUfvll;~IUCA 

(11) 

(12) 

Para a marcha uu LCIII))(), scni utilizauo o ;;q?;niutc 
esquema: 

Q"+ 1 = Q" + 6t ~ + 6W(6t) , ( 'jQ) n+l 

eh 
{I:{) 

conhecido como método de Euler implícito. Ao se in
serir a Eq.(9) nesta última, obtém-se: 

Q"+ 1 = Q" -6t - + -. ' +6t0(6l) . {14) (
DE DF) "+

1 

aç a17 

Fazendo-se uma expansão local ent série de Taylor dos 
termos não lineares em torno de q", substituindo-se o 
resultado na Eq.(14), e aplicando-se o procedimento de 
fatoração apwximada ao lado esquerdo do algoritnto, 
chega-se a: 

[/+6t(D''f. 1 
•
8 

11"] [/+6t.(D")- 1 
.iJ IJ"] 6tt'' = at;, a~ 

-6t (D")- 1 
- + -. +O (6t.) , (15) (
DE" üF") 
at;, a17 

onde A, B c D são matrizes jacobianas de fluxo, 
cuja definição pode ser encontrada em l'vlartins ( 1994). 
Pode-se reescrever a expressão acima cm forma de o
perador como: 

LçL,16q" = (D")- 1 (Rç + R,1) . (16) 

Para o problema de grades de aerofólio .. <>, foi gerada 
urna malha computacional, a qual apresenta simetria na 
dircção 7], à montanl,e c à jusante do pcrlil, fazendo-se 
com que o operador L,1 dê origem a urna matriz tridi
agonal periódica, como exemplificado abaixo para uma 
malha com !!. lin!tm; na dirt .. 'Ç<io 1r 

I hD1 1 B2 o ... o -h/Jl 1!3n . 1 

-hDi_ 1
B1 o 

o 

o 
o hD~.~2Bn -1 

hD,~2 1 JJ1 () ... () -h0,~ 1 1 Bn2 I 



Na definição dos operadores utilizados no algoritmo 
Ja foram incluídos , os termos de dissipação artificial 
não linear necessários à estabilidade numérica (Pulliam, 
1986). 

CONDICÕES INICIAIS E DE CONTORNO 

Duas condições iniciais diferentes são nccess<irias. 
Para os casos subsônico e transônico, todo o domínio 
computacional tem como valores iniciais de pro
priedades as de estagnação, sendo somente as pro
priedades dos pontos na saída da malha alterados de 
forma a reproduzir uma condição físi ca desejável, ou 
seja, o valor da pressão para aqueles pontos são divi
didos por um valor ditado pelo usuário, proc<-'<iimento 
este que cria um gradiente de pressão na direção dese
jada, dando início ao escoamento. 

Para o caso supersônico, esta condição inicial acima 
não é possível de ser implementada, pois se houvesse a 
aceleração do escoamento, fatalmente tería-se um blo
queio do canal de passagem entre os perfis, conhecido 
como "entupimento", o que impediria que este continu
asse a acelerar. Isto se dá porque, dessa forma , o escoa
mento aceleraria progressivamente até atingir o regime 
sônico na garganta, dando origem ao fenômeno. Por 
isso, neste tipo de simulação, começa-se com um regime 
supersônico para todos os pontos do domínio. 

As condições de contorno da saída e entrada são 
ambas tratadas através de relações características uni
dimensionais, as quais se enquadram no conceito de não 
reflexivas. 

Nas regiões onde se encontram os aerofólios, es
tas foram tratadas fazendo-se com que o vetor veloci
dade fosse paralelo à superfície, hipótese básica em se 
tralaudu de urna formulação não viscosa. Para o cálculo 
da pressão, admite-se uma estrapolação para a pressão 
através do ponto adjacente à fronteira. 

Finalmente, nas regiões da malha onde se observa 
a periodicidade, imediatamente à montante e a jusante 
dos perfis, implementou-se um cálculo de uma 1natriz 
tridiagonal periódica, o qual se mostrou eficaz no trans
porte de informações de um lado para outro da malha. 
Esta matriz se origina do operador LTJ, que, ao atuar 
;;obre urna linha~ constante, o faz devido a um ponto 
d!' simetria na malha, ou seja, o ponto com j=1 têm as 
lllt~JIIas propriedades do ponto j=jmáx .. 

ltESULTADOS 

O primeiro conjunto de testes realizados considerou 
11111a grade de aerofólios na qual a condição do es
('Oamento na seção de entrada do domínio de cálculo 
é subsônica. A configuração de grade utilizada é 
aquela descrita por Sanz (1984) , e empregou-se uma 
malha computacional de 118 pontos na direção ~. ou 
direção longitudinal, e 41 pontos na direção r1, ou 
direção transversal. No presente conjunto de testes, 
o número de Mach na entráda do domínio é de apro
ximadamente 0,34, e o ângulo de entrada do escoa
mento é de 36,0°. Deve-se salientar que o número 
de Mach de entrada não é uma condição de contorno 
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fixada para uma entrada subsônica, uma vez que isto 
levaria a t!m probleum mateumticamente 111al posto c a 
consequente divergência do método nun1érico. Autes, 
o número de l\1ach de entrada é u 111 rc::;u I ta do do 
cálculo, e o valor uo preseute ca ... 'iü <::,;lei sendo iufor
mado acima para que o leitor pos::;a ter u111a idéia mais 
precisa da coudiçiio de escoamento aqui cowsiderada. 
Além disso, a coufiguraçiio utilizada admite 11111a ra:t:lio 
espaçameuto/ corda de 0,566, c 11111a solidicidade axial 
de 1,497. A Fig. 1 mostra uma visualiza<;ào do c::;coa
mento após a convergi~ncia da solução. 

2.0 

0 .07721& 

O.OIUU 

t.5 0.1558l 

0.7151U 

Q 0 .734504 

> 0 .67312& 

O.SIJiolt 

1.0 0.55211 

0Aifi7DZ 

0Allll4 

0.370.U6 

o . .aoone 
0.5 0.2U07t 

O.IIUOI 

0 .127723 

0.0 
0.5 1.0 t.5 2 .0 2.5 3.0 

XIC 

Fig. 1 - Escoamento subsônico em grade usada por 
Sanz (198·1). · 

Considerando-se que a configuração de interesse no 
ca.'io é mna geometria típica tlc turbina, fica claro 
da Fig. I que os aspectos fundanlcntais do escoa
mento estão sendo adequadameute reproduzidos pela 
simulação numérica. Em particular, obseJTa-se a ace
leração do escoamento atrav{::,; da gTadc, que é o com
portamento <::,;pcrado uo caso. 

1.00 

~0 .75 .. 
2 . .., 

0 .00 

- lntrldOfiO 
--&- es1radorto 

0.211 0 .50 

XIC 
0 .711 1.00 

Fig. 2- Ntímero de l\lach sobn~ o acrofólio para o cHso 

subs<>n ico. 

Os resultados de simulação para o caso Clll que o 
escoamento na grade é supersónico são mostrados nas 
Figs. 3 e 4. A eonfiguraçào específica de grade utilizada 
neste caso é descrita em AGARD (1990). 
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Fig. 3- Escoamento supersônico com malha 1.53x4l. 
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Fig. 4- Escoamento supersônico com malha 87x31. 

Pelas figuras, é possível perceber a melhoria na cap
tura do choque e suas reflexões com o refinamento da 
malha. O mesmo não ocorre com o leque de expansão, 
tendo este oscilações. A Fig. 5 traz um confronto entre 
o resultado analítico e os numéricos. 
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Fig. 5 - Resultados numéricos e analítico para 
escoamento supersônico. 

,, 
!i 
!i 
li 
!i 
I 
I 
\ 
I 
I 
~ 

1.00 

52 

Pela figura, podclll<>:-> ver que o n~ullado para o ill
tradorso do perfil se mostra bastante próximo do o;

perado, a menos da região do bordo de fuga, onde 
oscila~,;õcs existern decorrentes da falta de resolução 
do leque de cxpansiio. Isto ni\o é 11111 demérito do 
método, j<i que estes fenómenos são de difícil cap
tura. Já o estradorso se mostra bastante próximo do 
esperado, com oscilações próximas do bordo de fuga 
decorrentes da rcflcxiio do choque e influÇncia da ex
pansão acima, pois a ::;olução analítica também apre
senta simplificações, devendo este ser corroborado com 
um método de alta resolução, tai::; como TVD's (Harl<~n, 
19~3). A Fig. (j mostra a simulaçúo de um ca.<;o comes
coamento de entrada com Mach ~ 0,8, sobre UI IIII g;radc 
de perfis DCA (Oidhan1, HJG;)), colll arqueamento de 
27,6", espessura de 0,05, razão cspaçameuto/corda de 
l,Ü, ângulo de entrada do escoamento de :30,0°, tiClll 

arredondamento dos bordos de ataque e fuga, o qual 
fomeceu sobre a grade descrita, uma configuração de 
escoamento transônico. 
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1.5 0.870278 
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Fig. G- Escoamento trausônico em grade DCA. 

Pela visualização, podemos constatar a aceleração 
do escoarnento ati~ o bloqueio do canal, o qual se fal. 
segundo a teoria, e o aparecilllento de um choque ua 
região do bordo de fuga. 
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Fi&,- 17- Número de Mach sobre aerofólio DCA. 

Pela Fig. 7, notamos a presença de oscilações 
próximas dos bordos de ataque e fuga, já que a malha 
utilizada não tinha pontos suficientes nestas regiôes. 
Um exemplo de malha computacional utilizada no caio 
subsônico também é apresentada a título de ilustração 
na Fig 8. 

Fig. 8 - Detalhe de malha computacional sobre grade 
tipo Sanz. 

CONCLUSÕES 

Pelos resultados apresentados, concluímos que o 
método se mostrou bastante eficaz na captura doo di
versos fenômenos e'lvolvidos no escoamento através de 
grades de perfis. Os resultados foram obtidos dentro de 
um tempo de cálculo bastante razoável, tendo-se uti
lizado para isto uma' estação de trabalho IBM - RISC 
6000. A convergência numérica também se mostrou 
muito boa. 
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ABSTRACT 

The present worl< has the ohjé'Ctive of nunlerically 
evaluating thc acrmlynmnic parametcrs of cascadc:,;. 
Flows are'sinmlaled using a finite differcu<"c mdhod 
applied to thc 2-D Euler equations. Ali computation:> 
are pcrformcd in a st.ruet.urcd nicsh conlcxt. The algo
rithm implcmcnted is base<l 011 thc Bcam ,1,:. \Val'lning 
implicit approximate faclorization scheme. which has 
been modified by thc research group in ordcr t.o be ca
pable of simulating f1ows regardlcs; of thc spet:d regin1c 
considercd. H.e;ults are pn!..-;cnted for subsonic, Lran
sonic and supersonic f1ows. Thcse rcsults are in good 
agrecment wiLh the data availablc in Lhe litcraturc. 
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RESUMO 

No presente trabalho são apresentadas as características aerodinâmicas do VLS durante a fase de 
decolagem. No estudo é feita uma análise da aerodinâmica da configuração do veículo sobre a mesa de 
lançamento, esta sujeita ao vento supeificial. Nas análises, fundamentadas em resultados de ensaios em 
túnel de vento, são consideradas diferentes intensidades e direções de vento. Os resultados compreendem 
todas as características aerodinâmicas estáticas pertinentes às fases de decolagem e dos instantes de vôo 
vertical do veiculo. 

JNIRODUCÃO 

A fase de decolagem do Veículo Lançador de Satélites 
brasileiro (VLS) pode ser considerada como uma das mais 
críticas do envelope de operação do veículo, em função de 
fatores tais como: 

geometria complexa do veículo sobre a mesa de 
lançamento com defletores de chama, 

ação do vento sobre o veículo, com diferentes 
intensidades e azimute e 

acendimento simultâneo dos quatro motores do primeiro 
estágio. 

Para uma completa descrição da dinâmica de decolagem do 
··veiculo, faz-se assim necessário o conhecimento prévio e preciso 
das características aerodinâmicas estáticas, na forma de 
Coeficientes de forças e de momentos. 

Em fimção da complexidade da configuração do veículo 
sobre a mesa de lançamento, bem como dos perfis, intensidades 
e direções do vento à serem considerados, toma-se necessário 
recorrer a realização de ensaios em túnel de vento (de baixa 
velocidade) para obtenção dos coeficientes aerodinâmicos. 
Estimativas teóricas não encontram neste caso boa 
aplicabilidade em função do exposto anterionnente. 

Assim, urna série de ensaios aerodinâmicos foram realizados 
no túnel de vento do Centro Técnico Aeroespacial (Laboratório 
de Ensaios Aerodinâmicos), cujos resultados, após uma 
criteriosa análise, foram utilizados nos estudos e análises 
contidos no presente trabalho. 

É portanto conteúdo do presente trabalho uma descrição 
detalhada da Aerodinâmica de Decolagem do VLS. O trabalho 
abrange todos os aspectos que dizem respeito a tal even.to e 
resume, informações globais de interesse do Projeto. 

SIMBOLOGIA 

Cz 
c I 
Lref 
Plll,<p 

Sref 
TU 

coeficiente de força transversal 

coeficiente de momento de rolamento 

comprimento de referência [m] 
direção do vento [graus] 

área de referência [m2] 
torre de umbilicais 
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V, VvoniD 
Ufd 
Xcp/L 

velocidade do vento [m/s] 
distância entre torre de umbilicais e veículo [m] 
posição relativa do centro de pressão, L=Lref 

CONFIGURAÇÃO DE DECOLAGEM 

A configuração de decolagem é constituída pelo veículo, em 
sua configuração de vôo, pela mesa de lançamento, com 
defletores de chama, e pela torre de umbilicais, conforme 
mostrado de forma simplificada na Figura I. 

VLS V vento 

Figura I - VLS/Configuração de Decolagem 

ENSAIOS EM TÚNEL DE VENTO 

Os ensaios aerodinâmicos de simulação das condições de 
decolagem foram realizados no Túnel de Vento do Centro 
Técnico Aeroespacial I Laboratório de Ensaios Aerodinâmicos 



(Moraes e Neto, 1988), com maquete do veículo e da mesa de 
lançamento em escala 1: 15. Também a torre de umbilicais foi 
reproduzida nos ensaios, conforme mostrado esquematicamente 
na Figura 2. 

Foram ensaiadas as configurações designadas por: 
VC+ET: Veículo sobre a mesa de lançamento com 

,Jresença da torre de umbilicais ; 
VC-ET : Veículo sobre a mesa de lançamento sem a 

presença da torre de umbilicais 

TU 

~- • 
VLS 

Figura 2 - VLS/ Ensaios Aerodinâmicos 
de Decolagem 

Nos ensaios foi utilizada uma balança externa de quatro 
componentes, obtendo-se assim três forças (axial, lateral e 
transversal) e um momento (momento de rolamento). 

RESULTADOS 

A seguir são apresentados, em gráficos e tabelas, e 
comentados, os resultados obtidos nos ensaios em túnel de vento. 
Os valores apresentados foram analisados e posteriormente 
corrigidos para as condições reais de decolagem, as quais em 
parte não puderam ser devidamente simuladas. Resultados finais 
para utilização nas análises da dinâmica de decolagem e de 
controle de ~titude do veículo são apresentados ao final do 
trabalho. 

INFLUÊNCIA DA VELOCIDADE DO VENTO 

Visto não ter sido possível simular experimentalmente as 
velocidades de vento preponderantes no local de lançamento, V ~ 
10 rn/s, foram feitos ensaios para três distintas velocidades: 31.0, 
36.0 e 43.0 m/s, com o objetivo de determinar a influência desta 
sobre os coeficientes aerodinâmicos de interesse. 

Os coeficientes aerodinâmicos de maior importância, para 
análise da dinâmica e de controle de atitude do veículo, na 
situação do veículo sobre a mesa de lançamento, são: 

.. coeficiente de força transversal Cz, 

.. coeficiente de momento de rolamento C1 , e 

.. posição do centro de pressão (de atuação de Cz) Xcp/L. 

Os gráficos seguintes, Figuras 3 a 5, mostram que a 
velocidade do vento não exerce influência considerável sobre Cz, 

C1 e Xcp/L. Portanto é válido admitir que estes coeficientes 

mantenham seus valores para velocidades de vento menores. 
Assim sendo, todas as análises posteriores, visando o 
fornecimento de informações para as simulações da dinâmica e de 
controle de atitude do veículo, foram feitas para uma velocidade 
de vento igual a 1 O rnls, que é a velocidade máxima permissível 
de lançamento. 
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INFLUÊNCIA DA DIRECÃO DO VENTO 

Afim de determinar a influência da direção do vento 
(azimute) sobre os diversos coeficientes, esta é variada em 180 
graus, primeiramente para a condição sem tôrre de umbilicais 
(Conf. VC-ET), Figura 6 . 
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Figura 6 - Influência da direção do vento 

Observa-se desta figura que as variações dos coeficientes 
encontram-se dentro de uma faixa de imprecisão de medição ou 
mesmo de variações de velocidade do escoamento ou grau de 
turbulência do mesmo na seção de ensaios do túnel de vento. 
Ocorre também que o escoamento em volta do veículo favorece a 
formação de vórtices e o desprendimento destes, sendo este por 
vêzes assimétrico (NASA, 1965). Isto explica a variação dos 
valores dos coeficientes para situações de simetria da 
configuração (vide Cz para 4J = 0°, 90° e 180° !). Variações mais 
acentuadas, para intervalos de aprox. 45°, devem-se a diferenças 
da geometria (face) do veículo exposta ao vento. 

Na figura seguinte, Figura 7, tem-se a influência da direção 
do vento, com a presença da tôrre de umbilicais, Conf. VC+ET, 
para uma determinada distância desta em relação ao eixo 
longitudinal do veículo, UTd = 2.25 m, e 'velocidade de 31.0 m/s. 
Uma influência é exercida neste caso sobre os coeficientes de 
força transversal e de momento de rolamento, exclusivamente 
pela presença da tôrre de umbilicais, quando o veículo encontra
se em sua sombra. O coeficiente do momento de rolamento 
apresenta também uma variação em relação ao caso anterior para 
4J = 45°, no entanto repetindo seu valor e direção para 4J = 135°, 
concordando novamente com o valor da configuração sem torre 
de umbilicais. No entanto não é possível concluir que houve um 
erro na mt;dição ou anomalia durante os ensaios, visto não 
constar qualquer observação de tal natureza no protocolo de 
ensaios. Analisando resultados para outras velocidades de vento, 
foi observado o mesmo comportamento, portanto é assumido que 
tal valor seja correto. 
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Figura 7 - Influência da direção do vento 

INFLUÊNCIA DA TORRE DE UMBILICAIS 

A influência exercida pela Torre de Umbilicais pode ser 
observada da Figura 8. 

A torre de umbilicais encontra-se na posição azimutal de 180 
0

, provocando uma redução acentuada do coeficiente de força 
transversal. Esta redução está relacionada com o fato do conjunto 
veículo e mesa encontrar-se em região de escoamento bastante 
perturbado (esteira da torre). Sobre o coeficiente de momento de 
rolamento (vide comentários anteriores), bem como sobre a 
posição do centro de pressão não é exercida qualquer influência 
pela torre de umbilicais. 
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Com respeito a distância entre a Torre de Umbilicais e o 
Veículo (plano do eixo longitudinal), designada por UTd, foram 
feitos ensaios para: UTd = 2.25 me 4.50 m. A figura 9 mostra no 
entanto que as diferenças entre os coeficientes, para as duas 
situações, são mínimas. Esta constatação permite admitir uma 
varia~ão desta distância, no intervalo 2.25 m ~ UTd ~ 4.50 m, 
sem que haja necessidade de correção dos valores resumidos e 
apresentados para utilização no projeto. 
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RESULTADOS PARA O PROJETO 

A seguir são resumidos e apresentados os resultados de 
interesse para aplicação nas simulações da dinâmica de 
decolagem e do controle de atitude do veículo. O sistema de 
coordenadas adotado é o sistema de eixos do vento, i. e. z 
encontra-se na linha de ação do vento, acompanhando assim sua 
direção. 

PHI Cz CI Xcp/L 

o - - -
o 37.81 .. -0.2353 0.6460 

45 38.99 +0.2719 0.6122 

90 39.11 -0.1516 0.6506 

135 36.62 +0.1307 0.5950 

180 16.89 -0.1359 0.6753 

V vENTO= 10 mls 2.25 m ~ UTd ~ 4.50 m 

Em função da complexidade da geometria e da interação do 
vento com o complexo veículo - torre - mesa de lançamento, bem 
como da influência que a tropografia local venha a exercer sobre 
o perfil, a velocidade e a variação da direção do vento, 
recomenda-se aplicar aos coeficientes apresentados, variações 
confome seguem: Cz ±10%, Ci ±15%, Xcp/L ±1 o/o 
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CONCLUSÕES 

Tendo por base resultados de ensaios aerodinâmicos em túnel 
de vento de baixa velocidade, foi realizada uma análise das 
características aerodinâmicas do VLS durante a fase de 
decolagem. Na análise considerou-se a Configuração do Veículo 
sobre a mesa de Lançamento, <ooll1 e sem a presença da Torre d~ 
Umbilicais. 

Nas análises foram consideradas diferentes intensidades e 
direções 'tle vento, e compreenderam todas as características 
aerodinâmicas estáticas pertinentes às fases de decolagem e dos 
instantes de vôo vertical do veículo. 

Os resultados mostraram que variações dos coeficientes 
aerodinâmicos de interesse, coeficientes de força transversal e de 
momento de rolamento, são principalmente influenciadas pela 
direção do vento, não sendo relevante a influência da sua 
intensidade. A variação do centro de pressão é praticamente 
negligível, no intervalo considerado. 

A distância entre a Torre de Umbilicais e o Veículo não 
exerce influência sobre os coeficientes aerodinâmicos 
apresentados, quando variada no intervalo 2.25 m :5: UTd :5: 4.50 
m. 

Os resultados obtidos e apresentados permitiram uma melhor 
análise da dinâmica de decolagem do veículo, bem como do seu 
sistema de controle de atitude. 
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ABSTRACT 

The lift-off aerodynamic characteristics of VLS are 
presented. An analysis of the aerodynamics of the vehicle 
configuration, placed on the launch pad and supporting the 
ground wind, has been made. ln the analysis, based on wind 
tunnel test results, severa[ wind intensities and directions were 
considered. The presented results comprise ali the aerodynamic 
static characteristics related to the lift-off phase and vertical 
flight of the vehicle. 
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SUMMARY 

A semi-analytical approach is proposed and implemented to approximate the solution of the partia! 
differential equations that model the radial Stokes flow between two parallel disks. Our motivation is to 
provide a rigorous analytical investigation for this type of flow . Two traditional approaches for solving 
partia! differential equations of mathematical physics. namely, eigenfunction expansions and Green 's function 
representations , are used to obtain directly the pressure distribution for a variety of inflow boundary 
conditions. We. therefore, combine such standard techniques with a functional analytical framework to 
propose a proper representation for the pressure. ln addition. numerical approximations are delayed as much as 
possible during the analysis. This methodology has been implemented in the symbolic software 
' Mathematica'. We provide both validation of the work when exact solution exists and comparisons with fully 
numerical solvers for the cases of more complex il)flow boundary conditions . This analytical work intends 
also to improve our understanding of the effects of the inflow boundary conditions and to provide insights for 
extending the method to handle the Navier-~tokes equations for radial flows. 

INTRODUCTION 

A semi-analytical solution is developed to approximate the 
solution of the partia] differential equations that model the radial 
Stokes flow between two parallel disks. This geometry is useful 
in applications sue h as modeling hydrostatic ai r bearings. 
pneumatic micrometers, radial diffusers and compressor valves. 
This semi-analytical work is part of a more extensive research 
(Oliveira and Amon. 1996; and Oliveira, 1996) on radial flows 
and provides insights for applying the sarne methodology to the 
linearized equations for modeling the evolution of small 
disturbances (Oliveira, 1996) . 

Previous research was mainly based on analytical and 
experimental techniques with the objective of predicting and 
measuring the pressure distribution and boundary layer 
separation . Series expansions were utilized to include inercia! 
effects in the analytical models. The region near to the inlel 
radius was the main source of discrepancy between analylical 
models and experimenls (e.g .. Jackson and Symmons. 1965: 
Savage, 1964: Wilson. 1972). lsh1zawa ( 1966) combined series 
expansions to represent lhe inlet region with the integral method 
to represent the rest of the domain in order to account for inercia. 
lshizawa 's approach was not able to predict correctly flow 
separation and two-dimensional vertical struclure (Raal, I 97 8). 
The disagreement is probably dut: to the inherent inaccuracy of 
the integral method . Chatterjee ( 1986) used classical integral 
transforms to so lve the S1okes problem for lhe idealized case of 
lhe radial Stokes flow belween 1wo infinite parallel disks with 
axial inflow from a pipe. These two references represent lhe mosl 
importanl analylical contribulions to this problem. However, 
search in the lileralure shows clearly that no analytical solution 
is available for the Stokes flow problem, except for a particular 
case where an exact solution exists. This motivated the present 
analysis. since this more general and rigorous treatment seems to 
be useful for applications in lubrication . Our goal is to provide a 
rigorous semi-analytical methodology which solves the two-
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dimensional Stokes flow problem for a variety of physically
meaningful inflow boundary conditions as well as to enable the 
extension to three dimensions . 

FORMULA TION OF THE PROBLEM 

ln this section , we desc:ibe the physically meaningful 
assumptions and the corresponding mathematical modeling for 
the radial Stokes flow of a Newtonian fluid between 1wo parallel 
disks . 

Throughout this pape r, we assume that the flow is 
axisymmetric (i.e., independent on the angular coordinate in the 
cylindrical coordinate system) and incompressible. We impose 
an arbitrary, physically consistent velocity profile at the inlet. 
This study deals with a Newtonian fluid in a creeping flow . 

The correspondlng non-dimensional Stokes equations are 
presented next. We define the following non-dimensional 
variables: 

u=UNe v=VNe p=P/pVe2 r=Ris x=XIs. (I) 

where U, V, P denote the dimensional (primitive) variables; X 
and R correspond to the axial and radial (dimensional) 

coordinates, respectively; Re = Q/(2 1t v s) = Ve RI I v is the 
Reynolds number, x is the non-dimensional axial coordinate and 
r is the non-dimensional radial coordinate; u and v denote the 
axial and radial directions , respectively; p is the non
dimensional pressure and t the time . Ve is the mean velocity at 

the inlet , s is the distance between the two parallel disks, v is the 
kinematic viscosity and Q represents the flow rate. 

Regarding notation, N, R denote the set o i positive integers 
and Real numbers, respectively . The symbol := will be usod to 
indicate a definition. 

To condense the notation, the following representation will 
be used for the viscous operators . 



a' a a' 
L,:=--+--+--

ax' r a r ar ' ' 

a' 1 a a: 
L,:=--·+----+--

ax' r ar r' ar' 

Then the governing equations are as follows. 

au I a(vr) 

-+---~o 

ax a r 

ap ri 

0=-- +-L,u 

ax Re 

ap rl 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

a·--- +-L,v (6) 

ar Re 

The boundary conditions in the domain Q:=(O,l) x (rl, r2) are: 

a) u = f(x) , v = g(x)@ r= rl. rtxe (0. 1) (7) 

a(vr) 

b)u=0.--=0,p=O@r=r2 . rtxe(O . I) (8) 

ar 

c) u = v = O @ x =O & x = 1; rtre. (r 1. r2) (9) 

The physical interpretation of Eqs. (7) to (9) corresponds to 
flow entering with arbitrary velocity distribution and leaving the 
Jomain with zero axial velocity profile under atmospheric 
pressure . No slip conditions are prescribed at both disks . We 
requin: the following physica l constraint: 

I 

f. g e {w(xl e C'(O,l): W(O) =o. w( 1 )=0} andf g dx=l (10) 
o 

RELATED PROBLEM (domain Q:=(O.I) x (rl, r2)) 

!t can be eas il y shown that Eqs. (2) to (9) are related to the 
problem of finding the velocity vector field v = v(x, t) = (u(x. 
r). v(x, r)) anda (scalar) pressure field p = p(x , t) which. for x = 
(x. r) e Q. satisfy the followin g partia! diffcrential equations. for 

v e C2(Q ) X C '(Q ), p e C '( Q ); in fact, the solutions Usai, V sol 

and Psol are given by Usai= u + f(r - r2)/rl - r2) , Ysol =v + g(x) 
rl /r and Psol = p . 

"V ·v = f'(x) ( r - r2)/( rl - r2) in Q 

L,u = (Re/ rl ) iJp/ax- {f"(x) (r- r2)/(rl - r2) + 

f(x)/(r(rl - r2))} in Q 

L,v = (Re/ ri) ap/ar- (rllr) g"(x) in Q 

(11) 

(12) 

( 13) 

6:2 

u =O, v= O@ r= r!, rtxe (0, I) 

iJ(vr) 

u=O.--=O,p=O@ r=r2.rtxe(O.l) 
ar 

u =v= O @ x =O & x = I; rtre. (r!, r2) 

(14) 

( 15) 

(16) 

Our goal throughout this work is to finda solution to Eqs .(ll) 
to (16). 

FuNCTIONAL ANAL YTIC SETTINGS 

We consider the function spaces: 

a 
.f,(Q):= { w: Q "'> ?_lf0 lwl2 dQ < oo} = 
"the space of real-valued square-integrable functions" 

-tl 

(17) I 
ij ~ '(Q).:= {w: Q -> P_l w e .f,(Q) and iJw/iJx, 

aw!ar e .f,(Q)} = "the Sobolev space of order one" (18) i 
:J4,' (Q):= {w e~ '(Q)I w =O on [ 0 } (19) 

[ 0 denotes the boundaries of the domain (Q) where Dirichlet 
boundary conditions are prescribed (see Eqs . (7) to (9)) . 

The following innc:r products are associated with Eqs . ( 17) to 
( 19) : 

a) inner product in .e,(Q), 

(u 1° v) := fo u v dQ . '!;/ u ,v e .f2(Q) 

b) inner product in ~ '(Q). 

((v 1° w)) := (v 1° w) + (av/iJx I" iJw/iJ x) + 

(iJv/iJr 1° iJw/ar), '!;/V, W e~ 1(Q) 

c) inner product in ~0
1 (Q) 

((v 1° w)) 11 := (av/ iJx 1° iJ w/ax) +(av/a r 1° aw/ar). 

rt v. w e :H,' (Q) 

(20) 

(21 ) 

(22) 

We shall use either ( I' ) to denote the inner product in .f,(rl, 
r2) or ( I' ) to denoL the inner product in .e,(O . 1 ) . Similarly for 
:Jl ' and :J{,, ' . 

APPROACH I: DIAGONALIZING L1 AND L2 
(EIGENRJNCTION EXP ANS !ON) 

-; 

:-~ 
l 

l 
~ 
~i 
j 
:j 
l 
1 
:~ 

ti 
,r. 
~ 
t~ 
~l 

~ 

~~ ., 
:~ 

Ej~enva!ue Problems . To take the most advantage of the ~ 
linearity of the governing non-dimensiona! equations, the ~ 
following auxi!iary eigenva!ue problems are defined with ~ 

corresponding homogenous boundary condi~:ons identical to ~ 
Eqs. (14) to (16). We shall use the notation BCu and BCv to j 
represent these homogeneous boundary conditi<lns for u and v, 
respective!y . 

~~ 
-~ 

~ 
~ LI um.,= - a; mil um., (23) 

L2 v,..=- ~'pq vpq (24) 

1 
~ 
tj 
-~ 

•I 
~i 
~~ 

-.~ 

~ 

·~ 



where. a'mn := (am)'+ (nn:)' and Ppq' := (f3p)'+ (qn)' are the 

eigenvalues and umn and v ••. for p. q E t l, are the set of 

eigenfunctions in ..e,(Q) corresponding to the operators L, and 
L,. 

Ej~enfunqjons. The eigenfunctions corresponding to Eq. (23) 
and Eq. (24) are : 

umn = sin(nn X) R "om (r) 

v.,= sin (ln: x) R",.(r) 

where 

(25) 

(26) 

(27) 

R""(r) = [ Yl ((3, r)- J,((3, r) Y,(~, ri) I 1,(~, ri)) (28) 

Furthermore. it can be shown (Oliveira, 1996) that {SSOm(r)} , 

for m E l!. forrn a complete set of eigenfunctions generated by 
the following eigenvalue problem: 

Y" + (l/r) dY/dr + À2 Y =O. Y'(rl )=0, Y(r2)=0, i.e ., Y m = 

SSOm(r) and À2 = ~m 2 , (36) 

where Y' := dY/dr and mE H. We can also show that SSOm(r) is 

(consistently) linearly dependent to J0 (j3., r) Y0 (j3., r2) - 10 ({3., r2) 

YoCf3m r) . 
Eq . (33) leads to a linear algebraic system of equations to 

determine lhe pressure. To obtain this system, we need to choose 

a convenient basis for 11 and expand the pressure wilh respect to 
this basis . These steps are discussed in Oliveira (1996). Notice 
also that SSOm(r) shows up naturally from this approach. 

APPROACH II: lNVERSION OF L1 AND L2 
The corresponding norrnalization integrais are given by: (GREE."J'S RJNCTION) 

N((3,) ={ r2 2
[ Yl(j3, r2)- 1,((3, r2) Y,((3, rl) I 1,({3, rl))

rl'[- YO(f3, rl) + 10({3, ri) Y,(j3, r!) I 11({3, rl))} (29) 

(30) 

with am and 13. being determined from the following equations : 

1,((3, ri) Y0(~, r2)- 10({3, r2) Y,(~, rl) =O (31) 

J
0
(am ri) Y0 (am r2)- 10(am r2) Y., (am r1) =O (32) 

fork,m=1,2.3 .... 

INCOMPRESSIBILITY CONSTRAINT 

To enforce the velocity vector fíeld to satisfy mass 
conservalion for incompressible flow. we impose Eq. (11) in the 
following (generalized) sense (see Oliveira. 1996 for proof and 
hypothesis involved). 

(u I" 11.> + (v I" T).) -

(2rl 1
- 3r2 r1' + r21

) (fI' ll, (x . ri)) /(6(rl - r2)) 

(11, I" f(x) (2 r'- 3 r2 r'+ r2')/r) /(6 (r1 - r2)). 

V'11(x,r)E N:={ w E Jl ' (Q):w (x .r I) E Jl '(O , I) 

and w(x.r2) =O. V'x E (0, I)} 

EIGENFUNCTIONS FOR THE PRESSURE 

We define thc following set of functions (Oliveira, 1996): 

SSOm: l 1 X [q. rz] c 1 r X I' . - -~ .. 

(m , r)- (1/r) d(r R v 1 m(r))/dr 

lt can be shown that 

(SSOmlr SSOn) =<13m2) N(i3ml Õmn and SS0m(r2) =O, 

V' m,n E l f 

(33) 

(34) 

(35) 
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To obtain the Green's Eunctjon representatjon for the radial 
component of the velocity, we consider the auxiliary equation: 

(37) 

This equation is symbolic because it has mathematical 
meaning ( i.e ., it is well-defined) only when interpreted in ·the 
sense of distribution theory. ln fact we could have presented the 
problem in a generalized sense, since no classical solutions exist 
for such a problem. Indeed , this is a way to show in whic~ sense 
Eq . (42) solves Eq . (37). See Oliveira (1996) for details regarding 
this problem and Friedman (1956) and Zeidler (1995) as general 
references on this subject. 

We solve Eq. (37) with BCv through the following series 
expansion: 

00 

Gv(x, r; Xo, r")= 2: a, (x, x0 ) R" ,,(r0) R',,(r) 
n=l 

After some calculations, we obtain that 

a,(x, X0) = f(x, x0 ) I [- 13. N(f3,) sinh((3,)], 

where f(x. x0 ) = sinh'.f\ x) sinh[~. (x0 -I)] for x < X 0 and 

f(x, x0 ) = sinh(~. (x -I)) sinh[f3, X 0) for x > x., 

(38) 

(39) 

(40) 

The Green's Functjon representation for the radial component 
of the velocjty is found by applying Green's formula and using 
Eq . (37) and Eq . (14) to obtain the following: 

fn (v L,Gv- Gv L 2v) dS = fn (vV''Gv- GvV''v) dS = 

fan (v V'Gv- Gv V'v). n df 

= v(x0 , r0 ) = - (Re/rl) (Gv I" ap!ar) + 

(Gv 1° (ri/r) g"(x)), 

v(x , r)= (Re/rl) (p t"•(l/r0 )a(r0 Gv(x; x0))/ar0) + 
(Gv l"•(rl/r0 ) g"(x0 )) 

(41) 

(42) 

(43) 



To obtain the Green' s function representation for lhe axial 
component of the velocjtv. we consider the following equation: 

L,Gu =V'' Gu =- ô(x - x.,) 'õ(r- r0 ) I r (44) 

We solve Eqs. (45) with BCu through the following 
expansion: · 

00 

Gu(X, r; xo. ro) =L b"'m(r. ro) Sin(mnx) Sin(mnxo) 

m=l 

where 

and 

b"'m(r. rol= C, FOm(r,, r) for r< r0 and 

= C,* FOm(r,. r) for r> r0 

C,(y0) := -(21y0 )1{ m1t (Flm(r,, Y0)

FOm(r,, Y0 ) Flm(r2 , y0)1F0m(r2 , Y0 ) )} 

C~ *(y0 ) := C,(y0 ) FOm(r,, y0 )1 FOm(r,, y0) 

Flm(y. y0 ) := I,(m1ty0) ~(mny)ll0(mny) + K1(mny0) 

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

FOm(Y, y0) := - l0(mny0) ~(mny)II,(m1ty) + ~(mny0) (50) 

The Green's functjon represematjon for the axjal cornponent 
of the velocity is found by applying Green's formula and using 
Eq. (12) and Eq. ( 44) to obtain the following: 

(ul0 L,Gu)- (Gu I0 L,u) dS = (u 1°V'2Gu)- (Gul0 V'2u) = 

fan(uV'Gu-GuV'u).ndf=O (51) 

= u(x. r) = (Rei ri) (p(x0 , r0 ) 1°0 aGu(x, r; X0 , r0 )1ax0) + 
({f"(x0) (r0 - r2)1(rl- r2) + 

f(x11)1(r0 (ri - r2))}1°0 Gu (x; X0)) (52) 

CONSER V ATION OF MASS 

To enforce the velocity vector field to satisfy the mass 
conservation principie, Eq. (34) is imposed. We substitute Eq. 
(44) and Eq. (53) into Eq. (34) soas to obtain: 

(Relrl ){( ( p(x.) I"• aGu(x; x.)laxo) I" T],) + 

( (p(x.) I"· c 1/rll) a(ruGv(x; Xo))larll) I" T],)} 

= (TJ., I" f(x) (2 r'- 3 r2r2 + r21)1r) 1(6(rl - r2)) -

((Qv I"• (rllr11 ) g"(x11 )) I" T],) 
- (({f"(x0 ) (r0 - r2)1(rl - r2) + 

f(x 11)1(r0 (ri - r2))} I "• Gu (x; x0 )) I" T],) 

+ (2rl 1
- 3r2 rl 2 + r21

) (fI' T],(x, ri)) 1(6(rl - r2)), 

'v'T](X, r) E N (53) 

This is an integral (generalized) equation for the pressure, i.e., 
by solving this integral equation we would obtain also u and v 
from Eq . (43) and Eq. (52). The advantage of following this 
methodology is that p is directly obtained and we require less 
regularity from the dependent variables. ln creeping flows with 
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constant properties and no significant body forces, the pressure 
field is harmonic; however, its boundary values are not known in 
advance. 

PRESSURE'S REPRESENTATION AND ALGEBRAIC 
EQUATIONS 

We introduce the following representation for the pressure 
p(x, r): 

00 00 

p =L p*oq lSSOq(r) +L P"'pq Cos(p 1t x).SSOq(r) 
cp=l p.q=l 

where 

p*Oq = ((p Ir SSOq) lx 1)1((~q2) N(~q)] = 

(pI" SSOq l)l((~q2) N(~q)] 

and l(x):= 1. 'v'x E [0, 1] and for p,. O, 

P*pq =(p I" SSOq Cos(p n x))l(2(~2q) N(~q)l 

(54) 

(55) 

(56) 

Eq. (53). for 11 = Cos(s 1t x) SSOt (s =0,1, 2, ... and tE N), 
becomes: 

(Relrl){(snl2)2 L P"'sq (SS0q(r0) I'" (b*s(r. r0) I' SSOt)) .,., 
+ (~t)' NC~i { P"'Ot ((- 1•• a,(x, X0 )) I' Cos(srrx)) + 

L P"'pt ((Cos(p1tX 11 ) 1•• a,(x, X0)) I' Cos(snx))} 

= sn(f3t)' (Sin(snx) I' f(x)) (R v Jt(r) l'q*(r)) /(6 (ri - r2))

(f3t) 2 N(f3t) ((a,(x,x 0 ) I' Cos(snx)) l'•g"(x0 ))(R' 11 (r0)1"' rllr
0

) 

+ ((sn)'/2) (f(x 0 ) 1•• Sin(snx0 )) ((qll'' b*s(r,r0)) I' SSOt(r)) 

- ((sn)/2) (f(x 0 ) 1•• Sin(s1tx0 )) ((q21 •• b*s(r .f0 )) I' SSOt) 

- sn (2rl'- 3r2 rl 2 + r2') SSOt(rl) (fI' Sin(s 1t x)) 1(6(rl - r2)) 

s=l.2 .... andtEl.! (57) 

where q*(r):= (2 r'- 3 r2 r'+ r21)1r, ql:=(r0-r2)1(rl-r2), 
q2:= ll(r0 (rl-r2)). 

P"'Ot ((.I .. a,(x.Xolll'n+ L P*pt((Cos(p1tx0)1'• a,(x.x0)) I' ') 
p•l 

= -(rll((f3t) 2 N(f3t) Re)) ((a,(x, X0 ) l'.g"(x0)) l'll 
(R' ,,(r,,) l'"r I lr0 ). for s = O and t EN (58) 

Notice that we must evaluate 14 different one-dimensional 
integrais in arder to solve the algebraic system of equations. 
Fortunately, analytical formulas are available for severa! of them 
(see, e.g., Wheelon, 1968). The algebraic systern is solved and 
ali analytical and numerical integrations are.. performed in a 
program written in the symbolic software 'Mathematica' 
(Wolfram, 1991) in arder to take advantage of its symbolic 
rnanipulations and libraries. See Oliveira (1996) for additional 
details and analysis. 



Rlv 

lL • 40 

l 1 • ' 3 '"' 
Rlv 

M·· 
Rlv 

sso 

i~~ 
~' _
5
i 2 4 6 ij 1v 

S50 

lQ 

~~ 
1~ 
li" ,..--..., ' 

_
5
; 2<:::< 6 "F'~o 

550 

H)! 

iS! 

'" si 
: "\,y~ ...... 6 3 t •{ 

-I' 

Rlv 

·~ 
7.1 

~ . I 

_2 . 5 ~ " 6 9 10r 
- I 

Rlv 

'fW ú . I 

: 4 6 8 lOr -o s 
- 1 

R1 v 

:iS O 

:~ 
I" = ~, -5 P"4 6<=>'8 10 

sso 

'"' 
~~ 
-5~~Qr 

Rlv 

~·' 
R1v 

·~ 2 a or: 
-o. 

R1v 

sso 

~~ 
1 ~ =:...., --==-, 
_

5 
2 c::;::::::::t a to 

sso 

;~o' 
-I 

550 

Figure 2: First nine radial pressure' s eigenfunctions. 
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Figure 3: Components of the radial Green's funcuon for L: . 

RESULTS 

The semi-analytical results obtained so far are presented in terms 
of eigenfunctions and are then compared to exact and numerical 
solutions for different inflow boundary condilions . Figures I and 
2 depict the first nine eigenfunctions of the linear partia! 
differential operator L: and of the pressure modes, respectively. 
Components for the axial (b*m _ Eq. 46) at x = 0.5 and the radial 

Green's functions (a,- Eq . 39) at r= 5 are shown in Figs. 3 and 4. 
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To validate the present methodology. we compare first in Fig. 
5 our approximate semi-analylical solu1ion wi th an exacl 
solution [p( r) = 12 r,' ln (r2/ r)] for lhe unique case where such an 
exact solulion exists. i.e ., lhe inflow condilions u =O and v = 6 
(x - x '). We oblain a good agreemenl wilh lhe exacl solulion 
using only I O terms in lhe eigenfunction expansion to represent 
the pressure when only the fundamental mode is used in the axial 
direction. 

o. 1 

O. D9 

O. 06 

J. 0 4 

o. 02 

o 7 4 ;. q 1 n 
Figure 4: Components of the axial Green ' s function for L 1• 
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Figure 5: Comparison between exact so lution and semi-analyti
cal approximation (the line with slope zero at 
r= 0.5) w,th ten terms in the radial direction . 

Next, we impose a more complex intlow boundary condition 
corresponding to a two-dimensional flow given by the functions: 
u =- 2 x3 + 2 x2

, v= 6 (x - x2
). The pressure field due to this 

intlow condition is two-dimensional. Then , we compare our 
predictions with 10 modes in the x- and r- directions with 
numerical solutions obtained with an accurate spectral element 
solver. The spectral element numerical solution is based on a 
discretization of the computational domain with 48 macro
elements, 5 x 5 collocation points per macro-element and a total 
of 1,200 nodal points. Figures 6(a) and (b) show the 
comparisons between the semi-analytical and numerical results at 
x = I and x = 0 .75, respectively, with numerical data taken at r = 
0 .5 , I, 2 , 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 and 10 . Outside the region exhibiting 
the Gibbs phenomenon, the agreement in both cases is still quite 



reasonable wilh a pointwise error bclow 7% using this rcduccd 
number of modes. The accuracy of our semi-analytical solution 
can be improved substantially and the error decreased by simply 
adding more terms in the expansion. Notice also that the 
approximation gets increasingly better as one goes from x = 1 to 
x = O. Therefore, Figure 6(a) shows the worst possible scenario 
for this specific inflow condition. 
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Figure 6: Comparison between highly accurate numerical 
solution (dots) and semi-analytical prediction 
(continuous line) for an inflow condition for which 
no exact solution exists ata) x. = 1.0 and b) x. = 0.75. 

CONCLUSIONS 

This paper has presented a semi-analytical formulation for 
solving the Stokes problem for flows between two parallel 
disks. The full methodology has been implemented in the 
software MaJhemaJica (Wolfram, 1991), so as to take advantage 
of its symbolic representation and capabilities as we!l as to 
provide an intuitively simple implementation. The results from 
this semi-analytical approach using ten eigenfunctions in each 
direction were compared with both an ex.act solution independent 
of the axial direction and a numerical solution. Outside the region 
exhibiting the Gibbs phenomenon, the agreement is very good 
in both cases. The numerical solution corresponds to a more 
complex and realistic inflow boundary condition and employs a 
highly accurate spectral element solver. Since many of the 
integrations are independent of the input data (inflow functions), 
they are evaluated only once and ali subsequent calculations (for 
different inflow functions) use these initial resuhs. This fact 
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enables a fast performance which still retains the advantages of 
minimizing round-off errors. Work is underway to extend the 
proposed method to handle the steady-state Navier-Stokes 
equations and to use the approach proposed by Gottlieb et ai. 
(1992) to eliminate the Gibbs phenomenon effects and allow 
spectral accuracy with a few number of modes. 
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RESUMO 

O escoamento laminar permanente na região de entrada de um duto circular é modelado através de 
uma técnica original. São propostas uma seqüência de funções aproximadas para a evolução do perfil de 
velocidades na região de entrada. com base na teoria de expansão de funções em séries de Fourier. 
Resultados da velocidade e da queda de pressão, calculados a partir das funções propostas e das equações 
de conservação em sua formulação integral, são apresentados na forma gráfica. Os resultados obtidos 
apresentam um bom acordo com a literatura. 

INTRODUÇÃO 

Qualitativamente a natureza do escoamento laminar na 
região de entrada de wna tubulação é bem descrita na literatura 
e está associada ao crescimento da camada limite laminar nessa 
região. Do ponto de vista quantitativo várias soluções analíticas 
aproximadas foram criadas por diferentes pesquisadores para 
caracterizar o escoamento e cal~ular parâmetros importantes 
como por exemplo o perfil de velocidades, a queda de pressão e 
a perda de carga ao longo do escoamento. Soluções analíticas 
exatas não são obtidas devido à não linearidade da equação 
diferencial obtida para o fenômeno a partir da equação de 
Navier-Stokes. 

Essencialmente podem-se dividir em dois grupos os 
diferentes métodos de solução aproximados para as equações do 
escoamento. Um deles, inteiramente nwnérico, substitue as 
equações diferenciais não lineares por equações de diferenças 
finitas ou elementos finitos. Em outro grupo, analítico-numérico, 
as equações do escoamento são solucionadas através de wn 
modelo analítico com o apoio do cálculo numérico. Neste caso 
encontra-se na literatura propostas de modelos de distribuições 
de velocidade na região de entrada como a de Fargie e Martin 
(1971) ou de Gupta e Agarwal ( 1993 ), ou soluções a partir do 
método das perturbações baseado no escoamento 
completamente desenvolvido (Tatsurni, 1952), ou ainda proposta 
de linearização da equação da quantidade de movimento 
(Sparrow et ai., I 964 ). 

Diversas aplicações na área de mecânica dos fluidos estão 
associadas ao problema do escoamento de entrada. Tem-se por 
exemplo: i) o caso de decantadores laminares de altas taxas de 
remoção (Rajaratrnan et ai. , 1991 ), úteis em processos de 
tratamento de águas residuárias e de abastecimento; (ii) em 
escoamento de sangue em veias na entrada do coração (Singh e 
Sinha, 1978) e em estreitamentos do tipo estenose (Lee, 1994), 
importantes no projeto de bombas de escoamento sanguíneo 
extracorpóreo onde é necessário conhecer com precisão os 
coeficientes de perda de carga do escoamento. 

Neste trabalho apresenta-se wna solução analítico
numérica em que a evolução do perfil de velocidades na região 
de entrada é aproximada por funções descritas usando-se séries 
de Fourier e séries modificadas a partir das séries de Fourier. 
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Com a teoria de expansão de funções em séries de Fourier, uma 
expressão que representa a evolução do perfil de velocidades é 
proposta para a modelagem do escoamento na região de entrada. 
A partir dessa expressão, outras modificadas, são investigadas 
para a melhor descrição e modelagem do escoamento. 

Neste trabalho utiliza-se o método de formulação integral 
conforme a metodologia empregada por Campbell e Slaterry 
(1963), para obter-se a solução. Os resultados obtidos com as 
funções propostas são comparados com os resultados de outras 
investigações, examinando-se os valores da queda de pressão e 
da velocidade ao longo do duto. 

FORMULAÇÃO 

As equações integrais da continuidade, quantidade de 
movimento e energia mecânica escritas para a componente 
longitudinal da velocidade na forma adimensional são 
respectivamente: 

1-- - I 
I u rd r=-
0 2 

IdP d ~-2 - -~~ ---=- Iu rdr-2 - - -
dx dx o or r=l 

dP d 
1
-

3
- -

1 [13~]
2 

- = - ~ I u r dr- 2 I ~ r dr 
d X d X 0 0 iJr 

(I) 

(2) 

(3) 

onde as variáveis x , r , u e P são adimensionais escritos 
na forma: 

v x 4x 
x=--=---· 

R2u ReDD ' 

r 
r=-; 

R 

u 
U=-; 

u 
- p 
P=--2 ;e 

pU 

x - posição longitudinal; r - posição radial; 



u - velocidade axial: P - pressão estática~ 
R - raio do duto~ U - velocidade média do escoamento~ 
p - massa específica do fluido~ v- viscosidade cinemática do 

fluido~ Re0 - número de Re}nolds. Ao escrever as equações 
levaram-se ainda em consideração as seguintes hipóteses 
simplificadoras comuns em escoamentos de entrada: 
i-) a componente axial da velocidade é muito maior que a 
componente radial ~ 

ii-) as variações da velocidade em relação a variável radial são 
muito maiores que em relação a variável axial~ 

iii-) a pressão é função somente da variável axial~ 
i v-) a função dissipação, termo da equação da energia, é escrita 

como: íl(a~/ a~J 
2 

MODELAGEM 

Analisando-se as condições de contorno do escoamento 
laminar na região de entrada de um duto circular, procurou-se 
encontrar uma função que envolvesse apenas um parâmetro 
livre, função da posição axial no duto, e cuja variação 
representassse adequadamente a evolução do perfil de 
velocidades desde a entrada do duto até a posição de escoamento 
completamente desenvolvido. 

A figura I representa as condições de contorno do 
escoamento para o perfil de velocidades. Considera-se na figura 
o duto cilíndrico conectado a um reservatório através de uma 
transição suave. Portanto pode-se esperar que na seção de 
entrada o perfil de velocidades seja essencialmente homogêneo 
(uniforme na seção). 

Figura I - Evolução do perfil de velocidades na região de 
entrada de um duto circular. 

A velocidade longitudinal genérica foi adimensionalizada 

obtendo-se u(x,r)=u(x,r) I U. Os valores limites para a 

velocidade axial na região de entrada são: 

x=O 

x '?.L 

u=l 
2 

u=20-r > 

Expressando-se os perfis em x=O e x=L, em termos de 
séries de Fourier obtem-se: 

- n( 2) -ux=o=L(-1) -:ç COS(Ânr), em x=O (4) 
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- n 2 -
( )

3 

Ux=L=L(-1) Ân COS(Ânr),em x?.L (5) 

Comparando a Eq. (4) com a Eq. (5) observa-se que as 
duas representações diferem apenas no expoente do parêntese, 

(~J . Com a condição de velocidade nula na parede do duto, 

encontra-se para Â n : À n =e n +X) tr . A partir da 

análise e comparação entre as séries dadas pelas Eq. (4) e Eq. 
(5), é possível generalizar o campo de velocidade através da 
expressão: 

( )

k (3-k)m +I 

u(x,r)=L (-l)n :n COS(Ànr ) (6) 

Para que as funções estabelecidas pela Eq. (6) satisfaçam 
a equação integral da continuidade (I) deve-se calcular 
inicialmente as funções peso, P(x) que acompanharão as funções 
correspondentes. As funções peso são obtidas a partir da 
equação integral: 

P(k)=(l/2) JL<-I)n .2_ COS(Ànr )rdr ri ( )k (3-k)m+l ](-I) 

lo Àn 

Assim a Eq. (6) é reescrita na forma: 

( )

k (3-k)m + I 

u(x,r)=P(k)L (-l)n :n COS(Ànr ) (7) 

Nas figuras 2, 3, 4 e 5 são apresentados graficamente os 

valores de u(x,r) , conforme a Eq. 7 para diversos valores de k 

e respectivamente para m=O, m=l, m=2 e m=3 . Uma análise da 
representação gráfica da Eq. 7 para m=O na figura 2, revela que 
para valores iniciais de k, o perfil de velocidades na forma de 
patamar (núcleo potencial) não é preservado, apresentando-se 
com forma ligeiramente curva em toda extensão. 
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Figura 2.- Gráfico de Ü(~,;) para valores de k, com m=O. 
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A representação gráfica da Eq. (7) para m=l na figura 3, 
apresenta uma acentuada preservação de patamar nas 
vizinhanças da entrada do duto, correspondentes a um núcleo 
potencial Da mesma forma observa-se este efeito nas figuras 4 e 
5, onde tem-se a representação gráfica da Eq. (7) para m=2 e 
m=3 , respectivamente. Como evidências experimentais 
existentes reforçam a existência de um núcleo potencial no 
escoamento na região de entrada, acredita-se que as expressões 

estabelecidas para u(xJ) com valores de "m" maiores que o 
sejam mais satisfatórias para na modelagem do escoamento. 

QO Q2 Q4 Q6 
r=r/R 

- •-ko:LO 
- o-k=L3 
-&-k=L6 

IIFI -•-k=2,0 

- O-k=2,61 
l -•-k=3,0 

Q8 ~o 

Figura 3- Gráfico de u(x,r) para valores de k, com m=l. 

QO'+-~--.-~--.-~~-.--.--.--~-l 
QO Q2 Q4 Q6 Q8 lO 

i=r/R 

Figura 4- Gráfico de u(.x,r) para valores de k, com m=2. 
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@'+--,---.--r--,--~-,--~--.-~--. 
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Figura 5- Gráfico de u(x,r) para valores de k, com m=3. 

O perfil de evolução das funções provenientes da equação 
(7) e representadas nas figuras anteriores, representarão a 
velocidade na região de entrada quando ficar determinada a 
função k(x). Para isso utiliza-se neste trabalho a técnica 
conhecida na literatura (Campbell and Slaterry, 1963), como 
método integral de solução. O procedimento requer isolar o 
gradiente de pressão da equação integral do movimento e 
substituir na equação integral da energia mecânica, para obter
se: 

d 1- - - 1- - - ô 
----:- 2Ju rdr-fu rdr =2~ + ... 

[ 

2 3 l -
d x O O ôr-

r=l 

[ ]

2 

I ôu 
+2J----:- rdr 

0 ôr 

(8) 

A Eq. (8) pode ser reescrita após algumas operações 
algébricas na forma: 

1 - du - -
4Ju-rdr 

o dk 

I _2 du -
-3fu -rdr 

o dk 

+ 2J[ 0~]
2 

rdr 
0 ôr 

dk (9) 

Integrando simultaneamente os dois membros da Eq. (9) 
tem-se: 



k 

x=J 

I - d Ü - - I -
2 d Ü - -

4fu-rdr -3Ju -rdr 
o dk o dk 

iJu 
2-

Ôr!r=l 

1 [ _]2 
+ 2! :~ r dr 

dk (lO) 

Substituindo na Eq. (10) a função proposta para 
modelagem dos perfis de velocidade, dada pela Eq. (7), . e 
desenvolvendo as derivadas e integrais existentes, encontra-se 
uma equação integral com a qual determina-se a função k(x). A 

k 
equação integral que tem a forma: x = J (fu nç éb de k) dk , é 

I 

integrada numéricarnente variando-se o valor de "k" para toda 
região de entrada e especificando-se o valor de "m". 

A queda de pressão é calculada através da equação integral 
da energia mecânica. Apresenta-se a seguir os resultados 
obtidos, e é apreciado o potencial desta proposta. 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Na figura 6 são apresentados os resultados da modelagem 
deste trabalho, para os perfis de velocidade na posição central do 
duto. Os valores são provenientes do cálculo para úiferentes 
valores do parãmetro de modelagem "m" presente na Eq. (7). 

Observa-se no gráfico da figura 6 que a solução obtida para 
m=O apresenta um crescimento acentuado da velocidade em 
posições iniciais da região de entrada. Neste caso o limite de 

velocidade adimensional no centro do duto ( Ü =2) é alcançado 
em valores da posição axial menores que das outras soluções, 
que correspondem a valores de "m" maiores que zero. Dessa 
forma, o comportamento dos resultados da velocidade obtidos 
para m=O na região mais próxima da entrada, é acentuadamente 
diferente daqueles obtidos param= I ,2,3 e 4. 
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Figura 6 - Gráfico da velocidade axial na posição radial, "i = 
0,0. Resultados da modelagem. 
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Figura 7 - Gráfico da velocidade axial na posição radial, "i = 
0,0. Comparação com outras investigações da literatura. 

Na figura 7 são comparados os resultados da modelagem 
deste trabalho com outros da literatura. As investigações teóricas 
de Fargie e Martin ( 1971) e Al-Nassry e Unny ( 1980) 
apresentam soluções aproximadas para os perfis de velocidade, 
enquanto que a investigação de Sparrow et ai. ( 1964) apr~senta 
uma solução exata para o campo de velocidade, a p\U1ir da 
linearização da equação da quantidade de movimento. A 
investigação de Fargie e Martin (1971) também apresenta 
resultados de uma análise experimental. Na comparação 
realizada na figura 7, observa-se que a solução deste trabalho 
obtida para m=4 é a mais próxima das soluções da literatura. 
Em particular os resultados da investigação de Al-Nassry e 
Unny ( 1980) estão em bom acordo com os deste trabalho para 
m=4, sendo coincidentes para posições axiais superiores a 0,05. 

Na figtira 8 são comparados os resultados da modelagem 
deste trabalho para m= I e m=4 com outros da literatura. Os 
resultados provenientes da solução para m=4 são os mais 
próximos dos da literatura. Há boa concordância com os 
resultados da análise variacional de Tao e Gupta (1972). Outros 
resultados comparados são devidos a análise experimental de 
Restoko (Apud Comini et ai. , 1980), a investigação numérica de 
elementos finitos de Comini et ai. ( 1980), e a da investigação de 
Campbell e Slaterry ( 1963 ), que trata-se de uma solução 
aproximada para os perfis de velocidade através de polinômios. 
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Figw:a 8 - Gráfico da velocidade axial na posição radial, r 

0,0. Comparação com outras investigações da literatura. 

Na figura 9 são apresentados os resultados da modelagem 
deste trabalho, para os perfis de velocidade na posição 

intermediária do duto, (r =0 ,4 ). Os valores são provenientes do 

cálculo para valores do parâmetro de modelagem, m=l e m=4. 
Observa-se que há boa aproximação dos resultados deste 
trabalho com os da literatura, principalmente para posições 
axiais superiores que 0,05. Os resultados de Comini et ai. 
(1980) são maiores que os deste trabalho para posições axiais 
maiores que 0,12. 
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Figura 9 - Gráfico da velocidade axial na posição radial, r 
0,4. Comparação com outras investigações da literatura. 

Nas figuras I O e II são apresentados os resultados da 
modelagem deste trabalho, para os perfis de velocidade em 
posições radiais próximas a parede do duto, respectivamente 
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r=0,8 e r=O ,9. Na figura 10 observa-se que os resultados da 

modelagem para m=O, são acentuadamente diferentes em 
posições próximos a entrada do duto, em comparação 
principalmente com resultados de m=4. Observa-se nas figuras 
que há melhor concordância deste trabalho com os da 
investigação de AI -Nassry e Unny (1980). O ajuste com os 
resultados da linearização de Sparrow et ai. (1964) é melhor no 
caso da figura 11, em que a posição radial considerada é O, 9. 
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• Rest oko (1948) 
' AI-Nassry e Unny (IS8J) 

• Sparrow et al (~ 
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X 

Figura I O - Gráfico da velocidade axial na posição radial, r 
0,8. Comparação com outras investigações da literatura. 
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Figura 11 - Gráfico da velocidade axial na posição radial, r 
0,9. Comparação com outras investigações da literatura. 

Na Tabela 1 são apresentadas as diferenças percentuais 
máximas (Máx.) e mínimas (Mín.) entre os resultados deste 
trabalho para m=l e m=4, com os de Restoko (Apud Comini et 
ai., 1980) e Sparrow et ai. (1964). Na comparação foram 

consideradas as posições radiais r = 0,0 e r = 0,4. As 
diferenças percentuais foram calculadas através da razão entre, o 



valor da diferença entre este trabalho e outros considerados, e o 
menor valor entre eles. Na maioria dos resultados apresentados 
na tabela, as menores diferenças percentuais são observadas 
para o caso em que m=4. 

Tabela I - Comparação entre as diferenças percentuais dos 
resultados deste trabalho com outros da literatura. 

Literatura 
Este Trabalho 

r = 0,0- Min.(%) 
- Máx.(%) 

r = 0,4 - Min.(%) 

- Máx.(%) 

Restoko (1948) 
m=l - m=4 

0,5 3,5 
21,6 16,3 

0,4 0,4 

11,2 6,2 

Sparrow et ai. ( 1964) 
m=l - m=4 

2,3 0,0 
25,4 16,8 

0,4 0,3 

17,2 10,3 

Ao analisar as diferenças observadas entre os resultados deste 
trabalho e os da literatura, na comparação realizada para os 
perfis de velocidade, deve-se considerar as técnicas diferentes 
de modelagem e formulação do problema. 

Os poucos resultados experimentais encontrados na 
literatura não utilizaram de tecnologias recentes de medidas, e 
não são suficientes para avaliar alguma diferença observada 
entre os resultados aproximados das modelagens. 

Na comparação de resultados teóricos aproximados, deve
se considerar alguns efeitos presentes em escoamentos de 
entrada, como a geometria de entrada e perturbações no 
escoamento laminar, capazes de alterar os valores de velocidade 
ao longo do duto. 

CONCLUSÕES 

Com a análise dos resultados obtidos por esta modelagem 
pode-se concluir: 
- a forma com que se apresentaram os resultados da velocidade 

a partir da Eq. (7) para m=O (séries de Fourier), não estão em 
bom acordo com resultados de outras investigações da 
literatura. Portanto acredita-se que esta função não modela 
adequadamente o escoamento na região de entrada; 

- foram satisfatórias as propostas de modelagem provenientes da 
Eq. (7) para outros valores de "m" Jllaiores que O (séries de 
Fourier modificadas), ou seja, m=l, m=2, m=3 e m=4, 
também através da ponderação introduzida sobre a variável 
radial. Os resultados estão de acordo com outras 
investigações da literatura, produzindo uma modelagem 
adequada; 

- acredita-se que este trabalho valida a técnica proposta para a 
descrição dos perfis de velocidades na região de entrada 
através de séries modificadas de Fourier. 
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ABSTRACT 

The permanent laminar flow in the entrance region of a 
circular duct is modelec! using an original technique. A set of 
approximate functions is proposed for the velocity profiles in the 
entrance region, based upon the use of expansion as Fourier 
series. Results for the velocity profiles and for the longitudinal 
pressure drops, determined from the approximate functions in an 
integral formulation of the conservation equations are presented 
graphically. The results show good agreeement with the 
literature. 
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SUMMARY 

A thorough comparative analysis is performed of three solution strategies for the boundary layer 
equations in the primitive variables formulation and one strategy in the streamfunction-only 
formulation, by making use of the integral transform method The aim is to determine the relative 
advantages of each strategy, in terms of convergence rates, computational cost and analytical 
involvement. This hybrid numerical-analytical approach is widely known as being able of 
providing benchmark resu/ts under user-prescribed accuracy targets and as validation too/ for 
purely numerical schemes. The present work shows that the appropriate choice of the solution may 
provide substantial gains on convergence rates and, thereof, reduced computational cost . 

INTRODUCTION 

Along the last few years, a hybrid numerical-analytical 
method has been developed, the so-called Generalized Integral 
Transform Technique (GITT), as reviewed by Cotta ( 1993, 
1994a,b), which combines the analytical formalism of the 
classical integral transform method with the attractive feature of 
automatically controling the error in the numerical solution of 
partia! differential systems. This approach provides numerical 
results to within an user prescribed accuracy target, offering a 
powerful benchmark tool for nonlinear problems. A summary of 
the various contributions on this technique related to the present 
subject was done by Cotta (1994a). More recently, Figueira da 
Silva (1994) and Figueira da Silva et ai. ( 1996) observed that 
the integral transform solution of the boundary layer equations, 
when written in the streamfunction-only formulation, offers a 
better computational performance than the primitive variables 
version. 

The present paper is aimed at criteriously revising the 
works ofMachado ( 1992), Machado and Cotta (1994), Cotta and 
Carvalho (1991) and Carvalho et ai. ( 1993 ), inspecting the best 
way of solving the boundary layer equations for internal flow 
through the GITT, as well as at establishing more definitive 
benchmark results for this class of problems. 

ANALYSIS 

Steady incompressible laminar flow of a newtonian fluid, 
developing within a parallel plates channel is studied. The 
channel is assumed infinite in the z direction and semi-infinite 
in the direction of positive x. The fluid enters the channel with 
an uniform velocity profile. The following analysis is made 
separately for the two alternative formulations, namely, the 
primitive variables and the streamfunction-only formulations. 
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Primitive Variables Formulation 

Within the range of validity of the boundary layer 
hypothesis, the continuity, x-momentum and y-momentum 
equations in the primitive variables formulation (Schlichting, 
1979) for this problem are written in dimensionless form, 
respectively, as (Figueira da Silva, 1994): :+:=0, 0<y<1;x>0 (I) 

au au dp 1 8 2 u 
U-+V- = --+-- 0 < y < l; X > 0 (2) 

8x 8y dx Re 8y 2 
' 

dp =O 
dy ' 

0 <y <1; X> 0 (3) 

with the following dimensionless boundary conditions: 

au~:,ü) =O; v(x,O) =O (4a,b) 

u(x,l) =O; v(x,l) =O (4c,d) 

~~~=1 ~~ 
The pressure gradient, which plays the role of a source 

term in the x-momentum equation, generates a convergence 
retardation in the GITT solution of the above equations. A 
separation (filtering solution) ofthe fully developed longitudinal 
velocity field has been proposed by Machado and Cotta (1994), 
so as to diminish this effect. According to that work, the filter 
has provided a convergence acceleration and, associated to an 
adaptive procedure, has significantly reduced the overall 
computational cost, as explained below. The longitudinal 
velocity field is separated into two portions: 

u(x,y) = TJU., (y) + u· (x,y) (5) 



The first form in the right hand side of eq.(5) is the fully 
developed flow contribution. The 11 coefficient was introduced to 
trace the filter contribution in the resulting equations, assuming 
the values of I orO, as the filter is considered or not. If eq.(5) is 
substituted just on the right side of equation (2), the way the 
filter will act becomes evident: 

au au [ dp T) d
2
u«> l 1 8

2
u· 

u ax +v 8y = - dx + Re dy 2 + Re 8y 2 (
6) 

which simplified for fully developed flow leads to the following 

equations for the calculation of uoo : 

-(dp) +-1 d
2

u"' = 0 
dx "' Re dy

2 

du"" (O) =0 · u (1)=0 
dy , 00 

and the following analytic solution: 
3 

u,(y)=-(l-y2
) 

2 

(7) 

(8,9) 

(lO) 

The boundary conditions (4) may then be rewritten for u· 
as: 

au· (x,O) =O· 

,.8.Y ' 
v(x,O) =O (lla,b) 

u·(x,1) =O; v(x,l) =O (li c,d) 

(11e) 

equation (6), the 

u· (O,y) = 1-11 u., (y) 

For the integral transform solution of 
appropriate eigenvalue problem is taken as: 

d 2 l/J, (y) + 2 (/J ( ) = o 
dy2 ll1 I y 

with the following boundary conditions: 

dl/J; (O) = O. l/J (1) = O 
dy ' I 

(12a) 

(12b,c) 

This Sturm-Liouville problem has an analytical explicit 
solution (Úzisik, 1980) given by 

l/J, (y) = COS(J.11Y) (13a) 

while the eigenva1ues and norms are 

J.1 1 = (2i -1)2: , N, = _!_ ; i= 1, 2, ... (l3b,c) 
2 2 

The normalized eigenfunction is defined as: 

l/J,(y) = l/J,(~) (14) 
N" I 

and the definition ofthe integral transform pair becomes: 

U,(x) = Í l/J,(y)u·(x,y)dy , transform (15) 

"" 
u· (x,y) =L l/J, (y)U, (x) , inverse (16) 

j.;:: ] 

The pressure gradient can be handled in two ways through 
integration of the momentum equation (2). Both possibilities 
will be shown below and will be arbitrarily named first and 
second ways. Following, the two strategies will be quantitatively 
compared. 

Pressure Gradient: First Way 

The first way ofhandling the pressure gradient comes from 
the integration of equation (6) in the transversal y coordinate, 
over the whole channel cross section: 
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- dp = 2 r u~--1 au·(x,l) _.l du., (l) (17) 
dx .b ax Re ay Re dy 

Substituting back the inversion formula (19): 

dp ~( • -) dU* ~ lli - 3 
- dx = 2~ 11Hk +Uk ----;;;-+ ~ Re Fk(O)Uk + Re (18) 

where: H;= !u., (y)l/Jk(y)dy (19) 

Pressure Gradient Treatment: Second Way 

A second way of eliminating the longitudinal pressure 
gradient was attempted, aiming the automatic satisfaction of the 
global continuity, a more involved strategy than task to achieve 
for the first way of calculation. Integrating equation (2) twice: 

u(x,y)= Re[~(l- y
1>(- :) -2~ f'u: dy"dy'- ~uvdy' ] (20) 

Eq.(20) provides a "corrector" for the longitudinal velocity 
component; after employing the inversion formula ( 19): 

{' ( dp) 00 

[ .. ]iu} u(x ,y) = Re 2(1-y')- dx +~ !]H,(y)+~G'" (y)U 1 dx• (21 ) 

where: 

H.(y) = -2! r u,.(y" )r!J, (y")dy"dy'- r uoo (y')F, (y')dy' (22) 

G ;t (Y) = -2 r f' r!J/ Y")r/J, (y")dy"dy'- Í r/J/J ')F, (y")dy' (23) 

lntegrating (20), the following equation for the pressure 
gradient is obtained, considering unitary mean velocity 

~ ((!~ & ,~ 3 --= 6 u-dy"dy'dy+3 1uvdy'dy +- (24) 
dx ax Y Re 

Using the inversion formula in equation (24), the pressure 
gradient may be calculated from: 

dp "" ( "' -) dU * 3 --=L 11H. + LGj.uj --+-
dx k=t J= l dx Re 

(25) 

where: 

H. = 6 r r. r u .. (y")l/{ (y")dy"dy'dy + 3 r { u .. (y')F, (y' )dy'dy (26) 

Gik = 6 r {r rJJ,(y")r/J, (y")dy"dy'dy + 3 r r r/J,(y')F,(y')dy'dy (27) 

The ordinary differential equations system derived from 
the x-momentum equation is obtained through the application of 

the integral transform operator, Í tP;(y)dy , to each term of 

equation (6) and using the filtering (5) and inversion formula 
(16). 

For the first way of treating the pressure gradient, the 
resu1ting differential system is: 

where 

~ • dU* ~ .-
L-- E;t --=L-- D,* U* 
k = l dx k= l 

E,: = 11~; +I[ Aij* + Bijk - 2F; (O)cS jk ]u1 
j = l 

2 P: =.&.[F;(O)F;,(O)-Õ;k] 
Re · 

~; = Q: -3S,. -2 F; (O) H; 

Q;: = Í u"' (y)l/J; (y)l/J* (y)dy 

s,. = L yl/J, (y )F* (y)dy 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 



Au• = ! <P; (y )<P1 (y )<P* (y )dy 

Bu* =! <P;(y)<Pj(y)F* (y)dy 

(34) 

(35) 

Evaluating the pressure gradient through the second way, 
the ODE system then becomes: 

~E·· dU* - ~D··-u ~·· L. ik -L. ik k +'V; 
k=l dx k=l 

(36) 

where: 

E;~·= 11P;;• + :t[Au• + Bu•- F;(O)G1* ~ (37) 
j=] 

3 
(/';"" = Re ( I-11)F; (O) (38) 

P,;· = Q~ - 3S;k - F;(O)H* (39) 

The integral transformation of the boundary condition in 
the duct entrance (4.e), furnishes the following initial condition 
for systems (28), or (36): 

U; (O) = F; (O) -11H;• ( 40) 

Equations (38) or (36), and (40) form a non-linear initial 
value problem of infinitely many equations for the transformed 
velocity fie!d. For numerical solution, these systems must be 
truncated to a sufficiently high order, N, such that convergence 
is attained to a prescribed global tolerance. Systems (28) and 
(36) may be written in truncated formas: 

~ (_)dfJk ~ -
{:-:E;~ U ---;;;- = {:-: D;~ U * ( 41) 

~ g-·(u) d~ = ~ n··u <I>"" L...lk dx L.,.lkk+, 
k=l k=l 

(42) 

Equations ( 41-42) form a stiff ordinary differential 
equations system. Subroutines are readily available use methods 
that handle stiff problems. ln the present work, it was used the 
HSSODE subroutine from the BOEING library, which provides 
automatic local error control, that is kept within an user 
prescribed accuracy. 

Streamfunction-Only Formulation 

The dimensionless streamfunction for a two-dimensional 
flow is defined as: 

mv =u· 
ay ' 

mv -=-v 
àx 

(43a,b) 

lt should be noticed that this formulation automatically satisfies 
the continuity equation (1 ). A scale analysis of the the vorticity 
transport equation derived from the Navier-Stokes equations 
(Schlichting, 1979) leads to the following boundary layer 
equation in the streamfunction-only formulation (Piotkin, 1982) 
ofthe boundary layer equations: 

0\jf a\v 0\jf a\v I a\v 
-------=---· O<y<i· x>0(44) ay àxt3y 2 ax t3y 3 Re t3y 4 

' ' 

'with boündary conditions 

\l'(x,O) =O; a
2::,Q) =O; (45a,b) 

\l'(x,l) = I; 0\jf~,l) =O; (45c,d) 

\lf(O,y) = y (45e) 
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The streamfunction field may be separateÇ into two 
portions, similarly to the primitive variables formulation. This 
time, filtering is mandatory, since the choice of the adequate 
auxiliary problem demands homogeneous boundary conditions in 
the y coordinate, to be eliminated in the integral transformation 
process: 

\jf(X, y) = \jf"' (y) + \jf • (x, y) (46) 

where \jf"' (y) is the fully developed flow streamfunction, 

which may be obtained through integration of u"' (y) or through 

application ofthis separation in equation (57), to yield: 

3 ( y
3

) \jf "'(y) = 2 y-3 (47) 

Then, the problem corresponding to eq.(44), in terms of 

\jf"(x,y), becomes: 

[
diJioo &\y" _ d 3

1J1oo àlji" ]+ 
dy ax.::~. ·' dy3 ax vy (48) 

[
àlji" lYIJI" àlji" oV] _ I õ'IJI" 
~ axay' - & 8y3 - Re ay• 

with the following boundary conditions: 

\l'"(x,O) =O; 
82 \I'~~,O) =O; (49a,b) 

\1'. (x,l) =O; 0\jf. (x,l) =O· 
ay ' (49c,d) 

\I'"(O,y) = y- \l'"'(y) (49e) 

The appropriate auxiliar problem for integral 
transformation of eq.( 48) is discussed in the work of ·Pérez 
Guerrero and Cotta (1995); and given by: 

d4 Y;(y) = 4Y.( )· . I2 
dy4 cp, I y' l= ', ... (SOa) 

with the following boundary conditions: 

Y;(O) =O; d
2

;~0) =O (50b,c) 

Y;(l) ='0; df;(l) =O (50d,e) 
dy 

This problem has the following analytical solution: 

Y;(y) = sin(cp;y) sinh(cp;y); i= 1,2,... (S 1a) 
sin( Cf>;) sinh( Cf>;) 

where the eigenvalues are obtained from the following 
transcendental equation: 

tanh(cp;) = tan{cp;); i= 1,2,... (51b) 

The inverse-transform pair is then defined as: 

P;'(x) =! Y;(y)\jf"(x,y)dy; transform (52) 

"' 
\jf"(x,y) =L Y;(y)P;'(x); inverse (53) 

j:::::} 

The ODE system derived from the vorticity transport 
equation is obtained through aplication of the 

operator !Y; (y)t:ry on equation (48). Employing the inversion 

formula (53), the eigenfunctions' orthogonality property and 
conveniently grouping the terms, we come to the following ODE 
system: 

~E. d'f'. ~o·-
L. ik --=L. ik 'I'. 
k=l dx k=l 

(54) 



where: 
00 

E;* = P,* +L cijk 'PJ (55) 
;=1 

4 

D• <p * s:: p B , s: 
ik = -ui/c ; ik = oo ik - '11 x uik R e 

(56-57) 

Booik = !\jl~ J;"(y)~"(y)dy (58) 

clj, = XJ;(y)~'(y)~'ty)dy- tY.<Y)>';"Cy)~(y)dy (59) 

The integral transformation of the strearnfunction field in 
the duct entrance gives the following initial condition for the 
transformed system: 

lP, (O)=~ ! (y3 - y )I;" (y)dy (60) 

System (54, 60) consists of a nonlinear jnitial value 
problem. This ODE system is numerically solved and, therefore, 
must be truncated to a sufficiently high order, N. 

The truncated version of system (54) is written as: 

f (-)d'P;; f -..L,E;k 'I'~= ..L,D;k !fi (61) 
k=l k = l 

Equation (61) may also be also highly stiff, due to the 
very <jistinct decay rates of the transformed potentials. HSSODE 
(BOEING library) and DTVPAG (IMSL library, 1989) 
subroutines were used to solve the aforementioned differential 
systems. 

The order of truncation required for convergence to a 
certain accuracy may also be automatically determined by the 
algorithm, through the so called Adaptive Procedure (Cotta, 
1993). 

RESULTS AND DISCUSSION 

Nurnerical results obtained though the strategies analysed 
in the previous section are discussed below. The computational 
code was written in FORTRAN 77 and implemented in a 486 
DX2 - 66 MHz, running under OS/2 environment, as well as in a 
CRA Y Y -MP2E/232 supercomputer with two main processors, 
running under UNIX. Results were obtained for Re = 2,000, but 
it should be noted that the following X+ dimensionless 
coordinate make the results, in terms of X+, independent of 
Reynolds nurnber: 

X 
x + =103 D Re 

h h 

(62) 

Ali the primitive variables formulation strategies were 
computed on the supercomputer CRA Y with a I o-7 accuracy 
target in the HSSODE subroutine, while the strearnfunction case 
could be calculated on the microcomputer, with a 10-<> tolerance 
in the DTVPAG subroutine. 

The first step consists on a convergence analysis of the 
primitive variables formulation for the first way of calculation of 
the pressure gradient. Table 1 shows the longitudinal velocity 
component convergence, in the duct centerline (y = O) for 
distinct positions a1ong the flow development, without filtration 
of the ve1ocity field. These results repeat the analysis done by 
Carvalho et ai. (1993). 

The slow convergence in the velocity field also affects the 
longitudinal mean velocity, that has a discrepancy from the 
theoretical value of up to 0.6% for N = 60 and reaches 4% with 
I O terms, as can be seen in table 2. 

The mean velocity for this way of calcu1ation has an 
interesting behavior, as shows figure I. Its values in the 
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developed flow are greater than unity, contrary to what occurs in 
flow development. An interesting observed result is that unitary 
values occur near to the position were the flow reaches full 
development. 

Table I - Convergence ofthe longitudinal velocity in duct centerline; total 
CPU time inCRA Y (Primitive Variables, first way. without filter)" 

x+ N=10 N=20 N=40 N=60 N=80 N=!OO 

0.375 1.0962 1.1117 1.1188 1.1211 1.1221 1.1228 
0.75 1.1471 1.1617 1.1684 1.1705 1.1715 1.1721 
1.5 1.2175 1.2311 1.2374 1.2394 1.2403 1.2409 
2.5 1.2856 1.2983 1.3043 1.3062 1.3072 1.3077 
5.0 1.3896 1.4010 1.4065 1.4083 1.4092 1.4097 
12.5 1.4750 1.4832 1.4872 1.4885 1.4891 1.4895 
62.5 ! .5332 1.5166 1.5083 1.5055 1.5041 1.5033 
90 1.5603 1.5300 1.5150 1.5100 1.5075 1.5060 

liTlli_sl ,_Q.51 2.1 12.6 47.6 126.2 305.8 

Table 2- Mean velocity convergence (Primitive Variables, first way, 
without filter) 

x+ N=20 N=40 N=60 N=80 N=IOO 
0.375 0.98946 0.99476 0.99651 0.99739 0.99791 
0.75 0.98996 0.99501 0.99668 0.99751 0.99801 
1.5 0.99066 0.99536 0.99691 0.99769 0.99815 
2.5 0.99135 0.99570 0.99714 0.99786 0.99809 
5.0 0.99262 0.99634 0.99757 0.99818 0.99854 
12.5 0.99541 0.99772 0.99849 0.99887 0.99910 
62.5 1.0118 1.0059 1.0039 1.0029 1.0024 
90 1.0279 1.0104 1.0069 1.0052 1.0041 

1.0<11 ! r-.·,.--,' 1 -,--- ~- ' ' ·-·-··r ··-...------' '-.-' 

~~--~-..~~.IT)-1 

102 

.V • 60 (GITT) I 
-· ·· N ~ 100 (OITT) 

---- FtWI~ l>atft~J'e11te l ! 

Strumfunction .1 

~ 1.00 

0.98 

r 
O% L, __ ...................... ) - - -·. ·-~ •• • ~..,:._i -- ............... ~. -·_.__.j 

\0 \00 
)( 

Figure 1- Mean velocity behavior along the duct for GITT and finite 
differences (Shah and London, 1978). Primitive variables, first way, 

without filter 

Filtering of the ve1ocity field was imp1emented in order to 
accelerate convergence, as indicated by Machado ( 1992). 
However, one may verity by inspection of table 3 be1ow that 
convergence is not significantly affected by filtering. 
Notwithstanding, a much better behavior for the mean velocity 
was obtained for this case, still with a slow, convergence but 
uniformly to unity, with no significant variation alvng the duct, 
as may be verified in table 4 and figure 2. The table shows how 
the mean velocity expansion has a better conv.ergence for the 
fully developed flow in the case with fi1ter. 

ln fact, Machado' s ( 1992) results show that h e has 
presented used ulum, in spite ofu. His convergence analysis was 
also performed for the quantity ulum. For the primitive variables 
formu1ation, ulum shows a faster convergence and a better 
agreement with finite differences results even with lower 
truncation orders, because of error cancelation. 



Table 3 - Convergence ofthe longitudinal velocity in the center ofthe duct. 
Comparison with the tini te differences results of Bodoia ( 1959), after Shah 

and London ( 1978). Primitive Variables. first way, with filter. 

X' N - 20 N=40 N=60 N = 80 Fin. Ditf. 

0.375 1.1116 1.1188 1.1210 1.1221 1.1244 
0.75 1.1614 1.1683 1.1704 1.1715 1.1767 
1.5 1.2305 1.2371 1.2392 1.2402 1.2463 
2.5 1.2975 1.3039 1.3059 1.3069 1.3121 
5.0 1.3992 1.4056 1.4077 1.4087 1.4111 
12.5 1.4777 1.4844 1.4867 1.4878 1.4903 
62.5 1.4863 1.4932 1.4955 1.4967 1.4999 
90 1.4861 1.4932 1.4955 1.4966 1.5000 

CPUW 28.0 159.7 521.6 1494.1 -

Table 4- Convergence ofthe mean velocity. Comparison to the finite 
difference results ofBodoia ( 1959), after Shah and London ( 1978). 

x+ 

0.375 
0.75 
1.5 
2.5 
5.0 
12.5 
62.5 
90 

Primitive variables, first way, with filter. 

N -20 N=40 

0.98929 0.99468 
0.98963 0.99485 
0.99002 0.99504 
0.99032 0.99519 
0.99069 0.99538 
0.99094 0.99552 
0.99082 0.99549 
0.99074 0.99547 

~ 1.00 : __ _ 

•· t==-- -
,. 
' 

,,. I 

N=60 

0.99646 
0.99657 
0.99670 
0.99680 
0.99693 
0.99702 
0.99701 
0.99701 

0.96 ~ - ··-"-·..._ _.__._.__ L_ ___ _ ~ ---~ .............. ..... J. 

10 
K 

N=80 

0.99735 
0.99743 
0.99753 
0.99761 
0.99770 
0.99777 
0.99777 
0.99776 

''', _, _,i 
100 

Fin. 
Ditf. 

1.003 
1.001 
1.001 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 

Figure 2 - Mean longitudinal velocity behavior along the duct. Primitive 
Variables, first way, with filter. 

Finite ditferences solution of the boundary layer equations 
(Bodoia and Osterle, 1961) considers the global continuity 
equation as the third equation to complete the boundary layer 
formulation. The finite ditferences scheme corrects the pressure 
gradient so as to preserve the global continuity. This was the 
concept that lead to the second way of calculation of the pressure 
gradient through the GITT. ln this way, the global continuity is 
included in the pressure gradient calculation, which is corrected 
so as to automatically satisf)' continuity, as shown in the 
previous section. 

The velocity field, now obtained from the corrected 
velocity equation (21), doesn ' t have, however, its rate of 
convergence significantly altered in relation to the first way, as 
may be verified by comparing tables 5 and 3. The results 
obtained for this second way were not completely satisfactory, 
since the main goal of accelerating convergence was not 
attained, even though global continuity has been satisfied. 
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Table 5 - Longitudinal velocity convergence in center of duct. Total CPU 
time in CRA Y. Primitive Variables, second way, with filter. 

x+ N-10 N=20 N=40 N=60 N=80 

0.375 I. 1382 1.1327 1.1293 1.1280 1.1273 
0.75 1.1886 1.1824 1.1787 1.1774 1.1767 
1.5 1.2583 1.2514 1.2475 1.2461 1.2454 
2.5 1.3257 1.3183 1.3142 1.3128 1.3121 
5.0 1.4280 1.4201 1.4160 1.4146 1.4139 
12.5 1.5073 1.4992 1.4951 1.4938 1.4931 
62.5 1.5474 1.5230 1.5113 1.5075 1.5056 
90 1.5982 1.5428 1.5207 1.5127 -
CPU(s) - - 267.4 910.2 2491.0 

Another observed result was the numerical difficulty in 
satisf)'ing the zero transversal velocity at the wall and at the 
centerline of the cfuct, simultaneously. This has certainly 
intluenced the longitudinal velocity component convergence and 
the local mass balance. 

Table 6 - Streamfunction formulation: Longitudinal velocity convergence in 
center of the duct. Adaptive procedure eficiency with a I o-s tolerance. CPU 

time in the microcomputer. 

x+ N- 10 N-20 N=40 N=60 ADAPT. 

0.0625 1.0252 1.0436 1.0494 1.0509 1.0509 
0.125 1.0512 1.0661 1.0712 1.0724 1.0724 
0.375 1.1 111 1.1201 1.1235 1.1243 1.1243 
0.75 1.1636 1.1707 1.1733 1.1738 1.1738 
1.5 1.2351 1.2404 1.2423 1.2427 1.2427 
2.5 1.3038 1.3078 1.3092 1.3095 1.3095 
5.0 1.4089 1.4108 1.4115 1.4116 1.4116 
12.5 1.4907 1.4909 1.4910 1.4910 1.4910 
62.5 1.5000 1.5000 1.5000 1.5000 1.5000 
CPU(s) - - - 19890 3932 

The longitudinal velocity component convergence in the 
duct centerline, obtained from the streamfunction formulation 
solution, is presented in table 6. It should be noticed that, in this 
formulation, the velocity has a much faster convergence than in 
the primitive variables formulation. 

The CPU time reduction allowed for microcomputer 
calculations. To avoid calculations with a unnecessarily high 
truncation order in the developing tlow region, an adaptive 
procedure was employed, as described above, with a relative 
error target of 1 o·5

• This has reduced the CPU time from 
5h 30 min to I h 15 min in the microcomputer, as is shown in 
table 6, providing a substantial gain in terms of processing time. 

A comparison among the four solution strategies studied in 
the present work and the finite ditferences results is illustrated 
in figure 3, and the numerical values are found in table 7. ln 
figure 3, it is worth noting the discrepancy in the fully developed 
tlow results. This is due to the fact that the ordinary ditferential 
system is excessively stitf in the primitive variables case for 
positions far from channel entrance, when the adaptive 
procedure was not used, which might have attenuated this 
behavior if emp1oyed. 

Table 7 shows the results obtained for the G1TT solutions 
and the numerical results from Bodoia ( 1959), after Shah and 
London (1978). The three first ways of solution, in the primitive 
variables formulation, have convergence guaranteed for three 
digits, while the streamfunction solution converges with four 
digits (maximum error of 0.01%) and the finite ditferences 
solution has a mean error of 0.2%.1t must be underlined that the 
streamfunction results were obtained in a microcomputer, that is 



more than a hundred times slower than the CRA Y Y-MP, used 
for the primitive variables solution. 
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Figure 3 - Centerline longitudinal component velocity development. 
Comparison between the different solution strategies ofthe boundary layer 

equations. 

Table 7- Centerline longitudinal velocity component development. 
Comparison between the different solution strategies ofthe boundary layer 

equations. 

t"WAY t 11 WAYwith z111 wAv Stream FINITE 
w/outfdter fdter with fdter function DIFF. 

X' N=80 N=80 N=80 N=60 - I 

0.375 1.1221 l.l221 1.1273 1.1243 1.1244 
0.75 l.l715 I.l715 1.1767 1.1738 l.l767 I 

1.5 1.2403 1.2402 1.2454 1.2427 1.2463 
2.5 1.3072 1.3069 1.3121 1.3095 1.3121 
5.0 1.4092 1.4087 1.4139 1.4116 1.4111 
12.5 1.4891 1.4878 1.4931 1.4910 1.4903 
62.5 1.5041 1.4967 1.5056 1.5000 1.4999 
90 1.5075 1.4966 - - 1.5000 

CONCLUSION 

A comparative study between the GITT strategies for 
laminar developing flow between parallel pi ates, in terms of the 
primitive variables formulation, showed that this formulation 
produces good results, though of very slow convergence, making 
it an inadequate choice for the production of benchmark results, 
overall in what concerns the global continuity satisfaction for 
this first way of calculation of the pressure gradient used by 
Machado (1992) and Carvalho et ai. (1993). The second way of 
calculation of the pressure gradient allowed for the satisfaction 
of the global continuity; yet rates of convergence were not 
significantly altered. 

The forced convection results suggest that the best 
boundary layer problem formulation, in order to optimize the 
GITT solution, is the streamfunction-only formulation . However, 
the solution of the equations, formulated in terms of primitive 
variables cannot be dismissed, as a deeper numerical analysis of 
the reasons that slow the convergence of this solution may clear 
up important informations for the progress of this technique. 

The relatively high computational cost for the benchmark 
solutions is justified for the required high accuracy. However, 
the adaptive scheme was shown to be quite effective in the 
reduction of this cost. For lower precisions, the cost is even 
smaller. A more detailed analysis of the computational cost 
reduction is out of the scope of the present work. 
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SUMMARY 

A new semi-iterative method (RFII-SI method) is developed related to the Richardson's second 
degree iterative method (RFII method). Both methods are applied to the class of positive definite algebraic 
linear systems. which includes the Ortega problem and the stochastic problem. Computational results of these 
methods and those of the nonstationary Richardson first degree method (NSR) are shown for comparison. The 
analysis is applicable to cvcry positive definite linear problem which matrix possesses two clusters of 

eigenvalues. 

INTRODUCTION 

One of the efficient techniques for the resolution of algebraic 
linear systems employs the Chebyshev extrapolation. Such 
procedure applied to the Richardson second degree method leads 
to the semi-iterative method RFII-SI (Santos and Evans, 1994). 

8oth methods build up sequencies of approximations to the 
problem solution, through a three term recurrent algorithm. The 
convergence is guaranteed if the system matrix is positive 
definite, with condition number not large, which includes severa! 
applications, such as the solving equation resulting from the 
application of the finite element method to boundary value 
problems. 

Currently. there has been the search to solve, advantageously, 
the above resulting algebraic system through the nonstationary 
iterative methods. Therefore. the Chebyshev semi-iteration 
procedure is pertinent, whenever this technique is applicable, 
which usually leads to more efficient algorithms. The efficient 
semi-iteration technique requires that thc eigenvalues of the basic 
method iteration matrix, upon which the procedure is built up, has 
got real eigenvalues. This occurs with, for example, the matrix 
associated to the Ortega problem. This work is also concerned 
with the nonstationary first degree Richardson method for which 
it is possible to establish optimal parameters in especial cases 
leading to a very fast algorithm (Evans and Santos, 1993). ln our 
experiments we have dealt with stochastic and Ortega problens 
whose matrix has two clusters of eigenvalues, by treating it 
through the three above mentioned methods, in arder to analyse 
their performance through practical and theoretical points of 
view. 

CLASSES OF PROBLEMS 

Consider the algebraic linear system 

A X= b (I) 
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where A is a given nonsingular matrix of arder N, b is a given 
vector of N components and x is an unkown N-component 
vector. 

Now consider the class of (I) given by 

A=CRC 1 
(2) 

where R is any given matrix with known spectrum and C a 
unsymmetric matrix verifying 

c= I+ UVT (3) 

such that 

u=[l ... I]T (4) 

and 

v=[l ... I, -1 ... -I]T (5) 

for n even, in which half of the components are I and the other 
half -I. 

-1 
The inverse matrix C is calculated by 

-I T 
C = I- uv (6) 

The class of matrix A, similar to R, thus obtained is called 
"Ortega" and the problem (I) which presents this kind of matrix 
is named "Ortega's problem" .One matrix of this class, generated 
this way, will be unsymmetric. lt is also possible to obtain 
symmetric matrices through the employment of a convenient 
vector v in eq. (5). 

Another class of problems (I) of interest is that which 
matrix entries are given by 

A = I, 
ij 

i = j (7) 



A = q, otherwise (8) 
ij 

where q is a known constant. 
The latter class of problems is named Stochastic. It arises 

from stochastic process with application in Statistics 
(Varga, 1962). For engineering applications, see also (Segerlind, 
1976; p~216) 

Furthermore, another important fact is related to its 
spectrum "which may be analiticaly determined in terms of the 
constant q. 

The importance of the Ortega problem is due to the property 
that its spectrum may be pre-definible, which is adequate to the 
application of semi-iterative methods, since, in one hand, it 
demands the knowledge ofthe eigenvalue bounds for the iteration 
matrix associated to the problem (I), and on the other hand, offers 
a faster convergence. The results concerning the analysis of its 
convergence are extendable to problems whose eigenvalues 
possess the sarne behaviour. 111-conditioned positive definite 
problems are one example, since they should be treated by 
preconditioned techniques before applying any specific resolution 
method. These techniques generally lead to a two ch•ster 
spectrum problem, whose matrix may be efficiently simulated by 
the Ortega's one; see (Campos, filho and Rollett, 1992) . 

THE RFII AND RFII-SI METHODS 

The RFII method, applied to problem (I), generates a sequence 

ofapproximations, viz. {x(n)}, for the solution given by 

x<n+l) = (1-w) x<n-1) + [(w-p)l + pF] x(n) + ph , 
n =I, 2, 

where 

F = 1- rA 

h= rb 

(9) 

(I O) 

(II) 

and the non-null parameters r, w, and p are to be determined. 
Let the eigenvalues À of the matrix F satisfy 

a'> Ã.'>b < l,b>a ( 12) 

Since the eigenvalues of A are positive, then by a suitable 
choice ofthe parameter r, the condition (12) will be fulfilled . 

The determination ofthe param~ters r,w, and p is carried out 

with the scope that the spectral radius p ( R) of the 2N order 

matrix 

- [ O I J 
R= (1-w)/ (w-p)l+pF 

( 13) 

be a minimum. If condition ( 12) is prescribed, this requires lhe 
calculations 

b-a 
s= - - - - ( 14) 

2-(a+b) 
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2 
w= 

I+ ~-s2 
( 15) 

2w 
p = ( 16) 

2-(a+b) 

Two initial vectors are necessary to start the alorithm (9). The 
vcctors, for exemple, x(O) = O (null vctor) c x(l) = b are sometimes 
used. 

The convergcnce ofthis method is guaranteed when applied to 
problems with positive definite matrix, which includes the 
problems of interest already mentioned. 

1t is observed that ( 9 ) can be re-written, in the compact form 

u(n+I)=R)nl+iz (17) 

recalling that R is given by ( 13), h the 2N-component vector 

iz =[o phf ( 18) 

and u(n+l), the following vector given by 2N components 

T 
)n+l) = [x(n) x(n+l)] (! 9) 

The convergence is a consequence of the fact that the spectral 

d . . fi R- ) ( 112 . 2 ra 1us satls 1es p ( = OJ - I) , smce I < w < , as A 

is a positive definite matrix and also by taking r < O. 
Now, let us consider the new notations 

(n) ~ (k) 
YJ = '-- a kx 

k=O 11 

(n) n Y2 = L a (k+l) 
k=O ne 

11 

with the constraint L a k = I . Define also 
k=O 11 • 

(n) [ (n) (n)]T 
v = YJ Y2 

(20) 

(21) 

(22) 

By applying the Chebyshev's extraplolation technique to the 
formulae ( 20 ) and (21 ), and by determining the optimal 

paramel,ers C( nk one arrivcs to the semi-iterative method 

given by the recurrence formula 

v<n+l) = 'n+l {[2R _(c+ d)I]v(n) + 211} 
2- (c+ d) 

+ (1 _ r ) (n-1) 
n+l v . n ~ O (23) 

where the parametcrs r 
11 

are given by 

2 ( )-1 2z ~I 
,.1 = I . r2 = -2- , r"+ I = 1- -4 2 

2:: -1 z 
(24) 



and z, a parameter calculated in terms of the eigenvalue bounds 

c and d of R , is 

== 
2-(c+d) 

(25) 
d -c 

The convergence of this new mcthod, in the cases in study, 
comes from the fact that the constants c and d are given by 

ws 
d = - c = (26) 

2 

Substitution for these v alues of c and d in the matrix 

2R- (c+ d)l 
A1 = (27) 

2- (c+ d) 

implies that M = R 
Thus, p ( M ) = p ( 1i ) < 

Now, for z large enough, it suffices to apply the Theorem 4.1, 
(Santos and Linhares, 1986), to conclude that the convergence is 
guaranteed. 

THE NSR METHOD 

The known first degree nonstationary Richardson ( Method) 
will be denoted as 

,.;(k+ l) = x(k) + ak ( b- A x(k) ) k=O, L ... (28) 

The error with respect to the k-th iteration, for this method, 
is given by 

wherc 

k- I 
p k (x) = n (I -a; X ) 

i = I 

(29) 

(30) 

is a polynomial in x with the property P k (0) = I. The numbers 

;, are the zeros of the polynomial, i. e., P k ( ;, ) = O, and 

can cause round off difficulties. 

lt is desired that the error E(k) should be made as small as 
possible. hence that P k (A) should also be as small as possible. 

The obvious cho ice is a; = À ;.
1 

• where À; are the 
eigenvalues of A. Generally, it is not possible to have this choice, 
since we have no predetermined knowledge of the eigenvalues 
So, an alternative procedure of making Pk (x) small over the 
interval [a,b] is adopted by the use of Chebyshev polynomial 
acceleration to achieve a min-max solution, viz., the solution 
obtained through the minimization of the average spectral radius 
associated to the method, i.e., the determination of the parametcrs 
should be done by setting 

(31) 

81 

is a minimum over ali eigenvalues À of A 
However, for some special matrices we have a specific 

knowledge of the eigenvalues and hence an alternative procedure 
can be considered. 

COMPUT ATIONAL RESULTS 

Computational experiments related to the discussed methods 
are shown in the following Tables I up to 8 . They show the 
iteration counts for each method, different sizes and condition 
number P of problems, taking into account a tolerance of 

I O-s, as a stopping criterion . The Tables I and 2 contain the 
computational cxperiments with respect to the stochastic problem 
while the results that are presented for the Ortega problem are 
contained in Tables 3 to 8. 

The variety of the presented numerical data refers to different 
situations for each class of problems. Bearing in mind that the 
results may vary by changing the condition number and by using 
approximate instead of exact parameters, it became obvious that 
severa! tests werc necessary. 

Table I: Stochastic problem - exact parameters, 
condition number P = N . 

Order of lteration Counts 
Matrix: N 

RFII RFII-SI NSR 
Method Method Method 

50 43 22 
100 61 26 
200 83 31 
500 127 39 

Table 2: Stochastic problem - approximate parameters, 
condition number P = N, 
n.c. means no convergence .. 

lteration Counts 

Appr. 2% 5% 

~ 
RFII RFII NSR RFII RFII 

SI SI 
p 

50 50 28 >50 53 31 
100 69 56 n.c. 73 221 
200 94 175 n.c. 100 n.c. 
500 143 >200 n.c . 151 n.c. 

3 
3 
3 
3 

NSR 

n.c. 
n.c. 
n.c. 
n.c. 



The condition number P for the stochastic problem grows with 
N since it is equal to the matrix arder N. Therefore, for this kind 
of problem the analysis is restricted to the two following cases: 
exact parameters (Table I) and approximate parameters (Table 2); 
the approximation errar being 2% and 5% for both parameters. 

For the Ortega's problem, on the other hand , it was possible 
to select the condition number P (Tables 3 to 8) and approximate 
parameters so that to present an approximation erro r of I% 
(Tables 6 and 7), 2% and 5% (Table 8). 

The computational results that follow refer to an Ortega 
matrix A, in Eq. (I), presenting ten distinct eigenvalues 
distributed in two clusters concentrated around I and the 
condition number P. Two clusters, used as input data for example, 
are given, respectively, by the following sets: 
{I ,2,3,4,5,46,4 7,48,49,50} ; {I ,2,3 ,4,5,496,497,498,499,500} . 

The first data set was used in Tables containing results with 
respect to P=50, and the second one in Tables related to P=500. 

Corresponding to them, it was established, respectively, the 
two foll owing data set fo r defining their multiplicities: 

{20,2, 1,1, 1, 1, 1,1,2,20} and {245,2,1,1 , 1,1,1, 1,2,245} in which 
the arder multiplicities are in correspondence to the eigenvalue 
position in the data set. 

Table 3: Ortega problem- exact parameters, 
condition number P = 50. 

Order of lteration Counts 
Matrix : N 

RFII RFII-SI 
Method Method 

100 52 25 
200 50 26 
300 52 27 
400 53 29 
500 70 32 

Table 4: Ortega problem - exact parameters, 
condition number P = I 00. 

Order of lteration Counts 

Matrix: N R FII RFII-SI 
Method Method 

100 74 31 
200 74 33 
300 76 32 
400 78 34 
500 81 37 

NSR 
Method 

19 
20 
30 
40 
45 

NSR 
Method 

20 
30 
74 
82 
92 

82 

Table 5: Ortega problcm- exact parameters, 
N=400, condition number P varies. 

lteration Counts 

r;::: RFII RFII-SI 
Method Method 

200 102 39 
500 160 60 

1000 260 63 
5000 539 170 

NSR 
Method 

50 
160 
289 

>600 

Table 6: Ortega problem - approximate parameters 
(both parameters I% erro r), condition number P = 50. 

Order of lteration Counts 
Matrix: N 

RFII RF!l-SI NSR 
Method Method Method 

100 49 40 50 
200 50 40 50 
300 50 41 50 
400 53 43 53 
500 55 45 56 

Table 7: Ortega problem- approximate parameters, 
(I% erro r), condition number P = I 00. 

Order of lteration Counts 
Matrix : N 

RFII RF!l-SI NSR 
Method Method Method 

100 68 61 30 
200 94 61 60 
300 102 61 77 
400 127 62 91 
500 141 64 [l O 

Table 8: Ortega problem- approximate parameters. N=400, 
parameter crrors and condition number P vary. 

lteration Counts 

Appr. 2% 5% 

~ 
R FII RF!l NSR RF!l RFII NSR 

s~ SI 

50 57 49 30 62 141 n.c. 
200 97 >300 n.c. 102 n.c. n.c . 
400 127 n.c. n.c. 133 n.c. n.c. 
500 142 n.c . n.c. !51 n.c. n.c. 

i 

I 

I 



FINAL REMARKS AND CONCLUSIONS 

By observing the computational results related to the 
stochastic problem, it is apparent that the nonstationary methods 
perform better ifthe parameters are exact (Table 1). 

The NSR is very competi tive in this case. However, if the 
parameters are inexact one should prefer the RFIJ method 
(Table 2). 

ln the case of the Ortega problem presenting exact parameters, 
we can conclude that the NSR method performs suitably well for 
problems not too large and with small condition number, i.e., the 
matrix arder N is less than 300 in our experiments. When N 
increases the superiority of the RFII-SI is evident. Besides, it 
must be remarked that the NSR and RFII methods are sensitive 
to the condition number variation, since their performance 
become worse as P increases (Tables 3 to 5). 

On the other hand, if small parameter errors do occur 
(eigenvalue error bounds), then although the RFll-SI method has 
performed less effectively than in thc exact case, it is still _better 
than the other methods (Tables 6 and 7), no matter the size of 
the problem. Finally, the Table 8 reveals that, for the case in 
which the parameter errors are greater than 2% and combined to 
larger condition number, the methods RFll-SI and NSR do not 
work. By consequence one should apply the RFll or other 
suitable methods in this case. 

Nonetheless, this fact is not surprisingly as these methods 
are based upon optimum parameters. It would be predictable that 
the perturbation on the parameter values should not be large 
enough to annihilate its acceleration function which is their 
purpose. Our research has shown that if the condition numbi:r is 
not large, i.e .. less than one hundred, then at most 1% error is 
admissible in arder to make effective use of the nonstationary 
methods . Otherwise, precondition techniques should be required 
before using the nonstationary methods under analysis. Ill
conditioned problems are just one kind of problems for which 
these conclusions are pertinent. 
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RESUMO 
Apresenta-se um método não paramétn·co para identificação de parâmetros. Este método pode ser usado 

na obtenção de funções de transferência aproximadas diretamente de resultados experimentais, mesmo 
quando as equações que descrevem os fenômenos não são conhecidas. O teste de pulso foi associado a 
técnicas clássicas de otimização numérica, obtendo-se uma boa ferramenta para tratar muitos sistemas de 
engenharia, como por exemplo, os que são comandados por válvulas de controle. O método foi 
implementado em um IBM-PC e "casado" a resultados experimentais. Os resultados obtidos indicam que o 
método é tanto confiável como útil em situações práticas reais. 

INTRODUCÃO 

Embora os métodos de simulação computacional tenham se 
tomado em anos recentes altamente sofisticados, sua eficiência 
depende da confiabilidade e conhecimento adequado ' do 
processo físico (Franklin et. al. 1991). Os casos mais complexos 
requerem uma técnica especifica de identificação de parâmetros 
no desenvolvimento da modelagem, para atingir uma simulação 
adequada. O objetivo é a obtenção de uma estratégia de análise 
que permita estabelecer uma coerência entre os dados obtidos 
através de medições e considerações sobre a teoria. 

arbitrária (fe(t)) é aplicado na entrada do processo durante sua 
operação em regime permanente e a resposta transiente é 
registrada. 

As técnicas de identificação de parâmetros, de modo 
semelhante ao que aconteceu em outras áreas, têm se 
desenvolvido em ritmo acelerado nas duas últimas décadas, 
como uma decorrência natural da maior disponibilidade de 
recursos computacionais. A escolha da técnica mais interessante 
varia para cada aplicação especifica (Graebe, 1994), sendo 
fimção do comportamento fisic.o do sistema, e da 
disponibilidade de obtenção de dados que permitam a utilização 
de uma técnica especifica. A utilização de "testes de pulso" é já 
bem estabelecida (Law e Bailey, 1963), e naturalmente 
apresenta suas vantagens especificas. Quando associada a 
métodos de otimização formal, como os aqui estão descritos, 
resultados extremamente interessantes podem ser obtidos, para 
um grande número de processos em Engenharia (lserman, 
1993). Nesta categoria estão incluídos sistemas que atuam com 
válvulas de controle, normalmente de modelagem complexa, 
mas exigindo um controle adequado de abertura para poderem 
operar de forma adequada. Apesar de sua aplicabilidade bem 
ampla, este trabalho foi desenvolvido considerando-se sua 
potencial utilização "on line" nos sistemas de controle 
automático desta cla,sse de sistemas. Este método começa a ser 
testado pelos autores em sistemas de controle de dinamômetros 
hidráulicos, com boas perspectivas, permitindo que se melhore 
consideravelmente os problemas (inerentes) de instabilidade 
associados a estes sistemas a um custo moderado. 

DESCRICÃO DO MÉTODO 

O teste de pulso para identificação de processos é um 
método que leva a um diagrama de resposta em frequência do 
processo em malha aberta. Neste método, um pulso de forma 
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A fimção de transferência é então avaliada pela Transformada 
de Fourier, Eq. (I). 

(1) 

Então, temos, pela definição de Transformada de Fourier, a 
Eq.(2). 

-I f,(t)·e(-jrol) · dt 

G(jro) = -=:=-----
I f.(t) · e<-jroll · dt 

(2) 

Uma representação qualitativa típica de fe(t) e f;;(t) é 
mostrada na figura ( 1 ). 

ftt) 

Figura 1 - Representação qualitativa de fe(t) e f;;(t) 

Os valores de f;;(t) e fe(t) são zero para o tempo menor que 
zero, logo, o limite inferior de integração pode ser alterado para 
zero nas integrais da Eq. (2). Pode-se notar, também, que o 
tempo fmal do sinal de entrada é te e o do sinal de saída é t.. 



Desde que para tempos maiore-s que os respectivos tempos 
terminais os sinais voltam a ser zero, os limites superiores das 
integrais da Eq. (2) podem ser reduzidos a te e t. (indicados na 
figura 1) no denominador e no numerador respectivamente, 
resultando na Eq.(3). 

G(joo) 

t, I f,(t) x e-jootdt 

. o 

'· I f . (t) x e-joot dt 

(3) 

que, a partir de relações clássicas pode ser escrita na forma da 
Eq. (4). 

t, t , I f, (t) x cos(rot)dt- j I f,(t) x se:n(rot)dt 

G (joo) 
o o (4) 

'· J' I r. (t) X cos(rot)dt- j f.(t) X se:n(rot)dt 

o o 

Utilizando-se as letras A e B para se escrever a Eq. (4) 
simplificadamente, obtem-se a Eq. (5). 

A, - jB, 
G Uw l = A. - jB. 

(5) 

Para o diagrama de Bode, a razão de amplitudet: é dada 
pela magnitude de G(jro) (designado por magG), dada pela Eq. 
(6). 

magG = [A~ + B; ]0

'' 

A2 +B2 
e e 

(6) 

Na aplicação típica, um valor especifico de frequência ro é 
escolhido. As integrais são calculadas numericamente, 
fornecendo um único valor de Ae, Be, A. e B,. Substituindo 
estes valores na Eq. (6), tem-se um valor de magnitude 
correspondente ao valor de frequência escolhido. O 
procedimento é repetido para vários valores de ro, e os vários 
valores das magnitudes são calculados. 

Neste ponto o programa fornece os valores da magnitude 
para os vários valores de frequência arbitrados. A etapa 
seguinte consiste na aproximação destes valores por uma 
fimção de transferência de ordem l ou 2, como se descreve a 
seguir. 

A minimização da fimção somatório dos erros quadráticos 
(mínimos quadrados) fornece os valores da constante de 
tempo (t) para sistemas de primeira ordem e, do coeficiente de 
amortecimento (Ç) e da frequência natural não amortecida (ron) 

para sistemas de segunda ordem. A fimção erro é dada pela Eq. 
(7) (LjWlg, 1976): 

F..,.0 = ~]MagG(tl -Fi(B,t l r 
k-1 

onde: 
MagG(k) =>valor da magnitude no ponto k (frequência); 

(7) 
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Para sistemas de primeira ordem, cuja fimção de 
transferência é dada pela Eq. (8): 

FT=-
1
-

troj + l 

o valor de Fi é dado pela Eq. (9): 

Fi= t
2ro 2 +l ( )

-V2 

(8) 

(9) 

Para sistemas de segunda ordem, cuja fimção de 
transferência é dada pela Eq. (10): 

FT 
l 

(lO) 
0)2 OJ • 

1+21; - J- -- 2 
Ola . Oln 

O valor de Fi é dado pela Eq. (ll ): 

F; =[l~-:;r+, :.r r (ll ) 

Para o algoritmo de otimização é conveniente se efetuar 
uma busca na forma da Eq. ( 12). 

B(k+tl = B(l•l +a <t ) d <t l 

onde, os termos são: 
a<k>: k-ésima tentativa de solução; 
d(k). -lireção de busca na k-ésima iteração; 
a<k): define o "tamanho do passo" . 

B pode assumir as seguintes variáveis: 
- ~ para sistemas de primeira ordem; 
- Ç e Ola para sistemas de segunda ordem 

Iteração Típica: 

(12) 

Fase 1: Determinação de um intervalo que contém a' (a '= 
valor ótimo ); 
Fase 2: Redução do intervalo que contém a' até um valor 
apropriado; 
Fase 3: Interpolação sobre o intervalo final. 

Fase 1- Método da busca unidirecional - Determinação do 
intervalo que contém a '. A partir de a = a~, estabelect7se uma · 
progressão geométrica do tipo, Eq. (13): 

ai+t =ai +fl.i (13) 

onde: Ói+t = kfl.i. 

Com os falores de a; calcula-se as f(a;) até que f(~+ t) ~ f(a;) 
=> situação na qual sabemos que a' > a;. · 

Com o valor de at, obtem-se o valor de a2 (a 2 = a1 + l!.i) e os 
valores de f(at) e f(a2). 

a) Sef(a2) < f(a1) : 
O mínimo está a direita e aí então calcula-se a 3, 04 e assim por 
diante até que f( tXi+t) > f( a;). Supondo-se que f( <X.t) > f( a 3); 



nesta situação, passou-se pelo mínimo e tem-se o intervalo que 
contém a· : o valor de a· estará entre a 2 e Cl.4. 

b) Se f(a2) > ftat): 
O mínimo está a esquerda e aí então recalcula-se a 2 como a 2 = 

<Xt- <\e repete-se o procedimento do item (a), porém, com o 
sinal negativo acompanhando o /1. 

Se ao efetuar-se a busca para a esquerda e fta2) > ftai), o valor 
inicial arbitrado de a está próximo do mínimo. 
Neste caso, faz-se: 

neste instante, tem-se fta2) < ftat) e chega-se na situação do 
item (a). Neste caso, calcula-se <X3 (a3 = <X2 + /12) e fta3) e, 
confirma-se que fta3) > fta2); logo, tem-se o intervalo entre a 1 

e <X3 que contém a·. 

Fase 2 - Método da Secão Áurea - Redução do intervalo 
que contém a·. Utiliza-se o Método Seção Áurea (Golden 
Section) onde se determina o mínimo de uma fimção f, onde fé 
fimção da variável independente a . 

Considera-se que o intervalo que contém <Xótimo é conhecido 
(determinado na fase 1) e denomina-se como ex; e a, os valores 
dos limites inferior e superior respectivamente. Conhece-se 
também os valores de ft ex;) e ft a.). 

Agora, utilizar-se-á dois pontos intermediários entre ex; e 
a..: <Xt e a2, sendo <Xt < a2 e calcula-se os valores da fimção 
nestes pontos (ftat) e fta2)). Compara-se f(a1) com fta2): 
a) Se ftat) > fta2) =>o mínimo está à direita de a 1; logo, tem
se um novo limite inferior que é a 1• 

b) Se ftat) < fta2) => o mínimo está à esquerda de a2; logo, 
tem-se um novo limite superior que é a2• 

Com o novo limite determinado, calcula-se o novo ponto 
intermediário e assim por diante até que o critério de 
convergência seja satisfeito (por exemplo, a, - ex; :õ:: e). 

O ideal é utilizar um método para escolher os pontos 
intermediários de forma a reduzir os limites o mais rápido 
possível. O algoritmo mais eficiente é o que reduz os limites 
pela mesma fração em cada iteração. Nesca caso, pode-se 
economizar tempo computacioanal, pois três dos quatro 
valores da iteração atual são aproveitados da iteração anterior. 

Utilizando-se a proporção áurea 

3-./5 Z=--
2 

tem-se que, os pontos intermediários podem ser calculados 
segundo as Eq. (14) e Eq. (15). 

<Xt =ex;+ z (a.- ex;) (14) 

(15) 

Algoritmo da Seção Aurea: 

Dados ~. f( ex;), a., e ft ex,); 

<Xt = ex;+ Z (ex, - ex;); 

cx2 = a, - Z (ex, - ex;); 
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SeF1 > F2 
ex;~ <Xt 
Fi~Ft 

<Xt ~ <X2 

F1~F2 

<X2 = <Xs- z (a.- ex;) 
F2 ~ ftcx2) 

Se F2 > Ft 
a,~ cx2 
F, ~F2 

<X2 ~ <Xt 

F2~FI 
<Xt =ex;+ z (a.- ex;) 

Ft ~ ftat) 

Fase 3 - Algoritmo do Gradiente - Interpolação sobre o 
intervalo fmal. Efetua a busca através da Eq. (16). 

(16) 

Como busca-se o mínimo, deve-se ir em direção de menos o 
gradiente, descrito na Eq. ( 17). 

(17) 

Os passos são dados até que o gradiente da fimção seja nulo; 
neste ponto, encontra-se o mínimo. 

Critério de Convergência. De acordo com as condições 
necessárias para se encontrar o mínimo de uma fimção, um dos 
critérios de convergência é que o gradiente da fimção no ponto 
de mínimo seja nulo: Vfta·) = O, ou, no caso particular do 
software, Vfta·) :õ:: 1x104

. Também, utiliza-se como critério de 
convergência o fato de que quando se esta próximo ao mínimo, 
o valor de B na iteração atual é muito próximo do valor de B 
na iteração anterior (B(1-I~ ; logo, B(i) - B(i-t) :õ:: 1x104 (no caso 
do software). 

Neste ponto, o programa fornece o valor da constante de 
tempo (t) para fimções de transferência de primeira ordem, do 
coeficiente de amortecimento (~) e da frequência natural não 
amortecida (c.on) para fimções de transferência de segunda 
ordem. 

Escolha da melhor fimção de transferência. O 
conhecimento inicial da natureza do sistema e/ou a observação 
das curvas de resposta dinâmica do sistema fazendo as 
aproximações para primeira e segunda ordem permitem 
estimar a ordem mais indicada . do sistema (Franklin et ai. 
1991). 

A fimção de transferência final obtida para aproximações . 
de primeira e segunda ordem é dada pelas Eq. (18) e Eq. (19). 

FT 

FT 

onde: 

k -e-(t,s) 
---(primeira ordem) 

t ·s+1 

k: ganho do sistema; 
t.t: tempo morto. 

(18) 

(19) 

O valor de td é obtido verificando-se o tempo que se passou 
desde o instante no qual um pulso foi aplicado na entrada até o 
instante da primeira variação da saída devido a este pulso. 

O valor de k é dado pelo valor da magnitude calculada para 
frequência zero. 



O método descrito nas etapas anteriores foi implementado 
em um ffiM-PC, obtendo-se bons resultados. Esta 
implementação permite inclusive um processamento imediato 
dos resultados no próprio equipamento utilizado para leitura de 
dados. A validação do método é descrita a seguir. 

RESULTADOS OBTIDOS 

Em uma primeira análise vários testes foram feitos para se 
validar o método utilizando-se circuitos elétricos. Circuitos 
elétricos são claramente interessantes para a validação de 
métodos de identificação: por se prestarem a simulação de um· 
considerável número de sistemas, por permitirem ajuste exato 
dos parâmetros, por permitirem leitura direta sem maiores 
influências introduzidas por não linearidades de transdutores e 
dos componentes do sistema, possibilitando em suma, uma 
validação de boa qualidade. Para os testes foram utilizados 
circuitos elétricos de primeira ordem e de segunda ordem 
subamortecidos e sobreamortecidos, de acordo com a 
montagem da figura 2. 

Fonte Circuito 
CC ee Elétrico 

PC com 
interface AID 

Figura 2- Diagrama do sistema utilizado nas montagens 

Para fins comparativos, as curvas de resposta dinâmica do 
sistema foram traçadas para os sistemas de primeira ordem e 
de segunda ordem subamortecidos e sobreamortecidos 
utilizando-se: a modelagem matemática com os valores dos 
parâmetros conhecidos, a modelagem com os valores dos 
parâmetros fornecidos pelo software e a resposta do teste 
prático. As figuras 3, 4 e 5 mostram estas curvas. Vale ressaltar 
que no caso das curvas traçadas a partir da modelagem 
matemática foi considerada a fimção de transferência sem a 
utilização do ganho e do tempo morto; caso estas constantes 
fossem utilizadas, os resultados poderiam ser ainda melhores. 
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~ 1200 ~ ~-X-Medido 
- 1000 )( . . . .O·· · · Teórico o ... 800 

i\ 1 -- ~ · Software i soo 
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Figura 3- Curvas de saída do sistema de primeira ordem 
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Figura 4- Curvas de saída do sistema de segunda ordem 
sobreamortecido 
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Figura 5 -Curvas de saída do sistema de segunda ordem 
subamortecido 

A figura 6 destaca o transitório do sistema de segunda 
ordem subamortecido. 
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Figura 6- Transitório das curvas de saída do sistema de 
segunda ordem subamortecido 

Na sequência de exemplos aqui fornecidos, no teste feito 
para o sistema de primeira ordem com T = 0,1 obteve-se T = 
0,096. Para o sistema de segunda ordem, caso 
sobreamortecido, com s = 1,5 e w.= 100, obteve-ses= 1,25 e 
w. = 98,75 ; para o caso subamortecido com ~ = 0,589 e Wn = 
411,41 , obteve-se~= 0,592 e Wn =. 459,59 .. 



CONCLUSÕES 

O procedimento apresentado permite que se efetue a 
determinação de fimções de transferência de primeira ou 
segunda ordem para uma ampla classe de sistemas, a partir de 
resultados experimentais, mesmo quando o modelo teórico do 
sistema não é conhecido. 

A utilização do método de Mínimos Quadrados acoplado 
ao algoritmo do Gradiente, empregando neste problema 
técnicas que utilizam os métodos de busca unidirecional e da 
seção áurea, permite que os resultados das aproximações de 
ftmções sejam rapidamente obtidos com um erro pequeno. Isto 
implica em diminuição do tempo computacional e consequente 
melhoria geral, uma vez que em sistemas de controle o fator 
tempo pode ser critico, particularmente em sistemas com 
atuação em tempo real. 

O erro obtido nos testes feitos é, na maioria dos casos, 
inferior a 5%, o que é compatível com o que ocorre em 
sistemas industriais típicos. 

Finalmente, cabe acrescentar que resultados preliminares 
obtidos pelos autores já indicam boa aplicabilidade do método 
para controle da válvula de carga de dinamômetros hidráulicos. 
Esta última técnica está em fase de implementação. 
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ABSTRACT 

of the Least-Squares 
Technical notes and 

A non-parametric method for system identification is 
presented. This method can be used to obtaín approximate 
transfer fimctions directly from experimental results, even if 
the governíng equations are not knonw. A pulse test has been 
associeted with classical numerical optimi.zation techniques in 
order to obtain a powetful too! to handle a variety of 
engineeríng installations, such as for example, those found in 
valv~controlled systems. The method has been implemented 
in an lliM-PC and software procedures have been matched 
with experimental measurements. These results indicate that 
the method is both reliable and useful in practical applications. 
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ABSTRACT 

\\é propose a geneuúized integml transfonn solr1tion of t1w linearized boundary layer equations 
tu descrilx· lht· bvundary layer velocity disturtion caused by a distributed wall suction. When thc 
dii,;turbancc t.o lhe basic Blasius fluw is smal/, t.he fluw can be described by linearized bounclmy layer 
eqwitions. The partia/ differential c<JUations are reducet:/ to an inflnitc system of coupled ordinary 
dilfert>ntial equations by applying iniPgral t.ra.nsfonnat.ion in the transversal rlirection. A Iuwest arder 
appruximate solution, in analytic form, is obtain('(] by neg/ecting ali non-diagonal elements of I he 
coefflcient matrices. The approximat.e-analytic sol ui ion shows algebraic decay of l.l1e disturbance, 
which was confirmed by a complete hybrid nunwrical-analytical solution ofthe full trw1cated system. 
Thc converg~·nce /)('ha~·ior of the solulion is shown. The full nonlinear boundary layer equations can 
be r("(·overed b.v adding tlw neglected <Juadnuic tenns to t.be lineaâzed system. Numerical prucedw·e 
for Uw nonlinear problem is indicat.ed. 

1. INTRODUCTION 

Tl1e Generalized Integral 'fi·ansform Te<:·lmique has been 
developed in thc last two decades to he an efficient and 
accurate mehtod for problems of diffusion and convection
diffusiou in fluid flow and heat transfer. The e&'lt'nce of 
the method aud its major applications are summarised in 
a recent book by Cot.ta(1993). A large dass of nonlin
ear ronvectiou-diffusion problems, including boundary laycr 
equatiom; and full Navier-Stokes equations, have heen suc
cessfully solved by using GITT. 

Up to now, mosl of l.he applicat.ions are limil.t"<< to inter
nal flow and heat transfer problem, that is, without pres
ence of an infinite boundary. Su(1993) has propost"<< a n 
hybrid analytic-numerical S<:heme to solve WL'iteady bound
ary layer equations for flow over a semi-infinite flat plate, 
suject to time dependent boundary conditions. Lage and 
Range\(1994) have solve the steady b01mdary layer equa
tions in ax.i:;-y mmetric form for flow around a sphere. It ap
pears that there is a large space for the application of GITT 
to more general externa! flow and heat transfer problems. 

ln this work, we are int.erest.ed in a bmmdary layer de
veloped over a semi-infinite flat plate subject to distributed 
wall suction. This problem is important in flow separa
tion contrai and in analysis of hydrodynamic stability of 
boundary layer with suction. Gaster(1995) has proposed a 
linearized Navier Stokes equation met.hod for this prohlem. 
Linnick(1995) h as carriffi experimental study for a related 
problem. There are strong interestoo to develope different 
ruethods, especia lly hybrid analytic-numerical solution, to 
get solution with highcr dfkicncy aud a<.·<·ura<·y. 

We propost"<< to solve the bmmdary layer equations by 
using the Gcneralizffi Integral Transform Techinque. ln 
the next section, the perturbation equations are derived in 
transformed variables where the the mean flow is the Bla
sius sirnilarity solution and the boundary laycr thickness is 
a constant in transformed variahles. ln section 3, we intro
duce the eigenproblem suitable to our problem and derivffi 
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the ordinary differential equatioJIS. A lowest-order approx
imate analyti<· solution is obtained by decoupling the sys
tem in section 4. ln section 5 we describe the numerical 
proc.edure to solve the fully coupled system. Then we show 
the qualitative behavior of the approximate solution and a 
coruparison with full coupled numerical solution. The con
vergence behavior of the coupled solution is shown. vVe also 
indicated how to recover t he neglect nonlinear terms. Nu
merical solution of the fui! non!inear system and comparisou 
with other solutions are ongoing. 

2. THE GOVERNING EQUATIONS 

Let U oc be the freestream velocity and L a typkal length of 
the problem. lf U oo and L are used to nondimensionalize the 
coordinates and the velocities, thc steady boundary laycr 
equations, for a uniform outer flow over a flat plate, become 

(1) 

8u 8u 82u 
u-+l•-=--

8x · 8y 8y2' 
(2) 

where the notation is dasskal. The coordinate y and the 
velocity component v have been stretched with the square 
root of the Reynolds mm1ber, Re = UooL/v, where v is the 
kinemat.ic viscosity of t.hc fluid. 

The equations should be solved with appropriate bound
ary and initial conditious. ln this study, we are interested 
in the distortion of velocity profile of the boundary layer 
caused by a distributed suction applied at the wall . For our 
problem, the perturbation on the plate(y=O), is described 
by the following boundary conditions 

u(a:,O)=O, and t'{;r,O)=v,.,(x). (3a , b) 



ln the outer edge of the boundary layer, we have 

u.(x, y) -+ 1, as y ....... oo. (4) 

The infiow ('tmditions are specified by 

u.(xo,y)=u.s(y), and v(xo,y)=vs(y), (5a, b) 

to represent incoming Blasius flow at some .r o in the stream
wise direction. 

A coordinate transtormation is now introduced by defin
ing the new independent variables 

t;=x, and ry=y/J:i, (6a, b) 

and the new dependent variables 

F = u, and V= vy't,- ~Fry, (7a, b) 

for the velocity components in the Ç and 'TI directions re
spectively. ln terms of the new variables, the continuity 
and momentum equations hecome 

DF DV F 
t: at; + ary + 2 = 0 ' (8) 

DF DF 82 F 
ÇF-+V-=-. 

DÇ 8r1 Dr1 2 
(9) 

The solution can he written as the hasic Blasius flow 
plus the perturbation solution, 

u=us+u.', and v=vs+v', (lOa, lOú) 

in transformed variables, 

F = Fs + G = us + n', (lln) 

V= Vs +E= (vs + v')y't,- ~(us + u')r7. (llb) 

where we introduce G = F' and E = v" for convinienc!". 
Suhstituting Eqs.(lla,b) in Eqs.(8, 9) and t.L<;Íng the fact 
that the Blasius solution satisfies the steady houndary layer 
equations with standard houndary ('onditions for flat plate 
flow, we have the equations for perturbation: 

DG i!E G 
Ç Dt; + Dry + 2 = O, (12) 

CF DG \T DG EDFs cr;DG 'EaG = â
2
G (V~) 

.... B ac + B a· + ') + .... . olc + " D a 2 
- <., r1 ( 'f/ U<., r1 r1 

As the perturbatiom; are assumed small, the quadratic 
terms of perturbation velocity are initially neglected. Con
sidering the similarity of Blasius solution, FH is independent 
of the streamwise coordinate, Eq.(l:3) is written as follows, 

, DG . iJG DFu D2G 
ÇFsac+l·s-a +E-a =-a2· ' ._, r1 r/ . r/ 

(14) 

with the following houndary conditions 

G(Ç, O) =O, and E(Ç, O)= v«•·w(Ç}. (1-'ía,b) 
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(;(~o. 17) = 0), and E(~o. 17) =O, 

G(Ç,rJ)---+0, as T/-+OC. 

(16a, ú) 

(17) 

:3. I:"J'TEGRAL TRANSFORM OF THE EQUATIONS 

Following the formalism in the generalized integral tram;
form tedmique, for the solution of the prohlem defined hy 
Eqs.(12,14) and associated boundary conditions, the appro
priate atoâliary eigenvalue problem is gi\'en by: 

d
2

~•;( 71) + p.f•l•;(rl) =O, 
dr72 

with the houndary conditions, 

v-.(o); 

O< 17 <H (18a) 

ti'•( H)= O, (18b, c) 

where the freestream boundary coudition (17) is applied at 
a distance ll normal to the plate, suffkient far from t he 
wall, and tj•, is the eigenfuuction and fli its corresponding 
eigeuvalue. 

The amdlary prohlem allows to definition of the follow
ing integral transfonn pair: 

Integral trausforrn: 

H 

( '(C) ! 1;\(1)) ('(é )d 
TI<.., = -.!- T ..,,ry 17, 

. N 
o ' 

(19a) 

ln verse: 

G(Ç, ry) = f: ~-,(~) G,(ç), 

Í-'-'1 1vi· 

(19b) 

and the normalization integral N; is oht ained from 

H 

N, = J t!}(r!)d'l· (20) 

o 

The trans\'ersal \'elocity is ohtained hy integrating the 
continuity equation along 11. 

Jry( au c:) 
E(Ç, 17) = fivw(~)- ~ JÇ + 2 dr7, 

o 

(21) 

suhstituting the inverse, Eq.(l!Jb), we have then 

r; ~ 1 dGk (h 
E(Ç,tl) = v.;;~'u(Ç)- L ----yfk(rl)(~-d .. + --:;-). 

N2 .. 1 "' 
k ·-l J 

(22) 

where ry 

_h(ry) = J 1}•1 (ry')dr( (n) 

o 

Multiplying both sides of the equat.ion by v,( r!) and in
t.egrating along the normal diredion between the limits O e 
ll, 

1 [!ll AU !H . f}(; 
N! ~·;~1-'u DÇ dr/+. IJ',~Vll ar, dr/ 

' o o 



(24) 

The inv<>rsc formula (19a) and thc expression fm the 
transversal velocity (22) aw then used, resulting in an in~
nite systern of coupled ordinary differential equations 

(25) 

where 

(26a) 

(26b) 

(26c) 

H 

1 JdFn D; = ~ -1/J; ('q)dr], 
N'i d17 

I 0 

(26d) 

The coefficients A,1 , B;j, C;j and D; are cakulated by nu
rnerical integration once the Blasius solution is given. 

By defining 
(27a) 

(27b) 

D; = -D;, (27c) 

the equat.ions can be written in a more compacted form 

(28) 

3.2 ~onlinear Equation (12) 

Applying the same integral transfonn procedure to 
Eq.(I2) , wc havc the following infinite system of (·ouplcd 
nonlinear ordinary differential equations: 

00 

+(D; +L D;kGk)y1vw(0 = -p}G; , (29) 
k = l 
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where 

H 

Cijk = 1 

1
1 1 J l/.•; (rJ)fi(TJ) 1l·j (TJ)drJ , 

N2N2N2 
' .I k o 

(30b} 

(30c) 

If we introduce 

00 

A;1(G ) = A;j- C;j + L(Ãijk- {Jijk)Gk. (3la) 
k = l 

(31/J) 

D;(C;) = -D; + LD;kGk . (31 r·) 
k ~l 

the equations can be written in a more compacted form 

~tÃiJ({i)d~~i + tB;J(c)liJ = i);(G)y1v .... (~) - (:32} 
j = l j=l 

It should be noted that although the two systems are written 
in similar fonus , there exists fundamental difference between 
them. ln the last system, as the coefficients are funct.ions 
of Ch which varies along .1; , "4,j, B;j and D; vary with the 
streamwise coordinate also. lmplicat.ion of this difference 
will be fully understood iu the numerical treatment of t he 
syst.ems. 

4. THE APPROXIMATE ANALYTICAL SOLUTION 

It would be extremely ('Onveuient to have exp\icit expres
sions available, though approximate, t.hat would allow for 
parameter and asymptot.ic inspections without a complete 
numerical solut.ion of t.he problem. This approach allows 
for the est.abli'lhment of explicit expressions, so called low
est order solutions, based on neglecting the contribution of 
non-diagonal elemcnts in the coefficient matrices on Eq.(28), 

Now the equations are decoupled and thus can be solved 
independently. Let l.L'i define 

B;i 
ai=-- -, 

A;; 
b . = r); ' - , A ii 

(34a, b) 



The decoupled set of equat.ions can be written as 

d(ii a.i (-' bit'u·(ç) -+- .. i =--=-· 
d~ ~ . v~ 

{35) 

with ai and b; being constants determined by the Blasius 
solution and eigenfunction<;. The solution of the first order 
ordinary equations are straightforward.For thc gf'neral case, 
the solution can be written as the sum of the general home
geneous solut.ion and a part.intlar non-homogeneous solu
tion. The general solution of the equation is 

~ 

(] i= ca, (/ d;!'w(()((a, - ~ ) d~') (36) 

{o 

5. NUMERJCAL SOLUTION 

For purpose of comput.ation , the infinite set of coupled 
equations is substituted by a sufficiently large finite dimen

sional system, hy truncating it at Nth row and column 

N - N 

2: - dGj L - -=, - r;: 
~ A;J- + B;JC•J = D;vfvw(ç) , 

d~ 
j = l j=l 

(:37) 

to be solved with the initial conditions (;;(~o) represent the 
upstream boundary condition and can be obtain by applying 
integral transfonn to the upstream boundary condition. ln 
matrix notation, we can write 

~A~~ + BG = Dy'i,vw(~) , (38) 

5.1 Linear System 

ln the linear system, the A, B, D are constants can be 
detennined independent of t.he solution. We can transform 
the equation by multiplying the inverse of A, A - l, 

dG A - 1BG A - 1 D vw(Ç} 
dZ"=- ~ + ,ff, . (39) 

with lhe initial conditons G(~o). 

This system can be integrated explicitly along the 
streamwise direction using standard suhroutines provided 
by mat.hematicaJ libraries such as IMSL and Numerical 
Recipe. 

5.2 Nonlinear Systcm 

ln the nonlinear system, the system can not be made ex
plicit in the derivative of transformed field before t.he inte
gration by matrix inversion. Such inversion must be rnade at 
each streamwise step, thm; introducing huge computational 
cost. 
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G. RESl'L TS ANO DlSCt'SSION 

The decay behavior of the approximate solut ion can be 
better visualized in Fig.l, wherP we show tllJ'('("-dimensional 
rPprPsent a t.ion of the perturbation vp)ocity distribution. 

u 

0.03 
6 

Fig. I Dístribution of Perturbation \'elocity 

Thi~ qualit.at.ive algebraic decay is confirrned by hy
hrid analytic-numerical solution of the complete system, as 
shown in Fig.2 and 3. 
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Fig.2 Perturbat.ed boundary layer di..<;p]acem~nt · thickness. 



0.15 

0.10 

0.05 =5 

0.00 

0.6 X O.S 1.0 

Fig.3 Convergenee behavior of perturbated skin frietion 
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FigA Convergenee behavior of perturbated veloeity profile 

The convergenee of the complete solution is shown in 
Fig.2 through Fig.4. \Ve ean see that with 10 t.errns we 
can get a eonverged solution, which is nearly indistinguish
able from the solution with 40 terrns. We ean observe 
that the Jerturbated boundary layer displaeement thiekness 
ha5 quicker convergence t.han t.he pert.urbat.ed skin friction 
for small value of strearnwise coordinate, while for large 
value of .r, t.he skin frict.ion ha5 a bet.ter convergence be
havior. ln FigA we can observe the Gibbs phenomenon 
for small number of truncation terms(N = 3, 5, 7). The 
Gibbs phenomenon desappeared with ..i.ncreased trunction 
terms. We can conduded that the Generalized Integral 
Transform Teehnique can be tL.'õed to semi-infinite domain 
problem without presenee of Gibbs phenomenon if suffident 
large terms is used. 

7. CONCLUSION 

An hybrid analytic-numerical procedure is proposed for 
solution of í1;.1e tw(~dimension houndary layer equations. We 
first solved t.he linea.rized hotmdary layer equations for per
turba.t.ion to a hasic Rla.sius fiow when subjed to dist.ribut.ed 
suct.ion a.t the wall. After t.he infini te set. of coupled ordina.ry 
differential equatiom; are obt.ained hy applymg th<~ general
ized integral transform, we suggested an approximate lowest 
order solution to a decoupled syst.em through neglecting 
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ali mm-diagonal terms. The qualitit.ave behavior of the ap
proximate analytie solution is confinned hy hybrid analytic
numerical solution of the complete linear system. We have 
shown the convergence of the solution by results of pertur
bated botmdary layer displaeement thickness and skin frie
tion and velocity profile. \Ve also sugge$t how to recover 
t.he neglected nonlinear terms. The formal development. is 
given. NUlllerkal procedure similar to t.hat for linear system 
is shown. However, the computational cost would be much 
higher as matrix inversion must be made at eaeh integration 
step. 
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O principal objetivo deste trabalho .; de analisar o custo computacional iie um algoritmo numérico para a 
solução dt! um problema de com•ecção forçada laminar, transienle, em um canal de placas planas 
paralelas. com escoamento em desenvolvimento simultâneo térmico e hidrodinâmico. A solução deste 
problema for obtida a partir da Técnica de Ti·ansformada Integral Generalizada (GITT.) 

INTRODUÇ.i\.0 

O estudo da convecção forçada transiente tem, mais 
recentemente, recebido considerável atenção, especialmente nas 
aplicações de trocadores de calor. O assunto apresenta uma 
maior relevància nas análises das respostas temporaís de 
sistemas dinàrn.icos, para 0s quais são requeridos dispositivos 
automáticos de Cl'ntrole. Em muitas dessas aplicações, os 
transientes iniciais podem ser desprezados, só interessando as 
soluções quasi estáticas que são usadas para fornecer as 
respostas do sistemas submetidos a perturbações periódicas na 
entrada. 

A literatma aberta registra que os trabalhos publicados 
estão concentrados nas análises de escoamentos com o perfil 
hidrodinâmico desenvolvido (Siegel e Spanow 1958 e 1959; 
Kakaç 1975; Cctta e Osisic 1986: Santos e Cotta 1988; Santos 
1990: Kakaç et al . 1989 e 1990; Aparecido e Cotta 1990) e uma 
grande lacuna relativa aos escoamentos com desenvolvimento 
simultàneo.(Cotta e Carvalho 1991; Machado 1992) apresentam 
estudos híbridos analíticos-numéricos. através do uso da técnica 
da transformada integral generalizada, para o escoamento 
laminar em desenvolvimento simultâneo no estado permanente. 

No presente trabalho a técnica de transfonnada integral 
generalizada é estendida para análise da convecção transiente 
laminar no escoamento em desenvolvimento simultàneo, em um 
canal de placas planas paralelas submetido a variações 
periódicas na entrada. O campo de temperatma, como uma 
quantidade complexa, é analisado na forma dividida com as 
partes real e imaginária. O aumento do número de parâmetros 
envolvidos na análise exige uma preocupação maior com o custo 
computacional. Este trabalho tem com objetivo específico um 
estudo da in1pmtãncia das variáveis que influenciam no tempo 
de processamento e na precisão dos resultados, que avaliam 
quantidades de interesse prático como temperatma média global 
e o número de NusselL 

DEFIN!Ç Ao DO PROBLEMA: 

Trata-se de um problema de convecção forçada lanlinar e 
tnmsiente cm um canal de placas planas paralelas com 
escoamento em desenvolvimento térmico e hidrodinàrn.ico 
simultâneo. Para o equacionamento matemático deste problema 
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foram adot.adas as seguintes hipóteses simplificadoras: 
escoamento lanJinru·, bidimensional e sin1étrico em relação ao 
eixo central entre as duas placas. Regime transiente. Fluido 
incompressível. com propriedades físicas constantes. com 
dissipação viscosa desprezível e sem condução axial . Para este 
modelamento foi adotada a aproximação da camada limite de 
Prandtl. 

-------t> 

T(t) -------t> X ~ fw 
~ 

u ~------. 
~ 
---+ 

Figura 1: Definição do problema. 

No equacionamento do problema, a componente axial do campo 
<le velocida<le, U(X,Y), foi separada em duas. Uma 
desenvolvida, Uco(YJ, e 0utra em desenvolvimento, U*(X,Y), 
como demonstram as eq.( 1) e (2). Dessa forma, somente na 
região de entrada térmica é que U*(X.Y) é diferente de zero. No 
restante do domin.io U(X.Y) vai ser igual a UC(\(Y) 

(I) 

UCf)(Y) = ~ 0- Y 2) 2 .. . (2) 

Por isso na Eq.(4) apru·ecem dois tipos de velocidades 
axiais. Tal procedimento, é recomendado por Machado ( 1992), 
porque melhora sensivehnente a convergência da integração 
numérica. 
P0rtanto, as equações ficam da seguinte forma: 



Equação da ~ontinuidade: 

OU "'(X, Y) + 8\I(X, Y) = O (3) 
éJX àY 

Equação do Momentum: 

a:.J* 1-a:.J l [dP* 3] lo
2

U*(4al (U*+lm)- +V--3Y =--+ - + - - - · -
íJX õY dX Re Re - ,2 . .. iJX 

onde: 

O<Y<IeX>O 

Condições Iniciais e de Contomo: 

U*(O,Y) = 1-Uoo (Y) U*(X,l) = ll 

ou * I 
àY Y ~ O 

v (0, y ) o ; o , 

V(X,l) = O : V(X.,O) =O 

Os grupos adimensionais usados são os seguintes: 

y = _)'__ 

r w 

X=~ 
rw 

u 
U = 

uo 

V = _"_ 
uo 

P* - p 
p(u o) 2 

Re = 11 or w 
\) 

T- Tw e- --
- T o- T w 

Pe = Re Pr 

Pr = ~ 
a 

(4h) 

(4c,d) 

(4e.f) 

(4g,hl 

(5) 

No campo da temperatura foi utilizado o "método das 
variáveis complexas dependentes" (Arpaci, 1984) que 
transforma a equação da energia em duas equações acopladas . 
Conseqüentemente os potenciais de temperatura passam a ser 
expressos, também, no campo complexo, com sua parte real (R) 
e imaginária (I). A condição inicial, com este artificio 
matemático, pode ser avaliad<i para grandes valores de tempo, 
simplificando, sensivelmente, o equacionamento matemático. 
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Esta simplificação não traz prejuízos nos resultados porque o 
problema é em regime transiente e deve ser estudado para altos 
valores da variável temporal. Portanto. as equações ficam da 
seguinte forma: 

- àR àR l J2 R DI 
(U *+U.:0) - + v' - = --:- -- +--

. àX élY Pe ux 2 Pe 

Cujas condiçocs de contomo são: 

DR I - ~o 
iJY Y = O 

R(X,l , t) ~ Rw (X.t) 

. . a1 ar 1 a21 nR 
(U *+ li •=D ) - + V - = -----

DX àY Pe ax2 Pe 

Cujas condições de contomo são: 

ài I _ -- ~o, 

àY Y - O 
l(X.l.cl = lwlX.1) 

(6a) 

(6b.c) 

(7 a) 

(7b,c) 

A avaliação do custo computacional da solução analítico
numérica de um problema tem suas particularidades. Uma rápida 
análise nos algoriunos resultantes da aplicação da GITT, sugere 
que o tempo de processamento computacional está intimamente 
relacionado com o custo da integração numérica do sistema de 
EDO resultante da transformação integral do problema original. 
A execução desta tarefa está a cargo de bibliotecas científicas de 
subrotinas numéricas (IMSL, 1990). Desta forma fica impossível 
verificar, por exemplo, o número de operações envolvidas na 
solução, já que se trata de pacotes comerciais de acesso limitado. 
Portanto, adotou-se o tempo de processamento computacional 
comn fl'rma de avaliação do custo computacional .. Para que o 
confrontamento entre os vários resultados fosse possível, foi 
utilizado um caso como padrão. A cada tomada de tempo este 
caso sofria a modificação de uma única variáveL Os estudos 
foram feitos alterando, individualmente, os seguintes 
parâmetros: Coordenada Axial, Número de Autovalores e Eno 
Relativo para integração numérica. Já o Número de Reynolds, o 
Número de Prandtl e a freqüência adimensional, foram mantidos 
constantes durante todo o estudo. Os valores adotados foram os 
seguintes: Re:2000: Pr:O, 72 e n:o, L 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Antes de proceder a análise dos resultados obtidos, é 
preciso lembrar que vários são os fatores que influenciam o 
tempo de processan1ento computacional. Logo. os resultados 
aqui apresentados tem carát.er comparativo entre si . 

. Evidentemente se procurou manter constante todas as formas de 
influência no custo computacional que não as estudadas_ Com 
isso, pode se garantir qualitativamente a comparação entre os 
vários casos, embora seja impossível garantir sua reprodução 
fiel para situações diferentes daquelas em que foram obtidos . 

O equipamento utilizado foi do tipo PC 486 DX2 com 
"Clock" de 66 l\-fHz. 

No caso do padrão, o tempo de processamento numérico 
foi de 640s (10' :40") e a amplitude da temperatura média 
resultante foi 0,809209. Estes valores foram obtidos para os 
seguintes dados de entrada: Coordenada axial: X+=2.5; m:unero 
de autovalores: 25 e eno relativo para integração numérica: 
l,OE-4 . 



Na figura 2 é avaliado o tempo de CPU utilizado em 
função da variação do erro relativo TOL para integração 
numérica, onde TOL é o erro absoluto adotado na chamada da 
subrotina DGEAR (IMSL, 1990). 

780 

750 

---(/) 720 -o a.. 690 
E 
Q) 660 
I-

630 

600 

o 2 3 4 5 6 7 

-log(TOL) 
Figura 2: Variação do tempo de processamento 

computacional em função da precisão 
adotada (TOL). 

Verifica-se que o custo computacion?J aumenta pouco 
quando o erro admitido varia até -log(TOL) = 4. A partir dai a 
variação passa a ser mais importante. Mesmo assim, este é o 
parâmetro que apresentou menor influência no tempo de 
processamento. Donde se conclui que, nos intervalos avaliados, 
aumento da precisão é o que menos compromete o tempo de 
CPU necessário para a obtenção dos resultados. 

Na figura 3 apresenta-se a análise do custo computacional 
para a variação do número de autovalores usados na solução das 
equações da temperatura e velocidade. Ao contrário do caso 
anterior, vê-se uma inclinação acentuada e crescente da curva 
Significando que, para um aumento do número de autovalores, 
o tempo de processamento aumenta muito. É preciso lembrar 
que este é um problema acoplado e o aumento de um autovalor 
significa três equações diferenciais a mais na solução numérica. 
Por isso esta análise é bastante particular. 

,....... 
tJ) ._, 
o 
Q. 

E 
Q) 

1--

1200 

1000 

800 

600 

400 

200 

o 
o 4 8 12 16 20 24 28 

Nc=Nm 
Figura· 3: Tempo de processamento computacional 

em função do número de autovalores 
usados. 

Para um caso mais geral é apresentada a figura 4 que 
relaciona o tempo de processamento com o níunero de equações 
diferenciais resolvidas numericamente . Nota-se que a curva tem 
menores inclinações, quando comparada com a curva da figura 
3, porém continua sendo este o parâmetro mais importante no 
que se refere ao custo computacional. A partir do' exposto, fica 
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rutida a necessidade de um procedimento adaptativo · de 
aceleração de convergência que tem ainda a vantagem de 
garantir o controle automático da precisão. 

1200 ~ I - 1000 

/ IJ) 
'-' 800 o 
Q. 

600 E 
Q) 400 I- I 

200 / 
20 40 60 80 100 

Eq. diferenciais 
Figura 4: Tempo de processamento computacional 

versas número de equações diferenciais 
resolvidas numericamente. 

Na figura 5 o tempo de processamento foi plotado em 
relação a vários pontos da coordenada axial X+, onde X+ é a 
coordenada axial do escoamento definida por Shah e London 
( 1978) como sendo: 

-tJ) ._, 
o 
Q. 

E 
Q) 

1--

1000 

800 

600 

~o o I 
/ 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 

X+ 
Figura 5: Tempo de processamento computacional 

versas valores da coordenada axial. 

(8) 

Pode-se dizer que a variação é praticamente linear. Como a 
inclinação da curva é próxima dos 45 graus, é de se concluir que 
para um aumento de X+ o tempo aumenta quase na mesma 
proporção. Mais uma vez, deve-se evidenciar a necessidade do 
procedimento adaptativo de aceleração da convergência. O 
aumento de X+ compromete o custo computacional. Porém a 
solução exige menos autovalores. Portanto se por um lado o 
tempo de processamento aumenta devido à posição ~al, por 
outro, diminuirá sensivelmente porque o número de equações 
diferenciais a serem resolvidas é menor. · 

, As tabelas 1 e 3 tem relação com as figuras 1 e 4, 
respectivamente . Enquanto a tabela 2, relaciona-se com as 
figuras 2 e 3. Tais tabelas são incluídas, para que se possa 
verificar o comportamento da resposta numérica, quando foram 
variados os parâmetros para estudo ~os tempos de 
processamento. 



Na tabela 2, pode ser visto o número de autovalores 
utilizados em cada processamento e a conseqüente quantidade de 
equações diferenciais resolvidas. Verifica-se que, para resultados 
de engenharia, o método se apresenta bastante conservativo . 
Caso seja este o objetivo dcr seu uso, deve se optar por um 
menor número de autovalores e um eno relativo menor na 
integração numérica. Assim o custo computacional ficará 
sensivelmente minimizado. 

Tabela 1: Análise do tempo de processamento computacional e 
precisão dos resultados para a variação da precisão 
requerida. 

TOL 

l,OEO 
1,0E-l 
l ,OE-2 
l,OE-3 
LOE-4 
J,OE-5 
l,OE-6 
l,OE-7 

T (s) 

619 
628 
632 
626 
640 
709 
758 
780 

Ampl. de8 
0, 8~8683 

0,809309 
0,809132 
0,809133 
0,809209 
0,809236 
0,809245 
0,809240 

Tabela 2: Tempo de processamento computacional e precisão 
dos resultados em função do número de autovalores 
usados na solução problema. 

NC= NM Eq. dif. T. (s) Ampl. de 8 
10 30 8 0,809674 
11 33 11 0,809S37 
12 36 15 0,809447 
13 39 20 0,809117 
14 42 30 0,809323 
15 45 42 0,809035 
16 48 60 0,809241 
17 51 78 0,809227 
18 54 110 0,809209 
19 57 140 0,809202 
20 60 187 0,809207 
21 63 254 0,809194 
22 66 313 0,809204 
23 69 420 0,809202 
24 72 541 0,809205 
25 75 640 0,809208 
26 78 834 0,808971 
27 81 1031 0,809214 
28 84 1296 0,809211 

Tabela 3: Tempo de processamento computacional verificado 

_______________ p_~~-~i!i~.~.E.?..I!~~!~~-~9_<;!!.:~~~~-~-~---------------· 
X+ T.(s) Amol.de8 

3.75 
3.5 
3.25 
3.0 

2.75 
2.5 

2.25 
2.0 
1.75 
1.5 

1003 
928 
853 
795 
745 
640 
576 
539 
435 
380 

0.760236 
0.769432 
0.778894 
0.788651 
0.798740 
0.809209 
0.820114 
0.831530 
0.843555 
0.856324 

1.25 294 0.870030 
_.., "" __ ,,, •• ,. .. ",~'''"'"'-"""""" "''"''""'"'""""-"''"" "'"' """""""''~'-- '* __ ,,..~ ... , ... ~ ....... ,..,,.., __ ~,, .. ..,"'""-"'"'""""""" ___ .,,...,,_~ __ ,,. __ ,,, .. ,,,, •• , .... __ 

Na tabela 3, é de se esperar que os valores da amplitude da 
temperatura mudem a cada processamento. Trata-se de novos 
valores de X+ e, conseqüentemente, novas respostas no campo 
ténnico. Estão registrados para que se possa ter uma idéia do 
intervalo avaliado e não propriamente para confrontamento 

Referente a este trabalho, é importante ter em mente que as 
análises e conseqüentes conclusões só são rigorosamente 
verdadeiras para os intetvalos avaliados. Porém, a prática tem 
demonstrado que podem ser estendidas para outros casos que 
não tenham sido aqui estudados . 

CONCLUSÃO: 

Estudar o tempo de processamento é fundamental para a 
ampliação do uso deste método. Isto porque pode-se encontrar 
uma mesma precisão n111s resultados obtidos com menor tempo 
de processamento e consmno de memória computacional. Dessa 
forma, pode ser possível utilizar esta poderosa fenamenta, cuja 
segurança nos resultados é bastante comprovada, de forma cada 
vez mais eficiente e econõntica. Estes fatores são de smna 
importância para quem estiver interessado em usar essa 
ferramenta de forma coniqueira tanto para fins tecnológicos 
como cientlficos. Outra vantagem desse estudo é que ele pode 
servir de base para o desenvolvimento futuro de uma biblioteca 
cientifica de subrotinas numéricas que usem a GITT. 
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ABSTRACT 

ln lhe present work lhe generalized integral transform 
lechnique is extended to analyze lhe laminar lransient 
convection, in sirnultaneous developing flow, in parallel-plate 
channels subject to a periodic variation on lhe inlet temperature 
profile. The tempeture field like a complex quantity is analyzed 
in two parts. Real and irnaginary. The increase on lhe involved 
parnmeters in lhe analyze needs a bigger attention about the 
computational cost. This work has as specific objective to lhe 
survey of lhe variable irnportance lhat make influence in lhe 
time processing and results precision, lhat evaluate practical 
interest quantities, such as, bulk temperature and Nusselt 
Numbers 
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RESUMO 

O Método da Função de Green Local Modificado (MLGF'M) é uma técnica integral que tem sido utilizada 
para solução de diversos problemas da Afecànica do Contínuo. Este método pode ser entendido como sendo 
uma extensão do l\.létodo de Elementos de Contamo de Galerkin. e sua principal característica é explorar as 
propn.edades de uma Função de Green associada ao problema, sem o seu conhecimento explícito. Apresenta-se 
neste trabalho o formalismo e implementação numérica do MLGFAI para problemas de potencial e os 
exemplos numéricos são para demonstrar a convergéncia para fluxos, tempo de processamento e aplicação do 
método para problemas anisotrópicos. 

INTRODUÇÃO 

O Método da Função de Green Local Modificado 
(MLGFM) é uma nova técnica integral com origem nos trabalhos 
de Burns & Doming ( 1973,74,75), LaWTence & Doming 
(1978a,b) e Horak & Doming (1978). Estes pesquisadores 
formularam o LGFM (Local Green's F1mction Method) e 
utilizaram a técnica principalmente para a solução de problemas 
de transferência de calor, mecânica dos fluídos e diti.tsão de 
nêutrons. 

No final da década de 80, o prof. Luiz Henry Monken e 
Silva, orientado de doutorado do prof. Clóvis Sperb de 
Barcellos, reformula o LGFM, introduzindo algumas 
modificações e passa a denominar a nova técnica de MLGFM. A 
primeira publicação com esta denominação aparece em 1987, 
Silva & Barcellos, com uso do método para a solução do 
problema da membrana elástica. Os resultados de deslocamentos 
apresentados são bastante satisfatórios. Já em Silva ( 1988) é 
apresentada a formulação matemática deste novo método e 
resultados para membranas, hastes e vigas. Entretanto, em 
nenhum destes dois trabalhos aparecem os resultados de fluxo. 

A principal vantagem apresentada nestes trabalhos é o fato 
de que o MLGFM é uma formulação integral que utiliza apenas 
projeções da Função de Green, aproximadas com o Método de 
Elementos Finitos, tomando desnecessário o seu conhecimento 
na forma explícita. Este fato elimina as singularidades do 
núcleo das equações integrais presentes na formulação. 

Já na década de 90, de Barcellos & Barbieri ( 1991 ), 
mostraram que o MLGFM pode ser entendido como sendo uma 

. extensão do Galerk.in-BEM e aplicaram o método para a 
resolução de diversos problemas de potencial. Para potenciais 
singulares, de Barcellos & Barbieri ( 1991 ), o comportamento do 
fluxo perto da singularidade mostrou-se comparável aos 
resultados do BEM para singularidades do tipo 1/r com mesmo 
tipo de oscilação no elemento singular. Outra aplicação para os 
problemas de potencial foi para meios não homogêneos com 
variação escalonada e continua das propriedades do meio, 
Barbieri & de Barcellos (1993 ), e neste trabalho ficou bastante 

claro o uso do MLGFM para situações onde não existe uma 
solução fundamental disponível na literatura. 

Nas comparações de resultados com o Método de 
Elementos Finitos, em praticamente todos os trabalhos 
realizados com uso do MLGFM para análises lineares da 
mecânica do contínuo após Silva & Barcellos ( 1987) e Silva 
( 1988 ), notou-se uma superioridade marcante para os resultados 
de fluxo pontual obtidos com o MLGFM. 

Apesar da ótima convergência dos resultados de fluxo no 
contorno, ao longo destes anos dois outros fatos chamaram a 
atenção dos pesquisadores: o excessivo tempo de processamento 
gasto pelo MLGFM com relação ao FEM e que os resultados de 
potencial são exatamente os mesmos obtidos com o FEM quando 
a aproximação do vetor força utilizado no FEM é feita com 
valores nodais. 

O excessivo tempo de processamento é proveniente da 
natureza das aproximações das projeções da Função de Green 
com o Método de Elementos Finitos. Algumas tentativas para 
redução do tempo de processamento do MLGFM foram feitas 
por Barbieri et ai. (1994), Mendonça & de Barce!los (199Sa) e 
Muiioz R. & Barbieri ( 1996) com resultados satisfatórios. 

Com relação aos resultados de potencial iguais, este fato 
foi constatado por diversos autores como: Barbieri et ai. ( 1994 ), 
Muiioz R. et ai. ( 1994) e Muiioz R. & Barbieri ( 1996 ). Barcellos 
& Mendonça ( 1995) demonstraram matematicamente que este 
comportan1ento ocorre quando o vetor força do Método de 
Elementos Finitos é obtido através da interpolação da força de 
excitação com as mesmas funções de interpolação da variável 
em estudo. Para situações onde o vetor força do Método de 
Elementos Finitos é obtido com a projeção direta da força de 
excitação na base do subespaço de elementos finitos, os valores 
de potencial nodal obtidos com os dois métodos são difen:ntes. 

Neste trabalho é apresentada uma revisão do MLGFM, na 
forma como tem sido utilizado até o momento, para problemas 
de potencial lineares. Os resultados numéricos são para mostrar 
a aplicação do método em problemas anisotrópicos, a razão de 
tempo de processamento entre o FEM e o MLGFM e a 
qualidade dos resultados de fluxos no contorno para estes 
métodos. 
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FORMALISMO DO MLGFM 

A equação diferencial do problema de potencial linear bem 
posto defmida no domínio O, Oden & Reddy ( 1976 ), pode ser 
escrita na seguinte forma: 

A u = b em O, (I) 

onde A é o operador diferencial em estudo, u o potencial e b a 
excitação. 

O problema adjunto correspondente é dado por: 

A * G(P,Q) = õ(P,Q) V P,Q E O (2) 

onde A.* é o operador adjunto de A, ô(P,Q) é timção Delta de 
Dirac e G(P,Q) é conhecida como solução fundamenwl. 

A solução u(Q) do problema em estudo pode ser obtida 
com uso da Fomza de Green Generalizada para o operador :1 e 
da Eq.(2), Barbieri (1992), e pode ser expressa como sendo: 

u(Q) = fG(P.Q)b(P)dnp- f[N *G(p,Q)]u(p)dfp + 
r2 r 

f G( p, Q)[ Nu(p)Jdrp 
r (3) 

onde .'11/N* são os operadores de Neununan associados aos 
operadores AIA*, respectivamente. r identifica o contorno, pEf 
e os indices nos diferenciais de integração indicam a origem do 
sistema de referência. Esta mesma equação também poderia ser 
obtida com uso do Método de Resíduos Ponderados, Barbieri 
(1992). 

Neste ponto modifica-se a Eq.(3) introduzindo um novo 
operador sobre o contorno, l\r+ , e u(Q) passa a ser escrito como: 

u(Q) = f G(P, Q)b(P)dOp- J[(N * +lv'~ )G(p,Q)]u(p)dlp + 
n r 

f G(p,Q)[(N + N + )u(p)]dlp 
r 

( 4) 
O objetivo de adicionar este novo operador é prescrever 

condições de contorno homogêneas para a Eq.(2) da seguinte 
forma: 

+ 
(N*+N )G(p, Q)=O VpEr (5) 

Assim procedendo e definindo F(p)=(N+W)u(p), u(Q) 
passa a ser obtido com: 

u(Q) = f G(P,Q)b(P)dOp + f G(p,Q)F(p)drp (6) 
o r 

e tomando o traço de u(Q), Oden & Reddy (1976), tem-se: 

u(q) = f G(P, q)b(P)d~2p + f G(p,q)F(p)dfp (7) 
o r 

que formam o sistema de equações integrais que definem 
completamente o problema e são a base para o desenvolvimento 
doMLGFM. 

Note que, se N+ é prescrito em regiões do contorno onde 
existem condições de contorno do tipo Dirichlet homogênea, a 
parcela ,;v+u(p) não altera o valor de u(Q). Para situações onde 
isto não é possível especifica-se Wu(p)<<Nu(p) para evitar pós
processamento dos valores finais. 

Usualmente prescreve-se ,\r+u(p)=/m(p) e para problemas 
lineares a única restrição para k é k7c.O desde que não 
comprometa o condicionamento mm1érico do problema 
discretizado. 

IMPLEMENTAÇÃO NUMÉRICA 

Para implementação numérica do MLGFM são necessárias 
duas discretizações: a do domínio com elementos fmitos e a do 
contorno com elementos de contorno. É importante salientar que 
a malha de elementos de contorno é tomada como sendo o traço 
da malha de elementos tinitos e podendo conter nós duplos em 
pontos de interesse. 

Designando por ['1'(~2)1 o conJtrnto das timções de 
interpolação globais de domínio e por [<l>(f)] o conjunto de 
timções de interpolação globais de contorno, aplicando o 
método residual de Galerkin à Eq.(6) resulta: 

A ud = B f+ C b (8) 

onde ud, f e b representam valores nodais de u(D), F(r) e b(D), 
respectivamente. As matrizes A, B e C são dadas por: 

com 

A = fl'!')t['l']dU 
n 

B= fGd(p)[<D(p)jdfl) 
r 

C= f Gd( P)[ 'f'(P) jdOp 
o 

Gd(p/P)= fG(p/P,Q)['l'(Q)JdUQ 
n 

Analogamente, executando o mesmo procedimento para o 
contorno, Eq.(7), resulta: 

O uc =E f+ F b (9) 

onde uC representam valores nodais de u(r) c as matrizes O, E e 
F são dadas por: 

com 

o= pcJ)Jt[cJ))dr 

E= f Gc(p)[<D(p)Jdrp 
r 

F = f Gc(P)['I'(P)]dnp 
o 

Gc(p/P) = f G(p/ P,q)[<D(q)jdfq 
r 

A Eq.(9) é similar ao sistema final de equações obtido com 
o Método de Elementos de Contorno e pode ser reescrita em 
função de valores prescritos (subscrito p) e desconhecidos 
(subscrito u) no contorno, resultando: · 

[-Eu OuJ{fu}=[-op EPJ{up}+Fb (10) 
uu fu 
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Após a resolução deste sistema de equações, os valores de 
domínio podem ser determinados pela Eq.(8) quando desejado. 

Entretanto, para cálculo das matrizes C, E e F são 
necessários os valores de Gd(p/P) e Gc(p/P), pois a matriz 
B=Ft, Silva & Barcellos ( 1987). É interessante notar que 
Gd(p/P) representa projeções da Função de Green G(P,Q) sobre 
o subespaço gerado pela base de elementos fmitos e Gc(p/P) 
representa projeções de G(P,Q) sobre o subespaço gerado pela 
base de elementos de contorno. 

A detenninação do valor destas projeções é um dos pontos 
cruciais da implementação numérica do MLGFM e seus valores 
discretizados são obtidos através do Método de Elementos 
Finitos com a minimização do seguinte tlincional, Silva & 
Barcellos (I 987): 

1 1 
J(a) =- B1 (a, a)+ aB2 (a, ['I'])+ pB3( a,[ct>]) +- B4 (a, a) 

2 2 
(11) 

onde (a,a,p) vale (Gd,-1,0) para a aproximação de Gd(p/P) e 
(Gc,0,-1) para a aproximação de Gc(p/P). B1 é a própria forma 
bilinear associada ao problema em estudo, B2,B3 e B4 também 
são formas bilineares definidas como sendo: 

B, = J a(P)['l'(P)]dD 
- n 

B3 = J a(p)[<l>(p)]dr , e 
r 

Com estas aproximações determinam-se todas as matrizes 
necessárias para implementação do método. 

EXEMPLOS NUMÉRICOS 

Problema 1: 

Resolver o problema de potencial expresso pela equação: 

com n inteiro e definido sobre o domínio quadrado de lado 2 
ilustrado na Fig.!. As condições de contorno são do tipo 
Dirichlet homogêneas e sua solução analítica é: 

Devido à simetria do problema, apenas 114 do domínio é 
discretizado, com malhas homogêneas de elementos finitos e 
com a respectiva malha de elementos de contorno com nós 
duplos em pontos de descontinuidade da normal. 

O projeto de malhas homogêneas e a escolha deste 
problema é proposital, pois com a simples variação do parâmetro 
n, o comportamento do fluxo ao longo do contorno apresenta 
comportamento bem distinto e com grandes gradientes. 

y 
malha FEM malha BEM 

OJ 
,..., 

X e nó duplo 

( 

O nó simples 

,..., 
malha 2x2 

Fig. l-Domínio e Discretizaçoes de Elementos Finitos/Contorno. 

A solução deste problema com o Método de Elementos 
Finitos foi utilizando valores nodais para cálculo do vetor força. 

Caso!. n=l 

Nesta situação, 

oo(x,v)l 2 q(l,y)= . =-2+2y 
Cn X=l 

apresenta um comportamento parabólico ao longo do lado x= 1. 
Para malha com apenas 1 elemento linear a resposta de 

potencial no nó central já é exata para os dois métodos, MLGFM 
e FEM. Entretanto, os resultados de q(l,y) ao longo do lado 
x=l são bastante diferentes e estão mostrados na Fig.2. 

Nota-se que com apenas 1 elemento os resultados de 
q(l ,y) obtidos com o MLGFM são exatos nos nós. Como são 
prescritas condições de fluxo ao longo dos eixos de simetria, 
estas condições também são satisfeitas pelo MLGFM, como 
pode ser constatado pela Eq.(lO). A mesma convergência. de 
fluxo é verificada para as outras malhas, cujos valores nodais 
sempre estão sobre a curva analítica. 

Já com uso do FEM, os resultados de q( 1 ,y) convergem 
lentamente para a solução exata ao longo de x=l, e mesmo com 
a malha de lOxlO elementos lineares o erro ainda pode ser 
considerado grande. Ainda assim, ao longo dos eixos de 
simetria as condições de Neuruman só serão satisfeitas quando 
o tamanho dos elementos tender a zero. Portanto, sempre haverá 
um erro no fluxo ao longo destes eixos. 
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Fig.2- Comparação FEM x MLGFM de q(l,y) para elementos 
lineares, n= 1. 



Caso2, n=3 

Neste caso o gradiente de q( l ,y) é um pouco mais 
acentuado ao redor de y=l . Seu valor analítico é: 

. - 8u(x, y)l = -6 + 6y6 
q(l , y)- àn x=l 

A Fig.3 compara os resultados do 'MLGFM e do FEM para 
uma malha de !Ox!O elementos lineares. Observa-se claramente 
que a solução via 'MLGFM está bastante próxima da solução 
analítica, mesmo com a presença de um gradiente mais 
acentuado em y=l. Já os resultados do FEM, embora 
qualitativamente semelhantes aos do 'MLGFM, apresentan1 
valores quantitativos bem piores. 

o.oo -~~ ; -~ FEM~- 1~- ~~~~-, L_c_-"--"--~11 
I 1 .1~ 

-1_ , _________ MLGFM, 10x101 ._/1; L 
. I l I I !--- Analltioo if f 

-2.oo ----1 · - - - - --------' -!i! ! 1 

~ : */ r 
-:::!__ -4.00 --j i{) ~ 
~ ~ - ~ 

r * * -$----~--~ t 
l * .-

-6.00 -~'l[F=~-*-=---=.-'d::" ' ~ -

~ ~ 
-8.00 -+·--,-,-~,--,--,---,-T-,----,----,--,--T'-,.---.--,- '[T -,--,-J 

0.00 0.20 0 .40 0.60 0 .80 1.00 

y 
Fig. 3- Comparação FEM x 'MLGFM de q( I ,y) para elementos 

lineares, n=3. 

O mesmo problema foi resolvido com malhas homogêneas 
de elementos quadráticos. Os resultados de q(l ,y) estão plotados 
na Fig.4 . Mesmo com este tipo de elemento, os resultados 
quantitativos do FEM ainda são bem piores que os resultados do 
'MLGFM. 

A fim de qualificar se o tempo de processamento do 
'MLGFM é realmente excessivo, defme-se a norma para o erro no 
fluxo como sendo: 

&u(x , y )I àu(x, Y )I 
Erro=l -

an Exato an Aprox.IMax. 

e os valores obtidos com diversas malhas estão plotados na 
Fig.5. 

Nesta figura nota-se que a taxa de convergência para o 
'MLGFM linear é aproximadamente igual à do FEM quadrático 
e a taxa de convergência para o 'MLGFM quadrático é bastante 
superior à do FEM quadrático. Mesmo com malha de 8x8 
FEM-elementos quadráticos, o resultado é inferior à malha 2x2 
'MLGFM-quadrático . 

Através da Fig.4 nota-se que se a norma L2 fosse escolhida 
para a medida deste erro os resultados do FEM também seriam 
muito piores que os do 'MLGFM. 
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Fig.4- Comparação FEM x MLGFM de q( I ,y) para elementos 

quadráticos, n=3 . 
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Fig.5-Convergência h para o Erro no Fluxo. 

O último aspecto discutido para este exemplo é a análise 
de tempo de processamento. Na Fig.6, mostra-se o tempo de 
processamento para cada malha em ftmção do erro no fluxo 
medido na norma citada anteriormente. Os tempos foram obtidos 
com microcomputador 486DX33Mh2 com o aplicativo do FEM 
otimizado e com o aplicativo do 'MLGFM ainda em 
desenvolvimento. Foram utilizadas as mesmas subrotinas para 
cálculo dos elementos e resolução do sistema de equações. 

Caso3,n=5 

Neste caso, a expressão para q( l ,y) é: 

_ &u(x , y) =-IO+!Oy 

I 
10 

q(l ,y) - àn X=i 



e o seu comportamento apresenta um grandiente do potencial 
ainda maior. · 

O problema foi modelado com as mesmas malhas e 
elementos utilizados no caso anterior. Na Fig.7 mostra-se os 
resultados para q(l ,y) obtidos com malha de 4x4 elementos 
quadráticos. Nota-se que os resultados do MLGFM coincidem 
com a curva analítica. As mesmas caracteristicas de 
convergência verificadas anteriormente são mantidas. 

I I I I lll 

1.0E-1 

1.0E-2 
MLGFM-quadrátlcol 

*\ --€-+--· FEM-hnear I 
1.0E-3 

\\ .... _ MLGFM-Iinear . J f 
1.0E-4 \ ~ 

,,~ ~ \ . r 
1.0E-6 -+--,-......,-,-,-~~,..,.-rn-,---,--,--r-rn-+ 

o 10 
Tempo de Processamento {s] 

Fig.6-Análisc de tempo de processamento. 
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Fig.7-Comparação FEM x MLGFM de q( I ,y) para elementos 

quadráticos, n=5 . 

Problema 2: 

Este problema é a primeira aplicação do MLGFM para 
potenciais anisotrópicos lineares e consiste em determinar a 
solução da eq';lação: 
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com condições de contorno de Dirichlet devidamente prescritas 
cm todo o contorno, como mostra a Fig.8. Nesta figura ilustra-se 
também a malha de elementos fmitos utilizada para aproximar 
as projeções de dominio. 

Este problema foi estudado com detalhes por Chang ct ai. 
( 1973 ). Os resultados nodais para o potencial obtidos com o 
MLGFM são os mesmos obtidos com o Método de Elementos 
Finitos e estão de acordo com os do Método de Elementos de 
Contorno, Brebbia et ai ( 1984 ). 

Os resultados para o fluxo na superfície externa, q(x,y), 

onde (nx,ny) são as componentes da normal ao contorno, são 
mostrados na Fig.9. Nesta figura são plotadas diversas curvas 
variando os parãmctros do meio e o resultado para meio 
isotrópico. A anisotropia é bastante evidente. 

Raio Externo= 30 
Raio Interno= 1 O 
Excentricidade= I O 

Fig.8-Dominio, Discretização e Condições de Contomo . 

o 100 200 
e 

Fig.9-Fluxo na Superfície Externa. 

CONCLUSÕES 

300 

Da maneira como tem sido utilizado até o momento, o 
MLGFM apresenta as seguintes características: 

l-Os resultados de fluxo no contorno são bastante 
superiores aos obtidos com o FEM; 

2-Comparando com o FEM o tempo de processamento é 
excessivamente alto para malhas iguais. Entretanto, as taxas de 



convergencia para fluxo pontual são bastante distintas. Se o 
interesse principal é a análise de fluxos o excessivo tempo de 
processamento .pode 'tornar-se pequeno (às vezes muito 
pequeno); e 

3-Comparando com o FEM, se o interesse principal na 
análise é determinar o potencial nodal, recomenda-se o uso do 
FEM. 

O ponto crucial do MLGFM tem sido a determinação das 
projeç!l~ da Função de Green via Método dos Elementos 
Finitos. Se por um lado é ótimo, pois permite o uso da 
formulação integral sem o conhecimento de uma Solução 
Fundamental/Função de Green, por outro lado prejudica a 
performance do método com relação ao tempo de processamento. 

6 esforço atual esta sendo concentrado na redução do 
tempo de processamento para melhorar ainda mais a 
performance do método. 
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SUMMARY 

The A1odified Local Green 's Function Method (MLGFAI) 
is an integral technique that has been used to solve severa/ 
problems of continuum mechanics in the last decade. This 
method may be understood as an extension of the Galerkin 
Boundary Element Afethod and its main f eature is to make use of 
the properties of a Green's Function associated to the problem 
without its explict knowledge. ln this work, the formalism of the 
A.fLGFA! is reviewed and the numerical examples presented 
exp/ain points as flux convergence, processing time and the 
application of the method to anisotropic potentia/ problems. 



VI ENCIT I VI LA TCYM Florianópolis, SC BRAZIL (November, 1996) 

UNA FORMULACIÓN DE ELEMENTOS DE CONTORNO PARA LA 
EV ALUACJÓN DE VELOCIDADES DE TRANSFERENCIA DE CALOR 

ENTRE PARED-PARTÍCULA Y PARTÍCULA-PARTÍCULA EN LECHOS 
RELLENOS 

Néstor J. Mariani, Germán D. Mazza, Osvaldo M. Martínez y Guillermo F. 
Barreto 

Centro de Investigación y Desarrollo en Procesos Cata líticos 
Departamento de Ingeniería Química- Fac. de lngeniería 

Universidad Nacional de La Plata 
1900 - La Pia ta - Argentina 

RESUMEN 

Se presenta una fomulación basada en e/ Aiétodo de los Elemento.s de Contorno (lv!EC) para resolver un 
problema de transferencia de calor entre una partícula y una supeificie de intercambio o entre un par de 
partículas .Esta simple configuración geométrica corresponde a una celda unítan·a representando el 
comportamiento témlico tanto en las cercanias de la pared como en el seno en fechos fijos o fluidizados .Se 
discute como puede emplear.çe la formulación presentada para abordar importantes fenóm enos como el 
comportamiento transiente acoplado a la conducción en partículas sólidas, sin la necesidad de emplear 
simplificaciones de/ tipo líneas de flujo paralelas. E/ A4EC es formulado en1pfeando un número variable de 
nodos definidos coincidentemente con los puntos de cuadratura, para calcular los coeficientes integrales de 
la matriz de influencia. Se muestra que esta opción es mas eficiente comparada con la forniU!ación AIEC 
estándar con elementos constantes o lineales. 

1.- INTRODUCCIÓN 

La importancia de la transferencia de calor en sistemas 
catalizados por sólidos u otras aplicaciones industriales, ha 
promovido numerosos trabajos de investigación experimentales 
y teóricos en las tres últimas décadas. Como recientes 
contribuciones ai tema se puede citar c! trabajo de Borman et ai. 
( 1992) para lechos fijos, mi entras que avances en la 
intcrpretación de la evidencia experimental y fonnulación de 
modelos acerca de la transfercncia de calor entre lechos 
fluidizados y supcrficies sumergidas pueden ser encontrados cn 
los trabajos de Ma77.a et ai. (1996a) y Lu et ai. (1993). 

La complejidad dei problema es tal que hace imposible e! 
análisi s riguroso a través de princípios fundamentales (por 
ejemplo a través de las expresiones microscópicas de 
conscrvación). Se han ensayado vías alternativas de 
aproximl!ción dcfiniendo parâmetros efectivos, y tratando de 
evaluar cfectos por separado para luego ensamblarlos y obtener 
una dcscripción global. Así , usualmente, la transfcrencia de 
çalor por conduççión ha sido tratada en forma separada de los 
efcctos convcctivos, con la expectativa que e! proceso global 
pucda evaluarse por adición de ambas contribucioncs. Esta 
l!proximación cs adeçuada cn c! caso de gases o vapores 
fluycndo cn lechos fijos o fluidizados . En rcalidad, dehido a la 
baja conductividad ténnica Je los gases, la transfcrenci a de calor 
entre dos partículas adyacentcs se producc a través de una 
cstrecha zona uhicada alrcdedor dei punto de contacto entre las 
mismas. En esta zona la vclocidad local de flujo de gas cs haja, 
razón por la cual c! mecanismo conductivo permanece 
inalterado. Por otra parte, la contribución de la comección es 
principalmente dchida a la dcflección de las !incas de flujo en 
las regiones mas ahicrtas dei espacio intcrparticular. Eu 
conclusión, las contrihuciones conductiva y convcctiva 
involucran diferentes wnas dcllccho. 

lln descripción similar puede ser cmplcada para analizar 
cualiwtivamcntc la transferencia de calor entre 1ma supcrficic de 
intcrcamhio y las partículas adyaccntcs, aunque 
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cuantitati vamente ex.isten diferencias a causa de la distinta 
configuración geométrica. 

El objetivo de este trabajo es presentar y discutir una 
fonnulación numérica para evaluar la transferencia de calor por 
conducción entre una partícula esférica de rcllcno y una pared, 
asumiendo la condición de axi-simetría respecto de la dirccción 
de! gradiente global de temperatura. Este arrcglo puede ser visto 
como una celda unitaria representando e! comportamiento dei 
lecho de partículas adyacente a la superficic de intercambio 
(para e v aluar e! coeficiente de transferencia eu la pared ), o 
puede ser empleado para calcular la velocidad de transferencia 
entre dos partículas ubicadas en el seno de! lccho (para cvaluar 
la conductividad térmica efectiva). 

La principal característica de la formulación presentada es 
que el campo de temperatura en el interior de la partícula sólida 
es evaluado sin ninguna suposición tal como líneas de flujo 
paralelas o comportamicnto isotérmico en los planos normalcs a 
la dirección de! gradiente global de temperatura. Estas 
suposicioncs han sido extensamente empleadas con e! objctivo 
de obtcner expresiones analíticas para correlacionar, por ejemplo 
la conductividad térmica efectiva (Tsotsas and Martin , 19R7). 

En las secciones siguientes, además de establcccr y dcscrihir 
e! procedimiento numérico, se discutirán dos aspectos. Por un 
lado se mostrará como pueden considcrarsc otra clasc de electos 
cn la fornmlación , como los cfcctos transitorios. También se 
mostrará mediante ejemplos numéncos las diferencias 
registradas a! asumir o no líneas de flujo paralelas cn las 
partículas sólidas. Por otro lado, se analizará cl procedimiento 
numérico especílicamcnte. El campo de temperaturas en c! 
interior de la partícula es descripto mediante una ecuación 
diferencial lincal dcl tipo de Helmholtz modificada, 
considcrándosc ésta adccuada para una gran varicdad de casos 
prácticos. El Método de Elementos de Contorno (MEC) (Brehhia 
and Domingucz, 1992) es un método eficiente para este tipo de 
prohlemas, puesto que no se ncccsi ta c! campo de temperaturas 
en c! interior de la partícula para cvaluar c! llujo a través dcl 
contomo. 



La fonnulación presentada aqui es un tipo particular de 
MEC que utiliza funciones interpolatorias de orden superior en 
los nodos correspondientes a la cuadratura de Gauss en cada 
elemento. Los coeficientes integrales de la matriz de influencia 
son calculados por cuadratura en los mismos nodos 
correspondientes a la funciÓn interpolatoria. La perfonnance 
alcanzada con esta aproximación que en nuestro conocimiento 
no ha sido aún formulada será. identificada como PC MEC. La 
misma es comparada con los MEC convencionales que emplean 
los llamados elementos constantes o lineales. 

2 .- FORMULAC!ÓN MEC 

Se considera una partícula esférica de diá.metro dp y 
conductividad ténnica uniforme Àp, adyacente a- una pared a 
temperatura Tw (figura I) con una fuente de generación de calor 
de la fonna ( -uT), con coeficiente a constante. Un fluido estanco 
con Àg = À.r)K rodea la partícula. Usando coordenadas esféricas 
(p, Jl , <p), con Jl = cos e, y adimensionalizando rcspecto dei 
radio dp/2 , la ecuación de conscrvación en estado estacionario en 
e! domínio O (p<l) rodeado por c! contorno r (p=l , -l<J.!<l) 
resulta: 

'12T- a2 T =O (I) a2 =a d/ I (4/.p) (2) 

Figura I. Esquema representativo de la partícula en estudio. 

Asumiendo que la condición de borde cs indepcndicntc de la 
posición angular <p alrededor de! ejc normal a la pared, la 
solución dcbc ser axi-simétrica. La fonnulación directa de 
elementos de contorno es cxprcsada como: 

J1 • . •. 
C; T; + (T q I - q T I) dJ.! = o 

-1 
(3) 

En la Eq. (3), T.' es la solución fundamental de Y'2T.'- a2 T·; 
= 8, dcscribicndo c! campo cn c! dominio abierto gcncrado por 
tma carga de potencia unitaria concentrada en un anillo definido 
por P, = (p, J.!,), resultando 

T•; 

donde: 

I f2n e -· a r' 

4JT o ( --i ) d<p 
r 

(4) 

r'= r2 + p,2 + 2pr, {Jl J.!, + [(1-J.!;l) ((l-J.!2)]05 cos<p} (5) 

En la presente notación c! subíndice indica cvaluación de la 
variablc cn esc punto y e! superíndicc representa funcionalidad 
con las coordenadas dei punto P,. 

La constante c, cn la Eq. ( 3) depende de la posición de P, 
c,= I si 1', E n, c;= 112 si I', E r. La integral en la Eq. ( 3) está 
definida sobre r , T y T*j SOl\ evaluados cn r= I y só lo depcndcn 
de Jl. Los flujos sobre r son cxpresados por q = ( c<rJap) I r 1, y 
q.' = (c7(i/c'p) I p 1 
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En e! MEC se discretiza e! contorno r en NE elementos r., 
e= I, .. ,NE, definidos en nuestro caso particular por segmentos 
Jle·l<ll<Jle· Dentro de cada elemento se define un cierto número 
de nodos N, que por razones de simplicidad en e! planteo 
supondremos e! mismo valor en todos los elementos, . y se 
proponen aproximacioncs intcrpolatorias localcs para T y q dei 
tipo: 

T 
N 

I ~k Tk.e (7a): 
k =1 

q 

]',; 

I ~k qk,e (7b) 
k =1 

donde T k.e, qk.e son los valores nodales y ~ las funciones 
interpolatorias, que, como es usual, se considerarán polinomios 
de Lagrange. Estos qucdan definidos una vez que se especifica e! 
número de nodos N y su ubicación. Supuesto que se mantiene 
equivalencia en todos los elementos, c! conjunto de funciones ~ 
es cl mismo para todos los elementos si se expresan en términos 
de la coordenada local ~, 

1; = 21.! - (lle + llc ·- 1) 

lle - Jle-1 
(-1<1;<1) (8) 

La cquivalcncia de los elementos implica igualdad de los 
puntos nodales internos {é,k}. 

E! número total de nodos NT puede cxprcsarse en f1mción de 
N y NE. Si se incluyen como nodos a los extremos de cada 
elemento, NT = NE (N-!) +I (cn este caso TN,e =T1., 1, t] N.e = 
ql ,eil , e=l, .. ,NE-1). En caso contrario (sólo nodos internos) NT = 
NE N. Cone! uso de las Eqs. (7), las integralcs en la Eq. (3) se 
evalúan adicionando las contribucioncs en cada elemento, 
resultando 

NE K NE N 

c, T, + :L:~)Ik.eTk.e- LLGk.cqk,e o (9) 
e ·' ( k=l e'·l k ~ I 

Ilk,. J ~k q"i d~L ; 
r, J q,k e ·(• d~L 

r, . 
(lO) Hk .e 

Para evaluar los valores nodalcs h,e , qk.c (2NT incógnitas), la 
Eq. (9) se plantea para cada ftmción T*' correspondientc a pu11tos 
P; coincidentes con cada uno de los NT. Resulta un número de 
NT ecuacioncs . Las remanentes NT ecuaciones necesarias para 
la cvaluación de las 2NT incógnitas surgcn de las condiciones de 
contorno, las que de mancra general pucden cxprcsarsc, 

(sobre f) iS'(q, T) =O (II) 

Las Eqs. (li). se aplican puntualmcntc para los mismos NT 
nodos. La opción más clcmental para definir las funciones de 
aproximacioncs, Eqs. (7) , cs considerar un solo nodo por 
elemento, lo cual involucra la constancia de q y T en cada 
elemento. Para esta opción, que denominaremos de "elementos 
constantes", resulta N=l, ~ 1 =1, NT=NE. Otra posibilidad más 
conveniente es tomar los nodos coincidcnlt:s con los, extremos de 
cada elemento. En cada uno de ellos la aproxiin<1ción de T y q 
resulta !inca! ("elementos lincales"), y se , tcndrá, N=2 , 
NT=NE+ I, ~~ = ( 1-1;)/2, ~2 = (I +~)/2. Excepto para c! elemento 
ai cual pcrtcnccc c! punto P, , los coeficientes H'k.e y G\.c en la 
Eq. (I O) se calcul<m em picando una cuadratura Gauss-Legcndrc. 
Para cllo se sugiere 4 puntos de cuadratura para "elementos 
constantes" y 6 en "elementos lincalcs" (Brcbbia and 
Dominguez, I ()92) Ello conduce a tm número de evaluacioncs 
funcionales de ·(• \ q.' dei ordcn de 4 o 6 vcccs NT por cada 1\. 

~~ 
.I 

~ 
·~ 
i 
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E! tiempo de córriputo necesario para evaluar los H\e y G\,e 
resulta, en general, importante y en particular para el caso aqui 
tratado, dado que la integral que defme T"', Eq. ( 4 ), debe 
resolverse numéricamente, y otro tanto ocurre para q"' La 
alternativa propuesta en este trabajo es definir los nodos de 
interpolación coincidentes con los puntos de cuadratura. Por lo 
tanto, e! conjunto {I;J;} corresponde a las raices de polinomios de 
Legendre de grado N. De esta manera, para los elementos 
diferentes al que pertenece P; , los coeficientes H'~;.e y G'k.e 
resultan, 

(J.le- ll e- 1) T;i ''\ 

(J.le- J.le- 1) q~i Wk 

(12a); 

(12b) 

El resto de los términos de la cuadratura se eliminan puesto 
que e! polinomio interpolatorio ~ se anula en todos los nodos 
excepto en /',k, $k (/;J;)=l. El número de cálculos funcionales de 
T"' y q"' para calcular H'~;.e y G'~;.e resulta ahora NT, para cada P,. 
Dado que para evaluar los coeficientes con precisión adecuada 
es necesario un número suficientemente elevado de puntos N, 
éste será un parâmetro a seleccionar para la aplicación dei 
método. Simultáneamente, el número de elementos podrá 
disminuir , frente a los requeridos para "elementos constantes" o 
"lineales". Esta formulación , en síntesis, emplea puntos nodales, 
puntos de carga P, y puntos de cuadratura (PC) coincidentes. 
Será referida, entonces, como PC l\1EC. 

Restaria definir como se procede para e! cálculo de los 
coeficientes H'~ce y G'~ce para aquellos elementos que incluycn ai 
punto P, La diferencia radica en que las ftmciones T"' y q ·; 
tienen, ambas, tma singularidad de tipo logarítmico en P; . Tales 
coeficientes no pueden evaluarse eficientemente con una 
cuadratura Gauss ordinaria. Por razones de espacio se omitirá 
aqui la formulación empleada, la cual se encuentra desarrollada 
en Mariani et ai. ( 1996 ). En esta misma referencia también se 
detalla como se procede en la práctica computacional para 
evaluar los valores numéricos de las funciones T"i y q"i. 

Una vez que el conjunto de valores nodalcs sobre la 
superficic, {TJ} y {CIJ}, es calculado, se pucden determinar 
valores internos de T a partir de la Eq. (9), emplcando la 
solución fw1damental T"' correspondiente ai punto P; (p, , J.l ;) 
donde se pretende realizar el cálculo. Sin embargo, para e! 
problema en consideración, la magnitud que usualmente interesa 
es e! coeficiente de transferencia entre la partícula y la parcd, 
que como veremos no rcquicre de la cvaluación de valores de 
temperatura internos. El coeficiente de transfcrencia es definido 
por, hp = Qp I j(Tw -Tp) nd2/4] , donde Qp cs cl calor 
intcrcamhiado entre la partícula y la pared, exprcsado por 

d p Jl 
Qp = 27tl. (-) q dJ.l 

p 2 o 
( 13) 

y Tr cs la temperatura media de la partícula dclinida por 

) fi fi 2 T = - T J d 
" o I r r J.l 

2 
( 14) 

La Jefinición de Tp involucra valores en todo cl domínio D. 
Mariam ct ai. (I<)')()) dcmucstran que una cxprcsión alternativa 
que solo i9volucra cúlculos en c! wntorno cs: 

con 

3 (I +a) A T, 

I - a2 A 
( 15) 

lll 

A 
e-• te• (a-1) + e-• (a+l)) 

2 a3 

Finalmente, el coeiícicnte de transferencia hp es expresado 
en forn1a adimensional a través dei número de Nusselt, 

4 r q dJ.l 
o 

3.- EJEMPLOS DE APLICACIÓN 

(16) 

La formulación expuesta en la sccción precedente intenta 
evaluar la velocidad de transfcrencia de calor hacia la pared de 
un lecho fijo o fluidizado . También puede ser adaptada para 
estimar la conductividad efectiva cuando e! arreglo de las 
partículas es tal que están alineadas en la dirección dei gradiente 
global de temperatura. 

Una suposición razonable para evaluar el número de Nusselt 
definido por la Eq. (16) cuando cl fluido que rodea la partícula 
adyacente a la pared es un gas o un vapor (x:> l ), es que las 
líneas de flujo en la fase fluida son normalcs a la pared. 
Asumiendo también que la temperatura es lo suficientemente 
baja como para despreciar e! transporte radiante, las condiciones 
de contorno en la cara frontal de la partícula son: 

J.l >O, p= L q J.l 
(I+L-J.l) 

L= (õo +õ,) 

(dp /2) 
(17) 

donde õ0 representa la posible pcquelia separación entre la 
partícula y la pared y Os es c! carnino libre mcdio modificado 
debido ai llan1ado efecto Smoluchowski (Tsotsas and Martin, 
1987). Este cfecto tiene en cuenta el cambio en cl mecanismo de 
transporte de calor entre c! transporte por colisiones 
intermoleculares \', cl transporte por colisiones entre molécula -
superficic sólida cuando la distancia a la supcrficie sólida cs dei 
orden de camino librc media cn la fase gas. 

Por último, la primer capa de partículas intcrcambia calor 
con la segunda capa de partículas. En un !ccho de partículas 
ordenado ai azar, los centros de estas partículas no están en e! 
mismo plano geométrico, con lo cual cada partícula presenta tma 
configuración local con re~pccto a sus vecinas, con, 
probablemente , mas de un punto de contacto. De lo anterior se 
desprende que coeficiente de transferencia con la pared será 
diferente a! coeficiente de transferencia con la segunda capa de 
partículas. En Mariani et ai. ( 1996) se discute que la siguiente 
condición de contorno resulta apropiada, 

-1 < J.l <o, r = L q = -J.l (li, - T) ; C = B 
(l+Lb+~tC) 1-(B-l)J.l 

(18) 

donde B cs cl !itctor de dcfonnación (Tsotsas and Martin, I '.>87) 
cmplcado para cambiar la magnitud de coeficiente de 
transfcrcncia con la scgw1da capa de partículas, Tb cs la 
temperatura dei plano hipotéti co indicado cn la figura l , v Lb 
tienc un rol equivalente a L. Si cl factor de dcfonnación es B= I , 
la Eq. ( 18) cs equivalente a la Eq. ( 17) y fisicamente 
corresponde al caso cn cl cual la primer y segunda capa de 
partículas ticncn sus centros alincados pcrpcndicularnJcnte a la 
parcd. I ,as Eqs. \ 17) \' ( 18) complctan la lonnulación búsica para 
evaluar Nup. 



Recientemente (Mazza et ai., 1996b y Mazza and Barreto, 
1996 ), este esquema fue empleado para analizar la transferencia 
de calor entre la fase densa de W1 lecho fluidizado por gas y Wla 
superfície sumergida. En este caso, W1 "paquete" de la fase 
densa se mantiene intercambiando calor con la superficie por W1 

corto lapso, Uamado tiempo de contacto (dei orden de Is, o 
menos). Seguidamente, es reemplazado por W1 "paquete" 
térmicamente fresco comenzando nuevamente e! proceso de 
intercambio transiente. La renovación es causada por las 
burbujas que pasan en las cercanias de la superficie. La ecuación 
de conservación dentro de la partícula es para este caso kp V'2T -
Cp õf/àt =O. Tomando la transformada de Laplace en la forma, 

- foo t L (T) = T = p e- P T dt 
o 

se obtiene para T una expresión similar a la Eq. (I) con a2 = p 
Cp dp2/(4Ãp), suponiendo que la temperatura inicial de la 
partícula se normaliza a cero. La formulación MEC descripta en 
la sección precedente es empleada para evaluar Nup(p). Estos 
resultados pueden ser numéricamente invertidos para obtener la 
solución en e! domínio temporal. Sin embargo, se describe en e! 
trabajo de Mazza and Barreto (1996) que si e! ticmpo de 
contacto te es e! mismo para todos los "paquetes", e! valor 
promedio temporal dei número de Nusselt Nuav puede estimarse 
con suficiente precisión a partir de la rclación p = I I (0,7tc) es 
decir Nuav: Nu (0,7tc). , 

Hay muchos tipos de modelos para evaluar la conductividad 
térmica efectiva en sistemas dispersos sin flujo de fluidos 
(Tsotsas and Martin, 1987). En muchos de ellos se utiliza una 
celda Wlitaria como representativa de todo e! Jecho. Con c! 
objeto de obtener Wla expresión explícita, se hacen suposiciones 
adicionales para e! mecanismo dentro de la celda, por ejemplo 
líneas de flujo paralelas (en ambas fase, dispersa y continua) o 
isotermas paralelas ( en los planos normales ai gradiente de 
temperatura). Se introducen algWlos parâmetros ajustables en las 
expresiones básicas para la celda Wlitaria, fijados fmalmente por 
consideraciones geométricas o ajuste experimental de resultados. 
Dos expresiones muy populares en e! campo de los lechos fijos y 
fluidizados son las de KWlii and Smith y Bauer and Schlunder 
ambas basadas en la suposición de líneas de flujo paralelas. Las 
mismas fueron encontradas como las correlaciones mas 
confiables en la revisión de Lemcoff et ai. ( 1990 ). 

La celda base empleada en este modelo contienc dos 
partículas hemisféricas adyacentes con sus bases a temperatura 
uniforme To y T,. Para los cálculos se considera sólo una 
hemiesfera intercambiando calor con Wla pared imaginaria a Wla 
temperatura (To + T,)/2. La formulación MEC empleada para 
una partícula sobre la pared (Figura I), puede ser fácilmente 
adaptada para esta situación. Es necesario considerar las 
relaciones entre los campos delante y detrás de la partícula, q(
J.l) = q(J.l) y T( -J.l) = -T(J.!) +(To+ T, ). 

Usando una discretización simétrica con respecto a J.!=O , sólo 
los campos en J.!>O son necesarios para resolver e! problema. 
Además se emplea la condición de contamo Eq. ( 17) con L/2 
reemplazando a L. 

La conductividad efectiva basada en cl área proyectada de la 
partícula sólida es evaluada como t-.:.:r = Àcr.p/Àg = Nu/2 , donde 
Nup es obtenido de la Eq. ( 16 ). 

Los resultados de los cálculos utilizando MEC son 
comparados en la figura 2 con aquellos en los cuales se asume 
líneas de flujo paralelas en e! sólido y con resultados numéricos 
previos en los que se utilizá una técnica de relajación (Wakao 
and Vor!mcyer, 1971 ). E! rango de valores de K analizados cs I< 
K < I 04 Este rango cubre prácticamente todos los materiales 
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sólidos (desde aislantes hasta metales). Se puede apreciar que 
los valores de t-.:.:r comienzan a diferir significativamente de 
aquellos calculados con líneas de flujo paralelas (ambos con 
L=O) para valores de K mayores que 100. 

A K=l04
, e! valor dado por MEC es 70% mayor que para 

!incas de flujo paralelas. La razón para esta diferencia es que un 
sólido con alta conductividad térmica puede fácilmente 
concentrar las !incas de flujo alrededor dei pw1to de contacto. 
Esta situación se refleja en e! número de cálculos que se 
necesitan para discretizar esta zona. Para alcanzar una precisión 
en e! rango de 1 a 0.1% a K= 104

, es necesario em picar NE=5 y 
N=IO para los cálculos con PC MEC (NT=50). Los elementos 
fueron definidos por los puntos Jle=(O, .95, .9995, .99999, 
.9999999, I). E! número NT decrece continuamente con K: para 
K=2, alcanzan 4 nodos en un único elemento para alcanzar una 
precisión de 0.5%. 
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Figura 2. Comparación entre los valores prcdichos para Ker 
por los distintos modelos. 

. La pregunta de cómo una expresión basada en w1a celda 
unitaria asumiendo lineas de flujo paralelas puede ser usada 
para representar la conductividad efectiva (para partículas con 
K> 100) en lcchos rellenos rcales pucde ser respondida teniendo 
en cuenta e! efecto Smolochowski. Para aire a temperatura 
ambiente y presión atmosférica, Os= 0.25J..UI1. Para una partícula 
de 2.5mrn (tamaiío típico en un reactor catalítico tubular), 
resulta L/2 = I 10-4 

. Con este valor, los cálculos con PC MEC 
también son mostrados en la figura 2. Puede verse que las 
diferencias con respccto a asumir líneas de llujo paralelas son 
ahora moderadas y só lo se manificstan en e! ra.ngo intermedio de 
K. Esto justifica, por ejemplo, el hecho de que la correlación de 
Kunii y Smiti1, que no incluye cl cfecto Smolochowski , sea tma 
herramienta útil para predecir conductividades efectivas. 

Por otro lado, el efecto Smolochowski a presión atmosférica 
no afecta aprcciablcmentc los resultados con la suposición de 
líneas de flujo paralelas. Con L/2 = 10-4 la diferencia máxima (a 
K= I 04

) es 8%. 
En conclusión, e! cfccto Smolochowski aparece a presión 

atmosférica como mas significativo de lo que hasta ahora se 
había reconocido. 

Con respecto a los resultados dei trabajo de Wakao y 
Vortmeyer ( 1971) que se aprccian en la figura 2, las diferencias 
con los cálculos dei MEC son debidas, probablcmente, a la 
división unifom1e de la grilla para diferencias finitas emplcada 
por los autores, la cual no es suficiente para realizar los cálculos 
a grandes valores de ~.:. 

l 
l 
j 
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4.- PERFORMANCE DE LA FORMULACIÓN PC MEC 

La eficiencia de Ia formulación propuesta, PC MEC, será 
comparada con los resultados obtenidos utilizando los metodos 
estándar de elementos constantes y lineales. Para las 
evaluacioncs se adoptará cl número de Nusselt como magnitud 
relevante. En todos los cálculos, e! contorno dei dominio -I <j.L<I 
fue discretizado simétricamente respecto dei punto 11=0. 

El número de elementos NE se refiere a la hemiesfera; a su 
vez, los puntos que definen los elementos son indicados entre 
paréntesis. Por ejemplo NE=2 (0.9) indica cuatro elementos en 
total, definidos por (-1, -0.9, O, 0.9, 1). N es e! número de nodos 
en cada elemento para la formulación PC MEC. Para elementos 
constantes o lineales, a menos que se especifique otra cosa, NE 
representa e! número de elementos no equidistantes, cada uno 
subdividido en N sub-elementos igualmente espaciados. 

Para e! caso estacionaria sin término de fuente (a=O), B=l 
(parámetro en la condición de contorno Eq. 18) y K=l, la 
temperatura y e! llujo en la superficie de la partícula esférica son 
funciones lineales de 11. Los resultados (con L=Lb=O en las Eqs. 
17 y 18) para PC MEC y para elementos constantes están dados 
en la tabla I para NE=l y diferentes valores de N . . Los 
resultados para elementos lineales no están dados, porque se 
obtienc cl valor exacto, Nur=2, con N=l. 

Tabla I. Resultados para K=l , ôo=O y NE=l 

N E% 
Elementos Constantes PCMEC 

2 3.5 -0.55 
4 1.1 -0.25 
6 0.5 -0.10 
8 0.3 -0.06 
12 0. 15 -0.022 

E! error relativo c% asociado con PC MEC es enteramente 
debido a la aproximación hecha !li calcular las integralcs para 
los coeficientes Hik.e y Gik.e, dado que las funciones 
intcrpolatorias ~ de ordcn mayor o igual que uno son capaces de 
dcscribir exactamente el perfil !inca!. Si se requiere una 
precisión en e! rango de 0.1 - I %, un número de nodos de 4 o 6 
por elemento es suficiente. Por otra parte, los errores para los 
elementos constantes son siempre mayores que para la 
fonnulación PC MEC. E! error en los elementos constantes es 
dcbido únicamente a la naturaleza de las funcioiles de 
aproximación. 

E! método PC MEC es menos eficiente que cl método de los 
elementos linca!es en e! caso trivial de los perfiles lineales, dado 
que la mayor cantidad de nodos no cs cmplcada en alcanzar una 
meJor dcscripción de T y q en el contorno. En cambio, si los 
perfiles exactos de T o q son tales que requicren aproximacioncs 
de orden superior, e! valor N necesario para evaluar 
correctamente los coeficientes I r •. e y G'•.• pucde ser 
simultâneamente apropiado para aproximar T y q. Pucde 
espcrarsc que cl métouo PC MEC se comporte eficientemente 
para casos no triviales. 
, Para _cl problema considerado aqui, una prccisión en e! rango 
de 0.1 a · I % en la estimación de Nnr será satisfactoria para la 
mayoría de las aplicaciones . En los párrafos siguientes, se 
analizarán los resultados nnméricos para casos no triviales en los 
cualcs K> I. 

Los errores para los mdodos PC MEC y para los elementos 
constantes y lineales son comparados en la figura 1 para valores 
moJeraJos de K. 1-:J valor exacto de Nur fue calculado en toJos 
los casos utili;.ando altos valores de NE y/o de N. Los valores Je 

ll3 

los parámetros para la eondición de contorno en la cara 
posterior, Eq. 18, fueron siempre tomados B=l y Lb=:l o-4

. 

Para un valor de K=l .5, los perfiles de T y de q no se apartan 
demasiado de la linealidad. Esto puede ser observado en la 
figura 3, dado que los errores para los elementos li.neales y para 
el PC MEC son comparables. En cambio, para x=5 , hay una 
clara ventaja si se utiliza este última formulación . 
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Figura 3. Comparación de performance los distintos métodos 
a valores moderados de K. 

E! comportamiento a valores altos de K se muestra en la figura 4. 
La convergencia es mas rápida para la formulación PC MEC, y 
como consecuencia de esto, para alcanzar un error en e! rango 
entre O. 1- l %, se requiere una menor cantidad de nodos qúe para 
los elementos constantes y lineales. 
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Figura 4. Comparación de perfonnance los distintos métodos 
a valores altos de K. 

El valor de L;tÜ emplcado en la figura 4 permite que la 
temperatura en la superlicie de la esfera se uniformice para altos 
valores de~.:, aún alredcdor dei punto Jl=l. A dif~e,ncia dei caso 
en c! que L=O, la velociclad de transferencia . de calor se 
aproxima a tm valor máximo posible, el cual depende 
únicamente Jcl valor de L. Esta siluación hacc que c! error 
comience a revcrtir su tendencia a partir de un cierto valor de K 

Lstc efccto se presenta en un valor cercano a K= 100 para los 
elementos linealcs. Para la formulación PC MEC la transición 



no mostrada en la figura 3) octme en valores ~.:=500-1000 , y se 
rcquieren valores aún mayores para los elementos constantes. 

La tendencia mostrada en las figuras 3 y 4 es seguida por 
otras combinaciones de parámetros no incluídas aquí por razones 
de espacio ( comparaciones con a,.:O y variaciones en L pueden 
encontrarse en Mariani et ai. ( 1996) ). 

Los resultados pueden ser resumidos de la siguiente forma: 
los elementos PC muestran, en general, la mejor perfom1ance, 
evaluada por e! número total de nodos. Conforme el perfil de 
temperatura se suaviza, los elementos PC y lineales muestran 
una perfonnance comparable. Los elementos constantes 
producen en todos casos crrores mayores. 

Se ensayaron distintas formas de definir e! tamafio de los 
elementos para la formulación de elementos constantes . Dado 
que e! tamafío de los elementos debe disminuir conforme ll --; 
±I, los puntos que definen los NT elementos fullfon obtenidos 
por la siguiente ecuación ).te = ( e!NTf, con v < I , para ).te > O y 
simétricamente para ).te < O. E! exponente v fue optimizado 
buscando e] mínimo error. Esto fue llevado a cabo para las 
condiciones ensayadas en la figura 3, pero los errores resultantes 
con e! valor óptimo de v no difuieron significativamente de los 
reportados en la figura 3. 

En lo que respecta a! ticmpo de cómputo demandado por los 
métodos estudiados aqui, los elementos constantes y lineales 
necesitan en todos los casos mucho mas tiempo que los 
elementos PC para e! mismo valor dei número total de nodos. 
Por ejemplo, para NE=3, N=IO (y seis puntos de cuadratura para 
elementos constantes y linea!es), los elementos constantes 
demandaron 4.4 veces mas tiempo que los elementos PC. Los 
elementos linea!es emplearon tiempos de cálculo ligcramentc 
mayores que los elementos constantes. 

Es importante notar que la formulación PC MEC puede 
generalizarse para cualquier tipo de problemas axi-simétricos o 
bidimensionales, y puede implemcntarse computacionalmente de 
una manera muy simple. Se han tratado otros problemas 
potenciales utilizando la formulación PC MEC, obteniéndose 
resultados satisfactorios. Sin embargo, su eficiencia aún no ha 
sido demostrada sistemáticamente para w1 amplio espectro de 
problemas. 

CONCLUSIONES 

La formul ación presentada en este trabajo permite cvaluar la 
contribución dei mecanismo conductivo en escala de una 
partícula en tm lccho fijo o fluidizado, sca para cvaluar 
conductividades efectivas o coeficientes sobre la pared 

Para cl caso de dos partículas en contacto directo, los 
resultados numéricos presentados aquí indican que la velocidad 
de transferencia de calor es mayor que la obtcnida empleando la 
simplificación de líneas de flujo paralelas. De cualquier fonna, 
si c! cfecto Smoluchowski es tenido cn cuenta, la velocidad de 
transferencia estimada descicnde significativamente. Se 
concluyc de esta manera que cl efccto Smoluchowski presenta, 
aparentemente, una influencia mas profunda que lo hasto ahora 
reconocida a presión atmosfcrica y tamafíos de partícula 
relativamente grandes. 

El tipo porticular de MEC fomllllado cn este trabajo empleo 
un número variable de nodos definidos en los mismos puntos de 
cuadratura en los cuales se calculan los coeficientes de la matriz 
de influencio. Se muestra que esto cs uno clccción mas eficiente 
comparado con lo fonnulación MEC cstándar empleando 
elementos constm1tcs o linealcs. Por último, se obtiene una 
reducción dei tiempo de cómputo dei orden de cinco veces para 
una precisión en cl rango de O. I - I %. 
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SUMMARY 

A fonnul otion based on tl1e Boundary Elcment Met.hod 
(BEM) to solve the conductivc hcot transfer problem between a 
particle and m1 odjacent hcat exchonge surfacc or bctwcen two 
particles is presented . This simple gcometricol configuration 
corresponds to a unit cell expected to rcprcsent the thcnnal 
bchaviour near tl1c walls in a fixed or fluidizcd bcd of particles 
or in lhe bulk of tl1e bed, from which conductive heat transfer 
coefficients or cOcctive thermal eonductivities can be asscssed. 
lt is discussed how the fonnulation c<m bc cmployed to evaluate 
some important phcnomena such as tronsient cffects couplcd to 
heat conduction in thc solid particlcs, without simplifYing 
assumptions such as parallel t1ux !ines. This UEM, which is first 
formul ated, emplo~·s a variable number of nodes defined bv the 
same local quadrature points on which the integral coeflicients 
of the influence matrix are evaluated. It is show11 tlmt tllis is o 
very el1icient choice as compared to standard. BEM fonnulation 
with constant or linear clemcnts. 
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RI'.SUMI'N 

Una tl.mmila..:ión altematin1 para d uso dd DRM cn llE cs prupuesta para problemas tcrmudasticos 
dcsacoplados. En esta timnulación . la JJ stribución de temperatura ohtcnida por \lll anúlisis de transli:rcncia 
de calor .:11 BEM ..:s dirc·ctamenk usaLla para resolv.:r d problema l'iústicu sin neccsidad ,k tlill:rencia.:ionc-.; 
.:speciales como L'll otras lilnnulaciunes dd DRM Como func:iones de apw\imación dei DRM son usad<Js 
las "1\ugmentcd Thin Pia te Spline .. (1\TPS ) v las .. radial hasis funtions .. (RilF) Se muestm que la 
apJW\imación 1\TI'S aumenta la c:xadilud con poco cslilcrzo extra de implemenlación . 

INTRODUCCIÓN 

La principal vcntaja dd 11LM cs su característica de 
trabajar "solamente en d contomo", es decir su capacidad de 
n.:solvcr wmpletamcnte d problema propuc:sto utilizando 
e:xclusivamen!c: valorc:s en c! wntorno dei cuerpo . 

Una restricción inicial dd UEM c:s que: . ai trabajar con 
densidad de tilerzas de! masa, aparc:ccn integrales de dominio 
como knninos .. ~10 homogéneos". las cualcs hacen que d 
método pierda la atrac.:ción de sti c.:aráckr "solamente en e! 
contorno 

Se han desarrollado varias apro'\imaciones que dan 
solución a esk probkma. Se! destaca por su gc:neralidad. que 
lo hacc: aplicable a una gran variedad de: problemas de 
ingenieria, e] Método de Reciprocidad Dual (DRM) I ,a idea 
básica de este metodo desanollado por Nardini v 13rehbia 
( 19R2 ), es emplear la soluc:ión fur,damenla l correspondi ente: a 
una ecuación simplilic<Jda v tratar los restilntes ténninos, asi 
como otros ténninos "no homogéneos.. mediante un 
procedimiento que considera \lll desanollo en scrie con 
1\mciones de apro:ximac:ión globales. Un tratamienlo completo 
put!de encontrarse t!n Partridgc ( 1992 ). Numerosos 
investigadores aplic:aron el BEM ai anàlisis de problemas de 
tc:nsionc:s kmlic.:as: Danson ( I '.IX I ) utilizó d BEM cn tónna 
conjunta con el vector de liarlckin con e! fin de transtónnar 
las integralcs de dominio debidas a la acción de las tilerzas de: 
masa en inkgrales Jc contomo: Neves ( !992) resuelve d 
mismo problema ..:mplcandn cl Méto,lo de Reciprocidad 
Múltipk. 

La fonnnlacion dd DRM para tcnnoelasticidad aqui 
desanollad<L presenta la vc:ntaía frente a otras fonnulaciOnt!s 
(Partridge . I 992 ) J.: trabapr dir.:damentc con la distribucion 
Je tcmpc:raturas ohtenida por medio de la transll:rencia de 
calor sin nc:cesiJad Je calcular c:l gradiente de: temperatura 
Como en este tmhaJO nos ocuparemos dd c: stado pennanentc 
de temperaturas. los problemas de lransf.: rencia de: calor \' 
tennoelaslicidad se Jesacoplan . Para resolver cada uno de 
ellos. se aplica el Método Je Reciprocidad DuaL con 
funciones Jc: mterpolac1on <:\presadas en ltmcion de 
"1\ug.mented TI1in Plate Splines" (ATPS) las cuaks son 
combinación lineal de "Radial Rasis Functions .. (RBF) , . 
fimciones lineaks (Golberg \ Chen. 1994 ). La utili zación de 
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las ATPS como timciones de interpolación presenta una 
notahle mejoria en la c:\actitud de los resultados c:n 
comparación con otras liim:ionc:s de inkrpolación como las 
RBF (Sensal.:, 199.:1 ). 

ECUACIONES DE LA TERMOELASTICU)!\D LlNEAL 

Las ecuaciones que gobieman la tennoclasticidad lineal en 

estado pc:rmanente para maleri alcs isótropos, son: 

E = ('Vu+ 'V' u)/ 2 

'V,l + b = () 

T= 2~tE+/,(trE)l+m(tl -00)1 

-'V.q+p=O 
(2) 

q = -k'VO 

Donde E \' T son los tensores conespondientes a : peLJlleJ1as 
ddónnaciones , . tcnsiunes: u. h \ q son los vectores de 
dcsph11.amientos. Jc:nsidad de IÍ!er;:as de masa v tlujo de calor: 

O, llo. r. k v m son la t<:mpc:ratura. la tempaatura de 
rderc:ncia_ e! calor generado por unidad de: volumen, cJ 
coelicientc: Je conductibilidad Y d módulo tensión
tcmpcratura . rc:spectivamenk. DctiniC:ndose <:! coeliciente de: 
e:xpansión knnica a=-m/( 3/.+2p ). SJendo /. \ ' 11 las 
constantes de: Lamé. 

Cabe observar que c! sistema anterior es desacoplado, c:n d 
sentido que c! campo Jc temperaturas O puc:Je sc:r 
dctenninado con las dos última s ecuaciones (2 )· 

V\) = -p/k ( .< l 

v lucgo ser sustituJ,lo en la ultima ecuacion (I). 

Operando con las ecuac iones ( 1) se ohti.:nc la c:cuacJon 
g.:nc:ralizada de Navier 

u 'Vu + (i,+p) 'V ( 'V.u) + m'V( 8-0o ) +h = O (4) 

l . 

. 

' 
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ECUACION !Nll_~GRAL DF CONTORNO 

La ecuación integral de contorno dei problema de transk
rencia de calor en estado permanente es dada por (Partridgc, 
1992 ): 

c"O(P) = l lr..1 dr- J q·o dr+ l!kJ tfr d~2 
1· 1· G 

donde 

o·= -(2rrr 1 ln r 

q • r., n, k I (2rr): siendo r.,= ?r 10., 

La ecuación integral de contorno en tennodasticidad cs 
(Pa rtridgc , 19'12 ): 

cpu(P ) = f : :"tdr-1 / udr+ J :::"bJn- J mOV. ::·Ju 
r L. u \..} 

(5 ) 

(C>) 

(7) 

(X) 

donde. para estado plano, las matrices asociadas a los tcnsorcs 
<.:: , .. :· son: 

u"11= [(3-4v) ln(llr) 611+r.t rl)/ [8rr~(l-v ) ) 

con r-IX-P I 

t"11 =- ( [1 - 2vl61k + 2 r,1 rk)ê'r/cn + (1-::!v)(nl r,. -

- lll r.1 ))/ Hrr (1-v) r) 

!VlETODO DE RECIPROCffiA.D DUAL 

(9) 

( 10) 

E! Mdodo de Reciprocidad Dual (DRM) para e! problema 
de transfercncia de calor con "Augmented Thin Plate Splines·· 
(ATPS) es desarrollada por Karur v Ramachadran ( !995 ) 
Aquí será presentada una fonnul ación alternat iva para d 
DRM en tennoe!asticidaJ. 

En la hipótesis de ausencia de tilerzas de masa, la ccuacion 
de Navier (4) y la <!cuación int<!gral d<! contorno (8) se 
c'\presan para 00 = 0: 

fl V'u + (i.+~ ) V'(V'.u) + mV'O =o ( li ) 

Cp u(P) =I :,· t df'- I ·:· udl- I mO V'. ~:" dQ ( 12 ) 
I n 

El Mdodo de Reciprocidad Dual es utili zado para 
transfonnar la última integral de la ecuación ( 12) en una 
integral de contorno. Para cllo se apro'\ima d campo de 
temperatura G(X ) mediante 

:"p " 

O(X) =I (k ' (X) a'"' 
k -I 

(13 ) 

donde t1•' son funciones de interpo!ación \ a 1
k' sus coeficientes 

respc<;tivos. 
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" Si sobre c! cucrpo n actúa un campo de temperatura 11k'( X). 
i\ 

entonces la solución cn dcsplazamientos u1l' venlicará las 

ccuaciones 

i\ i\ i\ 

I' V'u'k' + 0 -+!t)V'(V'.u'' ' ) + mV' t''' (c-.)= O ( 14 1 

A A A ~ 

cp u''' (I')= f: · "t'k' JJ'- I :.··u '' 'dr- f l'' ' m V'.·: :·do (I :i 1 
I' \1 

El último tcnnino de ( 12 ) se puede cscrihir a partir de las 

ccuacioncs ( I :1) \' ( 15) 

~p A ~ ~) A 

-f OmV'.: ::"dD = -::: .f t''' mY'.:: "c!Q lt1k' = :::[c , ,i.'(P) -
n '' I o l · L 

" " I t;"t'k'dr+ I ~.·"u 1 ''dr] a''' ( 16) 
r r 

Sustitu,·endo este valor en la c'\presión ( 12) se tiene fmal
mentc: 

'\'p ' 

c r u(P) = f t c"t tl! ·- f ·.:-"u df +I[ c r u1k\P) 
r· 1 k~ J 

1\ 1\ 

-J :.:"t'k' dr+ J -~-"tt1 '' dr)a1
'' ( 17) 

r · r 

sit.•ndo importante observar que esta ecuación tiene todas sus 
intcg.ralcs de contorno. 

" ELECCION DE LA FUNCION DE EXPANSION t'l' 

" La elección de las funciones de aproximación fk' cn la 
ecuación ( 13 ) es fundamental para la exactitud de! método. 

/\pro'\Ünación mediante A TPS 

Ln lm trabajo rccicnte. Golberg. \' Chen ( 1994 ) dctenninan 
que las funciones de apro'\imación óptimas son las llamaJas 
"Aug.mented thin pi ate splincs" (/\ TPS ), las cuales son una 
combinacion lincal d<! "radial hasis functions" (RBF) ' 
1\mrioncs lineaks. 

Como en la fonnul ación propuesta se Jebt: apro'\Ünar el 
campo de temperaturas \' su gradiente, se toma la timción 
/\TPS como combinación lineal de RI3F \ tlmciones 
cuadràtica s. 

De esta manera s.:: puede escrihir la ecuación ( I :1 ) de la 
siguiente fonna: 

\ p _l \t 

O( X)=:[ r (X.Z') a\?}) = I I X-7} l2 log I X-L;' I a'+ 
J o· [ j·•• l 

+ a"'- 1 +'\1a"· 2 +'\2a'\H +'\t 2a"-~+'\t'\2a '\'!· '+,2 2a '\'1 -n ( 18 ) 



Donde X= (x1 , x2): Z! son un conjunto de Nt puntos no 
alineados, con N en el contamo y L interiores, mientras qu.:: 
a\ , j=l , ... , Nt+6 son coeficientes incógnita. 

En la aproximació11 mediante A TPS (Bridges v Wrobd, 
1996) se debe verificar: 

\1 \1 \1 

L: a.l =L x1 <I:1 =L: \2 ai= O ( 19) 
J ·1 J I .1~1 

Sc tie11.::n así scis ecuacion.::s adicionaks. necesarias para 
ddenninar univocamente: los a 1 , rcsolvicndo e! sistema O =+a 
que !iene la fonna : 

Ü(\"') ~~~~ 1\;t\t \'ii 
I . x,'' a'l 

o 1 o o o a''-I 

o xl'. X \1 
I o o .o a:-.: 1 ~ 2 

o X2 
I X \t o o o a:\t ... 3 

2 

o "I 3 
X \ t 

3 o () o aNI··~ 

() X~ 
I \ '11 o o u aNH 

~ 

o "I x" o () () u~ t+o 
- 5 ' 

(20) 
A 

La solución particular u de la ecuación ( 14 ) para un campo 

de temperaturas f dado por las funciones A TPS s.:: pucdc 
detenninar mediat~tc el vector de Galerkin. 

Se obtiene luego e! v.::ctor tensión t a partir de u por 
medio de las ecuaciones: 

E= (V'u + Y'n1
) I 2 

T = 2 1-1 E+ I. (tr E) I+ m fI 

t = T n 

Mediante el proccdimiento ant.:rior se obtien.::n: 

AJ 

I) para f=r2 1ogr :j= I. .. Nt: r = IX-Z'I 

A o. 1 +v 1 
Ui=- -- (log r .. -). r:l .r 1 

4 1- v 4 

a l+v 1 ê'r I 1+2v 
t,=- -- 11r2( - (r_,- - - n,)+(-- n, + 

2 1- v 2 ê'n 2 1-:!v 

?r 
+ 2r_~-)lg r)+ m r2 log r n, 

ê'n 

1\ \;t-1 

2) para f = I 
a !+v 

::::ou,=---'\, : 
2 1- v 

A l+v a 
t, = 11-- --n; + mn, 

1-v 1-2v 

(2 1) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(27) 
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A'<t• l A a 1+v 
3)paraf = :-;1:::::.u,=---õttx/ 

2 1-v 

A 1+v v 
t, = 211--ax,(61,111+--n,) + mx 1n, 

1-v 1-2v 

A\1- ) a l+v 
4) para r = "' :::::. u, = - - - &2, \/ 

2 1-v 

" l+v v 
t, = 2~1 --a\2 (<h; n, + -- n,) + mx,n, 

1-v 1-2v 

(28) 

(29) 

(30 ) 

(31) 

"'1- 1 " a l+v 
))para ( = :-;/~u,=- --611\13 (32) 

3 1-v 

" l+v v 
t, =2~1--a\1 1(611111+--n,) +m\1 1 n, (i:l) 

1-v 1-2v 

A,,_, " a l+v 
6)paraf =:-.;1:-.;1 =u,=- -- (6,,:-;, 3+6ttx/): (34) 

3 1-2v 

A 1+v 
t,= a~L---(xl 2 + :-.; /) (i\lin2+62,n1) + lll\1\211, 

1-2v 

A \ 1- 0 A Q l+v 
7) para r= \ :2 = u,=-- --62;:-.) 

3 1- v 

A !+v v 
t, = 211 --ux/( 62; n2 + -- n,) + mx2 

211; 
1-v l-2v 

1\pro:-.;imación mediante RBF 

(35) 

(37) 

Esta metodologia fue dcsarrollada por Sensale ( I 994 ) Y cs 

anúloga a la anterior tomando ,·n la ecuacion ! I R) Nt = NJ' Y 

considerando-~-"= I+ r+ r2 + r3
: j =I, ... , Nt. 

Mediante el procedimiento descrito <:n la sección ankrÍ PI 
obtenemos las soluciones particulares 

" I+ v r r~ r3 

u,= - - a(--+-+-+-)rr.~ 
1-v 2 3 4 5 

" I +v I r r' r 
t,= 2~m--( [(-+-+ - +- ) + 

1-v 2 3 4 5 

I r r2 r' n, 
+ v(-+-+-+-)]--+ 

2 3 .:J 5 1-2v 

r 2r1 ~r 3 

+ ( - +--+--)r, rJ n, } + 
3 4 5 

(39) 



SOLUCION EN ELEMENTOS DE CONTORNO 

Después de discretizar e! contomo r en Ne elementos, con 
N ptmtos nodales, de aproximar los vectores desplazamiento y 
tensión en función de sus valores nodales v de aplicar la 
ecuación ( 17) con P coincidiendo con cada uno de los puntos 
nodal<!s se llega ai sistema de N ecuaciones: 

HU-GT=(HU - OT)a cona=F 1 l~> (40) 

Aplicando las condiciones de contomo Y colocando todas las 

incógni tas en el miembro de la izquierda, se obtiene cl sistema 

( 41 ), d cual pennite obtener los vectores desplazamiento Y 

tensión en los N puntos en que se discretizó el contomo. 

1\ X = Y +(H U-GT) F 1 t-I ( 41) 

El vector desplazamiento \' el tensor de tensiones en los 

puntos interiores son calculados mediante las ecuaciones: 

\p 

u(P) = f E" t di ·- f ·~~·u di+ L [ u111(P) -
r r k· t 

-J :(t<kt di+ J T"u<kt df)a1k1 (42) 
r r 

l\p ' 

l (P) = J :c>"t di- J s"u df +L [ D1
k

1(P)-
r r k"t 

- b;t<kt dr+ f s"u1•' dr]a1k 1 (43) 

Donde ::-> • y s" son tensores de tercer orden dados en Rrebbia 

( 1989): D<kl es un tensor de segundo ordcn tal que o<kl n= t1' 1 

EJEMPLOS 

Para verificar la precisión dei método propuesto se 

analizan algunos ejemplos en estado plano ele tensiones, los 

que son analizados mediante la apro'\Ünación A TPS v la RBF. 

Viga bicmpotracla sin lilcnte de calor intema 

La geometria ele la viga cs dada en Fig . 1. El material de 

la viga !iene módulo de Young E = 10 1 MPa. , modulo dt: 

Poisson v= 0.3 Y coeficiente de expansión tennica a = Hr3 I 

oK Se realiza una discretización de 16 elementos ( 4 d..: cada 

lado de la viga). 

8=-500K 

q=O I lq·O I h•lm 

8=50°K 

L=2m. 

Figura I - Viga bien1potrada sin fuente de calor intemo 
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Los resultados obtenidos estan presentados en Tabla I 

Tabla I -Resultados obtenidos en la viga biempotrada sin 
tilente de calor inkmo. 

Y/h Temperaturas (°K) T ..:nsiones (kg/cm~) 

E'\acta Calculada E'\<H.:ta Calcula,!a 

-0.5 50 50 -5 -5 
-0)75 37.5 37,5 -3.75 -.1.75 
-0,25 25 25 -2.5 -2 .5 
-0,125 12 .5 12.5 -1.25 -1.25 
() o o () () 

O, 125 - 12.5 -1 2.5 1.25 1.25 
0,25 -25 -25 2.5 2.5 
0)75 -37,5 -37.5 .1.75 3.75 
0.5 -50 -50 5 5 

Viga biempotrada con fuente de calor intema 

E! material de la viga tiene módulo de Young E= 104 MP a. 

, módulo de Poisson \ ·= 0.3 , coeficiente de e'\pansión témücn 

a = I o·3 I °K, e! calor generado por tmidad de voltunen es r = 
-0,48 wWK cm3

), v, la conductibilidad ténnica K = 60 \\/( oK 
cm). Se realiza una discretización de 30 elementos( I O de cada 

lado vertical de la viga) .. 

La geometria de la viga es dada cn Fig . 2. 

e= -20°K 

q=O q•O I h• lm 

0 =400K 

I. = 2m. 

\ ' 

t " ~ " ! ~' 
Figura 2- Viga biempotrada con fuenk de calor int..:mo 

Los resultados obtenidos estan presentados en la tahla 2, 

donde se muestra que la apro'>imación mediante ATPS 

converge a la solución C\acta sin necesidad de puntos 

interiores, mientras que la aproximación RBF converge 

lentamente ai aumentar la cantidad de ptmtos mteriores . 



Tabla 2 -Resultados obtenidos en la viga hiempotrada wn 
fuente de calor interno. 

T ensiones (kg/ cm2
) Temperaturas 

(oK) t RBF I 1\TPS 
Ylh 

-0,5 

-O .:I 

-<U 
-0.2 

-0 , I 

o 
O, I 

0,2 

O) 
0,4 
0,5 

E:-.:acta 

40 

10.4 

21.6 

11.6 
6,4 

o 
-5.2 

-10.4 

-14,4 

-1 7.6 

-20 

Cale. 

40 

.~0.4 

21.(> 

13 .6 

6,4 

() 

-5.2 
-10.4 

-14,4 

-1 7.6 

-20 

E:-.:acta 

-4 

-1.04 

-2.16 
-1)6 

-0.64 

o 
0,56 

1.04 

1.44 

1.76 

2 

puntos interiores 

() 25 o 
-.n4 

-2.47 

-1.53 
-0. 70 

0.02 

0,64 

1.15 

L55 

1.87 

2. 1!! 

2.6 1 

-4 .12 

-3 .04 

-2.12 

-!..H 
-0.62 

-0.02 

0,5!! 

1,05 

1.44 

1.79 

2.13 

-4 

-3.04 

-2.16 

-I . .1ú 

-0,64 

o 
0,56 

1.04 

1.44 
1,76 

2 
Ylh ERRORES(%) 

-0,5 

-0,4 

-0,3 

-0,2 

-0,1 

o 
0,1 

0,2 

0,3 
0,4 

0,5 

0,00 
0.00 
o,()() 

0,00 

0,00 

0,00 

0,00 
C\,00 
0.00 
0,()() 

Anillo sin fuente de calor intemo 

-16,57 
-18,63 

-29,20 

-48 ,76 

-101,6 

2.88 

-0 ,12 

-I ,88 

-2 ,10 

-2 ,40 

105 ,05 3,01 

49, 17 0,85 

.10,19 0.15 

23 ,91 I ,97 

32,52 6.35 

0.00 
0.00 

0 ,00 

0,00 

0,00 

0,00 
0,00 

0.00 

0,00 

0.00 

Se analiza un disco circular de 90 cm de radio e\terior \ 
45 cm de radio interior, somelido a temperatura interior de. 
ln45 (°K) v temperatura e:-.:terior de ln90(°K) 

EI material dei disco tiene módulo de Youug E=2. h 10 1 

MPa.,coeficiente de Poisson v = <U y coeticiente de 
e\pansión krnlica a = I 0:-.: !<r" I °K . 

Para estudiar c:ste ejemplo se utilizan distintas mallas~ 
dcbido a la simctiia dei problema , se discretiza sólo un cuarto 
de disco. La tigura 3 muestra la discrdización v la tabla3 los 
resultados obtenidos, donde sc: puc:de n~tar que la 
convc:rgencia sin puntos interiores no es tan buena.por lo que 
se necesita agregar puntos inlt!riores para mc:jorarla . En este 
caso, como cn los anteriores. e! campo de temperatura 
obtenido con esk método coincide con c1 teórico. 

q=O 

e= 3.807 °K 

q=O 

Figura 3 - Cuarto anillo sin li.t~.:nte de calor interno 
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Tahla .1 a. - Resultados sin puntos interiores 

Dist. 
radial 
(cm) 

Tc:nsión Transversal (\10-2 kg!cm2) 

Tc:ori I Numérica RBF I Numérica ATPS 
ca Numc:ro dc: Elemc:ntos 

I O 20 50 I I o 20 50 
4-5----8-Y-.0-8~8~7~.2-4 __ 9_4~. u~_ 4 __ 9_4~A~- o-_ ~84~_~44---92~.~)(~)--9-2.~80 

56,25 30.72 32.68 31.61 .1L91 JLúú )0 ,83 31.08 
67.5 -7.40 -!!.73 -8.22 -7 .67 -8 .20 -8.27 -8.23 
7'3.75 -35 .il 
<)() -56 .(, 

Dist. rad . 
45 
56,25 
67.5 
78.75 
90 

-1ú. 9 
-5') I 

-2 ,07 
6.40 

-37.4 
-58.7 

6.24 
2,91 

17.97 11.01 
5,4.1 
4.51 

6.81 
3.!!6 

-36.9 -.15 .8 -35.9 
-57.7 -55 .2 -55.6 

ERRORES (%) 
5.97 -5 .21 3.39 
3, 90 3,06 0.35 
3.55 I 0.81 ll.ú4 
5.19 2.2 2,47 
1.98 -2 .51 -1,70 

Dcsplazamiento radial (:-.: w· cm) 

-J5.9 
-5(, .< 

4, 17 
1,18 

I 1.18 
2.42 
-0.49 

radial 
(cm) 

T eori 1 Nmncrica RBF I Numcrica /\TPS 
c a Numero de Elementos 

I I o 20 50 I I() 20 
45 19,04 18,85 18,84 18,86 18,':!5 18,':!3 
56,25 23,40 23,21 H 19 23,21 23 ,30 23.28 
67,5 28 ,08 27,89 27,86 27,87 27,98 27.97 
78,75 33,00 32,80 J2.77 J2 ,7R 32,89 32,88 

-_90 38 08 37 90 37.86 37.86 37.97 37.96 
Dist. rad. ERRORES (%) 
45 -I ,00 -1.04 -0,95 -0,46 -0.58 
56,25 -0,82 -0 ,89 -0 ,82 -0.41 -0,49 
67,5 -0,70 -0 ,79 -0,76 -O,J7 -0,42 
7R ,75 -0,61 -0,69 -0 ,66 -0)2 -0,37 
90 -0,46 -0 ,58 -0,57 -0,29 -0,_12 

50 
18.9J 
23.28 
27.97 
32,88 
)7')(, 

-0 ,57 
-0.49 
-0.42 
-0)5 
-0) I 

Tahla ) b - Resultados con 50 t!lemcntos v puntos interiores 

Tensión Transwrsal (:-.:10-1 kglcm2
) Dist. 

radial 
(cm) 

Tc:ori Numérica RBF Numérica /\TPS 

45 
56,25 
67.5 
78,75 

c a 

I 9 
!!9 ,08 90, Li 
30,72 30,!!5 
-7,40 -7,(,2 
-35.0 -35 ,3 

90 -56 .6 -56 .8 
Dist. rad. 
45 1,)8 

90,08 
30,74 
-7,67 
-35.2 
-5(l. 7 

1.12 

30,68 
-7,64 
-35.0 -35 .2 
-56.3 -5<í . l 
ERRORl~S (%) 

0.41 1.75 

21 
90,11 
.10.63 
-7.79 
-35.2 
-5ú,2 

1,16 

89.56 
~O .(, J 

-7,Cíú 
-35.1 
-5ú .2 

0.53 
5tí.25 
(,7,5 
7!!.75 
90 

0,44 0 .06 -0.11 -0)3 -0,27 -0 .29 
0.44 o.uG 3,14 9.40 5. 1 '> .U2 
2.92 3,55 0,01 0,32 <U4 0.1 0 
0,45 0,37 -0.52 -0,')0 -0.67 -0. 7(l 

Dist. Dcsplaz .. amiento radial (•\!()' cm) 
radial 
(cm ) 

Teori L Numerica RBF I Numerica ATI'S 
Numero de Puntos interiores 

21 56 I 9 21 56 
45 19 04 19.04 19,04 19.<14 19,03 19.()3 19.04 
56.25 23 ,40 23,39 23 .39 2:1.40 23 ,39 23.39 23.4() 
67,5 28 ,08 28.08 28.08 28.09 28.08 28 ,08 28 .09 
n,7s 33 ,00 32 ,99 :n .oo 33,oo :n .oo 33 ,oo 33 .01) 

90 38,08 .18,08 38.08 .18 .0!! 38.08 38.08 38,0!.{ 
Dist rad. ERRORES (%) 
4) -0,02 -0 .02 -0.0 I -0.05 
56.25 -0.02 -0 .02 ()_()() -0 .04 
67.5 -0,0 I 0,00 0.00 -0.01 
78 ,75 -0,01 0,00 0,01 0,01 
90 0,00 0.01 0,01 0 ,01 

-0.03 
-0.03 
-0,01 
·o.oo 
0,00 

-0.01 
-0.0\ 
0.00 
0,0 1 
0,01 



1\nillo con fuente de calor interno 

Se estudia cl mismo disco circular dei cjemplo anterior 
cm·o material tiene módulo de Y mmg E = 2. I x I 04 MPa. 
.coeticicnte de Poisson v= O. 3 ,codiciente de expansión 
knnica a= llhl(l'0

/ °K. , calor generado por tmidad de 
volumen p =- 2AOw/(°K cm\\, la conductibilidad knnica K 
= 60 \\/( °K cm): somctido a temperatura interior de 4,51 °K 
Y tempcratura extcrior de 9.01 °K .. 

Sc discretiza solo cuarto disco debido a la simctría dei 
problema. En labia 4 figuran los rcsultados obtenidos, 
observándose que ambas aproximaciones convergen a la 
solución exacta sin necesitar puntos inh::riorcs, pues dicho 
campo de temperatura es corrcctamente representado. La 
aproximación A TPS converge mas rápidamente. En este caso, 
como en los anteriores, el campo dc temperatura obtenido con 
este método coincidc con e! teórico. 

Tabla 4 - Resultados obtenidos con fucnle de calor interno 

Dist. Tensión Transversal ( kg/cm2
) 

radial Teori Numérica RBF I Numérica ATPS 
(cm) c a Numero de Elementos 

10 20 50 I 10 20 50 
45 63,78 62 ,99 63 ,80 63 ,90 63 ,03 63,48 63,65 
56,25 30,53 30,51 30,21 30,4 1 30,48 .\0,36 30,57 
67,5 0,30 0,07 0,12 0,21 0,26 0,17 0,25 
78,75 -30,6 -30,4 -30,7 -30,6 -30 ,6 -30,8 -30,6 
90 -63 ,8 -6\1 -63,2 -63,2 -62,8 -63 ,4 -63 ,8 

Dist. rad. ERRORES{%) 
45 -I ' ,24 0,03 0,19 -I , 18 -0,48 -0,20 
56,25 -0,08 -I ,04 -0,40 -0,16 -0,55 0,13 
67.5 -75,3 -59,5 -28 ,9 -12 ,7 -41 ,0 -14 ,9 
78,75 -0,76 0.15 -0, lO -0,21 0,52 -0,()3 
90 -I ,()9 -0 ,90 -0,93 -I ,56 -0,62 0.01 

Dist. Desplazamiento radial ( cm x I 0'2) 

radial Teor i Nw11érica RBF I Numérica ATPS 
(cm) c a Numero de Elementos 

lO 20 so 1 10 20 50 
45 2,28 2,24 2,24 2,29 2,27 2,28 2,28 
56,25 2,52 2,48 2,48 2,48 2,52 2,52 2,52 
67,5 2,99 2,94 2.94 2,94 2,98 2,99 2,99 
78.75 3,66 3,ô I 3,6 1 3.6 1 3,66 3,66 3,66 
90 4 ,56 4,5 1 4,5 J 4.51 4.56 4.56 4.56 

Dist. rad . ERRORES (%) 
4) -1.87 -1.87 -I ,87 -0,37 o()() 0,00 
56.25 -J ,6 1 - I ,61 -1.6 1 -0,14 0.00 0.00 
67.5 -I ,43 -IA3 - J ,43 -0 ,05 0,00 0,00 
78.75 -J ,22 -1.22 -I ,22 0,04 0,00 0.00 
<)0 -LOO -I ,00 -1.00 0.08 0,00 0.00 

CONCLUSIONF.S 

Ln cstc trahajo se presento una fonnulación alkmativa para 
cl Mdodo de Reciprocidad Dual aplicado a problemas 
tennoclásticos dcsacoplados. En esta fonnulación, la 
distribucion de temperatura obtenida por un análisis de 
transfcrcncia de calor en BEM cs dircctamente usada para 
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resolver el problema elástico sin necesidad de diferenciaciones 
especialcs como en otras tonnulaciones dei DRM. 

Los ejemplos muestran que las dos aproximaciones usadas 
convergcn a la solución exacta cuando e! número de ptmtos de 
interpolación en la serie de aproximación awnenta. Pero en 
concordancia con los estudios matemáticos, las series A TPS 
convergen más rápidamente que las RBF. Se muestra que la 
aproximación A TPS munenta la exactitud con poco eslih:r7o 
extra de implcmentación. 
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ABSTRJ\CT 

An altemativc fonnulation tor the use of the DRM in BEM 
is proposed for thennoelastic uncoupled problems. !J1 this 
tonnulation, the tempcrature distribution obtaincd bv a he<Jt 
transfer BEM anahsis is directv usc:d to solve the elasticitv 
problem \\ithout need special derivations, as in some othcr 
DRM tonnulations . 

-nle approximating limctions in thc DRM tonnulation are 
given in tem1s of .. Augmented 1bin Plate Splines" (ATPS). 
It is sho\m that lhe ATPS approximation provides improved 
accuracv \\ith little extra implementation etlort. 
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RESUMEN 

Se presenta un nuevo método para la solución de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de 

primer orden, no lineales, con condiciones iniciales o de contorno. Este tipo de sistemas es típico de 

problemas de transferencia de calor y materia, en ingeniería química, en sistemas unidimensionales. Se 

presenta la aplicación dei algoritmo a la resolución de un modelo de reactor heterogéneo, unidimensional, de 

fecho móvil para la reducción directa de óxido de hierro y su comparación con afro método numérico. 

INTRODUCCION 

Se presenta un nuevo método para la solución de sistemas de 

ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, no lineales, 

con condiciones iniciales o de contorno (Cadoche y otros, 1996). 

Este tipo de sistemas es típico de problemas de transferencia de 

calor y materia, en ingeniería química, en sistemas 

unidimensionales. Ecuaciones con orden superior se pueden 

siempre reducir a sistemas de primer orden. 

El método desarrollado transforma el sistema de ecuaciones 

diferenciales original en un sistema de ecuaciones integralcs 

(Delves y Walsh, 1974) equivalente, que se resuelve 

numéricamente. La primera razón para sugerir tal transformación 

es la característica de suavidad de respuesta que introduce la 

integración. 

El método se construye en base a un esquema iterativo, 

similar ai propuesto por Picard (Bailey y otros, 1968) para el 

tratamiento dei problema de existencia y unicidad de la solución, 

para una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden, con 

condiciones de contorno. Se desarrolla un algoritmo numérico 

secuencial iterativo optimizado, de resolución dei sistema integral 

equivalente, presentándose estrategias novedosas de manejo y 

actualización de información. 

OBJETIVO CENTRAL DEL METODO 

El sistema que representa el problema responde 

originalmente a la forma genérica: 

l t = ft(x,yl ..... vn) 

y2,=f2(x.yl, ... ,yn) 

Y~1 = fn! x, Y I · · · · · Y n ) 

(I) 

con condiciones conocidas de contorno o iniciales. La expresión 

vectorial correspondiente a (I) es: 
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y'=f(x,y). (2) 

La ecuación (2) puede reescribirse, sin hipótesis adicionales, 

dei siguiente modo: 

y ' +C( x. y) y =h( X, y)' (3) . -

siendo C una matriz diagonal de funciones. Sobre esta ecuación 

(3), se desarrolla un procedimiento iterativo basado en el método 

de Picard (Bailey y otros, 1968), que desacopla el sistema, de 
modo que cada función incógnita y., i=i, ... ,n, se resuelve 

l 

usando la i-ésima ecuación, que es la única que contiene la 
derivada y~ . 

l 

La solución de la i-ésima ecuación tiene inicialmente la 

forma : 

k+l k k . 
Yi (x)=c;(x,yi, ... ,yn)+ 

IX k k 
h.( s.y

1 
, ... ,y ) 

a 1 n 

exp[-(I:gi(t,yf, ... ,y~ )dt-

fs k k )] · ag/t,y
1

, ... ,y
11

)dt ds , t=l ,2, ... , n , (4) 

la constante de integración que aparece en la forma genérica de la 

solución general, que se determina usando la condición inicial o 
k k 

de contorno, se ha incluído en la funci ón c; (x, Yi , ... , Yn) en 

(4). 

El método centra los esfuerzos en optimizar la resolución 

numérica de la ecuación integral algebraica (4) genérica, ya que 

iterar directamente en (4) no es el procedimiento práctico más 

satisfactorio. 



La convergencia queda asegurada automáticamente si el 

sistema original tiene solución única. 

SOLUCION NUMERICA DEL SISTEMA INTEGRAL 

ALGEBRAICO 

Las ecuaciones dei sistema se resuelven secuencialmente y 

vía una técnica iterativa que se pasa a describir. 

En una primera etapa las ecuaciones dei sistema son 

ordenadas, de modo que se resuelvan primero las menos 

acopladas. En una segunda etapa se forman bloques de 

ecuaciones, siguiendo algún criterio. Un criterio consiste en 

formar cada bloque con aquellas ecuaciones con el mismo grado 

de acoplamiento, otro consiste en considerar dentro de un mismo 

bloque aquellas ecuaciones que tienen algún tipo de similaridad 

(por ej:que transmitan el mismo tipo de información física). En 

una tercera y última etapa los bloques se ordenan tal que los 

menos acoplados se resuelvan primero. El grado de acoplamiento 

de un bloque es considerado igual al de la ecuación más acoplada 

dei bloque. 

Para reflejar el reordenamiento, el índice genérico i de la 
ecuación (4) i=l, ... ,n se reemplaza por el i;, )=l, ... ,n, con )i en 

correspondencia uno a uno con i. Así, l$).$n, y j."#jk si i#. 
I I 

La ecuación genérica toma la forma: 

k+l k k 
Y); (x)=cj

1
(x,yj

1
, ••• ,yjn )+ 

IX k k h. ( s,y . , ... ,y . ) 
a l, 1! l n 

exp[ -(I: g ); ( t, y J
1 

, . • • , y jn )dt -

J; g ); ( t, y 1
1 

, ••• , y 1, )dt)] ds. (5) 

El intervalo continuo [a, h] de la variable independiente x 

se discretiza con un conjunto de m puntos igualmente espaciados 

que llamamos grilla. Cada punto de la grilla tiene un valor: 
x=x , con r=O,I, ... ,m-1. 

r 

El procedimiento se basa en la aplicación de las ecuaciones 

dentro de un mismo bloque a todos los puntos de la grilla, de 

modo tal que cada nuevo resultado se use tan pronto como esté 

disponible. 
Se introduce una matriz genérica A , tal que cada elemento 

de ~ está dado por: 

A(r+l ,J)= y ), ( x,. ), r= O,l, ... ,m-1; j = 1,2, ... ,n (6) 

El índice j en ~ sigue la secuencia dei sistema reordenado 

de ecuaciones, de modo tal que los bloques se identifican en ~ a 

través de subconjuntos de columnas adyacentes, con 
r= 0.1 , ... ,m-1 . Un bloque (I) se considera resuelto cu ando todos 

los elementos A( r+ I.)) se han computado una vez usando la 

ecuación (5), para r=O,l, ... ,m-1 y j=f3.{3+1, ... ,y-l,y; siendo 

f3 y y los números de las columnas más a la izquierda y más a 
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la derecha respectivamente, en el bloque (/).Como los valores de 
las variables en cada elemento de A son usados como los 

parâmetros en el lado derecho de la ecuación (5), el 

procedimiento usa la información más reciente evaluada en todo 

momento dei cálculo. Esta técnica, que denominaremos 

"refrescado" de los valores, se implementa con el objetivo de 

reducir el tiempo de cómputo. 

La aplicación de la mencionada técnica a la ecuación (5) 

conduce a la siguiente expresión: 

k+J k+l k+l k k 
Yj, (x)= c j,(x,yj

1 
·····Yj

1
_

1 
·Y),·····Yjn )+ 

Jxhj (s_i+l, ___ j+l./ , .... i) 
a ' . 1! . l;-! l; . ln 

[ (f x k +I k +I k k e;.p - g . ( t ,y . , ... ,y . ,y . , ... ,y . )dt -
a l; li 1,-1 1, 1, 

fs k +I k + l k k )] g. (t,y . , ... ,y. ,y. , ... ,y . )dt ds. 
a 1, l1 h -1 l ; 1, 

1$)1$n 

con x=x , r=O,l, ... ,m-1. 
r 

j=l ,2, ... ,n 

(7) 

Para hacer más efectivo el refrescado, en cada bloque (I) 

formado por p = ( y - f3 + I) columnas de ~ , los m x p 

elementos de A a ser evaluados han de seguir cierta secuencia, 

para optimizar el uso de los valores de contorno conocidos, a 

saber: 

a) Si todas las condiciones de contorno para las ecuaciones en 
las columnas f3 a y están dadas en el extremo izquierdo dei 

intervalo r a,h l . los p elementos en los m subconjuntos 

[A( r+ 1,{3), A( r+ l , /3 +I), ... , A( r+ l, y )] se resuelven 

secuencialmente en este orden, manteniendo r constante. El 
índice r toma los valores 0,1 , ... ,m-1 para cada subconjunto. 

b) Si todas las condiciones de contorno para las ecuaciones en 
las columnas f3 a y están dadas en el extremo derecho dei 

intervalo [a,h], los p elementos en los m subconjuntos 

[A( r+ I, j ), j = f3, f3 +I, . . . , y )] se resuelven secuen

Cialmente siguiendo j, manteniendo r constante. El índice r 
toma los valores m-1 ,m-2, ... ,0 para cada subconjunto. 

c) Si las condiciones están dadas en x=h para algunas de las 

ecuaciones y en x=a para el resto de ellas en el bloque (1), 

ambos índices en ~ pueden variar simultâneamente, 

manteniendo la siguiente relación entre laj-ésima ecuación y 
el punto a . de la grilla donde la ecuación es resuelta 

1 

( I $a j $ m ): los p elementos cn cada uno de los m 

subconjuntos [A( a j. j ). j = [3, f3 +I , ... , y] son resueltos 

siguiendo ). El índice a . toma los valores a . =I ,2, ... ,m si 
J J 

la condición de contorno para la columna j está dada en 
x=h , y a . =m.m-1 , ... ,I si dicha condición está· dada en 

J 

x=a. 

El cálculo de los elementos de ~ , en término de bloques de 

ecuaciones integrales algebraicas . con la forma (5) implica dos 
pasos aplicados a cada elemento de ~'.que son: 



a) la integral es cvaluada, 

b) la ecuación algebraica resultante es resuelta. 

Para la integración numérica el subintervalo correspondiente 

a cada punto puede ser [a,ru+a] o [b-ru,b]. Sobre cada 

subintervalo se sugiere el empleo dei método de Simpson 

combinado con la regia dei 3/8 aplicada sobre los cuatro últimos 

puntos dei subintervalo considerado (Delves y Walsh, 1974; 
Linz, 1985). 

Para la resolución de las ecuaciones algebraicas, en general 

no lineales, resultantes, se sugiere la combinación dei método de 

sustitución directa con el de aceleración de la convergencia de 

Wegstein (Wegstein, 1968) aplicado sobre alguna(s) de la(s) 

variable(s) dei sistema. Usualmente la(s) variable(s) más 

apropiadas para ser acelerada(s) es(son) aquella(s) más 

fuertemente dependiente(s) dei resto en el bloque o sistema a ser 

resuelto. 

Finalmente debe implementarse un adecuado test de 

convergencia numérica, que no se describe aquí. Solo diremos 

que deben considerarse tres niveles de convergencia a ser 

chequeados: 

a) Convergencia de variables. 

b) Convergencia de bloque. 

c) Convergencia global: 

c-1. Todos los bloques en e! sistema convergen. 
c-2. Todos los m puntos en columna j de ~ verifican, 

con la precisión requerida, la j-ésima ecuación 
discretizada para j=l a n. 

APLTCACION DEL METODO 

Se presenta resumidamente la implementación dei algoritmo 

para la resolución de un modelo de reactor heterogéneo, 

unidimensional, de lecho móvil para la reducción directa de 

óxido de hierro (Negri y otros, 1991, 1995). E! reactor, modelado 
con siete ecuaciones de balance de materia y energía para las 

fases intervinientes, es no isotérmico y está en estado 

estacionaria. La fase sólida se modela con tres frentes de 

reacción móviles. Se comparan los resultados con los obtenidos 

con un método de "shooting" modificado, utilizado originalmente 

para resolver este sistema altamente dependiente de las 

condiciones de contorno. El problema propuesto se resolvió con 

claras ventajas para e! método integral desarrollado. 

Ecuaciones dei Modelo 

Con las hipótesis mencionadas más arriba se llega ai 
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias 
adimensional, que representa los balances de materia y energía 
para las fases gas (8- 9) y sólida (I O- li): 

dY 1 (C. ) I l ,p 
du = y i 8 g C x R - ~ 

(8) 

d9 
__ g = T1 (e -8 ) 
du s g 

(9) 
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dÇj I ( ) 
- - = -a Da .Q . +Da .Q . 
du 3f. H 2 .1 H 2 ,1 C0,1 C0,1 

1 

d8 
s 

du 
f3 

l-w0 R 
ox 

[
T.1(e -8 )- I f cJJ 1 .Da1 .Ç2n 1 .-C/J N 1 

s g l=H 1·=1 ·1 ·1 1 ·1 w w 
2' c o 

(10) 

(li) 

donde i = H 2, CO , j = I ,2,3, Nw representa el tlujo interfacial 

debido a la reacción de conversión de agua, y las condiciones de 
contorno se pueden escribir: 

(12) 

Ç j ( u = I ) = I ; (j = I ,2,3) 

La variable independiente u representa la posición axial 

adimensional en el reactor, lj las composiciones de agentes 

reductores en la fase gas, Ç j las posiciones de los frentes de 

reacción móviles en la fase sólida, 8 g la temperatura de la fase 

gas y 8 s la temperatura de la fase sólida. 

Solución Numérica y Algoritmo Computacional aplicado ai 

Problema. El sistema gas-sólido reaccionante resultante presenta 

dos niveles de resolución: a) el pellet (nível a escala micro), y b) 

el reactor (nivel macro). Todas las consideraciones realizadas son 

válidas para la resolución dei reactor (escala macro). Para el 

pellet se usa el modelo deNegri y otros ( 1987, 1991 ). 
E! sistema (8)-(12) no tiene solución analítica conocida. 

Para aplicar e! método descripto definimos e! vector y de (2), 

por componentes, para e! problema dei reactor: 

Yi(u)=>j(u) ,i=l,2 ( 13) 

(14) 

y
3 

.(u)=Ç .(u),j=l,2,3 
+1 1 

(15) 

(16) 

y para las condiciones de contorno: 

o 
Yk (0) = Yk ,k = 1,2,3 

(17) 
o 

Yk (I)= Yk ,k = 4,5,6,7 



ya que en el reactor, la fase gaseosa ingresa por el extremo 

inferior y el sólido por el extremo superior. 

Se reescribe el sistema ( 13) - (16) bajo la forma genérica 

(3). Se lo desacopla incorporando iteraciones. Se elige la k-ésima 

ecuación dei sistema, reescrito por componentes, conteniendo la 
derivada primera de Yk como la ecuación a resolver para obtener 

yk. Se propone una resolución secuencial iterativa. 

Las ecuaciones se agrupan en tres bloques, que son: 

{ç j'j=3,2,1}, {e g ,e s}, {~.i=H 2 ,CO}. (18) 

que luego se reordenan, resultando: 

{~ ,i=H 2 ,CO} , {ç j ,j=3,2,I}. {e 
8 

.e s}. (19) 

El "refrescado" se aplica a los bloques uno y tres. No es 

posible aplicado ai bloque de los radios, por restricciones que los 

mismos deben cumplir. 

Se,. siguen todos los pasos dei algoritmo original, cuya 

implementación no se detalla por razones de extensión. 

Destacaremos que la secuencia de integración considerada 

es: 

a) Para cada u* discreto las ecuaciones para v
1
k+l e v{+ 1 se 

resuelven una vez, en este orden, con u* desde O hacia I . 

b) Para cadaj, j=3,2, I, se resuelve para Ç~+ 1, con incremento 

negativo para la integración, con u* desde I hasta O. 
c) Para cada valor tijo discreto de u, generalmente distinto para 

e y e . se resuelven secuencialmente ek+l y ek+i ' en 
g s g s 

este orden. Para e e! incremento es positivo, mientras que 
g 

para e el incremento es negativo. 
s 

Para cada incógnita, una ecuación algebraica no lineal 

resulta de aplicar e! método de integración sugerido en la 

descripción general dei método. Se acelera la convergencia 

1.2 

89 
es 
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u 

Figura I - Perfiles típicos de temperatura y conversión 
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Figura 2 - Perfiles típicos de concentración 

solamente de e , pues resulta la más acoplada de las siete 
R 

variables, la única para la cual la iteración es posible sólo a través 
de otra incógnita dei sistema (e ), y está en el único bloque con 

s 

las condiciones dadas en ambos extremos dei intervalo [0, I], lo 

cual implica que es la que más dificultades de convergencia tiene 

posibilidades de presentar. 

Resultados Computacionales. Para reactores de I m de largo 

se presentan las Figuras I a 3, con resultados obtenidos con el 

método integral. 

En las Fig. I y 2 se presentan perfiles axiales de temperatura 

de ambas fases, composiciones de agentes de reducción, y grado 

de reducción de la fase sólida. Se analizan condiciones típicas de 
los procesos industriales, con una relación gas-sólido a de 

alimentación de 2.8. 

La Figura 3 muestra la variación dei grado de reducción en 
la base dei reactor (R(u = 0)), y la variación de la utilización 
global de los agentes de reducción, ( 1J(u=l)) con a. 

Se analizan y comparan resultados computacionales 

obtenidos con el método integral y con un método alternativo de 

"shooting" modificado (Negri y otros, 1991 ), para distintos 
valores de a y un reactor de I m . A su vez los resultados dei 

método alternativo se compararon con resultados experimentales 

publicados (Negri y otros, 1991 ). mostrando ser representativos. 

Las diferencias entre los resultados computacionales de ambos 

métodos numéricos son despreciables., pero para todos los casos 
de interés práctico (valores de a pequenos) los tiempos de 

computación son comparativamente m".s bajos para el método 

desarrollado (Tabla I). El método de "shooting" modificado se 

inicializa con convergencias anteriores. En los tiempos 

presentados en la Tabla I no se han considerado los tiempos 

previos necesarios para lograr tales convergencias. 

El programa fue escrito en FORTRAN 77, y ejecutado en un 

entorno DIGITAL V AX 111780, con sistema operativo VMS. 
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Figura 3 - Conversión y utilización total en función de a 

CONCLUSIONES 

Además de lo ya mencionado en la introducción podemos 

agregar algunos comentarias interesantes. 

La manipulación algebraica requerida es míninu• comparada 

con la de otras técnicas numéricas, como cuasilinearización o 

diferencias finitas, manipulación que aumenta los riesgos de 

errores. El método no exige la existencia de una representación 

funcional explícita, lo cual resulta muy importante pues para 

estos casos no es posible la aplicación de técnicas de 

cu as i linearización. 

En resumen, las características más destacadas dei método 

son : 

a) es conceptualmente simple, 

b) puede aplicarse a todos los casos, virtualmente sin 

restricciones, 

c) es robusto (casi independiente de la inicialización), 

d) es estable, 

e) requiere tiempos comparativamente reducidos de 

computación, debido flU1damentalmente a los 

procedimientos permanentes de refrescado de la 

información. 

Tabla I - Comparación de tiempos de ejecución (minutos) 

a Método de "shooting" modificado Método integral 

2.5 135 62 

2.8 127 66 

3. I 115 80 

3.4 87 79 
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Los elementos antes citados lo tornan una alternativa 

interesante comparada con otras disponibles para la solución de 

problemas típicos de ingeniería de las reacciones. 
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ABSTRACT 

INTEGRAL METHOD FOR THE SOLUTION OF NON
LINEAR ORDINARY DIFFERENTIAL EQUA TIONS 

A powerful new numerical method for solving first order. 

non linear, ordinary differential equations, with either initia1 or 

boundary conditions. is presented. Then, the a1gorithm is 

implemented for the numerical reso1ution of the mathematica1 

mode1 of an heterogeneous, unidimensional. moving bed reactor, 

for the direct reduction of iron ores. Finally, computed results 

are discussed and compared with the ones given by other 

technique. Excellent numerica1 agreement was obtained, with 

better computing times, and others important advantages for the 

method presented. 
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Aacm NtJMERICAL MODELLING OF THE MINI-CLIME lN A SPORTS STADIUM 

Juan G. Sosa and Eduardo A. Brizucla 
Dep. lng. Mecánica, Uni v. Nncional de Mar dei Plata, 7600 Mar dei Plata- Argentina 

John H. Kent 
Dept. of Mech. and Mcchatronic Engineering, Uni v. of Sydney, NSW 2006, Australia 

S11_MMARY 

The design of ambie11t control .~vs tems for large public areas sue h as theatres and sports arenas exceeds lhe 
predictive capacit1• of COIII'elltional teclllliques du e fo the fomwtinll nf mi11i-clime.v due fo 11atuml COII
vection, heat mui l111midity given ojf hy the pu h li c. forced ve11tilafioll in/ets and outlets. etc. Numerical sim
lation o( the (low and temperature flelds is used to analvze a sports stadium which conflrms an unmtis
.foctory .desig;1. Th e use o( lhes e modelling techniques prior to comtmcting lhe system is recommended. 

IN'illül2UCllüN 

lhe Jctail analysís and dcsígn of hcalíng/a ír condítioning in 
lhe case of brge pnhlic halls (theatrcs, sladía) exceeds lhe 
prcchctive capacity of convcntional tcchniqnes, dne to lhe 
gencration of mini-climes Jue to natural convcction , hent and 
lnunidity givcn oll hy lhe puhlic, lhe placing or vcntilation 
outlcls, etc. 

Nnmerical simnlation cnn be uscd to ohtain a more detailcd 
prediction which can assist in the design of the ventilation or a ir 
conditioning syslcm This was donc, tor examplc, tor thc desig.n 
of lhe swn11Jning complex for thc SYDNEY2000 Olympics, 
whcre the code nnmcd AIRCON was nsccí. 

·n1e prcscnt work shows lhe rcsulls of lhe numcrical 
simulation of the mini-climc in the Estadio Polidcportivo (Multi
Sports Stadinm) of the city of Mar dei Pinta in Argentina, which 
was bnilt lor lhe Xfl Panamcrican Games held in 1995. 

The code nsed was a modilicd version of lhe abovcnamed 
1\U\CON, a compnlcr program 1\TÍtlcn in FORTRAN l<mgunge, 
espccially devclopcd for lhe prcdiclion or nir Dows in closcd 
cnvironments . with a ir conclitioning. lhe codc was originally 
1\Tiltcn by J. 1-l. Kcnt nt Sydney Universily (Ken!, 1994 ). 

The pmposc or thc lask 'Nas to obtain ll\111lerical solntions or 
thc a ir Dow and concentratíons of water vapor, to be able to pio! 
pattcms or tcmperatmc , rela tive humidity anel a ir velocity, to bc 
uscd in lhe vcrilication or thc hcnting/vcntilation system dcsign. 

UTE MULTI-SPORTs_sTN)!UM 

Description. The Mnlli-Sporls Sladium is n closcd hall 
mcasuring approximatcly 90x70 111 , wílh an average hcight of 20 
111 . ll has n capncity of (>500 scatcd spcclators , and is used for 
various leam sports suei, as haskclball , volleyhall, handball and 
gymn<~sti c>. Figure 1 shows <1 quarter seclion with some dctails 
of gcometry and main dimcnsions. 

lhe stadinm is locatcd in a tcmpcrate/cold zone , and hcnce 
only vcntilation and hcating wcrc providcd for . Heating lcvds 
anel nir rencwnl werc spccificcl to kccp ambient air nt 22°C 
average, anel recommended leveis of relativc hnmidily for 
comt'ort. 

ll1ç_ __ _ll_çill_illg/_y_en1il<tJion __ SllicJ1L Th;s consists of !11·o 
superimposcd nir lluw circuits: recirculation and air rcncwal. 
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Figure I - Skctch o r a qunrtcr of lhe main hall 

-ll1e lirsl circulates by dcsígn 992 m3/min which are taken on- a\ 

playing levei, heated if rcquircd, and reit\jec\ed by means of 
ventilation Jucls placed ncar tl1c ceiling. ll1e second circnit 
takes npproximatcly 2548 m3/min of fresh outside air which is 
hcated as rcquíred, mixed with lhe lirst Dow, <~ncl reinjccted via 
the same points . Vitiated air is extractcd using lour exhaus\ fru1s 
placed on thc roof and it also exits via doors and various 
openings, dueto lhe hall bcing slighlly overpressmised. 

·n,e heating system is common to boti1 circuils anel consists 
ofhol water boilers and wnter-air raclintors , with a total instal\cd 
power of2 .5 MW. 

lnside thc ha\1 the air is heated litrther due to the public, anel 
is humidilied by the puhlic's respiration and perspiration. 

The hall can bc considered symmelrical with respect to lhe 
cen\er vert ical planes, and is thus dividcd inlo fonr quartcrs for 
this study. The air tlow entering cnch quartcr via the ventilation 
Jucts amounts to 885 1113/min. "l11e roof extractor fan removes 



504 m3/min, and lhe grids at playing levei ex!ract and 
recirculatc 24R m3/min. ·n1e remaindcr ( 133 m3/min, or 15°/., of 
lhe inlet f1ow) exits via the comer wells, doors and openings, to 
the gallery smTot.mding the main hall. 

Energy Balances. The enlhalpy balance insidc lhe hall is: 

hin+hsens=hout+hloss· (I) 

whcre sem stands for lhe scnsible hcal given otT by lhe puhlic 
and loss for lhe hcat losses through the walls and f1oor (lhe 
ceiling is lhennnlly insula!ed). TI1ere is also a component of 
cn!hnlpy due lo lhe fact llwt humidily given off by lhe puhlic is 
produced al near body tcmpcratnre whilst it !caves lhe sladium 
at exit tempem!ure. "llüs componenl is neglccted as it amounts 
to about l% of lhe cnthalpy of the circulating fluid. The h cal 
required to evaporate perspiration and water vapor in respira!ed 
air (ln!cnl hcat) is provided by lhe puhlic bodies, and as such 
does not entcr in lhe fluid cnthalpy balance. 

The control paramelcr is lhe lempera!ure, and othcr t1ow 
paramctcrs are only checked to verify thcy fali within acceptable 
limits. "!11e heating system varies lhe tempera!ure or the nir 
flowing into thc hall (recirculated plus renewal) as required to 
keep the temperature o r lhe a ir extracted via lhe play levei grids 
at lhe dcsign v alue of 22°C. 

I3ccause of the sensible heat given ofT by thc public a 
situation may arise where not only is heating not neccssary, but 
cven withoul heating lhe temperature at the control point will 
excced the design value. This condition dcpends on lhe 
temperature of lhe exterior (renewal) air and the amount of 
public present, and is tcmJcd the limit temperature condition. 
Bcyond this point it is not possible to control lhe hall's amhient 
since lhere is no provision for cooling lhe air tlow. 

'n1e inlct air f1ow is a mixture of recirculating and exterior 
mr. ll1c enthalpy balance at lhe air heating/mixing cabins is: 

hin=hrec +hcxt+hheat · (2) 

Under limit lemperature conditions hhea!= O. Substituting 
hin from Eq. ( l) and rean·anging: 

hext=hout+hloss-hsens-hrcc. (3) 

With the air flow rates given above, 72% of the air injected 
into lhe hall is frcsh and 2R%, recirculated. Hence, if m is the 
total a ir mass llow rate: 

hcxt= 0.72 m Cp Tlim ( 4) 

hrcc= 0.2R m Cp Tout (5) 

hout= 111 Cp T out (6) 

wherc we have made lhe exterior temperature equal to lhe limit 
value, nnd lhe exit temperature T0111 is nssumcd unifonn 
everywhere in lhe hall. Irence, suhslituting into Eq. (3) and 
rcnrrangmg: 

Tli111=,(m Cp T0111+h1055-0 .28 m Cp T011rhsens)/(0.72m Cp) (7) 

V alues subslituted me Cp= I 000 m2/sec2K, . T
0111

=22°C, 
m= 17.7 kg/scc. lhe scnsiblc hcat was calculated for lhe full 
stadium (1625 pcrsons per qunrter) as 171 KW (105 W per 
pcrson). 

Losses tluough lhe walls nnd t1oor were cstimated as 
follows: assuming unity Lewis numbcr: 

l.c=Pr/Sc (R) 
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wc obtain: 

"-=l~.tCp/Pr (9) 

The tmhulcnl viscosity ~~~ was estimated from lhe Law of lhe 
Wall (Rodi , l9R4) wi!h a lO% tmbulence on an average velocity 
of 1.0 m/sec, rcsulting in: 

flt= 1.5 X 10-) kg/tn-~CC (lO) 

With a l)11Ícal Prnndtl Number of 0 .7 lhe conductivily 
rcsults À.=2 .2 W/m-K. Floor and wall temperatures for tl1e cold 
months were estimatcd at 8 and l2°C rcspectively, which 
yieldcd a heat loss 

htnss =L: À./\/\ T/ /\x ( 11) 

of approximately 30 KW (This was confinned hy lhe simulation 
results ). 

With these values the limít temperature from Eq. (7) is 
l0 .9°C 

NUMER1CAL SlMULATlON 

Eguations Solveu The method consists in discrcti7.ing hy the 
fmite Volume Mcthod and solving lhe conservation equa!ions 
for lhe various scalars given hy the generallorm: 

( 12) 
r}J(! r7 ( ) (I - - + - - pu(!+ J (I = S 
ot ex 

i 

where ~ is lhe general scalar, -'cf> is lhe diffusive f1ux and S~ is 
the source/sink tenn . The difTnsive f1nx is modellcd using a fonn 
of Fick's law of difli1sion : 

!tP 
J --r.~.. -

(I - 'I' 8 X; 
( 13) 

where r~ is lhe ditl'usivity, equnl to lhe turbulent viscosity 
divideJ by lhe turbulenl Prandtl/Schmidt numher. 

We solve conservation cqnations fór mass (~= I), momentum 
(~=u, v, w), the lwo-equation turbulence model (~=K,c ), enthalpy 
(~=h) and mass fraction of water vapor (~"'y ll2Ql· The llow is 
considcred steady, incompressihle, whence lhe source tcm1s are: 

11 (/p él ( 011) o ( élv) c7 ( 011') s =--+- r,,- +- r,,- +- r,,-
c?x élx c?x (?y 1/x élz c?x ( 14) 

v (ip o ( _ 011) c'l ( _ c?v) o ( c!w) S = --+- ! 11 - +- ! 11 - +- r,,-
ry (lx ;:v 8v ry 8z ~v 

w cp 8 ( cl1) r1 ( &) o ( c1v) s =- . +-- r;, - - + - r;, -- + - r;, - -g(p -p) 
/z c?x à cy ,-z {Z ,-z O 

SK = G + G - p t; 
[] 

Se = [C
1 

(G + max(G B. O))- C1p&j~ 

-
(15) 

(16) 

( 17) 

(18) 

:::~{J~(~-~'f +(0'1 -~(~.-·"?]+(~' +0.> 1 . r~- -' /~~:((~ +~,il) 
t t a,) c~) & ) r~' c~).\&· 0) & ex) 



~'. 

~_I_ 1}7 G =g 
13 a p !Jz 

(Duoyancy conlribution) (20) 

Note lhal according to the model (Rodi , 1985), only lhe 
positive huoyancy conlrihulion is included. 

The turhulent viscosity is calculated from lhe two-equation 
modelas: 

(21) 

and the Pramlll/Schmidl numhers a are 1.0 for lhe Navier

Stokcs equntions, 0.9 nnd I 22 for K and r, , anel 0.7 fór h anel 
Yll20 The two-equation model constants are C 1 =1.44 nnd 
C2"' 1.92 and Cu=0.09 

The sourcc lcnns tor cnthalpy and mass fraction of wal<::r are 
given ns scnsíble hcat added!losl, nnd as mnss of water aelded , 
per unit time aud per unil pmjcdcd arca. rcspcclivcly. 

Wilh lhe mnss fi·action of waler Y ll20=mnss of waler/mass 
of míxture , lhe molar mn ss fraction is computed as: 

H' 
X = ---- r (W = Molecular mnss) 

//20 IV 1120 
1120 

and the relalivc humidity as 
(22) 

_ Pnw pXJ/20 
R/1 - = - --

P/120,s P1120.s (23) 
where p is lhe pressure, and lhe saturnlion rressure Pr 12o,s is 
ohtaineJ liom a look-uptablc ((Jr lhe tempemlme. 

The conservation equalions are Jtscretizcd using thc llybrid 
MelhoJ (l'alnnknr, 19RO), using a tlnite volume technique. Thc 
discrclizcd cqualion is finnlly \Hiltcn : 

a rf! =a rf! +a j/1 +a rf! + a rf! + a rf! +a rf! +b 
I' P I~ h' J1 W N N S S T T B 13 (24) 

wherc P sl <mds ror at lhe ccnter point o r lhe ccll, E, W, N . S, T 
nnd B lhe six spalial dircclions (including Top and Botlom). nnd 
h is lhe cow;tanl pari of lhe sourcc tenn . ir any, which lw s bccn 
lineari1.ed <Js: 

S 1~ = rf!Sl'rft +Si ! !{! 

h= surfi 

"I' r/! o!' = o E +aw +a ,v + as +ar + a/3 - . 

(25) 

(2ó) 

(27) 
lhe discrcll!.alion is done over a Cartesian grid of 50:--;4:1:--;:<6 

cclls in lhe (:--;,y,;.) dircclions, with !incr gríds \\hcrc requircd . 
Figure 2 shmYs lhe resulling model o r lhe qunrtcr 

The resulting systcm of linc<Jr ditTcrence cqualions is solved 
by the /\llernnting Direction lmplicil (/\DI ) mcthod, includin g 
over-rela:--;ation as desircd. 

Dmmdao· qud Te.s.US2n9.itions Simubtion of the bodtcs of lhe 
public would have required <1 much lincr gricl on the stands , 
which \Yas considcred unjnslificd for U1e pnrpose of the prescnl 
work. llcncc. lhe puhlic \\·as only rcprcscntcd by thcir 
contrihntinn in sensiblc hcat and walcr vapor, in othcr respccts 
bcing p<1rl or n solid wall smfncc (lhe stancl) . 

13onndary cclls are of fom l\lJCs : Wall , Inlcl, Ontlct aml 
S\111mctry. Boumbrv conditions for cach tyve ccll are gíven as 
Dirichlel or Ncnmann conclitions as follows: 

For wall lvpc cclls , u~v=,\=0, lhe Law of lhe Wall applies , 
·and Dirichlel conditions npplv lo enth<1lpy and \\·ater mass 
lraclion (=0), exccpt fin U1c slands . ln thcse wc applv somce 
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Figure 2 -Mude! Gríd 

tcnns of sensible hent anel prodnction o r waler vapor of I 05 W 
and 0.04 g/sec of waler per person, wilh a density of lhree 
persons per squarc meter of projccted stand smface li.Jr lhe fitll 
st adinm . 

For inlct lypc ccll s wc apply Diri c!tlct conditions to vclocity, 
enthnlpy anel waler mass fraction, and Neumunn conditions (uil 
gradient) to ali others. 

foor outlel type cclls we apply Dirichlet conditions to t.he 
tangenlial componcnts (=O) and Neumann co11ditions lo ali 
othcrs (nil gradienl). 

For synunelry type ce!ls we npply Neumann conelitíons (total 
!1ux equal s 7.ero) in lhe nonnnl directio11 . 

Simu.l;Jtion results . Compulntions werc pcrfonned with 
various combinalions of extemal conclitions aml puhlic load. On 
a standard 4R6PC and \\il.hout using lhe Imtltigríd facility , 
~ucccss fitll mns werc complcled in approximalely 3 honrs. 

·n1e rcsults sho\\11 hcre correspond to lhe liiii stadium and to 
an audicnce of 20'!/o capacity, both with an externa! ltmperature 
o[ 11 °C (limil case). 

Figure .l shows velocily vectors anel lempcrature eonlonrs 
whi lsl Figure 4 shows contours of relalive humidity, bolh on 011 
Y-Z plane pnssing U1rough lhe ccnler or Lhe roof cxhausl fan, I(JT 
lhe full nudience. f-igure 5 c.orresponds to Figure \ bul for 20'% 
audience. 

Figures 6 anel 7 show linc contours of conslnnt tempcrnture 
on plan~ of conslant x nnd y coordinalc, for lhe titll audíence. 
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DISCUSSION ANU CONCLUSIQNS 

The tirsl few occasions on which lhe sladimn was used gave 
lhe imprcssion that lhe ambient control systcm was not cntircly 
adequate. Direcl obscrvation of mnbient condilions wilh 
approximalcly 50%, audience confinned a largc degree of 
stralitication or lhe air ncar the play lloor, poor air rencwal , and 
exccssive lcmperature and hnmidity at lhe slamls. W1U1 an 
exlcmal air tcmperature of 13°C, the lcmpemturc at playing 
leve! was 21 °C (wilhin specs), but rcached 27°C at thc stands. 

Nnmerical simulalion results conlinn ú1esc obscrvations anel 
show U1cir origin : natural convection is dominanl over thc stands 
anel the sensiblc hcat givcn oiT hy the public causes thc obscrved 
tcmperatmc riscs. D1e air ii~ection system is not adequatc: lhe 
vertical iujcclion porls can nol overcome lhe hol air rising from 
lhe slands, and lhe horizontal ports are largely ineffecti ve, 
c!irccling the rccirculating/rcnewal air tlow stwight onto the 
exh<msl f~n Rclativc humidity does not appear excessive , 
allhough lhis is prohahly duc to lhe re1alive hurniclily of lhe 
rcnewa1 air on lhe day of U1e observations being higher than 
used in lhe compulalions. 

The use of Cartesian grids resn1ted in difficulties in 
modelling LCatures wilh curvecl surtaces (roof, ducting) anel 
those oblique lo the axes (comer stands), anel Bounclary fitted 
Coordinalcs woulcl have saved modclling ctTort. However, lhe 
rcsults ~how lhal U1e les~cr accuracy did not prevent a useful 
alia1ysis Clcar1y Lhe use of numerical moclelling or lhe intemal 
mini-climc of Jargc public arcas must be highly recommcncleclto · 
verify a design bctorc ii is cxcculed . 

RJ.JJ..:JU~N CES 

Kent, J. lI.; "/\ir condilioning modclling hy Computational 
Fluid Dy11amics", llrcltitect11ral Science Review, Vo1 37, pagcs 
I 03-113, Sept. 1994. 

Patankar, S. V., 1980; "Num~;·ical heat transler anel lluid 
Oow", IIemispherc Puhlishing, l9RO. 

Rodi, W. , !9R4; "Turbulcnce modcls and lhcir applications 
in l1ydrau1ics" , 1ntemationa1 J\ssociation of llydraulic Rescarch, 
Roltcrdam, Fcbnwry 1984. 

Rodi, W., 1985; "Calcu1ation of slahly stratitied shear-laycr 
tlows wilh a buoyancy extenclecl K-1> lurbulcnl moc!c1", in 
T11rlmlence and f)ijjitsion in stable environments, J. C. R. llunt 
(Editor), pages 111-140, Clarendon Press, Oxford, 19R5 . 

132 



VI ENCIT I VI LATCYM Florianópolis, SC BRAZIL (November, 1996) 

A3Cm INFLUENCIA DE LA VENTILACION NATURAL EN LA 

TEMPERATURA DEL AIRE INTERIOR DE VIVIENDAS: 

MEDICIONES EXPERIMENTALES 

María E. Sosa, Luis A. Rosales 

Instituto de Desarrollo Experimental de la Construcción • Facultad de 

Arquitectura y Urbanismo de la Universidad Central de Venezuela 

Caracas- Venezuela 

RESUMEN 

La realización de mediciones térmicas en dos conjuntos de viviendas ubicados en la ciudad de Barquisimeto, 
Venezuela, permitió estudiar dos casos de ventilación natural y su influencia sobre la temperatura dei aire 
de los ambientes internos. El procedimiento consistió en medir simultâneamente la temperatura dei aire 
interior, la temperatura dei aire exterior, la velocidad dei viento incidente y la velocidad dei aire en 
diferentes puntos de los ambientes. Con ello se pudo apreciar cómo la ventilación natural reduce la 
temperatura interior y e! desfase de tiempo entre los valores pico de las temperaturas exterior e interior. 

INTRODUCCION 

El análisis de la calidad de las propuestas habitacionales 
implementadas en Venezuela durante los últimos a fios evidencia 
poca preocupación por los aspectos ambientales . El resultádo 
son viviendas de comportamiento térmico inadecuado, que 
atentan contra el bienestar de los usuarios . Una consecuencia es 
que se apela constantemente a equipos mecânicos de 
climatización, lo que acarrea considerables gastos de i nstalación. 
uso y mantenimiento. 

No obstante. se ha comprobado que para las características 
dei clima venezolano, un apropiado diseíio basado en climatiza
ción natural conduce en muchos casos a condiciones adecuadas 
de bienestar térmico. Es porello que en e! Instituto de Desarrollo 
Experimental de la Construcción (IDEC) de la Facultad de 
Arquitectura y Urbanismo de la Universidad Central de 
Venezuela, se efectúan estudios orientados hacia el desarrollo 
de métodos de diseíio bioclimático, ai tiempo que se informa 
sobre los alcances de las iniciativas que entre tanto se realizan, 
mediante la difusión de resultados parciales y ejemplos de 
demostración. Dentro de esta estrategia global se enmarca la 
presentación de este texto, ejemplo ilustrativo de los beneficias 
que ofrece la ventilación natural en la calidad térmica de las 
viviendas construi das en regiones de clima tropical húmedo como 
el venezolano. 

El objetivo dei estudio consistió en dcsarrollar una 
metodología para determinar la velocidad dei aire en el interior 
de las viviendas; y asimismo evaluar la influencia de la ventila
ción natural en la temperatura dei aire interior. Representa los 
resultados y analisis de mediciones experimentales en sitio. 

DESCRIPCION DE LAS VIVIENDAS EXPERIMENTALES 

Las mediciones térmicas se realizaron en dos conjuntos 
residenciales ubicados en la ciudad de Barquisimeto. Venezuela. 
Esta ciudad se encuentra en las coordenadas I 0°07 'N- 64°41 '0, 
a una altitud de 590 m sobre el nivcl dei mar. La temperatura 
media anual es aproximadamente 25°C, la temperatura máxima 
30°C, la humedad relativa 77% y la radiación solar media diaria 
540 callcm 1

. La dirección predominante dei viento es NE y la 
velocidad media anual es 3,3 m/s (Berna! F.A .. 1983) . Si se 
toma como referencia el diagrama bioclimático propuesto por 
Givonni para e I diseíio de viviendas mediante ventilación natural 
(GIVONNI B .. 1978), se puede afirmar que las particularidades 
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meteorológicas antes descritas brindan la posibilidad de lograr 
condiciones de confort térmico aceptable. 

La figura IA muestra el primer conjunto de viviendas 
experimentales, el cual denominaremos ConJunto Residencial 
A. Se indica la orientación dei conjunto, la numeración asignada 
a cada casa y la dirección predominante de los vientos. Cada 
unidad de vi vienda tiene 46m2, distribuidos en una sola planta. 
El sistema constructivo es una estructura metálica de mallas 
electrosoldadas de acero laminado sobre las cuales se proyectó 
mortero de concreto, conformándose una cámara de aire no 
ventilada. Los techos son en pendiente a dos aguas y teja 
asfáltica como acabado final exterior. 

FIGURA I A - CoNJ UNTo RESIDENCIAL A 

El segundo conjunto residencial (Conjunto Residencial B) 
es una larga h i lera de viviendas adosadas entre sí (figura I 8). 
Cada unidad de vivienda tiene 120m2, repartidos entres niveles . 
Las fachadas posteriores se encuentran aliado de un área verde 
de grandes proporciones, por lo que los vientos se reciben en 
forma franca . El sistema constructivo es el mismo dei Conjunto 
Residencial A. 

Considerando que sólo se pretende tener una apreciación 
general de la influencia de la vcntilación, se omitió el efecto 
prooucido por el muro de lindero y las casas, tomándosc como 
referencia dei viento los valores medidos dentro de los límites 



de la parcela. Para la fecha de las mediciones, los dos conjuntos 
residenciales estaban recién construidos y se encontraban sin 

Figura 18 -Conjunto residencial 8 

YELOCIDAD DE AIRE EN EL INTERIOR DE LAS 
YIYIENDAS EXPERIMENTALES 

El método consistió en tomar mediciones simultâneas de la 
velocidad dei viento en un punto en e! exterior ubicado a 
sotavento y a la misma altura de las ventanas y de la velocidad 
dei aire en varios puntos de cada ambiente. Los resultados se 
extrapolaron para una velocidad de viento de 1 m/s (velocidad 
de aire/ velocidad de viento). 

Con estos valores se dibujaron mail as que dan una primera 
imagen de cómo varfa la velocidad dei aire en los ambientes 
internos. A manera de ejemplo, se muestra en la figura 2la mail a 
obtenida para el segundo piso dei Conjunto Residencial 8. 

Mallas como és ta permitieron calcular y trazar las líneas de 
igual velocidad de aire (isolíneas de velocidad) . A continuación 
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' 
se muestran y se comentan brevemente los resultados obtenidos 
en las Casas 2 y 3 dei Conjunto Residencial A (figuras 3A y 38) y 
en la Planta 8aja y el Primer Piso dei Conjunto Residencial 8 
(figuras 4A y 48). 

Si se comparan las figuras 3A y 38 (Conjunto Residencial 
A), se aprecia cómo difieren los flujos de aire en el ambiente 
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FIGURA 3A y 38 - VELOCIDAD DE AIRE INTERIO / VELOCIDAD DE 
VIENTO INCIDENTE. CONJUNTO RESIDENCIAL A 

Sala-comedor cuando el viento penetra a través de ventanas de 
fachadas opu estas: en la casa 2 se produce una mejor repartición 
dei flujo, por transitar el aire desde un ambiente de mayor 
dimensión bacia ambientes de menor tamai'ío, generándose un 
estrangulamiento en las puertas y un aumento de la energía 
cinética; por e! contrario, en la casa 3, ai pasar el aire desde las 
Habitaciones bacia la Sala-comedor, se produce una disminución 
de la energía cinética. 



Las isolíneas de velocidad dei Conjunto Residencial 8 
(figuras 4A y 48) ilustran la tendencia dei aire a mantener su 
flujo natural : en la Planta 8aja, la ausencia de un muro de 
separación entre los ambientes Sala y Comedor genera una 
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mejor repartición de aire en todo e! piso; por el contrario, en el 
Primer Piso, casi todo e! aire penetra por la Habitación I y sale 
por e! Estar, con poca tendencia a desviarse por la Habitación 2. 

El mismo método se utilizó para medir la velocidad dei aire 
en las ventanas, lo que a su vez permitió estimar el caudal que 
atraviesa la vivienda. La figt:ra 5 muestra las isolíneas de 
velocidad de aire en las ventanas dei Primer Piso dei Conjunto 
Residencial 8 . En este caso, el viento llega dei noreste sin 
encontrar obstáculos y penetra por la fachada posterior. La 
elevada velocidad con la cual éste penetra se debe a la barrera 
de grandes proporciones que constituye toda la hilera de 
vi viendas, generándose en las ventanas un considerable aumento 
de velocidad. Por esta razón se hizo evidente que no existía eje 
neutro (Iinea que define para una ventana Ia frontera entre el 
flujo saliente y el flujo entrante) . Se puede suponer que la 
pequena diferencia entre los valores obtenidos para el caudal de 
entrada y el caudal de salida se debe a la presencia de la escalera. 
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Figura 5- Velocida dei aire en las ventanas I 
velocidad dei viento incidente. Conjunto residencial 8 . 

Ventanas dei primer piso. 

INFLUENCIA DE LA VENTILACION EN LA 
TEMPERATURA DEL AIRE INTERIOR 

Con la finalidad de apreciar la influencia de la ventilación 
en la temperatura dei aire interior, se hicieron mediciones 
comparativas de temperatura en el centro de los ambientes Sala
comedor de las cuatro casas dei Conjunto Residencial A, 
manteniendo las ventanas de las. casas 2 y 3 abiertas y las de las 
casas I y 4 cerradas . Asim'ismo se midióla velocidad dei aire en 
las casas 2 y 3, que fueron las que permanecieron con las 
ventanas abiertas (figuras 6A y 68). Todas estas mediciones 
fueron el resultado de registros contínuos hechos durante dos 
períodos consecutivos de duración una semana, correspondi en
do la primera semana a las casas I y 2 y la segunda semana a las 
casas 3 y 4. 

La figuras 6A y 68 ratifican la influencia de la orientación 
de las ventanas en la velocidad dei aire en el ambiente Sala
comedor: en la casa 2, donde el aire penetra por las ventanas de 
dicho ambiente, la velocidad interiores aproximadamente 60% 
de la velocidad dei viento incidente; en la casa 3, donde el aire 
penetra por las habitaciones, la velocidad interior es tan solo 
I 0% de la velocidad dei viento incidente. 



Las figuras 7 A y 78 muestran el promedio diario de la 
temperatura dei aire en el ambiente sala-comedor de las casas I 
y 4 (sin ventilación), de las casas 2 y 3 (con ventilación) y dei 
exterior. 
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Se aprecia que en las casas sin ventilación la temperatura dei 
aire interior varía poco a lo largo dei día; esto se debe ai efecto 
amortiguante de los cerramientos, efecto que se acentúa conside
rablemente cuando se aislan los ambientes internos; por lo 
mismo, las temperaturas máxima, media y mínima interior son 
bastante mayores que en el exterior; igualmente se produce un 
desfase de 3 horas entre las temperaturas máximas exterior e 
interior. 

Cu ando se abren las ventanas (casas 2 y 3), los intercambios 
de aire entre el exterior y el interior provocan temperaturas 
interiores intermedias entre aquellas que tienen las casas sin 
ventilar y el exterior; disminuyen los valores medios, máximos 
y mínimds, así como e! desfase entre las temperaturas máximas 
exterior e interior (de 3 horas a I hora). 

Como ya se mencionó, las casas 2 y 3, de orientaciones 
opuestas, se mantuvieron ventiladas; por su parte, las casas I y 4, 
también de orientaciones opuestas, se mantuvieron sin ventilar. 
Una comparación entre los aumentos de la temperatura interior 
referidos a la temperatura exterior para los ambientes Sala
comedor de las casas ventiladas por un lado y las no ventiladas 
por e! otro, permite apreciar la influencia de la orientación de la 
vivienda (figuras 8A y 88 ). 
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Se observa. tanto en las casas ventiladas como en las no 
ventiladas. un mayor aumento de la temperatura en e! ambiente 
Sala-comedor cuando las ventanas de dicho ambiente están 
orientadas hacia el Oeste; estas ventanas no sólo no reciben los 
vientos. sino que dejan penetrar directamente la radiación solar 
durante las horas de máxima intensidad (comienzos de la tarde); 
por otro lado , se constató que las fachadas a las que pertenecen 
estas ventanas. por estar precisamente expuestas ai sol. sufren 
serios aumentos de calor, lo que provoca un incremento adicional 
de la temperatura interior. 

La figura 88 referida a las casas no ventiladas da una idea 
de la magnitud de este aumento . El calor almacenado en las 
fachada s se transmite hacia las superfícies internas por 
conducció n (flujo de calor en el interior de los ce rramientos). y 
luego ai aire interior por convección (flujo de calor entre las 
superfíci es y el aire). Si se advierte que estos atlmentos de 
temperatura son mayores que en e! caso de los ambientes 
ventilados. se comprenderá la importancia que tiene sustituir el 
aire interi or por aire más fresco proveniente dei exterior: de este 
modo se enfrían las superfícies internas. puesto que el calor 
interca mbiado por convección es proporcional a la velocidad 
dei aire y a la diferenci a de temperatura entrt: e! aire y las 
superfícies. 

CONCLUSIONES 

Los ejemplos de ventilación natural descritos en este texto 
enseiian la dependencia entre la geometría de una vivienda, su 
orientación y el flujo de aire en los ambientes internos; asimis
mo, present an a la ventilación natural como un medio efectivo 
para disminuir la temperatura dei aire en el interior de las 
viviendas. La metodología aquí utilizada para apreciar los 
flujos de aire constituye una alternativa inte resante y fácil de 
ejecutar. estando ai alcance de lo s profesionales de la 
construcción deseosos de conocer las cualidades ambientales de 
sus proposiciones. No obstante, la puesta en servicio de un 
método general mediante el cual sea posible predecir la ventila
ción natural desde la misma etapa de di seiio. requiere de un 
tratamiento mucho más amplio. donde se conjuguen los conoci
mientos acumulados en otros países con una propuesta regional 
basada en mayor número de mediciones , tanto en edificaciones 
reales como en laboratorio, complementadas con modelos 
numéricos y/o analíticos de predicción . 
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ABSTRACT 

Natural ventilation and it's relation with indoor a ir temperature: 
an experimental study 
Thermal experiments where carried out in two residential 
complexes in the city of Barquisimeto, Venezuela. The aim was 
to study natural ventilation and its relation with indoor air 
temperature . The procedure consisted in taking measurements 
ofindoor and outdoor ai r temperatures , wind speed and direction 
as well as indoor airflow at severa! points inside the houses . 
These experiments confirmed that natural ventilation reduces 
the indoor air temperature and the time-lag between the 
maximum values of indoor and outdoor air temperatures. 
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SUMMARY 

For over a decade, the European Commission has consisrently supported research and development in the area 
of building performance prediction. The primary rationale has been to promote the reduction of energy costs 
and environmental pollution, without any corresponding reductions in comfort or air quality. These 
developments have been undertaken wirhin a large number of multi-national projects: from advanced glazings 
and photovoltaic facades, through passive solar component testing and design too[ integration, to the use of 
renewable energies. The paper describes rhe use of state-of-rhe-art building performance simulation in 
European research acrivity, with particular emphasis on research projects in which ESRU have been involved. 

INTRODUCTION 

ln an effort to meet increasingly more stringcnt 
demands for energy efficiency and environmental. 
acceptability, the building design community is exploring 
more innovative approaches. However, these new 
approaches often entail greater complexity in the 
interactions between heat, light and ftuid ftow. ln order to 
predict the building performance of designs which may 
include passive solar, natural ventilation and daylighting 
techniques, responsive building energy management 
systems etc., designers are turning to simulation as a 
means of modelling a building and thereby evaluating its 
performance at the design stage. 

Within Europe, Design Support Schemes have been 
establisheJ which offer advice to clients on building 
design issues related to energy and the environment 
(McElroy 1993). The increased application of simulation 
as part of this advice is evidence that simulation programs 
have progressed to a stage where they can be cost 
effectively applied. ln addition , in the UK, the Chartered 
Institute of Building Services Engineers (CIBSE) has 
recently commissioned an application manual to provide 
guidance to members on the selection and appropriate use 
of simulation programs within the design process. 

lt is against this prospect of widespread use that the 
current research effort, supported by both national and 
European funding, is seeking to evolve more powerful 
modelling techniques, develop validation methodologies, 
address performance assessment issues, construct standard 
information sources, prototype intelligent interfaces and 
elaborate frameworks for design integration. Some of 
these developments are discussed in this paper, with 
details of relevant EC-funded projects currently underway 
and recently complcted. 

Many of the projects described involve the use of 
the ESP-r system, which has been under development at 
the University of Strathclyde for over 20 years, and which 
has been adopted by the EC as a reference program for 
use in building related projects. For this reason, a brief 
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introduction is first given of the capabilities of the 
program. 

THE ESP-r SYSTEM 

ESP-r (Clarke 1985) is an advanced simulation 
environment for the appraisal of building/plant systems in 
terms of energy, air and moisture ftow, electrical power 
requirements and air quality. It has evolved significantly in 
recent years under the inftuence of actual use in practice 
(Hand and Hensen 1995). The system can be 
characterised by: 

its research orientation, with the objective to simülate 
the real world as rigorously as possible while taking 
imo account ali building and plant energy and ftuid 
ftows and their inter-connections, and 

well documented source code available to the research 
community within a UNIX environment. 

ESP-r employs a finite volume numerical approach 
in which data describing a problem (in terms of geometry, 
construction, internal gains etc.) is transformed into an 
equation-set representing the conservation of energy and 
mass within constructions, air volumes and plant 
components. At the core of the simulator are special 
purpose numerical solvers which are able to process these 
equations as a function of system topology and control 
system interactions. Linked to these solvers are the 
various domain theories for radiant interchange, 
conduction, ftuid ftow, convection, casual gains etc. The 
system is so designed that the installed algorithms can be 
replaced readily as the state-of-the-art progresses. 

Within ESP-r the building- and plant-sides are 
modelled by the sarne mathematical approach : as 
networks of nodes representing discrete regions (of solid 
materiais, air, working ftuids, etc.) connected together to 
represent potential heat and ftuid ftow streams. Within the 
simulator, each region type is assigned a 'coefficient 
generator ' which can develop the governing equations at 
run-t!me for transmission to the central solvers. 
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Figure I : The ESP-r System in Use 

ln the case of fluid flow, three modelling 
approaches are offered. At the simplest levei, scheduled 
air change rates can be specified. Altematively, the flow 
paths can be represented as a distributed leakage network 
containing components such as cracks, ducts, pipes, 
windows, doors, filters , fans, pumps and dampers. At 
each time-step, an iterative process ensures mass balance 
throughout the network as a function of the prevailing 
pressure and temperature conditions and control signals. 
At a more detailed levei it is possible to establish a 
domain - a single room say - for processing via a 
computational fluid dynamics approach, and integrate this 
within an ai r flow network. 

ESP-r, like ali simulation programs, is demanding 
in terms of the type and quantity of data required to 
describe a problem. To support the process, the system 
offers two facilities. The first is a Project Manager which 
coordinates the problem definition session and gives 
access to the second facility: a set of databases containing 
prototype constructions, climatic sequences, plant 
components, occupancy profiles and a set of pre-existing 
models for use in training. The Project Manager can also 
give access to externa! applications - a CAD program for 
example - and map the resulting data set into the format 
required by ESP-r. 

Figure I is indicative of a session with ESP-r 
where some of these modules are employed to assess the 
performance of a building. ln the upper left, the user has 
imported a geometry schema from a CAD program into 
the Project Manager. To the right, the model is being 
attributed in terms of constructional types, internal heat 
gains and controls. ln the lower left portion the user has 
exported the model to the lighting program RADIANCE 
for visualization purposes. ln the centre and right, 
temperatures and relative humidity at severa! points 
throughout the building are displayed. Using the results 
analysis too!, the user can view performance at severa! 
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leveis of granularity, from the whole building case to the 
energy balance within an individual wall element. Lastly, 
in the bottom right of the figure, text from the on-line 
tutoria! is displayed. 

Different aspects of ESP-r are at present under 
development at various centres. ln undertaking these 
developments, each site accesses a central source code 
archive via an FTP server, retuming new code at regular 
intervals. ln this way conflicts are avoided and each 
developer benefits from the developments of others. 

The following sections deal with current EC 
research topics which have significant modelling 
elements. 

INTEGRATED PERFORMANCE 

ln the northern hemisphere, larger south-facing 
window areas improve the capture of solar radiation, with 
the potential to reduce space heating loads and reduce 
lighting loads through improved daylighting. However, 
the consequence is an increased potential for overheating. 
lntegrated simulation of both thermal and lighting 
performance is required to ensure good thermal and 
lighting comfort in addition to low energy consumption. 

Daylight Europe, funded by the EC, is a major 
collaborative project involving 20 research institutions 
(Kristensen 1996). lts objective is to communicate 
daylight research results to architects and engineers within 
the European building industry, with the focus on the 
exploitation of daylight to reduce artificial lighting. Of 80 
case study buildings being· studied, 21 have been selected 
for detailed monitoring. 12 of these are being evaluated by 
modelling. 

Lighting (RADIANCE) and thermal (ESP-r) 
analyses are used in a complementary role for in depth 
analyses for selected case studies. The overall building 
performance is assessed, firstly to ensure that good 



utilisation of daylight is not being achieved at the expense 
of other performance cri teria, such as thermal comfort and 
overall energy consumption, and secondly, to determine 
the effects of design vanahons and extrapolate 
performance to other design and climate cases. 

One interesting innovation in this project is the 
development of an "integrated performance view (IPV)", 
derived from the modelling work. This provides, in one 
summary figure, ali pertinent performance assessments to 
allow the designer to assess the integrated thermal and 
lighting performance. Figure 2 shows an early version of 
the IPV based on the the modelling results for one of the 
selected buildings, the Modane School in France. 

A new EC project has just commenced called 
IMAGE (lmplementation of Advanced Glazing in 
Europe). This project has some similar objectives as the 
Daylight Europe project, but with the focus on advanced 
glazing systems such as managed systems (e.g. 
electrochromics and encapsulated blinds), insulated 
glazings (e.g. aerogels), and improved framing systems. 
Three major glass manufacturers are involved in the 
project. Again the modelling component will focus on 
integrated performance, and will attempt to characterise 
potential benefits of these glazings at the full scale, with 
input for design consultants. 

As for ali modelling work, support databases are 
essential. One recently completed project, WIS 
(Advanced Windows Information System), has involved 
the construction of a database of thermal and optical 
characteristics of advanced windows (van Dijk and 
Bakker 1994). 

PHOTOVOLTAIC MODULES lN BUILDINGS 

Much interest has recently been generated in the 
concept of photovoltaic (PV) integrated facades where PV 
modules are incorporated into the fabric of the building. 
Overall efficiency and cost effectiveness is improved if 
use is made of both the electrical and thermal resource 
from such facades. Cooling of the PV paneis by the ftow 
of air within the facade has the additional benefit of 
improving the electrical efficiency. 

Two recent projects illustrate current modelling 
work associated with predicting the combined electrical 
and thermal performance. The first was a pilot project 
involving a demonstration facade on the ELSA building at 
the EC's Joint Research Centre at Ispra, ltaly, which has 
been fitted with amorphous silicon PV modules with an 
active area of 544m2

, giving a rated power output of about 
30kW (Figure 3). The work involved detailed 
experimental work on a test cell fitted with the modules. 
Measured data frmn the test cells were compared with 
predicted dtlta produted by ESP-r,. using its new facility 
for calculating electrical power output from the PV cells 
and integrating this power extraction within the usual 
energy balances. The project then involved studying the 
PV facade performance at full scale (Clarke et a! 1995a). 
The strategy, as with many other projects looking at new 
building components, is in outline: 
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i) to use detailed modelling from the laboratory or 
outdoor test cells to check, or calibrate, the ability 
of the computer model to predict performance; 

ii) to then scale up from the controlled environment of 
a test cell to real designs typical of the intended 
application (with a further check against measured 
data where possible); and finally, 

iii) to use the computer model with confidence, to 
investigate a range of design alternatives and 
climatic regimes for the particular component 
under study (Strachan 1993). 

The second project, one of the Solar H ouse projects 
(see following section), was similar in concept. ln this 
case, high efficiency mono-crystalline silicon cells were 
tested in a solar simulator, in order to determine the effect 
of temperature on cell efficiency, assess the enhanced 
efficiency associated with cell cooling and cavity heat 
recovery, and develop the mathematical model of the PV 
facade for use in estimating outdoor performance with the 
ESP-r system (Clarke et ai 1996). Table I illustrates the 
large improvement in facade performance possible when 
combined electrical and thermal efficiencies are 
considered. 

Weekin 
Winter Spring Summer 

hsolation (kWh) 26.5 132.2 211.6 
Electrical Power (kWh) 3.1 16.3 25.8 
Electrical Efficiency (%) 11.7 12.3 12.2 
Heat Recovered (kWh) 7.3 42.0 94.6 
CHP Efficiency (%) 33.2 44.1 56.9 
C02 Reduction (kg) 4.3 23.9 34.9 

Tab1e 1: Effective seasonal operating efficiencies . 

A new project commenced in summer 1996 called 
PV-Hybrid-PAS. This has the objective of studying a 
range of PV hybrid components (i.e. using heat recovery 
and electrica! output) throughout Europe. The modelling 
wmk will follow the sarne strategy as outlined above. 
After calibration, simulations at the real building scale 
will be undertaken in order to assess the utilisability of the 
generated electricallthermal energy, followed by a 
replication study to determine PV system performance in 
other European climates. A similar project, HYPRI, is 
aimed at roof mounted hybrid PV components. 

DESIGN EXEMPLARS 

The EC is promoting dissemination of solar 
technologies through the use of design exemplars. · A 
major program is the Solar "House" project which 
involves the designer-led incorporation of low energy 
components within European exe:nplary building designs. 
The intention is to demonstrate that such components can 
be harnessed without compromising accepted design 
principies. 
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Figure 2: Example of lntegrated Performance.View 

· Figure 3: PV Facade, ELSA Building, Ispra, ltaly 

To assist with component optimisation/integration, 
and ensure that one performance aspect (e.g. lower 
electricity costs through the use of photovoltaic facades) is 
not attained at the expense of another (e.g. increased 
lighting use because of reduced daylight penetration), a 
technical support service has been established. This 
service utilises the ESP-r system to appraise a building's 
overall energy and environmental performance. The 
support service is situated at the University of Strathclyde 
and operates under the direction of the SOLINFO 
programme (Fitzgerald and Lewis 1993). 
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PASSIVE COOLING 

ln Southem Europe, passive cooling is au 
important technique for energy conservation, particular1y 
in view of the 1arge recent increase in the use of . ·ai r 
conditioning (for examp1e, annual purchases of air 
conditioning equipment increased by 900% in a three yêar 
period in Greece at the start of this decade, resulting in 
peak energy demands switching to the summer period). ln 
response to this, between 1992 and 1995 the EC funded 
the PASCOOL project with the intention of developing 
techniques, toais and design guidelines in arder to 
promote passive cooling techniques in buildings 



(Santamouris and Argiriou 1993). The modelling group 
within the project split into four main tasks - solar control, 
natural ventilation, thermal mass and "PASSPORT+". 
PASSPORT + was a program developed within the 
PASCOOL project focusing on passive cooling 
techniques, but the algorithms developed within the 
program were published and made available for other 
simulation programs. Although the project had many 
deliverables, of note from the ·modelling point of view 
were a program called CPCALC which can calculate 
pressure coefficients around buildings given various site 
parameters as input, a detailed reference model for 
calculating the performance of externa! slatted blinds, a 
number of microclimatic data sets, and a database of 
experimental datasets collected within the project. 

Work in the field of ventilation is continuing with 
new EC projects - NATVENT, which aims to overcome 
technical barriers to low energy natural ventilation in 
office-type buildings in moderate and cold climates, and 
AIOLOS, aimed at wider dissemination of the ventilation 
strategies investigated within PASCOOL. 

VALIDATION 

This topic has received substantial attention in 
recent years, notably within the EC's PASSYS ("PASsive 
Solar Components and SYStems testing") project (1986 -
1992). The main objectives of the PASSYS project 
(Wouters and Vandaele 1994) were: 

To develop reliable and affordable procedures for the 
testing of the thermal and solar characteristics of 
passive solar (and other) components in a building 
system. 

To increase confidence in passive solar simulation 
through validation and further refinements. This work 
was extended to include the use of energy simulation 
techniques to extrapolate the experimental findings of 
a PASSYS test to real design cases and alternative 
climates. 

To increase confidence in pl\SSive solar simplified 
design through the activity of development and 
validation. 

The two main tools available to achieve these 
objectives were firstly, a network of high quality test sites 
throughout Europe, each equipped with 2 to 4 identical 
test cells, common sensor and data acquisition systems, 
and a flexible heating/cooling systern, and secondly, the 
simulation program, ESP-r. 

The PASSYS validation methodology (Jensen 
1993), building upon previous work, considered validation 
as a multi-step proces~. comprising the elements of theory 
and source code checking, analytical testing, inter
program comparisons, sensitivity analysis, and empirical 
validation . Ali aspects formed part of the research effort, 
but with the emphasis on empírica! validation. A large 
effort was expended in closely interlinking simulation 
modelling and the experimental test cell facilities; the 
former being used to help in the specification of each 
experiment and extrapolate experimental results to typical 
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design cases; the latter being used to 
component performance, provide data 
calibration and support model validation. 

characterise 
for model 

The work of PASSYS also addressed the 
calibration of simulation programs via the techniques of 
parameter sensitivity assessment, residuais analysis and 
parameter identification (Clarke et ai 1993). 

The development of a validation methodology and 
accreditation procedures are likely to assume a greater 
importance as simulation-based standards come into force. 
Initial steps in this direction are being tak.en at the 
European levei (van de Perre et ai 1991 ). 

INTEGRATION OF DESIGN TOOLS 

There are two main issues facing the effective 
integration of simulation (and the technology it is based 
on) in practice. Firstly, there is a need to put in place a 
consistent product model of a building and its systems 
from which the disparate design tools can obtain their 
inputs and return their outputs. This is a non-trivial task, 
especially if an attempt is made to accommodate the 
temporal dimension of the design process. lt is this issue 
that was addressed within the EC's COMBINE project 
(Augenbroe 1995). Essentially, the objective was to 
evolve an integrated data model (IDM) which can satisfy 
the needs of a representative set of design tools (for 
energy analysis, CAD, lighting, costing etc.). The IDM 
interface is then able to receive from, store and deliver 
data to the design tools in a manner which ensures that the 
data are accompanied by their related semantics. 

Secondly, given the existence of a suitable product 
model, the important question of design too! interaction 
must be addressed. This requires the development of 
formal frameworks of the design process, and 
consideration of such aspects as the support of design 
concurrency, the preservation of a history of transactions, 
the support of constructive user dialogue, incremental 
model definition and intelligent defaulting. 

One aspect of COMBINE was to explore the rorm 
of an intelligent, integrated building design system 
(IIBDS) which deals with sorne of these issues. 
Prototypes, based on an existing intelligent interface 
prototyping environment, the IFe (Clarke and Mac Randal 
1991), were developed to explore the issues involved and 
the problems to be overcome. At the end of the 
COMBINE project in 1995, these prototypes were 
demonstrated to architects and engineers, showing, at least 
for a well defined "project window" within the design 
process, how the interaction of the various design tools 
could be controlled, with the design tools exchanging data 
with a single project data model. 

INTEGRATION OF RENEWABLE ENERGY 

To complement projects mentioned above that have 
the general objective of reducing energy use (and 
therefore harmful environmental emissions) within 
buildings, the EC also funds research into how renewable 
cnergies may be used to match the energy demand. One 
such project (Clarke et ai 1995b) involves the 



development of a decision-support system for use by 
planners and energy managers engaged in the 
development of renewable energy resources at the 
regional levei. The objective of the system is to permit 
the matching of energy demand and renewable supply 
profiles while imposing appropriate economic, social and 
environmental constraints. Within the scope of the 
project, three regions in Europe with different renewable 
options (Highland Region in Scotland, Vale do Douro 
Norte Region in Portugal, and Andalusian Region in 
Spain) are being studied to quantify the local demand and 
supply potentials, to elaborate information processing 
strategies and to define environmental and socio-economic 
assessment criteria. 

The project aims to demonstrate that the use of the 
decision-support system will permit informed decisions 
regarding opportunities for the exploitation of renewables 
at both local (autonomous) and strategic leveis. 

CONCLUSIONS 

Many of the large multi-national projects underway 
in Europe in the field of building performance prediction, 
and energy conservation in particular, include a significam 
modelling component. This retlects the move towards 
simulation becoming integral within the design process. 
Some of these projects have been included in this paper; 
other important topics, such as. thermal bridge and 
condensation prediction, have not been covered due to 
Jack of space. 

There are still many barriers to the wider uptake of 
simulation by practitioners, and improvements to the 
technical basis as well as user interfaces are still the focus 
of research. However, it is integrated performance 
assessment and integrated use of design tools which offer 
the most significant potential for the future. 

One of the biggest challenges is to ensure the 
dissemination of the technology from these research 
projects. This is now being tackled by an emphasis in EC 
projects of demonstration and design exemplars, with 
collaborative working between designers and researchers. 
At a regional levei, Design Support Schemes are being 
established which can offer advice based on the 
application of simulation to a client's problem. 
Organisations such as IBPSA (International Building 
Performance Simulation Association) also have an 
important role to play. 
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R!SlJMLN 
( 'uundo se quil!re evuluur w1u ed(/icación en ji111ción de la culidad de/ uire, COI/ las mediciones 
experimelltUfes de ( '(}_, como IIII indicatii'O de/ síndrome de edifício el!/'et'R/0 S/;"1 :·, fu capacidad de eva fuar 
cual o cuales efeclos son predominantes para que estu suceda, se puede obtener mediante la ulilización de 
técnicas estadisticas hasadas en la experimenlación, que hacen posible U/1 anúlists amplio, sencillu y de 
alta validez sobre los efec/Us y .ms CO//Secuencias. con 1111 número reducido de p11tehus. utilizando 
adecuadamenle 1111 .\lodelo Factorial ]</'(lccionado Saturado, en poco tiempo v bajo casto. 

lNTRODUCCION 

Se hace necesario prohmdizar los conocimientos sobrt> la 
calidad dei aire interior cn cdifícacioncs, no solo por d csfucrzo 
puesto de manitíesto por arquitectos y disefíadores en la 
construcción de cdilicacioncs henndicas con cl aumento dd aire 
recirculado, disminuyendo los costos en aire acondicionado~ este 
interes por conocer los !actores que inciden cn la calidad dei a ire 
se maniliesta en diversos simposios sobre lc tema; 50 
Conferencia lntcmacional (I 990 ), hay un esfuerzo dado por los 
investigadores ambientalistas en e! desarrollo de métodos más 
exactos y sensibles para identili.:ar sustan.:ias como cl radon } 
otros compuestos orgá.tucos atrapados cn edificaciones 
hem1éticas~ mediante este trahajo se presenta un modelo basado 
en los Métodos Estadísticas de los Disefíos Factoriales 
Fraccionados Saturados v Sobro.::doblados. 

FASE PR.E-DISENO 

En esta fase el elemento a ser estudiado es la cantidad dei 
Dioxido de Carbono C02, presente eu una edilicación, tomando 
este valor como un indicador de la efectividad de los sistemas de 
venlilación tal como lo plantea Sterling (I 991 ), utilitando para 
ello los datos apartados por Wl equipo análizador de gases 
portátil , a continuación se prescntan los làctorcs considerados. 

Tabla I. Presentación dei Discfío Factorial 2 ' 

VARIABI .F. A ESTl TDIAR Nivdes Código 
BAJO AI. TO 

Ubicación de Oficinas 1 I l l11temas Ex temas - + 
Nivel dei Piso I 2 I Primcro Ultimo - + 
Servicio ai Público I 3 I Si No - + 
Temperatura oc [ 4 1 19 22 - + 
Tipo de Ambiente L 51 Abierto Cerrado - + 

Se debe realizar un estudio alo.::atorio en la edilicación en la wal 
se tomen muestras como mínimo dos por sitio y por área para 
luego etectuar la media de las mcdiciones en los ambientes, a 
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distintas horas dei dia~ se presentan cinco variables para el 
cstudio do.:: las cualo.::s 4 de dias sou cualitativas v otra 
cuantitativa como cs la temperatura general de ambiente~ se 
estiman 2 ' == 32 pmebas y sus respectivas réplicas, por los 
mnabientcs y a distintas horas, en todo caso no signilican menos 
de 640 prucbas \ con la aplicación de estos métodos cs posiblc 
reducirla a la mitad. !'ara el experimento se deben considerar 
como constantes, el Oujo de personas atendidas, la cantidad de 
personal fijo , el día de la semama, mcs v servicio que presta, 
equipo utilizado y distribución de la ventilación, etc . 

MODELO l·ACTOR!AL FRACCIONADO SATURADO 

En esta sección se muestra la utilidad dei patrón de 
contusión, tal como lo o.::stablccc Box ( 1978 ), cn esc estudio las 
variables de interés sou confundidas con los etectos de las 
interaccioncs de bajo y alto ordcn ya que los mismos se 
consideran insignificantes y lo realmente medible es el etecto 
principal de las variables, d término sarturado se reficrc ai 
hccho de llevar a su mínima expresión el número de variables a 
estudiar con 2 niveles v 5 variablcs a estudiar mediante el 
análisis de 3 de ellas, utÚizando el modelo 2' 2 == 23

, es decir, se 
requieren 8 pmebas y sus réplicas para evaluar el efecto de las 5 
variables. 

Para un DFF 2 K- ~' , c! valor de P indicará el número de 
generadores, a la vez cl valor 2P indica cl número total de 
combinaciones posibles dados por los generadorcs menos e] 

valor promedio, en un 2'-2 cxisten 2 generadores v 3 
comhinacioncs dadas por cl patrón de conti.1sión. Para este 
modelo se prcsentan dos gencradores de las colunmas de 
intcracción de làctorcs. 

Prirncr Generador I== 124 

Segundo Generador I == 1:15 

En la Tabla 2, se hace tUJa representación de los valores 
de las columnas de signos de las variahles [3] ., [5] y como c! 
producto de las mismas go.::ncra una columna de signos idéntica 



en stxuem:ia con la ohtenida por d valor de la variabk 11 L tal 
como lo plantea Cheng ( 19RO). 

Tahla 2 Valores demostrativos dei patrón de confusión. 

Yariable Principal Patrón de Confusión Signos 
(GENEH.ADOR ) de las variable 13 J y generados 

r I I 15] Ç()Jl la variabk r li I 35 I 
PJ I 5 I 

- - + -
+ - - + 
- - + -

+ - - + 

Gencradores I = 124 = 135 = 2)(> (I) 

Si en total se rcquiercn 3 combinaciones y cxisten 2, 
faltan por encontrar I wmbinación , tal como los presenta 
Andcrson ( 1980 ): 

1= 124xl35 = I 12345 = U345 = 2345 

Fn rcsumen se tienen los siguientcs valores: 

I= 124 = 135 = 2345 

Ln los Dtseíios rac.toriaks haccionados. tiene mucha 
impnrtancia aplicar c! niterio de rc.;dundancia dado por Box 
(I % 1 ). para hallar d decio de las variabks individuales, en d 
cual no st.: consideran los dcctos de interac..:ión de alio nrdcn Ya 
que más dc trcs variablcs no se cstiman significativas para el 
pro..:cso, los valorcs de los ckctos principa\cs \ con inlcrac..:ión 
poscen magnitudcs mm; superiores. entonces dc los 4 \alores dc 
comhina..:ioncs qucdan: 

1=124=135 

La Tahla .>. nntcstra los resultados de las mcdiciones dc 
CO: hipotéticas para un Diseüo l·actOJial haccionaJo Saturado\ 
las colwnnas de\ patnm dc con!itsión ohtcnitla. 

Ta h la 3. Respucsla ..:on un Disdío !·adorial 2 '_ , 

CORRJI)A DI SI NO DI : !.A MAIRJ/2 ' . ' = 2 ' 
Alcaloria Variah\cs 4 5 c o, 

1 2 3 12 13 J1Pll1 
1 - - - + + 635 
2 + - - - - (,')) 

3 - + - - + (,()3 

4 + + - + - 738 
5 - - + + - 610 
(, + - + - + 7 11 
7 - + + - - 6')5 
8 + + + + + 78 1 
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Una vez rcalizadas las ocho prucbas y sus respectivas 
réplicas en función de la medición de las ppm de col presc:ntcs 
eu cl airc, estos resultados mcdidos son promediados v 

tabulados como lo muestra la tahla. Se realiza la 
cxperimentación Jcl Diseiio Factorial haccionado Saturado 
Sobredohlado tal como se aprecia en la Tabla 4, que representa 
la ti.mción espcjo Jc las pruebas anteriores v cuyo ob]eti v o es 
poder mediante la utilización de dos matrices separar los etcctos 
principa\es de los dcctos Jc interacción de dos o tres tàctores, 
neccsaria para un análisis real de la situación, signiendo los 
criterios Jc Box v Hunlcr ( 196 I). 

Tabla 4. Discfío y resultados dc un Diseiio Factorial 
r racionado Saturado Sobredobbdo. 

CORRIDA MATRIZ SOBREDOHLADA 2 ., 2 = 2 ' 

Aleatoria Variab\es 4 5 co2 
I 2 3 12 1J ppm 

I + + + - - 756 
2 - + + + + 67R 
3 + - + + - 745 
4 - - + - + 773 
5 + + - - + 6&3 
6 - + - + - 724 
7 + - - + + 697 
8 

L___ 
- - - - 765 

------

St lo que se pretende cs conseguir cl efccto individual de 
cada variahle es neccsario establecer waks de los valores de las 
comhinacioncs acompafían ai clcclo individuaL para dto sc 
toman todas las comhinacioncs quc estén asociadas a éste, como 
sc mucstra a wntinuación para la variablc ubi..:ación de olicinas 

III 

1=124 = 135 

l:fecto III = r l + 24 + 35 I 

Los ckctos sou prcsentados como la matri; A: 

I k<:to III = 11 + 24 + 35 I 
t:b:to r21 = 12 + 14 I 
Erecto [3] = 13 + 15 I 
t:Jecto [41 = 14 + 12 I 
Uc..:to 151 = 15 + 13 I 

(2) 

Para la Tahla 4 cn la cual se: tiene c\ ckclo cspejo dado 
por un Disefío l·adorial Fraccionado Saturado Sohrcdoh\ado. los 
cfectos son los prcsentados como la matri; B: 

1-fecto III = II - 24 - 351 
I fedo 121 = 12- 141 
Flc..:to 131 = 1-' - I 'i I 
lhto 141 = 14 - 121 
I tl:cto [51 = [5- 131 

Para calculur d ckcto de cuJa mriahle basta utiliLar la 
cntación plantcada por l3o" ' lluntcr ( I 'J78 1 

I 
l 
l 



Uccto lxl = 2/N 2:1 ppm CO, +o- de la columna I (3) 

Ejemplo: cúlculo paru d decto III de los resultados de lu 
labia 3, aplicando la cwación ( 3) y considerundo N = X 
prucbas. 
E tecto 111 = 2/S 2: I - 635 + ()')5 - (J()J + 73X - 61 O+ 711 - (J05 
+781] = 95 ,5ppm 

Oc esta misma fonna se calculun los élcctos de las dcmús 
variabks, como se mucstra cn las matriccs A y 8. 

Hecto III [1+24+351 95,5 ppm 
Efecto [2] 12 + 14] .fI ,5 ppm 
Uccto PJ 13 + 151 31 ,5 ppm 
E fedo [4J [4 + 121 15,0 ppm 
Uccto [51 15 + 131 -2,0 ppm 

E!Cdo III [I -24 - 351 = - 14,75 ppm 
E tecto 121 12- 141 = - 34,75 ppm 
Etecto 131 p- 151 20,75 ppm 
Hedo 14] 14- 12] 33,25 ppm 
l·:fccto 151 15- 131 19,75 ppm 

Scf!uidamcntc se procede a separar los clcctos principalcs 
de los dectos de intera~:ción de dos variablcs, realizando cl 
promedio de la swna y la diferencia de estas dos matri~:es. 

Electo lndividtUt! de Variables = I Y., ( A+ B ) I ( 4) 

Cuando se rcalir.a cl promcdio de las diferencias se 
obtiene cl valor de las variahlcs de inlcracción. 

E tecto de lntcracción de Variahlcs = 1 Y.. ( A - B ) 1 (5) 

Tabla 5. Valores calculados de los etectos individnales 
como de interacción una de las dos matriccs. 

Y.. ( A+ B )_pp_m ~HA-B)pmm 

Elccto [I] = 40) Flecto 124+15] = 55 ,1 
Erecto 121 = 3,3 Efccto 1141 = 38,1 
Uccto [3] = 26,1 Elccto [ 15] = 5,4 
Erecto [4] - 74,0 Efecto 112] -- ')J 
Ffecto [5] = 1S,R Etccto 1131 = -20,9 

Para la significancia se calcula la desviación pennisible, 
cn este caso se realizaron dos replicas de cada prueba y 
utilizando por Montgomery ( I 9R6 ), se tiene: 

N 

S2 = :L I x.- X (Media) f /2g 
I 

(6) 

X (Media)= 63R,5 ppm S2 = 1731,25 ppm 2 

La varianza dei efecto es la siguiente: 

CT = I S2 I 2 J 
112 (7) 
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cr = [1733.2512J 1 ' = 20.43ppm 

Como resultado en la Tabla (> . se compara d ckcto de las 
variables co11 lu des,·iación presente en d experimento ' de alli 
se toma aqudlos valores que se cons1deran signiti~.:ati\os ai ser 
superiores a dos veces e! valor de la des\ial.:ión , dado que s1 la 
probabtlidad de ocurrencia es mm haja v se hace presente, es \lll 

indicio p;Jru considerar el peso de la \ariahle como significali\u . 

Tuhlu 6. Resultados de variables significati\as 

Variables Principales Etcctos ± 2 Desviación 

Uecto ·III 74 ,0 ppm > ± 2*29,4 ppm 
Yariahlcs lntcracción !:tectos± 2 Dcsviación 

Eü:clo 113] -20 ,9 ppm ± 2 *29 ,4 ppm 

DISCUSION 

Una ve1 rcali;ado los dlculos respectivos \ tabulados los 
resultados, haciendo la separación de las variables significativas 
basado en que se consideran significativas si su efecto cs 
superior u dos veces e! valor de la desviación sea 1m efecto 
individuul o en inlcmcción, se determina en este caso que la 
variahle ubicación de oficinas es d factor mús determinante eu 
la concentración de C< )2 y para este caso igualmente se aprecia 
que los valores dei decto de interacción IJ , ubicación de 
olicinas ~ prcstación de servicio ai público aun cuando 110 
correspondeu con el nivd de significancia, sin embargo, se 
toman estos valon.:s como e_1emplo por ser los que tienden a bajar 
el nivd de ppm de C02, adicionalmente se manliene como 
critcrio, que si los clcctos de interacción rcsultun significativos 
no hace falta hacer el análisis de los cfectos individuales de csa 
interacción ya que esta cvidem:ia cs más fncrte c implica haccr 
un ànálisis en limción de la superficie de respuesta que de dia 
se gencra, en ténninos de un diagrama de dos vias, solución 
práctica y sencillu para un análisis, independientemente de que 
las variablcs sea cualitativas o wantitalivas. 

Análisis de los efectos de interacción. Para el análisis es 
necesario estructurar una tabla como la mostrada a continuación, 
tomando los valores cxperimcntales de las tablas 3 y 4 , y con 
cllos realizar los cálculos para definir la superficie de respucsta 
gcncrada mediante un diagrama de dos vias indicando las 
tendencias dei mismo. 

Tabla 7. Rcprcsentación de la interacción 13. 

INTERACCION CORRIDAS !\!.E DIA 

ORDEN I 3 1 2 3 4 co2 
I - - 635 603 768 724 682,50 
2 + - 695 738 697 683 703 ,25 
3 - + 610 695 773 678 689,00 

4 + + 71 1 781 745 756 748,25 

Según como se presentan los resultados se puede realizar 
d diagrama de dos vías a tin de detenninar las lendencias de 
crecimiento o decrecimiento de las ppm de col , orientando en 
fonnu sencilla e! anàlisis para la toma de decisiones~ ai apreciar 



la figura a continuación se presentan las tcmkncias de 
crecimiento. 

Uhicación Variación cn las dos direcciones de 
de las Oficinas los niveles de ppm de C02 

+ 59,25 
ln temas 689,00 ~ 74g,25 

11 t + 6,5 t 

Externas 682,50 ~ 703,25 
+ 20,75 

Atención ai 
Público SI ~ NO 

Figura I. Diagrama de dos vías entre e! factor 
Ubicación de Olicinas y Prcstación de Scrvicio. 

+ 45 

Si se considera la variable ubicación de las oficinas se 
tiene que en la medida en qut: las mismas tengan ventilación o 
acceso externo poseen menor cantidad de ppm de COz , de igual 
manera se aprecia que ai tener oficinas que prestan atención ai 
público sus niveles son mayores que si no lo hicieran, la 
tendencia central es que la condición más severa ocurre con la 
ubicación de oficinas internas y para atención c.lel público, lo que 
representa realizar una acción para modificar la edificación y 
disminuir los niveles de COz, como se aprecia la utilización de 
los métodos de Discfíos Factoriales Fraccionados son de swna 
importancia no solo para e! análisis sino para la toda de 
decisiones como cs mostrado con este ejemplo sencillo c 
hipotético sobre los cfectos de medir la cantidad de C02, 
presente en ambientes interiores y su efecto sobre la calidad dei 
mrc. 

E! estudio anterior puede ser utilizado para diagnosticar 
que se esta en presencia de una inadccuada ventilación, sea por: 
insuficiente suministro de aire fresco , pobreza en la distrihución 
dei airc, pobre contrai de temperatura, inadecuado discfío, 
modificaciones inapropiadas, carencia de mantenimicnto o falta 
de conocimiento en cl sistema de opcración tal como lo presenta 
Rajhaus ( 1983), como se trata de evaluar la presencia dei SEE 
( Síndrome dcl Edificio Enfermo ), cs indispensablc solicitar 
inforn1ación a: personal de mantenimicnlo, ocupantes y 
usuarios, inspcccioncs visuales, evaluaciones de equipos, estudio 
de los disefíos originales, datas operativos incluyendo el estado 
de serpcntines, cámaras de ventilación, etc. , tal como indica 
Turner ( 1990), muchos de los problemas atribuihles ai SEE, han 
revelado que no pueden scr atribuiblcs a un solo cfecto wmo la 
prc~ncia dei C02, ya qu.: se presentan bacterias, nicotina, 
hongos, gases y partículas que se .:ncuentran en suspensión y las 
rcsponsabilidadcs dc disc11ar, ocupar y mantener un cdificio, tal 
como lo plantea Robertson ( 1990) La aplicación de los Diseiíos 
Factoriales Fraccionados (FF designs) , presentan la vcntaja de 
poder hacer el análisis de muchos factorcs con un número 
reducido de ellos, con 1111 esfuerw numérico scncillo comparado 
con los métodos tradicionales, sin embargo, la validez se hasa en 
los cstudios y discusiones de los aspectos matemáticos 
planteados por Shirakura ( 1993) para dos y trcs niveles; lo 
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importante cs la optimización sca csta global o parcial , tal como 
lo establece Nishii ( 1993). 
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ABSTl0\CT. 
ln this paper, wc show a Method Fractional 1:actorial Des1gns 
(FFD) of the 2 K · r type established hy Box, Shir1kura and 
other, we mainly discuss of theses designs thc practical 
importance: they make it possihle to give experiments with 
r,elativery many tactors and few assemblies at a time, and 
althrough thcy can cxplore a wide region of these lactors and 
theirs effccts over " sick building syndrome " , these method cs 
very important fór t11e solution lor prohlems associatcd with thc 
SBS . 
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RESUMEN 

El presente artículo presenta un modelo matemático para calcular elflujo de calor y materia, que 
se produce por convección natural a través de una puerta abierta, que separa dos locales a diferentes 
temperaturas. Además de la convección natural, el modelo considera la existencia de gradientes de 
temperaturas en ambos recintos y algún sistema de ventilación mecánica. La teoría se compara con mediciones 
realizadas en ellaboratorio, a escala 1:1, y se obtienen los coeficientes empíricos dei modelo. 

INTRODUCCION 

En Chile, las viviendas de estrato social medio y bajo gene
ralmente no disponen de sistemas de acondicionamiento ambiental 
adecuados, y en la mayoría de los casos, sólo disponen de uno o 
más calefactores localizados. Se piensa que en estos casos, 
mediante un buen diseiío dei punto de vista térmico de las vivien
das, se podrían mejorar bastante las condiciones térmicas y de 
contaminación interior, optimizando además el uso de la energía. 
Este diseiío se realiza mediante un análisis basado en el uso de 
programas de simulación térmica detallada de edificios en 
régimen transiente. 

Dadas las características indicadas anteriormente, existen 
diferencias importantes de temperatura entre los diferentes locales 
de la vivienda. En estos casos, el flujo de calor y materia que 
atraviesa las puertas abiertas entre los diferentes recintos, es 
preponderante en el balance global de éstos. Normalmente, ni 
este efecto, ni el de las infiltraciones, son considerados en forma 
eficiente en los programas de simulación existentes. 

Debido a lo anterior, se ha creado un modelo, que permite 
calcular las infiltraciones y movimientos de aire en el interior de 
una vivienda. Para crear parte de este modelo, se ha debido 
elaborar un modelo de cálculo para la transferencia de calor y 
materia a través de una puerta abierta. 

El problema de transferencia de calor y materia a través de 
la puerta abierta es bastante complejo, ya que debido a la 
dtferencia de temperaturas, se superpone una recirculación por 
diferencia de densidades, ai problema de circulación por diferen
cia de presiones. A pesar de ésto, existe'n en la literatura algunos 
modelos relativamente simples, basados en e! teorema de Bernou
lli, que permiten calcular este flujo (Allard et Utsumi 1992). 
También existen otros modelos basados en los pará metros usuales 
de transferencia de calor por convección (Riffat 1989, Santa
mouris et ai 1995). En los trabajos basados en el teorema de 
bernoulli, aunque algunos autores presentan los modelos con 
pocas simplificaciones (Allard et Utsumi 1992), no se llega a una 
aplicación práctica de éstos. En efecto, la mayoría de las aplica
ciones prá.cticas, considera sólo modelos sin estratificación 
térmica y sin sistemas de ventilación mecánicos. 

En e! presente artículo, se estudia a nível de aplicación, 
diferentes variaciones dei modelo basado en el teorema de 
Bernoulli. Dichas variaciones, están relacionadas con la compleji
dad dei modelo. Adicionalmente, este análisis teórico se comple-
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menta con resultados de mediciones en laboratorio en tamaiío 
real. 

MODELO GENERAL DE CALCULO 

TEMPERATURA TEMPERATURA 

Figura 1. Esquema dei problema. 

mv 
~ 

Cálculo dei Flujo de Aire. El modelo que se describe en las 
siguientes páginas, se basa en la ecuación de bernoulli, y se 
aplica sólo en los casos en que para cualquier altura, siempre la 
temperatura de uno de los recintos (que llamaremos recinto 
caliente) es superior a la temperatura dei otro recinto (recinto 
frío). Considérese además, que existe un gradiente lineal de 
densidades en cada lado de la apertura, dado por la ecuación 1 
(ver Figura 1). 

(1) 

donde b1 y b2 son constantes y Z es la altura medida desde e! 
piso. 

Aplicando el teorema de bernoulli se obtiene la ecuación 2, 
donde V corresponde a las velocidades y P a las presiones. 

Si en la zona no perturbada V1 ,.,Q y utilizando la hipótesis 
de Bousinesq, que indica que la densidad se considera como 
constante, e igual a una densidad promedio (que se designará sin 
sub índice), excepto para las diferencias de densidades, la 



ecuación de bernoulli queda exprasada por la ecuación 3: 

V/(Z) 

2 

P1(Z) P2(z) 
+--

Yzz(z) 

2 
+--

p1 

V2(Z)''\I2 P1(Z)-Pz(Z) 
p 

Pz 
(2) 

(3) 

La ecuacion 3 es en e) caso ideal. Para tener en cuenta el 
caso real, se multiplica la ecuación por un factor empírico k'(Z), 
que en toda generalidad es función de la altura Z. Con ésto, la 
ecuación queda: 

V2(Z) = k'(Z) 2-p.:..1 (Z)_-P--=z:.....(Z)_ 

p 

(4) 

Una recomendación práctica para los cálculos donde se 
incluye la raíz cuadrada de la diferencia de presión, es trataria en 
valor absoluto, multiplicando e) resultado por + 1 6 -1 según 
corresponda. Esta es: 

Yz(Z) = k.'(Z) S \12 IP1(Z)-Pz(Z) I 
p 

(5) 

donde Ses la función "signo" que se calcula mediante la ecuación 
6. 

s 
I P1(Z) - P2(Z) I 

P1(Z) - P2(Z) 
(6) 

El flujo másico (md entre la zona neutra (hn) y la parte 
superior de la puerta (H), está dado por la ecuación 7, donde W 
es el ancho de la abertura. 

H 

m1-l = W P jv1_z(Z)dz (7) 

"" 
Según la formulación clásica delllamado "efecto chimenea", 

la presión en la zona I a una cierta altura z, queda dada por la 
ecuación 8, donde P. es la presión en la zona neutra y g la 
aceleración gravitacional . 

z 
P1(Z) "'Pft- g j(p01 - b1 Z) dz (8) 

"" 
Escribiendo en forma análoga una ecuación para la presión 

en la zona 2, y resolviendo las integrales , se obtiene la siguiente 
expresión para la diferencia de presiones entre las zonas : 

P1(Z)-P2(Z)= tiP(Z) 

tiP(Z) =g(ti po)(Z-hn)+.!(b1-b2)(Z
2 -hn2) 

2 

(9) 

(lO) 
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con, tiPo = (Poz- Po1) (11) 

Reemplazando Ia ecuación I O en la ecuación 5, y ésta en la 
ecuación 7, se obtiene: 

H 

m
1

_
2 

= W k {iP S J v',.-1-ti-P-(Z)-1 dz (12) 

"" 
Notar que e) coeficiente k'(Z) pasó ahora a un coeficiente k. 

Este es un coeficiente que considera el efecto promedio sobre 
toda la puerta, y no el efecto local como en el caso de k'. 
Muchos autores llaman a este coeficiente k: coeficiente de 
descarga, similar ai coeficiente de descarga de un flujo a través 
de un orificio. Sin embargo, esta denominación induce a confu
siones, ya que en la práctica, k considera no sólo este efecto , 
sino que varios otros más, y más importantes. Debido a ésto , se 
prefiere llamarlo simplemente coeficiente empírico de flujo. 

Una ecuación similar a ésta, se obtiene para calcular el flujo 
que pasa bajo la zona neutra desde la zona 2 a la zona 1. 

"" 
m2-1 W k {iP S j v',....l-ti-P(-Z)-:-1 dz (13) 

o 

Las ecuaciones 12 y 13 no tienen solución analítica, y deben 
resolverse numéricamente . 

La posición dei plano neutro se obtiene de tal forma que se 
verifique la ecuación 14, donde m. es e) flujo extraído por el 
ventilador (ver Figura 1 ). 

m1_2 + m2 _1 + m. = O (14) 

La solución de este modelo es relativamente compleja, ya 
que se debe ir modificando el valor de hn, luego resolver las 
ecuaciones 12 y 13 en forma numérica, hasta que se cumpla la 
ecuación 14. 

.Cálculo dei Flujo de Calor. Según la Figura 1, la pérdida o 
ganancia neta de calor de cada una de las zonas queda expresada 
por: 

QMI01 -Q1 -2 - Q2-1 + mv cP T,:rt (15) 

Q,_,z = Qz-1 + Q1_2 - m. cP T• (16) 

donde, cP es la capacidad calorífica dei aire y T* la temperatura 
a la altura dei extractor de aire. 

H 

Qt-2 = J m1-2 (Z) cP T1(Z) (17) 

A. 

Los gradientes de densidades se pueden reemplazar por 
gradientes de temperaturas, que también son aproximadamente 
lineales, según se indica en la ecuación 18, donde a 1 y a2 son 
constantes . 



Luego, Q1_2 se puede escribir como: 

H 

Q1_2=c, W S Jk 1(Z)(T01 +a1Z)/2p l.àP(Z) 1 dz 
IIII 

(18) 

(19) 

Normalmente, no se conoce k'(Z) local, sino que se conoce 
el valor de k global. Luego, para efectos dei cálculo dei Q, se 
considerara k'(Z) = cte = K. Como el hecho de tomar el valor 
de k' promedio y sacaria fuera de la integral induce a un nuevo 
errar, se define una nueva constante empírica Kq, que tiene en 
cuenta estas errares y otros errares del método relacionados con 
la parte térmica. Con ésto, la ecuación queda: 

H 

Q1_2=c, W K Kq S J<T01 +a1Z)hp l.iP(Z) I dz 
IIII 

Análogamente, para el Q2_1 se tiene: 

IIII 

Q2 _1 =c, W K Kq S f(T02 +~Z).f2 p l.iP(Z)I dz. 
o 

(20) 

(21) 

La ecuaciones para el flujo de calor deben resolverse 
también por métodos numéricos. 

SOLUCION PARA TEMPERATURAS HOMOGENEAS 

Si no hay gradientes de temperaturas verticales en ninguna 
de las zonas, es decir, 

el flujo másico queda expresado por : 

H 

m
1

_
2 

= k W ..jr--2-p---:-.i-p J<Z-hn) 112 dz. 
IIII 

donde, 

Resolviendo la integral se obtiene: 

m1_2 = 0.943 k W /g p .àp ( H-hn )3fl 

análogamente, 

m2-t - 0.943 k W / g p .à p ( hn )3f2. 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

La posición de la zona neutra se debc encontrar conside
rando: 

(27) 
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Reemplazando las ecuaciones 25 y 26 en la ecuación 27 y 
resolviendo mediante algún método numérico, se puede encontrar 
la posición de la zona neutra. 

Los flujos de calor se obtienen mediante las ecuaciones 15 
y 16, donde 

(28) 

Solución para Temperaturas Homogéneas Sin Extractor. 
Como no hay extractor de aire (mv=O), igualando la masa que 
pasa por la parte superior con la que pasa por la parte inferior, 
se puede calcular el valor de hn, e) que resulta: 

(29) 

Si se considera el aire como gas perfecto, se pueden 
reemplazar las densidades por temperaturas, y si además se 
reemplaza el valor de hn por H/2 se tiene: 

m=k H W p ~ g .iT H 
3 1' 

(30) 

[K] (31) 

El flujo de calor neto que atraviesa la abertura se puede 
calcular directamente como: 

MODELO SIMPLIFICADO PARA SISTEMAS 
ESTRATIFICADOS 

(32) 

Inicialmente, se hizo un análisis para un sistema estratifi
cado, el que arroja como resultados expresiones bastante complc
jas de resolver. Lo que se presenta en las próximas fíneas, es un 
modelo simplificado para un sistema estratificado, con la 
finalidad de disminuir la complejidad de los cálculos y entregar 
expresiones más simples. 

Se puede demostrar que si los gradientes son iguales en 
ambos recintos (es decir a1 =a2 ó b1 =b2), no se comete ningún 
errar en calcular el flujo mediante la misma expresión que para 
e) caso sin estratificación, reemplazando las densidades de los 
locales por las densidades medias entre el nível de Z=O y Z=H. 
Esta es: 

(33) 

-0.943 k wJg p .àp ( hn )312 (34) 

(35) 



con: áp = Pz - i>;" (36) 

Si los gradientes no son iguales pero similares, los errares 
ai utilizar esta ecuación son de todas maneras relativamente 
pequenos. 

Para e! cálculo dei flujo de calor, se debe considerar que la 
temperatura promedio dei flujo que pasa de la zona 1 a la 2, no 
es igual a la temperatura media de toda la zona 1 (toda la altura 
de la puerta), sino que es proporcional a la temperatura de la 
parte superior solamente (sobre la zona neutra) ; puesto que es 
desde aquí de donde proviene e! flujo. E! caso inverso se produce 
para la zona inferior. 

Si se define una temperatura fictícia Tf, de tal forma que ai 
multiplicaria por e! flujo, se obtenga e! mismo flujo de entalpias 
que haciendo la integración considerando los perfiles reales de 
velocidad y temperatura, se obtiene: 

H 

QI-l = J kq cP mt_z(Z) Tl(Z) dz • mi-2 kq cP 1fa (37) 

"" 
Despejando Tf1 se obtiene: 

H 

Jtq cP m1_2(Z) T1(Z) dz 

1fa --',.,"'--------
ml -2 kq CP 

(38) 

Considerando un perfil de temperaturas lineal y forzando 
distintas formas para c! perfil de velocidades, se resuelve la 
ecuación 38 para calcular Tf. 

Para forzar el perfil lineal de velocidades se utiliza la ecua
ción 39, donde m es el flujo total, calculado por la ecuación que 
corresponde según el modelo. 

V(Z)= 2m(Z-hn) 
w p(H-hn)2 

V(Z)= 2m z 
W P hn2 

(39) 

La Tabla 1 muestra los resultados de Tf para los diferentes 
perfiles. En realidad, lo que aparece es la altura adimensional Xt, 
a la cualla temperatura en esc punto es igual a la temperatura Tf. 

T/1 = T01 +a1 X1 , 'J'h = T02 + a2 X2 (40) 

XI =X,(H -hn) + hn • X2 =X, hn (41) 

Tabla 1. Valores de Xt en función de la suposición realizada 
para la forma dei perfil de velocidades. 

Forma dei perfil 

Bernoulli 
LineaJ• 

Xt 

0.60 
0.67 

Para la zona superior xt=(x1-hn)/(H-hn) 
Para la zona inferior xt=(x2)ihn 
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Xt se mide desde la zona neutra hacia arriba, para el cálculo 
dei flujo superior y de la zona neutra hacia abajo para el cálculo 
dei flujo inferior. 

Evidentemente, como Xt es constante, para Ia aplicación dei 
modelo, no es necesario calcular la integral de la ecuación 38, 
sino que sólo la temperatura a partir de las ecuaciones 40 y 41 y 
de la tabla 1 . 

Luego, el calor neto se calcula mediante las expresiones 
siguientes . 

o_l = - Ql -2 - Q2-l + mv CP T,;a (42) 

o_2 = Q2- l + Ql -2 - m. CP T. (43) 

Ql-2 = ml - 2 kq CP 1ft (44) 

Ql - 1 = m2 - l kq CP 'J'h (45) 

Modelo Simplificado Para Sistemas Estratificados Sin 
Extractor de Aire. El método anterior se puede extender para el 
caso en que no se tiene extractor de aire. En este caso , la 
ecuación para el flujo de aire es : 

m= 
k H W p 

3 

g (T~-1";) H 

T 
(46) 

Para el cálculo dei flujo de aire, las temperaturas medias T 1 

y T2 son los promedios de toda la altura, ya que en el fondo se 
esta midiendo la diferencia de peso de las dos columnas de aire. 

Para el cálculo dei calor transferido, se utiliza la siguiente 
ecuación: 

QMUJ = m CP kq ( 711 - 'J'h) (47) 

RESUMEN DE LOS MODELOS MAS RELEVANTES 

Dentro de todos los modelos analizados anteriormente se 
retendrán 3 , que serán utilizados con posterioridad y que se 
definen como sigue: 

-Modelo 1: 

-Modelo 2: 

- Modelo 3: 

Correspondiente ai modelo simplificado de 
una ecuación para el flujo. Este se compone 
de las ecuaciones: Cálculo dei flujo Ec. (46) 
y cálculo dei calor Ec. (47). 

El flujo de aire producido por el 
extractor mecánico se trata como una super
posición ai modelo original. 
Corresponde ai modelo simplificado con 
extractor y estratificación. Las ecuaciones 
principales dei modelo son : 33, 34, 35 , 42 , 
43 , 44 y 45 . 
Corresponde ai modelo detallado completo . 
Las ecuaciones principales dei modelo son : 
10, 12, 13, 14, 15, 16, 20 y 21. 



VALIDACION EXPERIMENTAL 

Descripción dei Equipo Experimental y de las Experiencias. 
Para validar los modelos, se realizaron una serie de experiencias 
de laboratorio. Las experiencias fueron realizadas por el autor, 
en una cámara climática dei Laboratorio de Termodinámica de la 
Universidad de Lieja (Fissore 1991). 

La cámara consta fundamentalmente de dos recintos de 2.5 
x 2.5 x 2.4 [m] cada uno, unidos entre sí por un espacio que 
simula una puerta abierta. En la zona caliente se ubicaron placas 
de calefacción y en la zona fría se ubicaron placas metálicas 
huecas, por las que se hacia circular agua fría. Tanto las placas 
frías como las calientes se ubicaron en las paredes Jaterales cerca 
dei fondo, de tal forma de evitar que los chorros convectivos que 
producen estos elementos, pudieran influenciar los movimientos · 
en el plano de la puerta. Esto se comprobó mediante visualización 
con humo. 

Mediante 8 columnas de 11 termocuplas cada una, se midió 
el campo de temperaturas dei aire en cada zona. Se ubicaron 
también una serie termocuplas en las paredes y en los elementos 
cale factores. 

En el plano de la abertura se ubicó un sistema de posiciona
miento, comandado por un computador desde el exterior. Sobre 
el cabezal dei sistema de posicionamiento, se montó un anemó
metro y una termocupla. Este sistema permite medir velocidad y 
temperatura en cualquier punto de la abertura. 

El anemómetro utilizado es un anemómetro de hilo caliente, 
el cual tiene un sistema que hace vibrar el sensor de velocidad. 
Esto permite medir además de la velocidad, la dirección de ésta. 

Adicionalmente, se mide la potencia eléctrica en la placa 
calefactora y el flujo y diferencia de temperaturas en el agua, 
para obtener el flujo de calor de enfriamiento. 

Cada experiencia consiste en una etapa inicial donde se pone 
en régimen la cámara de ensayos. Una vez estabilizadas todas las 
variables, se procede a la experiencia propiamente tal, donde se 
miden durante 1 a 2 horas todas las temperaturas (paredes y aire) 
y 55 puntos ve velocidad y temperatura en la abertura. 

Para calcular el flujo de calor que atraviesa la abertura 
debido ai flujo de aire, se utilizan las ecuaciones: 

Qc + Qcal + Qpc + Qr,i = O (48) 

Qf + Qfrio + Qpf + Qr,i O (49) 

Qcp (Qc+Qf)/2 (50) 

donde Qcp es el calor dei aire que pasa por la abertura, Qcal es 
el calor de calefacción, Qfrío el calor de enfriamiento en lado 
frío, Qpc el calor perdido a través de las paredes dei lado caliente 
de la cámara y de la pared entre las zonas, Qpf es el equivalente 
a Qpc pero para el lado frío, y Qr,i el calor transferido por 
radiación a través de la abertura. 

En teoría, Qc y Qf deberían ser iguales. Como en la 
prácticà, debido a errores de medición son un poco diferentes, se 
utiliza url promedio de ellos. 

Se realizaron 5 experiencias con diferentes flujos de calor 
como único parámetro que se modificó. 

Resultados Experimentales. La tabla 2 muestra los resultados 
de los ensayos, donde Qcp se mide en W y el flujo de aire (m) 
en kg/s. 
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Tabla 2. Resultado de las experiencias 

Ens. Tot at T02 az Qcp m 

1 24.7 3.1 21.9 3.3 691 0.101 
2 21.5 1.5 19.7 1.9 267 0.083 
3 21.9 2.1 19.7 2.4 432 0.094 
4 23.9 3.3 20.7 3.7 756 0.104 
5 21.3 1.7 19.3 2.0 325 0.091 

Comparaciónde Resultados Experimentalescon Modelo. La 
Figura 2 muestra un perfil de velocidades típico en la abertura, 
y se compara con el perfil teórico dei modelo completo (ecuación 
5). Como se observa, el perfil medido no se ajusta bien ai 
modelo teórico. En realidad, se podría decir que el perfil real se 
aproxima mejor a un perfil lineal. 

'ii 

~ 
~ l.S 
..J 
< 

0.5 

-0.1 o 0.1 0.2 
VELOCIDAD (111/S) 

Figura 2. Perfil de velocidad típico. Comparación dei perfil 
medido con el calculado. 

Esto se puede explicar debido a que existen muchas diferen
cias entre el modelo teórico y la realidad. Entre otras, que el 
flujo no es laminar sino turbulento. Esto produce que circulen 
torbellinos a través de la puerta. Además, lo más probable es que 
la posición de la zona neutra sea fluctuante en el tiempo, y lo que 
se mide son valores promedios. Por otro lado, otros autores 
(Mahajam, 1987) también han reportado mediciones de un perfil 
similar ai mostrado en la Figura 2. Se debe tener claro que la 
forma de! perfil de velocidades tiene una implicancia importante 
en el cálculo dei calor transferido, según el modelo explicado 
anteriormente. 

Cálculo de los Coeficientes Empíricos dei Modelo. La tabla 
3 muestra el valor de k y kq obtenido a partir de la comparación 
de las mediciones con el modelo más detallado. Debido a que se 
tienen dudas respecto a la forma dei perfil, para el cálculo dei Q 
se considero tanto un perfil según la ecuación 5 o forzando un 
perfil lineal (Eq. 39). kq,b es el kq obtenido aplicando el perfil 
de velocidades de la ecuación 5 y kq,l es el kq obtenido forzando 
un perfil lineal de velocidades. 

ANALISIS Y COMENTARIOS 

Dado que la realidad muestra que el perfil de velocidades st 
aproxima mejor a un perfillineal, se propone utilizar esta forma 
de perfil para calcular el calor transferido. Esto no significa que 
todo el desarrollo basado en la teoría de bernoulli no sea válido, 
ya que lo único que se ha cambiado es la forma dei perfil de 



velocidad para el cáclulo dei flujo de calor (no para el cálculo dei 
flujo de aire). En otras palabras, esta modificación de la forma 
dei perfil, se debería tomar como un coefciente empírico más dei 
modelo . 

Tabla 3. cálculo de k y kq 

Ensayo k kq,b kq,l 

1 . 282 .96 .90 
2 .312 .92 .86 
3 .302 .96 .90 
4 .280 .93 .86 
5 .308 .90 . 84 

promedio .297 .93 .87 

El modelo 3 también se puede adecuar de tal forma de 
calcular el calor forzando un perfillineal de temperaturas, como 
se hizo para obtener los datos de la tabla 3. En efecto, la 
ecuación 17 se puede escribir también como: 

H 

Ql-2 p JV(Z)cPT1(Z) (51) 

~. 

donde V(Z) se reemplaza por el perfil de la ecuación 39. 
Luego, si para el cálculo dei calor transferido se utiliza una 

forma dei perfil dada por el teorema de bernoulli, se debería 
utilizar el valor de kq,b. En cambio, si se utiliza un perfil lineal 
se debe utilizar el kq,l. Si se utilizan diferentes valores de kq, 
según corresponda, para las condiciones de las experiencias, 
ambos modelos serían prácticamente iguales. Sin embargo, si se 
quiere extrapolar a otras condiciones, por ejemplo un puerta de 
mayor altura, se debe tener cuidado de utilizar la hipótesis 
correcta. Según nuestra experiencia, se recomienda utilizar la 
formulación con el perfil lineal. 

Comparación de los Diferentes Modelos. Se realizó una 
serie de cálculos dei flujo de calor y masa para diferentes condi
ciones y utilizando diferentes modelos. Los modelos considerados 
son los modelos 1, 2 y 3, con un perfil lineal para la velocidad. 
Las condiciones de borde utilizadas fueron: T01 y T02 , las que se 
mantuvieron constantes en 25 y 20°C respectivamente. Los 
gradientes de temperatura (a1 y ~) se variaron entre O y 4 
[°C/m], y el flujo de aire forzado (m.) entre O y 0.03 [kg/s] (O 
a 90 m3/h) . Considerando dichos resultados, y haciendo además 
un análisis de la validez de cada hipótesis, se concluye lo si
guiente: 

La diferencia entre el modelo 2 y 3 es muy pequena. Las 
diferencias son en general despreciables, salvo en el caso en 
que los gradientes entre las dos habitaciones es muy distinto 
(mayor gradiente en habitación 2), donde se alcanzan 
diferencias máximas de 5%. 

- Entre el modelo 1 y 3 las diferencias son mayores aunque 
tampoco muy altas. Sin extractor mecánico, las diferencias 
en el flujo de aire son despreciables y en el flujo de calor 
llegan a un máximo de 10%. Con un extractor de 0 .03 kg/s, 
las diferencias en el flujo de aire son dei orden e 10%, 
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alcanzando hasta valores máximos de a 15%. En e) fluj o de 
calor, también con extractor, las diferenc.ias normales son 
dei orden de 15% alcanzando a valores máximos dei ordcn 
de 25%. 

CONCLUSIONES 

Según el estudio realizado, se piensa que el modelo que 
entrega un mejor equilíbrio entre la complejidad dei cálculo y la 
calidad de los resultados es e! modelo 2 . 

En algunas aplicaciones de estudios preliminares, donde no 
se necesite gran precisión, donde no se tengan flujos de aire 
forzados y sin grandes diferencias en los gradientes de temperatu
ras, se puede utilizar también e) modelo 1 . 

Aunque se requiera una buena precisión , no se recomienda 
utilizar el modelo 3 en vez dei modelo 2; ya que las diferencias 
con e! modelo 2 son pequenas, comparado con e! crror absoluto 
que tiene e! método . 

Para todos los modelos , se recomienda utilizar la forma de 
perfil lineal para las velocidades en el cálculo dei calor trans
ferido. Los valores de las constantes empíricas obtenidas, 
considerando este perfii lineal fueron: k=0.3 y kq=0 .87 . 

Aunque e) modelo se validó con una geometría en particular, 
se estima que éste puede ser utilizado en otras condiciones 
geométricas, siempre que no sean muy diferentes. Sin embargo, 
se debe tener en cuenta que existen una serie de oiros factores 
que podrían modificar este flujo, como por ejemplo: chorros de 
convección presentes en el recinto por otras fuentes, espesor de 
la abertura, efecto de la puerta, turbulencia dei a ire, etc. 
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ABSTRACT 

This paper discusses different models of heal and mass 
transfer through large openings by natural convcction. Ali models 
are based in the bernoulli's equation. Thc modd can considcr 
effects of natural and forced ventilation. Results of model are 
compared with measurements in a full size tcst room. 
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SUMMARY 

We show the effects on coo/ing /oads and ca/cu/ation time of simp/ifYing a dynamic mode/ of combined 
heat and mass transfer with variab/e material properties. under varying boundary conditions. The 
simp/ifications were applied to formulation terms and material prOperties. The weather used was a 
hotlhumid summer period in Florianópo/is, Brazil. The roam air temperature and re/ative humidity were 
calculated with the DOE-2.1 E bui/ding energy simulation program. The materiais studied were autoclaved 
aerated concrete, brick, lime mortar and wood. Some ofthe simp/ified models showed significant reduction 
in calculation time and reasonab/e accuracy. 

INTRODUCTION 

ln building energy analysis, calculated heat conduction 
through walls usually neglects the storage and transport o{)[ 

moisture in the porous structure of the walls. However, walls are 
normally subject to both thermal and moisture gradients so that 
an accurate heat transfer determination requires a simultaneous 
calculation of both sensible and latent effects. The transfer of 
moisture through common building materiais, such as wood, 
concrete and brick, depends on the complex morpho-topological 
characteristics of the pores in these materiais. 

Besides its effect on heat transfer, moisture has other 
implications, especially in hot/humid climates. lt is well known 
that moisture can cause damage to the building structurc and can 
promote the growth of mold and mildew, affecting the health of 
building occupants. Therefore, it is important consider 
hygroscopic phenomena in building energy simulation, however, 
this usually implies high run times. 

Severa! investigators have developed models for moisture 
transport in buildings. Cunningham ( 1988) developed a 
mathcmatical model for hygroscopic materiais in flat structures 
that uses an electrical analogy with resistances for the vapor flow 
and an exponential approximation function with constant mass 
transport coefficients. Kerestecioglu and Gu ( 1989) investigated 
the phenomenon using evaporation-condensation theory in the 
pendular state (unsaturated liquid flow stage). The application of 
this theory is limited to low moisturc content. Burch and Thomas 
(1991) developed a computational model, MOIST, using the 
finite-difference method to estimate the heat and mass transfer 
through composite walls under non-isothermal conditions. The 
thermal conductivity was considered constant and the latent heat 
due to phase change within the wall was neglected. This 
program is also limited to low moisture content. El Diasty et ai. 
(1993) used an analytical approach that assumed isothcrmal 
conditions and constant transport coefficients. Liesen ( 1994) 
used evaporation-condensation theory and a response factor 
method to develop and implement a model of heat and mass 
transfer in the building thermal simulation program IBLAST 
(lntegrated Building Loads Analysis and System 
Thermodynamics). To use this method, hygrothermal property 
variations were neglected. There is no liquid transfer. This 

program is restricted to very low moisture content but has the 
advantage of short calculation time. Yik et ai. (1995) developed a 
simplified model integrated with air-conditioning system 
component models that employs evaporation-condensation 
theory with differential permeability. lt is a fast model, but only 
applicable to materiais that stay in the pen.dular state. 

The first step in our work is to describe a new, dynamic 
model that avoids the assumptions and restrictions of the above 
approaches. This model allows the cooling loads due to 
combined heat and moisture transport through walls to be 
calculated for a wide range of materiais, even under extreme 
conditions in hot/humid climates. 

For the walls we consider sensible and latent surface 
convection, absorbed solar radiation, heat and mass transfer 
through the wall, and vapor/liquid phase change. They walls are 
described mathematically using the model of Philip and DeVries 
( 1957) in which vapor and liquid flow under moisture and 
thermal gradients. ln this model, heat, vapor and liquid flow are 
taken to be simultaneous and coupled. Physical quantities, such 
as mass transport coefficicnts, thermal conductivity and specific 
heat, are variable and depend on wall temperature and moisture 
content 

We have created submodels from this model by making 
various simplifications, such as assuming constant cocfficients, 
neglecting latent effects within the wall, working with both 
"pure" and "apparcnt" thermal conductivity and reaching, in 
most simplified form, Fourier's equation for transient heat flow. 
From these submodels we can determine how the simplifications 
effect accuracy and run time; we can also quantify the effect of 
the simplificationsmade by some ofthe authors mentioned above. 

Submodel analysis is done for four different types of wall 
material : autoclaved cellular concrete, brick, lime mortar and 
wood. The weather used is the most criticai summer week in the 
hot/humid climate of Florianopólis, Brazil. The room air 
temperature and relative humidity are calculated with the DOE-2 
building energy simulation program (Winkelmann et ai., 1993). 

The submodels compared to the results ofthe original, 
unsimplified model to determine the effect on cooling loads and 
simulation run time. 

1 Visiting Ph.D. Student from Federal University of Santa Catarina, Florianópolis, Brazil. 
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MATHEMATICAL FORMULA TION 

The goveming partia! differential equations are given by 
equations (I) and (2). They were derived from conservation of 
mass and energy flow in an e! ementai volume of porous material. 

Energy Conservation Eguation: 

õr a õr a . 
Pocm(r.e)- = -(À(r.e)-)- L(r)-(Jv) 

at àx àx àx 
(I) 

Mass Conservation Eguation: 

ae a ( j j 
at=- àx ~ 

(2) 

Note that eq. (1) differs from Fourier's equation for transient 
heat flow by an added convective transport term ( due to moisture 
diffusion associated with evaporation and condensation of water 
in the pores ofthe medium) and by a dependence on the moisture 
content (it is coupled to eq. (2)). The driving forces for 
convective transport are temperature and moisture gradients. 

The vapor flow and total flow (vapor plus liquid) are 
expressed in terms of transport coefficients, D, associated with 
the thermal and moisture gradients. According to Philip and 
DeVries ( 1957), the equations are: 

For vapor flow 

h= -D1v(r.e)õf- D9v(r,e)ae 
p, àx àx 

For total (vapor plus liquid) flow 

· õr ae 
.1_ = -D1 (r,e)-- D9 (r,e)
p1 àx àx 

(3) 

(4) 

Boundary Conditions. The associated conservation equations 
at the outside and inside wali surface are as foliows. 

Outside surface (x=O). The outside surface of the wali is 
exposed to solar radiation, heat and mass convection, and phase 
change. 

Energy Conservation (x=O): 

{ J-{u) :) -(L(r)j.L =h.,,(T"'- T,.o) 
, .o 

+aq, + L(r}hm,.,,(Pv.ox<- P..,.o) 

where: 

h"' (T.,, - T(O)) = heat convection; 
a q, = absorbed solar radiation; 

h m,<<t (P V,<xt - p v.x =O) = phase change energy. 

Mass conservation (x=O): 

a ( ( ) à9 D ( ) õf hm "' - ÔX Do T,8 ÔX + T T,O ÔX )x =O = ~(Pv.<>t - Px=O) 

lnside surface (x=l). lntemaliy, the wali is exposed to heat 
and mass convection and phase change. 

Energy Conservation (x=l): 

(5) 

(6) 
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( J..(r,o):) +(L(r)jvL = h,.,(T,.,- T, . ,) ,., 
+ L(T )hm,iN (Pv, in< - Pv.x=l) 

(7) 

where: 

hin,(T,=1 -Tin,) =heatconvection; 

L h m.in< (P •. m, - p v.x=t) = phase change energy. 

Mass Conservation (x=l): 

a ae ( ) õf hm.int ( ) 
-(Do(r,e)- + DT r.e àx lx: l =- Pv.ml- P.x:l 
àx àx ~ 00 

Submodels. ln arder to derive the submodels, we can rewrite 
eq. (1) as: 

õr a õr 
p .. c .. (r.o)at = àx (À(r.o) àx )+ 

a ( õr) a ( ae) L(r)p, àx DT,(r,e) àx + L(r)p, àx D,"(r.o) àx 
(9) 

To simplify writing this equation, we wili use VT and V e to 
designate the second and third right hand terms of eq. (9). 
Table I schematicaliy describes the submodels derived from the 
original model. 

Table I: Schematic description of the submodels derived. 

Submodel Assumptions 

o nane (original model) 

1 D 8 ,0T,Dov•DTV,cm and À = constant 

2 V9 =O 

3 VT, v.= o 
4 VT, V0 =O and À= constant. 

5 VT, V9 =O and DT , D0 ,cm and À = constant 

6 D 0 ,Dy,D0v,DTV =Oandcm , À =cp,nstant 

Since we could not Jocate ali the properties to simulate 
wood, we made a slight simplification by disregarding V e as it is 
used in the energy conservation equation . The coefficient VT is 
implicitly taken in account in that equation by the "apparent" 
thermal conductivity, Àapp· which is available for wood , instead 
ofthe " pure" conductivity. 

The " apparent" thermal conductivity is related to the "pure" 

thermal conductivity, À, by the foliowing expression: 

J.."~'P(r.e) = À(r.e)+ L(r)p.OT.(r.e) (lO) 

Submodel O is the sarne as the original model given by eqs. 
(I -8). Submodel I is the sarne as the original model except that 
ali coefficients are taken to be constant. Submodel 2 omits the 
source term in eq. (1), which is associated with a moisture 
gradient (V e). ln this case, the equation resulting from eq. (I) can 
be written as a function of Àapp as: 

õr a õr 
p.,cm(r.e)at = àx (Àapp(r.e) àx) 

( 11) 



Therefore, Submodel 2 (which is the most complete model 
for wood) is obtained by combining eq. (li) and eqs. (2-8) 

Now, if we disregard the term LptDrv in eq. (10), we 
obtain Submodel 3 by transforming eq . (li) to : 

õr a õr 
PoCm (T,e)- = -(À(T.8)-) 

ôt ax. ax. ( 12) 

Submodel 4 is the sarne as Submodel 3, except that the pure 

thermal conductivity, il., is constant. Submodel 5 takes the 
coefficients De, Dr and À to be constant. 

Ali the submodels have the sarne basic mathematical 
structure except for Submodel 6 which neglects ali moisture 
effects. 

Since we could not obtain Dev and Dyy for wood, we have 
not applied submodels O, I and 3 to this material. 

SIMULATION PROCEDURE 

The submodels were solved with a finite-volume approach 
that uses a fully implicit solution scheme with coupling between 
the conservation equations. Using the Patankar ( 1980) method 
with uniform nodal spacing and a tridiagonal-matrix solution 
algorithm, a C program solves the temperature and moisture 
content distributions iteratively at each time step. 

For accuracy, a 30-second time step was used to simulate a 
10-cm thick wall (Sem for wood). The initial conditions were 
taken from results of previous simulation with Submodel O. The 
program was run for 45 days before the week of analysis, almost 
totally reducing the effect of the assumed initial conditions. The 
mean run time, using Submodel O, for a 40-node wall on 'I 66-
MHz 486 computer was about 3.5 hours to simulate a 52-day 
period. Table 2 compares the mean run time for the different 
submodels relative to Submodel O. 

Table 2: Percent ofSubmodel O run time. 

Submodel 

o I I I 2 I 3 I 4 I 5 I 6 

1 time(%) 1oo 1 16 I 88 1 65 I 38 I lO I 2 

The hourly outside dry and wet bulb temperature (DBT and 
WBT) (Figure I) were taken from the Test Reference Year 
weather data for Florianópolis, Brazil. 
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Figure I : Externa! and internal temperatures for 2/ 16 and 17. 
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The inside room dry and wet bulb temperature were obtained 
from a DOE-2.1E simulation ora room in a 7-floor building in 
Florianópolis, Brazil. According to Brazilian standards, air 
conditioning was on only on weekdays from Sam to 5 pm. 

The input material properties for autoclaved cellular 
concrete (ACC) were obtained from Da Cunha Neto ( 1992) and 
for wood (WOOD) from Siau ( 1984 ). Properties for brick (BRK) 
and lime mortar (LMT) were obtained from Perrin ( 1985). The 
available material data allows ali of the transport coefficients to 
be modeled as a function of moisture content. The basic dry 
material properties are given in Table 3. 

Table 3: Dry material properties. 

Property ACC BRK LMT Wood 

PO [kg/mJ] 385.0 1900 2050.0 500.0 

À (W/m-0 C) 0.085 1.11 1.96 0.124 

cm [J!kg- 1000.0 920.0 950.0 1238.2 
oq 

Table 4 shows the transport coefficients and specific heat 
when they are considered constant. They were calculated at 25 °C 
for volumetric moisture content of 9.1%, 1.6% and 10.8% for 
ACC, BRK and LMT walls, respectively. For wood a moisture 
content by mass of 25% was used. These moisture leveis were 
obtained from the hourly average values in previous simulations 
using Submodel O. 

ln the simulations we assumed the walls were composed of a 
single material , with no surface paint or other moisture barrier. 

Table 4 : Transport coefficient v alues when assumed constant. 

ACC BRK LMT WOD 

De 3.69e-10 1.75e-09 2.21e-09 2.80e-04 
(m2/s) 

Dr 1.91e-12 1.16e-11 1.46e-11 3.00e-07 
(m2/s-K) 

De v 3.69e-10 1.38e-08 1.18e-10 ·----
(m2/s) 

Dr v 1.78e-12 1.07e-11 1.40e-11 -----
(m2/s-K) 

À 0.11 1.14 2.17 0.17. 
(W/m-K) 

• A pparent thermal conductivity. 

RESULTS 

For the different submodels, Figure 2 shows the peak load 
(sensible and latent) for each material. We see immediately that 
Submodel 6 always underestimates the peak load since it neglects 
latent heat conduction . 

Latent heat obviuosly plays an important role in determining 
the peak load. ln some cases, there are significant fluctuations in 
latent load due to a small difference between the air and surface 
partia! vapor pressure. This pressure difference cause~ Ole vapor 
flux to change direction, which represents a pseudo-equilibrium 
situation that demands a careful interpretation of what the value 
,of the peak load actually is. However, these fluctuations average 
out when calculating peak daily or weekly loads. 
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Figure 3 shows the daily cooling loads for ACC for the 
different submodels (Note that the load is zero on days 5 and 6 
because the air conditioner is off). Submodel 6 does poorly for 
ACC as well as for the other materiais (not shown). 
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Figure 3: Daily cooling loads for an ACC wall 

calculated by different submodels. 
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Table 5 shows the percent error in the weekly load for 
submodels 1-6 relative to Submodel O for ACC, BRK and LMT, 
and relative to Submodel 2 for wood . 

The constant transport coefficients used are those shown in 
Table 4. 

We see from Table 5 that using constant coefficients can 
lead to acceptable errors for most of the submodels. However, 
Submodel 4 does poorly for ACC, which we explain below. 

ln Fig. 4 we show the effect on weekly cooling load of using 
different ( constant) v alues of moisture content (3%, 10% and 
30%) to calculate the heat and mass transport in Submodel 5 at 
25°C ai r temperature. 
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Table 5: Percent relative erro r in weekly load and calculation time 

relative to Submodel O (Submodel 2 for wood). 

Submodel 
material I 2 3 4 5 6 

ACC 2.8 0.1 2.3 4.6 4.1 45.9 
BRK 0.5 0.9 0.3 0.8 0.4 68.8 
LMT -0.1 O. I 0.1 -0.8 0.1 22.8 

WOOD ----- o ----- 0.6 4.6 64.1 

time(%) 16 88 65 38 10 2 

We see from this figure (or Table 6) that it is important is to 
properly cstimate thc constant value used for the coefficients. We 
note that the effect of temperature on material properties is 
gencrally much less than that of moisture. This depends, of 
course, on the higroscopic characteristics, temperature and 
humidity levei ofthe material. 
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Figure 4: Perccnt error in weekly cooling load for Submodel 5 

relative to Submodel O (Submodel 2 for wood), for constant 

moisture content of3% (a) , 10% (b) and 30% (c). 

DISCUSSION 

We discuss here the effects of the simplifying assumptions 
in the different submodels. 

Submodels 2 and 3. First we omitted Ve, which represents 
latent specitic heat associated with a moisture gradient. We 
decided to neglect this convection terrn because the moisture 
gradient usually has more influence on liquid transport than on 
vapor transport. We also noticed that, for some materiais, êld/àx 
is small for most wall nodes. The resulting simplification 
(Submodel 2) gave good results. with percent relative errors 
below I% (see Table 5). 

Submodel 3 neglects, in addition. VT: this means, in effect, 
that the "pure'' and "apparent" thermal conductivities are equal. 
This is genaally trm: for low temperatures (near 0°C) or low 



temperature gradients. This Submodel showed a maximum error 
of 2.3% in the weekly load for ACC, which is attributable to the 
fact that the relation DTyn .. is important and the low thermal 
mass leads to high temperature gradients. However, for wood, 
this simplification probably would have had larger errors, since 
Drv is higher; unfortunately, we were unable to analyze wood 
for this Submodel. 

One motivation to omit this source term was based on the 
porous structure. When water released by evaporation leaves a 
pore or a liquid island, the vapor diffuses through the medium 
until it encounters a small cavity or liquid island, where it 
condenses, releasing energy by phase change. As a rcsult, the 
heat balance is more or less unchanged since the evaporated and 
condensed portions are roughly equal. 

Submodel 4: Omit the Source Term in Eg. (I) and Assume 
Constant Thermal Conductivity. Neglecting the source term in 
eq. (I) and assuming constant thermal conductivity leads to 
reasonable results at an average of 38% of the calculation time 
of Submodel O. 

The accuracy of the results in this case depends on the value 
for À. in eq. (12) and i*J/3x. Basically, these depend on the 
geometric and thermophysical characteristics of the room 
envelope, and on the climate and internal conditions. 

For low moisture content, the "apparent" thermal 
conductivity is close to the dry thermal conductivity . This is the 
case for which the MOIST program of Burch and Thomas ( 1991) 
is cxpected to be most accurate. W e believe, therefore, the results 
obtained from MOIST are reliable when there are moisture 
barriers and low infiltration loads. 

However, in certain cases, the error caused by assuming À. is 
constant can be larger if an incorrect value of À. is used, 
especially when BT/3x and BNOO are large, as for ACC and 
wood. For example, a Submodel 4. simulation for ACC, using a 
dry basis À., led to errors as high as 20% in the weekly cooling 
load. There is also the problem mentioned above: if the moisture 
content is high the temperature will be delayed relative to the 
moisture content because the thermal mass is higher and the 
conductivity is constant. Normally, using the dry value of 
conductivity will lead to the largest distortions when the climate 
is very humid. 

Submodels I and 5: Omit the Source Term in Eg . (I) and 
Assume Constant Coefficients. Submodels I and 5 both assume 
constant coefficients. The difference between these submodels is 
that Submodel I retains the source term. However, from Table 5 
and the comments in submodcls 2 and 3, wc see that the 
difference bctween these submodels is small. 

lt is intcrcsting to note that for BRK, Submodel 5, cvcn 
though it is lcss complete, sometimes gives smaller errors toan 
submodel I. We also see that, for the sarne material , the errors 
obtained by using Submodel 2 are higher than those obtained by 
using submodels 3, 4 and 5. A possible' explanation for this is 
that heat and mass can flow in opposite directions or that we can 
have a source term decreases the load for this material and 
weather. 

As in submodel 4, omitting the source term in eq. (I) and 
assuming constant coefficients can produce reasonable results 
when the correct coefficients are used and when temperature and 
moisture gradients are small. 

Submodels 4 and 5 for wood both gave good results, for 
simulations using e•, since DTv is implicitly taken into account 
and the coefficients are almost constant in the range of moisture 
content considered. 

Submodel 6: Omit Moisture Effects. As e:;pected, omitting 
moisture effects causes large errors. The main reason for this is 
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that the balance at the wall surfaces completely neglects latent 
heat exchange. 

CONCLUSIONS 

We have shown that simplifications of the full Philip and 
DeVries model can lead to faster heat and mass transfer 
calculations without large loss in accuracy as long as an 
appropriate value for e* is used. 

The best submodel to use depends on what run time is 
acceptable and on what data are available. For example, 
Submodel 3 is preferable when Dev and DTy, which are usually 
hard to obtain, are unknown. It is also important to note that most 
thermal conductivities values found in the literature are 
"apparent" since the "apparent" conductivity is easier to measure 
than the "pure" thermal conductivity. Thus Submodel 3 has the 
advantage of being usable with available material properties; in 
fact, Submodel 3 becomes Submodel 2 when "apparent" 
conductivities are used. They are, therefore, possible alternatives 
to Submodel O since they execute in about 1/3 less time. 

Submodel 5 can be inaccurate in some cases (Fig. 4 and 
Table 6). However, it is far more accurate than Submodel 6. If an 
accurate conduction calculation is not important, Submodel 5 is 
recommended since it fast executing. 

To get accurate results from Submodel I, 4 o r 5 the correct 
average moisture content must be used, unless there is a vapor 
barrier and the moisture levei is low. 

Using a constant moisture content may overestimate or 
underestimate the conduction loads (Fig. 4 ). The importance of 
the correct moisture content depends on the material, the weather, 
and the internal conditions. 

Some materiais, such as brick, have a very low moisture 
content and gradient, and so are relatively insensitive to the 
model simplification used. Also, since brick has high latent 
conduction loads, the cooling loads increase substantially when 
moisture is considered. 

ln conclusion, we have shown that different simplifications 
of the full Philip and DeVries model exist that are faster 
executing and are substantially more accurate in hotlhumid 
climates than models that neglect moisture effects. 
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RESUMO 

lú te trabalho tem o obfetivo de estudar. comparativamente. o desempenho térmico de dois tipos de 
coberturas planas. a partir de dados expenmemais. Os dados járam obtidos em duas moncagens 
experimentais de coberturas planas: uma com vegetação (grama) e outra constituída de terraço (piso) . 
ambas avaliadas em situação de verão. Os elevados valores de temperatura superficial atingidos no terraço 
delerminam a necessidade de uso de isolamento térmico neste tipo de co/;lertura. Os dados mostram que. do 
ponto de vista do desempenho térmico. a cobertura com vegewção. com menores tempermuras superficiais e 
inrerna. constitui uma melhor solução que as coberturas tradicionais hem isoladas. 

INTRODUÇÃO 

O uso de vegetação em coberturas de edificações não é uma 
proposta recente, sendo há muito empregada na Europa. 
principalmente em países como Alemanha. Itália, Inglaterra. 
Áustria, Dinamarca entre outros. No Brasil, esta é uma idéia pouco 
difWldida. encontrando-se apenas poucos exemplos. 

A cobertura com vegetação pode apresentar vantagens tanto 
de ordem técnica como estética e psicológica. Entre as vantagens 
de ordem técnica são citadas: isolamento termo/acústico, proteção 
da impermeabilização e redução das patologias em lajes de 
coberturas pela redução do gradiente de dilatação tém1ica c 
diminuição e/ou retardamento do volume de águas pluYiais 
escoadas nas redes dos centros urbanos. Além disto, a estética 
diferenciada. a alteração do microclima local e o efeito psicológico 
tomam a paisagem urbana menos árida e a qualidade de vida 
melhor. 

O estudo do efeito térmico üo uso de vegetação em 
construções tem sido desenvolvido em países como o Japão e 
Alemanha. Hoyano (1984) desenvolveu um experimento que 
avaliou o efeito causado pelo uso de vegetação em coberturas no 
ambiente interno da construção. Para tanto. monitorou 3 bancadas, 
em que a diferença básica entre elas era o acabamento superficial 
externo da cobertura, ou seja: vegetação rasteira, vegetação densa 
e solo nu. Posteriormente, Hoyano ( 1988) estudou o efeito de 
vegetação como coberturas de ambientes abertos. como barreira de 
sombriamento de paredes e como cobertura aderente a paredes. 
Wilmers ( 1990) avaliou o efeito da vegetação no clima urbano e 
em edificações. Harazono et ai ( 1991) estudaram o efeito de 
coberturas com vegetação e Sübstrato artificial no clima urbano c 
na carga térmica de construções. Vários autores como Honjo e 
Takakura (1991), Kawashima (1990), Meier (1991) e Saito et ai 
( 1991) têm estudado a influencia da vegetação ou áreas verdes no 
clima urbano. 

A cobertura é o elemento da edificação mais exposto a 
radiação solar durante o verão. Portanto, é responsável por grande 
parcela do fluxo de calor transferido ao ambiente interno. O uso de 
solo vegetado sobre uma laje de cobertura reduz 
consideravelmente o efeito da insolação. pois de um lado a 
vegetação reflete e absorve a radiação solar, e de outro lado o 
substrato para esta vegetação representa uma barreira adicional a 
passagem de calor. 
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O presente estudo se propõe a avaliar um dos aspectos de 
desempenho da cobertura com vegetação. isto é. o comportamento 
térmico, comparando-o com uma cobertura plana tipo terraço. 

Sobre este aspecto, a revisão bibliográfica realizada indicou a 
ausência de trabalhos comparati,·os entre coberturas vegetais e 
outras convencionais. Um arranJo experimental foi elaborado para 
representar em escala natural estes dois tipos de coberturas, para 
as quais são apresentados os comportamentos observados em 
situação de verão. 

CARACTERÍSTICAS DA ÁREA DE ESTUDO 

O experimento foi desenvolvido no Campus Universitário da 
Universidade Federal de Pelotas - UFPel - junto a Estação 
Agroclimatológica da EMBRAPA, Pelotas- RS 

A cidade de Pelotas, está situada no interior do estado do Rio 
Grande do Sul, tendo como coordenadas geográficas 31°46 ·s de 
latitude, 52°21' O de longitude e 13,0 m de altitude. Situada ás 
margens da Lagoa dos Patos, tem seu clima influenciado pela 
presença deste grande volume de águas. De acordo com a 
classificação de Nimer ( 1989), o clima da região é do tipo 
temperado. 

Segundo as normais climatológicas. referentes a um período 
de 30 anos (1961 a 1990) fornecido pela Estação 
Agroclimatológica UFPEL/EMBRAPA, os meses de dezembro a 
março são os mais quentes, sendo janeiro e fevereiro os meses de 
temperaturas mais elevadas (média das máximas igual a 28,2 °C). 
No inverno os meses mais frios são junho, julho e agosto, 
apresentando mínimas absolutas de até 3,8 °C negativos. Os meses 
que apresentam umidade mais baixa são dezembro e janeiro (74,8 
e 76.1 %), enquanto os meses de maio a setembro são os mats 
úmidos (82,8 a 85,4%) 

Bancada Experimental. Para o estudo proposto, foi 
executada uma bancada experimental em escala natural , 
implantada na área da Estação Agroclimatológica do Convênio 
UFPel I EMBRAPA O projeto da bancada é uma adaptação 
daquela desenvolvida e empregada por Lamberts ( 1983) para 
estudar o desempenho térmico de coberturas leves com ático. A 
bancada (figura I) constituí-se de uma pequena construção de 4,0 
m x 2,6 m de planta baixa c I ,4 m de pé direito, tendo como piso 
uma laje de concreto e paredes de pedra granítica, envolvida ainda 



por taludes de terra por todos os lados c coberta por três 
coberturas independentes. duas das quais são o objcto do estudo. 

O talude foi executado a fim de aumentar a inércia térmica 
das paredes. fazendo com que nas horas de pique da temperatura 
do ar externo e da radtação solar. o fluxo térmico pelas coberturas 
seja o mais significati,·o. 

Na fachada sul. encontra-se uma porta que pcrn1ite o acesso 
para a colocação da instrumentação. 

Na parte central da bancada. foi executada tuna laje de 
concreto pouco adensado. com I O cm de espessura. num níYel 15 
cm abaixo das laJes laterais. Esta laje foi mantida sombreada com 
telhas de barro c é separada das demais por material isolante 
térmico. serYindo de elemento separador das coberturas cm estudo. 
c evitando a criação de pontes térmicas. 

Nas laterais da bancada. foram executadas duas lajes de 
concreto armado com lO cm de espessura. ambas no mesmo niYcl. 

Conforme o acabamento final que tenham recebido. 
\cgctaçào ou terraço. as laJeS serão refendas como CV c CT. 
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Figura I - Vistas da bancada experimental 

Internamente, a bancada foi dividida cm 3 câmaras, de tal 
forma que a cada cobertura corresponda uma câmara. A divisão foi 
feita com folhas justapostas de isopor, com espessura total de 25 
mm. 

A bancada é dotada de um sistema de ventilação, a fim de 
evitar a estratificação e retirar o excesso de umidade. A entrada de 
ar se dá através de tubulações subterrâneas, que trazem o ar de 
uma tomada ao sul da bancada e a exaustão é feita por chaminé 
situada na laje central. 

Coberturas Analisadas. As lajes das coberturas analisadas, 
CV e CT, receberam os mesmos serviços de impermeabilização 
com manta asfáltica e posterior camada de proteção mecânica. A 
partir de então, as coberturas se diferenciam. 

Na CV. sobre a proteção mecânica, foi colocada uma camada 
de brita, com 7 cm de espessura, com função drenante. Sobre ela, 
foi disposta uma manta geotêxtil, e então 11 cm de solo vegetal, 
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sobre o qual foi assentada grama cm lei v a. totalizando 15 (I I + 4) 
cm de espessura de solo gramado. Nesta laje foi previsto um 
sistema de drenagem para as águas da chuva c de irrigação. 

Na CT. sobre a camada de proteçào mecânica. foi colocado o 
isolamento térnlico. que constitui-se de placas moldadas de 
policstircno expandido de alta densidade (lsofoam) com 25 mm de 
espessura. Posteriorn1entc foi assentado o piso. que constitui-se de 
lajotas cerâmicas de 20 x 20 cm. com caimento de 2% para 
escoamento das águas plmiais . O emprego de um bom isolante 
térn1ico nesta laje. teYc como objctivo garantir que o elemento de 
comparação fosse de boa qualidade. 

A Figura 2 mostra o detalhe das camadas constituintes de 
cada uma das coberturas cm estudo. 

COBERTURA VERDE- CV 
LEGENDA 
I . Laje concreto armado 

(c= IOOmm) 
2. Camada de regularização 

(i= 2%) 
3. Impermeabilização 

(c= 4mm) 
4. Proteção mecânica 

(e= 20mm) 

LEGENDA: 
I . Laje concreto armado 

(c = IOOmm) 
2. Camada de regularização 

(i= 2%) 
3. Impermeabilização 

(e=4mm) 

5. Camada drcnantc 
(brita - c= ?Onm1) 

6. Manta geotêxtil 
(e= 2mm) 

7. Terra vegetal 
(e= 150mm) 

8. Capa vegetal 
(grama) 

4. Proteção mecânica 
(c= 20mm) 

5. Isolamento térmico 
(c= 25mm) 

6. Argamassa Asscntan1ento 
(e= 20mm) 

7. Piso Cerâmico 

Figura 2 - Camadas constituintes das coberturas em estudo 

Instrumentação. Os dados de temperaturas foram obtidos 
com termômetros de resistência de platina ( Pt I 00) c os dados de 
radiação solar com sensores tipo piranômetros construidos a partir 
de células fotovoltaicas . Estes sensores foram ligados a um 
sistema de aquisição e registro de dados (data logger). 

A umidade do solo foi obtida indiretamente, a partir das 
leituras de um tensiômetro instalado na CV. Estas leituras .forám 
feitas três vezes por dia, nos horários das 8 hs, 12 hs e 17 hs. 

O perfil de distribuição da temperatura através· das 
coberturas foi avaliado por meio de sensores Pt 100 colocados em 
vários níveis de profundidade. Conjuntos iguais de sensores foram 
dispostos no centro e próximo ao apoio da laje, para verificar a 
validade da hipótese de difusão de calor unidimcnsional. Em 
ambas as coberturas foram medidas temperaturas superficiais 
internas, externas e sobre a camada de proteção mecânica da 
impermeabilização; na CV foi medido mais um nível, isto é, a 



temperatura do solo sobre a manta geotêxtil. (Corte transversal na 
figura 3). 

No interior, de cada câmara, foram medidas a temperatura do 
ar e temperatura de globo (vista superior na figura 3). Estes 
sensores foram localizados numa altura correspondente a meio pé 
direito. 

r-----·-·----, 

I 

,- -··----- --·---· r-----------------, 

! -TERRAC_Ó ___ -, i WEGETAC~O I 
I ' I 

, I ' i 
i 
I 

i Piranômetros 
~--···- ---\ 

! Ponto • 1! 

·. ': . \ 
iTcnsiômetro : I 

I 
\ 1 

Central \ 

!Ponto li:, i 

--~ P~nt~--;--,. I 
1 

CelitraJ 1 

. r • 
i P~nto \ 

: l.fJ~I~l _lll _ , 1 Lateral • i . 
r -=-~=c-occ:c~.-

' 
i 
L----------- -~--·· . .--. 

T------ . -.---~ 

\ -------· ·---·-··---- ---
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CORTE TRANSVERSAL 

Figura 3 - Pontos de instalação dos sensores 

Os sensores de temperatura do ar foram protegidos dos 
efeitos de radiação por um dispositivo constituído por dois 
cilindros concêntricos, de diâmetros diferentes. ambos revestidos 
externamente com folha de papel alumínio. 

Externamente foi registrada a temperatura do ar, radiação 
solar global c difusa. Os piranômetros utilizados são construídos a 
partir de células fotovoltaicas (Zanesco, 1991 ). 

Medições. As medições foram realit.adas durante os meses 
de janeiro e março de 1996, sendo as leitUr-as registradas a cada 30 
minutos. Neste trabalho caracterizou-se o comportamento térmico 
das coberturas, ao longo de um período de uma semana em que 
ocorreram condições climáticas diversas, tais como dias claros, 
com temperatura elevada, ::huva c temperatura cm declínio. 

Os três primeiros dias do experimento foram de céu claro a 
parcialmente nublado, com radiação solar global diária em tomo 
de 27 x 106 11m2 c temperatura máxima variando de 27_4 a 31,6 
0C. No quarto dia, a temperatura elevou-se, chegando a 35,2 °C e a 
tarde, em Jomo das 19 horas, houve uma chuva forte e queda 
brusca de temperatura: o dia seguinte foi nublado e chuvoso. A 
partir de então. o tempo melhorou, porém com decréscimo da 
temperatura e a radiação voltando aos níveis iniciais. 

163 

Tabela I -Dados climáticos para os dias em analise 

Temperatura Radiação Global Velocidade Condição do 
Dia Máx. -Min Diária do Vento. céu 

( OC) (J I m2
) (mfs) 

08/01 27,4- 15,2 26,66 X 106 3,8 claro 
09/01 3l ,6- 21 ,0 26,96 X 10° 2.0 claro 
10/01 30,6- 20,0 28,46 x w• 3,3 claro 
11/01 35,2 - 22,8 21,35 X 10' 3,2 claro, chuva 

a tarde 
12/01 27,8-20.0 )4 ,6] X 10° 2,9 nublado 
13/01 28,2 - 19,8 20,60 X ]0° 1.9 parcialmente 

nublado 
14/01 24,6- 18.2 27,29x 10' 3,8 claro 

No experimento foram medidas as temperaturas superficiais, 
temperaturas do ar interno c externo, temperatura de globo, 
umidade do solo e radiação solar global e difusa. Já a velocidade 
média do vento, umidade relativa do ar, precipitação, horas de 
insolação e radiação global diária no plano horizontal foram 
fornecidos pela Estação Agroclimatológica do Convênio UFPcl I 
EMBRAPA. 

RESULTADOS OBTIDOS 

Os comportamentos mais relevantes são apresentados nos 
gráficos que seguem. A figura 4 mostra a evolução das 
temperaturas superticiais externas e internas para os dois tipos de 
coberturas. 

Quando as condições climáticas são mais severas, a 
cobertura terraço apresenta valores absolutos maiores, em ambas 
as supcrficics. em relação a cobertura vegetal, além de 
experimentar amplitudes mais elevadas. Observa-se que a 
temperatura superficial externa é a que sofre maiores variações, 
chegando a uma variação diária de até 14,5 °C na cobertura verde 
e 28,9 °C no terraço. Já a temperatura superficial interna sofre 
pequenas variações diárias, chegando sua amplitude a atingir até 
4,2 °C, com média em tomo de 1.5 °C, na cobertura verde e 
alcançando 4,9 °C, no terraço. com média em tomo de 2,5 °C 
Nota-se pela diferença entre as temperaturas superficiais externa e 
interna que o amortecimento térmico é maior no terraço, chegando 
a uma diferença de até 20,2 °C, enquanto que na cobertura verde a 
diferença máxima chega a 9,9 °C Os gráficos mostram que o 
retardo térmico, na cobertura verde é maior que no terraço, embora 
a diferença não seja muito grande. Na cobertura verde, o retardo 
varia de 6 hs e 30 min a 9 hs e 50 min, enquanto, no terraço, varia 
de 5 hs c 30 min a 7 hs e 30 min. 

A figura 5 apresenta as curvas de temperatura relativas às 
camadas de impermeabilit.ação das duas coberturas. A variação de 
temperatura sofrida nesta camada, em ambas coberturas. é 
semelhante. As variações são pequenas, de 1,6 °C a 2.9 °C. na 
cobertura verde e de 2, I °C a 4,0 °C. no terraço. Isto se deve ao 
fato de ter sido adotado para a disposição da camada 
1mpcrmcabilizante o sistema U.S.D. - up side do\\n, em que a 
impermeabilização fica protegida termicamente. 

A figura 6 mostra as temperaturas do ar interno às duas 
coberturas, além da evolução da temperatura do ar exterior. 

Durante o experimento, a temperatura do ar exterior sofreu 
variações diárias de até 12,4 °C Porém, internamente verificaram
se variações muito menores. Tanto na cobertura verde quanto no 
terraço as variações diárias oscilaram entre I, I °C e 2.4 ° C A 
temperatura interna da câmara da cobertura com vegetação 
manteve-se sempre inferior à temperatura do terraço, sendo que 
nos dias de maior variação externa, a diferença entre elas também 
foi maior (cm tomo de I ,2 °C), tomando-se mínima ( em tomo de 



50 

45 

~40 ., 
:; 35 
'iú 
~ 30 

~ 25 
1-

20 

15 
g o 

o 

"' N 
o ~ 

8 

o o o o 
o o o o 
<ri b o g 
~ N o 

j\~Aj\J 
o o 
o o 
óó r-i 
o ~ 

8 8 g 
<Ó o o 
~ N O 

s s a ~ 8 ~ s a a a a a a a a a a s g g a s ~ g s a g g 
~ ro N m O D ~ ro N ~ O O ~ ~ N W O O ~ ro N m o o ~ ro N ~ 
0 0 ~ ~ N O O 0 - - N 0 0 0 .- .- N 0 O 0 .- .- N o o o - ..... 

9 10 11 12 13 14 
Dia I Hora 

Externa - CV Interna - CV ---Externa - í Interna -T 
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0,5 °C ), quando a variação da temperatura externa foi menor e 
associada a uma baixa radiação global diária. Os valores das 
propriedades térmica dos materiais (condutividade térmica. massa 
específica, calor específico e absortividade) estão relacionados na 
tabela abaixo. segundo valores encontrados na literatura. 

Tabela 2- Valores das propriedades térmicas adotadas 

Material ProEriedades Fonte 

K p Cp a. 
(W/mK) (k~m3 ~ (Jik~ K) 

Concreto 
armado IA 880 2400 lncropera 

Argamassa 
cim/areia 0,72 1860 780 lncropera 

Manta 
asfáltica OJI 1125 Pirondi 

lsofoan 0.029 36 Fabricante 

Piso 0,65/ Frota! 
carâm1co 0,46 837 0,80 Nããs 

Brita L81 837 ASHRAE/ 
Frota 

Geotêxtil 100 Fabricante 

Terra 
Vegetal 0,60 1800 1465 F.ota 

Grama 0,75/ Ometto 
0.80 

CONCLUSÃO 

Na condição de verão. ocorrente durante a realização do 
experimento, a cobertura com vegetação apresentou melhor 
resposta, já que as temperaturas superficiais e interna sob esta 
cobertura foram sempre menores . 

Na cobertura com terraço, registrou-se um grande 
amortecimento, devido à quantidade de isolamento térmico 
utilizado. Desta forma, a temperatura interna sob esta cobertura 
registrou pequenas variações e , ·alores próximos ao da cobertura 
com vegetação. Na maioria dos terraços. onde, ou não é usado 
nenhum isolamento ou é empregado isolamento insuficiente. as 
variações internas certamente são mais acentuadas e a temperatura 
interna bem mais elevada . 

Uma maior ou menor vida útil do material impermeabilizante 
está diretamente ligada ao gradiente térmico a que este esta 
submetido: da mesma forn1a, a variação térmica nas lajes de 
cobertura é a principal causa de patologias . Assim, a presença de 
isolamento térmico é de fundamental importância nas coberturas 
planas. As próprias camadas constituintes da cobertura verde 
e:otercem este papeL minimizando as variações térmicas tanto na 
impermeabilização como na laje de cobertura. Em terraços, como 
as temperaturas superficiais externas são bem mais elevadas do 
que na vegetação. é imprescindh·el o uso de isolamento térmico. 

A cobertura com vegetação é uma alternativa para coberturas 
planas, podendo proporcionar um espaço de lazer e contemplação 
diferenciado. além de garantir um bom isolamento térn1ico desta 
cobertura. 
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ABSTRACT 

This work studies the thermal performance of twÇ> types of 
flat roofs : a green roof anda we!l insulated common flat roof. 8oth 
werc monitored under summer conditions. The high values of 
surface temperature found on the common flat roof, stress the 
necessity of the use of thermal insulation on this type of 
construction. The obtained data have also shown the better thermal 
response of the green roof, as indicated by the lower temperatures 
sho..vn by both surface and internal temperatures. 
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SUMMARY 

The network method is a ve1y usejid altemative to other analysis metlwds of the transient therma/ behaviour 
in composite walls, because ir is a versatile, accurate and powe1júl method. Here, this approach has been 
applied to a three layer wall, with variable therma/ comluctivity. The boundGiy conditions on the extemal 
sides are: i) periodic radiative incide//( heat jlux. ii) natural convection with surrounding air, which 
temperature varies periodical(v. iii) thermal radiation to the background sink. 

INTRODUCTION 

Systems with composite walls are usual in many 
teclulical applications and, specially, in civil engineering. ~alls 
of buildings are confonned by layers of di!Terent materiais with 
specific thennal properties~ the outdoor temperaturc is variable 
and, generally, the indoor temperature is maintained constant to 
satisfy comfort requirements. Then, analysis of time-dependent 
behaviour is necessary to estimate cooling and heating loads of 
buildings, which are required for air conditioning design. 

Considerable amount of work related with this topic 
exists, incorporating the intluence of the daily cycle of the 
outdoor conditions, the incident solar radiation on the outdoor 
wall surface and the heat transfer by convection at the extemal 
and intemal surfaces (AI-Mujahid and Zedan, 1990; 
Antonopoulos and Valsamakis, 1993 a; Antonopoulos and 
Democritou, 1993 ). ln this work we are interested in 
investigating the conduction in a composite wall with 
polynomial dependent temperature conductivity, which is a 
precise aproximation in many materiais. Initially the wall is 
isothennal and at the same tempemture as its initial natural 
environment one's, which has a periodic temporal variation. The 
boundary condition at the outdoor surlàce of lhe wall is a 
periodic thennal radiative heat tlux, countered by natural 
convection with the surrounding air, and also radiant exchange 
with the background radiation sink. On the indoor surtàce of the 
wall, energy is also transferred from or to the inside 
enviromnent by natural convection. 

This investigation is carried out using the network 
method, an useful altemativc to lhe geneml numcrical methods 
to obtain thc transient thennal response of complex systems. 
Tilis method is based on Peusner's ( 1987) and Oster's ct ai. 
( 1971) works, and allows the description of any transport 
process in tenns of electrica1networks. ln this way, and from the 
equiva1ent electrical model, it is possible to obtain digitally ali 
of the output signals by an adecuated simulation program of 
electrical circuits. The spatial variable in the heat conduction 
equations is discretized as in finite-dillerence schemes but the 
time variable remains continuous. lt allows the mathematical 
model to be described by a network model, transfonning the 

1 To whom çorr~spondençe should be addressed. 
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partia! differential equations involved in the conduction pro
blems into a set of coupled ordinary differential equations, 
which are thc equations of the network. Highly developed 
methods of circuit analysis may then be employed to obtain lhe 
dynamic behaviour of systems without having to deal explicitly 
with the usually very complex dillerential equations describing 
the process. We have found that the simulation program PSPICE 
(Nagel, 1977) is very useful for this purposc. 

The network approach is a very powerful method to 
deal with transport processes; it has already been applied 
successfully in phenomena such as diffusion, convection and 
electromigration through membranes and electrode reactions 
with coupled chemical reactions (Homo et ai., 1992; González
Femández et ai., 1995). Although the electro-them1al analogy is 
very well known, it has been only used from a formal point of 
view or to make very limited analogue systems, because of its 
inhcrent tolerance ranges. Nevertheless, the network method, 
considering the fonnal equivalence, intends to simulate the 
behaviour of the systems but avoiding the limitations that the 
physical implementation of any circuit has. ln this way, this 
approach, working with ideal monoports, is very versatile, can 
simulate conditions of dillicult or not possib1e empirical 
accessibility, and take advantage ofthe potential that the modem 
simulation programs of electrical circuits have. From a more 
specific point of view, the network method admits ditTerent 
distribution of initial temperatures, boundary conditions func
tions of the time or the temperature, and variable thennal 
properties, in a routine way, so enclosing a great variety of heat 
transfer nonlineal problems. 

NETWORK MODEL 

A one-dimensional wall constituted by three layers has 
been considered. The first layer I, of thickness L1, has a 
temperature-dependent thennal conductivity, and the second 
layer II, of thickness L1, is made of an insulating material; L3 is 
the thickness of the layer ill. Heat tluxes of incident solar 
radiation, natural convection and re-radiation through the 
extemal surface of layer I have been supposed; only natural 
convection on indoor surface has been considered. 

The ditTusion equations are 



p,c,(d Tia t) =a (k,a Tia x)/(J X: !>0, o < X ~L, (I) 

pucu(éiT/at)= k11éi 2T/élx2 : !>0, L,<x<L,+Ll (2) 

pmcm(aT/élt)= k111a 2T/Jx2 ; t>O, L,+L2<x<L (3) 

where x and t art: the space and time, respectively, p is the 
density, c the specitic heat and L the total width. The thennal 
conductivity k1 varies with the temperature in the fonn 

k, = k10 + k11T1 + k12T12 + 

where k10 , k11 , k12 . . are constants as well as k11 and km 
Moreover, 

T,(x = L1 , t) = T11(x = L1. t) 

Tn(X = L1 + L2, t) = Tm(x =L,+ L2, t) 

(4) 

(5) 

(6) 

must be fulfilled to satisty boundary requirements between 
adjacent layers. TI1e boundary condition at x = O is: 

j,91= -k,(d Tia x)co.n = ho(Tx9J · T,) + j,+ E<J(TJx9l - T~J (7) 

where ho is thc heat transfer coet1icient of thc surtàce, T •. and T~ 

are the ambient t1uid and radiation sink tempaatures, t: is thc 
radiative emissivity of surface, o is the Stetàn-Boltzmmm 
constant and j, is the solar incident heat t1ux. Daily variation of 
this flux has been assumed in the fonn: 

j, = .io sen (2n:th), for O ~ t ~ 1/2 
and 

j, = O , for 1/2 ~ t ~ 1 

(8) 

(9) 

1 being the period of the incident heat !lux. The same period has 
the variations of the ambient air temperature T, , that may bc 
approximate as (Antonopoulos y Democritou, 1995) 

T, = Tm + Tn sen (2n:th) (lO) 

when; Tm and T 11 are the m..:an value and the amplitude of the 
temperature oscil!ations, respectively. 

The boundary condition at x = L, can be established as: 

.ix~ L = - klll (a TI a X) (L,t) = hL (T X "' L - T m) (I I) 

wherc hL is the heat transfer coetlicient of thc:: surtàce with the 
indoor air, which tempc::raturc is T., . 

Thc initial condition is givc::n hy 

T(x, O)= To ( 12) 

The general procedure for ohtaining thc:: network modd 
representativc of a transpor! process consists in dividing the 
physical region of intcrest into volume:: elcments . So, for tht: 
compartment i, of thickncss ~x. accordmg to the F ourier · s law, 
thc:: Eq. (i), layer I, can bc \VTitten as 

p1c1 (dT/dt) = -~j/~x =(ii'-,- j,'+, )/~x (13) 

j'i,, being the t1uxcs leaving and coming Úle compartmcnt i, 

j',, = ± k,,., (T, -T,,_, )/(~x/2) (14) 

Using Eq.(l4), Eq.(13) is givcn by 

PICI(dT, /dt) = 
= ( l/~x)[k,II'i - .,-Ti)/(~x/2)- ki , ,,(Ti-Ti , Jf(~x/2)] ( 15) 

T,,. and T, being the temperatures at the ends and at the central 
point of the compartment i, respectively (Fig. I). The 

conductivity k,"' = k(T;"') are the values of k, at thosc ends. 
Substituting Eq . (4) into Eq. (IS) yields thc:: following cquation: 

p1c, ~x( dT, /dt) = 

= (Ti-,-Ti)/(~x/2kl0)+ 2(T,.,-T,)[(k,~/~x) T,., -
- (T,-Ti,,)/(~x/2klo)- 2(Ti-T•+.) [(k11/~x) T... ( 16) 

Ti-" R,.t+" R,_" Ri+" T,+" Ri -t l + u 

,~'1---Tj-------r:.- -r - :::--t T ... --~vvv I T •. t l 
~ Ji-l ,b i 

L_ ----;.~i ~ 
, I 

- j_ Ci ~~~--

T T~ 
G,,a 

'I 

! T,. T, cJ. V(R,,b) 

I 
~--- -1 1 

R,,a T -f;+~ ; R,,b 
1 

! t + -1 ----b: l I 

I F •. b - -- _ I : 

.. ~. ____ [_~---- -~ -

T,_J. T;. V(R, ,a) d -l 
I 

F,,a I I 
__j 

T; _" 

.1x 
-)j 

Figure I - Network model lor transient heat conduction in a volume elcmc::nt of the layer I, with 
temperature-dependent thennal conductivity. 
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where k12 , k13, ... = O tQ simplify. 
This equation can be written as 

(17) 

where 

j;M = ± (hT;M) /(óxf2kiO) ( 18) 

(19) 

(20) 

(21) 

Eq. (17) can ue considered as a Kirch.hotfs current 
law, and t.hc temperature T as a variable satisfying Kirchhoft's 
voltage law, because of T is a continuous and single-valued 
variable. Then, it is possible to analyse the heat conduction 
process by an electric network which characteristic variables are 
j and T. ln this sense, Eqs. (I 8-21) define resistors with 
resistance R~ ... = óx/2kw, a capacitor with capa<.:itance C1 = 
PICIÓX, and two multivariable voltage-dependent current sources 
G~a and G;.b , of output j;,a and j;,b respectively, which are 
connected as the Kirchhofl's current law, Eq. (I 7). Moreover, 
according to the topology, T;., = T;.1+,, T;+, = 'L+ I-,, and 

lj;)= l_ii-I+J, I j;t6 I = l.ii+I-.1; consequently, (T;.,-T;) = (Tl·I
T;. I+. ), (T;-T;+.) =(Ti+ I-.- T;+I), and from Eqs. (20, 21 ), I j;_, I= 

lji-I,b I , and I j;.b I = lji+I ,a I. ln this way, it results that lhe 
sources G;,a and G;,b can be com1ected between the points i-1 and 
i, and i and i+ 1, respectively, as it is shown in Fig. I. 

The voltage-dependent current source G;,a is controlled 
by two ti.mctions, V;,a • = (T;.,-T;) and V;,a •• = 2(k11/óx) T; .•. Thc 
first , V;,;, is obtained directly on its associated nodes, while 
V~. •• is evaluatcd by other auxiliary circuit with a voltage
dependent current sourcc F1,a, controlled by T;.,, of output V;,a ·· , 
and the resistor R;,a = I. ln the same way, thc implementation of 
G~b necds an auxiliary circuit with the voltagc-dependcnl currcnl 
source F1,b, of output 2(kn/óx)T;+. , and lhe resislor R;,b = I. ·n1e 

oU1er conlrol voltage tor F1,b, (T;-T; •• ), is obtained again dircctly 
from the circuit. 

~---L ___ ---~ 

Figure 2 - Network 111odellor transient heat conduction in 
the entire physical region. Boundary and initial conditions 
are explicit in the model. Auxiliary circuits are not 
included. _i co and .icL are lhe convcclive !luxes al x =O and 
x =L, respectively; _irr is lhe rc-radiation !lux. 

The branches of the circuit corrcsponding to lhe layers 
ll and ID are lhe samc thal that of the layer I, withoul the currcnt 
sources G;,, and G;.b and their auxiliary circui ís, becausc ku and 
km are constants. For network modelling purposcs, any numbcr 
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N1, N1 and N3 of elemental circuits as those described, 
corresponding to lhe layers I, ll and DI, must be connected in 
series to forrn the network model for thc entire physical region 
undergoing the transient heat conduction process. Fig. 2 shows 
lhe entire ladder network model. The next step is to include 
initial and boundary conditions; initial temperatures throughout 
the system have been incorporated by means of the initial 
potential of t.he capacitors C; in the network model. The incident 
radianl heat flux, Eq. (8), is modelled by a sinusoidal variable 
current source G, of output j,. Eq. (9) is satisfied by the diodes 
associated to source G,, which constitutes a typical half-wave 
rectifier circuit. The heat fluxes of the natural convection at x =O 
and x = L, are modelled by the voltage-dependent current 
sources Gco, controlled by the voltages T,~ and Ta, and GeL , 
controlled by the voltages T x=L and T in ; the outputs of lhe se 
sources are ho(T,~ - Ta) and hL(Tx=L- Ta), respectively, Eq. (7). 
l11e temporal variation ofthe ambient air temperature, Eq. (10), 
has been modelled by a variable voltage source of output Ta, 
(Fig.2). l11e heat flux exchanged with the background radiation 
sink al x=O, is also implemented in the network model by the 
voltage-dependent current source Grr, of output ecr(T4x~ - T4J , 
(Fig.2), where T~ is modelled by a simple auxiliary circuitas Ta 
was. 

Temperature (K) 

14.-----------------------------------, 

13 

12 

11 

10 

9 

?+--------+--------+--------+--------, 
1000 1025 1050 1075 1100 

Time (s) 

Figure 3. Temporal profile~ of temperatures at the 
limits of t.he layers. 

NUMERICAL RESULTS 

The implemenlation of lhe network model of Fig. 2 
inlo an electrical network simulation routine such as PSPICE 
allows us to obtain the theoretical response expected for the 
system considered. The digital simulation of the behaviour of a 
laycred wall, under the conditions specitied by the mathematical 
model, has been carried out using the tollowing values of the 
parameters: c1 = clll = 1 J/kg-K, cu= 0.5 J/kg·K, PI = Plll = I 
kg/m3

, pu= 0.5 kg/m3
, k10 = 10'3 W/m-K, k11 = 10"4 W/m·K2

, ku = 
25·10"5 W/m·K, klll = 2.5·10·3 W/m-K, L1 = 0.25 m, L1 = 0.05 m, 
L3 = 0.1 m, N1 = 25 cells, N1 = 5 cells, N3 = 10 cells, ho= 4 
W/m2·K, hL = 0.1 W/m2-K, EO" = 10'4 W/m2-K4

, _i o= 10 W/m2
, "t = 

I 00 s, Trn = I O K, Tn = 2 K, To = I O K, T in = 8 K, T ~ = O K. 
Obviously, these values do not correspond to real characteristics, 
because our aim has been to show severa! inlluences on the 
thennal responsc of lhe system, including alinealities, and the 
capacity of lhe network method to model them. Simulations are 
carried oul on a SlJN Sparcstation 2, 4/50 GX. 



Even if the total response of the model, transitory as 
well as arn10nic stationary, has been supplied by PSPICE, it has 
been selected a complete cycle that begins in t = I O 1 = I 000 s, 
in order to eliminate transitory int1uences on the graphics. The 
location of the points to represent temperature or t1uxes has been 
selected as typical. 
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Figure 4 - a) Temporal variations of the convective and 
re-radiative instantaneous heat 11uxes through the 
externa! surface. b) Temporal dependence of the total 
heat flux through the externa! surtàce. 

Figure 3 shows the temporal dependence of the 
temperature at x = O, L1, L1+L2, L1+L2+L3. lt can be observed 
that the .larger time lag between consecutive maximums 
corresponds , to the limits of the layer II , where the isolation 
character takes place. Market singularities of the curve x=O, at 
the begüming and center of each cycle, are due to strong 
discontinuities of incident solar radiation at these moments. The 
temperature at the outdoor surface, in absence of solar radiation, 
goes down to values smaller than the externa! air temperature, 
due to re-radiation. 

Temporal variations of convectivt: and re-radiative 
instantaneous heat 11uxes through the externa! surface are shown 
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in Fig. 4.a), which by the rcason mentioned before have also 
singularities; temporal dependence of total heat t1ux through the 
externa! surface is shown in Fig. 4.b). The evolution of thc heat 
flux through indoor surface, which is of interest for air 
conditioning purpose, is given in Fig. 5. 

Heat flux (W / m 2
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Figure 5 - Temporal evolution of the heat !lux through 
indoor surface. 

Computing time depends on the maximum time 
required at the process; for t = 12 1 is 600 s. 
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RESUMO 

Determinam-se propriedades físicas relacionadas à transferência de massa (umidade) em telhas cerâ
micas. São apresentados os ensaios de densidade, porosidade, conteúdo mássico na saturação, adsor
ção, porosirnetria a mercúrio e permeabilidade ao vapor. Apresenta-se ainda a difusividade ao vapor 
da telha cerâmica, e os trabalhos futuros que poderão ser desenvolvidos utilizando-se microscopia 
eletrônica e análise de imagens. 

INTRODUCÀO 

Nos últimos anos, principalmente depois da crise energé
tica da década de 70, foram desenvolvidos muitos trabalhos de 
transferência de calor em edificações, objetivando inicialmente, 
a redução do consumo energético provocado pelo uso de equi
pamentos de condicionamento de ar. Posteriormente conside
rou-se a melhoria das condições térmicas da edificação ( confor
to ambiental). 

Os problemas térmicos são maiores em regiões com climas 
quentes, com alta incidência da radiação solar. Nestas regiões, 
identificou-se que é na cobertura que ocorrem os maiores fluxos 
de calor para a edificação e como as telhas são os elementos que 
estão diretamente em contato com o meio ambiente (chuva, sol), 
é fundamental melhorar as propriedades relacionadas à transfe
rência de calor neste material. 

Lamberts (1983), descreve duas formas de se minorar os 
problemas de desconforto térmico em edificações: de forma ati
va, com a utilização de equipament0s de condicionamento de 
ar; e de forma passiva, tirando partido das cartacterísticas tér
micas da estrutura. Nesta última, destacam-se : a ventilação 
natural, que objetiva reduzir os fluxos de calor, pelo mecanis
mo de remoção por convecção do calor absorvido ; A utilização 
de materiais isolantes, como o isopor c a lã de vidro, que têm o 
objetivo de redu zir o fluxo de calor por condução; A barreira 
à radiação, que consis te de uma película de metal polido 
colocada abaixo das telhas. O metal polido tendo baixa emissi
vidade, reduz a transferência de calor por radiação da telha para 
o forro. Em coberturas pesadas pode-se utilizar a capacidade 
térmica da estrutura para controlar, através do retardo térmico, 
o fluxo de calor para o interior da edificação. 

No Brasil, diferentemente dos países europeus, as técni
cas de redução dos fluxos de calor nas coberturas, normalmente 
não são usadas. Seja pelo maior custo inicial das técnicas natu
rais, seja pelo desconhecimento destes mecanismos pelo usuá
rio final. Espera-se que com o desenvolvimento de normas rela
cionadas aos problemas térmicos das edificações as construto
ras e engenheiros passem a aplicar as técnicas acima citadas 
(Lamberts, 1991 ). 

Com relação à especificação dos elementos constituintes 
das coberturas, o usuário só seleciona o tipo de telha. Tendo a 
telha de cerâmica maior aceitação, o usuário final 'sabe' que a 
telha de cerâmica deixa a sua casa mais 'fresca'. 

Embora já exista um grande avanço nos estudos de trans
ferência de calor em edificações, falta ainda a consideração dos 
efeitos das trocas de massa nos elementos construtivos, fator 
normalmente desconsiderado. O presente trabalho é uma contri-
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buição aos estudos de transferência de massa, e objetiva deter
minar as propriedades físicas relacionadas à transferência de 
massa em telhas cerâmicas. 

Pretende-se através da determinação das propriedades da 
telha cerâmica, do uso de simulações numéricas (Bueno e 
Philippi, 1996) e da realização de ensaios de campo (Bueno, 
Lam-bcrts e Cunha Neto, 1996), desenvolver especificações 
para o desenvolvimento de uma nova telha de cerâmica, mais 
adaptada ao clima regional (sub-tropical). 

BALANCO DE CALOR E UMIDADE 

Admite-se, como senso comum, que as telhas ceram1cas 
apresentam um desempenho térmico superior em relação às de fi
brocimento; mas quais os fenômenos fisicos que exJ)Iicam este 
comportamento? Nas linhas abaixo procura-se descrever de uma 
forina simplificada o processo de transferência de massa em te
lhas expostas ao meio ambiente. 

Durante a noite as telhas perdem energia por radiação em 
ondas longas para o céu, figura I (a). Com a perda de energia, a 
temperatura da telha fica mais baixa que a temperatura do ar, 
acarretando uma redução na pressão de saturação do vapor jun
to à superficie da telha; passa então a existir um gradiente de 
pressão de vapor entre a telha e o ar; e a telha passa a ganhar 
um1dade por condensação. As telhas de cerâmica são porosas, 
permitindo a migração desta umidade para o seu interior. 
. Pela manhã, a telha está com concentração de umidade alta 
em seu interior c, com a incidência da radiação solar, o processo 
se inverte. A telha ganha energia e eleva a sua temperatura; con
seqüentemente, ocorre aumento da pressão de vapor na superfi
cie da telha, passando esta a perder umidade. Como parte da 
energia do sol está sendo utilizada para evaporar a umidade in-

(~ (~ 
Figura I: À noite a telha ganha umidade (a), e de dia perde 
umidade (b ). 



corporada na noite anterior, a temperatura da telha de cerâmica 
fica abaixo da que estaria se não houvesse evaporação, figura 
I (b). 

O que explica o melhor desempenho térmico da telha per
meável (como a telha de cerâmica) em relação as impermeáveis é 
então, o processo de interação da estrutura porosa da telha com 
a umidade do ar. 

Deve-se considerar ainda a chuva, que é a precipitação de 
água líquida diretamente sobre a telha, sem que ocorra mudança 

. de fase. Como no processo de evaporação ocorre absorção de 
calor latente, ó ganho de desempenho térmico decorrente da po
rosidade das telhas será maior com as chuvas. 

Lamberts (1983) identificou a importância da transferên
cia de umidade em telhas de cerâmica e através de cálculos sim
plificados quantificou que a energia gasta na evaporação da 
umidade incorporada à noite equivale a 20% da radiação solar 
incidente. Dando continuidade a este trabalho, (Bueno, Philip
pi e Lamberts , 1992) discutem o fenômeno da transfercncia de 
calor e umidade em telhas de argamassa, utilizando processo 
simplificado, em que se considera as trocas de umidade entre a 
telha e o meio ambiente, mas se desconsidera a resistência hi
dráulica da telha. 

O processo de retenção da umidade do ar pela telha no 
período noturno, c posterior evaporação desta umidade está as
sociado a duas propriedades do material. A primeira, é a capa
cidade de retenção da umidade, representada pela curva de ad
sorção· do material. A curva de adsorção relaciona a umidade 
relativa do ar ambiente com o conteúdo de umidade retido pelo 
material no equilíbrio térmico e mássico. As isotermas de ad
sorção juntamente com modelos teóricos de adsorção fisica , tem 
sido usados ainda na determinação da estrutura porosa. A ad
sorção está ligada essencialmente à estrutura porosa do mate
rial (distribuição de diâmetros e volumes de poros). A segunda 
propriedade é a capacidade de penetração da umidade que con
densa sobre a sua superficie para o seu interior (permeabilida
de). O processo de migração depende da difusividade do ma
terial, que é dividida para efeitos teóricos em difusividade tér
mica e mássica. A permeabilidade depende, além da porosidade, 
da conectividade entre os poros. 

A figura 2 apresenta uma ampliação idealizada da estrutu
ra porosa de materiais cerâmicos. A telha de cerâmica apresenta 
uma distribuição de poros extensa, com poros condensáveis 
(poros facilmente preenchidos por líquido). Nos poros não 
preenchidos por líquido ocorre transferência de vapor por difu
são, enquanto nos preenchidos, as trocas de líquido ocorrem 
por condensação, migração capilar e evaporação. Para a compre
ensão dos processos higroscópicas que se desenvolvem na tc
lha de cerâmica (meio poroso) parte-se dos trabalhos de Philip 
e De Vries ( 1957), De Vries ( 1958, 1987), Philippi ct 

:l• 
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Figura 2: Transferência de umidade em telha de cerâmica. 
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ali i( 1993), Fernandes ( 1990), Yunes ( 1992), c Cunha Neto 
(1992). 

ENSAIOS 

Com o objetivo de determinar as propriedades tisicaS re
lacionadas a transfercncia de massa nas telhas , foram realizados 
os ensaios de densidade e porosidade, o ensaio de adsorção , o 
ensaio de porosimetria a mercúrio e o ensaio de permeabilidade 
ao vapor. 

Material· As telhas utilizadas nos ensaios são telhas ce
râmicas do tipo plan, formadas por capa e canal e foram obtidas 
em uma olaria da região da Grande Florianópolis-SC. 

Ensaio de Pensidade e Porosidade. Para obtenção da 
massa das amostras foi utilizada uma balança analítica marca 
Sartórius, de resolução 0.0005g, com faixa de operação para até 
160g; uma estufa com faixa de operação até I oooc para secagem 
das amostras; e uma bureta graduada (escala 50 mi) para medi
ção de volume. 

As amostras foram impermeabilizadas com tinta impennea
bilizante ma.ca comercial llidronorte, e seu volume determina
do conjuntamente na bureta graduada por imersão. Também foi 
determinado o conteúdo mássico na saturação, Wsat, que é a rela
ção da massa de~ líquido retida na amostra saturada, pela massa 
seca da amostra. 

Os resultados encontrados (média de I O amostras) foram: 

Densidade = 1 880 +/- 80 I kg/m']; 
Wsat= 0.176 +/- 0.001 [kg/kg]; 
Porosidade= O 331+/- 0.014 [m'/m']. 

Ensaio de Adsorcão, O ensaio de adsorção consiste cm se 
determinar a relação de equilíbrio entre a umidade relativa do ar 
e o conteúdo mássico de umidade do material a uma determinada 
temperatura, veja Merouani ( 1987), Yunes (1993) e Cunha 
N<!tO (1992). 

Lste experimento utiliza um conjunto de reservatórios 
executados em resina que conterão as amostras, atados a um fio 
que permite pesá-los sem sua retirada do dcssecador. O desse
cador usado consiste de um frasco de conserva, com tampa ve
dada por um<1 junta de borracha e volume adequado (0.5 li
tros). A atmosfera dentro do dessecador, mantido a temperatura 
constante, tem sua umidade relativa controlada por uma solu
ção salina supersaturada. 

As amostras foram selecionadas aleatoriamente, secas em 
estufa e pesadas para se obter as massas secas. Em seguida foram 

Figura 3: Dessecador e amostras do ensaio de adsorção. 



Umidade Relativa[%] 

Figura 4. Curva de adsorção para a telha crâmica. 

colocadas dentro dos dessecadores e os conjuntos mantidos a 
30°C em estufa. A determinados períodos as massas das 
amostras são adquiridas. O fim do ensaio é determinado quan
do não se detecta mais variações de massa de uma semana a 
outra. Na figura 3 são mostrados o dessecador e as amostras u
tilizadas no ensaio de adsorção. 

Resultados da adsorcão. Foram realizados dois ensaios, 
para verificar a dispersão nos resultados . Como para valores 
altos de umidade relativa o ensaio é mais lento, foram obtidos 
dois pontos experimentais para h=96%. A figura 4 apresenta 
os resultados do ensaio de adsorção para a telha de cerâmica. O 
ponto correspondente a h=75% apresenta uma anomalia, o 
conteúdo mássico é menor que para h=60%, isto se deve 
provavelmente à utilização de um sal não P.A. 

Ensaio de Porosimetria a Mercúrio. Um ensaio adicional 
que foi realizado, a porosimetria por injeção de mercúrio . Para 
compreensão do funcionamento da porosimetria a mercúrio 
veja J. Van Brakel (1982). 

O equipamento utilizado foi um PORESIZER 9320 
V2.05, da Micromeritics. Os valores de pressão aplicados na 
intrusão estão na faixa de 0.002 Mpa a 20 I Mpa . Para a 
retração os valores foram 175.5 Mpa e 0.5 Mpa. Estes valores 
de pressão permitiram identificar poros de 660 11m a 0.0062 

!Jm 

Resultados da porosimetrja. A tabela I apresenta os 
principais resultados do ensaio de porosimetria a mercúrio. 

A Figura 5 mostra o volume acumulado em função do 
diâmetro dos poros. Pode-se observar a histerese entre as 
curvas de injeção e retração do mercúrio. 

O efeito de histerese esta associado a poros do tipo 
garganta, a conectividade do meio poroso (Souza, 1993) e a 
histerese em nível de poro (Everet and Haynes, 1972). 

Para diâmetro de poro de 1.211m, o volume acumulado é 
de 0.0059 mllg na injeção contra 0.06 •ml/g na retração, uma 
diferença de 0.0541 ml/g. A maior histerese ocorre para poros 
da ordem de 0.1 11m onde temos volumes de 0.0247 ml/g para 
injeção contra 0.145 mllg na retração. Observa-se ainda um au
mento considerável do volume acumulado na injeção para diâ-

Tabela I: Resultados do ensaio de porosimctria a mercúrio 

Volume máximo de mercúrio penetrado na 
amo~tra na intrusão 
Área total .dos poros 
Diâ111~tro médio do poro (volume) 

__ Qiâ_ll!_etro médio do poro (área) 
Densidade 
Densidade aparente 
Porosidade 

0.1702 ml/g. 

14.791 _m2/g. 
0.0385 llm 
0.0579 llm 
1.8298 g/ml 

2.6573 g/ml 
31.14 % 
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Figura 5. Volume acumulado em função do diâmetro dos poros. 

metro de poro acima de 0.1 )lm, atingindo um volume acumu
lado de 0.1667 ml/g para diâmetro de poro de 0.0 I 11m. Ou seja 
a grande maioria dos poros esta compreendida de 0.1 11m a 0.0 I 

llffi 
A figura 6 mostra a superficie específica acumulada em 

função do diâmetro dos poros. Observa-se um incremento 
substancial da superficie acumulada para poros a partir de 
O. l!lm, atingindo um máximo de 14.79 m'/g. 

Outro parâmetro fisico importante no estudo da transfe
rência de massa em telhas, é a difusividade. De acordo com os 
conceitos da teoria de meios porosos de Philip e De Vries 
(1957), existem dois coeficientes de transporte, um associado 
aos gradientes de umidade e o outro a gradientes de temperatu
ra. O coeficiente de transporte associado a gradientes de umida
de (difusividade isotérmica), pode ser dividido em dois termos: 
difusividade da fase vapor e da fase líquida. O presente traba
lho determina a difusividade isotérmica para a fase vapor. 

Pode-se determinar a difusividade a partir dos resultados 
do ensaio de permeabilidade ao vapor e do ensaio de adsorção. 
Apresenta-se abaixo o ensaio de permeabilidade ao vapor e a 
determinação da difusividade das cerâmicas na região do vapor. 

Ensaio de Permeabilidade ao Vapor. O objetivo deste 
ensaio é determinar a permeabilidade ao vapor da telha de cerâ
mica vermelha. 

As amostras foram cortadas de uma telha com serra copo 
diamantada sob lubrificação com água para obtenção de um bom 
acabamento superficial. As amostras foram co'íadas com 
silicone sobre recipientes contendo a solução salina de maior 
umidade relativa. O conjunto é então colocado em um 
dessecador, feito de um frasco de vidro de 1.5 litros, contendo a 
solução salina de menor umidade relativa. A figura 7 mostra um 
esboço da montagem. Os dessecadores foram mantidos em estufa 
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Figura 6. Superficie específica acumulada em função do 
diâmetro dos poros. 
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Figura 7. Montagem das amostras para o ensaio de permeabili
dade ao vapor. 

a 30°C. 

Resultados do ensaio de permeabilidade ao vapor. A fi
gura 8 apresenta a evolução da vazão em gramas/dia para o 
ensaio de permeabilidade ao vapor. O tempo total de ensaio foi 
próximo a I ano. O processo é extremamente lento, dado a baixa 
difusividade das cerâmicas e a grande espessura das amostras 
(!!mm). Os pontos entre os dias 40 e 70 foram desconsiderados 
devido à ocorrência de uma variação de temperatura da estufa. 

A velocidade do ensaio poderia ser aumentada pela redu
ção da espessura da amostra. No entanto isto não é recomendá
vel pois as superficies da cerâmica apresentam uma estrutura po
rosa diferente de seu interior, em função do processo de prensa
gem e secagem das telhas. O lixamento removeria essa superficie 
descaracterizando o material. 

Determinacão da difusividade isotérmica de umidade. 
Com as curvas de permeabilidade ao vapor que fornecem o fluxo 
de massa} [g/dia] em função da diferença de umidade relativa e a 
curva de adsorção que relaciona o conteúdo de umidade (w) 
com a umidade relativa do ar, pode-se determinar a difusividade 
isotérmica de umidade da telha através da equação: 
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Figura 8. Curvas de permeabilidade da telha de cerâmica. 
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Figura 9. Difusividade isotérmica de umidade da telha de 
cerâmica na região de vapor 

onde Dh representa a difusividade isotérmica [m'/s], j é o 

fluxo de massa [kg/m' s], Llx representa a espessura da amostra 

[m], .1w é a diferença de conteúdo mássico de umidade entre as 
faces da amostra [kg/kg] c DRscca é a densidade relativa do mate
rial seco. 

A figura 9 apresenta a difusividade calculada a partir do 
ensaio de adsorção e do ensaio de permeabilidade ao vapor. 

A determinação da difusividade é extremamente complexa, 
pois tanto o ensaio de adsorção como o de permeabilidade são 
longos e delicados. 

TRABALHOS FUTUROS: ANÁLISE DE IMAGEM 

Visando eliminar os experimentos do tipo longo e des
gastante, novas alternativas estão sendo estudadas com o obje
tivo de caracterizar as propriedades de materiais porosos entre 
os quais se encontra a cerâmica vermelha. Uma das técnicas que 
têm se mostrado promissoras é a aplicação da análise de imagem 
sobre micrografias obtidas ao microscópio eletrônico de varre
dura, Moscheto (1991), Pieritz (1994), Fernandes (1994), 
Magnani (1996). A caracterização da estrutura porosa permitirá 
a reconstituição do meio e a simulação dos processos de 
transporte e retenção de fluidos e calor, e a obtenção das 
prcpriedades macroscópicas de transporte de umidade, tais 
como a difusividade hídrica e a permeabilidade. 

A título de exemplo, a figura I O( a) mostra a aplicação da 
técnica a uma micrografia de arenito berea, e a figura IO(b) uma 
imagem binarizada de uma argamassa. 

Dando início a essa nova fase, partiu-se para a obtenção 
de micrografias das telhas cerâmicas. A obtenção de micro-

(a) (b) 

Figura I O. Exemplo de uma micro grafia e imagem binarizada de 
um materiais porosos (arenito berea e argamassa). 



Figura 11. Micrografia em microscópio eletrônico de varredu
ra de uma telha cerâmica ( aumento 62 X). 

grafias de materiais cerâmicos exige um tratamento diferenciado, 
em função de sua fragilidade e do alto grau de impurezas encon
tradas neste material. A figura 11 apresenta uma primeira micro
grafia da telha cerâmica, obtida com ampliação de 62X, num 
microscópio elctrônico de varredura, operando com elétrons 
retrodifundidos ( back scattering electrons). Pode-se observar a 
presença de objetos brancos, cinza e de uma massa envolvendo 
estes objetos. Observa-se ainda a presença de alguns macro
poros . 

A figura 12 apresenta uma micrografia da mesma amostra, 
agora com ampliação de 7808 vezes, observe que a imagem não ê 
aproveitável de imediato para a análise de imagem por não 
apresentar um bom contraste. Em função dos problemas 
encontrados na obtenção das micrografias , novas técnicas de 
polimento e preparação das amostras tem sido desenvolvidas. 

CONCLUSÕES 

Para a telha de cerâmica, foram encontrados os seguintes 
resultados : A densidade 1880 +/- 80 [kgfm3] e a porosidade 
0.331+/- 0.014 [m3fm3] estão de acordo com os valores encon
trados na literatura (loshimoto e Thomaz, 1992), o conteúdo 
mássico na saturação foi de wsat= 0.176 +/- 0.001 (kg/kg]. 

Estes resultados foram confirmados pelo ensaio de poro
simetria a mercúrio, onde se encontrou uma densidade de 1830 
[kg/m3], uma porosidade de 0.311 [m3fm3] e o conteúdo mássi
co de Wsat=O.I702 kg/kg. 

O ensaio de adsorção realizado caracteriza a telha de cerâ
mica como material higroscópica e mostra que o conteúdo de u
midade cresce rapidamente para umidades relativas acima de 
80%. 

O ensaio de permeabilidade foi extremamente lento, demo
rou um total de 340 dias. A difusividade calculada a partir do 
ensaio de permeabilidade ao vapor e do ensaio de adsorção, 
apresenta valores compatíveis com aqueles encontrados na 
literatura. 
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ABSTRACT 

This work describes the determination of higro-thermal 
properties of clay tile, from experimental results of density, 
porosity, humidity content in saturation, adsorption, mercury 
porosimetry and vapor permeability. It is also presented the 
determination of vapor difusivity, and future work is proposcd, 
using eletrônic microscopy combincd with image análise, to 
identify transpor! properties from numerical simulation. 
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RESUMO 

Apresentam-se os resultados de um ensaio de campo, em que se determina a evolução da temperatura e do 
conteúdo mássico de umidade de um grupo de telhas de diferentes materiais. Numa primeira medição, é 
avaliado o efeito das trocas de umidade sobre a evolução da temperatura das telhas; compara-se as 
temperaturas de telhas permeáveis e impermeáveis, e analisa-se ainda a influência de sua cor. Owras 
medições revelam o efeito das chuvas na evolução da temperatura das telhas. 

INTRODUÇÃO 

Muitos estudos têem sido desenvolvidos, com o objetivo 
de reduzir a carga térmica das edificações c melhorar o 
conforto térmico do usuário (Lamberts, 1983; Bueno et alli, 
1992, Cunningham 1993; Bueno, 1994). Este trabalho procura 
caracterizar as propriedades do material cerâmico (telha); com 
os objetivos: 
• Comparar o desempenho higro-térmico das telhas· 

permeáveis versus impermeáveis, quando só ocorrem 
trocas de massa. 

• Verificar a influência da cor das telhas cm seu 
·comportamento higro-térmico. 

• Comparar a telha de cerâmica (padrão) com os outros tipos 
de materiais. 
A avaliação do comportamento higro-térmico da telha cm 

ensaios de campo, associados à determinação de propriedades 
higro-térmicas da telha e à realização de simulações numéricas. 
permitirá o desenvolvimento de nova telha de cerâmica com 
melhores propriedades. 

METODOLOGIA 

O ensaio de campo consiste na determinação da 
temperatura e da massa de um grupo de telhas expostas ao 
meio ambiente. A Tabela I mostra a codificação das diferentes 
telhas utilizadas neste ensaio. 

Instrumentação: Para a determinação da temperatura, são 
utilizados termopares do tipo T ( cobre-constantan). Os 
termopares foram fixados no centro das telhas, numa 
profundidade de 8 mm, com cola do tipo cascorez e pó da 
própria telha. Os termopares forão conectados através de cabos 
blindados ao sistema de aquisição HP Data Aquisition 3852S. 
A incerteza prevista na determinação das temperaturas é de 
0.5°C. As telhas ficaram apoiadas numa bancada voltada para o 
norte, com uma inclinação de 5%, a tim de evitar o acúmulo de 
água nas telhas, devido a suas saliências. Não existia qualquer 
proteção às telhas; as mesmas foram simplesmente apoiadas 
sobre um ripamento de madeira. A massa das telhas é 
determinada utilizando-se uma balança com resolução O.OSg, 
mas a incerteza na medição é maior, devido à influência do 
vento. As amostras foram impermeabilizadas com 
impermeabilizante comercial. 

A figura I mostra a bancada experimental, e as figuras 2 e 
3 apresentam as telhas utilizadas no ensaio. A telha cerâmica 
colonial do tipo plan, será chamada simplesmente de plan. 

Tabela I: Amostras do ensaio de campo 

Tipo de telha Cor com que foi Permeável! Código nas 
pintada Impermeável figuras 

Plan Natural(verm.) Permeável PI e P2 
l'lan Branca (cal) Permeável PBP 
Plan Preta (cal+pó xadrez) Permeável ppp 

Plan Natural (verm) Impermeável PNl 
Plan Branca (cal) Impermeável PBI 
Plan Preta (cal+pó-xadrez) Impermeável PP! 
Francesa Natural(verm) Permeável FNP 
Tcrmoplan Natural(verm) Permeável TNP 
Argamassa Natural (cinza) Permeável ARGNFP 
Argamassa Branca (cal) Permeável ARGBP 
Argamassa Natural (cinza) Permeável ARGNP 
Cim.Amianto Branca (cal) Impermeável AMB 
Cim.Amianto Natural Impermeável AMN 

D 
Telha 

Termopar 

HP DATA AQUISITION 
Junta de referênci 

Figura I : Esboço da montagem do ensaio de campo. 

177 



Figura 3: As telhas de cerâmica do tipo plan. 

As medições foram real izadas no período de 1 a 15 de 
setembro de 1993. A aquisição de dados era realizada 
automaticamente pelo HP DATA AQUISITION, c'onectado a 
um microcomputador. numa frequência de I O leituras a cada 3 
minutos por telha (registra-se a média das I O leituras ). 

Dados climáticos para a medição I. A medição I iniciou 
dia 04/09/93 às 15h e terminou dia 05/09/93 às 19 h. 

Os dados climáticos foram obtidos junto ao LABSOLAR 
(Labo~atório Solar-EMC-UFSC), que forneceu os dados com 
um intervalo de medição de 2 minutos. A Figura 4 apresenta 
os dados de radiação global, radiação em onda longa, e 
temperatura do ar para o intervalo da medição I. Pode-se 
observar que entre 20h e 23h ocorreu um aumento da 
temperatura do ar e da energia radiante emitida do céu para a 
telha. 
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Figura 4: Dados climáticos, para medição I [LABSOLARl 

RESULTADOS 

Na medição I, objetiva-se avaliar a evolução da 
temperatura e do conteúdo màssico de umidade nas diferentes 
telhas. 

O conteúdo màssico de umidade, é a relação entre a massa 
de líquido incorporada pela amostra, pela massa seca da 
amostra. 

A Figura 5 apresenta os valores de conteúdo màssico de 
umidade, para todas as telhas permeáveis; e a Tabela 2, os 
valores de variação do conteúdo màssico de umidade. A 
principal observação é o maior ganho de umidade pela telha 
plan permeável, denominada de padrão I (PI), que teve uma 
variação do conteúdo de umidade de L'lw=0.0087 contra uma 
variação de t.w=0.0051 da telha P2. O ganho de umidade 
corresponde a uma variação em massa de 17 g para PI e de !Og 
para P2 . Considera-se que esta diferença ocorre em função das 
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telhas PI e P2 terem provavelmente um estrutura porosa diferente, 
a telha PI absorve umidade mais facilmente que P2 por ter maior 
quantidade de poros menores. Simulações numéricas desenvolvidas 
por Bueno (1994) indicam que uma telha de argamassa com 
porosidade e densidade semelhantes às da telha de cerâmica podem 
ter uma variação do conteúdo de L'lw=0.09 somente com as trocas 
de umidade com a atmosfera. 
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Figura 5: Conteúdo mássico de umidade para a medição I 

Tabela 2:Variação do conteúdo màssico de umidade 

Amostra L'lw 

PI 0.0087 
P2 0.0051 

PBP 0.0024 
ppp 0.0022 
TNP 0.0015 

ARGBP 0.0041 

, _!.-RGNP 0.0027 
-

A Figura 6 apresenta a evolução das temperaturas para todas 
as telhas. Esta figura é apresentada para que se possa comparar o 
descmpt:nho térmico das diferentes telhas ensaiadas. 

A primeira observação é a existência de três níveis de 
temperatura_ bem definidos; as temperaturas mais altas são 
atingidas pelas telhas pretas, o segundo nível para as telhas de cor 
•Jatural, e o terceiro patamar para telhas brancas. Ou seja a cor é 
fator essencial no desempenho térmico das telhas. sendo 
aconselhável as cores claras para climas quentes. 

A telha de maior interesse para este trabalho é a telha de 
cerâmica permeável, designada de padrão I (PI). Para que se possa 
obter maiores informações deste ensaio, apresenta-se a seguir a 
temperatura das telhas em grupos e compara-se a temperatura das 
mesmas com a padrão I. 

Confeccionou-se no Laboratório de Construção Civil, do 
Departamento de Engenharia Civil, três amostras de argamassa. 
com as dimensões IOXIOcm de largura, duas com 3cm de espessura 
(ARGBP, ARGNP) e uma com 1.5cm de espessura (ARGNFP). A 
Figura 7, apresenta as diferenças de temperatura das telhas de 
argamassa em relação à telha PI. Observa-se que todas apresentam 
temperaturas notumas menores que PI e diurnas maiores. A 
amostra fina ARGNFP chega a atingir zoe abaixo de PI às 3h da 
manhã, e 8°C acima de PI às 12h do segundo dia. 

No início do ensaio ARGBP apresenta a menor temperatura, já 
às 18h está com a temperatura maior que a ARGNFP e ARGNP. A 
temperatura de ARGNP é menor que a ARGNFP, o que evidencia o 
efeito da capacidade térmica. 
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Figura 7: Diferença de temperatura para telhas de 
argamassa em relação a PI. 
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Telha Padrão I versus telha de cimento amianto . A Figura 8 
apresentà as diferenças de temperatura das telhas de cimento 
amianto cm relação à telha padrão I. Observa-se que as mesmas 
têm temperaturas noturnas menores e diurnas maiores que PI. A 
AMB apresentou temperaturas diurnas maiores que PI entre 12h e 
I6h do segundo dia. Verifica-se que a temperatura da AMB é 
menor que a AMN ao longo de toda a medição, com excessão do 
trecho entre 21h e 23h em que ocorreu o fechamento da janela 
atmosférica (Todos os corpos horizontais perdem en'ergia por 
radiação para o espaço, esta perda de energia ocorre em função da 
baixa absorção que o vapor d'agua oferece para radiação em 
determinado comprimento de onda (ondas longas). Parte da 
radiação em ondas longas emitida pelos materiais não-é absorvida 
pelo céu. Esta perda de energia é proporcional à nebulosidade; se 
não existem nuvens a perda de energia é maior e diz-se que a janela 
atmosférica está aberta, caso contrário diz-se que a janela 
atmosférica está fechada.). Com o fechamento da janela atmosférica 
entre 21h e 23h, predominam os efeitos convectivos e a temperatura 
das telhas se aproxima da temperatura do ar. 

•r· 



i 
' + 
.l 
't 
'l 
3. 

I 
'+ 
I 

-1---

2' 

'·AMB I ,_ 
:AMN t 

-J-~ 

" 18 Zl 

+h' l''l! 
' "~ l ··t · - lr 1 

/ ~~~ 
/ ~. 

·~~~~,~~~--~' 

"' 12 J.S 18 

Figura 8: Diferença de temperatura para telhas de cimento 
amianto em relação a PI. 

Telha Padrão I versus telha francesa e termoplan. A 
telha termoplan é extrudada enquanto as demais são prensadas. 
A mesma tem dutos de ventilação, o que ocasiona uma menor 
variação do conteúdo de umidade, e uma influência muito 
grande dos efeitos convectivos. 

A Figura 9 apresenta as diferenças de temperatura da telha 
termoplan e francesa em relação a PI. A telha termoplan 
apresenta temperatura abaixo da telha francesa em cerca de 
0.3°C no período noturno e 1.2°C entre I Oh e 12h do segundo 
dia. As temperaturas da telha termoplan estão muito próximas 
às da telha francesa. e acima da padrão I. Isto indica que está 
telha não apresenta melhor desempenho térmico, nas condições 
em que os ensaios foram realizados. 
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Figura 9: Diferença de temperatura para telhas francesa e 
termoplan em relação a PI. 

Telha Padrão I versus Padrão 2. A Figura IO apresenta a 
comparação das temperaturas entre PI e P2. As temperaturas 
das duas telhas são ligeiramente diferentes no período noturno, 
isto ocorre porque a telha padrão I absorveu 17g de água 
contra I Og da padrão 2, ficando com temperatura ligeiramente 
superior no período noturno. 

Estas diferenças de temperatura, ocorrem possivelmente, 
pelo fato de as duas telhas terem estruturas porosas diferentes. 
Ressalta-se que as duas telhas, estavam posicionadas lado a 
lado. Resulta disso que com a alteração das propriedades higro
térmicas das telhas cerâmicas (densidade, porosidade, 
distribuição de poros), pode-se desenvolver uma telha cerâmica 
com melhor desempenho térmico. 
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Figura I 0: Evolução da temperatura para telha padrão I versus 
padrão 2. 

Efeito da cor. A Figura II apresenta as diferenças de 
temperatura atingi'das pelas telhas tipo plan na cor preta em relação 
a PI. A PPP apresenta temperatura noturna maior que a PP!, mas as 
temperaturas diurnas são praticamente as mesmas. Isto evidencia, 
primeiro, que o efeito da radiação é o elemento que exerce maior 
influência nestas telhas. Segundo, o ganho de desempenho térmico 
em função da permeabilidade é menor nas telhas pretas. 
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Figura li: Diferença de temperatura da telha plan preta 
permeável e impermeável em relação a padrão PI. 

A Figura 12 apresenta a evolução da temperatura da telha plan 
vermelha permeável e impermeável. No início do ensaio, a 
temperatura da telha permeável é maior, mas como ocorre absorção 
de umidade a sua temperatura sobe, superando a na telha 
impermeável. Durante o dia, com a incidência da radiação solar. a 
temperatura das telhas sobe. Ocorre aumento da concentração de 
vapor da telha permeável e a mesma passa a perder umidade, como 
no processo de mudança de fase ocorre troca de energia por calor 
latente, a temperatura da telha permeável fica menor que a da telha 
impermeável. 

Verifica-se que a temperatura da telha impermeabilizada é 
maior ao longo de todo o período diurno, atingindo os 38 °C, já a 
telha permeável atinge 28 °C. A partir das I 7h do segundo dia. a 
temperatura da telha permeável fica acima da impermeável devido 
novamente à absorção da umidade. 

A Figura IJ apresenta a diferença entre as temperaturas das 
telhas brancas permeável e impermeável em relação a PI. As duas 
telhas brancas têm temperaturas menores que PJ ao longo de todo o 
dia, com exceção do trecho entre 15h e 16h do segundo dia. 
Observe que a telha plan branca permeável, tem temperatura 
notuma maior que a plan branca impermeável. e temperatura diurna 
menor. 
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Figura 13 : Diferença da temperatura da telha plan branca 
permeável e impermeável em relação a padrão PI . 

A medição I apresentou os efeitos das trocas de umidade 
na evolução da temperatura das telhas permeáveis c 
impermeáveis. Destaca-se que o ensaio foi realizado num dia 
atípico, em que ocorreu uma redução da emissão de radiação 
em ondas longas para o céu, diminuindo o ganho de umidade 
pelas telhas permeáveis. Em um dia típico os ganhos de 
umidade deverão ser maiores, e as telhas permeáveis terão 
menores temperatura diurnas, principalmente em um dia de 
verão em que a radiação é maior e ~ nebulosidade menor 
(normais climatológicas.l990). 

Medição 2: Efeitos da Chuva A medição 2 apresenta o 
efeito das chuvas sobre o comportamento térmico das telhas 
permeáveis, iniciou dia 07/09/93 às 17 horas e terminou dia 
08/09/93 às 15 horas. 

A Figura 14, mostra a evolução dos conteúdos mássicos 
de umidade. Às 23h e 45m ocorreu a primeira chuva, com 
duração de. 5m, ocasionou um aumento do conteúdo mássico 
de umidade de w=O para w=0.06 (em média); a temperatura 
das telhas caiu cerca de I oc . Entre 23h c 45min do primeiro 
dia e 3h do segundo dia, não voltou a chover e o conteúdo 
mássico de umidade nas telhas caiu para w:::-:0.05. Às 5h da 
manhã voltou a chover, agora com mais intensidade, a redução 
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na temperatura das telhas sofreu um pico de :::-:7°C, que se 
estabilizou em 2°C. O conteúdo de massa passou para w:::-:0.1. Após 
as 5h continuou uma chuva fina até às 7h, o que ocasionou a 
manutenção do conteúdo de umidade em w=O.J . Às 9h da manhã 
voltou a chover. uma chuva fraca mas que durou o resto do dia. Às 
13h do segundo dia as telhas se saturaram, o que pode ser 
verificado por inspeção. 
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Figura 14 : Conteúdo mássico de umidade para a medição 2. 

A Figura 15, mostra a evolução da temperatura para a mediçã.o 
2. Observe que às 5h da manhã, com a segunda chuva forte, as 
telhas tiveram uma brusca redução de sua temperatura (cerca de 
7°C), a temperatura das telhas ficou mais próxima da temperatura 
da chuva; logo depois, as temperaturas subiram cerca de 5°C, 
devido aos efeitos convectivos, de forma que a redução efetiva da 
temperatura na segunda chuva foi de cerca de 2°C. 
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Figura 15 : Evolução da temperatura para a medição 2. 

Medição 3 e 4: Efeito da secagem das telhas e da nebulosidade. 
Ao fim do segundo ensaio as telhas estavam saturadas, e ao longo 
do terceiro ensaio foram se secando. O tempo total de evaporação 
das águas da chuva foi de 32h. Observe que durante todo este 
intervalo de tempo a temperatura das telhas permeáveis é menor 
que da telha impermeável, mesmo no período notumo. O mesmo 
resultado !o i encontrado por Bueno ( 1994 ), através de simulações 
numéricas. 

Apresenta-se abaixo a figura 16. onde temos os resultado da 
medição 4. Na medição 4 pode ser observado o efeito da 



nebulosidade na temperatura das telhas. Observe a grande 
variação das temperaturas, com ascensões e quedas bruscas, 
que corresponde à passagens de nuvens. 
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Figura 16:Evolução da temperatura para a medição 4. 

CONCLUSÃO 

Através do ensaio de campo, pode-se concluir que as 
telhas permeáveis absorvem umidade no período noturno 
devido a dois processos principais: 

• Primeiro, a perda de calor por radiação em onda longa 
através da janela atmosférica, que faz com que a temperatura 
superficial da telha fique abaixo da temperatura de orvalho, e 
neste processo a telha ganhe umidade do ar. 

• Segundo, no período diurno, a incidência da radiação 
solar eleva a temperatura da telha para valores acima da 
temperatura do ar, elevando a concentração de vapor na 
superfície da telha para valores acima da concentração de 
vapor no ar, de forma que a telha perde umidade. Esta pt:rda de 
umidade devido a radiação solar, vai ser recuperada, :1pós o por 
do sol. Ou seja ocorre absorção da umidade que foi perdida 
devido a radiação solar. Observa-se então que mesmo em dias 
nublados (em que não ocorrem perdas de calor por radiação em 
ondas longas, para a janela atmosférica) ocorre variação do 
conteúdo de umidade da telha em função unicamente da 
radiação solar. 

O fato observado para as telhas permeáveis, de terem 
maior temperatura noturna e menor temperatura diurna em 
relação às telhas impermeáveis, ou seja, menor amplitude 
térmica, foi wnfirmado para todos os tipos de telhas nas 
diferentes cores. 

Para a segunda medição, destaca-se a importância das 
chuvas; A telha pode se saturar, sem que ocorra elevação da 
temperatura, pois não ocorre mudança de fase e durante todo o 
intervalo de tempo necessário para que a massa de líquido 
incorporada pela chuva seja evaporada, a temperatura da telha 
permeável é menor que a temperatura da telha impermeável. 

Com as medições 3 e 4 pode-se observar a grande 
influência da nebulosidade nos picos de temperatura das telhas. 

Extrapolando estes resultados para um período de verão, 
em que a radiação solar é maior, e as noites são menos 
nubladas 
(normais climatologicas, 1990), as trocas de umidade serão 
maiores tanto pela maior radiação solar, como em função das 
maiores perdas de energia por radiação em ondas longas. 
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ABSTRACT 

This work describes heat and mass transfer trough a porous tile 
exposed to environment. It compares permeable and impermeable 
tiles. The results indicate the influence of vapor sorption in 
temperature evolution of permeable tile. 

ln a first experiment, the effect of humidity in temperature 
evolution is analised; the temperature evolution of permeable and 
impermeab1e samp1es are compared, and thc effect of colors is 
evaluated. Others experiments show the effect of rain on thermal 
performance of clay tiles. 
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RESl'l\10 

Fstc arugo aprnr111a 11111 111odrlo para Slll1111a~·iio do co111porta111e111o radwmc dr 11111 .111tcma de 
1omhn:amento de· ahenuros 'l"e Incorpora .1upcrtícu:.1 de rc/lexào especular O modelo proposto e hmeadu 
numajormulaç·ào hastantc convemente do mctodo da radwsf(/adc. pcrnutmdo a cons1deraç'âo de s11perjícw' 
to/1/o especulares como cli/11.\iiS Resultados oht"los pela formula,·âo propus/a .1ào comparados com dados 
exprnmr111a1.1 oh11do.1 com o uso de um Cif11lpamemo que mede o fluxo de energw rad1a111e atraves de 
ahcrwras tlll modelo redu::[(lo. As dt!áen~·a.l rclall\'01 medw.1 (/ !Rl\1! entre \·'ui ores 1concos c expenmentw.1 
th·aram na ordem de] a 3 '}(, .J destes ultl!nu.l 

Sistemas de aberturas têm s1do propostos no scnlldo de captar 
c redlrcc!onar a luz solar como fonte de luz naturaL sem contriblur 
c:-.:ccsSI\ amente na carga term1ca Perswnas espelhadas são um dos 
exemplos ma1s comuns de SIStemas de rcllexào especular. As 
supcrf!Clcs dcYem ser aJustadas regularmente para manter sua 
capacidade de sombrcamcnto c manter a ilummação a uma 
profundidade constante no espaço. Portanto. c ncccssáno niio 
somente dcfímr claramente a relação gcomctnca a ser mant1da 
entre o soL o s1stcma de pcrs1anas c o ambiente. como também o 
comportamento rad1antc (adimssão de calor c luz) do sistema de 

abertura 
Um s1stcma de persianas honwntms parcialmente aberto. 

transm1tc. abson c c rcllctc a rad1ação mc1dcntc. Esta ação ocorre 
da seguinte forma uma parte da rad!ação é transmitida 
dirctamentc atrm cs das lâmmas ( I ). c a outra parte atmgc a 
superfície da lâmma: radiação que mc1dc na lâmma c parcialmente 
absomda c rcllctida. A scgwr. parte da porção rcllct1da segue para 
dentro do amb1cntc ( 2 ). parte \o !ta para o ambiente externo ( 3) c o 
resto segue seu cammho atmgmdo a lâmma adJacente ( 4 ): 
no\'amcntc c parcialmente abson ida c rcllcllda (para dentro ('i) c 
para fora ( 6)) ( Yer F 1g I ) 

s 
2 

Figura I - T raJclónas da rad!ação atraYes de um sistema de 
pcrswnas 

A magmtudc c d1stribwção da rad!ação que é transtml!da. 
absof\ida c rcllctida (para dentro c para fora) depende de 

(i) l·ónte do radtaçào - o sol é a fonte primána de rad1ação com 
a abóbada celeste c os elementos do entorno constitumdo-sc 
cm fontes sccundánas. Por causn de suas caractcnstlcas 
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dlreclonals c ncccssano que seJam cons1dcradas 
separadamente: 

(Íll (;comctrw da pcnwna - largura das liímmas (\V). 

espaçamento ( S) c ãngulo de mel mação ( '-1') são \ ana\c!s 
mdcpendentes s1gnifícati\ as: 

(iii) AhsorlivJdadc e re/lellvlilade das lânnnas - não apenas as 
proporções da rad1ação que é nbson 1da c rellel!da são 
importantes. mas lambem a d1stribwção angular da radiação 
emergente 

Para a determinação das condições térm1cas c distribuição de 
luz fínms no espaço interno c necessária uma dcfimçào precisa 
tanto da gcomctna do s1stcma (Pereira. I 99'i) como das 
proporções resultantes da radiação incidente sobre o ::istcma de 
persianas. 

A revisão bibliográfica sobre o comportamento radiante de 
SIStemas de pcrswnas (IES Handbook. 199'i. ASHRAE 
Handbook. 1993: Moore. 1993) mostra que a CYolução dos 
dncrsos SIStemas propostos esta mumamcntc hgada à c\oluçào 
dos computadores Quanto mais poderosos se tomam os 
computadores. ma1s complexos são os algoritmos propostos para 
dcscrC\cr o comportamento de cada \CZ ma1s complexos s1stcmas 
de sombrcamcnto c ilummação natural c ambientes 

Embora um sistema de persianas se comporte como um mc1o 
de passagem para a radiação mc1dcntc com respeitO ao amb1cntc 
mtcmo. a caYidadc da pcrswna é bastante snmlar a candadc 
mtcrna de um quarto. Portanto. a ma10na dos sistemas gerais 
utilizados para descrição do comportamento radiante de ambientes 
mtcrnos podem ser aplicados tanto para sistemas de pcrswna' 
como quartos numa edificação 

MODELO DE TRANSFERÊNCIA DE FLUXO 

O s1stcma de pcrs1anas considerado apresenta a face de c1ma 
das três lâminas superiores. situadas acima do niYcl de \i são. 
coberta com uma pclicula espelhada. Uma \CZ que estas 
supcri!Clcs esteJam posiciOnadas corrctamcntc para obter o 
maxm10 da luz do sol disponíveL elas são rcsponsa\ClS pela 
primeira c principal rcllcxão. especular neste caso. Apos esta. 
todas as outras reflexões entre as lâminas c mesmo no ambiente 
interno são assumidas como pcrfcllamcntc d1fusas. 



Portanto. como os métodos de "ray-tracing" c Monte Cario não 
são muito eficientes no tratamento de intcração difusa. por causa 
da infmidadc de raios que dc,criam ser seguidos. C:\igindo um 
grande esforço computacionaL o método da radiosidadc parece ser 
a melhor escolha para a situação presente 

O método dcscnto nesta scção é baseado muna fomllllação 
bastante comcnicntc do método da rad10sidade. apresentado por 
Sparrows ct ai (I %2 L que pcmlitc a consideração de superflcics 
tanto especulares como difusas. 

Teoria geral da radiosidadc. A teoria da rad10sidade dcscre\·c um 
equilíbrio de balanço de cncrgw numa cmo!Ycntc Energia 
radiante dci:\ando uma supcrflcic (radiosidadc) consiste de duas 
panes emissão própria c rcllc:\ão da energia mcidcntc 

11 

B = E +p· ' I I I~ Bj Fij (I) 

• radiosidadc (B) energia total por unidade de arca que dei:\a 
uma supcrflcic 1 por unidade de tempo: soma da energia cmlltda 
c rcnctida: 

• cml.ISCiu (E) energia total por umdadc de área cmll1d;~ por uma 
supcrf1c1c i por umdade de tempo: 

• rc(/envuladc (p) fraçào da energia incidente que c rcllctida 
pela supcrflcic i de 'olta para o ambiente: 

• j(nor de limna (F) !ração da energia total que dci .,a uma 
supcrHcic (i) que chega numa outra supcrfic1c (1). 

Modelo matemático. Esta seção dcscreYc uma adaptação da 
formulação do método da radiosidade apresentado por Sparrow et 
ai ( I ()62) para o comportamento radiante de uma persiana 
retlctora . Embora sc_1a prático c conYemcnte. não C:\iste aqUI a 
pretensão do descm·olvimento de uma formulação completa do 
fenômeno de transferência de energia radiante atra\és de um 
sistema de persianas 

Como esta proposta tem o objeti,·o de modelar tanto o aspecto 
de transferência da radiação térm1ca como luminosa. num primeiro 
momento. por conveniência. todas as superficics são assumidas 
não emissoras. Num segundo momento. a energia radtante 
retransmitida para o interior pelo con_1unto ndro-persiana é 
estimada globalmente 

O modelo é lim1tado a superfícies planas c enmhcntcs nas 
quats todas as superfícies participantes rellctem de modo 
perfeitamente difuso. Uma extensão da formulação da tcona da 
rad1osidade é possi\cl pela consideração de aspectos da olica 
espelhos planos refletem energia radiante como se ela fosse 
prO\·cmcntc de uma imagem atrás do espelho (Ycr Figura 2) Este 
conceito já foi adotado anteriormente na dctcrmmação de trocas 
radiantes por Eckcrt & Sparrow (I% I ). 

Considerando a configuração da persiana da Figura 2. a 
superfície 3 é um rcflctor especular. enquanto a supcrficie 2 é Ul11 

rcflctor difuso. As áreas I c 4 são assumidas perfeitamente 
transparentes c com refletividadc zero O fluxo radiante é 
introduzido na ·cavidadc da persiana pela área I. sendo assumido 
tuna parcela difusa c uniforme (compon.:ntc celeste) c uma parcela 
colimada (componente do sol). 
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'1 SAÍDA 

\(3) 
• 

4(3) 

2(3) 

Figura 2 Cm idade da persiana com uma supcrlicic especular 

Assim. para o cálculo da energia que atravessa o plano 4 é 
necessário a definição do balanço de fluxo radtante para este 
plano. A energia H4 que chega no plano 4 vem dos outros planos 
( 1.2 c 3) de acordo com o que SC!o,'UC : 

O cnergw de I para -1 dlreramemc energia que deixa uma 
supcrtlctc pode ser entendida como sua radiostdadc B. 

B1 A1 F 14 í 21 

onJc B 1 A 1 c a energia que dc"a I cm todas as d1rcçõcs c F 14 é a 

fraçào que chega no plano 4 . Aplicando a lei da reciprocidade. a 

energia que chega dirctamcntc cm 4 vindo de I por umdade de 

tempo c área é 

B1 F41 ( :; ) 

O energia de I para -1 arraves dl' rl'flcxão em 3: a imagem do 

plano I rct1ctido no espelho 3 aparece como 1(3) (ver Figura 2) 

Assim. para o plano 4. a energia renetida parece origmar da 

imagem do plano I no espelho 3 

IB1 F..11ml P:; 14) 

O energia de 2 para -1 diretamente 

B~ F-1~ I) I 

O em:rgw de 2 fJGrn -1 vw ref lexão em 3 

IB2 F-121 :1) 1 p:; I (•) 

O energia de 3 para -1 diretamentc : considerando que a energia 

rctlctida cm 3 Já foi constderada c que todas as supcrfic1cs são 

assumidas serem não-emissoras. como explicado anteriormente. 

esta fração é nula 

A partir das expressões acima. a cncrgta que chega no plano 4 

pode ser obtida por 

H4 = B2 1F42 + P:; F4y 111 + B 1 IF41 + p 1 F-1t1.> l l (7) 

A energia rctlctida especularmente proveniente do espelho 3 

foi dividida c incluída na troca radiante dircta a partir dos planos I 
c2 

DcscnYol\·cndo-sc balanços similares. obtém-se 

i 
; 



(X) 

que pode ser cscnta como 

(')) 

c 

(lO) 

Substitumdo B 1 pela emissão difusa de um ccu uniforme Is,. 
as radiosidadcs 82 c B:; podem ser obtidas a partir de duas 
equações algébricas lmcarcs c simultâneas que podem ser cscntas 
na forma matncial (matru de transferência de fluxo de energia 
radiante) 

onde B I,~ Is,. Irradiância difusa do ccu sobre o piano vertical I 

Por outro lado. substitumdo B 1 por uma energia colnnada 
prmcmcnte do soL outra fonte acaba aparecendo (ver Figura 3) 

w 
/ / 

u 
u w 

/ / m m m 
1 (3) 3 4(3) w 

2(3) 5(3) 

Figura 3 Cavidade da persiana com fluxo mcidcntc colimado 

Neste caso. a matnz de transferência de energia radiante pode 
ser escn ta como 

1 
-- p,F"(1) o - p,Fê5(1) 

o Pê -- B, 

o - F" - F" * B, ,_ 

' p, I B, rlmJ r I 1 
- p,Fsc1 11 o p,l--p,F"'lj · Ps . ··' 

( 12) 

onde. 

p" . sen( ~ - \jJ) r = __::·:__ ____ _ (13) 
cos~ 

lDv = madiaçào dircta sobre o plano \ crttcal 1 
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O cálculo dos fatores de forma foi enormemente simplificado 
pelo uso da clássica "equaç·àu dos harhantes-cruzados" (HottcL 
I 9'i4) que apresenta uma precisão bastante rawávcl quando o 
compnmcnto dr lâmina é maior do que 1 O vezes a sua largura. o 
que era o caso 

Tomando o fluxo micial como L pode -se obter a Razão 
Radiosidadc (Br). que consiste na razão das ratliostdadcs das 
superfícies da pcrstana pela irradtância unifom1c da abóbada 
celeste. Considerando Is\ = I. os resultados de Br para as 
superfícies 2 (difusora) c 3 (especular) são apresentados na Figura 
4. plotados com relação ao ângulo de inclinação da pcrstana IJ' 

o 20 40 60 80 

Ângulo de me h nação persiana - 41 (graus) 

Ftgura 4. Vanaçào da razão da radiosidadc (Br) de acordo com o 
ângulo de inclinação da persiana ( IJ') 

Baseado nos resultados obtidos pela solução dos conJuntos de 
equações simultâneas ( 1 1) c ( 12 ). rcsolndos usando-se a técmca 
padrão de Gauss-Sicdel (Nash. 1990). com uma aproximação até a 
3'! iteração. pode-se calcular a cncrgta total transmitida (di reta + 
rcflctida para dentro). absorvida c refleti da (para fora) para um 
fluxo radiante difuso c cohmado. 

Para um fluxo radiante difuso. a transmtsstndadc. T d 
(hemisférica/hemisférica). absortindadc Ade refletividadc Rd. são 
obtidas conforme a scgmr: 

2(F4IIsv +; (B2F42 + B,F4, )) 

lsv 

1 
W ( (I - p 2 ) -'- ( I - p, )) 

~ s p2 ' p, 

lsv 

( 14) 

( 15) 

(16) 

Para um fluxo radiante colimado. TI) (dirccional /hemisférico). 

An c Rn são 



Til 

w 
S (B1 F~3 +(1-u)B:-F~:- +u.B,F~J 

I nv + p + (1- p) + P:- (I - ~) 
( 17) 

onde 
( D i S) c os ( ~ + \1') 

P = -
cos ~ 

(22) 

D é .1 cspcs~urn da liimma d<J pcrst<Jna . 

\\ (1-t>;) (1-j.h) 
S 0(1-Ps~u.B;Fsj;,~(l -ul8::F; 13 , )~ ' &, ~ - {1-ulB:: 

AJ) = 0 P.2 
11) \ + ( 1-p; X 1-pl+p;( 1-P:> lu 

N<J próxim<J sequênc t<J de ligur<Js a tr<Jnsmissl\ tdadc c 

nbsorti' tdndc do ststcma de pcrstnnas com supcrtlctc espelhada 
são plotadas de acordo com o :ingulo .de pcrlil o (ângulo de 

penetração 'cnical tomado no plano pcrpendtcular ao dn abertura. 
'c r Ftg . .")para diferentes ângulos de mclinnçào da lâmin<J IJ' . . - b 

Dl: acordo com a Ftgura :i. quanto ma10r for a inclinação da 

lãmma. maior é <J tr<Jnsmissi\ id<Jdc do sistcrn<J c grande p<Jrtc da 
energia tran~mitida é dtrigida ao tcto. Isto podcna lc\ar à 

conclusão de que este sistema de sombrcamcn!o c 
rcdtrcc10namcnto da I tu solar c mats <Jdcquado a b<Jtxas latitudes 

( I Xl 

RD = I - TD- An ( 19) 

O efeito da espessura das persianas fot lc\ ado cm 

consideração conforme formulação proposta por Parmclcc 

(Parmelce & Aubclc. 1952) 

Entretanto. estes 'alorcs não fornecem nenhuma mforn1açào a 
respeito da e!icacia do sistema cm termos da gcomctna d<J 

admissão da cncrgt<J radtantc c quão clictcntementc as superficies 
internas estão sendo utili1.ados como rellcton:s sccundanos Estes 
aspectos encontram-se descritos c analisados em matares detalhes 
cm Pereira ( I <><>:i) 

:') a razão W/S foi multiplicada pelo fator 1/( 1-P l 
:') o \alar de W /S corrigido foi utilit.ado nas Eq ( 14). ( I:' ). ( 17\ 

c ( lX) para a determinação da transmtsst,·idadc c absorttndadc 
do sistema de persianas: 

: a transmtssi\idadc c absortindadc corrigtdas foram fmalmcntc 
obtidas por 

Tn' = Tn(I-P) (20) 

Niio obstalllc. o aspecto mats importante a ser salientado c que 
a energia radtante e'\tra transmtttda pela pcrstana espelhada cm 
comparação com uma persiana dtfusora c. cm grande parte. 

direcionada para o tcto. satisfucndo um dos objcti,os basicos 

deste sistema ( Ycr Figura :' c (,) 

An = AI) (I - P) + aP (2 1) 
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' -- ..____, . 

'i ' - \ ..___ ------- ---- -- ~---------. .....__,~ ~ 1--,n-:;. _ ,._,. _ , \ ~· ~.~~ \ ' l-leio 

, ,I Tt ',,, -\\\ j\ p- piso ·- I 1 ~ 
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o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 

Ângulo de perfil - <jl (graus) 

ângulo da persiana 1----o-. 0 ----0--- 0 _ 1 _ 2o ---- ~- -- 20 -- -- 40 --- · ---- 40 l 
IV (graus) 

Figura 5: Transmissividadc da persiana reOetora de acordo com o ângulo de perfil ($) para diferentes ânb'Uios de inclinação da lâmina ( IJ') 
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F1gura 6: Absortindadc da persiana rcflctora de acordo com o ângulo de perfil (<\l) para diferentes ângulos de inclinação da lâmina (ljt). 

C'OMPARACÀO COM VALORES F.XPERIMENT AIS. 

Os resultados obtidos atra\·és deste modelo foram comparados 

com dados experimentais adquiridos por um instrumento 

denominado Radiómetro de Abertura. cuja principal característica 

é sua habilidade de integrar a radiação total incidente sobre toda 

sua área. tomando-o capaz de determinar o ganho de calor solar 

através de aberturas de configuração complexa de uma maneira 

bastante prática : maiores detalhes podem ser obtidos cm Pereira & 
Sharples. (I 991 ). 

Para dcitos da simulação matemática. considerou-se Yidro 

duplo com transmissiYidadc c absortividadc estimados pela relação 

de Frcsncl para KL igual a 0.1 O c um um índice de rcfração do 

vidro de 1.52 (Stcphenson & Mitalas. 1965: Joncs. 19lW: Furlcr. 

1991 ). Para o cálculo do Ganho de Calor Solar (GCS) os fatores 

de retransmissão para o sistema persiana + vidro + vidro. 

aplicados no modelo. são dados por Joncs (I 9lW) como 0.041 . 

0.2:1 c 0.64 respectivamente 

Método de comparacão. Os resultados simulados com o 
modelo c os obtidos experimentalmente foram comparados através 
da segumtc relação 

Diferença Relativa. DR = [ ( M ~C) J * tOO% (23) 

onde M é o Ganho de Calor Solar medido pelo Radiómetro de 
Abertura c C é o Ganho de Calor Solar calculado através do 
modelo apresentado 
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As Fi!,'l.lfas 7 c 8 apresentam as DR para medições realizadas 
cm condições de céu claro. persianas horizontais (H M) c 
inclinadas de 25° (TM). plotadas de acordo com o ângulo de 
incidência da radiação solar. A maior parte dos valores se situam 
dentro de uma margem inferior a I 0%. com uma DR Média de 
1.5% ± 3.7 c 2,7% ± 3.8 respectivamente para HM c TM . 
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Figura 7: Diferença Relativa(%) para valores de GCS da 
persiana Horizontal Espelhada (HM) 
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Espera-se uma redução na precisão do modelo para condições 
de céu real devido â hipótese simplificada de distribuição 
uniforme. 
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Figura 8: Diferença Relativa ('Yo) para valores de GCS da 
persiana Inclinada Espelhada (TM) 

CONCLUSÕES 
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O modelo apresentado neste artigo sen·e para o cálculo. do 
fluxo de energia transferida através de ststcmas de perstanas. O 
modelo é baseado no método da radiosidade e caracteriza-se pela 
habilidade cm considerar trocas de energia radiante não apenas cm 
em·oh·cntcs difusoras. mas também cm cm·oh·cntcs que 
apresentam supcrficics com reflexão especular. Além de prática c 
conveniente. esta formulação para o método da radiosidadc 
apresentou resultados bastante razoáveis comparados com dados 
obtidos experimentalmente. 
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SUMMARY 

Tl11S papcr prcsents a mathcmattcal modcl for simulatmg the 
radiant behanour of loU\TC systems that incorporatc specularly 
rcflccting surfaccs. An accurate computation of thc resultant 
proportions of the radiatwn incident upon a fcnestration systcm is 
needed to assess the final thermal condttions and daYiight 
distribution in thc inncr spaee. The proposcd method is bascd on a 
practical and comement formulation for thc radwsitY mcthod. 
\\hich allows for the consideration of spccularly rct1ecting surfaccs 
as well as difTusc oncs. This extcnded formulation is possiblc by 
using aspects in optics : plane nurrors rcflect radiant cncrgy as they 
carne from an imagc locatcd behind thc mirror. Calculated , ·alues 
were compared with measured data. Thc mean relati\'e differences 
between thcorectical and cmpirical data were around 2 lo 4 'X, ± 4. 
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SUMÁRIO 

Afinitude dos recursos natura~:~ da Terra é obvia, mas só é lembrada durante as "Crises Hnergéticas". 
A humanidade vem consumindo as reservas energéticas armazenadas, em ritmo exponencial, há mais de dois 
séculos. Nósfomos educados acreditando que esta garantia de consumo é perpétua. O que se levou milhões de anos 
para serformado, está sendo hoje queimado a uma taxa milhões de vezes superior à da sua formação. Em breve 
a demanda de combustívú~ deverá superar a oferta e deverão ser encontradas soluções para esta lacuna. Este 
trabalho apresenta uma análise do comportamento do consumo energético mundial em relação aos recursos 
naturais, renováveis e não renovávei~. e apresenta as soluções disponíveis para a continuidade do desenvolvimento 
da humanidade, à luz do alua/ nível de conhedmento. 

INTRODUÇÃO 

Uma das medidas do padrão de vida de um país é o seu 
Produto Interno Bruto (Pffi). A análise de dados mundirus mostra uma 
relação direta entre a variação do consumo de energia e o PIB, per 
capita (Hãfele. 1974; Cook, 1971), chamada elasticidade da renda 
(Goldemberg, 1991 ). A energia, ao lado das matérias-primas, e da mão
de-<Jbra. é um dos insumos básicos do desenvolvimento econômico. Ela 
permite a transformação de materiais e a produção de bens e serviços 
que asseguram a subsistência e conforto da população. Assim, a 
disponibilidade de energia é necessária para o desenvolvimento e 
crescimento industrial . A humanidade recebeu uma dotação inicial de 
exergia na forma de combustiveis fósseis, formados a partir da matéria 
orgânica. matéria animal, e talvez devido à sínteses inorgânicas 
(Ferreira, 1981 ). Entretanto, ela vem, há mais de dois séculos, 
consumindo as reservas energéticas armazenadas, em ritmo 
exponencial. Nós fomos educados acreditando que a garantia deste 
consumo é peq>étua. O que se levou milhões de anos para ser formado , 
está sendo hoje queimado a uma taxa milhões de vezes superior à de 
sua formação. 

Até agora a crise energética foi só um fato hlstórico, mas 
suas conseqüências podem ser dramáticas, se a humanidade não 
desenvolver, com urgência, novos recursos energéticos. O 
desenvolvimento tecnológico avança ao mesmo tempo que os recursos 
naturais se esgotam. Como assegurar o desenvolvimento da 
humanidade com a exaustão dos recursos? 

BALANÇO ENERGÉTICO DA TERRA 

Chamamos de meio ambiente, ou biosfera. a região 
próxima da superficie da terra onde vive o homem. O sistema Sol
Terra-Espaço não é estático, existindo um fluxo permanente de energia 
no meio ambiente. As várias diferenças de potencial são as diferentes 
formas de energia à disposição da humanidade. O balanço energético 
da terra é apresentado na figura I. 

l. Energia disponível. O vetor básico da exergia é a radiação solar, 
única e essencial. Apenas uma pequena fração da energia provêm do 
interior da terra, das marés (sistema gravitacional Terra-Lua-Sol) e dos 
elementos radioativos. Segundo Hubbert ( 1971) a energia total 
disponível na superficie da terra é devido a: 
l. l.Energia solar. O fluxo médio de energia solar incidente acima da 
atmosfera, à distância média da Terra ao Sol, é de 1353±1,5% W/m2 

(constante solar). Assim, a radiação solar interceptada sobre o plano 
diametral da Terra ( 1,275. l0 1 4m~ é 173. I O 15 W (= 173PW = 0,17EW). 
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L2.Energia geotérmica. A taxa média de geração geotérmica, em terra 
e sob o mar é 0,63 W/m2

. Assim, na superficie da Terra (5,10 1.10 14 m2
) 

a energia geotérmica é 32.10 12 W (= 32 TW). A esta adiciona-se a 
energia de convecção por vulcões e fontes termais, igual a 0,3 TW. 
1.3.Energia maremotriz. Aproximadamente 3TW. 
l.4.Energia fóssil. A energia oriunda da queima de combustíveis fósseis 
e nuclear (1992) é cerca de 10,7TW (DOE, 1996) 

Assim, a potência total disponível sobre a superficie da terra 
é 173 PW, dos quais 99,98% são oriundos da energia solar. 

Figura 1. Balanço Térmico da Terra (Schineider, 1987). 

2. Perdas de Energia. Cerca de 30% da energia solar 
incidente (52PW) é refletida pelas nuvens (18%), atmosfera e aerossóis 
(7%), superficie da terra (5%) e difundido para o espaço, em forma de 
radiação eletromagnética de onda curta. 25% da energia solar é 
absorvida pela atmosfera e nuvens, e 45% pela superficie da terra e 
oceanos, e convertida diretamente em calor à temperatura ambiente 
(energia não aproveitável); 24% (41PW) é consumida pelo ciclo 
hidrológico da água (evaporação, convecção e precipitação). A 
circulação oceânica (correntes, ondas), e os ventos, representa 3TW 
(0,002%). Toda esta energia acaba sendo irradiada e dissipada para o 
espaço (Schineider, 1987; Hubbert, 1971). 

3. Energia Útil. Da energia solar incidente sobre a 
superficie da terra e mares, cerca de 40 TW (0,023%) é capturado pela 
biomassa através da fotossíntese. A fotossíntese é o processo pelo qual 
a biomassa utiliza a energia solar para converter C02 em carbohldratos, 
fixando o carbono e liberando oxigênio. A eficiência do processo de 



fotossíntese é cerca de 0,15%. Apesar da pequena eficiência, são 
fixados na biomassa terrestre e aquática, cerca de 200Gton 
carbono/ano, estocando energia solar, e produzindo matéria prima, 
alimentos e combustível. Esta contribuição é essencial para a 
humanidade, pois dela dependem os seres vivos superiores. 
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Figura 2. Balanço Térmico da Terra (Hubbert, 1971). 

A biomassa formada, segue seu ciclo de vida, morre e se 
decompõe, dissipando a energia acumulada. Somente uma pequena 
fiação da matéria orgânica permanece depositada em tufeiras, ou outros 
ambientes anaeróbicos, em condições de oxidação incompleta e de 
transformação (decay). Esta matéria orgânica, acumulada nas rochas 
sedimentares desde o peóodo Cambriano evoluiu, se transformando nos 
combustíveis fósseis: carvão, petróleo, gás natural e xisto betuminoso. 
É sobre esta energia solar, armazenada quimicamente durante 
600.000.000 de anos que a humanidade tem sacado com intensidade 
crescente. A formação de combustíveis fósseis continua ainda hoje, 
juntamente com a formação das rochas sedimentares, só que esta 
formação é lenta e imperceptível. 

RECURSOS ENERGÉTICOS MUNDIAIS 

A quantidade de combustível recuperável em uma jazida, 
depende de fatores económicos (preço combustível vs. custo 
exploração). A quantidade de combustíveis disponível na terra consiste 
na soma das reservas comprovadas e das reservas estimadas adicionais. 
As reservas comprovadas são avaliadas por comparação com outros 
campos em produção, a partir de sondagem, amostras de rocha e do 
fluído. O conhecimento atual permite uma boa precisão na avaliação 
destas reservas, mas nunca o valor exato.Assim, a dimensão das 
reservas finais (recursos últimos) de petróleo, gás natural e carvão é 
conhecida com satisfatória precisão. Entretanto, a avaliação dos 
reservas estimadas totais é imprecisa. Devido a incerteza das reservas 
estimadas, cada avaliação dos recursos recuperáveis apresenta 
resultados diferentes. 

A tabela I apresenta uma estimativa ( 1990) dos recursos 
mundiais não renováveis (WEC, 1993). Pode-se notar que o carvão é 
o principal combustível fóssil, e, pelas atuais taxas de consumo, possui 
reservas comprovadas para 255 anos, devendo sobreviver aos demais 
combustívei~ por larga margem. À atual taxa de exploração, as reservas 
de petróleo são suficientes para 45 anos. Se a taxa de crescimento da 
demanda mundial for 3%, o que não é uma expectativa pessimista, as 
reservas comprovadas e inferidas serão suficientes para apenas 30 anos, 
e somadas as reservas que se espera descobrir, não serão suficientes 
para os próximos 50 anos. 
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Tabela 1. Reservas Mundiais ( \990) de Recursos Energéticos Não 
Renováveis (Gtep) (WEC, 1993). 

Comprovadas 
Adicionais 

COMBUST(VEL Estimadas 
- -·-- - - ·--- ·-- - --- -- . · -

Gtep Anos Gtep Anos 

Carvão 560 255 345 155 
Gás Natural 110 60 104 55 
Petróleo 137 45 78 25 
Óleo de Areias e Xistos - - 90 30 
Total Energia Fóssil 807 - 617 -
up

6 
($60Jkg) 

Reator Convencional 32 55 14 25 

Reator Breeder 1920 3300 840 1500 

Gtep = 109 toneladas equivalentes de petróleo = 4,18.\0 19
] 

A terra já se encontra quase completamente mapeada, e 
localizar uma nova jazida de petróleo é cada vez mais improvável. As 
jazidas de alto teor já foram descobertas e possivelmente extraídas. 
Restam somente jazidas menores, mais pobres, mais profundas, menos 
acessíveis e de exploração mais cara. As futuras descobertas serão em 
regiões polares, em condições adversas, em regiões de dificil acesso, no 
mar em águas profundas e com perfurações profundas, de alto custo da 
produção. Acredita-se que as reservas finais (últimos recursos 
recuperáveis) são aproximadamente 200Gton , dos quais 78Gton 
economicamente viáveis. Estes 200Gton restantes, eXJgirão 
investimentos crescentes e grandes avanços tecnológicos em 'l 

prospecção e extração. Assim, tais descobertas só serão i 
economicamente viáveis com o aumento do preço do petróleo. 't 

. . _ A recu~eração das :eservas poderá aumentar com a :,t 
utilização de tecnologtas de extraçao mrus sofisticadas. A taxa atual de . f 
recuperação de petróleo é cerca de 30%. Assim, um ganho de l% na ~ 
recuperação aumenta as reservas comprovadas em 4,6. l 09Gtep. 
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Figura 3. Preço dos combustíveis fósseis nos EUA (Dólar de 1987 
constante) (U.S. Energy Information Administration, 1995) 

Os países industrializados, vem registrando uma queda no 
consumo energético, graças a um aumento da eficiência energética. 
Apesar da diminuição do consumo. das descobertas de novas jazidas e 
da reavaliação das antigas, as reservas de petróleo economicamente 
viáveis, começaram a diminuir a partir de 1970. Acredita-se que em 10 
anos, a demanda mundial de petróleo exceda a produção e que o preço 
do petróleo aumente continuamente. 

Este é o primeiro caso de recurso mineral. em que novas 
tecnologias e novas descobertas juntas, já não suplantam a tensão 
natural para aumento de custos devido ao progressivo empobrecimento 
do minério e o deslocamento da produção. A era o petróleo caminha 
para o fim. 



O CONSUMO MUNDIAL DE ENERGIA 

Historicamente, o consumo de energia aumentou 
continuamente, desde o aparecimento do homem na terra (Cook, 
1971). O homem primitivo utilizava o fogo para cozinhar e se aquecer, 
consumindo cerca de lOMJ/dia (per capita). Este homem evolui, se 
tomou agricultor e, no iuicio da era cristã, consumia cerca de 50MJ/dia. 
Com o advento da máquina a vapor no século 18, iniciou-se com o 
carvão a utilização de combustíveis fósseis, e o consumo atingiu 
300MJ/dia nos países industrializados. No século 19 iniciou-se o 
consumo de petróleo e gás natural. A utilização da energia nuclear data 
dos anos 50. Hoje, nos EUA consome-se cerca de 900MJ/dia (per 
capita). 
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Figura 4. Consumo Mundial de Energia Primária. 

No período de 1900 a 1995 os combustíveis fósseis 
supriram 90% do consumo energético mundial. Em 1900 o principal 
combustível era o carvão, mas, a matriz energética mudou, e hoje o 
mundo depende do petróleo e gás para quase 60% do suprimento 
energético. O consumo mundial de energia é atualmente ( 1994) 8,8 
Gtep/ano (ll,7TW) (DOE, 1996), uma quantidade relativamente 
pequena em relação à estimativa de recursos (807+617Gtep ), mas, a 
grande dependência do petróleo e gás é preocupante. 

O petróleo é consumido principalmente em alguns países 
de grande poder econômico, tecnológico e militar. O consumo do grupo 
dos 7 (EUA, Japão. Alemanha, França, Itália, Inglaterra e Canadá) 
atinge cerca de 3l.l06barril/dia (barril= 0,15898m3

}, cerca de 50% do 
consumo mundial. Estes países não possuem reservas de petróleo 
suficientes que garantam sua demanda por longo tempo (tabela 2). 

Tabela 2. Consumo Mundial de Petróleo (Oil & Energy Trends, Maio 
1992). 

CONSUMO RESERVAS 
PAÍS ----------- ---------- ---- ··----------·---

1o"barril barril 
1o" barris Anos ~ hab.ano 

EUA 16,180 23,3 32,1 5,7 
Ex-URSS 8,435 10,6 57,0 15,0 
JapAo 5,295 15,6 0.1 o 
Alemanha 2,705 12,3 0.4 o 
China 2.405 0,8 24.0 27,3 
Fr;:mça 2,010 12,9 0,2 o 
Hálla 1,895 11,9 0,7 o 
Inglaterra 1,760 11,3 4,0 6,2 
Canadá 1,625 22,0 7.9 13,3 
México 1,585 6,6 51,3 88,7 
Coréia do Sul 1,185 10,1 o o 
Brasil 1,147 3.4 8,1 19,3 

--·--

Enquanto o consumo de petróleo se concentra em países 
que não têm reservas para sustentá-lo, as grandes reservas se 
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concentram em outros poucos países, que tem condições de exportar o 
produto. Cerca de 70% das reservas mundiais de petróleo se 
concentram na península arábica, e os países da OPEP controlam o 
mercado. 

A grande dependência da sociedade modema ao petróleo 
para transporte, aquecimento, geração de eletricidade e petroquímica, 
provoca atualmente uma situação critica a respeito da utilização de 
combustíveis fósseis. Uma mudança do petróleo para o carvão pode 
aliviar um pouco o problema, mas não é esperada nenhuma queda 
substancial na demanda de petróleo nas próximas décadas. Além disto, 
as grandes jazidas de carvão também estão concentradas em poucos 
países. 

Espera-se que o consumo mundial de energia aumente 
consideravelmente no próximo século (Hãfele, 197 4 ). O consumo total 
de energia deve continuar crescendo e o petróleo e gás natural 
continuarão ocupando destaque na matriz energética do século XXI. 
Mesmo com a oferta de outras fontes de energia, o consumo de 
petróleo continua a crescer. O petróleo esgota-se ao mesmo tempo que 
sua demanda cresce. O petróleo não dá duas safras, não é possível 
esperar o petróleo acabar para se tomar providências. 

EFEITO ESTUFA 

A figura 6 mostra que a terra aqueceu cerca de 0,5°C 
desde 1860, e que as temperaturas hoje são as mais altas já registradas 
(Jones, 1995). Este aquecimento é parcialmente devido ao aumento da 
luminosidade do sol (Kerr, 1996), mas, sobretudo devido ao efeito 
estufa. 
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Figura 6. Variação da temperatura da terra 1856-1995. 

O efeito estufa é o aquecimento da terra devido ao aumento 
do teor de C02, NOx, C!{,, Hp e CFC (compostos clorofluorcarbono) 
na atmosfera. O teor destes gases tem aumentado devido ao aumento 
do consumo de energia, oriunda principalmente de combustíveis 
fósseis. o co2 e o vapor-d'água são transparentes à radiação solar, que 
atinge e aquece a superficie da terra, mas absorvem radiação 
infravermelha emitida pela superficie aquecida, aumentando a 
temperatura atmosférica. O CFC destrói a camada protetora de ozônio, 
aumentando a quantidade de radiação ultravioleta que atinge a 
superficie da terra. 

o co2 é o principal responsável pelo efeito estufa, e a 
queima de combustiveisfósseis é a principal fonte de co2 (tabela 3). o 
EUA é responsável por 25% da emissão mundial de C02,JI ex-URSS 
19% e a China 9%. Somente estes 3 países produzem mais de 50% do 
C02 mundial. Somente uma empresa, UK's Central Electricity 
Generating Board, é responsável por 1% da produção mundial de C02• 



Tabela 3. Contribuição do efeito estufa (1990). 

Emissão de C0
2 

Efeito 
FONTE Estufa 

GtonC/ano % (%) 

Combustlvels Fósseis 5,14 84,3-66,8 47 ,6-37,7 
Carvão 2,08 34 ,1-27,0 19 ,3-15,3 
Petróleo 2,22 36 ,4-28 .8 20 ,6-16 ,3 
Gás 0.84 1 13,8-10.9 7,8-6,2 

Fabricação Cimento 0,13 1 2,1-1,7 1.2-1 ,O 
Desnorestamento 6 uso do solo 0,8-2,4 13.1-31-2 7.2-17,6 
Total .. 6.1-7.7 1 100 57 

CFC 25 
CH

4 I 
12 

NOx 6 

A análise de bolhas de ar aprisionadas no gelo da antártica, 
mostrou que a concentração de C02 na atmosfera na era glacial (há 
18.000 anos) foi 200 ppm. Durante os últimos 8000 anos o teor 
mantevtHJe aproximadamente constante em 280 ppm, correspondente 
a 594.109ton de Carbono na atmosfera. Nos últimos 200 anos, o teor 
de C02 na atmosfera, crescendo cerca de 1 o/o a. a. (figura 7). 
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Figura 7. Crescimento demográfico, consumo energético mundial e do 
teor de C02 na atmosfera (Ficher, 1995). 

As mudanças no regime de chuvas nos últimos anos 
indicam uma grande mudança climática. No próximo século, o teor de 
co2 deve dobrar, aumentado a temperatura média da terra em cerca de 
3 o c, e o efeito estufa deve provocar mudanças climáticas mais 
extremas desde o fim da era glacial. O aquecimento não é problema 
para o homem, que pode se adaptar a esta temperatura. A questão é que 
este aquecimento modificará a umidade do ar, a distribuição de nuvens 
e as fronteiras de neve e gelo, afetando o clima, uso da terra, 
agricultura, nível dos oceanos, e muitos aspectos da vida de todos os 
povos. Devido ao aquecimento da terra, o nível médio dos oceanos 
aumentou 15 cm no último século (Poulallion, 1990). Com o aumento 
da temperatura, acontecem dois efeitos: a deglaciação continental 
(degelo das geleiras e placas polares) e dilatação da água. Apesar de não 
existir uma correlação direta entre o aquecimento global e o nível dos 
oceanos, o nível dos mares deverá aumentar entre 20 e 70 cm (Kjerfve 
e Lacerda, 1992). 

o efeito real do aumento do teor de col na atmosfera 
ainda é desconhecido e sujeito a especulações. Alguns acreditam que 
um pequeno aquecimento, pode até ser benéfico, com estações mais 
longas nas zonas temperadas, mais chuvas nas áreas secas, aumentar 
os processos naturais da biosfera, e retardar uma nova era glacial. O 
aumento do teor de C02 pode aumentar a produtividade mundial de 
grãos. Entretanto, enquanto alguns paises de zona temperada podem 
obter algum ganho de produtividade, muitos paises de zona tropical e 
subtropical parecem ser mais vulneráveis aos impactos do aquecimento 
global (Rosenzweis, 1994). Entretanto, os modelos matemáticos atuais 
não permitem prever com precisão estes efeitos climáticos. 
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Tabela 4. Emissão de C02 no Setor Industrial ( 1991) (Olade, 1993) 

PAÍS 
Per capita PIB 

ton CO/hab US$/ton C0
2 

EUA 3,5 6450 
Canadá 3,6 5758 . 
Japão 2,3 12040 
França 1,7 12049 
China 0,8 389 
América Latina 0,6 3431 
Brasil 0,4 6341 

Visando reduzir o efeito estufa, os países desenvolvidos 
procuram reduzir as emissões de poluentes. estabelecendo leis rigorosas 
que taxam as emissões de C02. As pressões ambientalistas dos paises 
ricos tendem a aumentar sobre os países em desenvolvimento. 
sobretudo vinculando empréstimos internacionais à análise do impacto 
ambiental dos projetos. 

PERSPECTIVAS ENERGÉTICAS FUTURAS 

Diante deste cenário de esgotamento das fontes não 
renováveis de energia, é necessário encontrar, novas formas de garantir 
o suprimento energético e a produção industrial da humanidade no 
futuro próximo. Não existem recursos energéticos suficientes para o 
mundo inteiro manter o status quo atual de alto consumo energético. 
Assim. são inevitáveis modificações no perfil atual de demanda e uso 
final de energia. 

O World Energy Council (WEC, 1993) examinou 4 
cenários de suprimento de energia até o ano 2020: cenário ecologico, 
cenário de baixa demanda energética (475 EJ), cenário de referência 
(564 EJ) e cenário de alta demanda energética (722 EJ). No cenário 
ecológico a biomassa poderia contribuir com 14% e as outras fontes 
renováveis (solar, eólica etc) com outros 7%. No caso de um cenário de 
alta den:~.,da com 8% e 5% respectivamente. 

A fusão nuclear e!Ü prestes a se concretizar, e as previsões 
pessimistas a situam dentro de 100 anos. Apesar de fonte não
renovável, é virtualmente inesgotável, com poucos inconvenientes e 
pouca poluição. A fusão garantirá uma disponíbilidade energética para 
todo o futuro previsível. O limite de seu uso será o calor de rejeito, que 
não deve ultrapassar 5% do calor recebido do sol, devido ao efeito 
estufa. O problema energético da humanidade, é assim, transitório, 
aguardando o desenvolvimento da fusão, e até lá algumas soluções são 
vislumbradas: 

I) Conservação. Para prolongar o prazo de uso dos recursos naturais é 
necessário aumentar o rendimento das máquinas atuais e conservar 
energia. O progresso tecnológico permitirá construir máquinas de 
menor consumo, além de menores e mais leves (economia de energia 
e material na construção). A conservação de energia; adequação das 
fontes energéticas ao uso final de energia, minimizando o consumo 
exergético; reciclagem do lixo, de modo a reciclar a energia incorporada 
etc. Existe ainda há um grande potencial de desenvolvimento neste 
sentido. 

2) Sub!.1ituição por outra fonte fóssil . A análise da tabela I mostra que, 
devido à disponibilidade, a curto prazo o perfil de consumo tende se 
deslocar para o carvão e nuclear. Entretanto, as razões ~JConômicas se 
contrapõem às questões ecológicas e de segurança. A,exploração do 
carvão depende de projetos de longa maturação, além de estar sujeita 
a uma legislação rígida de proteção ambiental. Além disto, a China; 
maior produtor mundial de carvão (I bilhão de ton/ano ), devido ao seu 
desenvolvimento económico, deve ser transformar a curto prazo de 
exportador em grande importador. O desenvolvimento da energia 
nuclear nos Estados Unídos tem diminuído. Após o acidente em Three 
Miles Islands, o acréscimo de medidas de segurança impostas pelo 



governo elevaram o custo. das centrais nucleares para US$4200/kW. O 
desenvolvimento dos reatores regenerativos (breeder) tomará a energia 
nuclear bastante competitiva. 

J}Substituição por fontes renováveis. Os Caminhos Suaves da Energia 
utilizam as tecnologias de recursos renováveis e os lucros da energia 
(uso direto da energia solar, do vento, da conversão da biomassa), 
recuperando os recursos renováveis e adequando os tipos de energia à 
natureza do seu último uso. A energia solar incidente sobre a superficie 
terrestre é 104-106 vezes o atual consumo energético. Assim, em teoria, 
a energia solar poderia suprir as atuais e futuras necessidades 
energéticas do homel"'_ Entretanto, esta energia é de baixa densidade e, 
~onseqüência, são necessários grandes investimentos para captar 
uma quantidade importante de energia. Além disto, devido à rotação da 
terra, a incidência solar é intermitente, o que obriga o armazenamento 
de energia. Hubbert ( 1971) apresenta uma análise da possibilidade do 
uso das várias fontes de energia renováveis (solar direta e mdireta, 
marés, geotérmica) no suprimento energético mundial. O potencial 
mundial utilizável de energia hidráulica é de 14000TWh/ano, que é 
equivalente a 120Gtep em I 00 anos, aproximadamente o conteúdo 
energético das reservas de gás natural . Entretanto, somente 15% deste 
potencial é hoje utilizado, sobretudo devido aos grandes investimentos 
necessários e às restrições ambientais. 

4) Estilo de vida. O progresso da humanidade não depende unicamente 
do progresso econômico. Energia, tecnologia e dinheiro são meios e 
não fins. A quantidade de energia consumida não mede o bem estar da 
humanidade, e a qualidade de vida não se mede somente de 
.acumulação de bens de consumo e salários. Os valores espirituais, a 
saúde, a educação e cultura são riquezas não quantificáveis. O uso da 
energia é função do estilo de vida, e uma mudança de atitudes pode 
mudar radicalmente a estrutura do consumo de energia. Isto pode ser 
realizado pela realocação do uso da energia, estabelecendo quais 
produtos e serviços são realmente necessários para a manutenção da 
saúde e bem estar, e pela conservação de energia na indústria. 
transporte, residências e comércio. 

O CASO BRASILEIRO 
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Figura 8. Consumo Nacional de Energia Primária. 
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A figura 8 , realizada a partir de dados dos Balanço 
Energéticos Brasileiro de 1967 a 1995 , mostra evolução do consumo 
de energiaJto Brasil. O consumo total de energia ( 1994) foi de 199 
Mtep, com um crescimento na década 84-94 de 21 o/o (Brasil, 1995). 
Pode-se verificar que o perfil de demanda nacional é muito diferente do 
mundial , contando com grande participação ne fontes renováveis 
(hidráulica, lenha e cana). No balanço energético mundial , a energia 
hidráulica participa com 5%. O Brasil tem um perfil energético muito 
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particular: a eletricidade é responsável por 40% do balanço energético. 
A potência elétrica instalada é 55 GW ( 1994), dos quais 94% são 
gerados por hidroelétricas. e o resto por carvão, óleo diesel , gás natural 
nuclear. O Brasil possui um enorme potencial hidroelétrico ainda não 
explorado, estimado em 150GW, mas a maior parte deste potencial 
encontra-se na região norte, sendo dificil o seu transporte até os centros 
consumidores. 

Na figura 9 (Brasil, 1995. LBGE, 1996) verifica-se que 
entre 1975-1995 a variação do consumo de energia elétrica, é sempre 
maior do que a variação do PIB, que é maior que a variação do 
consumo total de energia. Este aumento do consumo de eletricidade é 
sobretudo notado nos setores residencial e comercial. Assim, a 
elasticidade da renda (Goldemberg, 1991) pode ser questionada, poi~ 
com o aumento do poder aquisitivo, as populações pobres tomam-se 
consumidoras, e mudando-se o perfil de consumo. 

Figura 9. Variação do PLB, Consumo de Eletricidade e Consumo Total 
de Energia no Brasil. 

Para assegurar o crescimento anual de 4 a 5o/o no coo sumo 
de eletricidade, é necessário instalar 2,5-3.5 GW/ano, e investimentos 
deUS$ 6 bilhões/ano. É conhecida a excassez de recursos públicos para 
investimento no setor. Em 1993, a EJetrobrás investiu somente US$ I ,4 
bilhão em vez dos US$ 2,3 bilhões previstos. 

O petróleo participa com 35% do Balanço Energético 
Nacional. A produção atual ( 1996) é 824.000 barris/dia, a capacidade 
de refino 1450.000 barris/dia e as reservas confirmadas 4,3 Bilhões de 
barris e as potenciais 10,3 bilhões de barris (80% Bacia de Campos), lO 
anos do atual consumo de I ,3 Milhões de barris/dia. Apesar do esforço 
para aumentar a produção, o Brasil continua importando cerca de 42% 
do consumo. Em 1995, o Brasil importou mais de 500,000 barris/dia 
de petróleo e 200.000 barris/dia de produtos refinados. 

Ao contrário dos combustiveis fósseis . o Brasil detem 
reservas consideráveis de urânio e outros minerais estratégicos (tório e 
terras raras). A produção atual de U,08 é 43000 ton/ano, ao custo de 
US$44,00/kg (US$1,9 bi/ano). Atualmente o Brasil consome 160 
ton/ano de Up8. Com a entrada em cperação de Angra II prevista para 
1998. este consumo subirá para 460 ton /ano. As reservas geológicas de 
urânio são 301.490 ton de U,08 , sendo 192.540 (medidas e indicadas) 
e 108.950 too (inferidas). 

CONCLUSÕES 

Os dias de energia barata estão por acabar, e o custo tem 
aumentado juntamente com a demanda. Nos próximos anos certamente 
continuará a aumentar o consumo de energia, não somente devido ao 
crescimento dos países industrializados. como também dos países em 
desenvolvimento. A lacuna entre o suprimento e a demanda deverão ser 
supridos por fontes renováveis, juntamente com reatores nucleares mais 
avançados. Deverão ser realizados grandes investimentos de pesquisa 
e desenvolvimento de energia renováveis, a fim de realizar no futuro 
um largo emprego destas energias, em bases econômicas e ecológicas 
aceitáveis. O desenvolvimento de novas tecnologias podem demorar I O 
a 20 anos. 

Existe uma necessidade urgente de se adotar estratégias de 
conservação de energia, tanto a nível doméstico quanto comercial e 



industrial, de modo a se acomodar a matriz energética aos novos 
tempos. Assim, é hora de tomarmos consciência do desperdício de 
recursos, e incorporar a conservação dos recursos naturais em nosso 
estilo de vida. 

É necessária a minimização do consumo de combustíveis 
fósseis e promoção na maior escala possível de sistemas energéticos de 
alto rendimento, de díspositivos de cogeração etc. Além disso, deve-se 
racionalizar os investimentos na expansão da oferta de energia, otimizar 
o parque produtor de energia, reduzir os impactos decorrentes da 
produção, transformação e uso da energia, reduzir os desperdícios de 
energia. Como estratégia, devido ao baixo preço atual, é recomendado 
aumentar a importação de petróleo, e reduzir a exploração, guardando 
as reservas nacionais para o futuro. A disponibilidade energética não é 
garantia para o desenvolvimento, se a energia não for utilizada de modo 
a assegurar o crescimento econômico e social. 

Hoje a indústria encontra-se colocada frente ao dilema de 
encontrar uma fonte energética econômica, confiável e ecologicamente 
correta, capaz de suprir a sua vida útil. Uma vez que a implantação de 
uma nova planta convencional demora de 5 a 12 anos e as decisões 
tomada hoje podem influenciar suas vidas por décadas. 
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ABSTRACT 

The limitedness ofthe Earth ' s natural resources is only 
recalled during the "Energy Crises". Mankind has been consuming 
exponentially, for the last two centuries, the Earth' s energy resources. 
We have been taught to consider that this consumption is guaranteed 
to exist forever. What has taken millions of years to be formed is now 
being burnt ata rate which is millions oftimes higher than the forming 
rate. Soon demand should go beyond the offer and this Jack should be 
compensated by the development of altemative sources of energy, 
together with the optimization of its use. This work presents an analysis 
of the world's energy consumption habits with respect to natural 
resources, renewable and not renewable, and also indicates the available 
solutions for the continuity ofthe development of mankind, based on 
what is known nowadays. 



r r 
t 

l 

VI ENCIT I VI LA TCYM Florianópolis. SC BRAZIL (November, 1996) 

A a cm ANÁLISE DE PARÂMETROS TERMODINÂMICOS DE DESEMPENHO E DE 
MÉTODOS DE ALOCAÇÃO DE CUSTOS EM SISTEMAS DE COGERAÇÃO 

EQUIPADOS COM TURBINAS DE CONTRAPRESSÃO 

Arnaldo C. S. Walter, Jorge Llagostera, Waldyr L. R. Gallo 
Departamento de Energia, Faculdade de Engenharia Mecânica 

Universidade Estadual de Campinas (UN ICAMP) 
Caixa Postal 6122- CEP 13083-970- Campinas- SP- Brasil 

RESUMO 

Foi efetuada 11/JW análise comparativa de alguns parâmelros de desempenho e de mé10dos de alocação de 
cus/os descriws na lilera/Ura. Tais parâmelros e crilérios são baseados na Primeira e Segunda Leis da 
Termodinâmica - no caso dos parâme/ros de desempenho - e sobre conceilos econômicos, energéticos e 
exergéticos - 110 caso dos mé10dos de alocaçüo de cus/os. O eslttdo é aplicado a sis1emas de cogeraçüo 
equipados com lurhinas a vapor de conlrapressüo, de grande aplicaçüo em usinas de açúcar e álcool. 

INTRODUCÃO 

O presente trabalho tem como objctivo analisar, de forma 
exploratória, a adequação de alguns parâmetros de desempenho 
de sistemas de cogcração enquanto indicadores de tendência pos 
custos de produção de seus produtos principais, i.e., potência c 
calor, bem como de tendência de eficiência econômica de todo o 
sistema. 

A análise aqui apresentada foi feita tomando-se como 
tderência uma configuração de sistema de cogeração usualmente 
encontrada em usinas de açúcar e álcool. Essa conllguração 
corresponde a um sistema de cogeração com turbinas a vapor de 
contra-pressão. muito comum nas instalações industriais 
existentes no Brasil. No esquema apresentado na Figura I, a 
turbina A representa o conjunto de turbinas que acionam 
dispositivos mecânicos diversos, tais como moendas, facas c 
desfibradores. Por sua vez, a turbina B representa as turbinas que 
fazem a geração de potência elétrica. O vapor de escape de ambas 
as turbinas é usado como vapor d:: processo, após a devida 
correção de sua temperatura de superaquecimento . 

A operação do sistema foi simulada computacionalmente a 
partir da consideração de uma usina brasileira típica, inclusive 
com o emprego dos registras reais das demandas de vapor nos 
principais equipamentos térmicos dessa unidade industrial. 
Assim, pode-se considerar que os resultados obtidos rctlctcm 
.c.om boa aproximação as condições operacionais das usinas 
existentes no país. 

Os resultados da simulação da operação cm regime de carga 
variável - consideradas as funções de eficiência do conjunto de 
turbinas a vapor e geradores de vapor - foram então empregados 
tanto na análise de alguns parâmetros termodinâmicos de 
desempenho da instalação quanto na análise dos custos de 
produção de vapor e potência. 

Do ponto de vista operacional. o comportamento das curvas 
dos parâmetros de desempenho e dos próprios custos é bastante 
intluenci ado pelas curvas de demanda de vapor de processo e das 
demandas de potência clétrica c mecânica. 

Dada sua influência sobre a análise que se segue, é também 
importante destacar que a não coincidência das demandas de 
vapor nas linhas de alta c baixa pressão pode resultar cm 
expansões de vapor por válvulas redutoras ou, ainda, na descarga 
.lk vapor de baixa pressão para a atmosfera. Na simulação 
efetuada foram considerados ambos os efeitos. 
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Para a configuração estudada consiucrou-sc a geração de 
vapor a 2,2 MPa c 300°C. O estado do vapor enviado ao processo 
foi fixado para a pressão de 0,247 MPa c 137°C. 

MODELAGEM 

A análise termodinâmica foi efetuada por meio de um 
programa computacional desenvolvido para o estudo de ciclos de 
potência. As propriedades termodinâmicas da água foram 
determinadas por meio de subrotinas computacionais 
desenvolvidas anteriormente (Liagostcra, 1994 ). com base nas 
correlações para a energia livre de Helmholtz estabelecidas por 
Kcenan et ai. ( 1978). 

O programa computacional está composto por um conjunto 
de subrotinas modulares, associadas aos diverso" tipos de 
componentes. Cada subrotina executa balanços de massa e 
energia para o respectivo volume de controle. O cálculo para o 
ciclo completo é cfctuado scqüencialmente e iterativamente, com 
o objetivo de obter a convergência das grandezas que definem as 
condições de operação. Finalmente, o programa determina os 
tluxos de energia (cntalpia) c de excrgia em todos os pontos 
relevantes do ciclo, podendo servir como base para estudos 
termoeconômicos (Walter e Llagostera , 1995). 

As características do combustível considerado neste estudo , 
ou seja, bagaço de cana com 50% de umidade (IPT, 1990). são 
apresentadas na Tabela I. Todas as composições e teor de 
umidade apresentados referem-se a frações em massa. A 
temperatura de entrada da biomassa no volume de controle foi 
considerada igual a 25°C. 

A cxcrgia química do combustível foi determinada de acordo 
com Sz.argut et ai. ( 1988), com base em correlação entre a excrgia 
química e o poder calorífico inferior do combustível (PC!). 
considerando a relação entre as fraçõcs em massa de oxigênio e 
carbono . a composição elementar do combustível. e o conteúdo 
de cinza e de umidade. A cxcrgia química calculada para o 
bagaço de cana com 50% de umidade foi 9.917 kJ/kg (referida a 
25 °C c I O 1.325 kPa). 

Neste trabalho foram adotados os critérios apresentados por 
Moran e Sciubba ( 1994) para a definição de cxergia física e de 
cxcrgia química. Tanto para os tluxos de cxcrgia como para os de 
cntalpia foi adotado como estado de referência o definido pela 
temperatura de 25°C e pressão de I O I ,325 kPa. 
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Figura 1 -Fluxograma esquemático do sistema de cogcração estudado. 

Tabela I: Caracterização do combustível. 

Características do Combustível 
Tipo 
Umidade 
PC! (MJ/kg) 
Exergia Química (kJ/kg) 

Com~ão Elemcntar(Base Seca) 
Carbono 
Hidrogênio 
Oxigênio 
Enxofre 
Nitrogênio 
Cinza 

bagaço de cana 
0,50 
7,53 

9.917 

0,463 
0,064 
0,433 
0,001 

0,040 

Para a simulação operacional foi considerada uma instalação 
com capacidade de moagem de 7.200 toneladas de cana por dia. 
A capacidade nominal total do conjunto de geradores de vapor foi 
fixada em 160 toneladas de vapor por hora. A eficiência do 
sistema de geração de vapor, referida ao PC! do combustível, foi 
caracterizada por uma função polinomial da geração de vapor, 
com valor máximo igual a 80% para a geração nominal. Para as 
turbinas de contra-pressão utilizadas para o acionamento de 
geradores elétricos, a eficiência isentrópica foi representada por 
meio de um:~ função polinomial da vazão de vapor, com valor 
máximo 66%. A eficiência mecânica foi fixada cm 97% c a 
eficiência do gerador elétrico em 98%. 

Para as turbinas de contra-pressão utilizadas para o 
acionamento dos sistemas de moagem, a eficiência foi também 
representada por uma função polinomial da vazão de vapor, com 
valor máximo 43%, sendo que a eficiência mecânica também foi 
lixada em 97%. Para todas as bombas a eficiência isentrópica foi 
fixada em 70%, com eficiências de conversão mecânica e elétrica 
de 97% e 98%, respectivamente. 

Os parâmetros acima descritos correspondem a valores 
típicos do setor sucro-alcooleiro. 

ANÁLISE TERMODINÂMICA 

A avaliação de desempenho de uma planta de cogcração não 
é um procedimento elementar dada a própria dificuldade de 
determinação de uma medida de eficiência global em uma 
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unidade onde os produtos principais - calor e potência - têm 
diferente valor termodinâmico. 

Entre os parâmetros normalmente empregados para a análise 
de desempenho de sistemas de cogeração. três foram escolhidos 
para serem quantificados e analisados quanto à operação do 
sistema de cogcração anteriormente descrito . São eles: (i) a 
Eficiência de Primeira Lei, (ii) a Eficiência de Segunda Lei c (iii) 
a Eficiência Racional de 3cração de potência. As relações que 
caracterizam esses parâmetros são apresentadas a seguir. 

A eficiência energética, ou eficiência de Primeira Lei ( T) 1 ), 

é um indicador baseado no princípio físico da conservação de 
energia. Face à restrições para interpretar esse indicador como 
uma medida de eficiência, alguns autores preferem chamá-lo de 
"Fator ,• - Utilização de Energia". No presente trabalho. a relação 
empregada para a sua avaliação. considerada toda a planta, é a 
seguinte: 

Tlt 

onde 

c"':~+~~~+ Qfl) 

me PC!+ H" 

Wet =potência clétrica produzida [kW]: 

W,
11 

=potência mecânica produzida [kW]: 

Qfl =calor de processo [kJ/sj; 

tlzc = lluxo mássico de combustível [kg/s 1: 
PC/ =poder calorífico inferior do bagaço [kJ/kg]; 

(I) 

He = tluxo de energia associado à água de reposição [kJ/s 1. 

A potência mecânica apresentada na Eq. (I) refere-se à 
parcela da potência mecânica produzida nas turbinas de 
acionamento das moendas. O calor de processo indicado nessa 
mesma expressão corresponde à diferença entre o . fluxos de 
entalpia do vapor enviado ao processo industrial· e o t1uxo de 
cntalpia do condensado, que é devolvido pelo processo ao 
sistema estudado. 

A principal restrição a esse parâmetro enquanto indicador de 
desempenho está na não diferenciação entre a potência c o calor, 
já que ambos são formas energéticas de valor distinto. Alguns 
autores também destacam que, no caso da redução da potência 
gerada com aumento simultâneo da produção de calor de 
processo, a eficiência de primeira lei tende a aumentar Já que as 

..i 
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:~: 



perdas mecânicas e as perdas do gerador elétrico são reduzidas. 
Em um caso extremo, quando não houvesse produção de 
potência, a eficiência seria máxima. 

A eficiência global de uma instalação de produção combinada 
de calor e potência pode também ser avaliada em função do 
balanço dos fluxos de exergia do sistema. Kotas ( 1980) destaca 
que o uso de uma forma de eticiência baseada no conceito de 
exergia é particularmente vantajosa no caso de uma planta de 
cogeração. Para os sistemas analisados, a eficiência exergética, 
ou eficiência de Segunda Lei ( 17 11 ) , pode ser calculada pela 

relação: 

CW.t + W," + Efl) 
rh c ec+E e 

(2) 

onde 

EP =fluxo de exergia associado ao calor de processo [kJ/s] ; 

e c = exergia específica do combustível [kJ/kg]; 

Ee =fluxo de exergia associado à água de reposição [kl/s]. 

O fluxo de exergia associado ao calor de processo 
corresponde, neste estudo, à diferença entre o fluxo de exergia 
relativo ao vapor enviado ao processo e o fluxo de exergia do 
condensado retornado ao sistema. Observe-se que a exergia 
correspondente aos gases de combustão à saída das caldeiras, ou 
do vapor lançado em algumas situações à atmosfera, é 
contabilizada como sendo destruída completamente no interior do 
volume de controle, sendo então computadas ·como 
irreversibilidades internas ao mesmo. O fluxo de exergia 
associado à água de reposição é nulo no âmbito do presente 
estudo, já que foi adotada a hipótese de que o estado da água de 
reposição corresponde ao estado ~e referência. A exergia do ar 
ambiente também foi considerada nula. 

Já a eficiência racional é um parâmetro que se encaixa na 
classe das relações entre desempenhos reais e ideais. 
Quantitativamente, é uma relação entre o trabalho real produzido 
por uma instalação e o trabalho ideal máximo que poderia ter 
sido produzido pela ·mesma, nas mesmas condições de entrada e 
saída do fluido de trabalho. Embora possa ser bastante útil na 
análise de instalações exclusivamente de potência, seu emprego, 
no entanto, pode ser questionado no caso das instalações de 
cogeração exatamente por não considerar o calor de processo 
enquanto produto. 

Neste trabalho foi empregada a definição de eticiência 
racional de geração de potência apresentada por Kotas ( 1985), 
segundo a qual : 

(3) 

onde I:!.Ev é a variação do fluxo de exergia associado ao vapor 

no ciclo termodinâmico - entre o estado 2 (ver Figura I), em que 
o vapor é gerado, e imediatamente antes do envio do vapor ao 
processo (estado 14, de acordo com a mesma figura) . 

Parâmetros de Desempenho em Regime de Carga Variável. 
A Figura 2 apresenta a variação da eficiência de Primeira Lei, de 
Segunda Lei e da eficiência racional em função dos 
desequilíbrios entre as linhas de alta e baixa pressão da instalação 
de cogeração objeto de estudo. Valores negativos no eixo das 
abscissas correspondem a fluxos mássicos pela válvula redutora 
de pressão, enquanto valores positivos representam descargas de 
vapor para a atmosfera. 
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Cabe notar que o perfil das três curvas é influenciado pelas 
curvas de eficiência do gerador de vapor e das turbinas. Para a 
eficiência de Primeira Lei prevalece o efeitq da curva do gerador 
de vapor, enquanto que para a eficiência racional são 
determinantes as curvas de eficiência da turbina. 

A eficiência de Segunda Lei e a eficiência racional mostram 
um comportamento mais simétrico em relação à linha de centro. 
Deve-se notar que o ponto de máximo, para um dado valor de 
geração de vapor, pode ser deslocado tanto à direita quanto à 
esquerda dependendo da correspondência entre o fluxo nominal 
de vapor pela turbina e o desequilíbrio entre as linhas de alta e 
baixa pressão. 

ANÁLISE TERMOECONÔM!CA 

Custos de Produção de Vapor e Potência. Os custos de 
produção do vapor e das potências que acionam as moendas e o 
gerador elétrico foram calculados a partir da aplicação da 
Termoeconomia ao sistema em estudo. Dessa forma, no presente 
trabalho só foram explorados critérios de alocação de custos que 
têm fundamentação termodinâmica (Reistad e Gaggioli, 1980). 
·Todos os valores adotados para custos de capital, combustível e 
manutenção refletem custos típicos no mercado brasileiro 
(Walter, 1994). 

A Análise Termoeconômica permite a identificação das 
perdas e irreversibilidades nos vários componentes de um sistema 
térmico, bem como a quantificação , em termos monetários, dos 
efeitos dessas ineficiências sobre os custos (Valera et ai., 1994). 
De acordo com a metodologia original, os fluxos de exergia no 
sistema determinam a repercussão dos custos dos produtos de um 
equipamento sobre os demais componentes da instalação. Uma 
variante do procedimento também foi aplicada neste trabalho, 
com o uso dos tluxos energéticos na quantificação dos custos. 

Diz-se que há uma "bifurcação" quando um equipamento 
produz mais de um produto, como, por exemplo. dois fluxos de 
vapor à saída ou, ainda, um tluxo de vapor e outro de potência. 
Nesses casos, a aplicação da metodologia requer a detinição de 
um procedimento de repartição dos custos do equipamento entre 
os produtos - tanto o custo relativo às suas ineticiências 
operacionais quanto ao seu próprio custo de capital. Quatro 
procedimentos distintos foram aplicados ao sistema em estudo, 
sendo que em dois deles - os critérios l e 2 - a base de alocação é 
a exergia dos produtos, enquanto nos outros doi&·- critérios 3 e 4 
- a base de alocação é a energia. Como só as turbinas apresentam 
produtos de valor termodinâmico distinto - vapor e potência - a 
diferenciação entre os quatro critérios é mais importante nesse 
componente. 



Nos critérios I c 3, o custo de capital da turbina e os custos 
relativos às suas ineficiências operacionais são alocados 
exclusivamente à potência. Dessa forma, tem-se como resultado 
que o custo do vapor à entrada da turbina, tanto em base 
exergética (critério I) quanto em base energética (critério 3), é 
exatamente o mesmo à saída do equipamento. 

Já nos critérios 2 e 4 os custos da turbina são repartidos entre 
a potência e o vapor de baixa pressão. O critério de alocação dos 
custos estabelece que a repartição deve ser feita em bases 
proporcionais à exergia dos produtos (critério 2) ou, então, em 
bases proporcionais à energia dos mesmos (critério 4). 

Tendência Comportamental da Parcela de Custo de 
Combustível. A Análise Termoeconômica estabelece que a 
exergia consumida ou incorporada a um processo deve ser 
entendida como um custo de sua operação. Para um equipamento, 
ou para todo o sistema, os custos exergéticos indicam exatamente 
quantas vezes a unidade de exergia de um fluxo é mais "cara" do 
que a unidade de exergia do insumo que alimenta todo o 
processo. Para os casos em estudo, a avaliação dos custos 
exergéticos do vapor de processo e das potências indica quantas 
vezes a unidade de exergia desses produtos é mais cara do que a 
unidade de exergia do bagaço. 

O custo exergético dos produtos de um equipamento está 
associado à eficiência operacional, em base exergética, desse 
equipamento. Analogamente, no caso de um sistema térmico, o 
custo exergético de seus produtos está associado à cadeia de 
eficiências dos vários equipamentos existentes. O mesmo 
raciocínio pode ser aplicado aos "custos energéticos", quando do 
uso de um critério de alocação de custos baseado nos fluxos de 
energia do sistema. Dessa forma, a perfeita interpretação da 
parcela de custo de combustível requer a identificação de todas as 
ineficiências que resultam em perdas de energia ou destruições de 
exergia. 

Qualquer um dos quatro critérios de alocação adotados dá à 
parcela de custo de combustível, tanto do vapor quanto das 
potências, uma tendência comportamental muito similar, 
tendência essa que é bastante influenciada pelo desequilíbrio 
entre as linhas de vapor de alta e baixa pressão. 

Na Figura 3, que ilustra a tendência observada para o critério 
de alocação 3, nota-se que os custos variam de forma mais 
pronunciada na medida em que crescem as descargas de vapor 
para a atmosfera, mantendo um comportamento pouco variável 
quando vapor é expandido pela válvula redutora. As perdas 
resultantes da descarga de vapor para a atmosfera afetam em 
maior medida ao vapor de processo, com uma repercussão 

4.95~----------------------------------------n 

4.9 

~ 4.85 
~ 

;:;. 4. 8 

1 4 .75 

] 4.1 
·E s 4.55 

~ 4.5 
o 

~ 4.55 
ú 

4.5 

+ 

c 

..... 
+ ......... 

n 
r'.:J 

rnc: 

T 

++~+ 
.., 

"'**' ......... + "!t++~++ 
elelricidade 

( 

5 
l:j 

.., ,c-
19 

.'rt 
.J 

Ji:ll , ,t.i .. Tn 'l. l 
r E vapor 

4 .45+-----~------.-----~------.-----~----~ 
-8 ~6 -4 - 2 o 4 

Desequilibrio entre linha/ vcpor !kg/s I 

Figura 3 - Parcela de custo de combustível do vapor e da energia 
elétrica para o critério 3. 

198 

221 --- ------- ---·--

2 1 

f-20 
~ 19 .... 
~18 
~ 17 
:l 
.n 
E 16 
o 
~ 15 

"' o 14 
v; 
J 13 ( I 

12 

, .. 

I 

++ + 
++ 

r 1 or ~ 1 

"'" + +~+++++ + 
+ + ..... 

1!:. 'U:'t IL!q H';' li .t ~l 

+ .,t-~ + 

elet;icidode 

ICi ttf;IJtf:'·' 
1 1 

vapor 
11 -
~ ~ ~ ~ o 

Dosoquilibrio enlr" 'inno/ vapo• ! kg/sI 

Figura 4- Parcela de custo de combustível da energia elétri r.a e 
do vapor, para o critério I. 

menor sobre as potências. Para um mesmo valor de desequilíbrio , 
a dispersão notada deve-se ao regime operacional do gerador de 
vapor, já que quanto mais a operação fugir do ponto nominal , 
maiores serão as ineficiências do processo. Na região de 
desequilíbrios negativos, o custo da unidade de energia do vapor 
de processo guarda uma relação constante com o custo da 
potência elétrica, relação esta que corresponde exatamente ao 
valor das eticiências de acoplamento mecânico e do gerador 
elétrico. A mesma tendência é observada para os resultados da 
aplicação do critério 4. 

Na Figura 4 é apresentada a evolução dos custos do vapor de 
processo e da potência elétrica, segundo o critério I . A 
diferenciação em relação aos resultados apresentados na Figura 3 
deve-se, por um lado, aos efeitos das irreversibilidades associadas 
à expansão de vapor pela válvula redutora e, por outro, à 
eficiência de operação das próprias turbinas. A função empregada 
para expressar a eficiência isoentrópica da turbina determina a 
tendência de arredondamento da curva de custos da eletricidade 
em relação aos resultados verificados para o vapor. Para um 
mesmo valor de desequilíbrio, a dispersão observada deve-se à 
influência dos diferentes regimes de operação do gerador de 
vapor. Tendência similar é observada para os resultados do 
critério de alocação 2. 

· Tendência Comportamental dos Custos Totais. A Análise 
Termoeconômica também permite o cálculo dos custos totais de 
produção do vapor de processo c das potências, ou seja, seus 
"custos exergoeconômicos" , de acordo com a denominação usual. 
No presente trabalho, para a avaliação dos custos totais foram 
consideradas as seguintes parcelas: (i) parcela de custo de 
combustível, que é calculada conforme discutido anteriormente. 
(ii) parcela de custo de capital e de custo de manutenção, sendo 
que este último foi avaliado como uma porcentagem do custo de 
capital e (iii) parcela de custo da água de reposição e da água 
usada para o dessuperaquecimento do vapor. 

Os custos totais, inclusive os custos de capital e de 
manutenção de cada componente, se distribuem entre os fluxos 
da instalação da mesma maneira como ocorre a repercussão do 
custo do combustível, i.e., em função da intensidade das 
correntes, em termos energéticos ou exergéticos , e em função dos 
critérios de repartição de custos em cada bifurcação. 

A tendência comportamental dos custos totais depende, em 
primeira instância da relação entre as parcelas de custo de 
combustível e de custo de capital. Nesta análise estamos 
desprezando o efeito da água de reposição, parcela que é pequena 
em relação às demais. Para um dado produto e um dado critério 



de alocação, quando a parcela de combustível é determinante a 
tendência dos custos totais é bastante influenciada pelo 
desequilíbrio entre as linhas de vapor. Por outro lado, quando a 
parcela de capital é que é preponderante, a evolução dos custos 
totais pode apresentar um correlação mais adequada com algum 
outro parâmetro operacional. 

Assim, por exemplo, como a geração de potência elétrica 
apresenta um bom ajuste com o desequilíbrio, é o desequilíbrio 
que melhor indica a tendência de evolução de seus custos totais. 
Já no caso da potência mecânica, é a geração de vapor que indica 
a melhor tendência tanto para a parcela de custo de capital quanto 
para os custos totais. A parcela de capital será tanto maior quanto 
menor for a produção de um dado produto. Os resultados obtidos 
para os custos totais da energia elétrica e da potência mecânka, 
segundo os critérios I e 2, são apresentados nas Figuras 5 e 6, 
respectivamente. 

Para o vapor de processo, os resultados obtidos são muito 
similares aos observados para a energia elétrica. Não são 
verificadas grandes variações entre os quatro critérios de 
alocação. 

Custos Médios Segundo os Vários Critérios. A escolha de 
um critério de alocação de custos para um sistema de cogeração 
pode ter grande influência na valorização de cada urri dos 
produtos. Estudos anteriores já ressaltaram o fato de que a 
aplicação, em sistemas de cogeração, de critérios de alocação 
baseados na exergia tendem a valorizar a potência em detrimento 
do vapor, ocorrendo o oposto quando da adoção de critérios 
baseados na energia dos produtos. 

Além da evidência desse fato, os resultados da Tabela 2 
chamam a atenção para a grande variação observada nos valores 
de um dado produto em função do critério de alocação adotado, 
variação essa que chega a ser da ordem de seis vezes para o 
estudo em questão no caso da potência que aciona as moendas. 

É igualmente importante destacar que os custos rle um dado 
produto apresentam maior ou merior dispersão em torno de seu 
valor médio dependendo do critério de alocação. Tal fato pode 
ser observado na Tabela 2 através da comparação entre os custos 
médios e seus respectivos desvios-padrão , para cada produto e 
para cada critério de alocação. 

RELACÃO ENTRE PARÂMETROS DE DESEMPENHO E 
EFICIÊNCIA ECONÔMICA 

Nas figuras anteriormente apresentadas pode-se notar a 
existência de uma certa relação entre parâmetros de desempenho -
basicamente a eficiência racional - e os custos dos produtos de 
sistemas de cogeração. Da mesma forma, no estudo feito 
verificou-se que um certo grau de correlação também pode ser 
estabelecido entre os parâmetros de desempenho e a rentabilidade 
do empreendimento, i.e., a diferença entre a receita e os custos. A 
rentabilidade foi aqui empregada como um indicador de 
eficiência econômica, dado que o valor de comercialização dos 
produtos afeta sobremaneira a viabilidade da instalação. 

A associação entre rentabilidade e parâmetros de desempenho 
ou operacionais varia com as considerações feitas quanto à 
receita dos três produtos. Para os dois casos ilustrados nas figuras 

• 7 e 8, a ~ítulo de ilustração, pode-se observar uma boa associação 
entre a rentabilidade e a eticiência racional e entre a rentabilidade 
e a eticiência de primeira lei , respectivamente. Por outro lado, 
para outras hipóteses levantadas no estudo, outras associações 
mostraram-se mais adequadas. 

Eventualmente, um certo parâmetro de desempenho do 
sistema poderia ser empregado em um procedimento de 
otimização de sua eticiência econômica, desde que essa fosse 
expressa, cabe ressaltar, pela rentabilidade da instalação. No 
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Figura 5 - Custos totais da energia elétrica produzida, segundo os 
critérios I e 2 

entanto, tal hipótese só seria possível se fosse conhecida, a priori , 
qual a relação existente entre esses parâmetros, isto é, qual o 
parâmetro de desempenho que melhor se correlaciona com a 
rentabilidade do empreendimento. O problema é que essas 
correlações variam bastante na medida em que diferentes relações 
de preços são consideradas para os vários produtos. 

CONCLUSÕES 

Parâmetros de desempenho de sistemas de cogeração, tais 
como os analisados neste trabalho, não são necessariamente bons 
indicadores de tendência de custos de produção de todos. seus 
produtos. Para o estudo feito, a melhor correlação foi verificada 
entre a eficiência racional e os custos de energia elétrica e vapor. 

Da mesma forma, a boa correlação observada entre alguns 
parâmetros de desempenho e a rentabilidade do sistema não pode 
ser extensivamente usada, como por exemplo em um 
procedimento de otimização, face à grande variabilidade 
observada entre os resultados do estudo. 

Finalmente, cabe observar que como os critérios de alocação 
de custos não afetam diretamente a rentabilidade, a metodologia 
preconizada pela Termoeconomia não conduz. por si só , à 
otimização da eficiência econômica. No entanto, os critérios de 
alocação com base exergética indicam com mais clareza do que 
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Tabela 2- Custos médios totais dos diferentes produtos segundo vários critérios de alocação 

US$/t 

Critério I 3,350 
(0,1028) 

Critério 2 4,411 
(0, 1078) 

Critério 3 5,232 
(0,1026) 

Critério 4 5,816 
(0, 11 82) 

Obs. : Desvio-padrão entre parênteses 
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os critérios que têm base na energia a influência dos processos de 
conversão sobre a formação dos custos. Os critérios I c 2 
igualmente permitiram a valorizaçao das potências em detrimento 
do calor de processo, confirmando o que tem sido bastante 
discutido na literatura. 

Essas conclusões podem ser estendidas a outros sistemas de 
cogeração com características de operação simi lares. 
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ABSTRACT 

The issue of this paper is the comparati vc analysis of some 
pcrformance paramctcrs and some availablc cost allocation 
methods, both wcll described in the literature. Those paramcters 
and criteri a are based on thc First and Sccond Laws of 
Thermodynamics - in thc case of performance pa~ametcrs - and 
on economic concepts as well as on energetic and cxergctic 
concepts - in thc case of cost allocation methqds. Thc study is 
app lied to steam turbine cogeneration systcms, assuming a typical 
worldwidc sugar alcohol sugar-cane mil!. ln thesc systcms, 
clectric power, mcchanical powcr and steam to thc industrial 
proccss are produccd. 
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INTERMEDIARIOS EN LA EFICIENCIA DE UN CICLO COMBINADO 
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RESUMEN 

La eficiencta de un ctclo rombinado depende no solo cc la eftciencia de sus ciclos de topping , . de bouoming. 

sino también de la transferencta de calor entre los correspondtentes fluidos intermedtanos en el HRSG, lo que 

debc realiz.arse maximizando la recuperación v minimizando la generación de entropia en el proceso, lo que 

implica interactuar ron los parámetros de ambos ciclos, para cada esquema ronceptual ronsiderado. En el 

presente trnba.to. se inteniB poner a ronsideración de la Comwlidad Académica, los resultados y ronclusiones 

de los trnbajos realizados ai respecto por la Unidad de lnvestigación y Desarrollo (UID) dei Departamento 

Mecánica de la Facultad de lngenieria de la Universidad Nacional de La Plata 

INTRODUCCJÓN 

El incremento rontinuo de la eficiencia de las centrnles 

termoeléctricas que ha registrado la histona, muestra el camrno 

de los esfuerzos en la dirección de la minirnización de la 

gene:ración de entropia en las plantas motrices, y puede ser 

considerado romo un subproducto de un esfuerzo de mayor 

interés práctiro: el de obtener mavores potencias para satisfacer 

una demanda fuertemente creciente, en un ronte:-.:to limitado por 

cuestiones económicas. [Bejan, 1988) 

En este marco, la aceptación mundial de los ciclos 

combinados para la generación de energia eléctrica, basados en 

la oombinación de turbinas a gas (TG o unidad de Topping), 

HRSG (Heat Recovery Steam Generator) y turbinas de vapor 

(lV o unidad de Bottoming), es el resultado dei alto rendimiento 

tC:nnico, bajo rosto de instalación. elevada ronfiabilidad. bajo 

impacto ambiental, y flexibilidad de operación. obtcnidos ron 

dichas unidades trabajando en forma ronJunta 

El ciclo rombinado abarca principalmente tres tecnologias 

básicas, las que rorresponden a la TV, ai HRSG y a la TG. La 
primera de éstas, podemos decir que ronstituye una tecnologia 

madura, mi entras que la segunda, rorrespondiente ai HRSG, 

depende intimamente de las lirnitaciones dei ciclo de bottoming 

y de la evolución de los turbogrupos a gas. 
El aumento de la temperatura de los gases en las turbinas 

de gas, ha sido e! desarrollo más importante en los últimos 30 
anos, incrementando su valor desde 815 "C en los 60 . s, hasta 

valores próximos a 1300 "C en la actualidad, posibilitado por la 

evolución tecnológica de los materiale~ romponentes y de los 

sistemas de refrigeración interna de los álabeS, [D. E. Brandt y 
R. R. Wesorick, 1992) . Esto permitió mejorar la eficiencia de 

dicbas unidades y, ai mismo tiempo, aumentar la temperatura de 

los gases en e! escape , favoreciendo la recuperación de la 

energia térrr..ica en el HRSG y elevando rendimiento neto de los 

ciclos combinados hasta valores próximos ai 55%. 
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En el presente trabaio, se tratará la problemática de la 

transferencia de energia térmica entre los fluidos intermediarias 

de un ciclo rombinado, más precisamente, la maximización de la 

eficiencia dei ciclo mediante la reducción de la generación de 

entropia en ilichos procesos, originada romo ronsecuencta de 

una adecuada selección de los parámetros dei vapor en el ciclo 

de bottoming. 

En un HRSG, los fluidos que intercambian calor son 

Fluido calzenre: gases de rombustión, que entrega calor 

sensible, según una rorrelación entalpia - temperatura rompl~ia . 

Fluido frio: agua, que para presiones subcriticas ronstituye 

un receptor de calor sensible y latente, en uno o mas escalones 

~gún el número de presiones definido para e] ciclo. 

Existen pues razones fisicas que hacen que la tnmsferencia 

térmica inevitablemente se realice con diferentes grados de 

irreversibilidad, además de las económicas que imponen limita

ciones en la magn.itud de las superficies de mtercambio y )&; 

pérdidas de carga en ambos fluidos . 

En la generación ronvencional dei vapor, las mayores 

eftcicncias se logran ron ciclos de presiones supercriticas, pero 

aún en éstos la diferencia de temperaturas entre los Ouidos que 

intercambian calor es muy elevada, por lo que la degradación 

resultante hace que el rontenido exergétiro dei vapor generado 

sea reducido. En efecto, los parámetros dei fluido en la admisión 

de la turbina de vapor, pueden tcner los siguicntes valores: 

[Babcock & Wilcox, 1972) 

Presión 

Temperatura 

Entalpia 

Entropia 

Anergia, T o=40"C 

Exergia 

% Exergia 

275 Bara 
593 "C 
3446 kJ I kg 

6. 1052 kJ /kg K 
1911.8kJ/kg 

15JiU kJ /kg 

44.52 % 



Este Ulumo indicador. da una idea prelurunar (antes de 

considerar la regeneraçion), de la magrutud de la maxuna 

eficiencia ideal Jograble con este Upo de ciclos, v es indicauvo 

de la notable degradacion que produce una caldera convencional , 

Puesto que un HRSG dispone de gases cu~o contenido 

exergéuco es dei orden dei 40 - 45% con relacion a su entalp1a 

4ePendiendo de su temperatura, el margen disponible para pr~ 
ducir vapor cuvo contenido exergético debe ser proXlffio ai 40% 

es escaso, v constituve un interesante desafio a la creatividad. 

CONFIGURACION'ES A CONSIDERAR 

En el presente traba.JO, se pretende hacer una resefla de las 

posihilidade~ de reducir la generacwn de entropia dei conJunto 

HRSG + TV en sus diferentes configuraciones, part1endo desde 

la mas simplc , v teniendo en cuenta las interacciones que ex1sten 

entre estas unidades. Para lograr ésto y mostrar sus resultados de 

un modo comparativamente válido, se considero el gas de una 

TG con la temperatura de escape y la compos1ción constantes. 

Debido a que los turbogrupos de gas son lanzados ai 
mercado después de una etapa exhaustiva de investigacion, 

desarrollo y experimentación por parte dei fabricante, estas 

unidades no se construyen según especificaciones dei usuano, 

sino que deben ser seleccionadas de entre las existentes en plaza 
siendo este el punto inicial dei disefio dei ciclo combinado. 

Consecuentemente, en el desarrollo dei estudio, se ha 

considerado una turbina a gas tipo heavv dury, de última gene

ración con las siguientes prestaciones en condiciones ISO: 

Modelo 

Potencia 

Eficiencia neta 

Tcmp. escape 

FIUJO másico 

PG 9331 FA 
226.5 MW 
35.67% 
589.5 "C 
614.5 kg./s 

E! disefio dei HR..~G parte pues dei caudal y temperatura 

de los gases de escape de la turbina, cuyos valores determinan la 

temperatura mãxima a la que se pude llegar en el vapor 

sobre:alentado, y e! caudal de vapor producible. Estas 

restriccwnes se defrnen mediante el diferencial minirno de 

temperaturas en el sohrecalentador, y de] pinch \ approach 

points cuvos valores debcn ser tales que la transferencl8 témuca 

sea posible con superficies razonables. En los estudios a los que 

se hace referencia en el presente trabajo, se adopto una 

temperatura rrui..xima dei vapor de 540 °(, y un pinch y approach 

points de 8 oc en todos los casos. 

E! HRSG ha sido evaluado según dos critenos energéticos 

diferentes que se complementan para determinar los resultados 

finales de la optimizacion 

a) Prirncr Pnncipio de la Termodinámica: cl balance 

entálpico para cada uno dt. los paquetes componentes dei HRSG 

( econorruzadores, vaporizadores ' sobrecalentadores ), permite 

determinar los paràmetros de entrada y de salida de cada uno de 

éstos, tanto dei lado [agua-vapor de agua] como dei lado [gases 

cal i entes] . Con la integracion de dJchos balances se obtienen los 

valores que' permiten cuantificar y cualificar el comportamiento 

térmico global dei HRSG . 

En algunas configuracioncs es posiblc llevar la 

transft.rencia entálp1ca a niveles tales que la temperatura de los 

202 

gases en la chl!Tlenea de la caJdera de recuperac10n sea lllfenor a 

- I 00 OC, en cuvo caso ex1s1 rra condensac10n de humedad sobre 

las superficies de intercambio de menor temperatura., por lo que. 

en caso de combustibles con contenido de azufre u otros 

contaminantes , se deberàn utilizar materiales resistentes a la 

corrosión en el economizador o precalentador de ba_1a pres1ón. 

b) Segundo Principio de la Termodlllarruca: este método 

de análísis se basa en la dete:rrninación de las irreversibilidades 

en el proceso de transferencia térmica . Esto pennile la 

localizacion de las zonas criticas, o que ofrecen posiblidades de 

me_1oras considcrablcs, \ la selección de los pararnetros que 

conducen a la ffiiillmizacwu de la creación de entropia en el 

HRSG , la que puede ser cuantif1cada con la s1guiente ecuac1ón 

diferencial • 

d S = r I · T,, - 1 ' Tg ).d(} 

en la que s1endo: ( con arre~do en caso de calor latente) 

resulta• 

donde 

dQ = Cpv. áfv = Cpg. áfg 

d S =CP'·. áfv i Tv- Cpg. áTg / Tg 

S : creación de entropia . 

Q: calor transferido. 

CP'·: capaCidad calorifica dei agua - vapor 

Cpg: capacidad calorifica de los gases 
Tv : remperoruro lado agua-vapor. 

Tg: remperoruro lado gases. 

( 1 ) 

(2) 

la Ecuacion (2) puede ser rntegrada s1 se conocen las correlac1~ 

nes V(Cpv, Tv) =O , G{Cpg, Tg) =O en procesos a presion 

constante. v calculada nwnéricarnente con los valores de las 

temperaturas e>.:tremas en el intervalo considerado. También es 

posible transformar la Ecuación diferencial (I) a diferencias 

finitas con intervalos .6Q suficientemente chicos, lo que es 

facilitado por la utilización de medios computaciona1.7s 
La e:-.:presion ( l) muestrd que la creación de entropia 

(irreversibilidad del proceso) se incrementa al awnentar la 

diferencia de temperaturas entre los fluidos que intercambian 

calor En consecuencia, para maximizar la transfe:renc1a 

exergética que ocurre en cl HRSG sera necesario disminuir 

dicha diferencia lo que es observable graficamente por la 

aproxirnac1on de la curva de calentamiento agua-vapor a la de 

enfriamiento de los gases, y lograble, dentro de ciertos limites, 

con una adecuada selección de las presiones \ temperaturas de la 

generacion dei vapor . 

La selección de los pararnetros de la turbina de vapor. 

deberá hacerse con el fln de consegun la mavor potencia 

erogable en el ciclo de bottoming, pcro no podran ser aJenos a 

las lírnitaciones que 1mpone el con_1unto HRSG+ TV. como scr, la 

temperatura dei vapor \WO \ las condiciones de condensac1on. 

debido a la necesidad de conservar la hwnedad del vapor ai frnal 

de la e:-.:pansion dentro dei rango de valores adnusibles. 

Los artálisis realizados, mcluveron las tres conJiguraciones 

àel c1clo de bottorning, en orden creciente de complcjidad, tcxill.~ 

e! las con HRSG · s sin fuego suplementario 



- Ciclo de bononung de I presion . 

- Ciclo de bonorrung de 2 presiones 

-Ciclo de bonorrung de 3 presiones con recalentamiento. 

Para efectuar estos estudJos, se han confeccionado tres 

programas en planillas de cálculo (spreadsheets), llilo para cada 

ronfiguración, los que determman los parámetros, magnitudes y 
cualidades de interés. 

En ca<i<l lUla de estas alternativas, se determino la 

influencia de la selección de las pres10nes Y temperaturas de 

generación de vapor, sobre la creación de entropia en el HRSG ' 

su impacto en la eficiencia neta dei ciclo combinado. 

CICLO COMBINADO CON BOTIOMING DE 1 PRESIÓN 

En la F1gura 1 se muestra el perfil de temperaturas de] 

HRSG para una presión dei vapor de 40 Bara, con 5 paquetes de 
transferencia térnuca: 

Sobrecalentador de AP 

Vaporizador de AP 

EcononilzadordeAP 

Vaporizador de BP 

Precalentador de BP. 

utilizándosc el vapor saturado de BP solo para el calentamiento 

dei agua cn cl dcsaireador, lo que eventualmente puede admitir 

otrns soluciones. 

AI vanar la presión del vapor, la caracteristica de la curva 

de los gases no cambia, por lo que el puntc frnal dei 

enfriarniento indJca, salvo pérdJdas, e] flujo entálpico total 

entregado a] agua, y su temperatura de salida a chimenea. 

Resulta pues intuitivo que, ai awnentar la temperatura de 

vaporización por efecto de lli1 aumento de presión , el HRSG a 

pinch constante, tenderá a rcducir e] caudal de producción de 

vapor, lo que se cmnple para presiones de hasta llilBS 100 Bara, 

por encima dei cual el caudal aumenta levemente. Este efecto es 

mas pronllilciado cuanto mayor es la temperatura de entrada de 

los gases al HRSG, pero en general no puede ser utilizado 

debido a la limitación de la humedad dei vapor al frnal de la 

expansión en ia turbina, cuando ésta tiene un rendimiento iso

entrópico elevado y WUI ba_ia temperatura de condensación, 

ambos factores favorables para la eficiencia dei ciclo combinado. 
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Figura 2: Variación de los fluios entálpico, anergético \' 

exergético dei vapor producido por e! HRSG de I presión. 

La g.eneración de entropia en el proceso de transferencia 

termica en el HRSG se reduce al aumentar la presión, por lo que 

la exergia dei caudal de vapor producido aumenta, lo que se 

observa en la Figura 2. 

La figura precedente corresponde a lUla temperatura 

constante dei vapor sobrecalentado, adoptado conservadora

mente en en 540 °C. Valores mayores resultan favorables no 

solo por la reducción de las irreversibilidades en el 

sobrecalentador, sino porque pennite la adopción de· mayores 

presiones por aliviar el problema de la hwnedad dei vapor ai 

fmal de la e>.:pansión. A pesar de la relativamente pobre 

transferencia de calor sin cambio de fase tipo gas - gas que 

ocurre en el sobrecalentador, se han reportado valores de 

dJferenciales mínimos dei orden de 20 oc o menores [Ansaldo, 

1995) . 

En la Figura 3 se muestran los rendimientos térmicos netos 

y el titulo dei vapor al final de la expansión, calculados para lli1B 

turbina con un rendimiento isoentrópico de1 84%, y una presión 

de condensación de 0.045 Bara 
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Figura 3: Rendimiento neto dei ciclo combinado, y titulo 

dei vapor a condensación. 



CICLO COMBINADO CON BOTTOMJNG DE 2 PRESJONES 

Re~m.lta claro que e! esquema precedente puede ser 

mejorado en cuanto a la recuperación en e! HRSG, permitiendo 
que su secc10n de BP genere todo e! vapor posible hasta un 

J?inch pomt de 8 °( , e! que es sobrecalentado e invectado a la 

tUrbina en la correspondiente sección. Esto produce dos efectos 

favorables : por un lado mcrementa e! flujo exergético total 

ingrcsante a la turbina de vapor, y por e! otro, a.! ingresar a una 

temperatura algo superior a la dei vapor en cxpansión en la 

turbina, mejora e! titulo fmal, aunque este efecto es poco 
significativo debido ai relativamente bajo caudal de BP. 

En la Figura 4 se presenta e! perfil de temperaturas dei 

HRSG, para una presión de AP de 60 Brua, y de BP de 5.6 Bara , 

que muestra claramente la mayor transferePr.ia entálp1ca a traves 

de! desplazamiento dei final dei enfriarniento de los gases a un 

punto de mavor dury y menor temperatura a chimenea 

comparado con el caso anterior (Figura 1 ), aún operando con una 

JrCSi6n mayor en un 50%. 
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Figura 4: Perfil de temperaturas dei HRSG de 2 presiones, 60 
BBra, 540 oc en AP, 5.6 Bara, 280 oc en BP. 
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Figura 5: Variación de los flujos entá.lpico, anergético v 

exergético dei vapor producido en e! HRSG de 2 presiones 
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A efecto de buscar la condlc1ón de mmima generación de 

entropia en e! HRSG, evitando dlferenc1as de temperaturas 
excesivas con e! vapor en expansión en la turbina de vapor, e! 

sobrecalentador de BP ha s1do ubicado en una posición a 
determinar, intermedia entre los dos economizadores de AP 

Debido a que ai aumentar la presión en general se reduce 

la recuperación en AP. queda un mayor remanente en los gases a 

ser recuperado en la sección de BP, por lo que su caudal de 

producción de vapor aumenta, lo que contribuve a un aumento 

mavor de la efic1encia dei ciclo combinado ai poder considerar 

presiones de AP Jigerarnente mavores, con relación ai esquema 

de una únJca presión. L8 recuperación entalpica resulta mavor 

que en e! caso de una presión debido a.! aporte dei vapor de BP, 

pero su contenido exergétJco es haJO. como puede aprec1arse en 

la Figura 5. 
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Figura 6: Rendimiento neto dei ciclo combinado de dos 

presiones, y titulo dei vapor a condensacion. 

En la Figura 6 se muestran los valores dei rendimiento dei 

ciclo combinado, y el titulo dei vapor a condensación, ca.Jcu.lados 

para un rendimiento isoentrópico dei 84%, y una presión de 

condensacion de 0.045 Bara en la que se observa la Jimitación ai 

aumento de presión dei vapor de AP que impone e! titulo dei 

vapor a condensación. L8 mejora de rendimiento dei ciclo debe 
ser atribuida pues a una mayor recuperación a traves dei vapor 

de BP, debiendo tener la TV capacidad para su admisión. 

CICLO COMBINADO CON BOTTOMING DE 3 PRESIONES 

Una forma efectiva de resolver el problema dei titulo dei 

vapor a condensación es la introducción dei con.Aepro Fen-ami. o 

dei recalenramienro dei vapor a una presión interrnedla, o MP. 

El vapor sobrecalentado de AP es e:-.-pandldo en ei· cuerpo de AP 

de la turbina hasta una presión menor (MP), y posteriormente 

recalentado para ser expandldo en los cuerpor de MP y BP, 

según un esquema sirrúlar a.! de dos presiones tratado arriba . 

Puesto que el HRSG tiene capacidades de generación 

marginales a menores presiones, se produce vapor sobrecalen

tado de MP, el que se suma a! escape dei cuerpo de AP, para 

pasar e! total ai recalentador. 



S1 el paquete del sobrecalentador se ub1ca a contmuacwn 

dei recalentador. los gases habrár, sufrido un enfuanuento por lo 

que no seni posible calentar e] vapor sobrecalentado a una 

temperatura tan elevada como el recalentado. Esto puede ser 

solucionado integrando ambos paquetes en . un bloque 

sobrecalentador - recalentador con tubos alternados. con lo que 

ile logran temperaturas de salida practicamente iguales .. 

Calculadas las transferencias de calor v generación de en

tropia para casos comparables de ambas d.Jspos1c10nes resultan 

Parametro Lu2ar Rll + SH Bloque int~do 

Calor transf. SH 49049 . ~ 55827 . ~ 

Calor transf RH 37575 7 31756.8 

Calor transf. Total 86624 .9 87584 .2 

Entropia SI! l 0. 549f; J2 1282 

Entrojlla RH 7.8012 4.1356 

Entropia . Total 18.3508 16 .2639 

Iabla 1: Valores comparativos entre la disposición Rlí + SH, y 

el bloque integrado RH/SH. 

De la comparación de los valores dados en la tabla se ve 

que el sistema integrado presenta una menor generación de 

entropia que en e! conjunto [recalentador + sobrecalentador], y 
una mavor recupcración de calor, ambos factores tendientes a la 

obtención de mayor potencia en el ciclo de bottoming, para e! 

msmo consumo de combustible . En e1 resto de los paquetes de 

intercambio térmico, los valores son similares. 

En la Ftgura 9 se muestra c! esquema de flujos con sus 

correspondientes panimetros dei ciclo de bottoming dei ciclo 

Brayton - Ferranti de 3 presiones con bloque integrado sobre

cale:otador- recalentador, y en la Figura 7, el perfil de tempera

turas dei HRSG con paquetes separados [RH+SH]. 

Obsérvesc comparando con los perfiles de temperaturas de 

los sistemas de una y dos presiones, el acercamiento logrado 

entre ambas curvas o sea la reducción de la creación de entropia 

en el proceso de transferencia ténnica en eJ HRSG lo que debeni. 

ser evaluado considerando la mayor complejidad y costo de 

capital, y la reducción de la potencia de la TG por contrapresión. 

() 
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i 300 
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E 200 ID 
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Perfil de Temperaturas dei HRSG 
Ciclo Combinado de tres Presiones 

50 1 00 1 50 200 250 300 350 
Duty acumulado, kW ( /1 000) 

(Thousands) 

~: Perfil de temperaturas dei HRSG de 3 presiones con 

sobrecalentador \. recalentador separados . 
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En la Ftgura 8 se presenta el perfil de temperatura dei 

HRSG coo el bloque sobrecalentador I recalentador integrado. 
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Perlil de T emperaturaa dei HRSG 
Ciclo Combinaclo de tres Presiones 

50 1 00 150 200 250 300 350 
Duty acumulado, kW ( /1 000) 

(Thousande) 

Figura 8: Perfil de temperaturas dei HRSG de tres presiones con 

bloque S0brecalentador I recalentador integrado 

El problema de la humedad dei vapor a condensación no 

resulta limitante, para los pan\metros dei ciclo indicados en la 

Figura 9, es dei 92%, siendo la eficiencia neta global del 54%, 

para w1 rendintiento isoentrópico dei 83 y 87% en AP )'BP. 

CONCLUSIONES 

Si bien el rend.imiento exergético de un HRSG es 

considcrablemente mayor que el de un generador convencional 

de vapor, cs posible mejorar e! intercambio exergético dentro de 

limites practicables mediante una adecuada selccción de los 

panimetros dei agua I vapor. 

El aumento de la eficiencia y la temperatura de los gases 

de escape de las turbinas de gas, esperable en el futuro, permi

tirá incrementar aún mas el rend.imiento dei ciclo combinado 
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SUJvfMARY 

Heat Recovery Steam Generator (HRSG) links topping and 

bottoming units of a combined cycle. For a given topping unit., 
(gas turbine) , overall thermal efficienc\: could be irnproved by 

S\'Stem design, maximizing total heat transfer dutv \\hile 

~g entropy generation in the unfued HRSG. This could 

be done bY suitableiY selecting water-steam parameters 

(pressure and tempera~e) in a one or multi-pressure HRSG, 

taking into account steam turbine related restrictions. 
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RESUMO 

Apresenta-se um método de análise termocconômica que considera as incertezas associadas. por exemplo. às 
leituras de vazão mássica. temperatura e pressão. além daquelas relacionadas com os custos envolvidos. 
objetivando obter as distribuições probabilisticas dos custos associados aos produtos de uma planta térmica. 
Desenvolve-se um modelo matricial de análise tcrmoeconômica que faz uso do Método de Monte Cario e o 
aplica a uma planta de cogeração hipotética. Os resultados obtidos são sempre distribuições, assumidas como 
Normais. Com os resultados é possível proceder análises cconômicas cnfocando o risco. 

INTRODUÇÃO distribuição normal. considerando um intervalo de confiança de 
80%. 

A termocconomia vem ocupando um lugar de destaque na 
área térmica. principalmente pelo atual interesse na produtividade 
c na competitividade. Os cnfoques que têm sido dado em trabalhos 
recentes são exclusivan1entc determinísticos. não incorporando as 
inccrtc~:as inerentes aos estados. 

A proposição deste trabalho é desenvolver um ferramental 
que permita dar um tratan1ento estatístico às variáveis envolvidas. 
Utilizar-se-à. para tanto. desenvolvimentos algébricos c de 
simulação. c combinações destes. objetivando tomar o processo de 
fácil implementação computacional. 

Os resultados obtidos podem ser utilizados em análises de 
investimentos ou contratuais. incorporando o risco como 
parâmetro de decisão. 

FUNDAMENTOS ESTATÍSTICOS 

Obsen·a-sc uma razoável variação nas grandezas de uma 
planta de cogeração. notadan1ente. temperaturas. pressões. vazões, 
demandas de calor e cletricidadc c poder calorifico dos 
combustíveis. Necessita-se. portanto. de ferramentas estatísticas 
para manipular tais variáveis. 

Neste artigo será utilizado inúmeras ve.~:es o método de 
Monte Cario. cuja vantagem é a sua flexibilidade. podendo 
incorporar as mais diferentes operações. facilitando o trabalho 
computacional. O princípio deste método é a realização de um 
elevado número de simulações. sendo que a cada simulação 
sorteiam-se valores para as Y'lriáveis aleatórias . Esses sorteios 
têm. entretanto. que respeitar as distribuições que definem cada 
uma das variáveis. Este método é minuciosamente apresentado em 
Hammesrley & Handscomb (1964) 

A utilização de método probabilístico exige um bom 
conhecimento das variáveis envolvidas. de maneira a se delinir 
suas distribuições. Quando este conhecimento não é suficiente 
pode-se fazer uso da distribuição triangular. Neste caso. basta 
conhecer os valores superior (Vs). inferior (Vi) e o mais provável 
(Vmp). para definir as distnbuições. Embora o método de Monte 
Cario possa simular qualquer distribuição. é mais fácil. 
computacionalmente, trabalhar com distribuições nomtais. 
Utilizando-se as eq. (I) c (2). pode-se. através da distribuição 
triangular. obter a média e o desvio padrão correspondente à 
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Vs+2· Vmp+ Vi 
1.1= 

4 

cr= 
Vs- Vi 

2,65 

(I) 

(2) 

O método de Monte Cario corresponde ao s0rteio das 
variáveis aleatórias, respeitando-se as suas incertezas e 
correlações. Para tanto. tem que se respeitar as suas distribuições, 
assuimidas como normais, e as covariâncias. 

Seja O'iJ a covariância entre as variáveis aleatórias xi e xj e 
cr2

i e cr2i as suas variâncias Pode-se fazer o sorteio de n variáveis 
aleatórias y independentes. consideradas normais (média igual a 

zero c desvio padrão igual a I) Através de uma transformação 
linear. dada por uma matriz F. pode-se gerar n variáveis de x que 
respeitem as variâncias e covariâncias. dadas pela matriz 
variância-covariância (l:x). desde que se faça um deslocamento 
das variáveis x para a origem. Assim: 

(3) 

mas sabe-se que: 

(4) 

dai chega-se à: 

(5) 



Como as variáveis y são normais padronizadas independentes c Ly 
é uma matris identidade, tem-se 

I = f. F' 
X 

(6) 

A matrix 1:x é conhecida, o que permite calcular os 
elementos de F. Porém, existem muitas matriLes que satisfazem tal 
equação. Uma alternativa que facilita o cálculo corresponde a 
adotar-sc F como sendo uma matriz triangular. Desta maneira ter
se-á wn sistema que pode ser resolvido por simples substituição 
sucessiva. 

De posse dos elementos (f) de F volta-se à eq. 3 para o 
sorteio das variáveis x. Genericamente, tem-se x;, (i-ézima variável 
sorteada) dada por: 

n 

X; , = J.!xi +L( fi.t - Yts) 
1=1 

ANÁLISE EXERGÉTICA 

(7) 

Planta de cogcracão. No sistema de cogeração considerado, 
que consome óleo combustível de uma fonte externa ''FC', o 
vapor produzido na caldeira "A'' é expandido na turbina de 
extração/condensação do turbo-gerador "B", abastecendo o 
processo industrial com I 03 t/h no estado saturado a 13 bar e 
gerando 20 MW de energia elétrica. 

A Figura I apresenta a planta de cogeração subdividida em 
subsistemas e seus respectivos fluxos exergéticos. Os fluxos 
referentes aos pontos II, 12 e 13 têm exergia zero, pois se 
considera que estes fluxos são retirados ou lançados ao ambiente 
com as mesmas características termodinãmicas do ambiente. 

~------ID r-
I 11 

I 
I 
L 8 
I --

1 
I 
I 
1---
1 7 
I 
I ( 
1 

12 

Fronteira 
Vapor e liquido 
Elctricidade 
Gás 

Figura I . Planta de cogeração cm estudo 

:G 
I 

lntcracão excrgética. Ao fluxo liquido de exergia, que entra 
(1:<) ou que sai (1:,) de um subsistema, denomina-se intcração 
cxcrgética {c) (McGovern & O'toolc, 1992) e pode ser calculada 
pela cq. (8) 
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e - " m ·[(h - h ) - t · ( .. - s )] --~e OJ O ' O 

Ls ri1· [(h- h0)- I 0 • (s- S0 )] 

(8) 

onde: ''m" é o flu:xo mássico, "h" e '·s·· é a entalpia e a entropia do 
fluído de trabalho, re:;pectivamentc e o subscrito "O" indica tratar
se do meio ambiente. 

Como descrito inicialmente, as incertezas nas grandezas de 
interesse podem ser avaliadas estatisticamente. fazendo uso de 
registras dos históricos. Assim, é possível calcular a distribuição 
de probabilidade da interação exergética (e) em função das 
distribuições de probabiliddde da temperatura (t), da pressão (p) e 
do fluxo de massa ( m ). 

K 

I 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
lO 
li 
12 

Tabela I -Características Termodinâmicas dos 
Fluxos 

T (OC) P (bar) m(tlh) 

IJ. cr IJ. cr jl_ cr 
145,8 7,30 60,00 3,00 144,0 7,20 
450,0 22,5 60,00 3,00 144,0 7,20 

VS 9,58 13,00 0,65 103,0 5,15 
LS 9,58 13 ,00 0,65 103 ,0 5,15 
VS 1,95 0.07 0,00 41 ,0 2,05 
LS 1,95 0,07 0,00 41 ,0 2,05 

39,5 2,00 13 ,00 0,65 41,0 2,05 
145,2 7,30 13,00 0,65 144,0 7,20 
o.c• - 8,50 0,42 

- - - -
-

I 
- - -

- - -

*óleo combustível- pci = 45 .562 ±5% MJ/t- BEN (1994) 

Com base nos dados da tabela I, é possíveL utilizando o método 
de Monte Cario, sortear uma série de valores para T, P e m. Então 
se calcula a média da interaçào exergética, representada pelo vctor 

(1 .. 1-E). 

1-!E = 

3,9 · 105 

9,5·104 

7,0·10° 

2,1 · 102 

4,5 · 103 

3,5 · 103 

7,5 · 104 

7,2-104 

1,8. 105 

4,0 · 10° 

1,3·102 

7,5·104 

É possível calcular os elementos da matriz variância

covariância das interações excrgéticas (LF.), que é mostrada no 
final deste texto. Cada elemento pode ser calculado por (9). 

aij = _I_ f[< ei" - llc; )· (e.in- lle 1 )] N -I n=l . . 
(9) 



onde i e .J são as interações. N é o número de \alares sorteados 
para i e .J. fi é a média calculada anteriormente c cr;; é a covariância. 
que se toma cm \ ariância quando i é igual a j ( cr 2 

;) O P.uido de 
trabalho (\·apor c água liquida) pode ser considerado como um 
subsistema (FT) que consome. armazena ou fornece cxergia. Esta 
consideração associada ao conceito de mtcraçào cxcrgética permite 
representar o sistema de cogeraçào pelo diagrama mostrado na 
Figura 2. Estes conceitos estão melhor descritos cm Almeida 
(1993) 

Figura 2 Diagrama de intcração cxergética 

Matriz incidência. Os sentidos das interações cxergéticas. 
mostrados na Figura 2. podem ser representados pela matriz de 
incidência l(m x n) apresentada cm (I O) 

Esta matriz não apresenta incerteza alguma, pois é função da 
topologia da planta de cogcração. 

2 3 4 .:; 6 7 ~ 9 lO li 12 

(\ o () o () o o o -I o o o 
13 o () o () () -I l) () o () o 
c () () () o o () o o -I o () 

I= D o o () o o o () () o -I o (10) 
F o o o o o o o o o o o 
F (I o () o () I (l () () () o o 
(i () o -I -I (I o () () () () -1 

FT o -I o o -1 -I o -I I o 

Destruição de cxcrgia. A cxcrgia destruída (O) nos 
equipamentos do sistema de cogcração pode ser calculada 
dcterministicamentc pela cq. (II). onde E é o vctor composto pelas 
n interações exergéticas. O símbolo (- ) sobre E e D indica que 
seus elementos contém incertezas. 

(II) 

portanto. os valores médios de D. compõem o vetar J.!n- são 
determinados pela eq. ( 12). 

/.!n = I · /.!r (12) 

A matriz variâncias-CO\ ariâncias L.D é dada pela eq. ( 13) c I 
e r são. rcspcctinmcntc. a matriz de incidência c a sua 
transposta. 
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( 13) 

O resultado das eq. (12) é apresentado a seguir. e a respectiva 
matriz variância-covariância é apresentado no final deste trabalho. 

fi = D 

4.3·105 

3.8 · 104 

1.2-101 

2.1· 103 

8.7 . 103 

7.5· 103 

o 
o 

Eficiência de Segunda Lei. A eficiência exergética dos 
subsistemas da planta de cogeração pode ser calculada pela eq. 
( 14) 

e 
E= _s 

e 
e 

(14) 

onde c, e ee são. respectivamente. os elementos correspondentes 

dos vetares que contém as intcrações cxcrgéticas que saem (s) c 
que entram (e) nos subsistemas. Utilizando-se o método de Monte 
Cario. calculam-se a média das eficiências que compõe o vetor ~" 

c a matriz variância-covariância dada por L..,, que é apresentada no 
final deste artigo. 

~ = c 

t 4,4-101 

I s,1- 1 o1 

6,4. 10' 

6,1-10 1 

o 
o 

1,0-102 

1,0·102 

ANÁLISE TER.\IIOECONÔMICA 

(%) 

O custo exergoeconômico (1!). ou custo do fluxo exergético. 
é decorrente do custo operação e manutenção e do investimento 
feito nos equipamentos. investimentos. estes. que compõem o 
vctor --z". O custo do imestimento foi estimado considerando-se 
uma distribuição triangular. O custo de operação e manutenção foi 
considerado igual ao preço do combustível consumido. US$ 160/t 
(BEN. 1994) e se supôs que a planta de cogeração opera 648 
h/mês. A média e o dcs\Ío padrão obtidos para os investimentos c 
para o custo de operação c manutenção são mostradas nos vctorcs 

~tz e <J, 



f..t = I. 

- 1.9 · 104 

-·3.1· 104 

- 2.7. 101 

- 5.7·101 

- 1.7- 103 

- 1.4·101 

o 
o 

cr. = 
I. 

16.4. to2 l 
u. to' 
23·1</> 
4.2· 1<P 
1.3·102 

1,3· 10° 
o 
() 

Efetuando-se o balanço de custos. cm todos os subsistemas 
da planta de cogeração. obtém-se um sistema de equações lineares 
cuJa representação matricial é : 

I íl= ·- Z ( 15) 

onde n é o vetor composto pelo custo monetário das n intcraçõcs 
cxcrgéticas. 

A eq. 15 não tem solução factível , pois a matrit. incidência é 
rctan~:,>ular (mxn). portanto são necessárias n-m equações 
auxiliares para tomá-la factível Estas equações são obtidas pelas 
seguinte~. proposições cconômicas (Almeida. 1993) O valor 
cxcrgoeconômico de um combustível é igual ao seu custo 
(US$/MJ); os custos cxcrgocconômicos unitários são iguais para 
todas as interações cxergéticas que saem de um subsistema. 

Assim os custos excrgocconômicos podem ser calculados 
pela eq. (16) 

n =Ã- 1 8 (16) 

onde "A" , mostrada a seguir. é a matriz formada pelos coeficientes 
do sistema de equações e "B" é o vetor composto pelas constantes 

desse sistema, caracterizado por suas médias (j.!B) e desvios

padrão (<Js). 

A= l o 11e2 

o o 
o o 

I 
() o o o 
o () o o 

11 e3 -I! e~ o o 
ll-e-3 o o o 

1.9 ·104 

- 3.1- 104 

-2.7 .JOI 
-5.7 . 101 

-1.7. 103 

~-t 13 = 1 - 1,4. 1 o1 

o 
o 

8.7. 105 

o 
o 
o 

o o o o 
O -ll c-8 O o 
o 
o 

o 
o 

o o 
o o 

6.4. 1 o2 

1,3. 103 

2,3. 10° 

4.2 · 10° 
u. 1 o2 

crl3 = 11.3·0100 

l n~to' 
l o 

o o 
o o 
o o 
o -l / -e-12 

Uma forma de se operar a eq. ( 16) é utilizar o método de 

Monte Cario. sorteando-se todos os elementos de Ã c B c 
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calculando-se [l de maneira dctcm1inistica para cada sorteio. Na 

scqüência calcula-se o vctor das médias (~LJJ) c a matrit. \ ariância

covariância (L 11 J. esta apresentada ao final do artigo 

J..lll -

6,4. 102 

1,3 . 1 o' 
2,3. 10° 

5,1· 105 

4,8·10 1 

1,7 . 103 

- 1,7 . r o' 
-1,4 · 101 

5,4 . 105 

3,9·105 

8,9·105 

7,6· 10 1 

1,7 ·101 

5,4 · 105 

CONCLUS0ESERECOMENDAC0ES 

Analisando-se os resultados pode-se criticar o elevado risco 

de se ter custos negativos cm alguns casos (~-t<cr). o que seria 
inaceitável. Entretanto isto somente tem sentido matemático. Uma 
maneira de se rcdut.ir este nsco é incorporar as covariâncias entre 
as variáveis de entrada, principalmente pressões c temperaturas 
Neste caso ao invés de se ter vctores de variâncias, ter-se-ia 
matrizes de variância c covariância . 

Os casos de maior risco de custo negativo estão associados 
ás interaçõcs exergéticas das bombas. Os produtos. calor e energia 
elétrica fornecidos ao processo industrial apresentam uma boa 
distribuição de probabilidade. 

A utilização deste método permite uma análise que incorpora 
o risco. isto é, obtém-se os custos das intcraçõcs cxergéticas. 
incluindo-se os produtos. calor c energia clétrica, sob uma forma 
de distribuição de probabilidade. Com isto. os contratos a serem 
estabelecidos. ou os novos investimentos, ou ainda. o 
planejamento da manutenção. podem ser analisados fixando-se um 
risco aceitável para o resultado econômico. Também é possível 
estabelecer uma carteira de investimentos (portafólio). incluindo as 
rentabilidades c os riscos associados (Almeida, 1995). 
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cnvironmcnt. 
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McGovern and O'toolc,"A Virtual Systcm Concept for the 
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O ;\létodo Termoeconàmico constiflli-se de uma ferramenta importante para o planejamento das 
atividades de manutenção em plantas térmicas, uma vez que é capaz de detemlinar, de fomw racional, o 
custo gerado pela irreversibilidade de cada equipamento. Além disto, os ·efeitos associados a alteração dos 
paràmetros operacionais ou de projeto. podem ser estudados de forma detalhada, avaliando o impacto local 
e distribuído. Neste trabalho, após uma breve revisão sobre os custos de manutenção praticados em centrais 
termelétricas, é apresentada a aplicação do Alétodo Termoeconàmico, em uma central a vapor a resíduos 
ultraviscosos, considerando-se sobretudo os aspectos de interesse ao planejamento da manutençüo. 

INTRODUCÃO 

Nos si~tcmas lcnnelétricos de potência as ali vidades ~c 
manutciH;ão devem ser necessariamente dctuadas nos mais 
diversos cquipam.::nlos, como as caldeiras, turbinas, pré
aquecedores de condensado c bombas. Tais atividadcs, sejam 
preventivas ou corretivas, demandam recursos c afetam 
ditctamcntc o desempenho c a disponibilidade da planta . Assim, 
o adequado planejamcnto da manutenção apresenta considerável 
interesse c constitui um lema importante para a operação 
económica das centrais Lcm1elétricas. No presente trabalho a 
manutenção de plantas tcnnclétricas é .::studada com auxílio do 
Método Tennocconômico (Valcro ct ai. , 19R6), que utiliza os 
fluxos cxcrgéticos como li.tlor ponderador de valor c atribui às 
irreversibilidades tcnnodinâmicas as perdas ao longo dos 
processos de conversão c transporte energético. 

Apresenta-se inicialmente uma discussão sobre os custos 
associados as atividadcs de manutenção cm plantas ténnicas, 
buscando sua parametrização com índices de custo mais globais 
c pcnnitindo sua discriminação segundo os distintos 
equipamentos ou sistemas de interesse. Postcrionnentc, 
desenvolve-se a aplicação cm uma central térmica a vapor a 
resíduos ultraviscosos, evidenciando o impacto económico 
diferenciado da manutenção nos distintos equipamentos c as 
perspectivas de sua racionali7ação cm bases tcm10cconômicas. 

ESTIMAilVA DOS CUSTOS DE MANU!l·:NCÃO 

Não é tarcfii simples a c~:!imaliva dos custos de manulcnçfío 
de centrais térmicas de potência. Diversos fatores inlluem sobre 
seu nível c sua estrutura, como a configuração, a localização c o 
regime de operação da central. Assim, uma estimativa 
consistente de valores para os custos de manutenção está 
associada a um levantamento considerável de dados, assim como 
a utilização de hipóteses que viabilizem a parametrização c 
tabulação dess.::s valores. lnldizmcnte, este assunto tem sido 
aparentemente pouco explorado c na revtsão bibliográlica 
cfetuada não se obteve muitas referências. Certamente que a 
disponibilidade de uma ampla base de dados sobre custos de 
manutenção seria oportuna no sentido de sua racionalização. 

Como os demais empreendimentos energéticos voltados para 
a geração de energia elétrica, os custos para as plantas 
termclétricas podem dassilicar-sc cm custos de geração c custos 
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de investimento. Os custos de geração tipicamente correspondem 
à um ano de operação nonnal da usina c são devidos ao 
combustível, mão-de-obra (para operação, manutenção, 
administração), materiais c produtos consumidos, como óleo 
lubrilicantc c calcário, bem como serviços diversos. Os custos de 
investimento correspondem aos custos associados à fonnação do 
capital, como os equipamentos, inclusive sua montagem e a 
constmção civil. A partir do estudo de custos de plantas 
convencionais a vapor, estes custos podem ser apresentados 
conforme mostra a Tabela I , adaptada de (Rodriguez, 1981 ). 
Outra fom1a de classificar os custos de geração, é separando-se 
os componentes fi:-;os dos variáveis. Os custos lixos representam 
a parcela dos custos de geraçãc; que independc da energia gerada 
c consequentemente do fator de capacidade ou do no de horas de 
operação, sendo geralmente expressos cm $/kW.ano. Eles 
incluem os custos de mão-de-obra para a operação, parte dos 
custos de mão-de-obra c materiais de manutenção e os custos de 
administração. Por sua vez, os wstos variáveis são dirctamcntc 
proporcionais à quantidade de energia produzida c geralmente 
são expressos cm $/MWh. Eles incluem necessariamente os 
custos com combustível , os custos com outros produtos 
consumidos no processo, c parte dos custos de mão-de-obra c 
materiais de manutenção. Apresenta-se a seguir o estudo de 
custos de manutenção que permite sua estimativa de modo 
desagregado por equipamentos, a partir de valores do custo de 
capital. 

Tabela I -Custos de capital cm plantas ténnicas a vapor 

Diretos 70°-0 

lndiretos 30° o 

F:quipamentos 
Eletromecânico~ 60°/o 

Instalação 
Construção 

Outros 

t2 •!. 
21°/o 

7% 

-Planta da calde-ira -t~~1o 

-Planta da turbina 3~% 

:rubula~ão, acessórios 
-Subestação 
-()utms equipamentos 

-Obras civis 
-Sise. de restriamento 
-·l ·crrcno 

Custos de Operação c Manutenção . (: freqücnlc que os 
wstos de manutenção sejam apresentados de modo agregado aos 
custos de operação, recebendo a denominação de custos de 
operação c manut.::nção (O&M). Tais wslos incluem a mão-de-



~bra da operação; a manutenção (mão-de-obra e materiais) c a 
administração de pessoal. A restrição dos custos de 
administração apenas ao de pessoal e a exclusão dos custos 
associados aos materiais consumíveis é uma prática 
recomendada pelo (EPRI, 1986), justificável pela simplificação 
que acarreta. Os custos de operação c manutenção (O&M) 
também podem ser classificados em custos fixos e variáveis. 
Ainda segundo o EPRI ( 1986 ), de uma forma prática, os custos 
totais de O&M podem ser divididos em fixos e variáveis, 
proporcionalmente ao fator de capacidade da usina. Assim, a 
porcentagem dos custos totais de O&M que são fixos é 
razoavelmente próxima dó próprio fator de capacidade da usina, 
como mostra a Tabela 2, elaborada sobre uma base de dados 
bastante ampla de usin<:s americanas. Esta tabela fornece valores 
de custos de investimento e de geração para diversas tecnologias 
e combustíveis. Os custos de operação e manutenção (O&M}, 
são também apresentados correlacionados ao custo total de 
capital (CTC), constituído de todos os investimentos, excluindo
se os juros durante a construção. 

Custos de Manutenção e Custos de Capital. Para uma 
primeira estimativa, é freqüente relacionar-se os custos anuais 
de manutenção a uma porcentagem do custo total da planta, em 
função das condições do processo. Para as condições que 
prevalecem nas plantas termelétricas apontam-se custos de 
manutenção entre I ,O a 3,0% do custo total da central, (EPRI, 
1986 ). Deste modo, conhecido o custo de capital , poderia ser 
estimada uma làixa de variação para seu custo de manutenção, 
mas restam ainda como dificuldades detenninar qual o valor a 
adotar na faixa apresentada, como conhecer detalhadamente a 
composição dos custos de manutenção em termos de suas 
parcelas fixas e variáveis, c como definir os custos individuais 

de manutenção dos diversos equipamentos constituintes da 
central , dentro dos propósitos deste trabalho. 

Custos de Manutenção c Custos de O&M. Como mostrado 
na Tabela 2, a disponibilidade de uma base de dados real dt! 
custos de O&M, associada à possibilidade de estimar os custos 
de manutenção como percentuais do custo total de capital, 
permitiu uma análise comparativa entre os valores de custos de 
manutenção obtidos através de ambas fonnas e evidenciar o peso 
relativo de tais custos cm relação aos demais custos de O&M. 
Para a desagregação dos custos estimados de manutenção, 
adotou-sc a proporcionalidade cm função do fator de capacidade. 
Estimaram-se os custos wlitários de manutenção para 
percentuais entre 1 ,O a 3,0 % do custo total da planta. A análise 
dos resultados mostrou que a consideração dos custos anuais de 
manutenção como sendo uma porcentagem do custo total de 
capital deve incluir o efeito da tecnologia empregada para 
geração tcrmclétrica, uma vez que a relação cnlre os custos de 
manutenção e os de O&M apresentou grandes dispersão, 
tomando-se inconsistente para algmnas situações. A capacidade 
da planta se mostrou menos int1uente. 

Os custos de O&M apresentados na Tabela 2 foram 
detcm1inados de modo independente do custo total da planta c 
podem portanto ser melhor explorados em um estudo de custos. 
Neste ;,entido cabe buscar outras relações entre os custos de 
manutenção c de O&M. Analisando os dados de custos de 
algumas plantas a vapor, também americanas , pode-se observar 
que de manutenção totalizam 67% dos custos de O&M (EPRI , 
I 979) Conclus.:'io análoga é apresentada por (Roser, 1993 ). Na 
falta de maiores inlomJações, pode-se assumir, preliminannente, 
a mesma distribuição para as demais tecnologias. 

Tabela 2 - Custos de O&M c Custo Total de Capita l (CTC") para diversas termclétricas americanas, (EPRI, I 986 ). 

Capacidade FC CTC O&M O&MICTC 
TECNOLOGIA T I f I v T I F I v 

MW % $tkW $ík:W.ano I $/MWh O:;o 
-

Ciclo a Vapor-FGD1 2 X 1000 6S 9S7 26,3 17,2 1,6 2 ,7 1,8 0 ,9 
Carvão Betuminoso 2X soo 6S 106 1 30,9 20, 1 1,9 2,9 1,9 I ,O 

Ciclo a Vapor-FGD 2X soo 6S 1113 30,9 20,1 1,9 2,8 1,8 1,0 
Carvão Linhita 2X soo 6S 1096 30,6 19,8 1,9 2,8 I ,8 1,0 
Ciclo a Vapor-FGD 1 X 7SO 6S lOS I 29 ,1 18,9 1,8 2,8 1,8 1,0 
Carvão Pulverizado IX 7SO 6S 1 090 . 29,7 19,S 1,8 2,7 1,8 0,9 
Cíclo a Vapor-AFBC' 2X soo 6S 101 3 25,7 16,6 1,6 2,5 1,6 0,9 
Carvão Betumínoso IX 200 6S 1508 44 ,6 32,6 2,1 2,9 2,2 0,7 
Ciclo Combinado-PFBC IX 250 65 1486 65 ,2 42 ,4 4,0 4,4 2,9 I ,5 
Carvão Betuminoso IX 500 65 1291 53 ,2 34,4 3,3 4,1 2,7 I ,5 
Ciclo Combínado I X soo 65 135'} 47, 1 30,6 2,9 .i,S 2,3 I ,3 
Gasificação de carvão I X 500 (JS 1428 S0,5 32,8 3,1 3,5 2,3 1,2 
Ciclo a Vapor 2X soo 30 59 1 13,6 04 ,1 3,6 2,3 0,7 I ,6 
Óleo Combustível 2X soo 30 687 16,S 04 ,9 4 ,4 2,4 0,7 I ,7 
Ciclo Combinado IX 220 30 447 10,5 06,6 1 ,S 2,4 I,S 0,9 
Convencional IX 220 30 S27 13,2 08,2 1,9 2,S 1,6 0,9 
Ciclo Combinado IX 390 30 420 10,5 06,6 I ,S 2,5 1,6 0 ,9 
Avançado IX 390 30 soo 13 ,2 08,2 1,9 2,6 1,6 1,0 
Ciclo a Gás 1X 75 lO 2()9 03 ,9 00,4 4,0 LS 0, 1 1,3 
Convencional I X 7S lO 296 04,5 00,5 4 ,ú I ,5 0 ,2 u 
Ciclo a Gás 1X 130 lO 248 03 ,9 00,4 4 ,0 1,6 0,2 1,4 
Avançado I X 130 lO 274 04 ,S 00,5 4 ,6 1,7 0,2 I ,5 
NOTAS: L I"GD, "Flue Gas Desulfuri7ation", sistema d" desuU'ori7ação dos gas.:s d" escape. 

2. AI"BC, "Atmosph<'lic Fluidized Bed Comhustion", combustão~~~ leito lluidi;ado a pr~-ssão atmosk'ric;~ . 

3. PFBC, "Pressurized Fluidized Bed Comhustion"_ combustão ~~~ kito 11uidi7ado. pres.,urizado. 
4. Valores em dólares americanos, para dezembro de 1984. 
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Tabela 3 - Valores recomendados de custos anuais de O&M c manutenção, c:!UI percentual do custo total de capital (CTC) 

TECNOLOGIA FC 

•;. 
Ciclo a Vapor, Carvão 65 
Ciclo a Vapor, Óko Combustível 30 
Ciclo Combinado, Leito Fluidizado 65 
Ciclo Combinado, Gasificação de Carvão 65 
Ciclo Combinado, Convencional 30 
Ciclo a Gás, Convencional 10 

Os custos de O&M variáveis, para as usinas de base, 
podem ser considerados como equivalente aos custos de 
manutenção variável. Para as demais usinas (intermediária e 
pico), pode-se considerar a divisão dos custos de manutenção 
em fixos c variáveis proporcionalmente a divisão dos custos de 
O&M. Utilizando-se estas duas últimas considerações acerca 
da distribuição dos custos entre fixos e variáveis, foi elaborada 
a Tabela 3, já com os resultados sintetizados. 

Custo de Manutenção de Sistemas e Equipamentos 
Considerando que existe uma proporcionalidade entre os 
custos de manutenção e o custo total de capital da planta, se 
adota também um critério similar para distribuir os custos de 
manutenção entre os componentes da usina. Deste modo, 
equipamentos mais caros deverão igualmente ser mais 
custosos para manter cm operação. Certamente que esta 
hipótese é bastante forte , mas pode ser substituída por um 
detalhado estudo de custos, desde que disponível. Considera
se apenas os custos de capital daqueles equipamentos c 
sistemas que exigem manutenção com custo significativo, aos 
quais se fará corresponder os custos de manutenção de toda a 
planta. 

Na làlta de dados sobre os custos de capital da usina, 
pode-se recorrer á literatura, como cm (Li, 1985), conforme 
apresenta Tabela 4. 1: importante salientar que deve-se 
recalcular a distribuição considerando apenas os componentes 
que sofrem manutenções signi ficativas. 

O& M/ CTC Manutcnção/CTC 
T F v T F v 

% 0-{, 

3,0 1,5 1,5 2,0 1,0 1,0 
2 ,2 0,7 1,5 1,5 0,5 1,0 
4 ,5 2,3 2,2 3,0 I ,5 1,5 
3,0 I ,5 1,5 2,0 1,0 1,0 
2,2 1,5 0,7 1,5 1 ,O 0,5 
1,5 0,2 1,3 1,0 0,1 0,9 

Tabela 4 - Porcentagem do CTC (Li, 1985) 

POTUNITÁRlA (MW) 50 250 1000 

CUSTO TOTAL ($/kW) 950 1150 1050 

Estruturas (%) 25 20 18 

Geração de Vapor(%) 22 24 26 

Turbogerador (%) 20 23 25 

Auxiliares(%) 09 12 14 

Equipamentos Elétricos (%) 12 II lO 

Equip. de Controle(%) 06 05 03 

Outros(%) 06 05 04 

Total (%) 100 100 100 

APLICAÇÃO DA ANÁLISE TI ·:RMOECONÔMICA 

Permitindo a análise, otimização e síntese de sistemas 
energéticos, o Método Tcrmoeconômico (Valcro et alli , 1986) 
tem sido crescentemente utilizado, especialmente cm centrais 
termclétricas de diversas configurações. Tal método 
corresponde a uma sistematização unificadora das diversas 
metodologias baseadas na Segunda Lei da Termodinâmica c 
pcnnitc a adequada detenninação das perdas evitáveis e de 
seus efeitos a montante e a jusante nos processos energéticos, 
mediante o emprego da excrgia como làtor ponderador dos 

A -Caldeira 
B - Turbina 
c - Condensador 
D - Bomba de Baixa Pressão 
EI - Regenerador de Baixa I 
E2 - Regenerador de Baixa 2 
EJ - Regenerador de Baixa 3 
E4 - Regenerador de Baixa 4 
E5 - Regenerador de Baixa 5 
E6 - Regenerador de Baixa 6 
F - Regenerador de Mistura 
G - Gerador 
HI - Reg<21erador de Alta I 
H2 - Regenerador de Aha 2 
[ - Bomba de A.lta Pressão 

l;igura I - Diagrama funcional da central 
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diversos !luxos envolvidos e da atribuição às irreversibilidades 
como origem das ineficiências. Visando desenvolver a análise 
termoeconômica associada aos custos de manutenção, será 
apresentado uma aplicação da metodologia. Trata-se de uma 
Central a Vapor de 350 MW, ainda em fase de projeto, a qual 
possivelmente virá a contribuir na geração de energia da 
CESP - Companhia Energética de São Paulo, como usina de 
base ~:m regime de complementação térmica. A central 
utilizaria como combustível principal , os óleos ultraviscosos 
produzidos, como óleos residuais, na refinaria de petróleo de 
Paulínia (REPI .AN). De uma forma simplificada, o diagrama 
funcional desta central é apresentado pela Figura l . 

Conhecidas as ;:-ropriedades termodinâmicas nos pontos 
relevantes, foram aplicadas as regras usuais do Método 
Termoeconômico, obtendo-se a matriz de incidência 
expandida (A) e o vetor de valori?ação externa (Y•). A solução 
do correspondente sistema linear permitiu obter os custos 
exergéticos unitários para os diversos fluxos, bem como para 
os insumos c produtos associados a cada equipamento, 
apresentados na Tabela 5. 

Deve-se observar que o custo exergético unitário do 
produto (kp) do condensador apresenta valores bem superiores 
aos dos demais fluxos, isto se deve, ao baixo valor exergético 
do produto deste equipamento em contrapartida ao custo 
exergético que recebe devido as irreversibilidades da planta. 
Na verdade, a estrutura lógica tal como definida para esta 
aplicação concentra os t:feitos de irreversibilidades tàctíveis 
do processo no condensador, o que é questionável, pois o 
rendimento de um equipamento dissipativo não pode ser 
analisado da mesma forma que para outros equipamentos, cm 
timção da própria diferenciayão, cm tcnnos exergéticos, entre 
os objetivo de produção. E importante lembrar que custo 
exergético unitário de um fluxo representa a relação entre o 
fluxo cxergético que se teria no caso de todos os processos 
serem reversíveis, e portanto sem perdas excrgéticas, e o !luxo 
exergético que efetivamcnte se observa, pcnnitindo 
estabelecer a repercussão das irreversibilidades sobre o 
sistema. 

Para aplicar neste exemplo os aspectos de custo de capital, 
O&M e manutenção, considerou-se um investimento global na 
planta d.: US$350 milhões, cuja a amortização anual é de 
11,72% deste valor e o custo anual de O&M é de 4,75% do 
mesmo valor. Distribuindo-se entre os diversos equipamentos 
os custos de amortização e O&M da planta, de modo 
proporcional aos seus custos, e admitindo um làtor de 
capacidade de 50 % e uma taxa de desconto anual de 10%, 
pode-se obter os custos equivalentes de amortização e de 
O&M de cada equipamento por segundo de operação. 

O novo sistema que se deseja analisar, agora 
tennoeconômico, continua constituído pela mesma estrutura 
lógica utilizada para a análise puramente tcnnodinâmica, e 
portanto a matriz de incidência c:-;pandida serú mantida. 
Contudo, toma-se necessário valorizar os tlu:-;os de entrada e 
saída do sistema cm termos monetários, considerando-se o 
custo de energia clétrica c dos resíduos ultraviscosos, 
respectivamente como 16,0 US$/GJ c úO US$/ton, além dos 
custos associados a amortização c O&M. Com a resolução do 
sistema IJ=A'1xZ, obtém-se o custo cxcrgocconómico em 
(lJS$/s) para todos os !luxos pertencentes a central c a partir 
da dcllnição insumo-produto, pode-se avaliar individualmente 
cada equipamento, conforme restune a Tahela 6 . 

ANÁLISE TERMOECONÔMICA DA MANUTENÇÃO 

Neste tópico busca-se associar a análise anterior aos custos 
de manutenção, cujas atividades preocupam-se basicamente 
com o descmpcnlto c a confiabilidade dos sistemas, contexto 
no qual é oporhmo detenninar o imJXHtância relativa das 
perdas cxcrgéticas. Para uma central tcnnclétrica é possível 
identificar a irreversibilidade de cada equipamento (I=F-P), 
qLJç contudo não corresponde à real economia cxcrgética 
possível de se clduar, em função de restrições técnicas e 
econômtcas. Em geral o que se pode considerar é uma 
otimização tendo como referência as condições de projeto, e 
neste caso a máxima economia excrgética seria dada por: 

11 =I -1" (I) 

O termo lp pode ser denominado irreversibilidade 
intrínseca (Kotas, 1985 ), correspondendo a perda existente, no 
caso da planta estar trabalhando nas condições de projeto c 
com a mesma produção. Desta ((lmla, o valor de lt representa 
o consumo cxergético adicional de insumos da planta, 
relativamente as condições de projeto da mesma . Assim, a 
irreversibilidade total é t(mnada pela soma das 
ÍITeversihilidadcs locais dos equipamentos: 

n 

lt,T =L I~,; 
i I 

(2) 

Pode-se demonstrar (Valem et ai. , 1994 ), que para cada 
equipamento a irreversibilidade adicional devida ao 
ti.mcionamento tora das condições de projeto é dada por 

1
1
.; = P;i\k; +(k; - 1);\P; (3) 

Tabela 5 - Detini~ão dos t1uxos insumos, Erodutos, custos excrséticos unitários c rendimentos cxcrséticos dos eglllpamentos. 

Equação Insumo F(kW) F"(kW) KF Produto P(kW) P"(kW) Kp !1~%~ 
A l 886559 886559 I ,00 2-36+5-4 420267 886559 2, 11 0,474 
B 2+5-.l-1-6-7-9, 10-

11-JZ,IJ-19 
389851 896859 2,30 14 ,151962 896859 2,55 0,90:1 

c 13+28+29 2ú!Bú 59585 2,29 16 6.16 59585 93 ,ú4 0,024 
D 18 2,100 2300 1,00 17-lú 1403 2300 1,64 o ,(>1 o 
EI 19-29 38 87 2,29 20-17 16 87 5,6 I 0,408 
E2 8+27-28 387 885 2,29 2 1-20 172 885 5, 15 (),445 
E3 12-8 2099 4804 2,29 22-21 1286 4804 3,74 0,613 
E..J 11+26-27 4552 10417 2,29 23-22 3217 10417 3,24 0,707 
E5 10+25-26 5600 12815 2,29 24-23 4505 1281 5 2,84 0,805 
E6 9-25 11417 26129 2,29 30-24 %23 2612') 2.72 0,843 
F 7+30+35 39388 159492 4 ,05 31 37985 159492 4,20 0,964 
G 14 351962 896859 2,55 15 344923 896859 2,60 () . 980 
H! 6+34-35 10728 24678 2,30 33-32 9421 24678 2,62 0,87X 
H2 3-34 21178 49370 2!JJ 36-:n 19469 49370 2,54 (),91') 
I 37 8000 8000 1,00 32-31 3273 8000 2,44 0,409 
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Tabela 6- Custos de amortização c O&M cm ( lJS$/s), custos c:-;crgocconômicos c unitários para os insumos c produtos. 

Equação Amortização O&M llt· ( lJS$/s )" 

A 1,790 0,726 1,352 
8 0)44 O, 140 4,598 
c O, 167 0,068 O,JOJ 
D 0,007 O,OOJ 0,037 
El 0 ,001 0,000 0,000 
E2 0 ,004 0 ,002 0 ,004 
EJ 0,0•28 0,011 0,024 
E4 0,051 0,023 0Jl53 
E5 0,017 0,007 0,065 
E6 0,()]4 0.006 0,133 
F 0,028 0,0 li I ,251 
G 0,190 0 ,077 5,082 
Hl 0.006 O,OOJ 0, 127 
H2 0,025 0,0 lO 0.259 
I 0,048 0,020 0, 128 

Na expressão anterior, o primeiro tcnno f(mJcce a parcela 
da irreversibilidade que tem origem na perda de eficiência do 
equipamento em questão, se tratando portanto de uma 
in·eversibilidade endógena, que poderá ser corrigida aluando
se diretamente sobre o equipamento. O segundo tenno fomece 
a parcela adicional de irreversibilidade que surge no 
equipamento devido a perda de eficiência de outros 
equipamentos da instalação, fazendo com gue este tenha de 
gerar maior quantidade de produto. I~ portanto um11 
irreversiblidade estnllural ou exógena que se pode evitar 
somente aluando sobre o resto da planta. Pode-se mostrar 
também que, para pequenas alterações, a economia exergética 
obtida em trazer detenninado equipamento para as condições 
de projeto é dada JX>r: 

A
1

. = k
1
* .. . P. ;\k 

,I ' • I I I 
(4) 

Da mesma forma . a economia monetária obtida cm se 
trazer o mesmo equipamento para as condições de projeto é 
dada por: 

(5) 

Considerando as condições de operação da central 
selecionada, uma análise interessante é a avaliação da 
sensibilidade do custo adicional frente á variações do 

Tabela 7 - Conswno exergético e custo adicionais, para 
variações cm k de 0 ,5% em cada equipamento 

Equipamento At j(kW) Et i(lo-1US$/s) 

Caldeira 4432,79 6,759 
Turbina 4484 ,29 22 ,989 
Condensador 2'-J7,93 1,514 
Bomba de Uaixa 11 ,50 0, 184 
Reg. de Baixa I 0,44 0,002 
Reg. de Bai:-;a 2 4,42 0,022 
Reg. de Baixa 3 24 ,02 0,122 
Reg. de Bai:-;a 4 52,09 0,265 
Reg. de Baixa 5 64 ,08 0,326 
Reg. de Baixa 6 130,65 0 ,664 
Reg. de Mistura 797,46 6,257 
Gerador 4484,29 25,410 
Reg. de Alta I 123,39 0,633 
Reg. de Alta 2 246 ,85 I ,293 
Bomba de Alta 40,00 0,640 
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c.- ( lJS$/kJ) llr(US$/s) Ct• (lJS$/kJ) 

1,525 ),868 l),203 
11,794 5,082 14,43(_) 
11 ,632 0,517 844,617 
16.000 0 ,04(, 3),050 
1 r ,632 0,002 I 02 ,522 
II ,ú32 0,010 59,ôl6 
11 ,632 0,064 4lJ,lJ85 
II ,CJ32 O,IJJ 41,477 
11 ,632 0,089 1lJ,648 
11 ,632 0,153 15,912 
31 ,770 1,290 3\963 
14,439 5,349 15,509 
11,793 0, 135 14 )64 
12,210 0,293 15,073 
16,000 0,196 59,843 

desempenho dos equipamentos. Para tal , será admitida uma 
variação no inverso da eficiência do equipamento de 0,5%, (t\ 
k/k = 0,5%) e calculado o custo adicional relativo. Desta 
lorrna tem-se: 

E =fi (i\k) 
t, i F, i· k . 

I 

(6) 

Neste caso se obtém para cada equipamento da central 
apresentada no item anterior, os seguintes consumos 
exergéticos (A1 i) e custos (Et i), adicionais, dados na Tabela 
7 . Estes valores correspondein ao consumo incremental de 
excrgia c o custo associado, quando ocorre uma variação no 
desempenho dos equipamentos. 

Os resultados revelam a mawr sensibilidade 
tennoeconômica da planta à variações de desempenho do 
gerador c da turbir..a relativamente aos demais equipamentos 
Portanto, estes são os equipamentos que, em princípio, devem 
receber maiores inveslim<.:ntos de manutenção no sentido de 
manter as cond;._;ões de operação dos mesmos próximas as de 
projeto. Cabe agora comparar esta sensibilidade, com os 
custos estimados de manutenção para cada equipamento, a fim 
de determinar a dimensão relativa dos custos adicionais 
associados à irreversibilidade. Este parâmetro foi determinado 
para uma variação de 0,5% do custo excrgético unitário. 

Tabela 8 - Custos de manutenção c sua relação com 
os custos adicionais devidos à irreversibilidade 

Egui~amento C. M. {10-1US$/s} Et,i I C. M. {%} 
Caldeira 486,139 1,39 
Turbina 93 ,540 24,58 
Condensador 45)2(> 3,34 
Bomba de Uaixa 1,852 9,94 
Reg. de Baixa I 0,222 I ,00 
Reg. de Baixa 2 1, I 11 2,02 
Reg. de Bai:-;a 3 7,702 1,59 
Reg. de Baixa 4 15 ,553 1,70 
Reg. de Bai:-;a 5 4 ,5 18 7,21 
Reg. de Baixa 6 3,925 16,92 
Reg. de Mistura 7,480 83,65 
Gerador 51,695 49,15 
Reg. de Alta I 1,703 37,13 
Reg. de Alta 2 6,740 19, 18 
Bomba de Alta 13, 109 4 ,88 

Nota: Valores do custo anual de manutenção t:quivalcntcs a 67 °1o do custo de O&~ I 
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A Cald.:ira 
13 Turbina 
c C<md<nsador 
D !lomba de Baixa Prcs.~ão 
EI R.::gcnt--rador de Baixa Pr.:ssão I 
E2 R.:g~~ador de Baixa Pressão'2 
E3 Reg<nerador de Baixa Pressão 3 
E4 Regcn<c-rador de Baixa Pr.:ssão 4 
E5 Reg~1~-rador de Baixa Pressão 5 
E6 Reg<n~-rador de Baixa Pr.:ssão 6 
F Regenerador de lvfi~tura 
(j Gerador 
III Regenerador de Alta Pr<!Ssão I 
112 R.:gcn~-rador d.: Alta Pr..,-ssão 2 
I Bomha de Alta Pressão 

A B C D E1 E2 E3 E4 E5 E6 F G H1 H2 

Figura 2 -Custos adicionais associados às irreversibilidades como percentual dos custos de manutenção praticados ( Et)C. M.) 

Analisando os resultados, verifica-se que a magniludc dos 
custos adi,Çionais para uma variação de k cm 0,5'Y.,, é relevante 
frente aos custos de manutenção praticados para os 
equipamentos, indicando, de certa fonna, a importância do 
monitoramento do seus desempenhos. Por exemplo, na turbina 
os custos associados à perda de rendimento podem representar 
cerca de 25% dos custos da manutenção neste equipamento. 
Para o regenerador de mistura, apesar dos custos adicionais 
associados à perda de desempenho não serem os mais elevados 
comparativamente aos demais equipamentos, o percentual 
relativo aos custos de manutenção praticados (El,i I C. M.) é o 
mats elevado relativamente aos outros equipamentos, 
indicando que a parcela relativa dos custos de manutenção a 
ser empregada no sentido de manter o desempenho deste 
equipamento, deve ser maior comparativamente aos demais 
equipamentos, confom1e indica a Tabela 8 c a Figura 2. 

COMENTÁRIOS E CONCLUSÕES 

De uma fonna geral para centrais tennelétricas, os 
critérios utilizados para definir freqüência c intensidade das 
atividades de manutenção são predominantemente de 
disponibilidade e confiabilidade. 1\ aplicação da metodologia 
apresentada em uma planta em operação, que disponha de um 
histórico suficientemente detalhado do desempenho dos 
equipamentos, sobretudo cm função das açõcs da manutenção, 
com os custos relativos conhecidos, pennite definir limites 
ideais de desempenho dos equipamentos, a partir dos quais 
uma intervenção no mesmo seja economicamente viáveL 
pennitindo agregar uma visão cxergética ao plancjamento da 
manutenção. Neste sentido a 1\nálise Tcnnocconômica pode 
constituir uma ferramenta de efetivo interesse pràtico, uma vet. 
que possibilita a racional valorização e distribuição elas perdas 
nas centrais tennelétricas. 
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1\BSTR/\CT 

1\tler a brief review of thennal powcr plants maintenance 
costs, this paper prescnts an application of thc 
'll1ennoeconomic Method on a 350 MW stcam power plant, 
evaluating the int1uence of irrcversibilities at equipmcnt levei, 
aiming to dctennine their signiticm1cc ;;1 ovcrall maintenancc 
cosi. This approach allows to associate plant pcrfom1ance 
optimisation to maintenance planning, usually clone baseei only 
on rcliability concept. For instancc, at the analvsed planL thc 
loss of perfonnance costs in some feed-heaters could be at lhe 
same order of magnitude than the maintenance cosi of thcsc 
equipment. 
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INFLUÊNCIAS DE PARÂMETROS DE ATOMIZAÇÃO NA COMBUSTÃO DE 

SPRA YS EM COMBUSTORES TIPO TUBO DE RIJKE 

Pedro Teixeira Lacava e João Andrade de Carvalho Jr. 
Laboratório Associado de Combustão e Propulsão 

Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais 
12630-000, Cachoeira Paulista, SP, Brasil 

Mardson Queiroz McQuay 
Mcchanical Enginecring Department 
Bringham Young University, 242 CB 

84602-4102, Provo, Utah, USA 

() objetivo do presente trabalho foi investigar a influência de parâmetros de atomização na geração de 
instabilidades acústicas na combustão de sprays em tubos de Rljke. Para isso, dois tipos de atomizadores 
foram utilizados: Y c cone sólido. O primeiro fái projetado especialmente para este trabalho e o segundofoi 
adquirido junlo a um fornecedor comercial. Ambos atomizadores foram carac/erizados. para levantamento 
dos diâmetros médios de seus sprays. com sisrema laser PDPA ("Phase Doppler Particle Analyzer"). Foram 
determinadas as regiões de operação dos atomizadores. onde oscilaçõesfóram geradas no combustor. tom o 
aromizador tipo Y. as oscilações não apresentaram uma estmtura definida, com as amplitudes bastante 
variáveis e sem nenhum conlrole. tom o atomizador tipo cone sólido. regiões de operação foram 
de/erminadas para as quais jórtes oscilações oco~riam no combustor. Os diâmetros médios correspondentes 
a essas regiões foram também determinados. Os resultados obtidos não apontaram o diâmetro médio do 
spray como sendo o único jàtor responsável pela geração de instabilidades ácusticas. Observou-se a 
influência de novos parâmetros na combustão de sprays em câmaras de combustão pulsante. tais como: a 
concentração de gotas e o ângulo de abertura do spray. 

INTRODUÇÃO 

Rijke. em 1859, notou que fortes oscilações acústicas eram 
excitadas quando uma tela metálica aquecida era colocada na 
metade inferior de um tubo vertical aberto em ambas extremidades 
(Dowling e Williams, 1983). Tal fenômeno possibilitou o 
desenvolvimento de combustores pulsantes do tipo tubo de Rijke, 
que aproveitam este fenômeno na geração de energia obtendo 
diversas vantagens, tais como: economia de combustíveL formação 
reduzida de poluentes e escória, aumentos nas taxas de 
transferência de calor convectiva c investimento de capital 
reduzido quando comparado com técnicas convecionais (Carvalho 
et ai., 1987) 

Uma análise teórica que mostra as condições necessárias 
para excitação de máximos de amplitude de pressão em um tubo 
R.ljke foi realizada por Carvalho ct ai. (1989). Esta análise mostra 
que a localização de um aquecedor plano para produzir a máxima 
intensificação das oscilações do primeiro harmônico é L/4, onde L 
é o comprimento do tubo. Em combustores pulsantcs do tipo 
Rijke, a grade metálica do tubo de Rijke original é substituída por 
um leito de combustão no caso de combustíveis sólidos. por um 
atomizador no caso de combustíveis líquidos ou por um 
distribuidor de gás no caso de combustíveis gasosos. 

Apesar da combustão pulsante ser um fênomeno bastante 
conhecido, os mecanismos que levam a geração de oscilações 
ainda não foram suficientemente depurados, requerendo a atenção 
de investigações nesta direção. Couto ( 19!!9). investigando a 
queima de líquido sobre a forma atomizada em um combustor 
pulsante tipo Rijke, apontou uma possível influência do tamanho 
das gotas na geração de instabilidades acústicas. Desta forma o 
presente trabalho apresenta os resultados de uma investigação 
experimental da queima de álcool etílico cm sprays gerados por 
um injetor tipo Y e por um injetor tipo cone sólido em um 
combustor tipo tubo de Rijke. 
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ARRANJO EXPERIMENTAL 

Combustor Pulsante. A Figura I apresenta o combustor 
pulsante experimental do tipo tubo de Rijke, com ruo m de 
diâmetro interno, construído em aço 1020 de forma modular, 
utilizado neste estudo. Os módulos tem altura variável . sendo que 
vários deles são encamisados para refrigeração das paredes do 
combustor. São possíveis montagens de 2,4 , 2,8 e 3,2 m de altura, 
sobre uma câmara de desacoplamento. A finalidade desta câmara é 
simular as condições de tubo aberto em ambas extremidades e 
permitir que a alimentação de ar seja controlada. 

Na parede do combustor foram fixados três termopares 
chromcl-alumel tipo K, bitola I ,5 mm, de isolação mineral e junta 
isolada. para medidas de temperatura dos gases dentro do tubo nas 
seguintes posições: 25 (Tt), 150 (T2) e 308 cm (TJ) acima da base 
do tubo (logo abaixo da chama, próximo ao centro do tubo e 
próximo a saída dos gases, respectivamente). Os tcrmopares foram 
ligados a um sistema de aquisição de dados HP 6954 (constituído 
de um computador HP 9000 série 300 e de um multiprogramador 
com placas de aquisição) que fornece a leitura das temperaturas 
medidas por meio de cabos de extensão sem compensação térmica, 
pois o aparelho possui compensação elétrica interna. As 
amplitudes de oscilação acústica foram monitoradas por 
transdutores de pressão piezoclétricos, marca Kistler, modelo 
7261, sendo um deles posicionado na seção média do tubo 160 cm 
(P2), ou seja. na posição onde a amplitude de pressão acústica do 
modo fundamental de oscilação é máxima. Os demais transdutores 
foram posicionados a 15 (Pt) c 80 cm (PJ) acima da base do tubo. 

Os trandutorcs de pressão foram ligados cada um a um 
an1plificador de carga , marca Kistler, modelo 5006, e ao 
osciloscópio analógico, marca Tcktronix. modelo 7633 , para 
visualização em tempo real das amplitudes c frequências 
das pressões acústicas. O sistema de colcta dos dados para 
aquisição dos valores de pressão foi ligado em paralelo ao 



osciloscópio. Também cm paralelo. um sitcma de aquisição de 
dados secundário H P 3421 A para colcta dos dados de frequência 
foi utilizado. 
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Figura I - Combustor pulsante tipo Rijkc desenvolvido no INPE. 

Atomizadores. Nesta investigação utilizou-se dois tipos 
diferentes de atomizadores para obter condições de combustão 
diferenciadas. Tanto o atomizador tipo Y. especialmente projetado 
para esta investigação. como o cone sólido, obtido junto a um 
representante comercial. funcionam sob o princípio de se imprimir 
um fluido com alta velocidade (no presente caso o ar) sobre o 
fluido a ser atomizado (álcool), que possui baixa velocidade. 

O projeto do atomizador tipo Y foi baseado na investigação 
experimental realizada por Muttinger e Chigicr (197 4) e fazendo 
algumas hipóteses aos escoamentos de ar e combustível (Lacava et 
ai., 1995). O esquema e as dimensões do atomizador Y estão 
apresentados na Figura 2. O diâmetro médio das gotas do spray 
formado pelo atomizador tipo Y pode ser estimado pela equação 
apontada por Wigg (1964 ), que calcula o diâmetro mediano de 
massa (MMD) para este tipo de atomizador (equação I) O MMD 
pode ser convertido para SMD (""Sauter Mean Diameter") através 
da relação MMD/SMD igual a 1,2 , para um erro de 5%, conforme 
apresentado por Simmons ( 1977) 

( )

0.5 

200 0,5 0,1 ~- 01 ' . õ 111r ~- + --· h' '!0,-

MMD = m, 
p~J · v. 

(I) 
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ondc:ôé a v•scosidadc cinemática do combustível (ccntistokes). m1 

a vat.ão mássica do combustível (g/s). m. a vazão máss•ca do 
fluído de atomização (g/s/. h o raio da câmara de mistura (cm). r a 
tensão superficial do combustível (dynas/cm). p., a densidade do 
fluido de atomi~:açào (g/cm') c v. a velocidade de inJcçào do fluido 
de atomização (rn/s) 

NPT'Y'"-. 
' ' ' 5~H0.8 

~ 

;I ~ * .., · t 

Figura 2 - Atomi~:ador tipo Y utiti~:ado. 
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O atomizador cone sólido escolhido foi marca Dclavan 
modelo "Liquid Solid Conc"Airo 30615, seu esquema está na 
apresentado na Figura 3. 

~/-
(;m) 

j líquido 

ar de 
atomização 

spray tipo 
cone sólido 

Figura 3 - Esquema de funcionamento do atomizador tipo cone 
sólido marca Delavan. 

As va~:ões de combustível foram medidas com rotâmctro 
calibrado para álcool. e as vazões de ar de atomização e ar 
oxidante de combustão foram medidas com sistemas de placas de 
orifício. 

Sistema Laser. Os sprays gerados pelo atomizadores foram 
caracterizados com um sistema laser PDP A (Phase Doppler 
Particlc AnaiYI.cr). Este sistema, se utili1.a, conforme mostrado na 
Figura 4, do volume formado pela intersecção entre dois raios laser 
para realizar medidas tanto de velocidade como tamanho de 
partículas. Quando uma partícula passa pelo volume, ela espalha 
lu~: criando uma estrutura de franjas de interferência. Uma lente 
receptora projeta uma porção desta estrutura cm vários dctetorcs. 
Cada dctctor produ~: um sinal tipo Doppler. sendo a diferença de 
fase entre os dois sinais Doppler de dois detetorcs diferentes 
proporcional ao tamanho da partícula. 

Por facilidade de operação. a caracteri~:ação dos sprays de 
ambos atomizadores foi feita com ar e água como fluido de 
trabalho. Para o atomizador tipo Y os resultados foram 
convertidos para álcool utilizando a metodologia proposta por 
Johson ( 1982). Obteve-se que o SMD do álcool é igual ao SMD 



da água obtido na caracterização vezes 0,969 (para vazões de 
iguais de álcool e água). Já para o atomizador tipo cone sólido o 
SMD para vazões de álcool foi considerado igual ao da água 
(baseado na conversão feita para o atomizador tipo Y). 

laser 

volume 

de medida 

Figura 4- Esquema do sistema de medida PDPA. 

Equipamentos Au.xiliares. No presente trabalho, alguns 
equipamentos auxiliares foram utilizados para reduzir o 
comprimento de chama e/ou facilitar a geração de oscilações, 
conforme investigações realizadas por Couto ( 1989), Momma 
(1993) c Ferreira (1988). Desta forma, utizou-se três tipos 
diferentes de telas metálicas: fina, 53% de área aberta, 0,23 mm de 
diâmetro do fio e 0,62 mm de abertura de malha; média, com 60% 
de área aberta, I ,2 mm de diâmetro do fio e 2,2 mm de abertura; 
grossa, com 70% de área aberta e furos com 5mm de diâmetro. 
Ainda utilizou-se un cone de retenção com passagens axiais e um 
"swirler''axial com ângulo entre pás de 36°. Os dispositivos foram 
posicionados abaixo dos atomizadores, sem prejudicar a formação 
dos sprays, acoplados a um sistema semelhante a um telescópio 
que pennite variar a posição dos atomizadores dentro do tubo. 

TESTES E RESUL T AOOS 

Os ensaios foram executados com o objctivo de determinar 
as regiões onde ocorre a geração de instabilidades acústicas. Tais 
regiões são caracterizadas pela vazão de combustívei, vazão de ar 
de atomização. vazão de ar de combustão, posição do atomizador 
no interior do tubo e caracteristicas do spray (tamanho das gotas. 
ângulo de abertura, etc.). 

Atomizador Tipo Y. Na montagem em que utilizou-se 
apenas o atomizador tipo Y, sem qualquer equipamento auxiliar, a 
geração de instabilidades acústicas não foi observada. Este 
resultado negativo provavelmente ocorreu em virtude do longo 
comprimento de chama obtido pelo atomizador. Apesar de 
promover um fino spray, o ângulo de abertura é pequeno, 
prejudicando a penetração de ar oxidante e de calor. 

Nos ensaios com a montagem tela fina mais atomizador tipo 
Y surgiram os primeiros resultados de geração de oscilação. O 
formato da onda de pressão acústica era bem definido, mas com 
forte variação na amplitude de oscilação. Apesar desta variação na 
amplitude, a onda de pressão apresentou uma estrutura definida, 
ao contrário do caso com apenas o atomizador tipo Y. obtendo-se 
repetibilidade dos pontos de oscilação. Tais oscilações foram 
obtidas posicionado o atomizador a 32 cm da boca do tubo. 

A Figura 5 apresenta uma curva que represnta o 
compromisso entre a vazão de álcool e ar de atomização para o 
surgimento das oscilações em uma vazão fixa de ar de combustão 
de 15,65 g/s. Outros testes foram realizados modificando a vazão 
de ar de combustão para diversas vazões de álcool e ar de 
atomização. Desta forma. observou-se que a instabilidade acústica, 
para esta montagem é extremamente sensível a vazão do ar de 
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combustão. Assim, as oscilações só surgiram com vazões de ar 
oxidante próximas a 15,65 g/s. 
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Figura 5 - Curva de oscilação para a vazão de ar de combustão 
igual 15,65 g/s. 

Uma conclusão sobre o comportamento da amplitude, 
através da cun--a de oscilação apresentada na Figura 5, fica 
bastante comprometida devido ao comportamento aleatório desta. 
Isto pode ser observado na Figura 6. No entanto, observou-se que, 
apesar das alterações das vazões e variação da amplitude, a 
~.>·equ6ncia de oscilação manteve-se em 67Hz. 
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Figura 6 - Comportamento da amplitude de oscilação para o 
ponto da curva de oscilação (Figura 5) onde a vazão 
de álcool é 3,75 g/s e a vazão de ar de atomização é 
0,226 g/s. 



A Figura 7 apresenta o resultado da caracterização 
experimental do atomizador tipo Y na região de oscilação. 
utilizando o sistema PDP A. Além disso, a figura também 
apresenta o resultado do cálculo do diâmetro médio do spray 
utilizando a equação de Wigg, com valor da velocidade do ar de 
atomização calculada teoricamente e estimada experimentalmente. 
Percebe-se, tanto pela caracterização como teoricamente. que a 
medida que aumenta-se a vazão de combustível também aumenta 
o SMD do spray, o que era de se esperar devido as características 
de funcionamento do atomizador Y. 
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Figura 7- SMD's calculados pela equação de Wigg com valores 
teóriços e experimentais para a velocidade do ar de 
atomização, e medidas feitas pelo sistema laser PDP A, 
para região de oscilação do atomizador tipo Y. 

Os testes do atomizador tipo Y realizados com as telas 
metálicas média e grossa, cone de retenção e swirler nãc 
apresentaram resultados positivos. Apesar do ancoramento da 
chama nas proximidades do bico atomizador, vórtices com 
dimensões consideráveis e uma zona de recirculação forte podem 
ser fatores de amortecimento das oscilações. 

Atomizador Cone Sólido. A Figura 8 e Tabela 1 mostram as 
regiões onde se obteve o acoplamento do primeiro harmônico, 
sendo que tais regiões foram encontradas posicionando o 
atomizador a 37 cm acima da base do tubo e utilizando a tela fma 
como equipamento auxiliar. As frequências, nas três posições 
medidas, foram 73 Hz para todas condições da Tabela l. Os 
valores da amplitude de oscilação acústica, apresentados na Tabela 
l (P1 , P2 e PJ), são valores médios pois, durante a realização dos 
testes observou-se que há uma flutuação das amplitudes, apesar da 
onda de pressão acústica ter um formato senoidal bem definido. 
Contudo, também observou-se que a flutuação da amplitude pode 
ser atenuada com o aumento da vazão de ar de combustão. 
Adicionalmente, a pressão acústica aumenta com o aumento da 
vazão do ar · de combustão. Esses dois fatos ocorrem pela 
dirninuícão do comprimento de chama com o incremento da vazão 
de oxidante, concentrando a troca de calor nas regiões mais 
próximas à metade inferior do tubo. Desta maneira as amplitudes 
crescem até um valor limite, a partir do qual ocorre uma perda de 
calor da chama para o excesso de ar. 
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Figura 8 - Região de oscilação para o atomizador tipo cone sólido 
onde obteve-se o acoplamento do primeiro harmônico 
(os números ao lado de cada ponto representam o valor 
do ar de atomização g/s). 

O comportamento da amplitude de oscilação com o decorrer 
do tempo de teste também foi investigado. A Figura 9 apresenta 
como variaram as amplitudes de pressão acústica P1, P2 c P3. para 

a condição 5 da Tabela I. As pressões parecem variar em tomo de 
um valor médio que diminui com o passar do tempo do teste. 
Apesar deste comportamento, as temperaturas medidas ao longo 
do tubo não tiveram grandes variações, como mostra a Figura I O. 
Para os demais pontos da Tabela l um comportamento semalhantc 
foi observado, mesmo quando o tempo máximo de operação que a 
montagem permitiu foi utilizado (cerca de 140 minutos). 
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TA BELA I - Região de oscilação para o Atomizador Tipo Cone Sólido. 

mr mcomb matm r, Tt Tz TJ Pt Pz PJ 
no <w•l <w•l <wsl (C o) (Co) (CO) (mbar) (mbar) (mbar) 

I 2.42 25.51 0,302 10,5 24,5 802 584 9.40 12,72 12,~2 

2 2,42 27.53 OJ<n II ,4 25 793 589 10,62 14,70 14,42 

3 2,42 29,41 0,302 12, I 25 770 590 11,94 16,42 16,20 

4 2,69 24,30 0,308 9,0 41 879 687 8,30 10,67 11 ,07 

5 2.69 26,52 0,310 9,9 42 86!! 6!!8 9,51 13,38 13.08 

6 2.69 28,10 0,305 10,4 42 858 692 10,87 15,39 15,08 

7 2,69 31,77 0,308 11,9 44 830 689 12.09 17,15 16,76 

8 3,22 24,57 0,322 7,6 38 890 717 9,43 13,00 12,39 

9 3,22 29,15 0,315 9,1 41 896 729 10,88 15,00 14,48 

lO 3,22 31,00 0,318 9,6 39,5 877 725 12,11 16,98 16,43 

II 3,49 23,82 0,346 6,7 24 856 587 8,68 12,00 11,55 

12 3,49 26,36 0,345 7,6 24 865 663 11,99 14,59 15,10 

n 3,49 '19,79 0,344 8,5 24 !!60 665 12,31 16,87 16,19 

- - -Obs. mr e a vazao de alcool, 11\.~,mb a vaza o de ar de combustao e matm a vazão de ar de atomização. 
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Figura I O - Comportamento da temperatura com o passar do 
tempo de teste para a condição 5 da Tabela I. 

A distribuição do tamanho das gotas não vana 
demasiadamente dentro da região de oscilação. conforme a 
caracterização feita para água (Figura II) No entanto, a geração 
de instabilidades acústicas é extremamente sensível à vazão do ar 
de atomização. Isto ocorre porque o ângulo de abertura c a forma 
do spray variam com esta vazão. Desta forma. as oscilações 
ocorrem somente onde o spray formado é capaz de promover 
chamas com determinadas características necessárias para o 
surgimento das mesmas. Por exemplo. no caso da condição 12 da 
Tabela I. para a vazão de 3.49 g/s de álcool a geração de 
instabilidades acústicas ocorreu com uma vazão de ar de 
atomização de aproximadamente 0.345 g/s. Se para esta mesma 
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vazão dr- álcool for colocada uma vazão de ar de atomização de 
0,335 g/s, ou 0,355 g/s, não haverá oscilações acústicas, pois as 
condições da chama mudaram apesar da distribuição do tamanho 
de gotas permanecer praticamente inalterado. 
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Figura 11 - Distribuição radial do SMD par:t o atomizador tipo 
cone sólido. Po é pressão de injcção do ar de 
atomização. 

Os valores de r1 (razão entre a vazão mássica de oxidante e 
a vazão mássica de combustível) estiveram num intervalo próximo 
ao valor cstequiométrico (8,95). O processo de combustão ocorreu 
cm condições próximas a cstcquiomctria. Desta forma, a relação 
potência gerada e consumo de combustível é otimizada. 



Tal qual para o atomizador tipo Y, teste com as telas 
metálicas média e grossa, cone de retenção e ' 'swirler", também 
foram realizados. O resultado também não foi positivo. o que 
reforça a hipótese de que uma zona de recirculação forte pode ser 
um fator de amortecimento das oscilações. 

CONCLUSÕES 

A utilização de atomizadores tipo Y em combustores 
pulsantes tipo tubo de Rijke não apresentou resultados 
satisfatórios, pois além de não se obter uma montagem 
experimental para a qual · não ocorresse variação no valor da 
amplitude, a razão ar de combustão/combustível foi muito baixa, 
cerca de 50% do valoc estequiométrico. Outro problema é a 
sensibilidade das oscilações com a variação da vazão do ar de 
combustão, limitando a operação em um valor fixo. Apesar dos 
resultados aquém do esperado obtidos com o atomizador tipo Y, 
sua utilização nesta investigação foi bastante importante. Os 
resultados obtidos levaram à consideração de novos parâmetros na 
combustão de sprays em câmaras de combustão pulsantes, tais 
como: a concentração de gotas e o ângulo de abertura cto spray. 

A caracterização feita para o atomizador tipo cone sólido 
mostrou que a distribuição de gotas no spray é simétrica e que 
para as combinações de vazões de líquido e ar onde o spray tem 
um formato cônico, a distribuição do tamanho das gotas é 
praticamente igual. O ângulo de abertura do spray é bem maior do 
que o obtido pelo atomizador tipo Y, mudando as características 
da chama no interior do tubo, apesar da ordem de grandeza do 
diâmetro médio das gotas ser o mesmo para ambos atomizadores. 

É provável que a geração de instabilidades acústicas esteja 
intimamente relacionada com o ângulo de abertura do spray. 
Portanto, o regime de combustão pulsado deve ocorrer par ângulos 
de abertura que propiciem um comprimento de chama tal que a 
maior parte da transferência de calor para o escoamento gasoso 
ocorra nas proximidades de L/4. O tamanho das gotas do spray é 
um fator fundamental para o processo de combustão pulsante, não 
sendo, no entanto, o único pois, além desse, a densidade de golas e 
o ângulo de abertura influenciam a penetração de calor e oxidante 
para o interior do spray, consequentemente influenciando as 
características da chama. 

Os resultados apresentados para o atomizador tipo cone 
sólido mostraram que o aumento da nzão de ar de combustão 
atenua a variação da amplitude de oscilação. Adicionalmente, a 
pressão acústica aumenta com o aumento da vazão do ar de 
combustão. Esses dois fatos ocorrem pela diminuição do 
comprimento da chama com o incremento da vazão de oxidante, 
concentrando a troca de calor nas regiões mais próximas à met1de 
inferior do tubo. Desta maneira as amplitudes crescem até um 
valor limite. a partir do qual ocorre uma perda de calor da chama 
para o excesso de ar. 

A queda da amplitude de oscilação com o passar do tempo 
de teste. pode ter ocorrido pelo fato de não se ter obtido um regime 
permanente de transferência de calor para as paredes do tubo. Com 
o passar do tempo, é possível que os gradientes de temperatura 
que determinam as diversas taxas de transferência de calor no 
equipamento diminuam. A amplitude. com o passar do tempo, 
deve alcançar um valor estáveL sendo necessário realizar testes 
com tempos de duração mais prolongados do que os deste 
trabalho, para esta verificação. Para isso, é preciso uma montagem 
experimental mais complexa do que a utilizada aqui 

A presença da tela metálica fina foi fundamental para 
obtenção de oscilações acústicas. Com ela, obteve-se a geração de 
pequenos vórtices na região de reação sem produzir uma perda de 
carga elevada ao escoamento. A colocação de corpos rombudos, 
como o cone de retenção de chama, e de "swirlers'', com o intuito 
de formar uma zona de recirculação forte a jusante do bico 
atomizador não parece ser uma medida razoável. Apesar da perda 
de carga na passagem do ar de combustão pelo "swirler" não ser 
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alta ( Muniz, 1993 ), a zona de recirculação forte parece amortecer 
as oscilações. Para comprovar esta hipótese. é necessário uma 
montagem no tubo de Rijke com um "swirler .. que permita variar a 
estrutura da zona de recirculação. 
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ABSTRAC( 

This work describes the rescarch rcsults of spray pulsating 
combustion in a Rijke tube. Two types of atomizers were utilized: 
Y and solid cone. Thc fir~t was dcsigncd and built specially for 
this work and the second was purchased from a commercial 
supplicr. Both atomizcrs were charactcrized, to evaluate lhe spray 
mean diameters. with a POPA (Phase Doppler Particle Analyzer) 
laser system. The opcration regions for which oscillations excited 
in the combustor were determined. Wilh the Y atomizer. 
oscillations did not present a dcfined structure. and the amplitudes 
varied with no control. With the solid cone atomizer. operation 
rcgions. for which strong oscillations occurrcd in lhe comb~Jstor." 
were observed. The corresponding spray mcan diameters for lhese 
regions wcre also determined. 
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ABSTRACT 

A recen1/y prcsented mode/usedjór the prediclion o(heal and mass transfer ejfects in rhe houndary layer 
o( a reacting coa/ particle wa.1· extended lo ana/yze the lrendç i/ lhe pre.uure i.Y increased wel/ ahove 
atmospheric conditíons . Pressure dependent kinetic parameters were .necessary ín order to reproduce the 
experimental resulls. lncrease ín oxygen concentratíon and total pressure greatly íncreased the parlicle 
reacrion rate. A júrther increase /ead1· lhe system 1owards diffitsíon controlled and. as a consequence. 
reaction rates reach a maxímum. 

lNTRODUCTION 

Thc ficld of prcssurizcd coai combustion has gained grcat 
attention reccntly. Thc aim is mainly to improve thcrmal 
cfficiency and reducc gas cmissions. Using pressurizcd 
combustion. a 50 o;., fuel encrgy rccovcr might bc rcachcd 
employing combincd power cyclcs against 38 %. in avcragc, up to 
date. Furthcrmorc. a rcduction in thc sizc of the furnaces might 
also be accomplished. 

For pulverizcd coai combustion, four stagcs can bc wcll 
characterized - the initial particlc heating phase, coai thcrmal 
degradation. and at last homogcncous and hcterogcncous reactions 
in the boundary layer and at the walls of the porous network of thc 
remaining char as wcll as at the outer surface. Ali these processes 
might somewhat be distinct in time or overlap to some extcnL A 
nwnerical model which simulates thc burning of singlc coai 
particles must rely on experimental parameters from ali the 
processes citcd above to closure the mathematical formulation . 
Therefore. to simulatc ali these stcps, experimental parameters for 
devolatilization. usually taken undcr incrt reactor atmosphcres. and 
char oxidation data from a wide range of temperature and pressure 
in lhe reactor ought to be providcd. For hydrocarbon reactions. 
data from atmospheric conditions give. somewhat, reasonable 
results as a first approximation towards solving such a complex 
phenomenon. Neverthclcss. modeling validation will bc supported 
only by expcrimcnts taking placc in a wcll controllcd reactor 
atmosphere. in which the burning of the particlcs will bc closcr to a 
real situation. 

Many authors h ave studied the effect of increasing prcssure on 
the products yields from p)Tolysis of coai (Anthony. 1976: Griffin. 
1994) Therc seems to be a comrnon obscrvation, cxpcrimentally 
and thcoretically. about the reduction in thc total yields duc to 
secondary reactions in the voids and pores of the coai (James. 
1976). Mass transfcr cffects in thc coai matrix were infcrrcd as 
the reason why more char is formcd . Sincc the escape of volatilcs 
is reduced duc to prcssurc cffects. thc more reactive compounds 
(lar) have an extra time insidc thc coai porous structurc to undcrgo 
secondary dcposition rcactions. Up to I O atm and 200 f1l11 particle 
diametcr the pressure cffects can bc assumcd as of littlc 
importance. As thc particle sizc and externa! pressurc incrcase. thc 
escape of \olatiles tums to bc a competition bctween internal 
transpor! and dcposition rcaction. 
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Thc behavior of pulverized coai particlc under prcssure has 
bccn studied to some cxtcnt (Monson ct ai , 1995: Mühlen. 1995, 
Saastamoincn et ai , 1996) For pulvcrized coai combustion. the 
dcvolatilization time is thought to be one order of magnitude 
shortcr than char oxidation time. As a conscquence, surface 
reactions paramcters for pressurized conditions rr.ust also bc 
sought for propcr modcling on char ox1dation. Monson et ai 
( 1995) havc performcd many char oxidation expcriments at 
atmosphcric and clevatcd pressurcs allowing dctcrmination of 
global reaction rate cocfficients which might bc applied for coai 
combustion. Thc tcmperaturc range. in their expcriments, 
comprises wcll thosc found in actual pul>crizcd coai combustors. 

VTT/Energy has a pressurizcd cntrained-Oow reactor (PEF) 
whosc maximum operating temperature is 1400 o C and pressures 
as high as 20 bar can bc reached. Aho et ai ( 1995) have 
investigated the cffects of prcssure, oxygcn partia! pressure and 
temperaturc on the formation of N20 , NO, and N02 from 
pulvcrizcd coai by mcans of experimental work done in the PEF. 
Of grcat importancc. a rcduction in NO emissions was idcntilicd 
as thc reactor pressurc was increascd. The rcsults from a batch of 
tcsts carried out in wcll-controllcd opcration conditions with this 
PEF (Saastamoinen ct ai , 1996) are uscd herc. Particlc 
temperature and 90 % bumout times are employed for comparison, 
since gas composilion and temperature distribution in the 
boundary layer of a buming particle are still a challengc to be 
detcrmined expcrimcntally. It has bcen shown that. to a lcss or 
great cxtent. pressurc altcrs the ignition, tempcraturc, and 
rcactivity of coai particles. Bascd on thcsc obscrvations, wc 
present in this work a numerical model. rccenth used for thc 
prediction of heat and mass transfer cffects in thc vicinity of a 
dcvolatilizing coai particlc (Gurgel and Saastamoincn, 1995), 
cxtendcd to solve a rcscmbling problcm in which thc gas is wcll 
abovc atmosphcric pressure. The modcl is fully transicnt and may 
trcat particlcs of any sizc under a widc range of combustion 
environment. Musarra ct ai. ( 1986) prcsented a numerical model 
to dcscribc hcat and mass transfcr in the vicinity of a singlc 
rcacting coai particlc in an atmosphcric cnvironmcnL Thc modcl 
is two dimensional, but onc dimensional simulations havc shown 
meaningful rcsults at low particlc Reynolds nwnbers. Nothing was 
presentcd for prcssurizcd conditions. Saastamoinen ct ai. (I 995) 
prcsented a theoretical and experimental study on pressurized 
pulvcrizcd fuel combustion in diffcrcnt conccntrations of oxygen 



and carbon dioxide. The experiments \vere perforrned in the PEF 
reactor mentioned above. The theoretical analysis covered the heat 
and mass transfer effects under pressure. and, more importantly. 
the initial heating stage of a particle. The analysis was complctcd 
by a shrink.ing core model, which assumed only surface reactions. 
for char combustion and a two film model for the CO oxidation in 
the boundary laycr. The results ga\·e good agreement whcn 
compared to the cxpei-ünental data from Lhe PEF reactor. 

MÀ THEMA TI CAL FORMULA TION 

ln order lo make the problem numerically trealable, some 
assumptions have to· bc made. ln the solid matrix, the particle 
temperaturc is time-dependent and a function of the radial 
position. The particle is divided in shells where the local 
temperature history is used for pyrolysis reactions. This gives a 
local conversion for the particle interior. Devolatilization takes 
place with decreasing density and liberation of volatiles is 
assurned to be instantaneous. Particle swelhng is not taken into 
account. When ali the volatile matter has gone, buming takes placc 
with a shrink.ing radius. After every time step, lhe carbon 
consurnption is used to calculate the surface regression by means 
of a Newton-Rapson routine. With the updated interface. a new 
mesh is defined and the integration proceeds. Nevertheless. as long 
as oxygen is reaching the particle sur.face. pyTolysis and. char 
combustion may occur simultaneously. Radiation from lhe reactor 
walls is accountcd for in thc heat transfer to lhe particle. Soot 
radiation is neglected. No further simplifications of major 
importance were made. 

The following system of equations is solvcd along with 
appropriate initial and boundary conditions. For the gas phase, 
conservation of mass, species, energy, momentum and statc 
equation are given by 

ilp 1 8(2) - + -,- r pu = O , 
ot r· 8r 

(I) 

ll ( ) I 8 ( , ) I à ( , llf. ) . -. pY, + 2 - rpuY1 = --,- rpD""' - + wkW. , 
l lt r or r ilr (1r 

(2) 

c 1 c 1 a ( 8T) ,vs _;_(c,p7~ ) + ,--(r2uc, pT) = -,- r2 f..
8

- - L>~h, w1 , (3) 
81 r (Jr 8 r (1r ilr k - l 

D ( ) 1 c ( 2 ) 1 a ( 2 ôu) ap -pu+--,-- r puu = -,-;;-r~- - - , 
àt rDr r or àr Dr 

(4) 

p=pRT~Y, " . L..-Hw.. (5) 

For the solid phase, conservation of total mass and energy is given 
by 

ilpp = -~~(r2nç) , 
t lt r cr 

(6) 

8 ( " I 8 ( 2 ) I 2 ( 2 8T. ) ilp r - cPp 7 ) + -,- r uc pT = -,-. r I. -- +--Ma 
àt r r r· or " p r àr P àr DI 

(7) 

The initial conditions (at t =O) are 
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Y = Yk .o . T = 7(, . fl = flo · II = Ü 

"{~ = '/~, .0 · p p = p p.O · 

The boundary conditions at particle surface and I > O are 

T(r = ri') = "1~1 (r = rp), · .... I r ,). ('Jjlk I m,, 'k "" pu k + p k à 
r ~ rP 

( 'T) ( ~T) SR Àp~ = ).X~ Hcr(7:- '/~) + L ·i·;Mr.i· 
(r r=rp tr r=rp 

and at undisturbed flow 

T = Too . p= floo · Yk = Yk .oo 

To complete thc boundary cquations. symmetry condition is 
apphcd at the particle center. 

The transport coefficients for the gas phase are based on the 
kinetic thcory of gases. Specifically in this work. the theory of 
Chapman and Enskog ( 1939) is employed. Viscosity, them1al 
conductivity , and diffusivity of a component into the mixture are 
ali function of mass fraction. tempcrature and pressurc. The 
specific heat is given as a polynomial function of temperature. The 
eoeffieients were taken from the NASA SP-273 (Gordon and Me 
Bride, 1971) computer code. 

I 

c = 'aT' j! .A L... I . 
(8) 

i t) 

Speciflc heat and therrnal conduclivity for thc coai are given by 
Merrick 's forrnulation (1983). which is based on the Einstein form 
of quantum theory. 

Devolatilization Model 

The present forrnulalion describes the combined phenomena 
taking place in the boundary layer and lheir feed-back intluence to 
the solid fucl particlc. Devolatilizalion of coai particles in an 
oxidizing enYironment may procecd at differentlemperature leveis. 
The presence of a volalile flame in Lhe vicinity of a particlc 
undergoing pyTolysis substantially affects Lhe particle hcating rate 
and ils time-dependent temperature. The devolatilization model 
associaled lo ils kinetics seems lo play an important role in such 
trealmenl. Based on lhis premise. lhe modcl presented by 
Kobayashi et ai. (1976) was chosen in this work. It consists of 
two compeling first order overall reactions. each degrading coai to 
residual chars (RI and R2) and volaliles (V 1 and V 2). as shown in 
Figure I. The particle weight loss due to therrnal decomposition is 
modcled wilh a pair of parallcl firsl-order irreversible reactions. 
The rate equation is 

rpp = - (k1 + k2)Pm · 
('1' 

(9) 

The instantaneous mass rates of production of \Oiatiles are 
proportionalto lhe undergraded part of the coai particle p cu . The 
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paramelers for the !\\O competing reaetions are given belo''- in 
Tablc I 

figure I • Coai thennal degradation, Kobayashi et ai ( 1976) model. 

Table 1· Kinetic pararncters for tl1e p~TOlysis model. Kobavashi et 
al. ( 1976) 

k1 = B1e:xp(-F1 I Rl~) 
a 1 = OA 

Bl = 2 X 105 

rl = 104.ú x td' 

(!Is) 

Jlkmol) 

7he Reaction Mechanisms 

k2 = 82 e:xp( -F2 I R7~) 
a 2 = OX 

B2=U x 107 (lls) 

~~-2 = 167.4 x 106 (Jikmol) 

The mcchanisms proposed by W estbrook and Drycr ( 19X I) 
are used for the homogeneous reaetions in thc boundary layer. To 
do so. ilie composition of lhe volatiles rcleascd musl be knmm. 
The devolalilization of a coai particle produces innurnerable 
compounds rangmg from light hydrocarbons to large 
macromolecules (lar), water. CO, C02 and many other species. ln 
ilie present work ilie lighler hydrocarbons are represenled uniquely 
by CH-1 while the heavy oncs (lar) by C6H~o The mass fractions of 
volatiles are taken from Aniliony and Howard ( 1976 ). Volatile 
producls (% by weighl) are rnade up of a blcnd with lighl 
hydrocarbons, tar, waler. co. and co2 ln ilic flamc rcgion. at high 
temperalures. thcre is an incrcasc in the amount of free radical 
specics and. more importanlly, in lhe COIC02 ratio. which lowcrs 
lhe adiabatic flamc tempcralurc. The detailcd chemical kinetics 
takes such behavior into account ai the e:xpcnse of a grcal numbcr 
of species being considered. Without incrcasing substantially thc 
numbcr of cquations to bc sohcd and still giving good results. 
Wcstbrook and Dryer ( 1981) havc discusscd lhe propcrtics of lwo
step reaction mcchanisms bascd on thc rcsults from ilic delailcd 
mechanism. Paramctcrs for thc two-slcp rcaction mcchanisms in 
which the hydrocarbons o:xidizc fírslly to CO followcd by thc 
comcrsion ofCO lo C02 are gi,·en by 

(R2) 

(R4) 

The revcrse reaction (R4) is necessary in order to keep lhe 
COIC0 2 cquilibrium ralio boundcd for proper hcats of rcartion 
and prcssure dcpcndencc in thc flame region. 

Monson ct ai ( 199S) prcscntcd a global modcl for char 
o:xidation relatcd to thc externa! surface arca for four different 
leveis of prcssure. This hetcrogcncous surfacc rcaction for a singlc 
spherical particlc in kg/m2s of carbon is 

(I O) 

The values of A and F for differcnt prcssurcs are givcn in Table 2. 

Tablc 2• Global char rcaction rate cocfficienl. Monson et ai 
( 1995). 

Prcssurc (alm) A (kg/m2s)(atm)05 E (1/kmol) 

I 17.8 60.21 X 106 

s 0.382 14.24 x 106 

lO 0.227 15.90 X )()
6 

IS 0.098 20.S I X 106 

The oxidation!gasifícation reaction at the surlacc of ilic 
partiele may givc co or co2 at differenl arnounts as a function of 
surfacc particle tempcrature. Bclow 1400 K thc C02 production 
is much grcaler than CO. As particlc tcmpcrature increascs. a shift 
lcading lo an increase in CO fonnation is expcctcd. and abovc 
2200 K CO is the only producl. Thc hclerogcneous rcaction is 
givcn by 

(R5) 

whcrc the ratio ofCO lo C02 fonncd by thc rcaction RS is 

(li) 

The paramctcrs A, and r.·, dctcnnined by Monson ct ai ( 199S) havc 
thc values 3 0>-IOR and 2512 x 106 Jlkmol. rcspcctively . C02 
gasifícalion is also lakcn inlo accounl and lhe parameters from 
Bradley cl al. ( 1984) wcrc cmploycd in this work. Thc 
hclcrogcncous reaclion is 

C + C02 => 2CO (R6) 

kR2 = 5.2 x I011 e:xp( -1256 x 106 1 Rn[c6H(,j
025[o2 j

15
, · ) i·2 = 9.0 x 103 exp( - 2!!5 14 x I d' I R7~ !~(!(}) 
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NUMERICAL FORMULATION 

Thc sct of consen ation equations is discretiz.ed through thc 
\\ell knom1 method described by Patankar (I 980). resulting m a 
systcm of algebraic equations which are solved in sequcnce bv a 
Thomas-algonthm. Nonlinearity and interlinkagc are handlcd bv 
iteration. To improve convergencc. an adaptivc grid gcneration 
routine was includcd. The steep gradients and 'alues of 
tcmperaturc. oxygcn. and carbon monoxide scrvcd as a base for 
the equidistribution of a positive wcight function tcchnique 
employed for thC' grid point locations. Thc pressure tem1 in lhe 
momentum cquations brings an additional problem when 
calculating lhe tlow ficld from the particle to its boundary. The 
SIMPLER procedure is employed in a staggered grid for the 
,·elocity field calculations. The computer program \\as wrillcn in 
FORTRAN 77 and calculations ''erc carried out with doublc 
precisJon The program runs in a HP-700 workstation . Whcn 
rcactions are on thc way. the numbcr of iterations avcragc from 
I 00 to I 000. for one time step. Total computationaltime a\eragcd 
bctwecn 5 to 15 hours. Computations were carricd out until 90%, 
ofthe oriJ?inal mass ofthe particle was bumL 

SOLUTION TECHNIQUE 

The initial grid is set for the domain of calculation. which 
consists ofthe coai particle and its boundary layer The particle is 
divided in 20 contrai volumes (shells) and the boundary laycr in at 
least RO contrai volumes. The terrn boundary laver refers to thc gas 
laycr surrounding the particle where concentrations. temperature 
and other properties are distinct from Lhe stagnant gas. 

The stagnant film surrounding Lhe particle is thought to bc 
largc enough that particle interaction does not occur ln this work. 
lhe numerical boundary extends to 40 times the particle radius . 
This systcm (particle and its surrounding stagnant film) is brought 
to one hot environment (reactor tube) which gives the bmmdary 
conditions for the undisturbed tlow. Temperature and gas 
composition for this point are kcpt invariant throughout thc 
simulation 

RESUL TS ANO DISCUSSION 

A set of simulations was carricd ou L Two different coais werc 
chosen. onc bituminous . 31.9% volatile mattcr content. and a less 
reactive onc. anthracitc. averaging X.5'Yo proximate volatilc matter 
A third fucl was also imcstigatcd in arder to chcck lhe parametcrs 
for global hetcrogcncous reaclions. Char particlcs. 820 kg/m3 

initial dcnsity. buming at diffcrent gas temperature and prcssurc. 
wcre cmployed. Although C02 partia! prcssurc in the expcrimcnts 
was set to I atm prcssure. for the numcrical simulations wc 
employcd half of that v alue. Such a high concentration in carbon 
dioxide affects much lhe co to co2 ratio in lhe flamc region duc 
to the reverse reaction R4. However, increasing the pressure of lhe 
reactor lhe cffect is somcwhat diminishcd. ln Figure 2. thc 
unsteady particle surface temperature is shown. as \\Cll as lhe 
norrnalized mass consumption . The cunc for thc norrnalizcd mass 
consumption has two distinct regions . The first charactcrizing thc 
devolatilizalion phasc (dccrcasing dcnsity) followed by a second 
one (receding surface) \\here mass consumption is lowcred. From 
the first stage of the cune it is clearly seen an increasc in lhe 
volatile yields. Dcspite of the facl that the coai contains 31.9 o;., 
proximatc volatilc matter. a further 15% \\as obtamed as a 
conscqucncc of the high hcating rates and tcmpcraturcs rcached by 
the particlc This trend was obsen ed experimentally by 
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Kobayashi ct ai (I <)7(, ). and thcir pyrolysis modcl does rcllect thc 
incrcased vields. Furthcrmorc. thc cnhanccment in thc 'iclds is 
fa\ orablc on account of thc parti ele mass consumption sincc 
homogcncous reactions are much faster than thc hcterogcncous 
ones. rcducing thc spacc rcquircments for pulvcriz.cd combustion 
ofcoal. 

2)( 1(1 
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Figure 2 Surfacc tempcraturc and norrnalizcd mass loss of a 160 
~m bitummous coai particlc at 1450 K and 2 atm reactor gas and 
0.5 atm 02 and co2 partia) pressurcs. 

A pcak in particlc lcmperature is scen at I 00 ms. after escape 
of volatiles has vanished. AI this tcmperature levei. CO is the sole 
product at particlc surface. This CO is furthcr oxidized close lo 
particle surface but heat gcneratcd is not cnough to balance the 
combincd conduction-radiation energy losscs from the particle. 
Howcver. a pseudo steady statc might be assumcd for the char 
oxidation phase as an inspcction of lhe mass loss curve indicated 
by Figure 2. 

::: ~~~ 
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Figure 3 Surface mass fract1on for the case in fig. 2. - . - 0 2. - + 
- H20.- * - C02.- x - CO. - o- lar.-~- CH4 

Figure 3 shows lhe time dependcnt history of gas mass 
fractions ai thc particle surface towards its bumout time. Couplcd 
with Figure 2. this figure gives a good insight of lhe highly 
unstcady combustion behavior of thc coai particle before char 
oxidation prevails. Gas phase ignition takes place at nearly 57 ms 
consuming ali oxygcn available in the immediacy of the particle. 
CO forrnation increases as well as watcr vapor and C02 . A 
fraction of the hcat gcneratcd by lhe reactions rises particle 
tcmperaturc, and the lcftover diffuses away . The mass flow rates 
of light and hea\·y hydrocarbons incrcasc sharply prcventing 
owgcn to rcach the particle surface. Hetcrogcncous rcactions are 
not possiblc and the flame moves away from thc particle surfacc 
whcre stoichiometry is more favorable for hydrocarbons and CO 



oxidation. By the end of the devolatilization, the flame is moving 
back to the particle surface and heterogeneous reactions resume, as 
depictcd by Figure 4. At this point, the particle surface reaches its 
maximum tempcrature. 

Figure 4 shows the boundary layer tempcrature distribution for 
the case presented in Figure 4 The oxidation of volatiles to CO, 
followed by the slowcr conversion of CO to C02, takes placcs in a 
broad rcgion which extcnds 8 particle radii. Such a bchavior 
indicates that a thin flame approach for the combustion of volatiles 
must be taken with care. For char oxidation. the conversion of CO 
to co2 is mcaningful to 3 particle radii from the surface. This 
region produces almost 80% of energy on account of 
homogeneous reactions . 
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Figure 4: Tempcrature distribution in the boundary layer. Time is: 
- [.] - 56 ms, - x - 59 ms. - /:;. - 76 ms. -o- li O ms . 

Figure 5 shows a comparison between experimental data and 
simulations carried out by thc model presented in this work. The 
paramctcrs conccming reactor gas and thc fuel composition 
employed are listcd in Tablc 3. Thc predicted tcmperatures are 
averagcd from the time when pyrolysis , ·anish to 90 % burnoff. 
Thc experimental data are mostly from such range sinee the flame 
is attached to the surface of the particle providing a more confident 
way to measure particle temperalure. Simulations were performed 
at low and elevatcd pressures. with a vanety of bulk gas 
composition and fuels . An increase in lhe particle reaclion rale i~ 
evidenl by comparison belwcen cases 8 and 9. \\hen total pressure 
ts reduced from 8 lo 5 atm. at conslant oxygen partia! pressure. 
and near the samc gas bulk lemperalure. On lhe olher hand. 
increasing oxygen partia! pressure at conslant total pressure, 
greatly improves lhe ehar oxidation rate - cases 2 and 6, 
respeclively. Such a behavior was obsef\ed for ali the simulalions 
carricd out. unless whcn the total pressure was 15 atm. 
Experimental obsef\·ation gave parliclc tcmperature ncar 1900 K 
while theorctical simulation. used in this work. a 1650 K. as a 
maximurn. at 70% bumofftimc. We believe that internal buming 
is the reason for such high tempcrature. For coai A (anthracite) 
and coai B (bituminous) thc trends werc cxactly thc sarne. As 
pressure incrcases from 5 to 8 atm tcascs 9 and 8 respcctivcly) a 
reduction m particlc tcmperature ''as oblained cither 
experimentally · or theoretically Thc obscncd increase in the 
overall reaction rate. as oxygen partia! pressure incrcases ( the 
other condi1ions being constant) is a consequencc of thc fasler 
heterogeneous rcactions rates leaning the system more towards 
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diffusion controlled. The model has a tendency in giving higher 
reaction rates than the measured ones. Nevertheless. this 
inclination is the sarne for a broad range of reactor atmosphere and 
fuel size and type. As a whole, the results are in , ·ery good 
agreemcnt with the measured oncs, for most of lhe cases analyzed. 
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Figure 5: Predictcd particle tempcrature, comparison betwecn 
modelíng and experimental for 1wo different coais and eh ar. 

T able 3: Parametcrs for the cases in figure 5. Units are atm and 
··:elvin. Coai data are from Saastamoinen et ai. (1996) and char 
data from Monson et ai. (1995) 

# P intal P02 T..,. Fuel 
I 15 0.75 987 char 

2 10 0.50 1170 char 

3 8 0.50 1150 coai A 
4 15 1.50 987 eh ar 
5 5 0.50 1150 coai A 
(i lO 1.00 1170 eh ar 
7 8 0.50 1150 coai B 

8 8 0.50 1450 coai A 
<) 5 O.'iO 1450 coai A 

lO 15 3.25 987 eh ar 

11 5 1.00 1130 char 
12 lO 2.00 1170 eh ar 
13 5 1.00 1330 eh ar 

CONCLUSIONS 

Prcssure dependent kinctic parameters must be crnploycd for 
propcr modcling of particle combustion at high pressurc. Thc 
model presented here showed a good agrcemcnt for a broad range 
of buming conditions making use of these paramelers. lt was 
indicatcd bY the simulations an increase in particle rcaction rate 
when Ü~ -partia( prCSSUTC \VaS increased. kccping the Othcr 
variablcs constant. For prcssuri1ed condilions. improvcment in the 
buming is altained since the flamc is positioncd closcr to the 
particle surfacc. dueto higher bulk oxygcn concenlral1on. Further 
increase in 0 2 concentration did not irnprm c the reaction rate at 
thc expccted proportion. A lcaning lowards diffusion controllcd 
proccss \\aS identified. This suggesls lhe existcnce of an ideal 



particle si~:e for certain fumace conditions. Perforrning 
simulations in thc m<XfcL here prcscnted, may givc a first insight in 
the overall bchavior ot:. the prcssurizcd buming systcm without 
neccssity of carrying out expensivc cxperimcnts. 
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NOMENCLATURE 

H prc-cxponcntial factor for coai devolatilization 
cl' spcci fie hcat. 
])km diffusivity of spccies k into the mixture 

F activation cnergy 
m;~ volatilcs mass flux 

M heat of combustion or de\ olatilit.ation 

k P them1al eonductivity of coai 

R, universal gas constant 

r radial distancc 
SR total nurnber ofhetcrogencous reactions 
s rate of carbon consumption 
1' 
I 
u 
w" 

tcmpcrature 
time 
vclocity 

molecular wcight of spccics k 

w k production rate of spccics k 

~ mass fraction of spccies k 

c therrnal conduetivity of gas 
p gas density 

p P particle density 

P cu undcgradcd part of coai 

u Stefan-Boll/man constanl 

Jl gas viscosity 

Subscripts 

o initial 
d devolatilization 
g gas 
k specics 
m mixture 
p parti ele 
r hetcrogcneous 
v volatiles 
w wall 
IX) infinitc 
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1 
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MF.TODOLOGÍA DE VOUIMENES FINITOS 
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(I) Dcpto. lngcnieria Química llniwrsitlad de Magallanes, Casilla 113-fl Punta Arenas, 
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(3) Pan·s y Alvarez lngcnicros A.sociados, Conn~pciún 

SUMARIO 
En este tmhajo se emplea un código comercial FLOW.'ll) , para simular el comportamienlo de tm cmnhuslor 
de carbón pulverizado. 1\ partir de él. se detennina que las relaciones usndas comúnmente para estimar 
tamaiio de la cámarn de comhuslión, entregan valores sohreJimcnsionados . /\demás se emplca esta 
simulación. como un re<Kior experimental. y se renlizan varios experimentos. entre ellos. \·arinndo llujos de 
nlimentación de cnrbón . de a ire se~.:undario y cl t:unaiio de pmlículn de cmbón alilllcnladn . I kl mismo lllmlo 
se predicen comportamienlos a lo largo dei reactor con respecto a los pellilcs de tc111peralma . emisiún de 
voiMiles y productos de la combustiim . I ,os rcsultmh)s ohtenidos nos pcrmiten estnble~.:er nl~tlllOS niler i os de 
operación, de tnlmnnera de tener una operación 111as scgurn. 

lNTROOUCCIÓN 

El carhón es lllW de las principalcs lirentes de energia 
actualmente en el mundo y por este motivo. se realizan 
inrnnneruhles estmlios de Sll ~.:omhHstión l'or lo general. L'Stos 
estudios se encontrnban a pruehas experimcntnlcs. 
desarrollándose Hnn serie de correlaciones de tipo empírico cem 
las cualcs se huscaba mejornr los rendimientos de los 
combustores de wrbón . Sin embargo, cem cl mejoramiento de el 
hardware y sofhvare cornputncionales. es posihle dcsarroll:lr 
estudios de simulnción !Cnomenológicos de cnmhustión. que 
permitcn analizar v comprender de una nwncra mús acabada 
toda la compleja problemática asociada a la desvolatilización de 
la matcria prima. y posterior oxidación de i sólido residual 
("char"), que se llcvn a cabo durante la wmhustiún de carhón 
El presente trabajo muestra unn nplicnción dei uso de ln técnica 
de volínnenes finitos a la simulación de trn cornhustor de carbón 
pulverizado 

FORMULACIÓN DEL PROBLEMA 

Tobcra primaria 
Tobcra secundaria 

Se considera 1111 combuslor cilíndrico . el 1.:11:11 se 
alimenta cem una me7.cla de aire prirnario y carbón pulveri1adn. 
a través de una tobera primaria . Por ln tohera secundaria sólo se 
nlimcntn airc . El disciio preliminar ck este cnrnhustnr. se reali;.a 
rcsolvicll(lo el balance de masa 1.:011 los valo1 cs de opcraciún 
recomendados por Smoot( I 9R4) 

FI carhón a cnnsidernr rnncspoudc a la calq'.oria 
subbiluminoso. um las ccaradcrfsticas sctlaladas cn la lahla 1. 

< 'on e! tin de r cprcscnl:n m:1t em:'lti carnentc !:1 
s it II<Kión desu i ta ;mlerior 111enlc. se hace nso de las ccW11.:ioncs 
de ~.:onserv:Kiún de la m:1leria . adern:'1s de las ecna~.:iones de 
lllOil! ento line:1l \ ' L'tlngÍ:l l·:s ta s son ll:nnada s lamhién 
lTII:ll' Í<llh.:s de Navict -Siok,·s \ son :1 saill'l las indi cada s a 

COIIlÍJIII:ICiÚIL 

Tabla I - Cnracterí sticas dcl Carbón usado 

Ítcm Va lor llnidad 

Matcria Vol<Ítil 42.2 '% h .s. En1aciún dl' Cuntinuidad 

4 1,5 '% h.s . r}> 
!V(pv) () 

I<>J •y., h.s . rf 
(I) 

Carbono Fijo 

Ccnizas 

Poder Calorí!Cro 2,345 lO J I Kg. 
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En1adún dl· Cantidad de Mm·hnlentn 

~- -1- V (pv @ v) == b + V() 
d 

Ecuaciún de Energia 

/Jp!-1 ( ) ( ' ') / fJ -- + V • pv H - V À. V I = - --a a 

(2) 

(3) 

l·:s sabido que, c11 cl caso de co1nhustiú11. los volútilcs 
que emergen de la partícula de carbón , producto de las altas 
vclocidndes de cnlcntamicnto, no ti enen cl tiempo sttliciente 
parn reaccionar v condensar en la partícula de carhint. por este 
motivo la p1oduc..: ión de volútilcs cs lll:t\'Ot que la indic;tda I''" 
el análisis proximal. Los estudios de lladzioclt y lla wkswy 
(1970) ai respcdo, indican que en carhones dei tipo 
bituminosos-IIV, el factor de sohreproducción de volútiles 
nuctúa entre los I ,)5 a I ,S5 veces la materia vol:ítil indicada por 
cl anúlisis proximal. !'ara el caso de carhones dd tipo 
suhhituminosos IIV uo se dispon e de ini'nnnaciún expcrintcnt;d 
Por lo tanto se supondrit para ln simulación. que cl liH: tor de 
sobre producción será I .5. 

I .iJ'·desvolatili7.ación cs modelada usa ndo ..:1 esquema 
de dos renccioncs competitivas desarro llado por Kohayashi \' d . 

ai. ( 19SO) 

n'""'a'''"" = (K .,11a 1 + K ,,a))(m e('~""· ... nl' ) \( \'{) !.. - \'() 

( 'l) 

donde 

i' 11, ) 
K r 

, ·ol\ = A e ' p I (:S) 

( li,) 
K - r ''(ln - A2 e ' p (()) 

Los valores de a 1 y a 2 son coeficientes empíri cos v 

en nuestro caso usmcmos los valores propuestos por JamaludJin 

c! ai ( 19S()) ( a 1 = ma teria vol:ítil proximal . a 2 = 2 •a 
1 

) . 

!'ara la nwdelnción de la oxida..:ic'ln dei dwr, se 
supomlrú que este renómeno sigue una reac<.:iún global de primei 
ordcn, según lo propues!o por Field (I ')(,7) l ·: n este caso. se 
consideraran pnr!ículas esféricas rodenda por una capa 
cstacionarin , n través de ln Citai dche difundir cl oxigeno pata 
posterionncntc rcaccionar con cl sólido residual (c har) l .a 
velocidad de rencción . se calcula asumicndo que cl proccso se 
encuentrn limitado por la difilsi{lll de i oxigeno has ta la p:utícula 
:.k carhón \'por la rcnctividad cl'ediva de l:t partícula 

Para ello se considerará que la difusi ún de oxigeno 

es ta dadZt por una expresión de i tipo · 

,;, .~, , = k~ ( 'J~ - fJ,) (7) 

donde k 
2,5 3 . 1 () 7 

/(I' 

r , r 
I I \~ 

2 

I)., ... 

n-:' 

l.a vclocidad de 1 cac..: iún cs tat ;'1 dada por 

( " I • · tn , 
m ,..,, - A e '' · r 'i 1 

l .uego la vc!Ot.: idad global de 1 cacciún sei ú · 

/1/, hn J >lf'N,~ 

111 .!1/ III,,., , 

( III 1 

RESOLUCIÓN I>F..L PROBLEMA 

I ,a resoluciún dei ptoblcma v<I descrito se real ii' a 
usando cl cúdigo computa..:ional come1cial FI ,( JW .'li) l-:s1c 

codigo rcsuclve las ccuacioncs de Navier-Stokes . hasiutdosc en 
cl 1t <Ih<IJO de l'a!<Inkar v Spalding ( I '!72 ). t Jna de las ventaias de 
es te cúdigo, es que el s istema de g.rilla de dikrencia finit a v el 
s ist ema de coordenad<Is. son entidades totalmente distintas. El 
s ist ema de wonlcnadas se emplea para definir la geometria \ 
expresar las ccuaciones de tran sportes. l'or oiro lado la grilla 
p11edc ser uhicat b L' !I posj ,-j,·lll v nt icn1;1cir'>ll ;n hitra1 Í;l unt 
IL'SilL'l'to ai s istema Ull> ldt•JI ;hlo 

l .as ecuaciones ( I ).( 2) \ ' ( _1_1 pucde11 ser esc1 i ta . de t111a 
mancra genera I. conto: 

~P<P + V(pv<fl) = v(rv<jl) + s 
ilt 

(!I) 

En donde <(I es una \'ai iahk uwlquicra , 1 cs un 
coefic iente de tipo difus ivo v S es un tl:nnino l'uent e . Maliska 
( I <J') 5 ). l'an!ankar (I 'lRtl) . p resen!an de una 111ane ra detallada la 

12eneración de 1111 algori tmo que permite resolver . de una ma ne ta 
llllllH~rica . la ecltaci<'>n cl ptohlcltlól planl eado I Ji!l;llnos q11c ai 
haccr 1111a inlc!lt aci(>n de b1 cctmci<-,11 r I I _) l;lnlo cn cl cspac1o 
L·onto e n cl 1iempo. sohte 1111 ckntenlo de \'oltttllcll de conttnl 

·\x;\v .-\/. se llq~a a tlltól explcs i<.>ll d e: la li>ttna 
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en donde : 

M r = p.1x.1yLh 

Mi = pJ.!.1.1L 

o l i =r"' .1.11; 
con tv\ indicando área perpendicular ai sentido de flujo que 
marca la dirección i . 

Se escoge para el tennino fuente una expresión dei 
tipo 

S"' = S +S"' c p'l'p 

y parn la variable ~ se escoge una función de int erpolación dei 
tipo 

<1> o = 8<!> + ( 1 - e)<!> o 

en donde el superíndiees indica el tiempo I ( en los casos 
lransiente) o la ileración anligua ( en estado estacionario ), y sin 
supcríndices se indica el tiempo t+ t.t ( en los casos transiente) o 
itemción nueva ( en el caso estacionarin) 

Para los términos conductivos y advectivos se utiliza 
una interpolación WUDS ( Weightcd IJpstream Dilfcrencing 
Scheme) , en el cual dependiendo dei valor dei número de Peclct 
se toma un esquema de diferetKia centrales ( Pe<2) o un 
esquema de tipo upwind (Pe > 2) . 

Las otras ecuaciones existente se van evaluando en el 
centro dei volumen de control para un ticmpo t ( en cl caso 
transiente) o para el va lor antiguo de la variablc ( en el caso 
estacionario ), 

RESULTADOS Y DISCUSIONES 

El principal resultado que se puede inferir de ln 
simulación presentada, es que las expresiones usadas 
nonnalmente para estahlecer e l tamaiio de la cúmara de 
combustión , se encucntran sobredimensionadas. Si se usan l:!s 
expresioncs dada por (;reco( I <)C) 1 ). pnra estimar longitud de 
cámara de combustión , o bien se calcula este vn1umen a través 
de la ecuación de Rosin~ Essenhigh( 1 <)(17). se tendní como 
consecuencia un tamaiio mayor de dunara de comhustiún, entre 
un 50% a 1 SO% más que c1 obtenido por simu1aciún . l .o nnterior 
es consecuente cone) hecho de que , cuando se calnda el tiempo 
de combustión se supone que la partícula petmaneL·c 
estacionaria cn el espacio, y rodeada de una masa de aire que no 
varia sus propiedades 11sico químicns. situación que no es renl v 
se manifiesta en la simulación. 

El efecto de usnr una dmara de combustión de 7 m 
( combustor A) según expresión de Rosin y una cúmma de 3.1 m 
( cámara B ) obtenido después de un proceso de optimización. se 
puede apreciar en la figura I . En ella se observa que cl inicio de 
la combustión, manifestado por el comien7.o de la emisión de 
volátiles, se retarda cunndo usnmos wm cúmara de mnvor 
longitud .. 

combustor 8 

~- ... 
i ~ 
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Figura 1- l'rmlucción de compucstos vnliltilcs 

!\ partir de la inli,rmac ión obtenida , se procede por 
sucesivns simulaciones. a encontrar las dimen siones conectas 
para detenninadas condiciones de operación . Los datas que 
definen nuestro caso base. se encuentran en la labia 2 

Tnhla 2- Características geométricas y de nperac ión dei 
caso base 

Ítcms Valur Unithul 
I )i{unetro cámara de combustión 2(J0 mm 

Diámetro de tohera 2rimaria (J() llllll 

Diámetro de tobera secundaria 100 111111 

Longitud de <.:ámara de comhusti ón 3 .000 llllll 

Carga de carhón o,o I ú(í 7 Kg/s 

Flujo de aire secundario () '()(}() 'Jtl Kg/s 
l'lujo de aire primario ll , 1205') Kgls 
Temperatura de uire primario y:;x "K 

Tempcratwa paredes comhnslol ((,()() "K 

Temperatura de a ire secund;u i o 52.1 "K 

lliúmctro de partícula 75 Jllll 

l .a simulación de es te caso base, tnuestra que la 
ptoducción de volútiles se inicia recién a los 2 111 dei inicio de la 
ndmisión de CathÓtl. l·:s te IIIÍ SIIIO cfeclo se Ve a partir de) perfi) 
de temperatura . ya que un aumento marcad o de ella. a una 
longitud de dos melros, nos indica que se inil·ia la ignición de 
los volátilcs que sa lcn dei carhón . 

Cotl el finde estudiar la pnsihilidad de adelanl<tr c1 
inicio de la combustión, se comicm.a a variar la r:vil!l kilos de 
a ire por kilo de combustihlc . Lo anterior se logta variando la 
velocidad de i a ire secunda! i o Fn la s figuras 2 v .~ se IIHJestr;J t:l 
ell:L'Io de c-ambiar l:1 r<I/ÚII Kg . de :1i1c por Kg de L·omhustihlc 
desde lO_') (caso I) a X.~ (('aso 2 ) l·:n di r ha s li g11r:Js se 
observa que se adel:mla cl inicio d,· la conthusl ión cn unos ~li 

233 



cm. No se puede disminuir más la rm:ón de kg de ain.: por Kg. 
de combustible si queremos que la !lama se manlenga viva y 
dentro de la cámara de combustión . 
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Figura 2- Perfil axial de Temperatura 
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Figura 3 - Produccióu de compuestos volútiles 

Olra altemativa experimentada, para adelanlar el 
punto de ignición, fue la de modificar la carga de carhón y 
mantener contante la razón aire-comhustihle. El efecto de hajar 
la carga de carbón de (i() Kg./h ( caso I ) a 40 Kg./h ( caso ) ) 
queda representado eu las figuras 4 y 'i. Se observa, que cl 
frente de combustión se adelanta. Nuevmncntc. si queremos 
mantener la llama viva y dentro de la cámara de combustión . no 
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I k la inlêll!nacióu anterior. se: dcsprc:udc que: cs 
f:tclihle adclaular c l puuto de iguicióu. dismiumcudo la carga de 
carbóu o hajando d llujo de a ire sccuudat in l·:s to 11 a c cmuo 
cousccucm·ia que d aire ..:utra 111as calieut<.: a la /.oua d..: 
radiacióu. 

1 lua muestra de las curv<Js de isove locidades dei 
campo de vcloridad , . isotemperalut as de: I ca111pn tk t..:mperallii<J 
ai interior dei colllbll stm se mtlestr;lll e11 ];1 li f.!l ii ;J <>, 7 
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Figura 6 - Curvas de isovelocidades ai interior dei 
combustor. 
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Figura 7 - Curvas de isotempcraturns ai interior dei 
combustor. 

Las figuras 8 y 9 muestran el efecto de disminuir el 
tamatlo de las partículas de carbón alimentado ai combustor. Se 
observa que, a medida que el tamafto de e! las disminuyen, se 
adelanta el inicio de la combustión , como también se aumenta 
la temperatura de los gases que pasan a la zona de radiación. 
Ambos efectos se ven representados por el marcado aumento de 
la temperatura (la figura 8 ) o de la fTacción de materia volátil 
(figura 9 ). 

Entre los hechos de interés que nos muestrnn estas figurás, se 
pueden destacar: 

El comportamiento de partículas entre el rango de 40 micrones a 
75 micrones es prácticamente el mismo. La figuras muestran una 
marcada diferencia entre ellas y las partículas de 20 micrones y 
las de I 00 micrones. 

En la figura 9 se manifiesta que a medida que aumenta el 
diâmetro de las partfculas va desplazándose la ubicación dei 
punto de mfnima velocidad , que es coincidente con el punto de 
inicio de la emisión de volátiles, . Es decir, la preocupación de 
que, a medida que aumente la proporción de finos en la 
alimentación se puede producir retroceso de !huna es cierta, sin 
embargo, la modelación muestra que si se trabaja en las 
condiciones óptimas, la magnítud de esta velocidad aumenta es 

decir c1 perfil de velocidades ai interior dei combustor se 
manifiesta con un mlnimo más alto .. 
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ABSTRACT 

J\ two dimensional theoretical study or pulverized coai tlow and 
combustion hy dilfusion tlames is presenlell. The modcl 
predicts gas flow, snecics concentrntion, and tcmpcraturc in 
cylindrical geometry comhustion chamher. The conservation 
equations are solved usin~ the K - L ltnhulelll"C modd . Thc modd 
is used to investigatc lhe etlccts produccd cm thc tlamc hy 
change in coai tlow, particle diameter, or sccondary air flow. 
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RESUMO 

Sprays gerados por um par de fatos líquidos colidentes podem ser empregados em câmaras de combustão de 
motores ou sempre que for apropriada uma distribuição aproximadamente elíptica para as gotas do spray. A 
modelagem de películas formadas por tal par de fatos líquidos cilíndricos colidentes com os aspectos 
inerentes de sua própria estabilidade e o conhecimento da dinâmica de ruptura de folhas líquidas viscosas 
podem ser usados para descrever a distribuição do tamanho das gotas formadas pela colisão daqueles fatos. 
A modelagem é desenvolvida para condições de atmosfera quiescente e números de Weber maiores que dez. 
Isto permite a determinação de parâmetros essenciais ao projeto de atomizadores que utilizem fatos 
co/identes na formação de sprays. tais como o SMD ("Sauter Mean Diameter") nos problemas de câmaras 
de combustão. Entretanto o emprego de três ou mais fatos não coplanares é a configuração mais comum 
para a atomização de combustíveis e oxidantes líquidos propergólicos nas câmaras de combustão de 
motores-foguete. Até o presente não existe correláções para aqueles arranjos geométricos, pois a dinâmica 
da folha cônica formada ainda carece de formulação matemática. O presente trabalho apresenta um modelo 
para a evolução de folhas líquidas cônicas e a consequente estimativa do SMD das gotas formadas na 
colisão de N-jatos (N ~ 3 ). 

INTRODUÇÃO 

A compreensão da dinânllca de filmes líquidos é primordial 
em diversos campos da engenharia, tais como no 
desenvolvimento de tanques de propelentes líquidos por tensão 
superficial, no resfriamento de reatores nucleares com jatos 
líquidos anulares, no projeto de atomizadores tipo "fan-spray", 
"splash-plate'' e jatos colidentes duplos, etc. 

Como discutido por Dombrowski e Johns (1963), em vários 
tipos de atomizadores o líquido é ejetado pelo orificio fmal de 
descarga na forma de uma folha fma. A maneira pela qual essa 
folha fma é desintegrada em gotas depende das condições de 
operação. A fonte principal de instabilidades que causa a 
desintegração da folha em gotas está relacionada com a interação 
entre a folha e o meio gasoso circundante. A desintegração 
ocorre quando a amplitude de onda dessas instabilidades atinge 
um valor critico e a tolha rompe-se em fragmentos. Os 
fragmentos contraem-se em ligamentos instáveis sob a ação da 
força de tensão superficial. Gotas são produzidas quando esses 
ligamentos rompem-se a posteriori. 

As características dessas ondas de instabilidades foram 
analisadas por Squire (1953) e Hagerty e Shea (1955) para 
folhas de espessura uniforme de líquidos invíscidos. Seus 
resultados foram aplicados com sucesso por Fraser et al (1962) 
para calcular tamanhos de gotas produzidos por injetores tipo 
"fan-spray", funcionando com líquidos de baixa viscosidade. 

No modelo desenvolvido por Dombrowski e Johns ( 1963), o 
líquido possui viscosidade finita e a espessura da folha decresce 
confonne a distância do orificio de descarga aumenta. Eles 
derivaram uma equação baseada no conceito de uma folha 
líquida plana e seus valores teóricos compararam bem com 
resultados experimentais obtidos por outros pesquisadores. 

Couto e Bastos-Netto (1991) e Couto et ai ( 1992a) 
estenderam o modelo de Dombrowski e Johns para sprays 
fonnados por dois jatos colidentes. Couto et ai ( 1992b) também 

237 

estenderam o mesmo modelo para injetores tipo "splash-plate". 
Eles calcularam as respectivas funções distribuição de tamanho 
de gotas e seus principais diâmetros médios (i.e., "Sauter Mean 
Diameter", SMD, e "Mass Median Diameter", MMD, entre 
outros). Com dois jatos colidentes, a folha líquida permanece 
plana. Seus valores teóricos concordaram favoravelmente com os 
resultados experimentais obtidos por Queiroz (1992 ). 

A configuração de três ou mais jatos impingentes não 
coplanares é bastante popular em sistemas de atomização de 
combustíveis e oxidantes em câmaras de combustão de foguetes 
a propelentes líquidos. Esses jatos múltiplos de líquidos 
incompressíveis, após chocarem-se entre si, geram folhas 
líquidas cuja forma pode ser aproximada por uma superfiície 
côruca. 

Embora haja um grande número de atomizadores que geram 
folhas líquidas cônicas em vez de planas, as correlações 
existentes para modelar o tamanho das gotas geradas pelos 
mesmos são todas serill-empíricas e de validade restrita 
(Lefebvre, 1989). Adicionalmente, essas correlações foram 
desenvolvidas para atorillzadores tipo "pressure-swirl" e não 
para N jatos colidentes. 

Baseando-se no trabalho de Dombrowski e Johns (1963) 
para folhas planas, este trabalho apresenta a derivação de um 
procedimento para calcular teoricamente o tamanho das gotas de 
um spray gerado por uma folha cônica. 

DESCRIÇÃO DO PROBLEMA E SOLUÇÃO 

A teoria desenvolvida para folhas líquidas planas pode ser 
usada no problema de folhas côrucas assumindo que: a) a folha 
cônica possui um raio de ruptura muito maior que sua espessura; 
b) uma vez sendo formada a folha cônica, a amplitude de 
qualquer perturbação ("ripple" ) é muito menor que o diâmetro 
do cone, de maneira que a folha cônica pode ser considerada 
como plana em relação à perturbação; c) o comprimento de onda 



de qualquer perturbação formada no líquido cresce até uma 
amplitude igual ao raio do ligamento, de maneira que uma gota 
seja produzida por perturbação (Dombrowski e Johns, 1963). 

O líquido é inicialmente aglutinado e se irradia como uma 
superficie aproximadamente cônica a partir do ponto de encontro 
dos jatos. Para verificar esta aproximação, um arranjo 
experimental de três jatos gerados por tubos de 0,5 mm de 
diâmetro foi montado e fotografado em operação com água 
colorida por permanganato de potássio. A Figura 1 mostra uma 
fotografia deste injetor. Foi verificado que a superficie líquida 
formada tem uma seção reta aproximadamente cônica, conforme 
se pode observar nu detalhe da fotografia apresentado na Figura 
2. Assim, a aproximação geométrica adotada mostra-se bastante 
razoável. 

Figura 1 -Fotografia do injetor de três jatos colidentes. 

Figura 2- Detalhe do cone formado. 

O mecanismo de desintegração de uma folha líquida cm 
fragmentos,· foi consideravelmente discutido por Dombrowski e 
Johns ( 1963 ), que derivaram a expressão (1) para o diâmetro 
desses ligamentos, dt (cm). Esses ligamentos posteriormente se 
contraem em gotas sob a influência da força de tensão 
superficial. 

2JX 

I 

dL =(8)~[ h:_o:_2 __ Jk[1+2.6.u [·kpi_u7_J~js 
9 PP u4 L 7,., 2 5 a L -PLCJ" 

(I) 

onde cr [dyn/cm] é a tensão superficial do líquido, IJ.L(cp] é a 
viscosidade dinâmica do líquido, p. [g/cm3

) a massa específica 
do meio circundante (assumido gasoso e quiescente), pL[g/cm3

] a 
massa específica do líquido, U [cm/s] a velocidade do líquido na 
folha cónica e k uma constante obtida escolhendo uma relação 
hiperbólica entre a espessura de folha, h, e o tempo, t, i.e., ht = 
k . Para uma folha plana, a espessura cm qualquer seção distante 
y a partir do ponto de injeção foi também admitida por 
Dombrowski e Johns (1963) como sendo h= K,/y, onde K, é 
uma constante. 

Aqui, para uma tolha cónica, a espessura cm qualquer seção 
é considerada como sendo h= K,!X, onde X é a coordenada ao 
longo da folha medida a partir do ponto de encontro dos jatos. 
Dombrowski c Johns usaram K2 = ht, onde K2 é uma constante e 
t o tempo. Assim, 

K
2 

= ..!S_t 
X 

Kl 

u 
(2) 

A folha se desenvolve tal que h.X = K, = constante. A 
única maneira pela qual isto pode acontecer é que, em qualquer 
posição X = n h, (onde n é qualquer número positivo c h, é a 
espessura inicial do tilme líquido próximo ao vértice do cone), a 
espessura da folha seja igual a h/n. Assim, 

Kl = hi n ~ = h2 
n I 

(3) 

e 

h;l 
K2 = _!_ 

u 
(4) 

Wang e Lcti.:bvrc (1987) mostraram que, para o caso de 
atomizadores tipo "pressure swirl", a espessura inicial, h,, pode 
ser facilmcnll: relacionada com a espessura do filme dentro do 
orit1cio de descarga, ho, pela expressão hi = ho cose. onde e é o 
scmi-ângulo do cone. Para o cáso incompressível, Wang e 
Lcfebvre indicaram que U = Uo /cosO, onde Uo é a velocidade do 
líquido na scção de saída do atomizador. No presente caso de N 
jatos colidcntes não coplanares de diâmetro do. as mesmas 
relações podem ser aplicadas, apenas que agora ho é a espessura 
de filme no ponto de colisão dos N jatos e U e Uo são as 
velocidades do líquido na tolha e nos jatos (assumidas como 
iguais cm módulo), respectivamente. Em consequência, 

(5) 

A espessura do filme no ponto de encontro dos N jatos, ho, pode 
ser estimada por um simples balanço de massa como 

ho =PJ do, (6) 

de tal maneira que 



N dÔ cos3 (} 
K') = ---=----

- 4u0 
(7) 

Inserindo a Eq. (7) na equação derivada por Dombrowski e 
Johns para o diâmetro de ligamento em uma folha plana (Eq. 
(1 ), usando K2 em vez de k), a seguinte equação é obtida para o 
atomizador de N jatos: 

I 
(8) 

X I +2.6f.iCOs0 3 oPa 0 

[ 

Ndz 4 u7]5 
288 Pi u 5 

Assumindo que o colapso de um ligamento produza uma gota de 
diâmetro rl<J , de acordo com mecanismo proposto por Rayleigh 
(1878), pode-se escrever: 

(9) 

O número de escoamento, FN, pode ser escrito como 

(lO) 

onde m é a vazão mássica do líquido e ~PL o diferencial de 
pressão do atomizador. 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Com as derivações do item anterior, a Eq. (8) pode ser 
introduzida na Eq. (9), produzindo os resultados apresentados 
nas Figuras 3-12 para óleo diesel DF-2 (~L=2.61 cp, cr=27.0 
dyn/cm e PL=0.86 g/cm\ água (~L=lcp, cr=73.4 dyn/cm e PL=I 
glcm\ etanol (~L=l.2 cp, cr=22.75 dyn/cm e PL=.79l g/cm3

), 

querosene (~L =1.6 cp, u=26.0 dyn/cm e PL =0.80 g/cm3
) e óleo 

combustível pesado a 366K (~L =37.0 cp, cr=21.0 dyn/cm e 
PL=0.96 g/cm3

), respectivamente, todos para N = 3. São plotados 
valores de diâmetro de gota como função da vazão mássica para 
diferentes valores de ~PL e FN para ângulos de cone de 6(t e 
90° 

Comparando os resultados obtidos com água, etanol e 
querosene, que possuem viscosidades próximas, pode-se 
observar a forte influência da tensão superficial que, para os três 
líquidos, é maior para a água. Quanto maior a tensão superficial, 
maior o tamanho das gotas formadas, o que é consistente com a 
prática. 

Comparando os resultados obtidos com óleo combustível 
pesado, etanol e querosene, que possuem tensões superficiais 
próximas, pode-se observar a forte influência da viscosidade, 
que é muito maior para o óleo combustível. Quanto maior a 
viscosidade, maior o tamanho das gotas formada, o que também 
é consistente com a prática. 

Deve-se mencionar que por se tratar de uma área estratégica 
não se encontram dados experimentais na literatura para que se 
possa avaliar a correção da teoria. Entretanto tal teoria foi 
aplicada em atomizadores do tipo "fan Spray", "Y-jet" e 
"pressure swirl", sendo que em todos esses tipos de 
atomizadores a mesma concordou notavelmente com dados 
experimentais disponiveis. No caso do atomizador tipo "Y
jet"os dados foram medidos na BYU (Brigham Young 

University) situada em Provo EUA, e um trabalho foi submetido 
para publicação na revista Atomization and Sprays. No caso do 
atomizador tipo "pressure swirl", os dados comparativos foram 
obtidos da literatura, principalmente do trabalho de Wang e 
Lefebvre ( 1987), e outro trabalho foi submetido para publicação 
na revista Journall ofPropulsion and Power. 

Para finalizar, deve-se mencionar que o ângulo de cone de 
90° produziu gotas menores do que o ângulo de 60°, para três 
jatos impingentes, para todos os líquidos investigados. 
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Figura 3- Diâmetro médio da gota como função da vazão 
mássica (diesel, DF-2, e= 60°, N = 3). 
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Figura 4 - Diâmetro médio da gota como função da vazão 
mássica (diesel, DF-2, 8 = 90°, N = 3). 
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Figura 5 - Diâmetro médio da gota como função da vazão 
mássica (água, e= 60°, N = 3). 
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Figura 6 - Diâmetro médio da gota como função da vazão 
mássica (água, e= 90°, N = 3). 
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ETANOL, e= 60°, N = 3 
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Figura 7- Diâmetro médio da gota como função da vazão 
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CONCLUSÕES 

Uma fonnulação teórica para calcular diâmetros médios de 
gota, baseada na hipótese de Dombrowski e Johns (1963) com 
relação à espessura de uma folha plana de líquido, foi derivada 
para atomizadores de jatos múltiplos. Baseando-se em 
observações visuais de um spray obtido por três jatos colidentes, 
uma superfície cónica foi assumida como a superficie líquida 
fonnada, a partir da qual o líquido é desintegrado e o spray é 
gerado. A fonnulação considera parâmetros geométricos do 
atomizador bem como parâmetros fisicos do gás de atomização e 
do líquido. 

Quanto maior o número de jatos colidentes, melhor será a 
aproximação por um cone. Embora não se tenha dados 
experimentais que corroborem a fonnulação desenvolvida, seus 
resultados qualitativos estão de acordo com as variações 
esperadas em função da tensão superficial e da viscosidade dos 
fluidos empregados na simulação. A verificação experimental da 
correlação desenvolvida será feita a posteriori em um próximo 
trabalho. 
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HIGH PRESSURE DROPLET BURNING EXPERIMENTS 
lN REDUCED GRAVITY 
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S\JMMARY 
1/igh pressure droplet huming clwractensllcs u/ji\·e jitels are mvestigated Ufl(/er nomwl wul reduced 

)!.l'ill'ff\' conditrons. Suhcritrcal wrd supercntical droplet hunring regrrnes are explored. 7Jre experimental 
results show that the droplet huming lrfetrnre decreases stronglv with rncreasing pressure in tire suhcrilical 
regime. llhen tlze pressure exceeds tlze cri/real pressure of the pure liquzd. tlze droplet lmnzing liji!times 
renzain constwll. lherefÓn.!. tlze minimum hunzing time ohserved in tJuj literature is not conjimwd lzere. ln 
ol'iier to take into accoulll tlze residual gravif\' enhanced notw·al convecrion ejfects, a correction hased cm the 
(j raslzofnunzher is applied. 7his correcrion allows a companson ofexperiments umler dzjferenr gravir;.• wul 
pressure conditimzs and an estimation ofrlze tme ndue o(tlze huming time, i. e. wirlzout any convecrion ejfect. 

INTROI)lJCTTON 

Dcpending on thc stmotmding tlow and thennodmamic 
conditions, a singlc droplet mav e:-;penem:..: s..:v..:ral gas!li-.:ation 
n:gim..:s. ranging from the envclop~ tlame regime to [3me 
vaoonzation as noticed bv Chauveau ct ai. (I 'l'J.'1) ·n1e 
characléristic times of droplct gasil!cation ar..: largclv inl1uenced 
b' the ,;urrotmding prt:ssure and t..:mpcratun:. <iasitication of 
liquid droplcts under high pressure conditions is indecd nnt: or 
thc main ph..:nomcna characteriling liquid fuekd ..:nergv 
S\ Slems. lt is abo conj..:ctur..:d that dropl~ts initialh· inject..:d in 
the high pres:<ure ..:nmhustion chamb..:r undcr subcritical 
tc;;mperatures ma\· heat up and attain the supercritical 
thennodvnamic stat..: bd(xe their total gasil!catwn. Mam 
theoreti..:al and computational studies hav..: aJdrcssed sub- and 
supcrcritical droplet vaporization phcnomena under sphencal 
S\Trunetf\ or a:-;isvnunetric conditions, by solving the 
conservation ..:quations associated with thc probkm. Most of the 
contributwns take mto account the transito!) dle<.:ts. tl1e 
thcmJod~namú.: non-idealittes and th..: ambient gas solubilitv in 
th~ liquid phas..: due to high pressures. Som..: new approacht:s 
bascJ on mok..:ular d\-11amics are also emerging as I !I Long ..:t ai. 
( 1994 ) 

f\ parametric investigation or singlc droplct gasit!cation 
regimes is tltcrclorc hdptill in providing thc necessarv ph\siCal 
idcas tor suh-grid mod..:ls useJ in sprav comhustion numerical 
pr~diction codes A research program has been initiatcd at th..: 
LCSR to ..::-;piore the ·,;aporization r..:gimes of single and 
intcracting hydrocarbon as in Chauveau ct ai. ( 1993) <md hquid 
oxvgcn Jroplets as in Chesneau ct ai. (I <J<J4) undcr high pressur..: 
conditions . llJC research program also includes the investigation 
of singk anJ intcracting droplets vaporizing in laminar or 
turbulent, isothennal or heakd tlow~ as in Gokalp ct ai. ( 19'!2) 
ln parallel to purc liquid J,·oplct sltldies. bicomponent 
hvdrocarhon droplcts are also investigateJ in Gokalp ct ai. 
( 1994 ). l)roplct intcraction cllects are also e:-;plorcd for th..: 
coruiguration of three droplets in tandem vaporizing in a huninar 
heatcJ llow in Ramos-Arrovo ct ai. (I <J<J4 ). R..:duced gravitv 
studies are conducted to reproduce sph..:ncal s:.1mnctrv 
conditwns ess~ntiallv for buming droplct studics as sho\\11 m 
Chauveau et al. ( 1993) <md in Chauveau ct ai. ( 1995) 

llus paper summarizes the status of th..: I.CSR program on 
the hig.h pressure buming of si..ngle fucl droplcts ~ rccent results 
obtained undcr nonnal and reduccd gravitv conditions with 
suspcnJed Jroplcts are presented. ln th..: work described here. 
parabolic tlight of the CNFS Caravell..: is uscJ to ;;reate a 
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reduced gravitv environment of tht: orJer of I ()'2 g0. For ali the 
droplct huming c;;:-;periments rcportcd herc. th~ suspt:ndeJ 
dropl..:t initial diameters are scatten:d arow1d 1.5 mm and t!Je 
amh1..:nt air tcmperature is 300 K. lhe amhient pressure JS 
van..:J h..:tween O I and 12 MPa. Fiw fucl s are mvestigatcd. 
mcthanol (Per= 7 <J Ml'a), cthanol (Per = 6.39 MPa), n-heptane 
(Pc7 = 2.74 MPa), n-hexane (Per = 3.01 Ml'a) anJ n-octane 
(Per= 2.4R Mpa) where l\7 is the criticai pressure . 

DFSCRIPTION OF TIJL EXPERIMENTAL TFCiiNlQUES 

lligh prc;;ssure dropkt gasification 1~1cilitv f)roplct 
gasi lication c:-;perimcnts under stag..IJWJl and variablc pressure 
conditions are perfonned in a spcciallv designed facilitv · High 
Pressure J)roplct Gasil!catwn Facility (Hl'-DGF). The HP-DGF 
is .Jesigned to investiga te the gasification regimes of suspendcd 
or free-l1oatmg droplcts under variablc pressure conditions, up 
to 12 Ml'a . Low pressurt: Jroplct buming experiments can also 
be perfonneJ. Tlns tacilitv cw1 be used duri.ng tl1e parabolic 
11ights of an aircrall. This apparatus has been fullv described 
pr..:viously in Chauveau ct ai. ( 1993) For high pressurc droplct 
buming e:-;periments, an improved version of the injection 
system and two heated coils tor ignition are;; used. Tht: coib are 
located ahout 15 droplct diameters helow and above the 
suspending liber w1d ar~ used to ht:al th..: air in UI<! vicinitv of 
the droplct. ·111e coils heating current is shut dow11 whcn Jroplet 
autoignition is attamed. ll1e sequenc..: of injection and ig.nition 
operations is computer controlled. 'lhe results presentcd in this 
paper are obtained \\llh droplets suspendeu on a quartz liher of 
O 2 nun with an enlarg..:d e:-;tremitv of 0.4 mm diameta. 

Diagnostics . ·nJe principie diagnostic svstcms we are using 
ar..: hased on tht: vi sualt;.ation of tlte droplct huming phenomena. 
SuspenJed droplets are backltghted , this provides lhe necessarv 
contrast lor direct threshold detinition. ·n1e recording t:quipm..:nt 
is based on the high spt:cd vídeo camera, Kodak-Ektapro I 000 , 
wh1ch c<m record up to l 000 full trames per sccond and allows 
detaibl analvsis of droplct huming. The Ektapro I 000 Motion 
1\.nalvzcr's live, real-time VJewing makcs possiblc to lollow the 
investigat..:d phenomena trame hv trame. A second camera has 
be..:n added to the Kodak-Ektapro I 000 svstem to alio v. 
simultaneous ohservations of the Jroplet and the 11ame w1th 
appropriate mag..IIification rates. ll1e digitizeJ images from the 
Fktapro systt:m are trans!Crrcd to a microcomputcr where thc 
image analvses are pcrlonnt:d . For th..: ddaib of the image 



a:1ah·s1s. Chauvc:au c:t ai. (I 'l'l .i 1 and Chc:snc:au c:t ai. 1 I '1'1-4 1 c:u1 
h..: consultt:d . 

RLSIJlJS !\NU DISCIJ2::UQ~ 

lluming dropkt c:xpc:rimc:nts huvc: hc:c:n conductt.:J hoth 
llllckr nnmwl gravitv and undc:r rc:Jucc:d gravi tv cnnditwns. 1\n 
c:xamplc nr the residual gravity levei recorded during a paraholic 
thghl c:xperiment is gi vc:n in t"igurc: I . lhe tlgurc: shows the ttmt.: 
variation or thc gravitv lcvd svnchroni;.ed with the camera 
<IClj llisllion , during lhe 20 se<..:onds o r lhe mi<..:rogravlt\ period. On 
tlus se4uencc:. thc: average gravilv kvd com.:sponding to thc: 
acttwl dropkl huming lime (ONJ s for a n-octanc dropkt 
huming al ~ Ml'a) Is 2 Hr2 g0 . 
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hg.urc 2 Fvolution ot'lhc nonnalizc:d squareJ Llropkt Jiamctc:r 
versus nonnalized time 

1-igure 2 presenls lhe tim~ histon~s of th~ nonnalizt:d 
squarc:d dropkt diamctc:r vc:rsus nonnali;.c:d timt: t'or mc:thanol 
Jroplt.:b huming under nonnal gravitv Tht: w~aklv sooting 
hdwv ior of mcthallol droplcts allows thc: observatwn ot' thc 
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droplct dimt.:tlstotls Junn12 thc c:n li rc htmllng pc:notl. l·or t h~ 

rc:ducc:J prc:ssurc: ranf!<.: cxplored hc:rc tI 'r "' I' I I\, ttp to 11 'i) !h~ 

dropkt proieckd surt':tcc: arca rcgrc:ssc:s quas1-lmcarh \\Jlh ltm~ 
as c:xpc:cted ti·om thc: I)' law allow1ng lhe detc:rnnnatinn ot' an 
a\eragc buming. rak K as K '= -di I): )/dt 

4 .0 

• Microgravaty 

Normal g ravrty 

V> 

E 3.o 

E ••• 
•••• -c: 

III 

Ui 
c: •• 8 2.0 •• •• Cl) 

~ 
C) 

c: 
c: .... 
::l 

CD 

V> 

E 
E 

-c: 
III 

Ui 
c: 
o 
o 
Cl) 

~ 
'Q) 

c: 

E 
::l 

CD 

\. 

1.0 • 
•• • 

0.0 -+---,---,-----,---.---.,..-------, 

0.0 0.4 0.8 
Ambient pressure, PI Per 
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hgure -4 Fvolutwn ot'lhc huming rate <..:onstanl vc:rsus 
normalized pr~ssurc: \\ Íth n-hc:ptanc: Jroplds 

5.0 

lhe: avc:ragc: bunnng ralés dc: 'tc:nninc:d und~r nonnal and 
reducc:J gravitv are compared in tlgurc: J for a prc:ssurc: range: 
extcndmg up to l'r = 1.15. 1\s ~xpected. the reduced gravit\ K 
valut:s are lowc:r lhan thc: nonnal gravJt\ va lucs·. hoth mcrease 
contmuouslv with prc:ssurt: . The stron)!. mcrc:asc of K \\ith 
prc:ssun: abovc: P, = 0 . ~ under normal gravitv rc:mams 
unexplaincd . Tht: rc:sults obtainc:J with n-hc:ptanc: Jroplcts are: 
sho'.l>n on figure -4. 1\s Lhe: criticai prcssure of n-ht:planc IS IO\\CL 

!', valut!s larger than -4 are obtained in tJ1c: ôpt!nmc:nts in 



microgra\'11\' . lllc lowcring or lhe prcssure clkcl ahove the 
critica] pressure is clcarlv ohserved. 

The results ohlained m microgravilv \~ith lhe lour fucl s 
leslcd ure shown in tigure 5. [n this tigure, lhe buming rate ata 
given pr<.:ssure is normal izcd hv ils valu.: at the critica] pr<.:ssur<.: 
K pc· Thc scatt<.:ring of th<.: <.:xpcrimcntal valucs hccom<.: 
signiticant tor high pressurcs, whilc a singl<.: hehav10ur 
characlenzcs thc suhcritical domain. 
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1.6 Droplet burning lifetime under reduced gravity field 
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Figure 6 · Fvolution o!' th..: nonnaliz..:d huming li !C lun..: v..:rsus 
nonnnli;..:J pr..:ssur..: 

An intc.:r..:sting · featur..: of lhes<.: r..:sults is thal \\<.! Jid not 
observe a maximum huming rate around lhe critica! pr..:ssurc. as 
was observcd hy Sato ( 1993) Fig me ti shows thc corn.:spomling 
buming times tor a droplct or I mm initial Jiameter Lt,* versus 
lhe reduced pressur..: . lhe subcritical domain is characten;..:d hv 
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a ~trong J.::c.rcasc of thc huming tim..:. which se..:ms to h..: 
stahilized Juring the whole supercritil;al domain. ln ~ato 1 I ')<) _, ). 
a minimum of lhe hummg tim..: n.:ar tht: critica! pressm..: W<h 

clcarlv observcd. Thc main ditl'erences h..:tw..:cn 1h..: l \ \O 

..:xpcriments ar..: related to the r..:duced gravitv leveis . the 
exp.:nments of Sato t 1 993) wer<.: conducted hv usmg Jrop 
towers, where the residua l gravitv leve! is much k ss lltt: 
increase of the htmling time ohscrved in Sato ( I ')'FI m tht: 
supcrcri tical domain can bc .:xplained hy the ons..:t of a thtlusion 
conLrolled regime atkr the vanishing of the gas-liquid int..:rliKc. 
In Lhe prcscnt expcrimcnts, thc residual graviLv induced natural 
convect1on is enhanced wilh increasing pressure also m Lhe 
supercritical Jomain, the reduction of the surfac..: tension mak..:s 
the densc gas phase much more sensible to conv.xlion dlt:cts 
/\II togcther these two ellccts mav Lhcrct(Jrt: t:xplain Lh..: pres..:m 
<.:xpcrimcntal ohs<.:rvations. 

ln order to quanlitY the etkcts of natural convection on high 
pressure droplct buming, a correclion based on the Grashof 
numbcr is introduced. The use of this corrcclion would allow lhe 
comparison of various experiments w1th dit1erent tuels ,md 
ditl'ercnt reduccd gravitv leveis. Moreover, ii could vield a Lrut: 
burning rate without buoyancy etl'ects. ' l11c corrcction factor is 
constructcd bv usi ng the classical work on the inl1uence or 
natural convection from Sato ( 1993) and Ran.t, and Marshall 
( 1952 ) and Lh..:retorc the correlati on 

K K,, ( I + ;\ Pr' 3 Clr '· ' ) 

1s adopted, where K 1s lhe: <.:xperimc:ntally measur..:d hurning 
rate. Ko is th..: huming rate without natural convection etiixts. Pr 
is the Prandtl numbcr, Gr is lhe Grashof numher and A is a 
coet1ic1ent. llv companng all the experimental resuits for lhe 
i';tds investigaLed under di tlercnt g.ravitv leveis. tht: valuc !\ is 
tound to he ..:qual to ll.U 5. 
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) (.\TI T), where T is thc arítlunctic mean 
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thc di!Tercncc h..:twccn thesc two temp..:raturcs. For thc 
charactcrisllc length J, considcring thal buovancv ..:t1l:cts are 
more etkctive on thc: t1ame rcgion , wc us..: the tlame diametcr 
inst..:ad of tht: dropkl Jiam<.:t..:r as in I .aw d ai. I 1 972 I 



Morcover. this dimcnsion is lhe onlv one whu.:h under[!ocs 
pressurc eft~cts. Results of Sato.· d ai: 1 I ')IJ()) are uscd tn 
introducc lhis ctfcd. Thc whole explanalion !(Jr lhe cakulatimi 
of the correlation is in Vieille et al. ( 1 <JIJó ). 

Figure 7 presents the huming lifctimes eva1uatcd for 1 mm 
droplct inil!al diametcr for various fucls and corrcctcd bv the 
above corrcction factor tb ' 0. Figure 8 prcsents a <.:omparison 
hctwecn lhe prcsent work and those of Sato et al.( 199(l"J ;md 
Kadota et al. ( 198 \) The minimum droplet burning liktime 
observed in Sato (I 99 J) does not appear c:ven \\ hen this 
correclion is applied to the pn;sent cxpc:riments. ln lhe 
subcritical regime, the reduction of the buming litetimc \Úth 
increasing prcssurc under 1.ero convection conditions can bc 
characte;:rized by a power law proportional to p 0 37

. therefore 
close to the prediction of Spalding ( 1959 ) 
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SUMMARY AND FUfURE WORK 

ln the work dcscrihed herc, cmphasis is put on rccent 
results obtained in high pressure droplet huming experiments 
conducted hoth under nonnal gravitv and during thc paraholic 
f1ights or thc CNLS Caravellc which crcates H reduced gravit\ 
cnvironmcnt of lhe order of 1 o-2 g0. Thc comhination of high 
prcssure droplet buming experimenls with n:ducec.l gravitv ts 
cmcial in order to rcc.lucc the prcssure enhanced natural 
convection c!Tects and also to extend the applicabilitv of the 
flbre suspenc.lcd droplet technique when lhe surface tension 
decrcases due to the closeness of thennod;TI<'mic cntical 
conditions. Thc experimental rcsults presented in this paper 
show a dccrcase of the droplet btuni.ng time with pressure m tl1c 
suhcritical domain. The minimurn buming time obscrved bv 
other investigators arounc.l thc critica! pressure was not fmmd in 
thi s stuc.lv lúr the l(JUr fucb investig.atcd. This may hc attributcd 
to the pressure . cnhancec.l natural convection etTects due to the 
residual gravity during parabolic tlight experiments. 

The investigation of high pressure e!Tccts will continue to 
bc the main focm; of a future LCSR work on droplet gasification. 
-Iltc supercril!cal regime will be approached in t11e pure 
vapori1.ation cxperimcnts wilh the hclp of a new version of thc 
IIP-DGF which is under construction and will allow to increasc 
the tcmperature as well as lhe pressurc of the umbient medi um. 
·nlis apparalus will he. used to investigate the vaporization and 
buming of mono and multicomponent fud droplets in high 
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. pressure aml lu~h tcmperature conditwns and also to compare 
nonnal g.ravil\ and reduced gr<ivit\ experiments to mli:r natural 
convcction et1\:cts. i\n cleclro<.hmunic balance Is de\eloped and 
\\ill he added to thc apparatus. lt wtll allow to conduct 
supercril!cal vaporÍiatwn expcrimcnts under nonnal gravit\ 
conditions, Paraholic llights will he continue<.! to be us,.xl lúr 
suspendeu droplct experimcnts i\ new high pressurc droplct 
buming module will bc devcloped lo he;: used dnnng sounding 
rockct expcriments with I·:SA. 
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RESUMO 

A evaporação de úgua finamente nebulizada cm sistemas de proteção contra incêndio produ z um resfriamento 
maior dos gases de combustão que os convencionais sistemas de sprinklcrs. Um modelo simplificado para 
analisar a cvaporaçiio de gotículas de um pulvcri1.ador que percorrem uma camada de gases de combustão é 
proposto, a IIm de otimizar as dimensões das gotículas para uma extinção mais rápida. O diâmetro de gotícula 
200 ~ é o que produz maior resfriamento dos gases de combustão para a condição de temperatura da camada 
de gases de combustão 573 K c espessura 2 m. 

INTRODUÇÃO 

A IIm uc proteger viuas c propricuaucs contra incêndios. os 
sistcmas dc sprinklcrs são instalados cm prédios comerciais. 
residenciais c cm cdifica\·õcs industriais. Atualmcntc. os sistemas 
dc sprinklcrs estão amplamente difundidos, isto devido ao·fato 
ue que a úgua mais do que qualquer outro agente extintor é 
abundante na natureza. não é tóxica e não causa problemas no 
meio ambiente. Os sistemas de sprinklers tem diminuído os 
custos com seguros c os riscos de incêndio, mas algumas vezes 
podem não alUar rapidamente c evitar que o incêndio se torne 
mcontrolável. 
O resfriamento dos gases de combustão pela vaporização de 
got ículas de água finamente ncbulizada parece ser um mecanismo 
promissor no combate a incêndio. A utilização de água llnamentc 
ncbulizada na extinção de incêndios possui vantagens cm relação 
aos convencionais sistemas de sprinklers c de spray de baixa 
pressão. O tempo de extinção do incêndio c a qu antidade de água 
consumida sao menores com a utili zação do sistema de água 
finamente ncbuli zada. A água finamente ncbulizada produz um 
resfriamento maior da camada de gases de combustão, reduzindo 
a reirradiação de calor para o objeto cm chamas c outros objetos 
da sala. evitando ass im, uma rápida propagação do incêndio. 
O vapor produzido pelo sistema de água ncbulizada poderá se 
condensar como resfriamento dos gases de combustão. que 
perdem calor para as paredes da sal a c para o ar externo ao se 
mis turar com este. Entretanto, a condensação desse vapor cm 
nada prejudica o processo de combate a incêndio pelo sistema de 
água finamente nebulizada. 
O único efeito negativo do sistema de água finamente nebulizada 
é que com o resfriamento maior dos gases de combustão , este s 
sofrerão forças de cmpuxo menores, levando um tempo maior 
para sairem pelas aberturas ua sala. Com isto, a concentração de 
gases dentro da sala tenderú a ser maJOr. o que aumenta a 
possibilidade de intoxicação. 
A água finamente ncbulizaua pode ser produ1ida utilizando-se 
bombas de alta pressão c bicos pulverizadores de geometria 
adequada (diâmetro do oríficio < I mm). 
Os mecanismos principais para extinção mais rápida do incêndio 
com a água finamente nebuli zada são: I) remoção maior de 
calor através da vaporização da névoa de água: 2) separação entre 
o oxigênio c o combustível pela presença da névoa de água: J) 
atenuação da radiação térmica para o combustível através da 
forma~·ão da névoa de água. que funciona como urna blindagem 
de radiação. Outros efeitos sccundúrios da úgua finamente 
ncbul izada na extinção do incêndio são a diluição da mistura ar-
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vapor combustível c a redução da velocidade da frente de chama 
através de mudanças na cinética de reação. 
Rasbash ( 1960) . analisou a influênci a da água nebulizada no 
combate a incêndio, verificando que com a utilização de água 
nebulizada com gotículas de diâmetro menor, o tempo de 
extinção do incêndio era reduzido. Verificou também, que ao 
resfriar a temperatura do combustível abaixo do ponto de fulgor, 
a chama se extingue . Mawhinncyct et ai. ( 1994), analisou a 
influência de água nebuli zada no combate a incêndio em diversos 
combustíveis. verificando que o desempenho da água ncbulizada 
é muito bom para combustíveis onde o resfriamento devido a 
vaporização da água resulta cm temperaturas do combustível 
abaixo do ponto de fulgor , corno é o caso do óleo diesel (ponto 
de ful gor 60 11C), mas não satisfatório para o heptano (ponto de 
fulgor -4 11C). Segundo Mawhinneyct et ai. ( 1994) ,considerações 
teóricas sugerem que a reação de combustão na chama de difusão 
irá cessar quando a temperatura da chama cai abaixo de 
aproximadamente 1600 K. Boysan et ai. ( 1982) desenvolveu um 
modelo para a vaporização de gotículas de combustível em 
turbinas a gás. Chow ( 1989a) utilizou o modelo desenvolvido por 
Boysan ct ai. ( 1982) para fazer urna modelagem da evaporação de 
gotículas em um bi co de sprinkler durante um incêndio. 
O objetivo deste trabalho é apresentar urna modelagem da 
vaporização das gotículas de um pulverizador com diâmetro do 
orifício menor que I mm, durante o percurso dentro da camada 
de gases de combustão. fazendo uma análise para avaliar a 
influência dos diversos parâmetros. 

MODELO MATEMÁTICO 

Consideremos um bico pulverizador fora da pluma de um objeto 
em chamas em uma sala conforme mostrado na figura I . Após um 
intervalo de tempo L'l.t 1 do início da ignição. uma camada de 
gases quentes de combustão se forma sob o tcto. Após um 
intervalo de tempo L'l.tê, o bico pulverizador alua. descarregando 
água a urnJ vazão constante . A descarga de água do b1co 
pulverizador forma um cone circular cheio e uniforme. Neste 
cenário de incêndio, um modelo bidimensional poderá ser 
utili zado devido a simetria ex istente. As gotículas com di âmetro 
inicial 0"1, movem-se com uma velocidade Ur, cujas 
componentes são ur; c vr•· Ao mesmo tempo em que as gotículas 
são aceleradas pel a gravidade. surgem forças de arrasto nas 
gotículas, enquanto elas percorrem a camada de gases de 
combustão . As gotículas de água são aquecidas pel a camada de 
gases . Quando a temperatura superfici al das gotículas 



alcança o ponto de ebulição, inicia-se a vaporização e o diãmetro 
das gotículas começa a diminuir. 

Figura I: Descarga de um pulverizador durante um incêndio. 

A extinção de um incêndio por água nebulizada é extremamente 
complicada. envolvendo processos bifásicos, turbulentos. ln

dimensionai s em regime transitório, onde atuam forças de 
cmpuxo no; gases. O modelo apresentado não procura simular o 
processo de extinção do mcêndio com água nebulizada, descreve 
somente a intcração entre as gotículas e a camada de gases de 
combustão. avaliando a vaporização das gotículas durante o 
percurso pel a camada. 
Todo esse processo complexo de vaporização de gotículas foi 
modelado por Chow ( 1989a, 1989b ), considerando as seguintes 
hipóteses: 
- A camada de gases de combustão é considerada um reservatório 
térmi<.:o com espessura e temperatura constantes; 
- As gotículas são aproximadas por esferas no cálculo do calor 
trocado com a camada de gases de combustão e no cálculo das 
forças de arrasto; 
- As gotículas não colidem umas com as outras durante o 
percurso pel a camada de gases de combustão ; 
- As gotículas não coalescem formando gotículas maiores durante 
o percurso pela camada de gases de combustão; 
- Durante a vaporização de uma gotícula, a área superfic ial da 
gotícula (ou o diâmetro ao quadrado 0 2

) é proporcional ao 
tempo: 
- A distribuição de temperatura na gotícula é qu ase uniforme, 
podendo-se desprezar a condução interna a gotícula; 
- A taxa de evaporação é pequena, de forma que ocorre cm um 
regime quase-permanente (Spalding, 1953). 
É importante ressaltar que o modelo se aplica apenas para 
pulverizadores fora do cone de pluma, onde as gotículas 
percorrem uma camada de gases de combustão com temperatura 
aproximadamente constante T~. Na. região da pluma a 
temperatura dos gases não é constante. 
Acompanhemos o percurso de uma gotícula com diâmetro médio 
D,. durante o seu percurso pela camada de gases de combustão. 
As coordenadas ( x,, y;) da gotícula, cm relação ao sistema de 
coordenadas fixo no pulverizador, podem ser encontradas pe la 
integração das equações: 

~-
dt - uP, (I) 

dyi 
-=v 
dt pi 

( 2) 

onde ur, é a componente horizontal da velocidade c v1, é a 
componente vertical da velocidade. As equações da quantidade 
de movimento na dircção y c na dircção x fornecem ( Kuo. l 9X6 ) : 
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1t ' dupi 7t ' I I -p1. 0 1 --=--01-Cn upi -u (upi -ul+Fg 
6 dt g 

(3) 

1t 1 d v pi - 1t 2 I I - p 1 . 01 -- - -- 01 CD V pi - V (V pi - V) 
6 dt 8 

(4) 

onde u é a velocidade dos gases de combustão na dircção x. v é a 
velocidade dos gases de combustão na direção y. p1 é a densidade 
da gotícul a e C0 é o cocfinentc de arrasto. As equações (3) e 
(4). após manipulação algébrica. resultam cm: 

dupi =-( 18.J.!g ).(~·Re).(upi -u)+g (5) 

clt PrD
1
2 24 

dv . ( l8.J.! ) (C .Re) ~=- __ g . D .(v -v) (6) 

dt p O 2 24 P' 
J' I 

onde llf é a viscosidade dos gases de combustão e Rc o número 
de Reynolds 4uc é dado por: 

Pg· OJ 
Rc=-- .(Up-Ug) (7! 

Jlg 
onde Ur é a veloidcadc da gotícula com componentes (llp; vr,) e 
Ug é a velocidade dos gases de combustão com componentes (u. 
v). A dependência do número de Reynolds no coeficiente de 
arrasto é dado por (Lambiris c Combs. 1962): 

C o = 27. Re -ü,R4 O< Re < 80 (8 l 

C 0 = 0,27l.Reo,271 80 < Re < I 04 
t9l 

Sob as condições em estudo o número de Reynolds da gotícula é 
da ordem de I 00 c a correlação acima é adequada. 
O aquecimento das gotículas quando entram na camada de gases 
pode ser ex prcsso por : 

dT1 

dt 

1/2 p 1/.\) 
6.k g(2+Rc r . (T~. -TJ) 

p 1.D,zcpl 
(10) 

onde T1 é a temperatura da gotícula. Tg é a temperatura dos gases 
de combustão. Cr1 é o calor específico da gotícula. Pr é o 
número de Prandtl dos gases de combustão, kg é a condutividade 
térmica dos gases de combustão c Crg é o calor específico dos 
gases de combustão. 
O número de Nussclt utilizado na expressão anterior. para 
transferência de calor entre as gotículas c os gases de combustão 
foi obtido por Ranz c Marshal (I 952) c é dado por : 

Nu= 2 + 0,6. Rc 112
. Pr 111 

(li) 

Para as gotículas cm evaporação. uma equação adiciOnal 
deduzida por Wisc c Agoston (I <.JS X) fornece a variação do 
di ft mctro cm relação ao tempo c é dada por: 

c 1/ 1 d01 = __ h_ (I + 0,23. R c - ) 
dt 2.01 

( 12) 

onde o lado direito da equação leva cm conta a convecção 
forçada na evaporação. c a constante C~ é a constante de taxa de 
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evaporação lJUC depende das propriedades físicas dos gases de 
combustão c da água c é dada por: 

( 13) 

onde Crg é o calor específico dos gases de combustão c L é o 
calor latente de vaporização da água. 
O conJunto das 6 Cljuaçõcs diferenciais ordinárias (I), (2), (5), 
(6), (10) c (12) podem ser usadas para descrever a trajctória, a 
velocidade, a temperatura e o diâmetro das gotículas de água lJUe 
caminham dentro da camada de gases. As equações de (I), (2), 
(5), (6) c (10) são utilizadas até que a temperatura da água atinge 
o ponto de ebulição (T1= 373 'K), quando a equação ( 12) é 
utilizada c a e4uação (I 0) é descartada, pois a temperatura 
permanece constante durante a evaporação da gotícula. As 
eljuações citadas são integradas pelo método de Runge-Kutta 
de 4" ordem. 
Uma forma de avaliar o calor perdido por evaporação e o calor 
perdido por convecção em uma gotícula, é constderar um 
diâmetro médio das gotículas. Assim, considerando um diâmetro 
médio das gotículas Dm e calculando os valores de x,. y,, uri• vri• 
T1 c D~o a 4uantidadc de calor trocado por evaporação (e) e por 
convecção (c) cm uma gotícula podem, ser avaliadas, como 
veremos a segui r. 
A 4uantidadc de calor perdida por evaporação cm uma gotícula 
cujo diâmetro inicial é 0.,1 pode ser calculada por: 

A 4uantidadc de calor perdida por convecção em uma gotícula é: 

( 15) 

Para avaliar a troca total de calor por evaporação e a troca total 
de calor por convecção, hasta estimar o número total de gotículas 
a partir da vazão no pulverizador. 

A 4uantidadc de calor perdida por evaporação por unidade de 

massa em uma gotícula de diâmetro médio inicial 0.,1 é dada por: 

( 16) 

A quantidade de calor perdida por convecção por unidade de 
massa em uma gotícula de diâmetro médio inicial 0.,1 é dada 
por: 

(17) 

O calor total trocado entre os gases de combustão c uma gotícula 
é a soma do calor trocado por conveção e o calor trocado por 
evaporação c é dado por: 

q = c+c ( 18) 

Por unidade de massa, temos: 

(19) 

O diâmetro médio das gotículas pode ser estimado conforme 
Prahl c Wendt. (1988) por: 
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(20) 

onde Dn é o diâmetro do orifício do bico. pulverizador e We é o 
número de Weber que é dado por: 

D, 
Wc=p 1.vr.- (21) 

() 

onde v, é a velocidade relativa entre a gotícula e os gases de 
combustão e <J é a tensão superficial da água. 

SIMULAÇÃO E RESULTADOS 

O modelo anteriormente descrito foi utilizado para analisar a 
evaporação de gotículas de um pulverizador localizado dentro de 
uma sala conforme indicado na figura I. A temperatura da 
camada de gases de combustão e a sua espessura durante o 
incêndio podem ser calculadas por um modelo de zona como o 
programa FIRST (Mitler e Rocket, 1987). O programa FIRST 
utiliza um modelo de zona, para calcular a espessura e a 
temperatura da camada de gases de combustão, taxa de queima de 
combustível, taxa de calor liberado, concentração de gases de 
combustão em função do tempo com base em dados de 
propriedades físico-químicas dos objetos em chamas, geometria 
da sala, posição dos objetos combustíveis dentro da sala e 
dimensões e localização de aberturas. 
Supondo conhecidos o diâmetro médio das gotículas Dm, a 
temperatura da camada de gases quentes T _, a espessura da 
camada de gases h e as condições iniciais, podemos resolver o 
conjunto de equações (I), (2), (5), (6), (I O) e (12) para 
determinar x,. Yi· uri• v r, T1 c 0 1 para qualquertempo t. 
Na simulação, as condições iniciais (t = 0) de uma gotícula de 
diâmetro médio Dm foram fornecidas: Posição inicial da gotícula: 
xi =O, Yi = O; Velocidade inicial da gotícula: uri = O (direção 
vertical), vri = 3.8 m/s (direção horizontal); Temperatura inicial 
da gotícula: T1 = 293 K (temperatura ambiente); Velocidade dos 
gases de combustão: u = O, v = O (gases quase parados na região 
da camada próxima ao pulverizador). Estes componentes da 
velocidade dos gases de combustão podem ser calculadas pelo 
FIRST. Quanto maior a velocidade dos gases de combustão 
maior a troca de calor com as gotículas de água. O modelo 
considera a velocidade dos gases de combustão constante em 
toda a camada. 
Para analisar a influência de T _, h e Dm, fizemos estes parâmetros 
variarem da seguinte forma:: o diâmetro médio das gotículas 
variou de I 00 a I 000 J.l; a espessura da camada de gases de 
combustão variou de h = I m para h=2 m ; a temperatura da 
camada de gases de combustão variou de T_ = 473 K para T_ = 
573 K. 
O conjunto de equações é resolvido até que x, > h ou até que o 
diâmetro da gotícula seja zero (evaporação completa da gotícula). 
Com a mudança dos parâmetros de entrada acima indicados, 
diferentes trajetórias, velocidadP~. variações de diâmetro e de 
temperatura da gotícula são obtidas. 
A figura 2 indica a variação da temperatura em função do tempo 
para camada de gases de combustão com h = 2 m, T _ = 573 K e 
diversos diâmetros médios de gotícula. 
Na figura 2, vemos que o aquecimento de gotículas menores é 
mais rápido. Ao atingir a temperatura de ebulição, as gotículas 
começam a vaporizar, mantendo a temperatura constante. 
A figura 3 indica a variação do diâmetro de uma gotícula ao 
passar por uma camada de gases de espessura h = 2 m e 
temperatura T _ = 573 K. 
A influência da variação da velocidade inicial das gotículas (uri· 
vril por ser pequena e não foi apresentada. 
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Figura 2: Temperatura da gotícu la (T1) em função do tempo para 
camada de gases de combustão com h =2m, T ~ = 573K, sendo o 
diâmetro médio das gotículas : (-) I ,O mm; ( + ) 0,8 mm; (x) 0,6 
mm; (6) 0,4 mm; (• ) 0,2 m m e O, I mm. 
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Figura 3: Diâmetro médio da gotícul a (01) em função do tempo 
para camada de gases de combustão com h = 2 m, T~ = 573K, 
sendo o diâmetro inicial das gotículas: (-) I ,O mm; (*) 0,8 mm; 
(x) 0,6 mm; (ô) 0.4 mm; C• l 0,2 mm. ; (+ ) 0,1 mm. 

Na figura 3. vemos que a gotículas de I mm de diâmetro não 
chegam a vaporizar. Em contrapartida gotículas de 0,1 mm 
vaporizam-se rapidamente. 
Analisando as figuras 2 e 3 acima para a condição h = 2 m, T ~ 
= 573 K , verificamos que a vaporização ocorre para gotículas 
menores que 800 ~· Para gotícu las de diâmetro de 800 ~. a 
vaporização começa a ocorrer quando a gotícula já percorreu 
quase toda camada de gases de espessura h = 2 m. 
Uma vez determinardos x;. y,, uri· v r,. T1 e O" podemos calcular o 
calor trocado por evaporação (e) c por convecção (c) em uma 
gotícula de diâmetro médio Dm. 
As figura 4 c 5 indicam o calor trocado por evaporação (e) e por 
convecção (c) para 4 condições da camada de gases de 
combustão: I) h= I me L= 473 K; 2) h= 2m e T ~ = 473 K; 3) 
h= I m c T ~= 573 K; 4) h= 2m c T ~ = 573 K. 
Na figura 4. verificamos que com diâmetros de gotícula menores 
que 800 ~ . a vaporização começa a ocorrer, resfriando a camada 
de gases de combustão. Entretanto para gotícu las muito pequenas 
a quantidade de calor retirada fica limitada pela pequena massa 
da gotícula que se vaporiza completamente. como no caso de 

gotículas de I 00 ~· 
Na figura 5. vemos que a quantidade de calor ret irada por 
convecção é maior para gotículas maiores devido a sua maior 
massa. Para anal isar qual diâmetro médio de gotícu la que retira 
maior quantidade de calor dos gases de combustão, é necessário 
construir os gráfi cos do calor perdido por evaporação, por 
nmvccção c total , todos por unidade de massa. Os gráficos do 
calor perdido por evaporação por unidade de massa c por 
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convecção por unidade de massa e calor total perdido por 
unidade de massa para as 4 condições estudadas são mostrados 
nas figuras 6, 7 c 8. 
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Figura 4: Calor perdido por evaporação (e) em função do 
diâmetro médio (Dm) da gotícula para a camada de gases de 
combustão nas seguintes condições: (11) h = I m e T ~ = 473 K; 
<•) h= 2m e T~= 473 K; (+ ) h= I me T~ = 573 K; (x) h= 2m 
eT~=573K. 
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Figura 5: Calor trocado por convecção (c) em função do 
diâmetro médio (Dm) da gotícula para a camada de gases de 
combustão nas condições: (11) h= I me T ~ = 473 K; <•) h = 2 m 
e T~ = 473 K; (+l h= I me L= 573 K; (x) h= 2m e T~ = 
573 K. 
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Figura 6: Calor trocado por evaporação por unidade de massa 
(e01) em função dô çliâmetro médio da gotícu la para a camada de 
gases de combustão nas seguintes condições: (11) h = I m e T ~ = 
473 K: <•) h= 2m e T~ = 473 K; (+ )h= I me L= 573 K: (x) 
h= 2m c L= 573 K. 
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Figura 7: Calor trocado por convecção por unidade de massa 
(c"') cm função do diâmetro médio (Dm) da gotícula para a 
camada de gases de combustão nas seguintes condições: (ll.) h = 

I m c T~ = 473 K; (•J h= 2m c L= 473 K; (+J h= I m c T~ = 

573 K; (x) h= 2 rn c T~ = 573 K. 
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figura H: Calor total trocado por unidade de massa (qml cm 
função do diâmetro médio da gotícula para a camada de gases de 
combustão nas seguintes condições: (ll.) h = I rn c T ~ = 473 K ; 
(•J h= 2m c L= 473 K: (+J h= I m c L= 573 K: (x) h= 2 

rn c T~. = 573 K. 

Comparando as figuras 6 c 7. vemos que a ordem de grandeza do 
calor trocado por evaporação por unidade de massa é bem maior 
que o calor trocado por convecção por unidade de massa, 
ressaltando a importância do mecanismo de vaporização cm 
gotículas pequenas. 
Baseado nas figuras 6. 7 c H . podemos vcriticar que o diâmetro 
médio de 200 J..l é o que retira maior quantidade de calor por 
unidade de massa das gotículas para as 4 condições estudadas. 
Portanto o pulverizador a ser instalado nesta sala deve produzir 
gotículas úc diâmetro médio de 200 J..l. Como vimos 
anteriormente. para gotículas menores o calor trocado por 
vaporização fica limitado pela massa da gotícula. 

Cabe ressaltar que esse diâmetro <Ítimo de 200 J..l vale apenas para 
o cenário úc incênúio cstuúado. com as condições iniciais 
inúicaúas anteriormente. Para cada cenário de incêndio típico 
deverá ser otimizaúo um diâmetro de gotícula. O pulverizador 
deve possuir uma distribuição tal que atenda esse diâmetro médio 
de gotícula. 
Tentaremos agora correlm:ionar o calor total perdido por 
evaporação c convecção com o diâmetro médio da gotícula. Na 
figura 9 , é mostraúo o gráfico ln(q 01 ) cm função de ln(Dml para as 
4 condições estudadas. 
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ln(Dm)[m] 

Figura 9: Gráfico ln(qml (J!kg) em função de ln(DmJ (m) para a 
camada de gases de combustão nas seguintes condições: (ll.) h = 

I m c L= 473 K; <•J h= 2 rn c T~ = 473 K; (+);h= I m c 

L= 573 K; (x) h= 2 rn c T ~ = 573 K. 

Obtém-se no gráfico um coeficiente angular médio de -0,96 
(ângulo -441

\ Isto indica que o calor total absorvido (qm) é 
proporcional ao diâmetro inicial da gotícula a potência -0,96. 
Para gotículas de diâmetro uniforme com velocidade relativa 
baixa cm relação aos gases de combustão, a evaporação é 
proporcional a potência -0,5 do diâmetro. Quando a velocidade 
relativa é apreciável, a taxa de vaporização varia com a potência 
-1.5 do diâmetro (Ranz e Marshall, 1952). Corno a distribuição 
das gotículas não é uniforme no pulverizador, a presente 
estimativa parece razoável. Uma expressão obtida 
experimentalmente por Kung (1977), indicou que o calor total 
absorvido (qml é proporcional ao diâmetro inicial da gotícula a 
potência -0,73 . 

CONCLUSÕES 

Analisando os resultados obtidos com a simulação utilizando o 
modelo de vaporização de gotículas em um sistema de proteção 
contra incêndio podemos concluir: 
- Os resultados obtidos com o modelo simplificado foram 
baseados em dados experimentais, incluindo diâmetro médio das 
gotículas, velocidade das gotículas, temperatura e espessura da 
camada de gases de combustão. O modelo prediz o calor 
absorvido pela água sem considerar o aquecimento da camada de 
gases. 
- Os resfriamento dos gases de combustão pela vaporização de 
gotículas de água parece ser um mecanismo promissor no 
combate a incêndio. A evaporação de água finamente nebulizada 
nos sistemas de proteção contra incêndio produz um resfriamento 
maior dos gases de combustão com forças de arrasto menores nas 
gotículas. A relação entre a força de arrasto e a força de empuxo 
nas gotículas é importante para verificar se a gotícula ultrapassa 
ou não a camada de gases de combustão . 
- Foi predito que gotículas de diâmetro médio de 200 J..l é o que 
retira maior quantidade de calor por vaporização para 4 

condições da camada de gases de combu~tão: I) h =I m e T ~ = 
473K; 2) l)h=2m c T~ =473K ; 3)h=l me L=573K:4l 
h=2 m c T ~ = 573K. É p.ortanto, o diâmetro médio ótimo para a 
gotícula. 
- A intluência da temperatura e da espessura da camada de gases 
de combustão são significativas para a evaporação das gotículas. 
A intluência da velocidade inicial é muito pequena. 

O calor total absorvido pelas gotículas é proporcional ao 
diâmetro inicial elevado a uma certa potência, enquanto a 



vaporização não se completa. O valor encontrado aproximou-se 
do medido experimentalmente por Kung ( 1977). 
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ABSTRACT 

The evaporation of water mist in fire protection systems 
produces higher cooling and smaller air-drag effect. However, 
smaller water droplets may not be able to penetrate the smoke 
layer and reach the burning object. ln this article a simplified 
model is presented to evaluate thc evaporation of watet droplets 
in arder to optimize the water droplet size and warrant a faster 
fire extinction. 

252 

'i ,l 

í 
l 

-1 



VI ENCIT I VI LA TCYM Florianópolls. SC BRAZIL (November. 1996) 

A3Cm OBTENÇÃO DA TAXA DE REGRESSÃO VOLUMÉTRICA DE GRÃOS DE 
PÓLVORA ATRAVÉS DE RESULTADOS DE TESTES CONVENCIONAIS EM 

BOMBA MANOMÉTRICA 

Alcéstes G. de Oliveira Filho* e Paulo L. C. Lage ** 
*Departamento de Engenharia Química 

Instituto Militar de Engenharia , 22290-470- Rio de Janeiro- RJ 
**Programa de Engenharia Química 

COPPE I UFRJ , 21945-970- Rio de Janeiro - RJ 

RESUMO 
() problema fJrincipal da ba/istica interna das armas de tubo supiJe que a queima da pólvora ocorra a 

I'IJ!wne constante e se utili~a de grandezas obtidas experimentalmente em bomba manométrica para o ajuste 
de uma equaçâo geral de combustâo. Todavia, estas grandezas não traduzem o comportamento da queima em 
todo o processo por estarem baseadas em dados do final da combustão e e1.n fatores de forma iniciais do grão. 
Esle 1raha/lw apresenta um mélodo de obtenção de uma Jaxa de regressão volumérrica de propelentes, a 
parrir de testes realizados em equipamento convencional, com o fim de se obrer dados que possibilitem 
melhorar a previsão do cmnporramerlfo de um proje1ilno interior do tubo de uma arma. 

INTRODUÇÃO 

A solução do problema principal da balística interna das 
armas de tubo. desde um revólver a um canhão de grosso calibre, 
implica na obtenção de uma equação adequada para a combustão 
da pólvora que irá impulsionar o projetil. Este é um problema 
complexo para o qual se adota a suposição de uma combustão a 
volume constante. 

De forma a reproduzir-se este fenômeno, realizam-se testes 
com as pólvoras que irão compor a munição em sistema de vaso 
de pressão fechado ("Closcd Vesscl ' ', ou C.V.). denominado de 
bomba manométrica. Ao fim dos experimentos. obtém-se a 
chamada "vivacidade", A. da pólvora c, juntamente com 
consideraçôcs geométricas. a chamada " velocidade de 

consumação". w, grande~.as utilizadas no ajuste de uma equação 
geral de combustão. normalmente representada pela Eq.( I). Uma 
vez que as medidas experimentais indicam que a taxa de 
combustão de propclcntes é função dircta de uma potência da 
pressão, considera-se a seguinte expressão para a taxa de 
regressão máss ica da pólvora (USAMC, 1965): 

dmr ,. -=p ssp~ 
dt p 

(I) 

onde Sé a área da superfície de queima do grão. Pé a pressão do 
sistema. Pr é a massa específica do propclcntc c as constantes B c 

~ são coeficientes ajustado~ para a equação da taxa, seguindo-se a 
forma geral da Equação de Saint Robert (Ball. 1972). 

Piobcrt. cm seu célebre "Traité d' Artillcric" de 1839, 
verificou que a queima de um propclcnte compactado ocorre 
somente nas superfícies expostas à combustão c por camadas 
paralel as. Esta observação, que ficou conhecida como "Lei de 
Piobert" , foi originariamente enunciada para a pólvora negra 
(Ball. 1972). a qual não é mais utilizada para a propulsão 
balística. Porém. Paul Vicillc, a quem é atribuída a invenção da 
pólvora coloidal cm I S84 (Médard . 1992). verificou 
experimentalmente que a queima por camadas paralelas era, 
também. a propriedade fundamental das pólvoras coloidais 
(Bessc, 1961 ). Assim, a variação da área superficial, S. com o 
progresso da combustão é determinada considerando-se que a 
geometri a não muda apreciavelmente durante o processo. A taxa 
linear de queima é suposta uniforme nesta superfície, onde 
também se admite que a ignição tenha se processado instantânea 
e uniformemente, muito embora não seja o que ocorra na prática 
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(USAMC. 1965). Em adcndo , verifica-se que não se pode tratar a 
mistura de gases resultantes corno um gás perfeito, devido às 
grandes pressões c temperaturas atingidas (Comer, 1950). Porém, 
para as altas temperaturas atingidas na combustão de pólvoras 
(superiores a 2500 K), onde os efeitos da atração intermolecular 
são desprezíveis, pode-se igualar a zero uma das constantes da 
equação de Van der Waals, sendo comum a adoção da equação 
de estado na forma (Powell et ai., 1979): · 

(2) 

onde V~ é o volume específico do gás, Ti é o seu cu-volume 

espccítico, M é a sua massa molecular média, T é a temperatura c 
R é a constante uni versai dos gases. 

O en-volume específico, utilizado na Eq. (2), é considerado 
constante, sendo obtido a partir do ajuste de, no mínimo, três 
resultados de experimentos à lei de Nobel e Abel (Besse, 1961 ): 

(3) 

onde P "'"' é a pressão máxima atingida ao final do experimento, f 
é a "força" do propclcnte c l'l é a "densidade" de carregamento na 
bomba manométrica. 

Po rtanto. o esforço em introduzir as peculiaridades da 
pólvora através da experiência possui limitações, pois se utiliza 
de suposições válidas, a rigor, somente para a fase inicial e final 
da queima. 

Neste trabalho, busca-se calcular uma taxa volumétrica de 
combustão de pólvoras, atn.vés de um método simples que 
manipule os resultados de testes reali zados em equipamento de 
uso corrente, sem necessidade de adaptações, e obter uma forma 
para representar mais precisamente todo o processo , contribuindo 
para uma melhor previsão das variáveis de interesse. 

CINÉTICA DE COMBUSTÃO DE PÓLVORAS 

Equacionamento Tradicional. Admitindo-se que a fração 
linear de pólvora queimada dentro da bomba, no instante t e à 
pressão P. é dada por z, descreve-se a equação de combustão por: 

G(z. P, t) =0. (4) 



Considerando-se condições ideais de ignição, de integridade 
dimensional do grão até o seu completo desaparecimento c 

velocidade linear de combustão. ll· constante sobre a superfície · 

de queima, tem-se: 

dz = S/Vro !l.dl (5) 

onde V ro é o volume inicial do grão de pólvora. 
Desta forma, a raí':ão entre a área superficial de rcação. S, no 

instante t, e a área irticial , S0 , pode ser sempre calculada a partir 
de considerações ,m.ramcnte geométricas, sendo, portanto, 
dertominada de função de forma geométrica: 

<j>(z) = S/S0 
(6) 

A velocidade linear de combustão , !l. é suposta como sendo 
função apenas da pressão (Besse, 1961) e expressa, na sua forma 

mais simples, por: 

!l=we(P) (7) 

onde w é uma característica natural da pólvora, denominada de 
velocidade de consumação , tendo as dimensões no SI expressas 
em m/(s.Pa). A velocidade de consumação é definida de modo a 
se obter um parâmetro de consumo do propclente que seja 
praticamente independente da pressão do gás. Usualmente, 9(P) 
assume a forma funcional P + B, onde B é uma constante 
empírica. 

Substituindo-se as Eqs. (6) e (7) na Eq. (5), obtém-se: 

dz/dt =A <j>(z) 9(P) (8) 

onde A é a chamada vivacidade da pólvora, que corresponde ao 
inverso do valor da integral da curva pressão por tempo obtida no 
"tiro" na bomb,a manométrica. 

Quando ·~c têm lâminas suticientemente longas de espessura 

õ, a expressão da vivacidade é dada por: 

A= 2w/õ (9) 

Considerando-se que a primeira noção de vivacidade de uma 
pólvora prende-se ao tempo total de combustão, a Eq. (9) 

demonstra que, neste caso, quanto menor a sua espessura. mais 
"viva" (ou rápida) é a pólvora. Ao contrário, quanto mais espessa, 
mais lenta. 

É óbvio que a função de forma geométrica, após a completa 
ignição, irá representar a regressão geométrica do grão apenas 
enquanto o mesmo mantiver a sua forma, devendo se modificar 
no momento em que fissurar ou sofrer fragmentação. Portanto, 
para maior rigor do equacionamento, é adotada uma função de 
forma experimental na Eq. (8). 

Equacionamento via Cinética Química. Williams ( 1985) 
descreve a forma da taxa cinética de consumo de um propelentc 
durante a sua combustão unidimensional. Embora diversos 
processos possam controlar a cinética de reação (a gaseificação, a 
reação cm fase gasosa, a reação em fase condensada. etc.) , pode
se, aproximadamente, representar a cinética de combustão por 
uma equação na forma: 

I dmp a _(-E. ) 
-Sctt = D li ex' RT ( 10) 

onde T; é a temperatura da superfície de queima, E. é a energia de 
ativação do processo de combustão e D e a são parâmetros da 
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taxa cinética de combustão. Deve-se ressaltar que o fator pré
exponencial, D. deve ser linearmente dependente da massa 
específica do gás c, portant<,J. da pressão. Isto está de acordo com 
a forma de 9(P). vista anteriormente no equacio namento 

tradicional. 
De acordo com o modelo tcrmotluidodinâmico a ser 

apresentado, pode-se colocar esta taxa de rcação em termos 
volum~tricos pela dclinição da fração volumétrica ocupada pela 
pólvora. c, que. dividida pelo seu valor inicial. c0 • fornece. por 
definição, a fração volumétrica da pólvora não queimada : 

cfco = Vr/Vro (li) 

onde V r é o volume do grão de pólvora cm uma dado instante de 

tempo. Logo. sendo Pr constante. tem-se, para a variação da 

massa da pólvora mp: 

I dmr S11 I d ( c ) 
Sdt = -s;;dl C0 

( 12) 

onde a50 é a área superficial específica da pólvora nas condições 

iniciais (aso = S0/(V ro Pr)). Portanto. segundo a definição da 
função de forma geométrica, Eq. (6) . pode-se escrever: 

d (C ) a {-E. ) ( C ) --:- = - Da 50 li ex - <j> -:- _ 
dt c0 RT, c0 

( 13) 

A função de forma geométrica é aqui considerada como uma 
função da fração de pólvora ainda não queimada, c/c0 , que por 
sua vez, está diretamente relacionada com a fração linear de 
pólvora queimada, z. da formulaç ão clássica. A função de forma 
geométrica deve, no início da combustão. corresponder 
cxatamente à função obtida a partir da hipótese de regressão 
linear da superfíc:e de 4ucima. Entretanto, cm algum ponto 
durante o processo, o grão de pólvora sofre fratura, ou mesmo 
fragmentação, mudando as suas características geométricas. 

Uma apro:.1mação empírica para a função de forma 
geométrica é dada por: 

<1>( c/c0 ) = ( cjc0 )" (14) 

a qual satisfaz os limites de <1> = O e I para c = O c c0• 

respectivamente. Pode-se provar fac ilmente que. no caso de uma 
placa plana infinita, n =O. enquanto que, no caso de um cubo ou 
de uma esfera, n = 2/3, sendo estes os limites mínimo c máximo, 
respectivamente, para o nlor do expoente. n. 

Após a fratura ou fragmentação do grão de pólvora. é 
razoável supor que a função de forma geométrica pode ser 
aproximada pela Eq. ( 14), sendo que o expoente. n, será tanto 
mais próximo de 2/3 quanto maior for o grau da fragment ação 
sofrida pelo grão. 

O objetivo deste trabalho é a determinação, baseada cm dados 
experimentais, dos parâmetros da equação da taxa de combustão. 
Eq. ( 13), utili zando funções de forma geométrica adequadas a 
cada etapa do processo de combustão. 

MODELO PARA A COMBUSTÃO DE PÓLVORAS 

Modelo termofluidodinâmico para a combustão de pólvoras. 
O fenômeno da combustão de pólvoras não é diferente de outros 
processos de combustão, sendo regido pelas equações de 
conservação de massa, energia, quantidade de movimento c 
espécies químicas (Williams, 1985, Kuo, 1986) e por uma 
cinética especítica para esta reação. Portanto, para que possa ser 



possível determinar a cinéti ca de combustão. é necessário 
desenvolver um modelo tcrmotluidodinâmieo para o processo de 
queima dentro da câmara de combustão. Algumas hipóteses 
foram assumidas na análise, a saber: (i) a mistura da pólvora c do 
gás de combustão foi considerada um "pseudo-gás", onde a 
pólvora passa a ser um de seus constituintes, (ii) foram 
desprezadas quaisquer variações das grandezas envolvidas na 
análise na seção reta da câmara de combustão e (iii) as forças de 
campo e os efeitos da viscosidade do gás foram desprezados. 

A massa específica do "pseudo-gás", p. se rel aciona com as 

massa específicas do gás. Pg· c da pólvora. Pr· pela equação: 

( 15) 

onde mr é a massa da pólvora no carregamento. mg é a massa do 
gás na câmara de combustão , V g é o volume ocupado pelo gás e 
c = V P I V. é a fração volumétrica de pólvora no "pscudo-gás" , 
sendo V p c V = V p + V g os volumes ocupados pela pólvora e 
pelo ·'pseudo-gás". respectivamente. 

Equacionamento para o Cálculo da Taxa de Combustão. Para 
as condições de ensaio em C. V .. considera-se o meio como 
homogêneo. Além disso, a massa específica do sistema fechado, 

p, é constante c o processo pode ser considerado adiabático. 
Assim, as equações de conservação podem ser escritas como: 

ap;a t = o ou p = constante ( 16) 

a(p. v) 
v=O (17) --=0 ou 

a t 
dC 

Pr~ = R" pois pYr = Prc ( 18) 

(JT (alnY) dP ( ) pC -= - .- -+(-t.h) -R ( 19) 
Pdt (JJnT dt r 

P,t: 

onde v é a velocidade axial do "pscudo-gás" dentro da câmara. 
(-Rr) é a taxa cinética da combustão da pólvora, Cr é o calor 
específi co a pressão constante do " pscudo-gás", (-L'.h) é o calor 
de combustão da pólvora, Y r é a fração mássica da pólvora no 
"pseudo-gás" e t é o tempo. 

Combinando-se a Eq. ( 15) com a Eq. (2). obtém-se uma 
equação de estado para o "pscuuo-gás": 

A partir da Eq. (20), observando-se que Pr c 11 são 

considerados constantes, obtém-se, facilmente: 

( alnY) =(l-_l],_c)(l - 1lp.) 
(JJnT p g 

P.c 

(21) 

O calor específico do "pscudo-gás" pode ser calcu lado pela 
seguinte regra de mistura: 

(22) 

onde Y; é a fração mássica de cada componente do "pseudo-gás". 
Derivando-se a Eq. (2), de forma conveniente, cm relação ao 

tempo c explicitando-se a derivada da tcmpcrattua, obtém-se: 
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dT =~(~-_ ~+ PM d(P~1 ) 
dt R Pg 

11 jdt R dt 
(23) 

Finalmente. combinando-se as Eqs. (18), ( 19). (20), (21) e 
(23). obtém-se uma expressão para a taxa de regressão 
volumétrica da pólvora em função de c(t) e dos segui ntes dados 
experimentais: L'.h (determinado em calorímetro adiabático) e t. P 

e dP/dt (determinados no ensaio em C. V.). A integração desta 
expressão pela quadratura trapezoidal fornece uma equação na 
forma da Eq. (24) abaixo, cuja raiz c(ti) pode ser obtida para cada 
instante de tempo medido durante o teste em C. V.: 

A determinação do valor de c(tj) é feita através de um 
programa de computador, utilizando-se Newton-Raphson e 
partindo-se dos dados correspondentes ao ponto experimental 
mais preciso, ou seja, o ponto final do experimento em bomba 
manométrica, onde c = O. 

DETERMINAÇÃO DA CINÉTICA DE PÓLVORAS 

Redução dos dados experimentais. Foram analisados dois 
casos experimentais de pólvoras de Base Dupla (BD), de mesma 
constituição química, fabricadas em Piquete, SP, pela IMBEL 
S.A., cujas características estão listadas na Tabela I . Os dados 
experimentai s utilizados são os resultados obtidos dos ensaios em 
calorímetro (calor de rcação) e dos testes em C.V. realizados da 
forma tradicional (Santi ago, 1994). 

Os resultados experimentais do calor de reação foram 
confirmados pelo cálculo com o programa CETPC (McBride et 
ai., 1994), quando se obtiveram valores teóricos diferindo de I%. 
em média, possibilitando estimar-se a massa molecular média dos 
produtos de combustão, tendo-se optado pela utilização do valor 
calculado. Também, através deste programa, fez-se o cálculo das 
temperaturas finais do gás correspondentes aos três testes de cada 
pólvora. ajustando-se a avaliação de M para cada caso. 
Obtiveram-se, então, os dados de entrada para o programa de 
determinação de c(t) c dc/dt, apresentados na Tabela 2. Os 
resultados reduzidos dos experi mentos em bomba manométrica 
estão ilustrados na Figura I, para a pólvora A2, representando 
todo o processo de queima da pólvora. Os resultados obtidos para 
a pólvora A5 são similares. Nesta figura também estão 
representadas as curvas calculadas utili zando a taxa de combustão 
obtida. 

Deve-se ressaltar que, ainda assim. alguma~ simplilicaçõcs 
foram mantidas. Dados dos produtos de combustão da pólvora 
foram obtidos a partir da redução de resultados experimentais 
com o programa CETPC (McBride et ai., 1994), que trata os 
gases como ideais. Além disso, o calor específico do sistema foi 
considerado, nesta primeira análise, constante e igual ao do gás, 
isto é, a Eq. (22) foi aplicada com Crr = Crg· Nos cálculos 

Tabela I -Características geométricas das pólvoras. 

luenti ficação 
Forma Inicial 

Dimensões Médias 
(mm) 

a (Eq. 26) 
b (Eq. 26) 

A2 AS 
lâmina lâmina 

8,42 X 8,05 X 0,79 2,78 X 2,52 X 0,24 

0,31 
0,69 

0.30 
0,70 



Tabela 2 - Dados de entrada para o cálculo de c c dc/dt. 

Pólvora A2 AS 

11 (I O 3m3/kg) 1,0371 I ,00 IL1 

t;h 1 1 o" J/kgl 5,464 5,464 

t; ( 1 o\g/m3
) 0,14 0,16 0,18 0,14 0,16 0,18 

M (kg/kgmol) 27,2 27,2 27,3 27,2 27,2 27,3 
C o 0,0875 0,10 O, 113 0,0875 0,10 0,113 

Ttín:J (K) 3646 3685 3648 3704 3722 3700 

cfctuados, foi utilizado o co-volumc, obtido conforme descrito 
anteriormente, c, para isso, a composição dos gases foi 
considerada constante c cm equilíbrio, o que só parece razoável 
se a pólvora contiver oxidantes energéticos que permitam atingir 
este estado em intervalo de tempo tão curto quanto o de um "tiro" 
cm bomba manométrica. Portanto, o caso experimental 
analisado é exatamcntc o de uma pólvora BD, cujo oxidante é a 
nitroglicerina. 

Correlação da taxa de combustão das pólvoras. A taxa de 
combustão utilizada é a expressa pela Eq. ( 13 ), com a = O, uma 
vez que não há dados experimentais suficientes para a regressão 
de um nd.mero muito elevado de parâmetros. Definindo-se a 

constante A de forma que A pg = D aso. de modo a explicitar a 
dependência da taxa com a massa específica do gás, a equação da 
taxa de combustão fica na forma: 

d (c J {-E J (c J -- =-Apgcx -" <jl-
dt c0 RT, c0 

(25) 

onde A é dirctamentc proporcional a aso-
Como as pólvoras A2 e AS têm a mesma constituição 

química, sendo do mesmo lote de fabricação, a energia de 
ativação, Ea, deve ser a mesma para ambas as pólvoras. Além 
disso, para a parte inicial da combustão, a função de forma 
geométrica, <jl, deve ser dada pela regressão linear da superfície de 
queima, de acordo com a forma geométrica do grão. A esta parte 
inicial do processo de combustão denomina-se de região de 
regressão geométrica. Para grãos laminares, pode-se correlacionar 
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Figura I -Taxa de combustão ao longo do tempo (pólvora A2). 
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S/S0, que é a função de forma, com V p/V Po = c/c0 pela forma 
linear: 

<P=~=a- +b s ( c J 
So Co 

(26) 

onde a c h são duas constantes ajustadas aos valores calculados 
geometricamente, de tal forma que a + h =I. Os valores de a c h 
aJustados para as pólvoras A2 c AS estão listados na Tabela I. 
Após a região de regressão geométrica da combustão, a pólvora 
se fragmenta, modificando a sua função de forma geométrica, 
quando, então, adota-sc a fórmula empírica dada pela Eq. ( 14). 

Para a região de regressão geométrica da combustão, os 
fatores pré-exponenciais, A, para as duas pólvoras, devem difcnr 
apenas de um fator relacionado à razão das áreas específicas das 
pólvoras, isto é: 

AA5 

AA2 

asoiA5) 
aso(A2) = 3,26 127) 

onde foram utilizadas as dimensões médias das pólvoras listadas 
na Tabela I. 

A correlação dos dados experimentais foi feita pelo método 
dos mínimos quadrados, utilizando-se, para cada uma das 
pólvoras, os dados obtidos para as três densidades de 
carregamento. Nenhuma consideração quanto aos erros 
envolvidos no processo de ajuste foi feita, uma vez que é muito 
difícil inferir o erro dos dados utilizados, devido à complexidade 
da redução dos dados experimentais. 

A combustão da pólvora mais "viva" (A5) é extremamente 
rápida, o que deve, sem dúvida, ocasionar uma maior incerteza 
nos dados obtidos dos resultados experimentais. Além disso, por 
ter uma espessura menor, ela está mais sujeita à fragmentação que 
a pólvora A2, ocasionando uma menor região de regressão 
geométrica. Desta forma, utilizaram-se os dados da pólvora A2 
para correlacionar Ea, além de AA2· 

A correlação de E" c de A para a pólvora A2 foi realizada na 
região de regressão geométrica usando as Eqs. (2S) c (26), com 
os dados de taxa de reação para os quais v < c/c0 < I, onde o 
valor de y foi escolhido de forma a fornecer o menor desvio 
médio entre os dados experimentais c os calculados pela equação 
da taxa de combustão, obtendo-se o valor de 0,3 para y. Para os 
dados na região de O < c/c0 < y, ajustou-se a equação da taxa 
segundo as Eqs. (14) c (2S), determinando-se valores para n c 
A. Deve-se notar que o valor de !\ nesta região do processo de 
queima deve ser diferente do valor para a região de regressão 
geométrica devido à mudança da função de forma geométrica c à 
necessidade de continuidade dos valores da taxa de combustão 
entre as regiões de ajuste. Para manter a continuidade também foi 
necessário fazer pequenas alterações no valor anterior de c/c

0 
que 

define a transição entre as regiões do processo de combustão. O 
erro médic da correlação para a taxa de combustão foi de 3, I% na 
região de regressão geométrica e de S,8% na região final do 
processo de queima. A correlação obtida está expressa na Tabela 
3 e a comparação dos valores calculados pela correlação com os 
valores experimentais está representada n~' Figuras 2 e 3. 

O ajuste dos parâmetros cinéticos da pólvora AS é dificultado 
por um maior erro no processo de redução dos dados 
experimentais c pelo fato de que o processo de combustão 
caracteriza-se por ter três regiões, c não duas, a saber: a região de 
regressão geométrica, a região de combustão da pólvora fraturada 
e/ou fragmentada c a região de extinção. No caso da pólvora A2, 
as duas últimas regiões ocorrem ao mesmo tempo. sendo 
indistiguívcis. Para a pólvora AS, de menor espessura, a fratura 
ou fragmentação dos grãos ocorre bem mais cedo. Isto reduz a 
extensão da região de regressão geométrica, de forma que é muito 



Tabela 3 -Parâmetros cinéticas das pólvoras. 

Pólvora E .. (J/kgmol) Parâmetros cinéticas 

Região de Região de Região de 

regressão fratura e extinção 

geométrica fragmentação 

A2 8,18 X 106 0,24< c/c11 <l O < c/c11 < 0,24 

A"-'4,18 A"= 5,15 n = 0.334 

AS 8,18xl06 0,5 <'c/ç11 < l O, 17<c/c0<0.5 0< c/c0<0.1 7 

A.'t= 15,2 A a= 16,0 A"= 25,1 
n=0.315 n = 0,568 

"a unidade de A é em m3/(kg. s) ou (J/kg)/(Pascal . s). 

imprecisa a determinação do valor de E. a partir desta região. 
Porém, de acordo com o modelo cinético, o valor de E .. é igual ao 
obtido para a pólvora A2, sendo utilizado o valor já obtido. 
Assim, correlacionaram-se apenas os dados das duas outras 
regiões de queima, utilizando a equação da taxa (Eqs. 25 c 26), 
ajustando os valores de A e n, em cada região. Os limites de cada 
região de queima foram determinados tal como foi descrito para a 
pólvora A2. O erros médios da correlação para a taxa de 
combustão nas duas regiões finais do processo de queima foram 
de l, I%, na região de fratura c fragmentação, e de 9,8%, na 
região de extinção. A correlação obtida está também descrita na 
Tabela 3. Os valores para a taxa de combustão obtidos da 
correlação comparam, tal como para a pólvora A2, 
favoravelmente com os valores experimentais. 

Vale ressaltar que, para ambas as pólvoras analisadas, quando 
os dados de cada um dos "tiros" na bomba manométrica eram 
utilizados isoladamente para ajustar os parâmetros cinéticas, os 
valores obtidos eram sempre próximos e plenamente compatíveis. 

Além da igualdade dos valores de E .. para as duas pólvoras, 
uma outra confirmação da abordagem teórica é obtida pela 
comparação dos valores ajustados para o coeficiente A na região 
de regressão geométrica para as duas pól varas. A razão AA5/ AA2 é 
de 3,64, sendo bem próxima ao valor teórico de 3,26 (Eq. 27). 

Deve-se notar que o fator pré-exponencial A tem significado 
semelhante ao da vivacidade da pólvora, tendo unidade de 
energia específica pelo produto Pascal-segundo ((J/kg)/(Pa s)). 
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Figura 3 -Taxa de combustão contra temperatura (pólvora A2) 

Desta forma, o parâmetro cinético A pode ser considerado uma 
definição alternativa para a vivacidade de uma pólvora. 

SIMULAÇÃO DOS ENSAIOS EM BOMBA MANOMÉTRICA 

De posse da equação para a taxa de combustão da pólvora 
(Eu.'. 14, 25 e 26), pode-se utilizá-la, junto com as Eqs. ( 18), 
( 19), (20), (21) e (22) para simular o comportamento do sistema 
(c/c11 e T) durante o "tiro". Este sistema de equações diferenciais 
foi resolvido numericamente utilizando o integrador DASSL 
(Brenan et ai., 1989). 

Como a energia gerada durante a ignição da BD por uma 
carga de pólvora negra não foi considerada na redução dos dados, 
a energia gerada apenas pela queima completa do propelente não 
é suficiente para explicar a aumento de temperatura verificado. 
Além disso, a hipótese de calor específico constante igual ao do 
gás ao final do processo de combustão não deve ser muito 
correta. Tanto o valor do calor específico do gás no início do 
"tiro" quanto o calor específico do propelente devem ser 
inferiores ao do gás no final do processo de queima. Ainda, a 
equação de estado utilizada para o gás começa a apresentar erros 
consideráveis para temperaturas inferiores a 2500K, que existem 
no início do processo de queima. Portanto, as simulações foram 
realizadas a partir do ponto final da combustão, integrando-se do 
tempo final para o tempo inicial. 

As Figuras 4 e 5 mostratn o comportamento ao longo do 
tempo de c/c11 e de T, respectivamente, dos dados experimentais e 
dos resultados simulados, para os tiros com densidade de 
carregamento de 140 kg/m3 para as duas pólvoras. É clara a 
concordância obtida para o valor de c/c0. Os valores simulados 
para a temperatura se afastam dos dados experimentais quando 
T < 2200 K, tendo, porém, o mesmo comportamento qualitativo. 

CONCLUSÕES 

Uma nova metodologia foi introduzida para a interpretação 
dos resultados experimentais dos ensaios de combustão cm C. V., 
que permite calcular todas as variáveis envolvidas durante todo o 
processo de combustão, a partir da utilização de um modelo 
termotluidodinâmico para a combustão de pólvoras. 
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Figura 4- Valores simulados de c/c0 ao longo do tempo. 

Uma equação teórica para a cinética de combustão de 
pólvoras foi obtida, cm termos volumétricos, a partir da teoria 
fundamental de combustão de propelentes sólidos c funções de 
forma geométrica semi-cmpíricas. Os parâmetros cinéticas desta 
equação da taxa foram ajustados utilizando os dados 
experimentais obtidos pelo modelo termot1uidodinâmico. 

Foi possível identificar diferentes regiões de queima: de 
regressão geométrica, de fratura/fragmentação e de extinção . Os 
parâmetros cinéticas determinados são compatíveis para pólvoras 
de mesma composição química, pois têm a mesma energia de 
ativação. Um parâmetro cinético foi identificado como sendo uma 
definição alternativa para a vivacidade de uma pólvora. 

A taxa de combustão obtida permitiu si mul ar, através do 
modelo termot1uidodinâmico, todo o processo de combustão 
durante o "tiro" em bomba manométrica, à exceção do 
comportamento inicial da temperatura. Esta discrepância se deve 
ao não fechamento do balanço global de energia e da vJriação de 
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Figura 5- Valores simulados de temperatura ao longo do tempo. 
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propriedades físicas durante o processo, que. por ora. não foram 

considerados . 
Dos resultados obtidos, verifica-se que é possível. usando o 

modelo desenvolvido, a simulação de todo o processo de 
combustão da pólvora, o que irá possibilitar seu emprego na 
obtenção de estimativas mais ·precisas para a velocidade de um 
proj ctil no interior do tubo de uma arma. 
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ABSTRACT 

The main problem o f the internal ballistics of guns assumes 
that the powder burning occurs entirely in a constant volume 
chambcr. Thus, Closed Vcssel experi mental data are used to fita 
general combustion equation . Since they are based on 
combustion fin.al conditions and initial shapes of grains, thesc 
data are not able to describc ali the burning process . Thi s papcr 
introduces a method to calcul atc thc powder volumetric 
rcgression rate fro m Closcd Vcssel data. Thc fin al aim is to 
develop a model which is ablc to predict with good accuracy thc 
projectilc final velocity inside a gun tubc. 
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SUMÁRIO 

Este trabalho teve como objetivo verificar a possibilidade de calcular as trocas de calor num 
incinerador de resíduo líquido, constituído principalmente de água, utilizando o modelo de reator 
perfeitamellle misturado. Os resultados obtidos moslram que apesar da 'simplicidade do modelo, ele é capaz 
de prever, com muito hoa aproximação, a polertciafomecida às paredes e a relação entre a vazão de líquido 
a incinerar e a vazão de combustível auxiliar. 

INTRODUÇÃO 

Os incineradores para resíduos líquidos são nonnalmente 
constituídos por um queimador, utravés do qual se injetam o 
combustível auxiliar, o comburente e o próprio resíduo 
nebulizado, de fonna que a névou deste se mistura ao 
escoamento que produz a chama com o combustível auxiliar, 
fazendo com que as gotas do resíduo atravessem a região de 
mais alta temperatura du câmara de combustão, entrando cm 
contato com o comburente disponível para sua oxidação. 

O processo de incineração pode ser realizado empregundo ar 
ou oxigênio puro como comburentes. No presente trabalho toi 
considerada a utilização de oxigênio. 

As infonnações mais importantes para projetistas destes 
equipamentos são as seguintes: i) a máxima taxa volumétrica de 
combustão (potência liberada por unidade de volume da câmara 
de combustão) com a qual ainda são atendidos os pudrõcs de 
emtssao de produtos intennediários da combustão 
(hidrocarbonetos, CO e material particulado ); ii) a !ração da 
potência liberada que é trocada com as paredes da câmara c iii) a 
relação entre a vazão de resíduo c a vazão de combustível 
auxiliar. Nonnalmentc estão lixados por normas a temperatura e 
o teor de oxigênio dos gases de combustão à saída da cúmara. 

No sentido de subsidiar empresas projetistas e usuários 
destes equipamentos, foi realizado um trabalho com duas 
vertentes: uma experimental, utilizando uma tomalha de testes 
completamente instmmentada para medições de variáveis de 
fronteira e outra de simulação numérica, produzindo um 
procedimento de cálculo capaz de predizer valores dos dois 
últimos parâmetros citados, para qualquer condição de operação. 
A primeira variável, objeto da investignção experimental , não 
será tratada neste trabalho. 

REAÇÃO DE COMBUSTÃO 

Como os resíduos líquidos a incinerar são nonnalm<!nte 
soluções ou suspensões aqüosas, contendo teores muito bai:..:os 
de materiais orgânicos (caso contrário, processos de separação 
poderiam ser aplicados previamente à incineração para remover 
a maior parte destes contaminantes), decidiu-se desprezar a 
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contribuição destes, quer paru a detem1inação da compostçao 
final da mistura gasosa, quer para o balanço de energia. No 
entanto, se a composição do resíduo for conhecida, é imediato 
levá-la cm conta na reação de combustão e conseqüentemente 
nos balanços de massa e energia. Desta fom1a o resíduo foi 
considerado como água para os propósitos deste trabalho, 
podendo-se representar a reação de combustão referida ii 
unidade de massa de combustível auxiliar, da seguinte forma: 

C S n (h X) - COo +-SO +-N +-+-H 0+ ~0, 
12 " 32 

2 
28 

2 
2 I 8 

2 
. " 

(I) 

onde c=0,858; h=0,093 ; n=O,O 14; o=0,022 são as frações 
mássicas dos elementos Carbono, Hidrogênio, Nitrogênio c 
Oxigênio no combustível auxiliar (neste caso, óleo combustível 
n° JA, nomenclatura DNC). x é a relação entre as vazões 
mássicas de água (simulando resíduo) c de óleo e y é o número 
de kgmoles de Oz, dependente do teor deste gás lixado nos gases 
efluentes. Se for fixado o teor de 5% (base seca) pura 0 2, tem-se 
y=O,OOJ8 1 kgmoles e z=0,09831 kgmoles, tudo reterido a 1 kg 
de óleo combustível. 

BALANÇO DE ENERGIA 

No caso presente, tomando como referência um kg de óleo, 
tem-se, para o volume de controle constituído pela câmara de 
combustão, cm regime pcmwnente: 

~ntalpia associada ao~ 
fluxos que entram na 
câmara de combustão 

cntalpia associada 
ao lluxo que sai 

da câmara de 
combustão 

(2) 

potência fom.:cida 
pela fase gasosa às 
paredes da câmara 



L mehe = hf, óieo + N 1óieo( Te. 298) + 

+z(hJ.o2 +N1o2(Te,298))+ 

+ 
1
x
8 

(hJ .Hp .L + N 11lp.L(Te. 29~ ) ) (3) 

A vazão z, de Oz, compreende a parcela utilizada como 
fluido de ncbulih1ção do óleo c o restante que é utilizado para 
nebulizar o resíduo líquido e como comburcntc. 

L m/rs = 1~ ("-~.C02 + N 1co2(Ts . 298) ) + 

+(~ + 1~) (~rJ.Hpv + NrH 20 .V (Ts, 298)) + 

s( o ) n( o ) +32 h f .S02 + N 1S02(Ts , 298) + 
28 

hf.N 2 + N 1N 2(Ts. 298) + 

+y(h'J- .o
2 

+Nro
2
( Ts.298J) (4) 

Nas equações acima, hJ.; representa a entalpia de fonnação 

da substânCia i (kJ/kgmol), no estado de referência (298K, 

101 ,3kPa) e I'J';(r. 298) = C p;(T- 298), representa a variação de 

entalpia da substância i entre a temperatura de rcferêm:ia e a 
temperatura considerada. C p; é o calor específico molar médio 
(kJ/kgmol K), a pressão constante, da substância i e qvc é a 
potência transferida às paredes da câmara de combustão por 
unidade de massa de óleo queimada. 

No caso da água, os subscritos L c V se referem às fàscs 
líquida e vapor respectivamente. 

Para as entalpias de formação foram adotados os valores 
citados em Van Wylen ( 1976) e para os calores especílicos 
médios molares foram adotadas expressões polinomiais 
propostas por Yaws ( 1976 ). 

1\ entalpia de fonnação do óleo, nonnalmente não 
encontrada em bibliografia, foi calculada aplicando a eq . (2) à 
combustão de óleo, sem injcção de água, tal como feito numa 
bomba calorimétrica e utilizando o poder calorífico superior 
( 41 ,8 MJ/kg), detenninado cm laboratório. O valor calculado 
resultou 231 ,8 kJ/kg. 

l 4,0m 

POTf:NCI/\ TRANSFERIDA ÀS P/\RFDES DA CÂMARA 

1\ c[unara de combustão utilizada no trabalho experimental , 
cujo comportamento se desej a simular, está representada 
esquematicamente na figura I. Na sua tampa frontal cstú 
acoplado o queimador. Essa tampa, bem como as paredes 
circunferenciais são construídas cm camisa dupla, com 
resfriamento a úgua com revestimento intemo composto por 
fibra cerâmica c concreto rcfratúrio. 1\ tampa traseira, na qual se 
acopla o canal de gases, é revestida por material rcfratúrio, sem 
nenhum resfriamento . 

Obviamente a região vi sível da chama onde ocorre a quase 
totalidade das rcações, apresenta temperaturas c composição de 
espécies quínucas bastante diferentes das que prevalecem no 
restante do volume intcmo da dimara . No entanto, como as 
velocidades de descarga dos fluidos no plano do bocal do 
queimador são muito altas, o jato equivalente resultante 
promove intensa recirculação de gases no interior da câmara, 
permitindo que todo o seu interior possa ser considerado um 
rcator perfeitamente misturado. 

Thring ( 1953) propôs um parâmetro, O, cujo valor está 
associado à taxa de recirculação de gases, definido da seguinte 
fonna : 

e= (ma +mo) d, 
m0 d1 

(5) 

Onde ma é a vazão mússica de fluido (por ex. ar) inliltrado ou 
insuflado através de uma coroa circular concêntrica ao bocal do 
queimador (neste caso esta vazão é nula), m

0 
é a vazão do jato 

equivalente aos vários jatos et1uentcs do bocal do queimador, 
d0 é o diâmetro do jato equivalente e d1 é o diâmetro interno da 

tomalha . Thring constatou que a taxa de recirculação cresce ;i 

medida que e diminui. Hottcl ( 1967) mostrou que para valores 
de O menores que O, I, o comportamento da fomalha se aproxima 
de um reator perfeitamente misturado. De fato , Jen ( 1993 ), 
trabalhando com esse mesmo queimador, sem utilizar 
combustível, usando apenas um jato central de ar e jatos 
periféricos de oxigênio c medindo os teores de 0 2 numa malha 
com cerca de cem pontos no interior da fornalha , mostrou que 
apenas numa região muito próxima ao bocal do quómador 
(diâmetro = 4do e comprimento = Sdo) existt:m grandes 
gradientes de concentração de 0 2. No restante do volume da 
fornalha a composição é praticamente igual à da mistura 
efluente. 

CANAL DE GASES 

X 

GASES DE 
cor ... musT Ao 

J 

QUEIMADOR c=:::J PAREDES RESFIH ADAS A AGUA - REFR ATÁRIO 

Figura 1- Desenho esquemático da fornalha de lestes 
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A partir dos resultados obtidos nesse trabalho decidiu-se 
considerar a fase gasosa no interior da câmara de combustão 
como perfeitamente misturada, utilizando-se os teores de co2 e 
H20 correspondentes aos produt~s de ·combustão para cálculo 
das suas propriedades radiativas. · 

Potência transferida às paredes por radiação térmica. Para o 
cálculo desta potência foi utilizado o método de zonas. Esse 
método consiste em dividir o meio gasoso num certo número de 
volumes, nos quais · a composição e temperatura sejam 
razoavelmente unifom1ei. Para a supert1cie interna das paredes 
resfriadas a água, aqui denominada carga, é feito procedimento 
análogo, dividindo-a em partes onde as temperaturas c 
propriedades radiativas sejam também uniforn1es. 

Considerando o exposto anterionnente, decidiu-se considerar 
todo o meio gasoso como uma única zona. Quanto às supcrt1cies 
resfriadas (tampa frontal e supert1cie cilíndrica), dediciu-se 
considerá-las também como uma única zona, dado que pelo lado 
de fora elas estão em contato com água à mesma temperatura em 
todos os compartimentos e, pelo lado de dentro, estão cm contato 
com a atmosfera perfeitamente misturada. A supert1cie da tampa 
trazeira foi considerada como refratária (fluxo líquido de calor 
nulo). 

Para uma situação como esta e, considerando adicionalmente 
que o meio gasoso é cinzento (hipótese esta muito forte), Hottel 
( 1967) demonstrou que a potência trocada entre o meio gasoso e 
a carga, em presença da supert1cie refratária, pode ser calculada 
pela seguinte expressão: 

(6) 

onde cr é a constante de Stefan-Boltzman (5,767.10" 11 kW/m2 

K\ T g é a temperatura da tàse gasosa c r, é a temperatura da 

carga. ( GS1) R": denominada área global de troca de calor por 

radiação entre a zona de gás e a carga, em presença de uma zona 
refratária, é calculada pela seguinte expressão: 

(7) 

onde Ar é a área total interna da fornalha (carga + refratário ), 
r. g é a emissividade da mistura gasosa, C s é a relação entre a 

área da carga, A 1, e a área total, Ar (Ar = A, + AR). A 
emissividade da supert1cie da carga é representada por r. 1. 

Observe-se que (GS1)R tem dimensão de área e sua 

definição leva em conta: a geometria da câmara, as propriedades 
radiativas da fase gasosa e da supert1cie da -::arga, além da 
existência de supert1cies refratárias, cuja refletividade é 
admitida igual a I. 

A apresentação detalhada do cálculo dos parâmetros de 
emissividade é feita no item que trata da análise da influência de 
parâmetros. 

Potência transferida à carga por convecção. É calculada pela 
seguinte expressão: 
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(S) 

onde hc é o coeficiente de película para troca de calor. 

Para o cálculo desse coeficiente é necessário conhecer as 
propriedades do fluido que escoa junto à parede, bem como a 
velocidade nas proximidades desta. 

Devido à intensa recirculação no interior da câmara, a 
velocidade axial dos gases é elevada e positiva (sentido de saída 
dos gases) na região junto ao eixo central. Na região junto à 
parede cilíndrica resfriada a água, a velocidade é negativa c de 
pequena magnitude (valores raramente superiores a 0,5 m/s). 
Adotando uma velocidade de 0,5 m/s e usando a composição dos 
gases na câmara é possível estimar em 0,0116 kW/m2K o valor 
de hc. De qualquer forma, a incerteza do valor de hc tem pouca 
influência nos cálculos, uma vez que a parcela de convecção 
representa apenas cerca de 6% da taxa total de calor trocado 
(vide tabela 2). 

A potência total transferida à carga é obtida pela soma das 
parcelas de convecção e radiação: 

('.l) 

onde: Q,,c = moleoqvc, na qual moleo é a vazão de óleo 

combustível (kg/s) 

Condição de contorno. Para calcular as parcelas de 
convecção e radiação, eq. (6) e eq. (8), é necessário conhecer o 
valor da temperatura da supert1cie da carga, r 1. Ocorre que esse 
valor normalmente não é imposto a priori. Tal valor pode ser 
calculado impondo que o t1uxo líquido de calor incidente na 
superficie da carga seja igual ao t1uxo conduzido através do 
isolamento térmico existente entre essa superficie e a água de 
resfriamento das paredes da fornalha. A partir desta imposição, 
r, pode ser calculado por: 

T, Qvc r 
1 =--+ agua 

UA1 

(I 0) 

onde ragua é a temperatura da água de resfriamento, 

nonnalmente imposta por condições de operação do sistema de 
utilidades. 

O coeficiente global é calculado pela eq. (li), rigorosamente 
válida apenas para geometrias planas, mas aplicável neste caso 
tendo em vista a pequena espessura do isolamento da super11cio.: 
da carga frente ao raio da câmara de combustão: 

( 11) 

onde e; c K; representam respectivamente a espessura ..: a 
condutividade ténnica de cada camada do isolamento composto e 
ha, o coeficiente de película do lado da água. 

No caso da fornalha de testes utilizada para os experimentos, 
os valores de e, e k, são: 0,0254 m e 0,0004 kW/mK, para a 
camada mais interna constituída de libra cerâmica; 0,015 m ..: 



0,0007 kW/mK, para a camada intermediária de concreto 
refratário; 0,006 me 0,035 kW/mK, para a chapa de aço interna 
da carcaça. 

O valor de ha foi adotado igual a 5,8 kW/m2K, compatível 
com o escoamento de água em tomo da superficie externa da 

fornalha. Os termos !:1. e _}_ são praticamente desprezíveis 
k3 ha 

face aos demais. 
' Observe-se que não foi .considerado o coeficiente de película 

do lado do gás, uma ve'í que se está explicitando a temperatura 
da superficie interna do isolamento, h 

PROCEDIMENTO DE SOLUÇÃO ADOTADO 

Hottel ( 1967) propôs para este caso um procedimento de 
solução bastante simples e expedito, baseado numa 
simplificação da equação de energia, o qual consiste 
basicamente em considerar que o calor específico médio da 
mistura dos produtos de combustão é independente da 
temperatura. 

A partir desta simplificação o autor consegue definir 3 
adimensionais: Q' (eficiência reduzida de transferência de 
calor), D' (carga reduzida de superficie, indicativa da 
capacidade de transferir calor da fase gasosa às paredes da 
câmara) e 1 (relação entre a temperatura da superficie e a 
temperatura de chama adiabática). Utilizando a equação da 
energia com essa simplificação, é possível deduzir mna equação 
que relaciona as três variáveis, o que toma praticamente 
imediato o cálculo da potência fornecida às paredes, uma vez 
conhecidos D' e 1. 

Essa hipótese simplificadora é razoavelmente boa quando se 
trata de chamas realizadas com ar. No entanto, em chamas 
realizadas com oxigênio e adicionalmente com injeção de 
quantidades consideráveis de água líquida, ela é completamente 
inadmissí v e I. 

De fato, a tentativa de aplicar esse procedimento ao caso 
presente levou a erros superiores a 30% nos valores da potência 
fornecida às paredes. Assim sendo, resolveu-se neste caso 
aplicar um procedimento iterativo de cálculo, utilizando 
alternativamente a equação de energia na forma completa, 
eq. (2), (3) e (4). 

Uma vez estabelecido o conjunto de equações que governa o 
fenômeno, tem-se, para uma dada vazão de óleo combustível e 
uma dada temperatura dos gases efluentes, as seguintes 
incógnitas a determinar: x, Tt e Qvc· Para determiná-las foi 
montada uma planilha de cálculo eletrônica que realiza 
basicamente o seguinte procedimento: 

• Arbitra um primeiro valor para x. 

• Calcula as vazões dos produtos de combustão e as pressões 
parciais de C02 e thO, utilizando a eq. (I). 

• Utilizando gráficos apresentados em Hottel, calcula a 
emissividade da mistura de gases efluente. 

• Calcula o valor da área global de troca de calor por radiação, 
utilizando a eq. (7). 

• Aplica as cq. (2), (3) e (4), calculando q.c c o produto deste 
por moteo , resultando Qvc· 

• Calcula Tt, utilizando a eq. (I O). 

262 

• Utilizando as eq. (6 ), (8) e (9), calcula um novo valor de Q, c, 
o qual é comparado com o valor calculado a partir das 
diferenças de entalpia. 

• Compara estes dois valores e, por um processo iterativo de 
cálculo, faz convergir o valor de x, produzindo tinalmcnte 
valores definitivos de T1 e Qvc.· 

A planilha elaborada toma apenas 150 linhas, ou seja, o 
procedimento é bastante simples. 

TRABALHO EXPERJMENT AL REALIZADO 

Utilizando uma fornalha de testes com as dimensões 
mostradas na figura I, foram realizados experimentos cobrindo a 
faixa de vazões de óleo de 0,01225 kg/s até 0,02347 kg/s (vazão 
para a qual se atingiu concentração de CO próxima ao padrão dt.: 
emissão nos gases efluentes, 100 ppm). Foram medidas, para 
todas as condições, além da vazão de óleo, a vazão de água 
injetada (simulando o resíduo líquido), as vazões, temperaturas 
de entrada e saída da água de resfriamento da carcaça, o que 
permitiu c,alcular a potência transferida. A temperatura da fase 
gasosa foi imposta em cerca de 1500 K, mediante o ajuste da 
vazão de água injetada, tendo sido medida com pirômetro de 
sucção inserido no canal de gases. Para quatro dessas condições 
foi obtido o conjunto de valores mostrado na tabela I . 

COMPARAÇÃO ENTRE OS VALORES MEDIDOS E 
PREVISTOS PELO MODELO 

O procedimento de cálculo apresentado toi aplicado às 
mesmas condições da tabela I , resultando os valores mostrados 
na tabela 2. 

Como se pode veriticar, a concordância é muito boa para a 
potência transferida e bastante ruim para a relação x . Para esta 
última variúvel, o erro aumenta à medida que a potência dt.: 
operação aumenta. Porém os erros nesta variável estão nos 
valores medidos e não nos valores previstos pelo modelo. De 
fato, ·tomando os valores de 7~ , x, teor de 02 e m otw da tabela I c 
calculando as entalpias dos 11uxos de entrada e saída, veritica-se 
que a potência total transferida dcveria ter os seguintes valores: 
224, 164, 114 e 89 kW, para as condições I , 2, 3 c 4, 
respectivamente. Tais valores são bastante diterentes dos valores 
medidos de Qvc (vide tabela I). 

Observe-se que para o cálculo destes valores foram 
utilizadas apenas a conservação de massa e energia e, portanto, 
des não estão afetados. pelas hipóteses feitas nu modelo dc 
transferência de calor. 

Além disso, considerando as medições de Ts (kitas com 
pirômctro de sucção, elemento padrão), do teor dt.: ol (!citas 
com analisador contínuo, calibrado diversas vezes durantc o 
ensaio) e de vazão de óleo (feitas com medidor previamente 
calibrado em toda a laixa de trabalho), fica assegurada a 
pequena incerteza dos valores dessas variáveis. Por exclusão, n 
vazão de água alimentada, a partir da qual fm detenmnada a 
variável :r, resulta como variável mai s suscetível de erro de 
medição. 



INFLUÊNCIA DE PARÂMETROS 

A seguir é feita uma análise da inlluência de parâmetros 
importantes geométricos e de processo, no valor da potência 
transferida às paredes e na relação x. 

Potência de operação. Como se pode depreender, tanto dos 
valores medidos quanto dos calculados, à medida que a potência 
de operação, HF, aumenta, a potência transferida às paredes fica 
aproximadamente constante ' e a fmção de HF que é transferida 
para as paredes resfriadàs,, diminui. Este comportamento 
concorda qualitativamente com os resultados apresentados por 
Hottel no seu modelo simplificado, mencionado anterionnente. 
No limite, para muito altas potências de operação, essa fração se 
aproxima de zero, o que corresponderia ao caso de um reator 
adiabático. Para este caso limite, fazendo qvc igual a zero na 
eq. (2) e impondo r, = 1500 K nas eq. (3) c ( 4 ), obtém-se 
x = 6,27. Então, para valores muito altos de m oleo, o modelo 
deve prever valores de x que se aproximam desse limite. De fato 
fazendo m oleo = O, I kg/s e mantendo os demais parâmetros, o 
valor de x previsto pelo modelo é 6,097. 

Emissividade da mistura gasosa. Este parâmetro é função de 
Lm (comprimento médio do feixe de radiação), das pressões 
parciais de C02 e de I hO, da temperatura da mistura gasosa c da 
própria pressão total. O comprimento médio do feixe de radiação 
é definido como: 

v 
Lm = 3,5-

Ar 

onde V é o volume interno da câmara de combustão. 

( 12) 

A pressão total, neste caso é fixada, praticamente igual à 
atmosférica. 

Quanto às pressões parciais de C02 c H20 elas são bastnnte 
diferentes, à medida que x varia. No entanto, para as várias 
condições ensaiadas, o valor de Eg calculado se si tua entre 0,32 c 
0,36. Considerando fixados os demais parâmetros, pode-se 
verificar através dn eq. (7) que a estes valores extremos 
correspondem valores de (GSJ}R de 3,696 e 4,025 m2, 

respectivamente. 

À primeira vista, pela inspeção da eq. (6 ), seria previsí vel 
um aumento considerável no termo de radiação e, portanto, em 
Qvc· 

No entanto, como a temperatura de saída, r., está fixada , o 
resultado é o seguinte: Qvc aumenta de 179,5 kW para 180,2 kW 
(0,4%), X diminui de 3,65 para 3,636 (0,35%) e r, sobe de 
1418 K para 1423 K (0,35%). Fica claro portanto que a 
temperatura r, é que limita o valor de Qvc· 

Como resultado, pode-se concluir que variação considerável 
de Cg (aumento de 12,5%) tem efeito desprezível sobre Qvc ex. 

Tabela I - Resultados obtidos no trabalho experimental 

VARIÁVEL CONDIÇÃO i CONDIÇÃ02 CONDJÇÃ03 CONDJÇÃ04 

Vazão de óleo (kg/s) 0,01225 0,01530 0,02097 0,02347 

HF = potência de operação (kW) 514 643 881 985 

Temperatura do óleo ("C) 169 160 170 164 

x (kg água/kg óleo) 2,82 4,24 5,34 5,66 

teor de 02 (b.s.) nos gases efluentes(%) 5,1 5,8 6,2 5,2 

Qvc= pot. total transíerida (kW) 183 193 182 178 

Eficiência = Qvc!Hr 0,35 0,30 0,21 0,18 

Temperatura dos gases =Ts (K) 1483 1493 1473 1473 

Tabela 2- Valores previstos pelo modelo 

VARIÁVEL CONDIÇÃO 1 CONDLÇÃ02 CONDIÇÃO 3 CONDIÇÃ04 

Qvc = pot total transferida (kW) 180,8 181 ,3 178,1 178,1 

Q, =parcela de radiação (kW) 170,3 171 ,0 169,3 169,3 

Qc =_parcela de convecção (kW) 10,5 10,3 8,8 8,8 

T,= temp da sup. interna (K) 1422 1433 1411 1411 

x (kg água/kg óleo) 3,64 4,16 4,90 5,08 

erro em Qvc =(Qvccalc-Qvcmed)/Qvcmed (%) -1,2 -6,0 -2 ,1 +0,05 
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Emissividade da superfície resfriada. Todos os cálculos 
foram realizados com o valor deste parâmetro igual a 0,5 (valor 
fomecido pelo fabricante). No entanto é fato conhecido que r.1 é 
função do próprio estado tisico da supcrlicie c da temperatura 
desta, T1• Admitindo um aumento de 60% neste par{unclro, 

fixados os demais parâmetros da eq. (7) e Eg = 0,32, tem-se o 
seguinte resultado: Qvc aumenta de 179,5 para 181,5 kW (1,1%), 
T1 aumenta de 1418 K para 1429 K ex diminui de 3,65 para 
3,619 (0,8%). Ou seja, grandes variações na emissividade da 
superfície, têm pouco efeito sobre Qvc c x. Seu eleito se dá 
novamente sobre Tt,' a,qual, como vi sto, limita o valor de Qvc· 

Relação entre a área da superficie resfriada e a da supertlcie 
total intema. No caso da fomalha utilizada para o trabalho 
experimental, o valor de C é 0,9395 , ou seja quase toda a 
superficie intema é resfriada. Imaginando uma redução de C 
para 0,87 e fixando-se c 1 = 0,5 e l:g = 0,32 , obtém-se: redução de 
Qvc de 179,5 kW para 166,6 kW (7,2%), aumento de Tt de 1418 
para 1420 K (0,14%) e aumento de x de 3,65 para 3,858 (6,0%). 

É interessante observar que quanto mais se reduz C, o que 
significa reduzir Ate aumentar Ar, a fomalha se apro:-.:ima de um 
reator adiabático. Então é natural que Qvc se reduza c x aumente 
sensivelmente com a redução de C. Por outro lado, a variação 
deste parâmetro tem pouca influência em Tt . 

Coeficiente global de transferência de calor, U. Este 
parâmetro tem influência considerável sobre os valores de Qvc e 
x. Por exemplo baixando seu valor de 0,0112 kW/mK (valor 
utilizado nos cálculos) para 0,01 (cerca de 10%), resulta para a 
condição I , mantidos os demais parâmetros: Qvc = 161,5 kW 
(redução de 10%); x = 3,9428 (aumento de 8%) e T1 = 1425 K. 

Este é justamente um ponto fraco do procedimento proposto, 
já que para sua aplicação é preciso conhecer, com razoável 
precisão, os valores das condutividades ténnicas, os quais 
freqüentemente não são disponíveis cm bibliogratia. Para o caso 
presente, alguns valores foram obtidos de fabricantes e outros 
foram extraídos do Data Book da General Electric ( 1978). 

Temperatura da água de resfriamento, T ~· Em todas as 
condições calculadas, a temperatura da água de resfriamento foi 
mantida em 333 K na eq. ( 10), que corresponde à temperatura 
de saída (retomo à torre de resfriamento). Pode-se argüir que na 
entrada dos compartimentos de resfriamento essa água cstú a 
temperatura de cerca de 303 K, o que colocaria o seguinte 
problema: que temperatura utilizar na eq. (I O)? 

Para verificar o erro derivado do uso da tempcratura de 
saída, pode-se usar o valor de entrada, o que resultaria, para a 
condição I, o seguinte: aumento de Qvc de 179,5 kW para 
184,1 kW (2,5%), redução de Tt de 1418 K para 141 6 K 
(0, 14%) e redução de x de 3,65 para 3,575 (2 ,0%). 

Portanto, a utilização da temperatura de entrada ou de saída 
da água na eq. ( 10) altera pouco os resultados finais . 

CONCLUSÕES 

Foi desenvolvido um procedimento de cálculo muito 
simples, a ponto de poder ser executado cm planilha cletrônica, 
que pode ser utilizado para a predição expedita de condições 
operacionais destes equipamentos. Nestas situações, a utilização 
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dc programas muito solisticados, como o l'llOl ·:NlXrà! ou 
FLUENT@, os quats requerem condições de contomo 
razoavelmente dillccis de impor, provavelmcntc scria muito 
mais trabalhosa que a · utiliwção do procedimento aqui 
apresentado. 

O bom funcionamento do procedimento de cálculo proposto 
para chamas realizadas com ar não seria surprccndcnlc, já quc 
na região visível da chama, as temperaturas são apenas 
moderadamente mais altas que aquelas correspondentes ü rcgião 
de rccirculação. No entanto é surpreendente que mesmo no caso 
de chamas a oxigénio, nas quais as di!Crenças de temperatura 
cntre as regiões anlcrionncnlc citadas é muito alta, a 
concordância seja tão boa. Isto se dcvc, em grande parle ao 
efeito atenuador da radiação infravennclha emitida pela região 
visível da chama, através da camada anular constituída por CCh 
c I hO, a qual tem , ncstc caso, alta absorvidadc, devido ús 
concentrações clcvadas destas duas substâncias. 
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SUMMJ\RY 

The aim of this work was to vcrity thc possibililv ot 
modelling thc hcat transter phcnomcna insidc an im;incrator t(Jr 
liquid wastes mainly constitulcd from watcr, assuming . the tlamc 
and the combustion products around it as bcing a pcrfcct-sti rrcd 
gas volume inside thc fumacc. ·n1c rcsults obtaincd havc sh0\\11 
that dcspitc its simplicity, thc model prcdicts quite wcll thc 
powcr transferrcd to thc cooled sur!~tcc and thc ratio bctwccn 
waste liquid and oil rates. 
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SUMMARY 

ln this work different measuremen: techniquesfor flickering and unsliwdiness combustion monitoring have 
been tested and discussed. ln particular. acoustic sound pressure levei and LDV velocity measurement 

techniques lwve been chosenfor this task The experiments have been performed on a premixed unconfined 
Clf4 jlame produced by a !3unsen bumer ai c!Jjferent Reynolds numbers in a range between 500 and 2500. 

Acoustical and veloci(v measurement results are processed in the frequency domain; correlation is employed 
in arder to validate measurement results and to improve underslanding ofthe combustion processes.The two 

measurementlechniques seem lo be both suitable for monitorinf! premixed (lame oscillations. 

INTRODUCTION 

ln the last few years many attempts have been made to find a 
correlation between combustion acoustic noise, lluidynamics, 
and chemical mechanisms regulating combustion processes. The 
main goal of these studies 1s to better understand the 11ame 
instability phenomencm, often acoustically coupled, which 
produces an increase in heat transfer rates at the combustor 
walls and induces large scale vibrations, and the pulsating 
combustion, largely investigated for fucl savings and emissions 
reduction. 
The experimental approach seems to be lhe most suitable to 
describe these phenomena, because, in spite of the large number 
of theoretical studies, a strict modcl of reactants turbulent 
mixing and chemical kinetics, connected with heat release and 
pressure oscillations acting within the llame, has not been 
successfully fommlated yet. Due to the complexity of the 
phenomena, it is relevant to choose properly which quantities 
should be measured and the appropriate measurement 
techniques to be employed. The harsh environment of the l1amc 
poses severe questions on most measuremcnt techniqucs, thus 
a!Tecting uncertainty and overall reliability of results. The 
measurement of di!Terent quantities and the correlation of 
experimental data is a valuable procedure to improve quality of 
the anal ysis. 
ln particular, jet difTusion llame !low structures have becn 
largely invcstigated by employing di!Terent topological 
techniques. Lewis et a!. (1988) have used Particle Tracking 
Velocimetry (PTV) to detemline streamlines and vortical 
structurcs on a laminar non-premixed llame in an unsteady 
vortical reacting !low, Strawa and Cantwell (1989) have studied 
an acoustically excited jct ditTusion !lame by perfonning t1ow 
visualization (by superimposing the luminous image o r the tlame 
on its schlieren image) and phase-conditioned vclocity 
measurements with a one-component Laser Doppler Velocimeter 
LDV measurement system; Lecuona ct a!. (1992) have sho\\11 
two and three dimensional vortex shedding in a jct difTusion 
flame by employing pulsed laser light shcet illumination and 
photographic acquisition (the llame was perturbed axially by 
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periodic prcssure pulses and azymuthally by producing a 
corrugation at the mouth ofthe nozzle). 
The results of these studies are quite in agreement with each 
other: topological methods can be usefully employed to 
characterize the structure of the vortices which are periodically 
generated from density decrease, viscosity enhancement, lluid 
acccleration and ricirculation, and externa! air intake. Flickering 
natural frequency is typically in the range of lO and 20Hz (with 
Strouhal numbcr between 0.25 and 0.5) and it is e~tablished by 
predomimmce of buoyancy forces on j et inertia forces. 
It is well known that heat realize is coupled with generation of 
pressure waves and therefore the described phenomena m&y be 
seen in connection with combustion noise, though mechanisms 
by which combustion noise is generated are still not completely 
ele ar. 
Many chemical and physical tàctors contribute to production and 
propagation of combustion noise (e.g., llow velocity, turbulence 
scales, combustor geometry and acoustic resonance frequency, 
tuel type, interaction between pressure waves and llame front, 
etc.) and different theories have been forrnulated about their role 
( e.g., Strahle, 1972; Chiu and Summcrfield, 1974; Narasirnhan, 
1986). 
Shivashankara et a!. (1975) have sho\\11 that acoustical noise in 
llames is strictly coupled with C2-radical emission and recently 
many experiments havc been successfully perforrncd to correlate 
optical and acoustical measurcments in reacting llows ( e.g., 
Poinsot et a!., 1987; Schadow et a!., 1994) with the goal of 
describing llame instabilities. 
On premixed flames, velocity measurcments and llow 
visualizations have been successfully perfom1ed (Mungal et a!., 
1994; Paone ct a!., 1996) by employing Particle Image 
V elocimetry (PIV). Com pari sons with LDV measurements 
(Paone, 1994) h ave sho\vn diiTerences of ve1ocity measured 
va1ues in lhe arder of 10%, but it is worth noting that PIV 
measures an instantaneous valuc, while LDV measures a value 
averaged on thousands of samples: therefore PIV and LDV are 
strictly complementary mcasurements techniques suitable for 
premixcd !lames study and monitoring. 



From PIV images it is possi blc to obtain instanlancous 
slreamlines in the tlame. The llow is deviated and strdched 
from lhe acccleralion due lo lhe reactions occurri11g i11 the llame 
fro11t, where vorticity and strai11 rates peak at their ma xi mum 
value. Downslream of lhe tlame fro11l, hot bumt gases are 
convected in large eddies. 
ln this case pressure waves production is regulated from 
combustion rate, which changes accordi11g to the l1ow speed a11d 
to lhe cquivalcncc ratio. Thc tlow speed, a11d lhcn thc Reynolds 
number, determines the turbulc11cc levei i11 lhe llow a11d 
therefore establishes mixi11g mechani sms a11d !lame vclocity, 
while the equivalence ratio is irnporta11t for lhe quantity of 
sccondary diffusive air, necessary lo complete 8Xidization 
reactio11s, a11d for heat rclcasc. J\11 thcsc fàctors conlribute to 
determine llarnc front shapc and posi tio11 , combustion rate a11d 
periodic pressure wave generation. 
The topological techniques above described allow to study in 
detail these phenomena al so i11 lhe time domain, if imagc 
acquisition is pcrformcd with a sufflcicntly high sample rate. 
Unfortunatcly, they need lo11g proccssi11g time and so thcy are 
not suitable for mo11itoring tlame oscillations. Thercfore, 
recently many attempls have been madc to study lhe combustio11 
instabilities and pulsation by measurement of sca lar and 
vectorial quantitics in the frcque11cy domain (Dura o el ai, 1996; 
Zangl et ai, 1996). The knowledgc of such quantitics is of 
paramount importance also to improve u11dersta11ding of lhe 
combustion tlickeri11g process. 
ln this'" paper lhe following quantitics have been chose11 for 
measurement: gas velocity (using LDV anemometry) and 
acoustic sound pressure levei (using microphones). This choic..: 
is made on the basis that vclocity oscillations are rclated to 
prcssure tluctuatio11s and the simultaneous measurcmcnt of the 
two quantities should provide correlated rcsults, i.e. redu11dant 
i11fom1ation 011 lhe combustion process. 

LDV probe 

Dantec 13urst 
Spectrum J\11alyser 

Rotameter 

JJ l'rimary air 

~ I o! 

Microphone B&K 
typc4134 

Poi11t J\ 

RcJunJancy of Jata is relcv;,nt to reuuce unccrtainty in results of 
..::-;pcrimental analysis. 
The expcriments have becn perfonneJ 011 a prcmix.::J 
unco11fincd Cll1 tlamc proJuced by a Bunsen bumer. 
J\coustical a:1d LDV velocity mcasureme11ts have been realized 
at differe11t ReynoiJs numbcrs, in order to observe lhe 
rclationship belween lhe oscillations of lhe flow spced anJ 
acoustical frequency speclra at the no1.z.lc exit anJ do\mslream 
ofthe flamc fronl. 
Reynolds numbcr has hecn varicd by regulati11g air tlow rate. 
Since lhe Cll4 flow rate can 1101 bc regulatcd i11 the experimental 
filcility herc employcJ, equivalcncc ratio has also bcen 
conscquently modificd. 
!\ir flow rate range has becn scl m such a way as to observe the 
transit.ion bctwec11 a typica l buoyanl tlame, very near to be 

di!Tusivc (Rc = 515, ~ = 0.31 ), anda typieal turbulent premixed 

llame, dominated by incrtia force s (Re = 2520, ~ = 0.92). 
ln these difTerc11t conditions, lhe flickering of lhe 11ame has been 
observed and corrclated to velocity and acoustical rneasured 
frequency spectra. 

I ~ Xl'ERIMENTJ\L FJ\CILITY 

·n1c experimental fàcilit y is schcmatically sh01vn i11 Fig. I. 
lhe flame is produced lrom a Bunscn bumer operating with 
Cll4. Thc bumer is equipped with a tube ( 17 mm internal 
diametcr, 806 mm !cngth) mounted on the nozzle (80 mm 
lc11gth), in such a way as to havc a ful! y-dcveloped tlow at the 
tube exit. 
The bumer is surrou11ded by a cyli11drical settli11g chamber (200 
mm intemal diamcter, 95 mm hcight) where prirnary air is 
co11veyed. The air is seeded for LDV measurements by using 
Ti02 particles and a TSI atomizer. 

Phonometer 
B&K type 2209 

Exit tube 
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Cl Cl Cl 

• Cl Cl 
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Cl Cl Cl 
Cl Cl Cl 
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Spectrum Analyser 
Onosokki CF-940 

Rotametcr 
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~========== ~ 

Atomizer Fig. I Thc c:-;pcrimcntal làcility. 
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Thc particlcs cmploycd has an avcragc diamctcr of about 0.2 
1-1111, with a dcns ity of 3.5 x I 05 kg/m3

; thc maximum frcqucncy 
of hot gas vclocity tluctuations, which can bc followcd by thosc 
particlcs with an errar lowcr than I %, is about 40 Kllz (Drain , 
1980). 
Air and mcthanc f1ow rates are mcasurcd by rolamctcrs, whosc 
measurcmcnl uncc11ainty is 5 % of rcading. 

LDV MEASlJREMENTS 

Yclocity mcasurcmcnts havc bccn pcrforrncd in lhe ilamc by 
using an ion Argon laser (4 W powcr) cmmcctcd to fibcr optics 
two-component (with wavclength of 488 nm and 514.4 nm) 
LDV systcm with Burst Spectrum Analyzcr for signal 
proccssing. A 310 mm focal lcngth lcns have becn uscd to 
collect lhe scattered light, with a measuring volume of 2.6 mm 
of length and 0.14 mm of diamcter. 
Three difTerent conditions of the tlame havc been studied: 
I) average ilow specd: 0.52 m/s, Rc = 515, <j> = 0.31 (ilow rates: 
8.1 O 1/min a ir, 2. 75 1/min CH4). 
2) uvcrage ilow spccd: 1. 74 111/s, Rc 1720, <j> = 0.53 (llow 
rates: 13.9 1/min a ir, 2. 75 1/min Cl!~)-
3) averagc tlow spccd: 2.55 m/s, Rc 2520, <j> = 0 .92 ( llow 
rates: 24 .2 1/min ai r, 2.75 1/min CIL~). 
For each condition, vclocity has bccn 111easurcd in two dilkrcnl 
points in lhe axis of lhe f1a111c : inside the tlame cone (point A, 
Fig. l), at 10 111111 from the exit tube, where thcre is no 
combustion, and jusl abovc lhe lla111e front tip (point B, F ig. I ), 
at a distancc from lhe tube cxil difTcrcnt in lhe lhrcc conditions, 
according to the llame lenglh, which varies betwccn 300 mm 
(cond. I) and ISO nm1 (cond. 3). 
Since we wcre intcn:stcd in lhe pcriodic vclocily tluctualions in 
lhe frcqucncy domain , wc havc acquircd for cach poinl 20000 
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samplcs and wc have pcrforrned acquisition in such a way as lo 
have Data Rate (i .e. the frequcncy of arrival of the samples) and 
Data Valid (i.e. lhe percentage oflhe acquired samples which is 
acccptcd by the processing system) as high as possible, so that a 
wide frcqucncy band could be analyzed in lhe results. 
Afier resampling of the acquired time series at constant L'IT 
given by thc mean Data Rate (norrnally LDY raw data are not 
equally spaced in time), lhe Fast f ouricr Transforrn a lgorilhm 
can be corrcctly applied to calculate lhe velocity spectra. 
ln arder to incrcase Data Rate, seeding dcnsity, laser power and 
signal voltage to the photomultipliers have been accurately set. 
Bolh lhe axial and the radial velocity components were 
mcasurcd, but here only results conceming axial (vertical) 
componcnt are discusscd, because they are more significant. 
Tn Tuble I main LDV data results are reported. 

Tablc I - LDY data rcsults for the axia l velocity componenl. 

Condi- Poínt Ymean D. Rute Data VRMS Turbu-
tíon m/s KHz Valid m/s lence 

l A 0.76 9. 115 89% 0.03 4.74% 
I B 3.11 2.558 45% 0.60 19.4 % 
2 A 2.42 9.8 10 95% 0.12 5.23% 
2 B 3.22 2.496 52% 0.66 20.8% 
3 A 3.46 II. 722 92% 0.32 9.39% 

3 B 3.96 3.582 50% 0.72 18.3% 

The uscful frequency band observable by LDY data depends on 
lhe Data Rale, which clearly dccreases above the flan1e front 
(point B), bccause of thc lower seeding densily caused by 
parlicle combustion. ln lhe worst cases (cond. I and 2, point B), 
a bandwidth of about I KHz is given by the processing sofiware 
!"o r FFT accordmg to smnpl ing thcorems. 
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fig. 5- LDV vclocity spectrum in point B, condition 3. 
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Fig. 6 - LDV velocily speclrum of Fig. 5 (point B, condition 
3) with lhe scale from O to SOO llz. 

ln Fig. 2 lhe velocity spcctrum mcasurcd insidc lhe llame cone 
(poinl A) in condition I is shown: lhe llow coming out from lhe 
tubc does not prcsent particular lluctuation around its mean 
value (0.7649 m/s). 
The frcqucncy velocity spectrum magnitude (S(f) MAG) is 
prescnted in an arbitrary scalc, as the standard Burst Ware 
Dantec software usually does. Bccause of that, only qualitative 
rcsults are given, but thcy are sufficicnt for our J1Urposcs. On the 
contrary', thc frequcncy scale (hcrc as in the following spectra) is 
reported in a range from O to 50 1 Iz, because only in this range 
significant velocity t1uctuations have becn observed. Above 50 
Hz, the spectra decreasc progressively and reach zero bctwccn 
500 and 700 Hz. 
Thc spectrum mcasurcd in thc samc condition, but in thc point 
ahove thc O ame tip, presents a significant t1uctuation al 13 I Iz 
(Fig. 3), which also scems lo have 2nd and 3rd hannonics. It is 
worth noting thal in Fig. 3 thc amplitude scale is two orders of 
magnitude larger that in Fig. 2. 
Whcn Reynolds numbcr increascs, togcthcr with avcragc f1ow 
speed and equivalcncc ratio (condition 2), lhe vclocily 
Ouctuation frequcncy and its 2nd and 3rd ham10nic enhancc too 
in the point above thc fiam c fronl (Fig. 4 ), whilc in point A, 
inside the Oamc, a spcctrum vcry similar to that in Fig. 2 has 
bccn obscrved, with no significant oscillations. 
ln condition 3 the sarne bchaviour has been found, with a Oat 
spcctrum in point A and a pcak at 19.7 l Iz in point B (Fig. 5). It 
is difficult to undcrstand whether it is the lirst or thc second 
hannonic, bccause the vclocity amplitude prescnts a small pcak 
also at 9.8 Hz. 
We noted that, although thc avcragc llow specd diiTercncc 
bctwecn condition 2 and 3 is less than betwccn condition I and 
2, thc f1uctuation frequency shifi is more signilicant bctwecn 
condition 2 and 3. 
ln Fig. 6 the spectrum of Fig. 5 is reportcd in a frequency range 
from O to 500 Hz, in order to show an example of thc acquircd 
spcctra behaviour at higher frcqucncy: as previously statcd, thcy 
progrcssivcly decrease to zero at about SOO llz. 

1\COUSTlCAL ME/\SUREMENTS 

ln thc sarne conditions, acoustical measuremcnts have been 
pcrfonned by using a Bruel & Kjear sound levei meter typc 
2209, equipped with a Brucl & Kjcar capacitar microphone type 
4134, which has a uscful frequcncy range betwccn 3 Hz and 20 
KHz. The acquircd signals havc been analyzed by mcans of an 
Onosokki spcctrum analyzcr CF - 940 with 400 ]ines rcsolution; 
two range have been analyzed , 5 - 50 Hz and O - l 000 Hz, with 
frequcncy resolution of0.125 Hz and 2.5 Hz. 
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Strhalc ( 1972) has shown that combustion noi se does not prcsent 
directionality for wavelcngths longer than lhe Oamc 
charactcristic dimcnsion . Conscquently, sincc wc wcrc mainly 
inlerestcd in lhe low-frequency range, wc havc choscn to 
pcrfom1 acou< ical mca surcmcnls in a fixcd point at 250 mm 
from thc tubc exit and al I 00 mm from lhe bumcr axis, with lhe 
sound levei meter always in lhe sarne horizontal position (see 
Fig. I). Thereforc no di stinction bctwccn point A or B will be 
neccssary for acoustic sound prcssurc mcasurcments . 
32 avcragcs in frcqucncy domain have becn pcrfonned for cach 
acquisition so that random noise is smoolhcd out. Thc 
convcrsion factor hctwecn voltagc and pressurc is l volt= 0.0002 
~tbar . 

ln Fig. 7 - 8 thc acoustical spcctra mcasurcd in condition l, at 
low and at high frequency , are shovm. The low frequency 
spcctrum (Fig. 7) is vcry similar to lhe vclocity spectrum in lhe 
sarne condition (Fig. 3), with peak valucs at 12.9 Hz and at 26 
I lz (2nd hannonic) ., ln Fig. R thrcc dominanl pcaks are prcsent 
( 175 Ilz, 437 .5 llz, 525 llz) and lhe levei is ncar zero in thc 
rcmaining part of the considercd bandwidth: in this condition the 
sound pressurc leve i is gcncrally very low, almost not audiblc by 
human cars. 
ln condition 2 (Fig. 9- lO) the first peak moves at 13.3 Hz with 
lhe sccond hannonic at about 26 Hz; at higher frcqucncy a 
significant amplitude value appears at 218Hz, while the peaks 
at 437.5 Hz (which is lhe 2nd hannonic of 218 I !z) and at 525 
llz decreasc, yet rcmaining visiblc. We have noted that thi s 
behaviour is rcpcatablc pcrfonning measuremenls severa! times, 
with a standard dcviation of about 2-3 %. ln is is in agreemcnt 
with lhe unccrtainty estimatcd afier calibralion. 
ln condition 3 (Fig. 11 - 12) lhe f1amc bccomes very turbulent , 
noi sy and its length decreases. ln the high frcquency spectrum 
(Fig. 12) it is possiblc to note that thc wholc sound pressure 
levei is cnhanccd and lhe thrcc peaks, above mentioncd, are still 
prcsent, bul tcnd lo be hiddcn in a wide band continuas 
spectrum. At low frcquency (Fig. II) the hannonics at about 
10.5 l!z and at 20 .2 l!z are prcdominant. This bchaviour is very 
similar to that obscrvcd for the LDV spcctra in the .-ame 
condition. 

ANALYSIS OF lHE RESULTS 

LDV and acoustical mcasurcments rcsults appear tp be 
strictly related . At low frequcncy the pcak values are found to be 
at the same frequencics bctwcen 13 and 20Hz and in both cases 
thcsc frcqucncics mcrcasc with Reynolds numbcr and 
equivalencc ratio. ln both mcasuremcnts, also 2nd and 3rd 
hannonics havc bccn found. 
This correspondcncc bctwccn vclocity and acoustica l 
mcasurcmcnts rcsults in a range bctwcen lO and 20Hz is dueto 
lhe pcriodic prcssurc waves generation connectcd to vortices 
dctachmcnt, which is, as prcviously stalcd, establishcc.l by 
Reynolds number and cquivalence ratio (i .e. by thc Ouidyarnics 
and chemical mcchanisms regulating combustion and heat 
rclcasc rates) . 
ln ordcr to improve undcrstanding of the combustion Oick~:ring 
proccss, in thc future furthcr cxperiments will bc perfonncd 
varying scparately thc Reynolds number and thc equivalcnce 
ratio , in such a way as lo corrcctl y estimate the influence of 
thesc two variablcs. 

lt is intcrcsting to note that the fl amc has been studied in thc 
transition range from the dominion of the buoyant forces to that 
of lhe incrtia forces. Usually, the relative importance of 
buoyancy and inertia forces is measured by the Richardson 
numbcr (Ri), which is dcfined as: 

Ri= Gr I Rc2 ( l ) 
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where Gr is the Grashof number and Re the Reynolds number. 
ln general buoyancy forces dominate in 11ows whcrc Ri ~ 1. Ri 
may be calculated also (e.g. sce Strawa and Canlwell, 1989) as 
the ralio of the square of the limescales associalcd wilh inertial 
phenomcna (11 = d/U, wherc d is lhe jct diameter and U is the 
average 11ow speed) and wilh buoyancy phenomena (11 = 

(dfg') 112
, where g' = (PFs- PH I PH)g is lhe cffeclive gravilalional 

acccleration present in lhe tlame; PFs is lhe density of lhe frec
slream air and PH is lhe densily of the hot combustion gases). ln 
practice, '' is the time it would take for the jct 11uid to convect 
onc jet diametcr, while <2 is proportional to the time it would 
take for lhe jet to convcct one jel diametcr under the eftcctive 
gravitational acceleration . Thcrefore: 
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(2) 

Using Eq. (2), Richardson number has been ca!culated in lhe 
lhree sludicd conditions and resulls have been reported in Table 
2, together with lhe equivalence ralio and the Reynolds and lhe 
Strouhal numbers. 

Table 2 - Characterislic numbers of the flame in the thre~ 
sludicd condilions. 

Condition ~ R e Ri St 
I 0 .31 515 5.12 0.425 
2 0.53 1720 0.91 0.133 
3 0.92 2520 0.45 0.131 



ln condition 1 the flame is typically dominated by buoyancy 
forces (Ri> 1). It appcars clear ~lso by looking at lhe flame: its 
1ow-frequency natural flickcring is evidcnt and its mixing and 
reacting mechanisms scem to be very similar to those prcviously 
described for a diffusive flame. It is confírmed also by thc low 
equiva1ence ratio. The flame is about 300 mm high, duc to the 
low buming velocity (comparable to flow spccd) causcd from thc 
poor mixing efficiency typical of these conditions. 
Condition 2 is characterizcd by the transition, whi\e in condition 
3 lhe jet inertia'[Qrces become completely dominant: lhe mixing 
between air and fuel is now regulated by the turbulcnce 
gcnerated in the flow, thc buming rate increases and becausc of 
that the flame gets shorter. The equivalence ratio is ncar to I 
and lherefore the second diffusive air flow rates decreascs. 
ln this conditicin velocity and acoustical spectra bccome vcry 
similar to lhose of a lurbulent jet, wilh a significant levei in a 
broad frequency band. 
The experiments here performed confírm this typical behaviour 
(see Fig. 12) and additionally show that natural flickering 
frequency shifts signifícantly when Reynolds number increases 
in lhe range where the flame becomes completely turbu1cnt. 
ln fact, between condition 2 and 3 there is an increase of the 
frequency peak more relevant than bctween condition land 2 
(where transition occurs), though the incrcase of lhe flow speed 
is lower. Therefore we think that this behaviour is mainly due to 
the real change in the mechanisms rcgulating mixing and 
combustion processes. 
It is worth noting also lhat lhe Strouhal number seems to become 
constant when the flame is completely premixed and turbulent. 
Unfortunately, we could not verify whether this behaviour 
persists at higher Reynolds numbers, because in condition 3 the 
flame is near to blow up for any further flow rate incrcase. 
The peaks present in lhe acoustical spectra at higher frequency 
(218 Hz, 437.5 Hz and 525 Hz) are probably due to the 
resonance of the tube, which is estimated to be around 210 Hz. 
This interpretation could explain also why those peaks do not 
change for âifferent flow conditions. 

CONCLUSTONS 

This work discusses an experimental approach to lhe 
measurement of combustion flickering of a CHt premixed tlame 
from a Bunsen burner, at different Reynolds numbers, with the 
main goa1 of determining the physical quantities to be mcasured 
in arder to monitor unsteadiness in combustion processes_ Since 
unsteadiness is strictly related to heat release and combustion 
rate and efficiency, its monitoring and control is of paramount 
interest and it has been largely studied in the last years. 
The experiments perfom1ed have shown that both LDV flow 
velocity and combustion noise measurements are suitable for 
this task, because they are both non-intrusive and dcscribe 
phenomena in time and frequency domain. ln particular prcssure 
waves oscillations measurements may be easily employed for in
field monitoring of big industrial bumers. Results obtained by 
independent measurement of diiTcrent quantities are well 
correlated, lherefore they conftrm the applicability of the two 
measurement techniques to lhis kind of flow. Repeatability of 
data and correlation allow to conclude that uncertainty of both 
measurement techniques rcmains within calibration limits, even 
in the harsh environment of a flame. 
From a fluid-dynamic point of view, measuremcnt results have 
shown that , by increasing the Reynolds number and the 
equivalence ratio, the flickering frequcncy shifts significantly 
when the flame is turbulcnt and dominatcd by the inertia forces, 
while it rests a1most constant since thc flame is diffusive and 
buoyant. Further tests, performed varying separate1y the 
Reynolds number and the equivalence ratio, will be neccssary to 
better understand these phenomena. 
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SUMMARY 
A new method to measure the huming rate of planar premixed turbu/ent fi ames in stagnation flows has 

heen explored. The method is based on the balance of condicional mass flu.:r:es in a contrai volume rhat 
exrends from pure reactants to the stagnation plane. The difference between the mass of reactants flowing 
into and out of the contrai volume is the mass that has reacted within the contrai volume. lvlean reaction 
rates and turbulent hurning velocities can be deduced from the measurements of hoth conditional reactant 
velocities and reaction progress variable. The method has been applied in premixed turbulent flames in 
opposed jets conjiguration. The present investigation has demonstrated that the determination of the 
turbulent buming veloclty dejined hy the axial cold houndary veloclty lead to an overestimation of the 
burning rate in premixed jlame. 

INTRODUCTION 

The detennination of the turbulent tlarne sp.:.:d and th.: 
m.:an reaction rate in pr.:mixed turbulc:nt combustion .is a 
fundamental probkm tor many energy systems. Many 
contigurations and m.:thodologies have be.:n adopt.:d to 
caract.:rize tl1.:m. A tê:w years ago, Cho .:t ai. ( 1986) introduc.:d 
the use of the turbulent stagnation t1ow contiguration lor 
fundam.:ntal studies of prernixed turbulent tlarnes. They 
demonstrated that, because of its planar configuration, th.: 
stagnation t1arne is usdul to detennine thc: propagation speed of 
turbulent pr.:rnixed tlarnes. Following previous studi.:s by Wu et 
Law (1984) and Law et ai. ( 1986) tor laminar t1arnes in this 
contiguration, the turbulent burning velocity detined as the mean 
axial velocity at the upstrearn boundary of the turbulent tlarne 
brush. How~ver, recent work by Shepherd and Kostiuk ( 1994) 
showed that the tlow speed at the leading edge of a llarne 
stabilizc:d in a divergent tlow cannot be used to detennine the 
mean buming rate. ln a more recent paper, Kostiuk and 
Shepherd (1996) have detailed the way to obain the turbulent 
llame speed based on th.: detennination of the mean buming rate 
accross a tlarne brush. This techniquc: is applied here to tlarnes 
stabilized in opposed turbulent tlows. The present paper 
describes the results of an initial pararnetric study. 

EXPERIMENTAL SET-UP 

Figure shows the experimental set-up. Two 
geometrically identical bumers (30 mm diarneter) are mounted 
on a comput.:r controlled two-axe travers.: system. The upper 
one is water-cooled. 1l1e bumers are supplied with identical 
premixed methane/air mixtur.:s. The nozzles ar.: placed such 
that the g.:n.:rat.:d oppos.:d Jt!t 11ow1ield produc.:s an 
a.xisymmetric Ire.: stagnation plan.:. Th.: jets are surrounded by a 
co-tlow of air ( exit section 50 mm) that homogenizes the 
turbulence and r.:duc.:s th.: buoyancy of the llarn.:s (Mounaün 
and Gokalp. 1993) Thus, a unitorm velocity pro til.: tor larg.: 
radial distances is pres.:rv.:d. 

Th.: optic diagnostic system provid.:s one point 
intormation on both th.: dynarnic and scalar tields . Th.: llow 
velociti.:s ar.: m.:asur.:d by using a 2 calor (gr.:.:n 514.5 nm and 
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blue 488 nm), 2 compon.:nt laser Doppler velocimeter. A 2 Watt 
bearn from an argon-ion laser is tocused in an optical tibre. Th.: 
cyan calor bearn is separated into two bearns; on.: cyan bearn is 
then r.:-separated into a blue and a gr.:en bearn The beams are 
trequency shifted by a Bragg cell and a ditlerential trequency of 
5 Mhz is used tor both components tor remova! of directional 
arnbiguity. · 

Doppler bursts are collected by two photo-multipliers 
assembled with a colar separator on an optical lens system 
placed in the torward scattering dir.:ction at approximatdy !5° 
trom the optical axis. The signals are analyzed by a TSI 
processar IF A 755 to detennine the local tlow vdocity. 1l1e 
signals from the LDA processar are tiltered (low pass tilt.:r I O 
Mhz, high pass tilter I Mhz) and arnplitied betore computer 
storage tor post-processing. The data ar.: analysed to obtain the 
mean and rms tluctuahons of the two conditional reactant 
velocity components. AI each m.:asur.:ment position, I 0240 pairs 
of validated velocity data points are stored. Seeding is provided 
by olive oil droplets with m.:an size l.:ss than l 1-1m introduced 
into th.: tlow by an atomizer. The disappearance of the droplets 
at th.: tlarn.: front provides an indicator timction tor th.: pr.:s.:nce 
of reactants or products trom which the reaction progress 
variable c may be readily detennined. 

The reaction progress variable c is obtained by collecting 
the Mi.: scattering intensity with another photomultipli.:r and 
lens assembly with a 514.5 nm intc:rterential band pass tilter 
placc:d also in th.: torward scatt.:ring direction at approximately 
15° from the optical axis. The intensity of the signal lrom the 
multiplier is converted into voltage with a 20 kn resistor. 1l1e 
data acquisition svstem DAS-50 collects 10° points at a sampling 
rate of 375 kHz. The shape of the signal is insensitive to a 
sarnpk rate above 100kHz. The Mie scattering signal (tigure 2) 
resembl.:s a random telegraph signal with a sharp transition 
bc:tween signal kvels representing th.: reactants and the 
products. The products and the reactants are pertê:ctly distinct. 
Cons.:qu.:ntly, the local valu.: of c can be .:asily determined by 
spc:ci!Ying a threshold crit.:rion near th.: mid rang.: int.:nsity and 
then by evaluating the percentage of time spent in the products. 
Th.: local value ofthe progress variabk is then: 
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METHODOLOGY 

The method described by Kostiuk and Shepherd (1996) to 
estimate the burning rate of a flame is adapted here to t1ames 
stabilized in turbulent opposed jet t1ows. Consider the control 
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volwne sho\\n in tigure 3 which extends from pure reactants 
(c ;,:Q) to the stagnation plane (c"' I) with a diameter D. 

z 

~ 
X 

Figure 3- Schematic ofthe control volume 

The mass bumed within the control volume is the 
ditlerence between the mass t1ow of reactants into and out o r the 
control volume. The mean buming rate is then given by 

fwdz .Úin- ,Úout 

rr.D2 /4 
(2) 

The mass tlow of reactants into the control voltune is : 

2 . rtD _ 
,'vfin =--prc·c=O (J) 

4 

and the expression for the mass t1ow of reactants out of 
the control volwne is 



zc-""t 
rtDpr f--:- -

.Ú 0 ut = -- v r=±D!2 (1-c)dz 
') 

(4) 

- Zc=O 

Where U and V are the mean axial and radial vdocities 
olthe reactants respectivdy: Pr is the reactant density. TI1e term 

(1- c) represents the fraction of time the reactants spend in a 
given point of space. DiViding this burning rate by the reactants 
density kads to the mean turbulent burning vdocity S T 

S r =-
1 f-wdz (5) 

Pr 

This mean turbulent burning velocity is di!Ierent Iram the 
local 11ame propagation speed of a t1ame front relative to a 
turbulent flow. Tiús speed measures the overall consumption 
rate of the turbulent 11ame brush. 

EXPERlMENT AL RESUL TS 

The burning rate and the turbulent burning velocity are 
determined for various diameters D of the contra! volume. 
Measurements of the radial velocities and the progress variable 
are performed along traverses 8,1 O and 12 mm from the 
stagnation 

Experimental measurements were made with a premixed 
methane/air mixture of equivalence ratio 1.0 and with an exit 
velocity of 5 rnls. The bulk strain rate delined by the velocity 
gradient at the upstream edge of the llame tront is 225 s· 1

• 

For this set of experiments, the tlow conditions are chosen 
far trom extinction. The two 11ames are well-separated and the 
mean progress variable c lrom the Mie scattering signal is equal 
to l in the region between the two 11ames. 
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Figure 4 - Radial velocity ot the reactants in the llame brush 
for di!Ierent control volume diameters 

Figure 4 represents the behaviour of the radial velocity in 
the llame brush for di!Terent contrai volume diameters. The 
radial velocity is only slightly modified by the t1ame brush. The 
reactant !lux out of the contrai volume is then obtained by 
weighting the radial velocity with the function (1- c ) . An 

example of the variation with axial distance, for each si de of the 
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Figure 5 - Variation of the radial reactant t1ux with axial 
distance 
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contrai volume armmd the s'lmmetrv axis, of the integrm1d on 
the right hm1d side of the equation for the mass t1ow of reactmlts 

out of the control volume, Ú out , is shown, in tigure 5. 
The mass t1ow rate of reactruús leavin·g the contrai volume 

is then subtracted from the axial mass t1ow rate of reactffilts at 

the cold boundary of the t1ame, .\4 in . TI1e dillerence between 

the two t1uxes gives the mass t1ow rate of reactm1ts consumed in 
the contrai volume. Figure 6 shows the burning rate detennined 
for each contrai volume diameters. 

Dividing the burnfn~ rate by the unburned gas densit.\ , the 
mem1 turbuknt burning vdocity cm1 be deduced (tigure 7). 1l1e 
mem1 ttlrbuknt burning vdocity is found to be independent of 
the size of the experimental contrai volume. Consequently, the 
t1ame is unifonn near the stagnation streamline. 

DlSCUSSION 

The mem1 turbulent burning ve!ocity shown in tigure I O as 
detennined by the present method cm1 be compared to the 
classical detinition used for tlames in a stagnation point t1ow: 
the mem1 velocity at the cold houndary of the t1ame front. ln the 
case of the opposed jet coníiguration, the mem1 axial vdocity 
protile does not present a wel!-detennined ve!ocity minimum 
Iike for t1ames stabilized by a stagnation plate. Consequently, 
we here choose the mem1 axial velocity at the cold boundary of 
the flame front. Thís boWldary is detined as the position whare 
the progress variable is c= O. 05, indicating the beginning of the 
t1ame brush. Thís deflnition gives us a mem1 turbulent 
propagation speed of 2.2 nlis. This Iatter value is 2.7 times 
larger thm1 the value deduced from the mem1 reaction rate. 

Theretore, the mem1 turbulent burning velocity, as 
detennined here is ditlerent from the mem1 displacement 
velocity of the t1ame brush. 

Consequently, the mem1 reaction rate detennined by the 
classical method is overestimated compared to our direct 
measurements of consumed reactmJts. lndeed, as shown in figure 
8, in divergent tlows, a large part (about 65%) of reactffilts 
entering at the kading edge of the t1ame leaves the contrai 
volume without burning. The mem1 reaction rate estimated as 
the velocity at the leading edge of the t1ame brush do not take 
into accmmt this fraction of reactffilts leaving the contrai volume 
without burning. 

The nonnalization by the unstretched laminar burning 
velocity (SLo=0.43 nlis) gives Sr/SLo=l. 9 instead of Sr/SLo=5 .1 
with the classical detinition. The turbulence intensity was u'=0 .8 
nlis , i.e. u'/SLo= 1.9. For comparison, the results of Cho et ai. 
( 1986) for turbulent methm1e/air t1ames stabilized by a 
stagnation plate give tor u'/SLO= 1.9 a set of experiments with a 
ratio Sr/SLo between 3.5 m1d 4. 

Some uncertainities in this comparison are due to the 
nonnalization of Sr with the unstretched laminar burning 
velocity. Nonnalization with the stretched laminar burning 
ve!ocity would be helpful but there is still no consensus on the 
detennination ofthe stretched laminar burning velocity(Tien m1d 
Matalon, 1991 ). Theretore, we do not know exactly to what 
extend the variation of Sr is caused by chm1ges in the stretched 
laminar burning velocity SL. 
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CONCU JSION 

A measurement tt:chnique is used for turbulent premi:-.:ed 
11mnes in the opposed jet conliguration to measure the mean 
h<mling rate . 'I11e teclmique is hased on lhe d1tkrence between 
the reactm1ts mass 11ow in and out of a control volume. 

'Il1e conditional reactm1ts velocities are measured with a 
two-compQnent Laser Doppler Velocimetry system in a !lo\\ 
seeded with oil. Simultm1eous Mie scattering from LD.V probe 
volume is used to measure lhe mean progress vanahk. TI1e 
combination of velocity and progress variablc allows thc..: 
detennination of the mem1 reactants t1ux. 

1l1e present investigation shows that the classical 
detennination of the turbulent buming vdocitv ddined as the 
axial cold bow1dary velocity kads to an overestimation of thc..: 
mem1 burning rate because it does not take into accmmt the 
radial t1ux of reactmJts 

To complement this study, it would he usdi.Jl to conduct a 
set of experiments on stretched laminar t1ames in the opposed 
jet or stagnation plate contiguration in order to detennine the 
meffil burning rate or stretched laminar t1ames by the present 
method. ln this case, the nonnalization of ST hy the stretched 
lmninar burning vdocity SL would take into accmmt the et1t:ct of 
the bulk strain rate . 
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RESUMO 

Os e(eitos da variaçiio de densidade causados pela e.wtermicidade da reaçiio süo analisados para o caso de 
chamas dijil.l'il'liS transicntes. Siio obtidas soluções analíticas e numéricas para chamas difusivas unidimensionais 
considerando-se n 'aç6cs de 11as.w simples, duww Ú({initesimal. 11ressiio constante, igniçiio instantânea eLe= I. t 
obtida uma equaçtio integro-di(erencial dependendo da mzüo de equivalência inicial, um novo parâmetro para 
chamas dijil.l'ivas, e do ~UWl de exotermicidade da reaçiío. Süo obtidas expre.uõe.r analíticas para a posiçüo e a 
\'elocidade de propagaçüo da chama, campo induzido de velocidades, perfis de temperatura, perfis de concentra
çiio e ra.ras de cm!sumo mâ.rsico de comhu.rtívd Mostra-se que o campo induzido de velocidades decai rapida
mente após a igniçiio. 

INTRODUÇÃO 

Muitos problemas que envolvem escoamentos n~ativos 

podem ser anali sados considerando-se elementos de chama 
modelados como chamas transicntes unidimcnsionais. Estas 
chámas transientcs elementares são um modelo de flamículas, 
ouflamelets , que surgem em meios turbulentos rcativos onde a 
espessura da zona de reação é menor que a escala espacial de 
turbulência. 

Na camada cisalhantc formada entre dois escoamentos 
paralelos de combustível e oxidante ocorre a formação de 
vórtices que interagem com a chama difusiva formada na inter
face dos tluidos . Durante a interação de um vórtice com uma 
chama são geradas estruturas na forma de cristas de onda ao 
redor do núcleo do vórtice as quais podem ser analisadas lo
calmente como chamas planas transicntes , conforme mostrado 
por Marble ( 1983). Inclusões ou bolsões de combustível ocor
rem em processos de queima turbul enta e também em queima 
de plumas pulsadas. Estas inclusões podem ser modeladas 
como chamas transientcs unidimensionais, normalmente apro
ximadas como esferas de gás. 

A análise da queima de gotas cm pressões supcrcríticas 
pode ser considerada equivalente à queima de inclusões gaso
sas de combustível. uma vez que não h;í uma fa se líquida bem 
definida acima da pressão crítica. conforme mostrado por 
Spalding ( 1958) e Rosner ( 1967). A queima de gotas de com
bustível em diversos dispositivos como turbinas. dmaras de 
foguetes e motores diesel é, muit<Js vezes. reali zada cm pres
sões supercríticas. 

Há disponíveis na literatura diversas soluçôcs relati vas i1 
queima transiente considerando-se processos com densidade 
constante e propriedades constantes tais como as difusividadcs 
de massa c de calor. Spalding ( 1958) ao analisar a queima 
supercrítica de gotas considerou o problema de uma fonte 
pontual de combustível, obtendo resultados como o tempo de 
quei ma e a taxa de consumo de combustível. A análise de 
Spalding foi estendida por Rosner ( 1967) que considerou uma 
fonte distribuída de combustíveL ou uma inclusão gasosa 
esférica de combustível em um meio oxidante. Seu intuito foi 
o de estudar a liberação de substfmcias químicas na alta atmos-
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fera . Marblc ( 1983) apresentou a análise das interações de 
vórtices viscosos com chamas difusivas, visando entender os 
elementos básicos da queima de chamas turbulentas. O pro
blema de Marble foi estendido por Shiah ( 1992) para o caso de 
um spmy denso interagindo com um vórtice potencial. Fendcll 
et ai. ( 1994) apresentaram resultados analíticos referentes à 
queima difusiva de inclusões de gás esféricas e semi-esféricas. 

A maioria dos autores ao estudar a queima de chamas 
difusivas não analisa os efeitos da variação de densidade devi
dos à exotcrmicidadc da rcaç:io . Foi mostrado por Kl aj n c 
Oppenhcin ( 1982 ) que a exotermicidade pode aumentar signi
ficat ivamente a espessura de jatos planos reativos, embora não 
afcte o seu comprimento, enquanto que os jatos reativos axi
simétricos apresentam modificações tanto em diâmetro quanto 
em comprimento. Os resultados obtidos foram expressos em 
forma algébrica, sendo derivados a partir de soluções auto
similares no domínio incompressível transformado. Karagozi
an c Marblc ( 1986) estudaram os efeitos da cxotermicidadc em 
interações entre chamas e vórtices, most rando que não havia 
um efeito significativo na tax a de consumo de co mbustível, 
muito embora houvesse uma expansão da estrutura do vórtice 
com a chama. Os efeitos da taxa de reação finit a sobre cstus 
intcrações foram analisados por Rhcm et ai. ( 1993) conside
rando também chamas com densidade variáve l. Costa ( 1995) 
estudou numericamente a queima de chamas difusivas transicn
tes com química dctulhada, c considerou propriedades variá
veis. 

Neste trabalho é feita uma aná lise detalhada dos efeitos da 
variação de densidade causados pela exotcrmicidade da reação 
sobre a que ima de chamas clifusivas uni-dimensionais transien
tcs. Mostra-se que chamas pl anas comportam-se diferentemen
te de chamas curvas no tocante à máxima expansão, tempo de 
queima c taxa de consumo de combustível, quando comparadas 
com chamas de densidade constante. O tempo de queima e a 
taxa de consumo de combustível não são afctados pela variação 
da densidade no caso de chamas planas. enquanto que chamas 
esféricas ou cilíndricas podem apresentar uma signifi cat iva 
redução no tempo de queima c au mento na taxa de consumo de 
combustíve l. O aumento na expansão da chama é maior no 



caso de chamas plan~ do que para chamas curvas, como se 

mostra a seguir. 

FORMULAÇÃO TEÓRICA 

O presente modelo teórico considera a queima difusiva 

unidimensional com coeficientes de difusão iguais para todas 
as espécies, microgravidadc , nenhum efeito de rad ia~ão , ne

nhuma convecção, nenhuma difusão térmica, pressão constan

te , número de Mach pequeno, número de Lewis unit ~ír io (Le = 
I ou NC,. = pD). Considera-se que a rcação química seja de 

passo si mples. com s Kg de oxidante reagindo com I Kg de 

combustível, isto é, I F + sO --7 (I +s)P. Em conseqüência, as 
equações de conservação da massa, das espécies c da energia 
são dadas, respectivamente por 

dp I d(pr 1 v) 
-+- =0 
di r 1 dr 

(I) 

(
JY; r)Y,) I d ( [) _1 r7Y,) p-+v- =-- p 1- +w 
í-Jt dr r 1 dr dr ' 

(2) 

(
dh r)h) I í-J ( r7h) p -+v- =-- pDr 1

- +wrél.h, 
di ar r 1 rh r),-

0) 

onde p é a den sidade total , v é a velocidade do fluido, 1 é o 

tempo , r a posição, Y; é fração em massa da espécie i, t.h, é o 
calor de reação e j =O, I ,2 para geometrias cartesiana, cilíndrica 
e esférica, respectivamente. A fig . I mostra uma vista esque
mática das chamas unidimensionais sob consideração, com 
dimensões iniciai s características 2a e frações de massa iniciais 
de combustível e oxidante Yn1 e Y0 .11 , respectivamente. 

a) chamas planas 

chama 

Yo.o 

oxidante 

c) chama e.lj'éricu 

chama 

Yuo 

oxidante 

I= 0 

chama 

Yo.o 

oxidante 

chama 

Yo.o 

oxidante 

chama 

Yo.o 

oxidante 

Figura I - Esquema das chamas transtcntes ul'idimensionais. 
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A rim de eliminar os termo s de rcação nas equações (2) c 

0) são definidas as sc):!uintcs variáveis fJ,(i=F,OJ'.l), ou variá
veis de Schvab-Zcldovich normalizadas , de acordo com Willi
ams ( 1985): 

1+1/>~-~ 
YF .Il YO.Il = 1--1/>-~-~= 
I+</> I + S Yf.o Yo.o 

/3 , 

r., c,.(T-T;,) Y1 c,.(T - T;,) 
= 1--- 1/> =-+ ' (4) 

Y. 1.o Yr .o<! Yr .o Y, .o<! 

olllk </> = sYv.11 1Yu 11 é ddinido como uma razüo de equivalência 
inicial ou razão FIO entre combustível c oxidante para uma 

chama difusiva c (! = - t.h , é o calor liberado. Deve-se notar 
que os conceitos de razão de Ctjuivalência inicial e de razão 
FIO são normalmente associados a chamas pré-misturadas. A 
posição da chama, considerando-se química rápida c uma 

chama de espessura infinitesimal, é dada por [J; = 1/( 1+1/>) = [31• 

apôs fazer YF= Y0 = O nas defini ções de [3, acima. 
Combinando-se as c4uaçõcs (2) c (3 ), ohtcm-sc a seguinte 

equação convcctivo-difusiva para fJ,: 

p(r)/3, +v r7 f3 , t_2_~(enr l r)/3 , ) 
{)I r) r ) r 1 rh r h ' 

tendo condiçõcs iniciais c de contorno 

{J,(Irl < a,/=0)=1 

{J,(Irl> a ,t =O)= O 

/3, (lrH =, 'íl t) =O. 

()) 

(óa) 

(6b) 

(6c) 

As variáveis [3, corrcspondcm à fração de mistura. visto que 
são normalizadas c a Eq. (5) não possui o termo fonte. Admite
se que a ignição ocorra instantancamcntc cm todos os pontos 
da inte rface combustível-oxidante. Fendei! ct ai.( 1994) mostra
ram que a solução para o problema de Burkc-Schumann transi
cnte descreve o lugar geométrico dos pontos cm que o com
bustível c o oxidante mant êm concentrações estcquiométri cas, 
ao longo do tempo, enquanto não ocorrer a ignição. Por outro 
lado, a ignição vai ocorrer provavelmente ao longo deste lo
cus, como foi demonstrado por Linãn c Crespo ( 1976). Consi
derando-se um consumo rápido na região de mi stura dos rea
gentes, a cvoluç;lo da chama após a ignição va! proceder de 
acordo com a solução clássica de Burkc-Schumann, sempre tjliC 
o tempo característico de rcação for mantido menor que o 
tempo característico de difusão durant e o processo de queima. 

Para eliminar os termos con vcctivos nas equações do pro

blema, adota-sc uma forma generalizada da transformação de 

llowarth-Dorodnitsyn, introdu zindo- se: du as novas variáveis, 

r c 17: 

r= 1 ~ = (I +j) J(!...)' _E_dr 
o ri Po 

(7) c 

Quando t=O cntf1o p =P,, c ~=a para r=a. c ~=O para 

r= O. Com estas novas vari<Ívcis, as Eqs. (I) c (5) ficam: 

r)fJ . p' r) (-(r )'J -::-+(1+;)----:=- v- =0 
r7t Po r)17 ri 

(8) 

r7{3, . , r7 ((,.)' ' r7fJ,J -=(l+j)/)- - -
r) / · "r)~ 11 r7~ 

(9) 



Para se obter a Eq. (9) . adotou-se o modelo de g~ís de Cha
pman, isto é, admitiu-se que p' D=const an te, uma vez que 

D-T, com 1.75<c<2.0, c p-T', para um processo isobürico . 

D, é o coeficiente de difusão na temperatu ra in ic ial T, e 

v(i], r) = v(r,l) é a velocidade do fluid o no espaço transfor

mado. Em termos das variüveis adimensionais Tj = 17/a . 
17 =r/a . v= va/ D11 c r= 1'D,,/a 2

• as eqs . (X) c (9) fica m: 

a ( P") a ( . - , ) ~ - = -= ( I+ J)VJ] 
dr p a T/ 

( lO) 

r7f3 i =( I+ .)2 _i_( 2, d/3 i ) 
~- 1 ~- T/ , -
ar a i] a l] 

( 11 ) 

onde a posição adimensional no .espaço, 1]. est<Í rel ac ionada à 

posição adimensional no espaço transformado, Tj , por 

T/ = (J ~dTjJifii•J> 
11 p 

(12) 

Esta pode ser s implificada para o caso cm que os reagentes 
encontram-se diluídos ou quando reagentes c produtos possu
em p(~sos mo leculares iguais , obtendo-se 

(
- Jl/(1• /1 'I T 

T/ = I -dTj 
11 0, 

( 13) 

Obtem-se a razão de temperaturas usando-se as definições 
das vari áveis de Schvab-Zcl'dovich, supondo que n5o haja 

interpenetração dos reagentes na chama: 

T /.: 
- = 1+ -(1-/3,) 
0, C/! 

1171 ~ 117,1 (,-.a) 

T 
1111 > 111~ I . - = I +k/3 (14h) 

0, ' 

Nestas expressões acima j171 1 é o valor abso lu to da posiç5o 

da chama no espaço transformado e k = QY,.jC,fT11 é o fator 
de exotermicidade ou calor adimensional de reação. 

EQUAÇÃO DA DIFUSÃO PARA A FRACÃO DE MISTURA 

Subst ituindo-se as expressões das razões de temperatura, 
dadas pcl<ls eq uações (14a ,b), na equação da cvoluç5o da fra
\ão de mistura, Eq. ( II ), resulta 

d/3 , () ( --p api ) Jr = r)Tj a( 1J. r. i ) aTj ' (15) 

onde a(ry. r,f3 i ) é um coeficiente de difu são não linear, dado 

por 
2j 

a(ry , r./3,) =(I+ j)J (I+ k/ cfi )11-~ f f3idl7]
10 

· 1171 < l11r I l C/! 11 

( 16) 
2} 

a(ry,r ,/3 , l =(I+ }) 2 [17~'' +Ti- 111 + /.:] f3.d17]
10 

· 1171 > 111~ 1 
,,, 

(17) 
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com as seguintes condições iniciai s c de contorno: 

f3 i(ITil < I,r =o)= 1 

f3, (I Til > '.r = o) = o 
/3, (1111 ~ 00

, v :r)= o 

a~ (1111 =o .r> o) = o 
r h] 

(18a) 

( 18b) 

(!Se) 

(18d). 

A posição da chama, J71 . localiza-se onde /3; = 1/( I +c/J) = f3r 
No caso de coordenadas Cartesianas, j =O, as equações íntegro
diferenciais não lineares acima tornam-se simples equ ações 
diferenciais li neares, idênticas às equações para o problema 
equi valente considerando-se densidade constante. Para chamas 
planas o espaço transformado mantém a mesma métrica que o 
espaço físico do problema equivalente com densidade constan
te , com elementos diferenciais tendo o mesmo comprimento 
nos dois si stemas. 

Soluções analíticas para os problemas com densidade 
constante são apresentadas no Apênd ice. A so lução para a 
queima difusi va de chamas planas numa faixa de combustível 
com densidade constante, dada pe la Eq . (A.2) , é vú lida no 
espaço transformado, c todas as características da chama tendo 
densidade vari <í vcl podem ser obtidas em forma analítica, inver
tendo-se as variáveis de Howarth, usando-se as Eqs. ( 12) ou 
( 13). Para chamas cilíndricas ou es féricas, as Eqs. ( 15) a ( 18) 
devem ser integradas numericamente. 

VELOCIDADE INDUZ IDA DO FLUIDO 

A Eq. (I 0) pode ser integrada com rclaç5o a 1J , para t 

lixo, fo rnecendo uma equação para o campo induzido de ve

locidades, v : 

- I I'' r) ( Po) ln F(i) 
v = ( I+ j)ry' " r) "i p t T/ + (I + J)T/ 1 

( 19) 

Na expressão acima F(r) é uma função arbitrári a do 

tem po. Como a velocidade do fluido é zero na origem e cm 
pontos distantes da chama cm todos os momentos , então 

F(f) é identi camente zero, para qualquer inst an te de tempo. 

Uma ex pressão si milar foi obtida por Ramos (1987) para o 
caso de chamas pré-mi sturadas. A Eq. ( 19) pode ser simplifi 

cada para reagentes diluídos ou para reagentes e produtos co m 
pesos molecul ares iguais , dando 

(20) 

Substituindo as Eqs. ( 14a,h) na Eq. (20) acima, fo rnece: 

_ k I . J D/3 i r 
v= - C/! <I+ Jl11 ' " a:r 17 

_ _ 1 . [ k I" ap i ,- k I" ap i 1-J V - -- --:=- C 1J + --:=- C 1J 
(I+ j) 1J 1 cp ,, dr - dr 

''r 

As Eqs. (2 1 a,b) podem ser facilmente ca lculadas para 
chamas planas , mas requerem integraç5o numérica para chamas 
não pl anas. 



POSIÇÃO E VELOCIDADE DA CHAMA 

A posição da chama no problema com densidade vari<1vel é 
dada pela Eq . (I 2): 

(
;;, ]1/ll•jl 

n _ J Pll J'lf- -( 1J 
li p 

que pode ser simplificada para 

'1, = J ~dry = 11r +~ J (1- f3)d1] (
;;, ]1/i l+j) [ ;;/ ]1/I I+J) 

o ~l tP () 

(22) 

(23) 

A velocidade da chama, v1, pode ser calculadada mediante 
diferenciação da Eq. (22) com rel ação ao tempo. dando 

v . = dTJ , = 1 ['1 ~ (E<!_)dry +E<!_ d~ ] · 
' dr ( i+ lln 1 

li ()r p p dr 
(24) 

Substituindo-se v , dado pela Eq.(20) e calculado na posi
ção da chama, na Eq. (24) acima, obtem-se 

1 T1 dryr 
v , =v(1J, ,r)+ (J+I)7J~ To ár . (25) 

c a expressão acima indica que a velocidade da chama vf de
pende da velocidade do fluido e da velocidade da chama no 
espaço transformado, v 1 = d1]1 jdr. Em conseqüência, quan-

do v 
1 

= O, a velocidade da chama é igual à velocidade do esco

amento, c a expansão máxima da chama no espaço transforma
do não corresponde à expansão máxima da chama no espaço 
físico. 

TAXA DE CONSUMO DE COMBUSTÍVEL 

A taxa de consumo de combustível por unidade de área da 
chama com densidade variável, Ú1rv11 , é dada por 

. = D()yFI =(I+ ')p"D,YF.ll l+C/J Jld/3;1 (26) 
1/lFV/1 p } 1] ( -

dr a cp · d1J _ _ 
't lf = ll f 

e, portanto, a razão entre as taxas de consumo com densidade 
variável, 1il 1v,. c com densidade constante, tilrcn , torna-se 

1

- 1 . B/3, ()<t>i 
titFV/1 = (I+ ))TJ; I ()rylií=iJ dTJ 'i='I J 
III FC/I 

(27) 

Outro método de calcular o consumo de combustível é 
calculando a percentagem de combustível residual: 

111 ,, , p YF 
_F_ =( I+ j) f--· TJ idTJ' 
111 r.o o Pll Yr.o 

(28) 

onde lllr é a massa residual de combustível and tllv.o é a massa 
inicial do mesmo. A Eq. (2R) pode ser reescrita como 

li, li; 

~ = J ~dry = I+ C/J J(/3,- !3r )dry. 
111 1-·.o 11 Y,.. .o </J n 

(29) 
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SOLUÇÕES ANALÍTICAS PARA CHAMAS PLANAS 

No case de chamas planas sobre uma faixa de combustível, 
o consumo. dado pela Eq. (26), c a percentagem residual, dada 
pelas Eqs. (28) ou (29), não são afctados pela variação de 
densidade produzida pela exotermicidade, visto que )=0, 

p 2 D = p~ D" e /3, = <1> 0 (1]. r) , que é a solução para o problema 

da faixa de combustível com densidade constante mostrada no 
Apêndice. Portanto, o consumo e a percentagem residual de 
combustível para o problema com densidade variável são da
dos por 

. _ p0D11 Yrll(l +C/J) !t.<1J, ,r)l. 
m,- , .• lnJ• - 2acp (30) 

-- ( (1-ry)~) ( (1+7])') onde A(Tj.r) = exp -~ -exp -~ ,e 

iii 
~ = I+ C/J f (<tJll- f3 I )dry. 
nzF.o 4> 0 

(31) 

A posição da chama no espaço transformado, T]
1 

, obtida 

da Eq. (A.5), é dada por 

<1> 0(ry1 ,r) = 1/(1 + C/J) = f3 1 . (32) 

Para uma faixa de combustível, a posição da chama no 
espaço físico, 1J 1 • relaciona-se com fi 1 através de 

ii / 

111 = 11, -~ J(l-<t>llcfi,rl)dfi 
'I' li 

(33) 

Após avaliar a integral , obtem-se 

11 1 = 2ke/J[nc7]1 .r)+277 1 (1+-f)+2~A<771 .rl] (34) 

onde ü(ry,r) = (17 -l)crf(~ J-(77 + l)erf(~ J. 
A Fig. 2 mostra os efeitos da variação de densidade sobre 

chamas difusivas transientcs planas. Pode-se notar que a ex
pansão da chama aumenta significantcmcntc com a exotermi
cidade da rcação , comparando com chamas tendo densidade 
constante, descritas pelas curvas no espaço transformado. A 

evolução da chama depenJe Je k=QYr 1/C/T11 c de C/J = 
sYF.,JY0 .11• Valores altos de C/J ou k produzem maior expansão 
da chama. Os tempos de queima são iguais para chamas com 
densidade variável e com densidade constante, uma vez que as 
taxas de consumo de combustível são iguais. 

A vclocidaJc da chama plana no espaço físico, v1, relacio
na-se com a velocidade elo tluido, v , c a velocidade da chama 
no espaço transformado, v 

1 
• usando-se a Eq. (25). mediante 

-(- -) T,-v1 =v 1J
1
.r +-v

1
• 

T,) 
(35) 

onde v 
1 

é obtiJo da Eq. (A.7), dando 

_ (fi1 -l)cxp(- <1- ry
1 

) ' (4~)- (ry
1 

+ l)exp(-Cl + 1]
1 

)
2 /4r) 

v =-------~------~~~~----~------~ 1 2rA(rJ
1

,r) 

(36) 
e a velocidade do lluido. usando as Eqs.(21 a,b ), fica 



- k f;; ~ .. ~- M(iJ.r> 1-1 1- I v=-- --=-t 1] = - ' 1] < 1]/ 
1/J " Jr 21/J.Rf 

(37a) 

- k (1/1-1 -- --) ,~ ,-, v= ,-:= --!'.( 1]1 , r)- ó( 1], r) , 111 > 111 21/Jv 1rr 1/J 

(38b) 

li 

,.,1.0• 

ll ~/.0 

12 

~ 
~ 
o 
5: 
i -:; . ., 

~ 
ii. 

o 

Figura 2 - Efeitos da exotermicidade sobre chamas planas. 

A Fig. 3 mostra o campo induzido de velocidades no espa
ço transformado para chamas de difusão numa faixa de com

bustível tendo 1/J =I. Inicialmente, devido à descontinuidade 
nas condições iniciais. as duas chamas formadas induzem um 
campo de velocidades fortemente divergente o qual decai rapi
damente após a ignição. 

SOLUÇÕES NUMÉRICAS 

Um esquema explícito de diferenças finit<Js (FTCS), com 

incrementos de tempo vari;ívcis foi utilizado para integrar as Eqs. 

( 15) a ( 18), c determinar posições da chama, temperaturas e 

frações em massa dos reagentes para o caso de chamas 
cilíndricas c esféricas transicntes. A condição de estabilidade, 

w1riL1.'<112, foi aplicada na pior condição, correspondendo ao 

m;íximo coelicicnte de difusão não linear a em cada instante, a 

fim de determinar o incremento de tempo apropriado para o 
instante seguinte. Adotou-sc simetria na origem e !luxo zero no 

inlini•o, considerado em Ti= lO, nos casos analisados. 

Estudou-se a sensibilidade dos resu ltados com relação à malha, à 
condição de contorno no inlinito e ao método de integraçflo do 

coelicientc não linear. Utilizaram-se malhas com 400, 500 e 600 

pontos, p<~ra 40, 50 e 60 pontos 11<1 regiflo do combustível. 

Incrementos de tempo variaram de 5x I O' a I O • em cada caso. 

A Fig. 4 mostra a evolução das frações de massa dos 

reagentes com o tempo em uma chama esférica, para uma 

mistura de lljN, ( 10/90 molar) reagindo com o ar; e a Fig. 5os 

efeitos das frações iniciais de combustível sobre os tempos de 

queima, para diversas misturas de HjN, reagindo com o ar. 

Pode-se ohservar que os tempos de queima de chamas 

difusivas transientcs cilíndricas e esféricas com densidade 
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variável são reduzidos com relação às chamas com densidade 

constante. Assim sendo. para estimar os tempos de queima de 

gotas cm condições supercríticas e de inclusões de g;ís ou, 

também, estimar a expansão máxima da chama, torna-se 

necessária a utilização da formulação para queima com 

densidade variável. 

0.1 

v 
lt 

.~ ., .. .... 
E 
o 
l'.l : 

Figura 3 - Campo induzido de velocidades. 
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Figura 4 - Perfis de fração de massa. 

CONCLUSÕES 

Foram obtidas soluções analíticas c numéricas simplilicadas 

e utilizadas para determinar os efeitos de chamas transicntcs 

unidimcnsionais cm inclusões de gás, gotas supcrcríticas e 

jlamelets. Essa formulação pode ser estendida para jatos planos 

e axisimétricos, bastando suhstituir o tempo pela coordenada na 

direção do escoamento, dividida pela velocidade do escoamento. 

Os gr<11icos obtidos mostram o efeito importante da variação de 
densidade sobre a queima de chamas difusivas transientes. O 
campo de velocidades inquzido pela variação da densidade tem 

rápido decaimento e aumenta a expansão da chama. Mostra-se 

que, considerando as simplilicaçõcs adotadas, ocorre um 

aumento da taxa de consumo de combustível e uma diminuição 

dos tempos de queima, quando comparadas chamas cilíndricas c 

esféricas com densidades vari;ívcl c constante. A posição de 

expansão máxima da chama aumenta signilicativamcntc. uma 

ordem de magnitude dependendo da reação, tanto para chamas 

planas quanto para chamas nflo planas. Os perris de fração de 

massa e de temperatura são alongados, diminuindo a difusão na 

direção da chama, porém os coeficientes de difusão variam com 

o inverso do quadrado da densidade, o que aumenta a difusão. A 

temperatura da chama não se altera, devido às simplificações 



adotadas. Chamas planas com densidades variável ou constante 
têm os mesmos tempos de queima por manterem as mesmas 
taxas de consumo de combustível e apresentam as mesmas áreas 

de queima. No entanto as áreas de queima' de chamas cilíndricas 
ou esféricas podem aumentar de uma ou duas ordens de magni
tude. Obtiveram-se expressões analíticas para a posição e a 

velocidade da chama, campo de velocidades do fluido, perfis de 
fração de massa, temperaturas e taxas de consumo de com

bustível. 
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Figura 5 -Tempos de queima de chamas difusivas transientes. 

APÊNDICE 

As equações da queima difusiva transiente unidlmensional 
com densidade constante são 

JfJ, I()( i()fJ,J 
() r = -;Ji () 17 1J () 1J 

(A. I) 

onde /3; é a fração de mistura, r= tDt/a2
, tempo adimensional e 

1J = ria é a posição adimensional. As condições iniciais e de 
contorno do problema são normalizadas. As soluções são da
das por /3; = cf>j( 1], r), onde )=0,1,2 para coordenadas Cartesia

nas, cilíndricas e esféricas, respectivamente, e as funções ct>j 
são 

cf>0 = (erf( (l-11)/ F4r) + erf( (I+ IJ)/ F4r) )/2 (A.2) 

I 1 

cf> 1 = -exp(-7J
2 
/4r)J exp(-17'

2 
/4r)I0 (7J7J'/2r)n'd7J' (A.3) 

2r 
11 

cf> 2 = cf>0 -(~r/n /27J)Ó(7J,r). (A.4) 

Para chamas cilíndricas a solução depende da integral da 

função de Bessel modificada / 11• A posição da chama IJt é obti
da fazendo Y1.= Y0 =0 nas variáveis de Shvab-Zel' dovich dcli
nidas na Eq. (4), ou seja, 

cf>/ 1]1, r) = 11( I +r/J) = /31 . (A.5) 
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Os tempos de queima r1, são calculados tomando o limite 

l]j ~ O na expressão acima, resultando cm <1>/(J. r,) = /31. Para 

uma dada composição inicial, ou /31, dado, obtem-se um valor 

de r, fixo . Daí segue que o tempo de queima é proporcional ao 
quadrado da dimensão inicial característica, similar i1 lei t/2 da 
queima de gotas . Os pcrlis de fração de massa c temperaturas 
são obtidos usando a Eq. (4), fazendo-se Yr = O no lado do 
oxidante e Y0 = O no lado do combustível, uma vez a posição 
da chama seja conhecida. A temperatura da chama T1 é obtida 
fazendo-se YF =Y0 =0 na variável de Shvab-Zel'dovich para 
temperaturas na Eq. (4), fornecendo 

QYFo 
Tr =T~~+--·-f3r. 

c,, 
(/\.6) 

A velocidade adimensional da chama, v1, é obtida diferen
ciando implicitamente a posição da chama, dada pela Eq. A.5: 

_ d17 1 _ rJ<I>, /rN>, I v -----~~ --
1 dr r7r diJ 

''""''' 
A taxa de consumo de combustível é dada por 

. r7YF I pJJ11 Yr. 11 I+ r/J I r)<l> J I 
11! = p!J- = --

F r7r a rp rfiJ 
,, 11=-'lf 

c a percentagem residual de combustível é obtida de 

,,, 
11! f y _F_ =(I+ j) -'-11'd1J 

lllF.II 11 YF.II 
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RESUMO 

Apresenta-se um modelo matemático para prognosticar a emzssao de poluentes de câmaras de 
comhus!ão dos !Urbomotores. O modelo considera a comhuslão em frente de chama, a mistura do 
escoamento reagente com o ar dos anéis de admissão, o mecanismo detalhado das reações químicas sob 
tempera!Uras altas. Foram realisadas as pesquisas numéricas para avaliar a influência da alteração dos 
regimes do funcionamento e da introdução do amoniáco em prodlllos de combllStão nas características da 
emissão. 

INTRODUÇÃO 

Os turbomotores de avião são a grande fonte de emissão 
dos poluentes : CO. NOx• HC (hidrocarbonetos não queimados) 
c• (fuligem). Há muitos anos estão sendo realizadas pesquisa~ 
teóricas c experimentais para diminuí-los. Sabe-se que a origem 
principal da formação dos poluentes é a câmara de combustão do 
turbomotor. e por isso. o problema de projeto de câmara pouco 
poluente é importante. Para resolvê-lo. é necessário (entre 
outros) elaborar os modelos matemáticos dos processos d ~ 

combustão c de formação dos poluentes cm câmaras. 

anel r 
I 

Fig. I Esquema da câmara de turbomotor 

Na tig.l está representado o esquema típico da càmara. que 
inclui : um injetor de "combustível" +"ar" cm torção. o primeiro 
(ar I) e o SC!:,'tmdo (ar II) anel da admissão do ar. os orifícios para 
assegurar o acesso do ar para defender as paredes da câmara. O 
"ar I" divide-se em dois escoamentos: 
- o escoamento para o injctor onde é rcali7lJda a mistura com o 
combustível e o "ar em torção" (toda esta mistura torma o 
começo do fluxo principal): 
- o escoamento ao longo da câmara para misturar-se com o !luxo 
principal. 

No começo deste fluxo. surge uma !rente de chama cm que 
a mi stura inicial transt(Jrma-se cm produtos de combustão. 
Todos os processos são realizados em condições de grande 
turbulência. 
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I~ evidente que o quadro dos processos em càmara é muito 
complexo para a modelagem matemática. devido as 
transformações químicas complexas. ao escoamento 
tridimensional com os fluxos inversos. à turbulência 
considerável e a mistura dos componentes. Por isso, realizam-se 
modelos separados como, por exemplo para a combustão 
principal (Raushenbakh, 1964) ou para prognosticar os 
poluentes. com várias suposições simplificadas. Estes modelos. 
como regra. utilizam amplamente os dados experimentais. 

No presente trabalho, está desenvolvido um modelo para 
prognosticar a quantidade de poluentes. A parte mais complexa 
deste modelo é o bloco de cálculo das transformações química~ 
em condições de alta temperatura, que deve considerar o 
mecanismo detalhado de transformações em quadros da cinética 
química formaL A parte "gasodinàmica" é simplificada e está 
orientada nos dados experimentais das características do fluxo. 

ESQUEMA FÍSICO 

Elaborando o esquema dos processos foram propostas as 
seguintes hipóteses simplificadas: 

o fluxo na càmara de combustão é unidimensional: 
a pressão na càmara é constante: 
o combustível chegando em frente de chama fica na fase 
gasosa: 
a intluência da camada do ar sobre a parede da càmara não é 
levada cm conta: 
a velocidade dos produtos de combustão é insignificante e 
não inllui na sua cntalpia. 

Propõe-se que sejam conhecidas: 
a alteração da área do fluxo ao longo da câmara (esta área 
não corresponde à área da câmara porque dentro dela existem 
os escoamentos inversos c as zonas de redução das áreas por 
conta dos jatos de ar dos anéis I e II). 
a distribuição da velocidade da mistura do ar m. dos anéis 

de admissão no fluxo principal. 
O esquema fisico e o modelo matemático levam em conta: 

- a combustão cm frente da chama: 
- a intcração química (nos quadros da cinética química formal) 

ao longo de toda càmara: 
- a intluência mútua do calor das reações químicas e as 
características do lluxo: 
- a distribuição do ar dos anéis de admissão e a sua intluéncia 
nas características do escoamento. 



O esquema dos processos ao longo da câmara está 
representado na tig.2, onde : 

- 1.ona da trcntc de chama (Ci = const.: I= var) 
2 - combustão (trant(Jrmaçõcs químicas) cm escoamento 

(G=const.: I= const.) 
3 - admissão da parte [l do ar do anel I (G = var.; I = var) 
4 - combustão cm escoamento (G = const.; I= const) 
5 - admissão do ar no anel 11 (G = var: I = var) 
6 - combustão cm escoamento (G = const.: I= const.) 
(i . I - são o consumo e a cntalpia dos produtos de C(Jmbustão 

no escoamento principal. respectivamente. 

I 
I 

t-
I 
I 

-1 
I 

L 

Fig. 2 Esquema físico dos processos ao longo da câmara 

MODELO MA TEMÁTICO 

De acordo com o esquema físico o tluxo divide-se nas 
zonas 1-6: cada urna caracteriza-se por várias partiwlaridadcs. 
mas existe um processo comum (a combustão c a formação de 
poluentes) para todas as zonas. A modelagem deste processo é 
realizada com a utilização do conceito de "reator homogcnco 
não-estacionário" (nRMP) e as equações correspondentes estão 
desenvolvidas em Krioukov ( 1989). As equações da cinética 
química apresentam-se cm forma que permite variar o volume 
no processo de combustão. trocar o calor com o meio ambiente . 

admitir a admissão (mi) e o escape ( mi ) de substàncias (no 

caso geral m;' :/= mi). Para nosso modelo convencionamos que 
reator move-se com a velocidade do gás. Para um sistema 
reagente (V- o seu volume) existe um composto de " n " 
substàncias individuais (A1 ••• J\t ), entre as quais ocorrem "m" 
reaçõcs dementares reversívei s: 

L:v'ij Ai'; L:v"ij A i i=l ... n . j=l ... m: 
1 

onde : "ii . Vi; - são os cocticientes estequiométricos da~ reaçõcs. 

e as "r" rcações de troca de massa: 

LVij Ai ~Iv··,J A i i=l...n. j = (m+l) ... (m+r): 

as quais identificam a admissão (ou o escape) das substàncias no 
(ou do) reata r. Por exemplo. a admissão de H,O no resultado 
da evaporação no reator pode ser imitada pela reação unilateral 

de ordem zero: ~ H20 e a sua constante de velocidade 

determina-se pela tormula: 
m,g 

k,g =flag v 
Detem1inando tais constantes em conformidade com as 

equações da cinética química pode-se incluir as reações de troca 
no mecanismo comum das reações. A ti.mna dclinitiva das 
equações da cinética química será a seguinte: 

dy 
-' = -..: "~ 1 Iv n +I I v n cn 
d1 J I) J q J 'IJ J 
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onde: i. p. q = l ... n: j = 1. .. ( 2m + r ): 

n = k (P/R0 T)mJexp(-Lnr1Yr); 
J J p 

mj = m) - I+ InPJ ; 
p 

Vij :.:: VI S - \j~ ~ fl; j=V1s; 

Y1=-lnr1 : 

j=s; s= l ... m:" 

v,1 =v,',- v;';; n11 =v,·; ; j=s+m; s= I ... m: 

víi =v" - v, , ; n11 = v, , : j=s+m: s=(m+ I ) ... (m+r): 

r; -é a concentração molar da substância "i": m1 -é o índice de 

participação na reação "j" da partícula catalítica (m1=1 ou O); 

p - é a pressão: T - é a temperatura: k i - é a constante de 

velocidade da rcação "j ". Algumas substàncias podem estar na 
fa~c condensada: para levá-las em conta nas equações (I) utiliza
se o método das "grandes moléculas". Este método foi criado por 
Khudiakov ( 1973) c está apresentado em portugcs cm Krioukov 
(1995). As equações (I) permitem calcular (nas situações reais) 
as concentrações pequena'>. o que é importante para os 
problemas da previsão da emissão de poluentes. O nRMP move
se c por isso é razoável apresentar a~ equações (I) na forma: 

~=--'-(-cY1Iv;pJ+I Iv,pJJ=f/ 
dx vm J q J 

(2) 

Além disso. no sistema reagente existe uma correlação: 

FT = Jm- Ll;f;/Lf.l;r; =O 
1 1 

(3) 

onde: lm - é a cntalpia do gás : I; ,f.l, - são a entalpia e a 

massa molecular da substància "i". 
A quantidade da'> equações é igual ao número. da<; 

substâncias reagentes participantes nas transformações 
químicas. Para prognosticar os processos encrgeticarnente 
importantes, é suficiente levar em conta somente algumas 
substàncias e reações principais, por exemplo. menos de 10 
substâncias c de 20 reações. Mas, para modelar os processos 
ecologicamente importantes, é necessário considerar maior 
número de substâncias e reações químicas, por exemplo. nas 
pesquisas numéricas deste trabalho o meio reagente incluiu mais 
de 25 substâncias c de I 00 rcações. 

Escrevemos os modelos c as equações restantes para cada 
zona do escoamento. 
I . Frente de chama (zona I) . t uma zona fina. na qual entra a 
mistura do combustível c ar c saem os produtos de combustão de 
alta-temperatura. A frente de chama é estável porque os 
produtos de combustão entregam pela condutibilidade térmica 
(À) c difusão. à mistura inicial o calor e alguns radicais. que 
provocam a combustão da mistura dentro da frente. Em nosso 
trabalho. é utilizado o modelo térmico da frente (Frank
Kamcnetski. 1988), que não considera a difusão das substàncias 
contra o tluxo. Mas transformamos as equações do modelo 
(Frank-Kamenetski, 1988) de forma, a permitir eliminar a 
condição do "equilíbrio químico" no limite x=+oo. Esta condição 
provoca algumas diticuldades para os pr0blemas com muitas 
substâncias. incluindo os poluentes do tipo NOx. 

As equações transformadas estão representadas em forma 
de (s..:m deduções): · 
-equação "da onda de entalpia" : 

dT _ Pm Wm (1-lm}: 
dx- À 

(4) 



onde : Pm. w m .I m - são a densidade. a veios idade e a entalpia 

da mistura inicial : 
- equação da conservação da massa : 

pwR0T 
F =w----=0· 

w P~! . (5) 

-equações (2). (3). 
No limite "trio" são prescTitas : a composição da mistura 

inicial ( r1m ) c lm (entalpia da mistura). No limite "quente" 

existe uma condição: I~ Im . O valor w r (velocidade da 

frente de chama) é incógnito. O cálculo é realizado pelo método 
de iterações: 

a) escolhe-se algum valor w~ : 

b) integra-se o sistema (2) ... (5}: 
c) se a diferença ( i\1 = 1- lm ) aumenta (fig.3), significa que 

w~ > w r e é preciso diminuir w~ e voltar ao ponto a): 

d) se a diferença Li! mudando com um máximo diminui menos 

que "0". significa que w~ < Wm c é preciso aumentar w~ c 

voltar ao ponto a). 

61 • 1-'m 

X 

Fig. 3 Alterações da entalpia no cálculo da frente de chama 

Usando este método. é possível determinar o valor exato 
wm e todas as características da !rente de chama (incluindo o 
conteúdo dos poluentes). Este algoritmo é preterível do que a 
utilização do método conhecido (Frank-Kamenetski. 1988) com 
a condição do equilíbrio químico no limite "quente". porque o 
equilíbrio químico de alguns poluentes (por exemplo, NO) não 
se consegue na câmara de combustão. Observamos que a frente 
de chama (se aplicar o modelo térmico) pode-ser imitada por 
alguma "onda" da entalpia (linha c , lig.3) no escoamento 
normal. 
2. Escoamento normal (::onas 2. 4, 6) não possui as alterações 
de consumo e de cntalpia (G = const.: I= const.) mesmo que a 
temperatura mude porque o escoamento é desequilibrado c as 
transformações químicas continuam. 

As equações para descrevê-lo são: 
-conservação da massa: 

e a~ equaçôes (2). (3). A função A(x) é conhecida. 

(6) 

3. Escoamento com a admissão do ar f::onas 3. 5) possui a 
alteração do consumo (que é conhecido m, ) e a mudança da 
entalpia e é descrita pelas equações (que estão mostradas sem 
dedução): 
-mudança do consumo c da entalpia: 
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d(J . 
~=m,, (7) 

di ( ) m., 
dx = lar- I G: (8) 

e equações (2), (3), (6). 
Observamos que para estas zonas é neccssar10 no 

mecanismo das transformações químicas incluir as "reações" da 
admissão da massa: ~ N2 ; ~ 0 2 (de ordem nula) com 
as constantes de velocidade: 

k1 = 10001-l;A(x) ; j = N2 ' 02 ; 

onde: gi são as frações mássícas do N2 e 0 2 no ar. 

ALGORITMO e PROGRAMA 

O algoritmo do cálculo deste sistema determina-se pelas 
propriedades das equações da cinética química que pertencem ao 
tipo dos sistemas "rigidos" de equações diferenciais. Pode-se 
integrá-las só com a aplicação do esquema de cálculo "implícito
diferencial", um dos quais (esquema de Pirumov, 1978 ) foi 
realizado no algoritmo. A descrição do algoritmo está mostrada 
em (Krioukov, 1995). 

O software conserva todo o nível da universalidade que foi 
previsto pelo modelo matemático, ou seja é invariante em 
relação às substâncias reagentes e às reações químicas. Por isso. 
o software pode executar os cálculos para diferentes sistemas 
reagentes e tem ampla difusão. A informação necessária, que 
está no arquivo de dados. inclui: a tabela das propriedades de 
substâncias individuais: a informação sobre as reações químicas: 
os dados iniciais. 

PESQUISAS NUMÉRICAS 

Na base do software elaborado foram realizadas várias 
pesquisas numéricas. 

I. Influência de a~. na em1ssao de poluentes. Escolhemos 

para as investigações numéricas um regime básico para a câmara 
de combustão típica com tamanhos: L1= 7cm: L2= 15cm: 
Lc=22cm: e os parâmetros: T ar= 973K: P c = 20atm: 

a~, = 0.4: a~. = 1.4: a~, = 2,2 . (ver a fig.2) . O querosene 

apresenta a mistura de vários hidrocarbonetos. As funções m, 
c A(x) ao longo da câmara foram obtidas em pesquisas 
experimentais (Jankovski, 1986). O meio reagente foi 
apresentado através das 26 substãncias e das I 02 reações 
químicas elementares (inclusive as reações de pirólise dos 
hidrocarbonetos e da formação de NO e N02 ). 

lO ll 

Fig. 4 Distribuição da temperatura dos produtos de 
combustão ao longo da câmara 

20 L [c·m·~ 



Nas fig.4 e 5 estão representadas as distribuições de T e N<\ ao 
longo da câmara para os dois regimes : 

-regime I (a~. = 0.7:a~x = 1.4 :a~. = 2.2) . 

-regime II (a~. = 0.4:a~x = 1.4:a ~x = 2.2): 

r..,, I I \mel! I 1 mel U 
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ICT' 

ICT' 

lo-" 

lo-' 

I <r" 
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Fig. 5 Alteração do Nüx ao longo da câmara 

No regime I a temperatura aumenta muito na frente de 
l:hama e na zona 2 é praticamente l:Onstante. Ao mesmo tempo. a 
concentração de NO não aumenta consideravelmente . Na zona 3 
o fluxo principal admite o ar do anel I de acordo l:om a !unção 
mx e é evidente que a mudança da temperatura e NO 

determinam-se pelos dois processos : 
-a mistura do ar com o escoamento principal: 
- as reações químicas da l:ombustão. 

Na entrada da terceira zona este regime possui temperatura 
alta (-2500K) e aox::::: 0,7 por isso. as principais reações 

energéticas passam mais rapidamente e a temperatura 
(atravessando o ponto a ox = I praticamente sem o seu aumento) 

consegue na saída da zona 3 no ponto a~. = 1.4 o valor 

equilibrado (T3 < ·1). Ao mesmo tempo. a concentração NOx 
aumenta aspirando conseguir o equilíbrio químico (ou seja. ao 
valor equilibrado NOx corresponde a ox = 1.4: este valor é 

muito grande). No trecho 4 a temperatura não se modifica: a 
concentração NOx continua a aumentar até o valor alto 
( r:-;o. =900ppm) mas ainda não consegue o equilíbrio químico 

devido às baixas velocidades das reações na formação de N<\. 
Na zona 5, no escoamento principal injeta-se uma nova porção 
de ar (pelo anel ll) e a temperatura diminui até 2000K . As 
reações químicas praticamente já não passam. pois não 
"encontram" um componente combustível (a

0
x aumenta de 1.4 

até 2.2). As reações de lórmação de NOx também param devido 
ás baixas velocidades c a concentraç.ão NOx diminui pela 
diluição dos produtos de l:ombustão com o ar. No trecho 6 as 
transf(Jrmaçõcs química~ são insignificantes pela làlta de tempo. 
mesmo que a lgumas alterações ocorram (por exemplo: a 
combustão suplementar do CO. llC. c•. etc.). Mas a 
concentração NOx fica em nível não admissível. na saída da 
câmara. 

Para o regime 11 ( a~x = 0.4) na zona I (cm fi·cntc da 

chama), a temperatura não é tão alta como no regime ! c por 
isso. o NOx não se lórma. Na zona 2 a temperatura é constante. 
mas o Nox· começa a f(lrmar-se. Na mna 3. devido a admissão 
de ar (anel 1). a temperatura e o NOx caem. Outro làtor que 
deve aumentar a temperatura e a concentração do N<\ (rcações 
de combustão) age lentamente. Por isso. no :nício da zona 4 (a 
mistura com ar já terminou) as l:aracterísticas do fluxo não se 
alteram. Mas. perto do término desta zona. os processos 
químicos. acumulando radicais livres. rapidamente (é conhecida 
es ta propriedade das reações com rami licaçlíes nos processos em 

2X4 

cadeia) conseguem alta~ taxas. No resultado. rapidamente 
aumenta a temperatura (até o nível do equilíbrio químico) e a 
concentração NOx (até ::::: 200ppm). Mas. devido à falta de 
tempo. o NOx não consegue o equilíbrio antes da entrada na 
zona 5. Nesta zona, uma nova porção do ar mistura-se com o 
escoamento principal e a temperatura diminui. Os processos 
químicos "esfriam". A concentração NOx baixa devido a diluição 
no ar (até::::: 120ppm). Na 1.ona 6 (a

0
x=2.2) as características do 

fluxo praticamente não se alteram (além da concentração CO 
que diminui. mas não está representado na fig.4. 5). 
Comparando ambos os regimes. pode-se observar que o regime n 
é preferível do ponto de vista da emissão do poluente NOx .Na 
base do software elaborado. foram pesquisadas as influências de 
outros fatores (de construção c de regimes) na !armação dos 
poluentes em câmaras de combustão de turbomotorcs. 
2. ln fluência da injeçíio NH 3 em câmara de combustão para 
emissão N<>x .Cálculos preliminares mostram que em algumas 
condições. a injeção NH3 em fluxo de alta-temperatura com 
vários gases (inclusive NO. N02) pode diminuir a concentração 
NOx seguindo a reação total (Kalvert. 1988) : 

NO+ NH 3 +I I 402 = N 2 + 3 I 2H20. 

Nosso mecanismo de transformações químicas (sendo mais 
detalhado e mais exalo) incluiu (entre outras) 32 reaçõcs 
elementares com participação de NOx . Por investigar a 
influência da injeção NH3 em càrnaras reais. toi escolhida a 
câmara de um turbomotor típico. Nas fig. 6. 7 estão 
representadas as distribuições da T e do N<\ ao longo da 
càrnara. nos regimes principais de funcionamento do turbomotor : 

maximal ou de decolagem (R= I ): nominal (R= 0.85 ): de pouso 

(R= 0.35); de rol agem (R= 0.07 ). A câmara JX)Ssui 2 anéis de 
admissão. Diferente das figuras 4 e 5. as alterações das 
características não são detalhadas. 

A formação mais intensiva do N<\ ocorre sobre a 
temperatura T > 2000K e por isso. no início. foi pesquisada a 
variante da injcção do NI 13 cm zona de altas temperaturas. Mas 
a diminuição do NOx não acontece e até ao contrário a 
concentração do NOx na saída da câmara aumenta. Então fo i 
pesquisada a variante da injeção do Nl 13 pelo segundo anel da 
admissão, onde a temperatura do escoamento é T ~ 1200 K. que 
corresponde ao regime de decolagem. 

T(K)r------------------------------------, 

2000 

1500 

IOCK) 

500 

O, I 0,2 

Fig. 6 Alteração da temperatura ao longo da càrnara 
em vários regimes 

. , f NI( 1 
O consumo do Nll 1 vana I < Z < 1.5 . onde I. = --

. r Nox 

L[m) 

Se Z > 1.5 nos produtos de combustão. surge o excesso do Nl I1• 

se / . < I surge a sua làha. 
Os dlculos reali;ados mostram que a emiss<lo N<\ baixou em 
- 25'% (lig.X). 
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Fig. 7 Alteração do Nox ao longo da câmara 
em vários regimes 
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Fig. 8 lnfluênc~ do NH3 na diminuição da concentração 
do NOx"( R= I): sa- secção da saída do turbomotor 

Os resultados acima citados mostram que depois do anel II. a 
concentração NOx não muda se não injetar NH3. Observamos 
o•1e a diminuição do NOx continuou depois da saída da câmara 
do turbomotor. Os cálculos ulteriores prognosticam que o NOx 
pode baixar até 60%. Para o regime nominal T:::,;I050K foram 
obtidos quase os mesmos resultados. 

Para os regimes de pouso e de rolagem. os processos de 
diminuição do NOx passam lentamente. sua concentração baixa 
somente em IO%. Observamos que a efetividade da injeção do 
amoníaco depende consideravelmente dos níveis da temperatura 
e da pressão. das distribuições do ar entre os anéis. das posições 
dos anéis na câmara. da'> características da mistura do 
combustível com ar no início da câmara. etc. 

Por isso. é difícil tàzer conclusões diretas. Se é necessário 
avaliar para algum tipo de turbomotor a influência da injeção do 
NH3 na concentração NOx. é preciso realizar a'> correspondentes 
pesquisas numéricas. 
3. Previsão das características de emissão dos combustíveis 
alternativos. No tempo atual realizam-se as pesquisas para aiar 
os turbomotores com os novos combustíveis: o metano (Cl{j), o 
hidrogênio (fh), os hidrocarbonetos pesados. A previsão das 
características de emissão destes combustíveis é uma parte 
importante destas pesquisas. 

Em particular. é necessário resolver os problemas: 
- previsão da emissão dos poluentes em produtos de combustão 
dos combustíveis novos para aplicar nos turbomotores 
existentes: 
-realização e análise comparativa das características de emissão 
de vários combustíveis: 
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- elaboração das recomendações para alterar os regimes de 
funcionamento e os esquemas de construção com o objetivo de 
diminuir a concentração de poluentes; 
- avaliação das características· de emissão no processo de 
pesquisa e implantação dos novos esquemas de construção do 
motor. 

Nesta direção (com base no software elaborado), foram 
rcaliiados QS cálculos com o objetivo de prognosticar a'> 
características de emissão dos bipropelentes: ''lb + ar" (V I), 
"Querosene+ ar'' (V2), "CIL + ar" (V3). 

Os parâmetros da câmara de combustão. os regimes de 
funcionamento e as distribuições: A(x). mx .:orrcspondcram aos 
dados do regime II do item I. 

nx)r~------.---.---------,---~---V-1---, 

25CC ~\ 
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Fig. 9 Mudança da temperatura ao longo da câmara 
para vários combustíveis 

Nas figuras 9, 10 estão representadas as distribuições 
comparativas da T c NOx para os três tipos de combustíveis. 

te' VI 

!(' 
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/C /l 

Fig. I O Mudança do NOx ao longo da câmara 
para vários combustíveis 

Pode-se fazer as seguintes observações: 

6 
,2( L[C."f} 

a) o hidrogênio possui grande atividade química e por isso a 
frente da chama para a variante VI tem espessura menor do que 
para as V2. V3: 
b) na variante VI a temperatura (zonas I, 2) obtém rapidamente 
o valor de equilíbrio químico (mais alto do que para as variantes 
V2 e V3), mas a concentração NOx ainda está distante do valor 
equilibrado e é pequena (-I ppm): 
c) na zona 3 para a variante VI a temperatura praticamente não 
diminui quando mistura-se com o ar. também não se observa o 
seu máximo sobre Uox=I: nas variantes V2. V3 as temperaturas 



diminuem devido a diluição dos produtos de combustão do ar e 
do retardamento das reações químicas; 
d) na zona 4 para a variante VI a temperatura não se altera e a 
concentração NO, aumenta rapidamente até alto níveL mas não 
obtém o valor equilibrado; para as variantes V2, V3 as 
transformações químicas ocorrem lentamente e as temperaturas 
aumentam essencialmente somente no final da zona: mesmo que 
as temperaturas no final da zona para todas as variantes são 
próximas, as concentrações NO, distinguem-se 
consideravelmente entre si:' VI (-lOOOppm), V2 (-200ppm), V3 
(-50ppm); · 
e) na zona 5 as temperaturas e as concentrações NO, baixam 
devido à diluição do ar :10 anel II e na zona 6 as reações 
químicas praticamente param. 

Mesmo que com base neste exemplo não seja possível 
fazer as conclusões comuns, podemos observa que: 
- a combustão do hidrogênio pode formar um nível muito 
perigoso do poluente NO. apesar de ser considerado um 
combustível ecologicamente limpo: 
- o metano possui nível menor de NO. mas também provoca 
baixas velocidades das reações de combustão, que pode 
prejudicar as características do gás de trabalho. 

A presente pesquisa foi realizada com o apoio do CNPq e 
RFFI (Fundação das Pesquisas Fundamentais da Rússia) . 

CONCLUSÃO 

L Na base do modelo (Krioukov, 1989) foi elaborado um 
modelo matemático, algoritmo e software para prognosticar a 
formação e emissão de poluentes de turbomotores de avião, qu~ 
permitem avaliar a quantidade de vários poluentes em 
dependência do regime de funcionamento do turbomotor, das 
condições do vôo, do tipo de combustível e de alguns fatores de 
construção. 

2. Foram realiz.ados os cálculos para avaliar a influência do a~. 

na emissão de poluentes. 
3. Foram realizadas as pesquisas numéricas para avaliar a 
efetividade da injeção NH3 em escoamento dos produtos de 
combustão na diminuição da concentração do NOx . 
4. Foram realisados os cálculos da emissão de poluentes de 
turbomotores para avaliar as características ecológicas de alguns 
combustíveis alternativos. 
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ABSTRACT 

lt is showed a mathematical pattem in order to prognosticate the 
emission of pollutants in combustion chambers of turbo-engines. 
The pattern considers: combustion in front of flame. the mixture 
of the reagent flowing off with the air of the admission valves. 
the detailed mechanism of the chemical reactions on high 
temperatures. Numerical researches were produced in ordcr to 
evaluate the influence, in the characteristics of the emission. 
about the change of the function regimens and about the 
introduction of ammonia in the combustion products. 
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RESlJMO 

.\"este trabalho apresentamos os resultados de um estudo teórico/experimental do processo de 
combustão de quero=ene em ar em condições de estabili=açào aerodinâmica de chama. É proposto um 
método de cálculo de liberação de calor em câmara com condições não uniformes de distribuição de 
comhus/Ível. .l1ostra-se que a reali=ação do processo de combustão em duas façes permite melhorar 
sign(/icativamente o rendimento de combustão em temperaturaç redu=idas. Foi elaborado e testado um 
estabili=ador aerodinâmico em dois estágios. 

INTRODUCAO. 

Para manter uma chama cm um fluxo com alta 
velocidade. geralmente usam-se as zonas de recirculação 
formadas atrás de corpos aerodinamicamente desfavoráveis. "A 
zona de recirculação pode ser obtida também como resultado de 
interação do fluxo principal com os jatos transversais. em 
particular. de tom1a anelar (figura 1): 

_ querosene+ar 
IHI 

Fluxo 
principal 

Figura I . Esquema de um estabilizador aerodinâmico. 

A possibilidade de regulagcm contínua do domínio de 
estabilidade e de intensidade do processo de combustão em 
jatos transversais. resfriamento dctivo c unificação das funções 
de cstabili1.açãn c de alimentação. justilica a aplicação dos 
estabilizadores aerodinâmicos em câmaras secundárias de 
turhon:atores (Alverman W. e Ulken R .. 1971. Khatchatourian 
et ai.. 1992-1994), em secadores de grãos para intensificação 
do processo de secagem e em outros equipamentos para 
aquecimento do ar movido. 

O processo de combustão em !luxo turbulento 
depende significativamente dos parâmetros hidrodinàmicos 
(intensidade e escala de turbulência) e tisico-químicos 
(temperatura. pressão e composição) de !luxo da mistura 
inicial. Isto exige que o estudo da própria combustão seja 
acompanhado pelo estudo de distribuição das concentrações. 
temperatura'>. velocidades e características de turbulência atrás 
da zona de recirculação. 

Neste trabalho estão apresentados os resultados de 
um estudo teórico/experimental do processo de combustão de 
querosene em ar em condições de estabilização aerodinâmica 
de chama. Foi estabelecido que o baixo rendimento de 
combustão para temperaturas baixas do t1uxo é motivado pelo 
"congelamento" da combustão cm rcgiôes pcriterieas da càmara 
com concentrações redu7jdas de combustível. 
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É proposto um método de cálculo de liberação de 
calor em câmara com condições não uniformes de distribuição 
de combustível. Para o cálculo da velocidade turbulenta de 
propagação da chama e do tempo característico de combustão 
nestas condições. o método utiliza as características 
experimentais de turbulência do "rastro" do estabilizador 
aerodinâmico. obtidas cm regimes sem combustão. O sistema 
das equações é apresentado por Khatchatourian et ai. ( 1992). 

Mostra-se que a realização do processo de combustão 
em duas etapas permite melhorar significativamente o 
rendimento de combustão em temperaturas reduzidas. Foi 
elaborado e testado o estabilizador aerodinâmico cm dois 
estágios. 

I. EQl iTPAMENTO EXPERIMENTAL E INTERVALOS 
DA V ARlACÃO DOS P ARÀMETROS. 

Na figura 2 está representado o equipamento 
expenmcntal utilizado para o estudo de liberação do calor atrás 
de jato transversal anelar formado pela mistura de ar e 
querosene. 

Figura 2. Esquema do equipamento experimental 



O equipamento possui duas vias de ar : de baixa c 
alta pressão. Como l(mte de ar do !luxo principaL usou-se um 
vcnt i lador com potência I 00 k W. Para obtenção das vazôcs e 
velocidades elevadas do !luxo principaL o ar li.Ji tomado depois 
do compressor do turborcator RD-9H (até 10 kgis). O ar 
comprimido foi obtido através do sistema dos reduto;-es de uma 
bateria de alta pressão (~200 atm. ) ou diretamcntc de um 
compressor com potência 200 kW. 

Foram variados os seguintes parâmetros : 
Fluxo principal : Tw = 340- 923 K: W = 40 -o- 250 m/s. 
D = 200 mm (diâmetro do canal): Rc = (0.46- 30) 105 

Jato transversal : T v=340 - 723 K: ~o= 90": 135" 
(ângulo de saída do jato): bo = O.X: 1.4 mm (espessura do bocal 
anelar): do = 24: 27: 30: 36 mm (diâmetro do tubo do 
cstabiliz.ador aerodinâmico): <!v 6-120 (parâmetro 
hidrodinâmico = ra?.ão entre as cargas cindicas do jato c do 
!luxo): a,. = gu I gc L0 - .coeficiente do excesso do ar em 

relação ao combustível: av E (a , ;a . ) . onde CXv e 
\mm \ma.' rnn 

a . são as composições nos limites de combustão. 
\ma."< 

i\ dinâmica da liberação do calor foi detem1inada 
experimentalmente pela medida de variação da pressão estática 
ao longo da câmara experimentaL resolvendo o sistema das 
equaçôes de conservação de ma~sa. momento linear. energia e 
estado para !luxo unidimcnsionaL Os valores do rendimento da 
combustão foram calculados pelo método de balanço térmico [ 
na saída da câmara ti.xam colocados 24 termopares (cromei -
alumel) • 4 em 6 centros de áreas iguais I e pela análise dos 
produtos de combustão (foram utilizados o cromatógraf(J XT-X 
e os analisadores de composição dos produtos de combustão 
GEUK-21. GUX-1 e VTI-2). 

2. ESTUDO DO PROCESSO DE LIBERACi\0 DE 
CALOR AfRÁS DF JAfO TRANSVERSAL ANELAR 
FORMADO PELA MISTURA V APORIZAD/\ DE 
QUEROSENE E AR. 

Os experimentos mostram que o rendimento térmico 

11 cm condições de estabiliz.ação aerodinâmica de chama atinge 
um valor máximo para algumas composiçôcs da mistura do jato 
(figura 3) . 

1 

0,9 

0,8 

11 
0,7 

0,6 

0,5 

-Q-Tw=723K 

1 I-<>-Tw=823KI 1 1 )\ 

0,6 

--e-Tw=873K 

~Tw=923K 

0,8 1 

Ã.=0,5;ov=ll. 

1,2 1,4 az 

Figura 3. Influência da composição da mistura na zona de 
recirculação sobre o rendimento tém1ico. 

A análise dos gases c os cálculos mostraram que o 
valor ótimo da composição da mistura na mna de recirculação é 
próximo da cstequiometria. Esta particularidade se conserva 
para injeção do combustível diretamente na mna de 
recirculação (figura 4). 

i\ análise Jas curvas Ja dinâmica de liberação Jo 
calor (figuras 5-X) permite dividir hipoteticamente a càmara de 
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combustão em duas regiiks na t• região (2-3 calibres) 
acont~.:cc a I ib~.:ração principal do calor: na 2" região passa a 
queima lenta do combustível restante. 

O ~.:nriquccimento da mistura do jato transversal até 
os valores corr.:spondcntcs à composição estcquiométrica na 
zona de recirculação (figuras 3.5) provoca o processo de 
combustão mais intenso na primeira regi ão. 

1~----~----~-----.----~ 

0,9 I b v~ >-'f><kl " I I 

0,8,, I I I l~ 
TJ 

0,7 ~qv=o32 I I ~ -o- qv=211 ~w=873 À.=0,31 
o,6 I 

0,5 L--------1----1-----+:~---: 
o 0,5 1 1,5 az 

Figura 4.Influência de composição da mistura na zona de 
recirculação sobre o coeficiente de rendimento do calor. 
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0,8 I I =:õf:ln - I. - I I I 
-!r- av=O, 138 

o,6 I lllz{ I I 11-o-av=O,ls 
--<>- av=0,2 

o,4 I /1/ 1 1 11 --e- av=0,282 

0,2 I /ff 11\v=873K,Tv=603K,qv=6,5 -+-~ 

Ã.=0,55;J3=135° 
o 11' I I I I I I I 

o 1 2 3 4 6 6 XID 
Figura 5. Dinãmica de liberação do calor para diferentes 

composições do jato transversal. 

O aumento seguinte na llljcção de comhustível 
prolonga a primeira região. mas inicialmente o valor integral do 
rendimento térmico CTcsce até que o jato transversal atinja o 
valor ótimo da composição e. finalmente. de<..Tesce até o limite 
de cstabilit.ação. 

0,8 

0,6 

11 
0,41 

1ft 11-lr-qv=21; 
-- l!_v=0,315 

-Q-qv=33; 
av=0,315 

o,z I '[11 ~} I I -=--o- qv=4 7; 
av=0,315 

--e-qv=33; 
OF" I I I av--ü,067 

o 1 2 ---.*--- qv=4 7; 16 XID 
av=0,067 

Figura 6.Influência do parâmetro hidrodinâmico e da 
composição do jato transversal sobre liberação do calor. 



O aumento do parâmetro hidrodinâmico qv para av= 
const (lih'llra 6) pode provocar tanto redução de 11 ( av pobres) 
como o aumento de 11 (av ricos ). Este comportamento está 
relacionado com o aumento do valor do coeficiente de 
miscibilidade m 1. i.é, da parte do gás na zona de reeirculação 
ejetada ·do fluxo principal pelo jato. Em consequência. o 
aumento de qv provoca o empobrecimento da mistura na zona 
de recirculação. o que para az > I reduz 11 ( fib'llra 5) e para 
az< l aumenta '1· Para'az= constante, o valor 11 praticamente 
não depende de qv. 

O crescimento da temperatura inicial do fluxo 
principal reduz o comprimento da zona de combustão e 
aumenta o valor de 1 (l!gura 7). 

0,8 

0,6 

Tl 
0,4 

0.2 --<>- Tw=773K 

~Tw=873K 

o. 
o 1 2 3 4 6 6 XID 

Figura 7. Liberação do calor para várias temperaturas iniciais 
do tluxo. 

O aumento da velocidade do fluxo provoca um certo 
alongamento da 1.ona de combustão (figura 8). 

0,8 

·- --D ·- - -'._] 
.__..::;~·- i- · .- -

-6 :-:--
~ f-t.r /~"" 

''·-

)~ Vr"'~ . 
--l:~- t-=0,55 

.;V -c-- À.=0,31 

I I I 

,j Tw=823K,qv=ll;az=I,03 

1/ ~= 135° 

I ... ~ .• 

0,6 

0,4 

0,2 

o 
o 1 2 3 4 6 6 7 

Figura 8. Liberação do calor para várias velocidades do tluxo. 

Então. as influências da temperatura do fluxo 
principal. da sua velocidade e da composição da mistura na 
zona de recireulação (az>l) sobre a dinâmica da liberação do 
calor atrás do jato transversal combustível e atrás de um 
estabilizador de chama mecânico (Raushenbakh d ai.. 1964) 
são iguais 4ualitativamente. Como foi demonstrado pelos 
experimentos especiais. a combustão incompleta é 
condicionada principalmente pela presença da mistura pobre 
com as características reduzidas de combustão na periferia da 
cúpula gasodinâmica . 

O estudo da estrutura tisico-química do !luxo com 
combustão atrás de jato transversal anelar combustível (a 
distribuição das composições químicas. das velocidades e dos 
coeticientes locais do rendimento) permitiu cstabelecer que o 
domínio da interação cntre o jato transversal c o !luxo principal 
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pode-se dividir em duas zonas : a primeira zona é a da mistura 
intensiva do jato com o !luxo que termina com rotação do jato 
na direção do !luxo c a segunda zona é a da mistura mais lenta 
do jato virado com o !luxo. Na primeira zona forma-se a 
mistura combustível de certa composição (az) e realiza-se a sua 
inflamação através de produtos de combustão que enchem a 
zona de recirculação. Na segunda zona ocorre a liberação 
principal do calor. conforme leis semelhantes às de combustão 
das misturas homogéneas. Se a composição na zona de 
recirculação (az ) for menor que L então. ocorre a 
superposição deste processo com combustão difusiva. que 
termina no ponto do eixo onde a=!. 

A análise dos resultados obtidos permite admitir o 
modelo tisico do processo de liberação do calor baseado na 
teoria de combustão "de superficie" , que leva cm conta os 
parâmetros tisico-químicos (lJ0 , T, P) e hidrodinárnicos 
(intensidade e escala da turbulência. velocidade do 
escoamento) . 

A interação entre os produtos de combustão na zona de 
recirculação e a mistura inicial gera um ponto inicial (a rigor . 
um anel) da inflamação com a frente de chama atrá~ dele. 
Segundo a literatura (Raushenbakh. 1964. Williams. 1988) este 
ponto é localizado na região do !luxo "direto" da zona de 
circulação e determina o funcionamento estável do 
estabilizador de chama. A mistura inicial inflama-se. passando 
através da frente de chama e queima-se passando por um 
caminho determinado pelo tempo característico de combustão c 
pela velocidade da mistura na linha de !luxo considerada. i\ 
posição da frente de chama determina-se pela razão entre a 
velocidade turbulenta de propagação de chama UT e !1 
velocidade d<1. mistura inicial W no ponto considerado. A 
medida que ocorre o empobrecimento da mistura na direção 
radial. o valor da UT muda (se az <I. inicialmente UT <.Tesce c 
depois decresce: se az >I, lJT de<.1esce). Numa posição 
determinada (UT << W), a propagação da chama interrompe
se. A mistura da composição mais pobre não se inllama c não 
participa no processo de liberação do calor. 

3. MÉTODO DE CÁLCULO DA LffiERAÇÃO DE CALOR 
EM CONDIÇÕES NÃO UNIFORMES EM RELAÇÃO À 
COMPOSIÇÃO DA MISTURA INICIAL. 

A análise dos campos de velocidade. de concentração 
e de temperatura depois da zona de interação do jato 
transversal c do !luxo principal (Khatchatourian, 1993) mostrou 
que o escoamento formado atrás da zona de recirculação é 
equivalente ao escoamento formado por dois fluxos coaxiais. a 
se~'llir: o fluxo interno da mesma composição com a zona de 
rccirculação Uz e o !luxo principal (figura 9). 

zon,a de_ 
combustao 

Figura 9. Esquema simplificado do processo estudado para 
desenvolvimento do método de cálculo. 

Desprezando a diferença da densidade provocada pela 
variação de composição (dentro dos limites de combustão csta 
diferença não ultrapassa !!%), usaremos para o cálculo o 
sistema das e4uações de conservação na sua forma integral (da 



massa. do momento linear , de energia) e a equação do 
processo adiabático para mistura inicial. (Khatchatourian ct ai.. 
1992). 

Usando as relações semi-empiricas (Khatchatourian 
et ai.. 1993). foram calculados os parâmetros do [escoamento 
atrás do jato (sem combustão) e aplicados para o cálculo dos 
parâmetros de combustão que significativamente dependem da 
composição da mistura (figuras 10 e 11). 

Através da . análise dos dados experimentais da 
literatura obteremos í15 fórmulas empíricas para o cálculo da 
velocidade de propaga~,--Jo de chama e do tempo de combustão 
em tllnção da temperatura. velocidade e composição da mistura 
inicial (para a intensidade e a escala de turbulência do fluxo em 
canal): 

( ~- 1 1 3 

UT T l w j 3/ 2 -= K (a)-· - ·(1-g ) w I T w p 
o o 

(2) 

W ( 1 )o.82 T 
( ]

41,61 . ( ](0.00714W - 1,3314) 

lP = K2(a)- .,;nR - (3), 
Wo To 

OIU (w\Ml 
• T 3 

K 1(a)= 067 e K 2(a)=tpl0 l-) 
( ~). 100 

100 

onde: são as 

funções empíricas de composição da mistura inicial (ver as 
figuras 10 e 11): R é o raio do canal: gp é a parte relativa dos 
produtos de combustão da cámara de aquecimento. 

O,IUT 

( ~~t·67 
I 

~~ I if"• o! 
~ .l_'., 

"'' l \ 
~ 
~ ~o 

~ . • • , 
<>W=30m/s )( 

1'. 
OW=52mls - )(~ 
6. W=79mls • \ 

0,5 

XW=I04m/s 

0,3 0,7 1,1 l..S a 
Figura 10. Velocidade generalizada de propagação de chama 

em escoamento turbulento (dados de Jankovski. 1970). 

3( w )0,61 
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Figura 11. Tempo generalizado de combustão cm escoamento 
turbulento (dados experimentais de Jankovski . 1970). 

A interação entre o jato transversal e o fluxo principal 
provoca mudanças significativas das características de 
turbulência do escoamento e, con~~quentemente. dos 
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parâmetros de combustão. Por essa 11Viio. foram realizados 
experimentos especiais para medir a intensidade de turbulência 
(c). espectros da frequência e as escalas médias de turbulência 
(/o) do escoamento atrás de cúpula aerodinâmica (figura 12 ). 

Os valores do componente (longitudinal) de pulsação 
da velocidade (W') e da escala média (/o) obtidos com o 
termoanemômetro de resistência constante TPS-3 e o 
analisador do espectro AS-2 foram aplicados para corrigir os 
valores de Ur c tp calculados pelas fórmulas (2) e (3) usando 
as relações scmi-empíricas: 
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lJ _ (W')2 13 . 1 - I o.82 
T ' p O 

I . 
0,2 - . 

~ 
1
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.· I 
,( 11 flt . . 

640 840 
~· 

Figura 12.Campo da intensidade (A) e das escalas médias (B) 
de turbulência atrás do jato anelar transversal. 

A figura 13 . onde está apresentada a comparação dos 
cálculos feitos sem esta correção (A) e com ela (B) mostra a 
grande influência das características de turbulência sobre o 
processo de combustão. 

~ ft I tJmé,{ l 
=11~"1 ijif 
0~11 1-Jdir T...=ó73K -

W•IOOm/s 
R=<l.lm -

o llJit: 
l 4 CJ 8 10 12 14 16 XID 

Figura 13. Cálculo da liberação do calor para condições de 
turbulência de canal (A) e de turbulência gerada pelo 
estabilizador aerodinâmico (B). 
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Figura 14. Liberação de calor atrás do jato para temperaturas 
diferentes de escoamento (cálculo). 



< )s resultados dos cákt;los da liberação de calor com 
cstabi li z.a.,:ão aerodinâmica da chama fl:itos pelo método 
proposto são apresentados nas figuras 14 c 15 c mostram a 
coincidência qualilicativa satislatúria com dados experimentais. 

Nas figuras 16 c 17 estão apresentados os resultados 
dos cálculos ll:itos para dctem1inar as relações ótimas entre as 
composiçtks do jato transversal c do escoamento principal 
conservando as vaz.õcs integrais do combustível constantes. 
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Figura 15. Liberação do calor atrás do jato transversal para 
composições di!'ercntes na zona de recirculação (cálculo). 

Os cálculos mostraram que para as Va?Ões reduzidas 
totais de combustível (ligura 17.u z:=3) é mais económico fazer 

injeção do combustível na região ao lado do estabili1.ador. Para 
aquecimentos elevados ( ligura 16.<X L =1.5) o enriquecimento 

na zona central .a partir de a: < I . aumenta o comprimento da 

câmara de combustão. 
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Figura 16. Liberação do c:Jlor para dikrcntcs razôcs entre 
wmptlsiçlics da mistura dojato c do !luxo principal (cálculo). 
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Figura 17. Liberação do calor para diferentes razões entre 
composições da mistura do jato c do fluxo principal. 

4. ESTUDO 00 PROCESSO DE COMBIJST ÀO EM 
DOIS ESTÁGIOS. 

Pode-se ver que o rendimento térmico é baixo em 
temperaturas reduzida~ (figura 7). 

A análise do modelo escolhido permite concluir que a 
intensificação do processo de combustão pode ser atingida pelo 
aumento da intensidade da turbulência W'. da velocidade 
normal de combustão U0 e pela redução da escala da 
turbulência /. 

O aumento de W' pode ser conseguido através de 
montagem de grades especiais ou pela injeção dos jatos diante 
da zona de combustão (ou na zona). 

Para aumentar U0 (P = constante e o mesmo 
combustível) é possível aumentar a temperatura. escolher a 
composição ótima ou influir na cinética quimica (obtenção dos 
"centros ativos" c etc.). 

Um estabilizador que une todos os métodos 
mencionados da influência sobre o processo de combustão. foi 
elaborado c testado pelo autor ( li!,'Ura IR). 

qu~rosene 

Figura 18. Esquema de um estabilizador aerodinâmico de 
chama com dois bocais anelares. 

O processo de combustão re~liza-sc em dois estágios 
com dois jatos transversais anelares consecutin>s. Ao mesmo 
tempo isto permite ampliar a vazão total do combustível. De 
lato. n estabilizador ein dois estágios se apresenta como uma 
câmara re!.mlável com duas zonas de combustão (primária c 
secundária) sem resistência aerodinâmica fora de regime de 
funcionamento. 



A análise comparativa mostra que o rendimento 
térmico nestas condições é significativamente maior do que 
para o jato único (figura 19). 
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Figura 19. Rendimento térmico para estabilização de chama 
em um e dois estágios. 

O crescimento da intensidade da luminescência 
observado visualmente. em comparação com o esquema de um 
estágio. é relacionado, provavelmente. com presença das 
partículas excitadas (C?, CH, OH) na zona de combustão. O 
aumento do rendimentÕ térmico nestas condições é causado. 
possivelmente. pela difusão dos "centros ativos" da chama na 
mistura inicial. 

Na figura 20 mostra-se a influência do parâmetro 
hidrodinâmico qv sobre l]. Com o aumento de qv. o valor de T] 

cresce no intervalo estudado. Se o valor de qvl (para az= 
constante) for conservado, então o aumento de qvl provoca um 
acréscimo de T]. O enriquecimento da mistura. em ambas zonas. 
aumenta T] no intervalo estudado. 

1 

0,8 
L~ >-

fiÇ 
v -o 

0,6 qvl=45;W=8lm/s;Tw=583K . 

11 I I 

-fr-qv2=14 0,4 
qv2=26 

0,2 --<>-- qv2=45 

o 
O 0,06 O, 1 O, 16 0,2 0,26 Uv 

Figura 20. Rendimento térmico para estabilização de chama 
em dois estágios. 

Desta maneira. o estudo do processo de combustão 
realizado em dois estágios permitiu-nos concluir: 

I. O valor do rendimento térmico em condiçôes de 
temperaturas baixas pode ser aumentado significativamente. 

2. O aumento dos parâmetros hidrodinâmicos qvl e qv2 
provoca o crescimento de T] no intervalo estudado (qv=15-45). 

3. O enriquecimento da mistura no intervalo estudado 
aumenta TJ. 

CONCI.USÜES. 

Neste trabalho to i realizado um estudo 
teórico/experimental do processo de combustão de querosene 
cm ar cm condições de estabilização aerodinâmica de chama. 

Foi estabelecido que o baixo rendimento térmico para 
temperaturas baixas do escoamento é motivado pelo 
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"congelamento" da combustão em regiões periféricas da câmara 
com concentrações reduzidas de combustível. 

É proposto um método de cálculo de liberação de 
calor em câmara com condições não uniformes de distribuição 
de combustível que permite simular e otimi7M o processo de 
combustão nestas condições. 

Mostra-se que a realização do processo de combustão 
em duas fases permite melhorar significativamente o 
rendimento da combustão em temperaturas reduzidas. Foi 
elaborado e testado o estabilizador aerodinâmico em dois 
estágios. 
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ABSTRACT 

ln this work we present thc results of a 
thcoritical/experimental study of process of kerosene 
comhuction in air in conditions of aerod)namic stabilization of 
tlamc. lt is proposed a method to calcula te the liheration of hcat 
in a chambcr with not uniform conditions of combustible 
distribution. We show that the reali7ation of combustion 
proccss in two step givc us a better combustion cficiency in low 
tempcratures.ln addition.we makcd and tcsted thc aerod:namic 
stabili1.ator in two probation. 
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"lhe comlmsfion <~( hydrocarbons in ai r involves a large 1111111her o( rlwmical !Wicfions. To gain insighl info 

lhe comlmsfion proce.1·s mui for praclical rca.wns a l?educed Rcaclion Scheme is used. with reacfion rales 
detcrmincd eilher bv kineltcs or hy lhe l~'ddv /)reak-1 fp rheorv l?csulls of lhe simulafion of a turlmlenl, 
swirling. high pressure mellwneflrmze are presented and compared to experimenf /1/lhough results are .mlis
.fàclorl'. improvemenls to lhe mixing modelare needcd lo adequalely assess mui refine the chemical modcls. 

Tht: combus{JO!l or hvdmcarhons in air is govcmcd hy 
multiskp mcchanisms compnsing onc hundrcd or mor~ 
rcadJons. Allho11gh it is not impossihlc to solve such systcms, 
thc solution proccss oncn obscnres lhe progrcss or lhe r~actions 
and makcs it diftícult to gain illSights into thc nature of 
combustion . Morcovcr, fór practical calculations it Is 
couvcnicnl lo rcdnce lhe numbcr of sleps to a small numbcr of 
signilicant rcact ions. 

lhe method of rcducmg a full mcchanism lo a fcw 
signilicanl reaclwns h as becn fonnali1cd (Chen, 1988) and cvcn 
codcú for aulomatic gcncration of Rcduccd Rcaction Schemcs 
(RRS) ((iüttgens anel Tcrhovcn, 1'J'l2) . For thc comhustion of 
mcthanc in air wc havc sclcctcd thc schcmc givcn by Bilger cL 
ai. ( 1990) 

llaving sclcctcd a RRS, for nonpremixed J1amcs, it is 
ncccssary to considcr thc inllucncc of mixing on thc rcaction 
rates. Although more advanccel modcls are bcing developcd, lhe 
Eddy Brcak-Up (FBU) model (Spalding, 1971 )(Magnusscn and 
I lcrtjagcr, 1977) is still uscd, duc lo its simplicity, to givc lhe 
fast chcmistry limit to lhe reaction rates. ll has heen show11 
(llriwela and llilgcr, 1996) thal a hcnristic fónn of lhe Fll1J 
reaction rate can hc !ouml lhat has a basis in thcory, anel lhis 
lonn is uscd in lhe prescnt compulalions. 

Onr current rescarch task is lhe numcrical sinmlation of a 
tmhulcnt diJTusion J1amc of mcthane in ai r at elcvatcd prcssurcs 
anel comparison with experimental data Jl·om lhe Jilcrature. The 

loi()V ABL E II'(JECTOfl 

purposc of thc prcscnt work is lo prcsent the results pertaining 
to the main scalars (J1ow Jield and major chemical species), 
whilst \\Ork continues in computation of the minor spccies aud 
refíncment of lhe modcls uscd. 

EX1?ERIMENT~D DATA REDUCTION 

Numcrical simulations are hased on. and compared with, 
lhe expcrimcnts of Spadaccini ct ai ( 1976 ). This consistcel in a 
jet of mcthzme gas reacting wilh a coaxial sv.irling J1ow of 
hcated air. Thc injector anangemcnt is shmvll in Figme I 
(adaptcd from Spadnccini ct ai, 1976)~ thcre is also a rcar
facing stcp. The rcmainder of lhe combustor was a horizontal 
cylindcr approximatcly 2.4 m ]ong with a radius of 0.06115 m. 

Severa] expcrimcnts wcrc reported in the Rcfcrcnce, and 
Test 4 was selcctcd for the present work. ln this Test the 
tmbulent dilli1sion 11ame took place at 3.8 atmospheres; lhe air 
was hcatcd to approximalely 750 K, and it had a nominal swirl 
vclocity of I O m/s at the inlct Axial velocitics of a ir anel fuel 
wcre 20 anel I m/s respectively. Figure 2 shows computecl 
velocity vectors and slreamlines to illustratc the resulting J1ow 
pallcm. 

Experimental data was published in numerical fonn, wluch 
allowcd intcrpolalion to covcr thc whole of the combustor in 
sullicicnt detail. Gas compositions were rcported in pcrccnt 
mole fractions on a dry basis; this was convcrtcd lo species 
mass fractions on a wct basis bv the mcUJ()(\ dctailcd in the 
Appcndix. 

.-"··· v 

fLECTRIC ~ J ~- Ali'!__....._. ___ I~LET !IVSTOf' SfCTION-oo+,..=E_X.-.T.::E_~DEI'I 
HEATEI'I UCTION ~fCTIOO I 

Of'll ~I C( 

hgmc I -Experimental burncr (from Spadaccini ct al, 1976) 
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NUMEIUC.AL . .S.LMULAIION 

li.ilmp_Q.rll!lllill.iiD.Jll.. Conservalion of mass is compuled in 
Favre-averaged conservalive fonn (Favre, 1 1)(,9, Bi lgcr, 1975) 
as: 

r? rfi lí,
--- =0 

fl x,-
(I) 

Conservation of linear momcnlnm and of scalars is 
compnlcu in conservalive, axis)mmctric fom1 in gcneralised 

coordinales (~.TJ ) nsing lhe Fuvrc-averagecl general lrunsporl 
equalion: 

(I _ 1"0. (I _ 1 _"' ) (I 1.) r9 ~) (I {) 
- (p 'v·)+-(P'v' =-- ( fltt- +-( . qll 
r'~Ç /11] ciÇ /?Ç ci Ç 

c?~ [I (7 ~ r7 c?~ !fi 
-)+-(Dq21-)+ - (Dq22 - )+./S (2) 
/lry /lry /I Ç /lry /lry 

where ~ is lhe quantily being lrunsported, D lhe elTective 
viscosily 

[) = ti+ !}L' (3) 
5c; 

J and tlij are lhe mclrics of thc lranslonnalion of (x ,r) inlo 

(~,11) 

J = x{ t;, - x ,, '{ 

r, r,1 +x,,x, 
qff =,. 

J 

qn :::: q11 == - r r,, r!. + x,, x~ 
J 

r{ r( +:r, x, 
qn = r-- J-· 

U and V are lhe covarianl volume llu\cs per unit anglc 

U = r(111~ - vx" ) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(R) 

I ' = r("'i - ux,J (9) 

and lhe Schmidl I Prandll numher Se anJ thc source lenn S~ me 
lisled in Tahle 1, logclher wilh other dcfinitíons. 

Bound.m~_J.&m.l_ilion~. Standard Dirichlel and Ne\\lnann 
condilions wcre applicd al lhe boundarics. Logarilmic law of 

lhe wall rclíltions wcrc en lorccd for lhe K-f: modcl at so1id 
boundaries . 

!leal rcmova1lhrough lhe waler-cooled walls was simulated 
hy mcans of od-hoc sink tem1s in lh~ enlholpy equalion, a1ong. 
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Tablc I - Sourcc knu s and J)clinilions 

!fi Se S(llll c c lenn 

li lO 

v 1.0 

--'-. ~- [r n( _c~lí__ '] + _ _C_ [,. n( _c;P_ '] _ 
i1.t r7:t ) /' r r'x) 

r7"ji 2 r7 _ _ -
r --- -- - - (rflK +r/)(}) 

r?x 3 r7x 

c1 [ ( t7/í J] r1 [ ( r'v )] r'p - r/) -- -f -- rll - - - - r -:; -
r7x rir r7r ,7,. r·r 

2 (7 _ _ - . v __ 
1 - - --- ( rph.· ~r{)(/ / - 2[) -· + pw + 

3 r7 r r 

2 -- - ,,-
- -(rph.· +,-/)(}I+ 2 -· v" 
J r 

11, , ) ;;-. ;;-. __ _ 
1v 1.0 -··- --·- ;t - -pvw 

Se ... r7r r 

- rlji - -- I'P - -
K 1.0 r( - u"-- -v" - -·+ C - pr) 

r?x (Jr 

'< ·--;; (7/} --;; (_!fi --; 1: . - J:l 
r. 13 r( 1( - 11 --- -•• - - +(,)-;::- - r( 2p~-

t1.~ rir "- K 

!t 07 Scc lcxt - ( ·, ~ 144 ,( ·, ~ 1.92 

f 0.7 Nonc 

1 )elinilions 

!fi= "j, + rp' (Remolds avcrnge) = ~ + rp" (Fnvre avcrngc) 

...--....__./ 

K =: ll ."u/'-2 

' ,..--_____/ ~/, 1 7 " e H . 
- - f.l. ((' "~ - ') "--'-E: -- -=- -.)i) 7 ... c ii "" 

2p (X.i . ('X, 

-~ -;' 2 -- -- . -pu, 11 1 ~JI,\- 3 ?i,1pA·~ !i, 1 = lor01ori = )ori~.i 

-. _ :\~1 . 
p, = < .. P~ , <,. = 0.09 

[; 

S . = /l u, + r'> uJ _}:__â O 
" /~x1 /~x, 3 Y 

r'~ u r?v v 
0= -+-+-

r?x /Ir r 

-;- [ ( r? v )' ( v )' ( <'~ lí )' ( (9 w )' l. /1 v <9 1í )' (I = jf 2 - - \-2 - + 2 -- + -- + - + --
I r" r r {lx /l x / lx r? r 

(
r?w w)' 2-- ,] 2 __ _ 

+ --::;- - - -- 0 - -pAO 
er r 3 3 

lhe solid boundarics , proportionallo lhe lcmpcralnre gradienl al 
lhe wall and lo U1e surface are:~ . 'l11c lransmission cociTicicnl 
wns mlfusted as requircd lo producc lhe ohserved lcmperalu.rc 
distribulions along lhe wnlls . 

lhç Flame Mo_9_çl From Llilger el. ai ( 199 I) Lhe rcduced 

mechanism is: 

Cll, + IT,O + 211 -- ~ CO + 411, 

C()+ 11,0 H C02 + /! 2 

2lf, + 01 -~ 211,0 

3112 +02 H 211/)+21/ 

(I) 

(li) 

(III) 

(IV) 

We compute the seven main specics in lhis mcchanism , i c , 
Cll4 , 02 , 1120, C02 , li , CO, and 11 2 We a1so compute cighl 
minor spccics implicil in lhis schernc (C! !3 , O, I !02, I ICO, 
C! !30, 11 202, Cl 120, 01 I) nnd lhe bath gns M. 

The reactions rales of I-IV according to the skcletal 
mcchanism flrc given in Bilger cl . a1 (I 91)1) 



•v, ~ "'~.,+" ·" (III) 

1\"1/ C C \\ "• (li) 

w
111 

= w~ - w 111 I 11\r. - w10 -- wll ·I wl-1 -t- w 1~ ( 12) 

WIV = H'1 - · 11', - ll'R -1 W 10 - - Wll, ' H'111 +- IV 1n ·- H'2 ..1 -· \VB (IJ) 

Wc solve l'arlial Dillcrcnlial hjllalions (I'I)L) for I(Jur 
m<1i n spccics. ·111c rcmaining lhrcc main spccics are l(mnll hy 
mc;ms of conscrvcd scalars and lhe mixlurc ti·aclion . Minor 
spccics are founJ by assuming slcady slalc. 

ln thc case of kinctic-limitcd clwmistry, wc solve l'l)l·:·s 
for four main spccics, Cll4 . o2 . 1!2 and I l, whilc 1120, C02 
and CO are lóund usmg conscrvL~d scalars. 

From h jualions I-IV lhe moh11 rales of rc;u.: lion per unil 
volume liJr thc lóur main spcc ies are : 

M1C 114 = ·-WI 

WOl = -Will -- WH' 

l'-'' 112 = 4w1 + w JI - 2wm- 3w"' 

ll'u = -2w1 +2ww 

·111csc r<1lcs are soun;c lcnns o r lhe I' DE· 

I .( r; 1 = w, 

whcrc I i is lhe spccific ahundancc cqual lo 
fm clion Yi dividcd hv luc molecular mass 
opcralor L applicd lo a general variahlc is 

(;1/1 . u r/).!= li-.-- + r , v <P --v. ( 1> n v ifi) 
(' / 

(14) 

(I~) 

(I 6) 

(17) 

(I !l) 

lhe spccies. mass 
Wi . The linear 

( 19) 

Wc gcncral c conscrvcJ scalars by linca1 cmnbin<1lions of 
Equalions (I O)- (I 3 ), for inslancc : 

I I . I 
fi= r."'+ 2 r"'+ 2 r ""' +-=! r" (111) 

ConsiJcring lhe houndary valucs <1 l lhe fucl (slream I } <1nd 
O.\iJ<1nl (slrcam 2) boundarics, and lhe mixlurc ti·<Jction as: 

-r -_ l!_=-fl, . -- _/!__ ( n, ,. !) ()) 
I' "' Cll< .l; '> = 

- fi I - fi 1 I ;.// ' I 

(21) 

whi ch is rcan·angcd lo ohlain : 

- I 
rlll<! = 2f r~."' · ' - 2 r .. "' -· r"' - 2 r" (21) 

Similarv WC obtain co and co2. using olhcr sca lms. 
Thc remaining spccics. O , C I 11 and gas halh M may hc 

calcula lcd <J S Jct<1ikJ in llilgcr el. ai ( I <J<) I ). 
For fast chcmisl ry conditions \\C considcr II in slcadv 

slalc which rcJuccs lhe systcm lo lhrec slcps by cancclling I l 

bel ween l and I V. 

n r, +o, -~ co 1-11,0 1 11, (A') 

II ,O+('() - > 11 , + co, 
211, +o, -t 211,0 

(B') 

(C') 

Wc choosc lo rclnin lhe CO hurnoul reaclion II , lo promole 
FBU r<Jlcs in t.hc rich :r.one, whil sl reducing lhe sys tcm lo lwo 
slcps ln lhe Fll1 I modcl ii is lhe concenlration of lhe delicicnl 
rcaclanl which delennincs lhe rc<Jcl!OII rale. ln lhe rich :r.onc lhi s 
11 iii hc thc oxidant , and Rc<1ctions (/\') and (C') will ha ve 

comparablc EDU rates llencc, lhey may bc rcduccd lo 

o r,+ 20, + 11, - > nJ + 311,0 (A) 

fi ,O+ C 'O -·> /1 1 -H '02 (B) 

Fqnation (/\) is lhe S\1111 or I. III and IV and cq uation ( I! ) is 
11. The rales of n:act ions (/\) a nd (13) 11ill he ohlaincd from 
EllU principies. Thc Fddy llrcak lJp rale of lhe rc<1ction 
bel11·cen li1cl I'" and oxidanl () is compulcd as in llrizuela and 

Bilger (19%) 

·- i ," w,.,. = i i,,)--,.,. 
whcn: !\ I is givcn hy 

(23) 
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hn n:act:on (/\), 1\* =IJ .O and 

1"1., = min( 1 ;"'. 1 ;" J 

I ~JX = t ;11 

s=2 

and for rcaction (llJ , /\* = 04 and 

/ ,Ff! = / ~·n 

/~n = / '1120 

s = 1 

(1~) 

(25) 

(26) 

(17) 

(2!l) 

(29) 

(311) 

ln lhi s case wc will solve l'f)E's li>r C l1 ,1, o2, 11 2 and CO, 
and I li), co2 a nJ li wi ll hc calculalcd fiOlll C\ll! Scrva li on or 
alomic spcci~~s . 

lo change hctween Kinclically- and mixing-limiled 
chcmistry we will compute lhe kinclic rales o!" reaclions !\ and 
llus ing lh e rcsull s of ahove , i.e 

\i'n.kir• :::::. \1'11/ ,lrin = H 'y 

(31) 

(32) 

Thcn compute lhe FBlJ rutcs and lhcn , if w !\ kin > 

w/\ Ell1 J and wll kin > 11'1l EllU and w/\ Fi lU > wil l.JllJ 
conÍpulc mi xing-li'milcd fucl ' nnd oxidanl l"raclions hy ' !·:lllJ 
mcthods, nml compute inlcrmed ialcs and producls using 
algebraic rela lions and scalars . Jf cilher of lhe kinctic rales is 
less lhan lhe 1·:13\J wlc lhen compute ali species using kinct ic 
rales anel conscrvcd scnl;ns . 

t':IJJ!llÇ[i.ç(ll So)llliQJLl.'[\.lg;QJ!fJ,;. Thc scl of transpor\ nnd 
auxiliary equations w<Js solvcd numericall y using a linilc 
volume lcchniquc (Cope , 199 1 )( Ynnka cl ai , I YR9). ln lhi s 
proccdmc lhe di scrctiscd equal ions are solvcd in a co-localcd 
grid using lhe hyhrid ditlcrcncing shcme and a pressurc 
corrcclion cqualion for the continuilv cqunlion (Palankar , 
I 'IRO). /\n axisymmetric 120x:IG grid of varying fincnc ss was 
uscd . 

Thc solulion mcthod rs dccoupled: lhe discrcli scd 
momenlum and conlinuily cquations are so lveu first in a 
mulligrid schcmc, yielding updaled velocili cs nnd prcssurc~ this 
slep includcs integral mass tlow adjuslcments . Scalar equnli ons 
nrc solved next , in lhe línesl grid only, in lhe fol!owing ordcr 

swirl vclocily w, tmhulencc qunntilies K and f., mi xlure fraclion 

f anel spccitíc tola! slagnalion enlhalpy h (which includes 
chemical potcnlial) Thc 4-slcp t1amc modc l is so]vcd last, 

inclucling compulalion of spec ics mass fracti ons Yi and hcncc of 
lcmpewlurc 7". 

hn<1ll y, mi xlure molecular mass , dcnsit y and updnled 
lransporl cocf1í cicnls are compuled to complete onc ilcralion 
pass. 

~- lhe range of solulions of lhe I'I)E's musl hc 
reslricted lo a llowahlc limits (Chen and l)ibblc, 1991) 1-"or 
cxample, for CI 14 lhe m<1ximum is lhe unrcnclcd valuc , and lhe 

minumum is oblaincd sctting 1·112 2 O in Renclions I lo IV: 

Ymm =.r (33) 

(I - f )yOl.l 
v. =r------.,.- -- (34) 
. '"'" . 2(1 +"'m/ ) 

.- WJV 

!\ model for wllllw1v as a funclion of f was nol availahlc , 
anel a conslnnl v<Jluc of -0 .2 was uscd on lhe hasis of the 

experimental results 

For oxygcn lhe limils are oblaincd selling r-1 1 <: O and 1"112 
<: 0 

11';.: v ..... = ( 1 - r) Y au - 2(1 + III 11' )(f- Ycu•> 
w 

(3~) 



Ymjn 

w 1+ __ !11 

( 1- f) You 
2 w ~~'w ) - -( 4 + _I!_ )( f- Yo/4 )( ------rw-
3 w, 1 + ·-· .. 111 

'll1ese were simplif1ecl to 

Ym.n = (I - J) Vou - 4(/ - Yc11 •) 

Ymin = (1- /) Ym.z - (f 

3w,.. 

(36) 

(37) 

(38) 

l.imils for CO, ll2 and II wcre obtained in a similar 
manner, disrcganling cónvcction/úit1ilsion; lhosc for co2 anú 
I 120 w.::rc úcduced from the one-stcp reaction . 

lt is noted that lhis arca has not yct reccivcú sullicicnt 
research cfrort, and work is continuing in delermining 
appropriate nllowabk limits for thesc flmncs. 

J2lS..ÇJJ..SS!ON AND CONCLUSJONS 

This is a rcport or work in progress and lhe cnncluslOJls are 
pcrlilree partinl. Thc numcrical modcl as a whole perlimncd 
satisfactorily, and computcd exhaust conditions gcnemlly 
agrecd with cxpcrimcnt both in composition anú flow variablcs , 
with cxccptions notcd below. 

Thc systcm showcd considembie stitli1ess, indicating n 
rigidly coupled set of react ions. The use of EU\J reaclion rates 
should have prevented or at lcast nllcvialed lhis prohlcm. 
llowever, it is appnrcnl thallhc turbulcnce model has interfered 
wilh lhis. Figure 3 shows computed nnd experimcntnl conlours 
of mixlure fraclion ; il is seen lhal lhe mixing model is nol 
satisfaclory in thnl lhe gradient of mixture lraction in the 

primary zone is too low. Thi s is attributahle lo lhe K-c model , 
which is kno\\11 not to be adequate fór llows with st rong 
curvature of tl1c streaml ine, as in lhe f1 ameholding torus-shapeJ 
vortex . 

r 

riR 

COMPUTED 

EXPERIMENTAL 

f-------- 0.1 -----

o.5 1.0 1.5 2.0 2.s x/0 
Figme 3 - Mixturc fraction con\ours 

/\s a consequencc of low tmbulcnt transpor! by the vorte:-o; , 
not cnongh oxygen reaches lhe primar,' r.one, as eviJenccLl in 
Figure 4. In consequence, Reaction (/\) , although slower than 
Reaction I, is almost nevcr 1;1 slcr than Reaction (ll), and thc 

EBlJ model only operatcs in lhe shcar mne at f "' 0.1. lhis 
results in the obscrvcd slill'ncss and lower leveis of CO tlwn 
(Jhservcd; Figures 5 anel 6 compare compute<! and experimental 
CO anel co2 . Convcrsion of Cü to co2 near lhe centrclinc is 
procecding at kinctic rates , 1;1ster than ohscrved. This also 
resnlts in higher centrcline temperatures nnd lower cxhan st 
concentmlions of CO. 

.2')6 

r---------· ·- - ···- - · .--·-·----~--

r/R / ------------ o .2 -/r "* __ 0.09 ~ 
.5 

.Of---
COMPUTED 

EXPERIMENTAL 

---..._ '001~ ~--o.os~o.a3~-' r~~ o. a? c:::::._G:õg:~ rOo ~~ 
., ""' I x/D 

) ' 25 / ' 2 .0 

o ' . 1.0 1.5 r . ss fraclions of 0 2 · o.o 
0

·
5

. 4 _ Contours o n1.1 . · J·1gurc 
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r/R 

-- ·- 0.01 ------------
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\) · ~ 

L·--=--~~--- - ~- EXPERlMENTAL o.o f-- - \ ) 

------- 0.1 - ------------- - -0.5 j- ·---- - - -- - ------ -

· 1.0 . . .....-- ' 
0.0 0.5 1.0 1.5 2~ 25 

Figure 5 - Contours of mass fradi ons of CO 

·1.0 ,- - ----r/R; -- - - ··-~--- 0.01 ~~~- -- -----· -/0-~- - ------
"'c ( <~ ~= =·(;15 = oJ:::== o os_ 
~L ~ ----
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OSlo\ 
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EXPERIMENTAL /--01 -------~-----
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- 1 o ~--'--1 
) 

00 os 1.0 1.5 2.0 2 .5 ~x/D 
Figure 6 - Contours of mnss fractions of CO? 

II. is noted thal step li was rda inctl lo cnsure lower rales of 
consumption of CO (EBU rates) in thc primary wne. Jt is hcnce 
concludc,lthal il is neccssary to improve thc mixing rathcr lhan 
lhe chcmicalmoclel to improve prcdictions <1long the centreline 
anel in the primary m ne 
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.0J.:l'.ENDJX 

lf x1120 is lhe numbcr of moles of waler rcmoved to yicld 
one mole of dry mixtme, thç wet mole fmction of specics i may 
be found as: 

x. = -s (Al) 
I +X 1110 

The amounl of watcr removcd mny be npproximatcd by 
assuming that only stnble species are prescnl and that the only 
hyt!rocarbon present is thc fucl Cll4. ·n,en, lhe llydrogcn to 
Cnrbon ratio, which equals 4, may bc also putas: 

Jl 4X0 ,.+2.\'1120 +2X112 

c xrl,. + X,02 + x,. 
4.\' , ,'{4 + 2.\' ll20 + 2.\'/12 

Xc:"' + .\'r."+.\',. 
(A2) 

llcnce , 

_\·1!1o = 2(X·,"1 +Xco J- ,\',,1 (AJ) 

Thc mole fraclions of CO anel co2 wcre rcporled~ not so 
lha! of I 12 This was compuled hy nssuming wnter-gas 
cquilibrium so thal 

r r x/!1 = K.,.,(l) , /!:o' co (A4) 
,\ ('<) 1 

whcrc Kwc; is the equilihrium conslnnt for the rcaction 

!{1 + ('()1 H II ,O+ C' O (A5) 

The constant is computed with ils defmilion : 

l\
0 0

(Ti = e ""'"·u (A6) 

wherc lhe change in (iihhs frec encrgy is given by: 

LIG. (T)=G;"" (T)+G;,,(T) -G;,(T) -Ci,~01 (1) (A7) 

The Gibhs free cnergy for a givcn species as a fnnction of 
tempera! me is oblained lrom standard tables. 

Manipulaling l.~quations (/\1) and (/\4) lhe moles of water 
may be computct! as: 

\' _ 2(S·c02+"\-co i 
, mo~· l + 1\.,,JTJ,\:co I ,\'cm 

(A!l) 

hnally, the concentration o[ I Iydrogcn may bc obtninct! 
from f·:qnation (/\3 ), and wct basis molm [raclions computed 
using Equation (/\I). 

The wct basis molar fractions may hc ntiliscd to compute 
thc mixturc moleculnr mass: 

11' ="X IV M• ~ 1 1 
(A9) 

whcrc Wi are lhe species molecular masscs. This linihcr allows 
computntion of density: 

-- fl lf~, 
p = ---;rr (AIO) 

To compute UK~ mixture fraction, consider the conscrvcd 
scalar / ,c, i c ., the mass lh1ction of Carbon elcmenl. Thcn: 

J = _7.c -
1

: ··"' = 7. lf ~'" (A li) 
zc. .~vf -7.(' ,., ·c lf~ 

The mnss fraclion of Carbon may be compntcd from: 

IV W W. 
7. =T ____i:_+ f -'- + Y _c_ (A 12) 
. , n> fl~-o cm lf~m rt/4 11;.1!4 

and , since Xi=Yi W11/ Wi , 

7..' = ~~~ ( .\' + \' + \' ) (Al3) , Jf~ • co ' cm · cu• 

whence 

1--: "' /1~'//4_( \' \ ' + \' ) 
- /f:, ' CO +. C()l A Cll< 

(A14) 
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RESUMO 

Apresenta-se o modelo matemático do funcionamento da fornalha para secagem de grãos que considera o 
processo de combustão, o movimento dos produtos de combustão. as perdas hidráulicas e o fluxo de calor 
nas paredes. o aquecimento das paredes, a não-estacionaridade do escoamento em todos os canais, o fluxo 
de calor por radiação, a mistura com ar secundário. a influência do redemoinho e do atrito na transmissão 
de calor em um canal, as características reais do ventilador. Foram realizadas as pesquisas numéricas para 
determinar a influência de vários fatores nas características principais do funcionamento da fornalha. 

INTRODUCAO 

No Brasil e particularmente no Rio Grande do Sul. aplicam
se amplamente as fornalhas que utilizam combustível vegetal 
(lenha) para secagem de grãos. Como regra estas fornalhas 
(Fig. I) possuem várias falhas: baixo rendimento, excesso ·de 
materiais de construção. existência de fenómenos anormais, a 
potência do ventilador pode não corresponder ao regime 
preferível do funcionamento da fornalha. Estas falhas são 
condicionada~ pela ausência dos procedimentos de projeção. 
Habitualmente a elaboração de nova fornalha realiza-se por via 
experimental e este método não permite criar a variante ótima. 
Mais eficiente é a metodologia da modelagem matemática. para 
na base de um modelo matemático complexo dos processos 
termo-gaso-dinàmicos (variando: os tamanhos dos canais. as 
janelas. o consumo de lenha, a potência do ventilador. os 
esquemas de construção. etc.), escolher os regimes e os 
tamanhos preteríveis. Mas atualmente os modelos deste tipo e 
sothvare correspondente não existem. mesmo que todos os 
modelos dos fenómenos separados sejam conhecidos. 

/ 
I 

Fluxo de calor 

ZonadecombustAo ,,.. .... ~/l/'z 
1.../ 

\ I 
\ ; 
'----/ 

Ciclone 

Figura I - Esquema da fornalha 

ESQUEMA FÍSICO 

Analisando a bibliografia [2. 9. II]. foi LTiado o esquema 
tisico dos processos que consideram os seguintes fenômenos: 
- combustão de combustível com ar na base do modelo de 
equilíbrio químico levando em conta várias fases condensadas: 

2')') 

-possibilidade da combustão tanto com u 0 x > l como u 0 x < 1: 

- transferência de calor por radiação no primeiro canal; 
- perdas hidráulicas nos canais da fornalha: 
-transmissão de calor por convecção nos canais: 
- aquecimento não estacionário das paredes; 
- alteração da densidade do fluxo nos canais por causa da 
diminuição da temperatura; 
- influência do redemoinho do fluxo para os processos de 
transferência de calor e das perdas hidráulicas (o redemoinho do 
fluxo é necessário para separar as partículas de fuligem); 
- as características reais do ventilador (ou seja a aplicação da 
função v v =r( t1P v, w )); 
- a admissão de ar secundário para conseguir a temperatura 
prescrita na saída da fornalha fT5 ). 

- o regime não-estacionaria de funcionamento da fornalha 
Todos os fenómenos são considerados em suas interações. 
Este esquema físico é orientado para prognosticar (em 

dependência : do tempo, do consumo de combustível, dos 
parâmetros geométricos dos canais. etc), características 
importantes como: 
- o consumo do gás quente da fornalha: 
- o rendimento da fornalha; 
- as perdas hidráulicas totais e em cada canal: 
- o surgimento dos regimes anormais: 
- o estado da temperatura das paredes do fomo. 

O esquema inclui algumas hipóteses simplificativas. entre 
elas o escoamento em todos os canais é unidimensional e quase 
estacionário: utiliza-se analogia de Reynolds entre os processos 
de atrito e da transferência de calor: não considera-se a 
transferência de calor ao longo das paredes: a mistura dos 
produtos de combustão com o ar secundário ocorre sem perdas 
hidráulicas: os produtos de combustão submetem-se a equação 
do gás ideal. 

MODELO MATEMÁTICO 

Criando o modelo matemático dos processos em fornalhas 
propomos (baseando-se nas condições reais da projeção e do 
funcionamento da fornalha e também nas informações 
apresentadas em guias) que os dados iniciais do modelo são: 
- características do combustível: Ic, bic (fórmula condicional). 
por exemplo para lenha de eucalipto temos: 
C4.02H 5.92o2.80N o,o4Sü,ü2 e do ar temos N 5.2 O 1.4Aro,o3. 



- informações sobre substâncias dos produtos de combustão: 
Ai, A 5 , ai , ... a7 (coeficientes da aproximação de propriedades): 
- parâmetros geométricos dos canais da fornalha (a i , b i , c i , f i); 
- parâmetros geométricos das paredes ( P. P, H P) e das suas 

propriedades (}..P , c~ , pp): 

v { t.P I 
-características do ventilador:-v-= --, Wj: (I) 

Vnm t.Pnm 

Pode-se dividir o modelo em fragmentos : 
I . Combustão e càlculo das propriedades termodinâmicas e 
termotisicas. Este fragmento utiliza o modelo e método [I] e 
contém: 
a) as equações de di ssociação: 

~aij ln Pi -lnPj -lnKj =O 
I 

b) as equações de conservação dos átomos: 

m(}aijPj +Pi )-ln Me -lnbip =O 

c) a equação de Dalton: 

l~IPq) -lnP =o 

d) a equação de energia: 

o ; o Oc +aoxkm lox) (l+aoxkm)- lpc =O 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

onde: bip = bic +a 0xkobi ; i=l, ... ,n: j=l , ... ,m: q=l, ... ,(m+n): 
ox 

K i =constante de dissociação da substância "j" nos átomos: 

Pi e Pj - são as pressões parciais das substâncias moleculares 

"j" e substâncias átomos ·'i": a ij- quantidade de átomos tipo ''i'' 

numa molécula tipo ·-r: n - número de tipos de átomos: m -

número de tipos de molécula: k 0 , k ~- correlaçôes 
estequiometncas molar e mássica entre o oxidante e o 

combustível: a 0 x =k/ k 0 =km , k~- (se a 0 x =I a combustão 
realiza-se em condições estequiométricas); km = G ox /G c : 

O sistema algébrico não-linear (2) - (5) inclui m+n+2 
equações e a mesma quantidade de incógnitas: Pi , Pj , Me, T. 

Depois da resolução este sistema determina-se por dois 
sistemas de equações lineares: 

[
õlnPj l- L:aijl ( c~nPi l = -[ê~ K j l 
õln z i c lnz c lnz 

(
õlnPí) (clnP,) (êlnMc) 

ta,lí õlnz + P; õ lnz - B; õ lnz = 0 

onde Bi = L:aijPj +Pi 
J 

[
õlnPq l 

L:Pq -- =0 
q õ lnz 

Z=P.T 

os valores das derivadas parciais: 

(6) 

(7) 

(8) 

(
êln Me) (clnPj) (cln Pi) (o ln Me ) (clnPj) (o ln Pi) 
~I T . ~I . - . c l P . ~I . ~I (9) c n c n T cln T n o n P o n P 
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Utilizando derivadas parciais (9) e Pi,Pj , Mc,T pode-se 

calcular: ri : Jl: epf,cpq; 11 e À. dos produtos de combustão. 

O modelo [I) incluindo o método das "grandes moléculas·· 
pode prognosticar a parte mássica da fase condensada. 

Resumindo. pode-se esLTever uma correlação . para 
fragmento de combustão: 

[f-I. ri , T.cp·TJ,À.I]= F{ bic , hiox , lc , 10 x,Gc ,G 0 x, Pj (I O) 

ela significa que. sabendo-se os parâmetros da ''parte direita" 
pode-se determinar as grandezas da ··parte esquerda" dessa 
correlação. 
2. Escoamento e transferência de calor em canais (sem radiação 
e redemoinho).O modelo matemático correspondente basei?-se 
nas equações do movimento e transferência de calor 
unidimensionais e não-estacionário e as condiçôes limite: 

ou ou I õP u2 
-+u-+--+Ç,--=0 
ar ax p õx 2Der 
õp õp au 
-+u-+p-=0 
àr ax ax 
àT DT hB(T- TO) 
-+u-+ =0 
ar ax A pcP 

àTP -~ a2Tp _ 
Õt - p cP ÕV2 , 

p p - p 

~ T- T~) = -Àp(:) 
p gp 

ha(T~- Ta)= "-p( :YT) 
p ap 

(li) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

Neste sistema supõe-se que o fluxo de calor oela parede 
condiciona a alteração momentânea da temperatura T por toda a 
secção do escoamento. Observamos que a única origem do 
estado não-estacioário do escoamento é a mudança da 

temperatura T~ pelo tempo. Porque a expessura das paredes é 

ae ao 
grande. temos que ar << u ax onde 8= u. p, T, ou seja. a~ 

características do escoamento ao longo do canal mudam mais 
rápido do que a mudança destas característica~ em qualquer 
seção do canal pelo tempo. 

Então é possível excluir as derivadas por tempo das 

equações ( 11). (12) e ( 13) admitindo que a alteração T~ pelo 

tempo é conhecida. Esta alteração pode-se determinar utilizando 
a equação (14) admitindo que as características do escoamento 
no canal são conhecidas. 

Neste caso as equaçôes ( 11 ), ( 12) e (13) transformam-se 
nas cquaçôes diferenciais ordinárias e pode-se integra-las 
separadamente da equação ( 14 ),que por enquanto deve ser 
resolvida cm cada secção da parede. Para diminuir o volume de 

cálculos admitimos um parâmctro:S = ( T5 -T3 ) j( T - Ta). c 

supomos que S = const. ao longo de um canal e altera-se 
somente pelo tempo. 

O parâmetro S pode-se determinar integrando a equação 
(14) para uma ou algumas seçõcs da parede. A admissão 
S=const. aplica-se frequentemente cm problemas da projcção de 
instalações de alta temperatura. 

Finalmente leva-se em conta todas as admissôes 
simpl i licadas ao sistema ( 11) .. . (15). que depoi s de algumas 
transformações matemáticas. apresentam-se nas ti.lrmas: 

l 
.f 

I 
i 
i 



Equação do movimento: 

dTi _ h ii\ (I-Si( T) )('t;- Ta) 

dx - Gicp, 

onde· h =~0 0?3 Re0
·
8 Pr0

·
33

· 
. I D ,. - I I ' 

cf, 

2i3 
8Nui Pri 

Rei 

4A 
[) f =--1 

e' Bi 

Equação do aquecimento das paredes: 

( ) 
. arr I •· . g I i 

hiTi-f =-Àp--y=O 
r, ay 

(16) 

( 17) 

(18) 

(19) 

(20) 

Estas equações são resolvidas separadamente para cada 
canal da fornalha. 0 parâmetro Si (T) muda com O tempo e por 

isso em cada seção do i-ésimo canal os valores Pi, Ti , alteram-se 

durante o tempo. ou seja. o regime do escoamento nos canais é 
quase estacionário. Os resultados na saída do canal anterior são 
os dados iniciais na entrada do canal posterior. 
3. Particularidades para o escoamento de redemoinho e para 
transferência de calor por radiação. Nestas condições a forma 
principal das equações ( 16), ( 17), ( 18) conserva-se, mas mudam 
os valores dos coeficientes Çi ,h i. 

Para o escoamento de redemoinho aplicamos o conceito 
"parâmetro de torção ( ct>) ", que determina-se pela fórmula 
(Mukhachev, 1991): 

R 
fwrdG 

C1> = __,0'=-R-

RfudG 
o 

dG = 2rrrupdr: 

Depois, pela fórmula empírica [7]: 

(21) 

hi =h~(t+l.l5ct>1.06 ), corrige-se o valor h~ (o 

coeficiente da sessão de calor sem redemoinho) . O coeficiente 
I; i corrige-se pela analogia de Re)nolds. 

No primeiro canal existe considcravel fluxo de calor por 
radiação. Este fenômeno leva-se cm conta só pela corrcção do 
coeficiente ·'h" pela fórmula : 

A grco{ Tcv 100) 4 

hi: =h 1 + (22) 
A 5p(r-rJ 

4. Perdas menores. Surgem na entrada da fornalha. na saída do 
ultimo canal c nas passagens entre canais. As !ormulas para 
calcular as perdas menores são tradicionais e simples: 

Mim=é,ip(ui/2). onde o coc!iciente ;i- determina-se em 
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dependência das características geométricas dos lugares de 
conexão dos canais. 

5. Mistura dos produtos de combustão com ar secundário G ox. 

Este processo realiza-se para conseguir a temperatura prescrita 
(T

5
) do gás na saída da fornalha independentemente das 

características ( P, T, G) dos produtos de combustão na saída do 

ciclone. Neste fragmento do modelo é necessário determinar o 
" consumo do G ox e G 

5 
(consumo total na ·• entrada do 

ventilador). É preferível a aplicação do modelo [I] ao invés da 
correlação do tipo: 

(23) 

por que na saída do ciclone são possíveis os regimes a~x :::: I até 

a~x < I. A utilização da fórmula (23) nestes regimes provocará 

um erro considerável. É conhecido que para o combustível e o 
oxidante reais (por exemplo: lenha de eucalipto + ar) a entalpia 

dos produtos de combustão I pc é função do a
0
x e T. Admitindo 

que usando o modelo fi] obtemos uma função de duas variáveis 

lpc = lpc( a 0 x, r) . Então podemos escrever a correlação: 

(24) 

. ' o 
Usando a formula G 0 x =a 0 xkmGc recebemos a equação 

não-linear: 

(25) 

- s " Resolvendo-a com relaçao a a
0
x recebemos G

0
x ,G

5
. A 

equação (25) é certa tanto para a ~x > 1 como para a ~x :<:; I . 
6. Equação da adaptação dos consumos. No modelo matemático 
as características do ventilador apresentam-se na forma: 

(26) 
M'nm W 

onde os coe ti cientes a i são conhecidos no resultado da 

aproximação das características reais. O consumo mássico ( G v) 

pelo ventilador deve ser igual ao consumo (G
5

) e a diferença de 

pressão entre a entrada e a saída da fornalha ( M 5 ) deve ser 

igual ao aumento de pressão no ventilador (Mv). Então pode-se 

escrever outra equação não-linear: 

G 3 k 
--

5
-= W Lak (e) 

PsVnm k=O 

L~P +L~Pm 
I I 

0=-'i _____ _ (27) 
M'nmW 

~pi, ~Pt -perda~ hidráulicas nos canais e perdas menores são 
I 11 I 

funções de muitas variáveis Ti ,ui,aox•aox•Gc,G ox• 



. 
G ox, T P etc. Para determinar as perdas é necessário aplicar os 

fragmentos 1, ... ,5 do modelo matemático complexo. Por isso a 
equação é muito complicada e liga as características de várias 
partes da fornalha. A equação (27) fecha o modelo matemático e 

' 
permite determinar o valor G ox que é incógnita. 

ALGORITMO DO CÁLCULO E SOFTWARE 

Os passos principais do algoritmo são: 
l. Depois dos cálculos iniciais escolhe-se arbitrariamente um 

valor Gox· 
2. Determina-se a temperatura e as propriedades c P , I , TJ, 11, À., 

para T pc e temperaturas mais baixas (por exemplo T=800K). 

3. A integração das equações (17) no primeiro canal determina 
m 

M>1 , T1 (x), e perdas menores M>1 . 

4. A integração das equações ( 17) para outros canais, incluindo 
o ciclone, até a zona de mistura com o ar secundário determina 

m 
LV> i , Ti (x) e LV> i . 
5. A determinação das características do gás depois da mistura: 

s 
aox ,Gs,cp ,À., TJ ,Il · 

6. A integração das equações ( 17) para o último canal determina 
m 

M>n,Tn(x)eM>n. 
7. O cálculo de ~Pr e Gv; e a comparação de Gv com G 5 . Se a 

diferença entre eles é maior que a admissíveL realiza-se a 

correção do G ox e retorna ao item 2. 
8. A resolução da equação ( 19) para algumas áreas das paredes 
de cada canal determina os parâmetros Si. 

Se o regime do trabalho aproxima-se das condições 
anormais ( a 0 x :5: 1) é neeessár;o escolher uma das quatro 
possibilidades: 
- terminar o cálculo; 
- diminuir o consumo da lenha: 
- aumentar taxa de potência do ventilador: 
- continuar o cálculo sem mudanças. 
9. Se t:S:<r(<r- tempo de funcionamento da fornalha) retoma ao 
item 2. 
I O. Terminar o cálculo. 

De acordo com o algoritmo citado foi realizado o software 

(em linguagem c++). No processo do cálculo é possível fazer a 
correção do consumo de lenha ou da potência do ventilador, para 
evitar os regimes anormais do funcionamento da fornalha. O 
software possui várias variantes para a impressão de resultados c 
as comunicações diagnósticas. 

PESQUISAS NUMÉRICAS 

Para realizar as primeiras variantes de cáh.:ulo foram 
escolhidos os dados iniciais que correspondem aos parâmetros e 
regimes de fornalha típica de secagem de grãos. A fornalha 
possui 5 canai~ com as áreas (A i) e os comprimentos indicados 
na tabel 

- - -e-···~-· 

canal I 2 3 4 5 grelha 
2 

Ai (m ) 
0,7 0,7 0,1 0,1 1.5 0,7 

e i (m) 1,2 L2 LO LO 2 -

No início do canal I fica a grelha onde realiza-se o processo 
de combustão. No canal 4 há um redemoinho para separar as 
partícula~ . Entre os canais 4 e 5 fica a janela 2 e a câmara de 
mistura para conseguir (controlando o consumo de ar 
secundário) T m = const. Para calcular o lluxo por radiação 
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propõe-se que a temperatura do carvão na grelha seja de 2000K . 

A ~:acte~rística do ;ntillador imita-se pela fórmula: 

--- I 
Vnm M>runW 

O combustível caracteriza-se pela fórmula condicional 
C4,o2H s,92o2,8oN 0,04s0,02 e entalpia -4 I 23kJ/kg. 

Na figura 2 está apresentada a distríbuição dos parárnetros 
principais pelos canais no inicio (t=O) e no término (t=4h) do 
trabalho da fornalha. 

Mi-,oJ o,.lka'~ 
,...-,-

40 

30 

20 

to 

4 

Figura 2- Variação de pressão. consumo e temperatura dos 
produtos de combustão ao longo do canal. 

As grandezas de seu controle são: G c = 0,045kg I s: 
' " = !: T

5 
= 400K. Ao longo dos canais P c T diminuem pelas 

perdas hidráulicas e os fluxos de calor. A pressão diminui 
principalmente depois do canal 4 e a temperatura diminui em 
duas zonas: no canal I (por causa do grande fluxo de calor por 
radiação) e na camara de mistura (a mistura com o ar 

secundário). Ao longo dos canais 1, ... ,4 os valores a 0 x = a~x e 

Gpc =o' não mudam e determinam-se somente pelos consumos 

do combustível e do ar da janela l. Mas na câmara de mistura 

estes valores a) teram-se (a ox = a ~x , G pc = G 
5

) "por salto". 

À medida que as temperaturas das paredes (T p) aumentam 

os fluxos caloríficos do escoamento em canais para as paredes 
diminuem. Por isso na saída do canal 4 aumenta a entalpia do 
escoamento e é necessário aumentar o consumo de ar secundário 
para conseguir a temperatura prescrita (T

5
). Portanto, se 

o'~ > G0 o ventilador vai reagir a esta mudança para diminuir 

M>v(porque W = const.). Para diminuir M>2: (que deve ser igual 

i\P v) o escoamento adaptando-se diminui o consumo de ar 

através da janela l e consequentemente a 0 x . Por isso 

a 0 x
0 

> a~xr e ( T pc) aumenta T ~c > T ~c por que a combustão 

realiza-se na fornalha quando a
0
x > I (no caso contrário surge 

um regime anormal). 
A inlluência do consumo de combustível nas características 

da fornalha é mostrado nas figura 3, 4 e 5 
(G" = (0.035, .. . ,0.045)kg Is= v ar: W = 1: T

5 
= 400K) 

Com a diminuição de G c diminui-se a quantidade de calor 

cm escoamento na saída do canal 4 (independente do consumo 
de ar da janela I), por isso diminui-se a quantidade de ar 

secundário (para conseguir T5 ) c o consumo G ox. Neste caso o 

I 
t 
~ 

t 
--~ 



ventilador deve awnentar M v . O escoamento "reagindo" a esta 

mudança aumenta Ml: e o conswno de ar G~x na janela I. 

O crescimento de a~x é a causa principat qa diminuição de 
T pc com a diminuição da G c. Observamos que o rendimento 

diminui com a diminuição de G c por causa da existência de 
fluxo considerável de calor por radiação (no canal l). 

A influência da T5 nas características da fornalha é 
apresentado nas figuras 6, .7 e 8 (Gc =0.045kg/s, W= 1, 
T5 (var) = 400, ... ,440K). 

20 

36 31 40 42 

Figura 3 - Influência do conswno de combustível na temperatura 
e diferença de pressão 

36 31 40 42 

Figura 4 - Influência de conswno de combustível nos 
coeficientes a e a · . 

OX OX 

o ~----------~-------,'1•<"•> 

. 36 31 40 42 

Figura 5 - Influência do consumo de combustível no consumo do 
ar quente e no rendimento 
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T 01(-,ol 
'r---------------------~ 

40 

30 

1200 r _____ ..,:r"::._, ----------120 

410 420 430 T, 

Figura 6- Influência da temperatura do ar quente na temperatura 
da combustão e na diferença de pressão. 

a~~------------------,a• 

410 420 430 T, 

Figura 7 - Influência da temperatura do ar quente sobre 
coeficientes a ' e a· 

ox ox 

É evidente que o aumento da T5 diminui o conswno G :x 
.. 

e portanto a 0 x , porque é necessário o consumo menor de ar 
secundário. Neste caso awnenta-se M v e portanto Ml: que 

aumenta a~x e diminui T pc tanto no início como no término do 

" funcionamento da fornalha. Observamos que a diminuição G ox 
é mais considerável (-25%) que o aumento da T

5 
(-10%). 

Este trabalho realizou-se com o apoio do CNPq e da 
empresa "Kepler Weber". 

o·r--------------------,'1•<"•> 
- '1~-- -

4 

------------- so -----
o· 

2r-------------~·~------__________ __j40 
- - - - -- - _'!! ___ ____ __ ______ _ 

410 420 430 T, 

Figura 8 - Influência da temperatura do ar quente sobre o seu 
consumo e rendimento da fornalha. 



CONCLUSÃO 

1. Está criando-se o modelo matemático do fimcionamento de 
tornalha para a secagem de grãos, que recomenda-se aplicar nas 
etapas do projeto, do ensaio e do serviço. As vantagens do 
modelo são: 
- considerar a complexidade dos fenômenos que ocorrem em 
tornalha: 
- possibilitar a simulação• numérica de vários regimes de 
trabalho (inclusive regimes ànormais); 
-avaliar a efetividade dewáriós esquemas de fornalhas: 
- determinar as características de fornalhas com a utilização de 
combustíveis alternativos. 
2. Foram realizados o algoritmo e o software (para PC) que 
permite realizar as pesquisas e simulações numéricas do 
funcionamento da fornalha no regime interativo. 
3. Foram executados os cálculos numéricos das dependências 
das características de alguns fatores dirigidos que mostraram a 
capacidade de trabalho do modelo e software. Os resultados. por 
enquanto. são preliminares mas não contém contradições 
inexplicáveis do ponto de vista dos fenômenos de transporte e da 
físico-química. 
LISTA DE SÍMBOLOS 

Cp - calor específico 

a - coeficiente de excesso de oxidante 
C - comprimento 
À - condutibilidade térmica 
cr -constante de Stefan-Boltzmann 
p - densidade 

~ -diferença 
E - emissividade 
E, - fator de atrito 

Me - grandeza auxiliar 
ll - massa molecular 
<I> - paràmtero de torção 
't -tempo 
11 - viscosidade 
A- área 
B - perímetro 
D- diàmetro 
G- consumo 
H- altura 
h - coeficiente de transmissão de calor 
I- entalpia 
K - constante de dissociação 
Nu- Nussel 
P- pressão 
Pr- Prandtl 
R - constante do gás I raio do canal 
r - fração molar 
Re - Re:ynolds 
S - paràmetro de aquecimento da parede 
T - temperatura 
u - velocidade da componente x 
V - consumo volumétrico 
W - taxa de potência 
w - velocidade tangencial 

Índices inferiores: 

a- ambiente 
cv- carvão 
e- entrada 
ef- efetivo 
f- frio I final 
g - índice do gás 
gr- grelha 
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nm- nominal 
ox - oxidante 
p- parede 
pc - produtos de combustão 
q - equilibrado 
s- saída 
sp - superfície do canal 
v- ventilador 

Índices superiores 
'-inicial 
" - secundário 
a- ambiente 
c- ciclone 
e- entrada 
g- índice do gás 
m- menores 
p- parede 
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ABSTRACT 

The mathematical model of the furnace operation to dry cereais 
is presentcd, which considers: the process of combustion 
products movement. the hydraulic loss. the tlow through the 
wal1s. the walls heating, the non-stationarity of the tlow in ali 
canais, the heat tlow for irradiation. the mixture with the 
secondary air, the whirlpool intluence and the attrition factor in 
the head transmission in a canal. the fan real characteristics. 
Numeric researchs were accomplished to determinate the 
inlluence of severa) factors in lhe principal characteristics of the 
fumace operation. 
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COEFICIENTES DE TRANSFERENCIA DE CALOR t:N PROCESOS DE 
SECADO CON VAPOR RECALENTADO DIRECfO. 
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RESU!\.1FN 

FI ohwnvo Jd rw,·scmc 1raha;o. fiu! un estudio 1eonco y e:r:penmenral de/ secado de arenas con vapor 
rccalemado. con fdjin de mamiftcar y modelar los efectos de lramji:rencw de masa sohre e/ cueficieme de 
Jranskrcncw ,;,. calor. F.1pcrimcntolmc111e .n· dclemllllilf"<'n las CIIIVa.,' de secado de are1w conjllltO de 
\'Oflor paralelo a la superticic. entimnón de la Jctnpcrmura. vdocidad de/vapor recalentado )' espesor dellccho 
de pal'liclllas \ '1.' 1raha;á um lempermuras de ''apor cnlr.: 200"( ·.r 30f/"( · .. vdoudadcs de I. 2 _,. J jm s f. Para 
e/ período de velocidad constante. se determinaron los coeficientes de transjerencw de calor afectados por la 
tramkrmcio de mas a. los cualcs/lllctuaron cnth• ()8 -' ' /51) f W m=f< / l.us coc/iL'ienle\ de transfi:renciu de colo r 

a hmas FcloL'idades de Jrans(er.·ncw de masa.túcron correlacionados de acuerdo a .lu J 3. 5 R c -ru ~ 

INTRODUC'CION 

Como una manera de optimi/.ar eluso de la energia' 
rnejorar calidad dei producto. resulta intcrcsante el cstudio dei uso 
de r apor recalcntado como rccmpluo dei airc en los proc.csos de 
secado. Plantas pilotos y procesos industrialcs tales como secado 
de remolach:~. de pulp:~ de p:~pcl. harinas de pcsc:~do. ele . 'a 
util11.an secado con vapor de agua rccalcntado como un gas de 
transporte de calor v matcria. 

El objctÍ\O dei presente trabaJo fuc el cstudio teórico) 
experimental dei secado con , ·apor rccalcntado, cn Jlujo paralelo 
a 1:~ superfície de evaporación. como w1a función de b tcmpcratma 
' la , -clocidad dei , ·apor. detcnninando ' corrclacJonru1do los 
cocfictcntes C'>pcrimcntalcs de transfercnciil de calor. corregidos 
por transfcrcncia de masa. 

EI uso de 'apor rccalcntado presenta varias ventajas 
frente ai aire o gases de combustión. (Beeb~ :~nd Potter I<JX5) 
- A temperaturas sobre 1:~ ··temperatura de inversión .. se logran 
velocidades de transfercncia de masa. muv superiores ai caso de 
ii Ire. 
- Reciclando el , -apor recalcntado se puede lograr meJores 
cficiencias energéticas cn cl proceso de secado. rcspecto dei aire 
calicnte. 
- Menor tamai'to de los equipos de secado 
- Menor dcgradación térmica de los productos. 
- Menor contaminación ambiental 

En cl secado con vapor sobrecalentado directo, el calor 
ncccsario para la C\'aporación dei agua se transfiere a través de un 
film de vapor. sin rcsistcncias difusionalcs ai transporte de 
humedad desde la superfície de evaporación . lo que se traduce en 
W1 aW11cnto de los coeficientes de transferencia de calor\ de masa 
v en consccuencia. de la velocidad de secado. 

Cuando cl secado con Yapor recalcntado se rcali/a a 
temperatura elevadas. las curn1s d~.: secado muestran trcs períodos : 
-una pnmera etapa de calcnt;:~miento dei solido con una minim;:~ 
C\ aporación de agua. un per iodo de 'clocidad constam e ' 
finalmente un período de \clocidad decrcciente. Durante cl 
período de velocidad constante . la temperatura de la superfície dei 
sólido. es la de ebullición dei agua a la presión de oper:~cll)n dei 
sistema. 

No se dispone de infonnación bibliográfica actuali/.ada 
para detemlinar coelíeientes de transfercncia de calor. validados 
con cl uso de vapor recalentado. La cxtrapolación de correlaciones 
para secado coo a ire. muestran algunas diserepancias rcspccto de 
resultados C'>penmentalcs obserrados para sustratos tales como 
harinas. producto de los cfectos que gcnera ln elevada 1clocidad de 
C\ aporación sobre los coeficientes de transfcrencia de calor 
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ANTECEDENTES TEQRICOS 

Se dcterrninarán los balances de masa y energia cn cl 
lílm adntcente sobre la superlíc1c de secado. (figura I) . 

Vapor recalentado 

qo 
To 

.. 
N 

4 capa 
limite .... 

interfase 

Figura I - Modelo de transporte de calor y materia cn lílm sobre 
la superfície de c1 :~poración . 

En estado cstac1onano. la vclocidad constante de secado. 
Nc. csln determinada por 

N ~(A IS) -~ 
' ;,, (I) 

donde q" corresponde ai calor trru1sfcrido sobre la masa Ss de 
sólido seco. que C'>ponc un arca (A) ai proccso de secado. EI calor 



I atento.: de 1 apon,;ac1ún ),,, ..:st<l ..:1. aluado a la tCill(l\.:ratura do.: la 
superlic1c dcllccho 

-'\dK1onalm..:ntc la dinam~c:a d..: trans!Cr..:ncia de calpr c' ' 

funcwn de Lili coclicJ..:nte de translcrcnc1a (h'). 1 a lido para 
eicl adas dmánucas de transl\:n:nc1a de calor y de un potencwl de 
temperaturas entre la superlicie dei lccho T,, 1 la dei 1 apor 
rccalcntado T" ( B1rd et ai . I 'JW) 

'" · li · 1 r, r 1 li o, 1 r, {) (2) 

donde cl factor de corrección por transfcrcncia de masa O 1 

corn:spllll<.k a la relac1ón entre los cuefJCienks d.: translcr.:nCJ<I d.: 
calor 

6 : ., h" / h (3) 

sicndo h cs el coeficiente de transfcrencia de calor 'a lido para 
baps 1 cloc1dades d.: trans1Crenc1a de masa 

De acucrdo a la teoria de pelicula ' <1 p<!rtir de las 
ccu<Jciones de 'ari<JcióiL rcsol\ iendo el sistem<J clúsico dado por 
Bird (I <)1,0) en que 1 apor de <Jgua difunde en aire. se obllcnc el 
factor de corren: iOiL en llliJCIÓil dei parámetro R: ( rei<JCiÓil (k 
densid:1d de Jlu_1os) 

e, l .n ( I + R
7 

) 

R: 

en que R1 está definido por la ccuación · 
< ·,,.. ( I h r, 

R = ·--- -- - -------
! À . 

" 

(4) 

(5) 

Reordenando ecuaCJones. se puede fmalmentc ohtcner 
cl cocfíc•entc h 1 áhdo para ba1as \cluc•dadcs de Lransfercncia de 
m<Jsa. de la forma 

N s R 
h ' ~ À I 

r,, - r.. ) A " t.n ( 1 • R 1 l 
(6) 

Adicionalmente li! dependenciil de las propicdades 
lis1cas dei 1 apor recalcntado con la temperatura. fué 
correlacionada por Das ( I <JX5 l ~ permite trabaJar las propicdades 
dei gas en la capa limite con las propiedadcs dei seno de la fase 
gaseosa. EI coeficiente h·. referido a la temperatura dei seno dei 
1 <!por. se relaciona con el cocfícJcnte h por: 

h h . 8, (7) 

donde cl par<imetro de corrcccJ<)n 6h se delinc por 

en c ( / ~ /1: . ) 0 ,7 7 (8) 

De esta forma la 1 eloc1dad de scc<Jdo constante .:st<1 
relacionada con el coelicicnle de translercncia de calor a ba_1a~ 
1elocidadcs de translcrcncia por 

" 
(l , - I ) ln ( I " N, ) 1 I' ) _,, 77 

' ' . l_.!:_ h 
À, R1 r, (9) 
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LI coefKJcntc h· pucdc scr cnrrci<Jclon<Jdo en fum:ion dei 
numero Prandt \ de Rn nolds. en ltmclón de para metros a \ n. de 
la lónna 

./li 
h 

(; ( ' 

/ !I 

!'r ' ' oRe 11 

LOUIPOS Y PROCLDIMIL·NTO IXPLRI'viL r--.. 1 i\ I. 

(lO) 

I] cquiro cxpenmentill es\il cons\llllldo por una c amara 
de secado de secc1ón rectangular. adecuadamente ais lada. por la 
que illl\.: '<!por rc·calentado en forma paralcla a la ~upcrfiCie tk 
e1aporacJón de un contenedor mtcrno. El s1stem<J utili1.a un 
rccalcntador cléctnco de 5 K 11 prm isto de SIStemas de conlrol. lo 
que asegura la estal)lhdad de la temperatura dei 1 apor Esta tué 
continuamente monitoreilda por una unidad de adquiSICJÓn de 
datos OPT022 La dmám1ca de secado de las muestras fué 
dctcrmin<Jda gr;n imétncmncntc. para lo cual se utli1;o una 
balan;:a de alta prccisión instai<Jda dentro dei equipo de secado. 
cn una camara prcsurJJ~ad<J con ilirc. umda a un contenedor de la 
mucstra húmcda ( ligura 2) EI matcnal a secar. (arenas tipo 
( ·<Jrcn1t ). prc1 1amcntc tamin1das . fueron acondiCIOnild<Js a 
humcdadcs micialcs sobre el 40'~ ~. b.s. a lin de asegurar un 
adecu<Jdo período de secado baJO condiCI<mes de 1 elocidad 
constante 
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hgura 2. Esquema dei equipo de secado con \'apor 
recalentado. 

!.a mucstra de arena fué ubicada cn un pequeno 
canastillo. de dimensiones O li m por 0.055 m y espesores de 
lecho desde 1.5 cm hasta ~ cm. adccuadamentc <Jislado a lin de 
e1 itar los efcctos conduct11 os de calor sobre I<J velocidad de 
C\ aporación EI conJunto fué suspend ido desde I<J balanza. 

Para determinar las condiciones de fluJO de vapor 
rcc<Jicntado cn la câmara de secado. se midicron las presiones y 
temperaturas mteriorcs asi como tamb1én la masa dei 1apor 
Circulante. ut!liz<Jndo un eondens<Jdor multitubular de gran 
superlicic de mtcrcarnb10. 

Las caraeleristicas fisicas de las arenas utilizadas en las 



corridas experimentales se muestran en la tabla I. 

Tabla I. Arenas tipo Carc:nit usadas en experiencias de secado con 
vapor rccalentado. 

Tipo de Tamaiio Densidad Porosidad 
arena. partículas aparente experimental 

c -5 1.6 o- 3.4 1.48 0.41 

c -6 0.85 - 1.0 1.48 0.405 

c -7 0.55-0.65 1.545 0.375 

c- 8 0.35-0.45 1.52 0.365 

Las diferentes corridas experimentalcs fueron realizadas 
con temperaturas de vapor de 200, 250 y 300°C, velocidades dei 
vapor de I, 2 y 3 m/s, para distintas granulometrias de arena y 
espesores de lecho. 

ANALISIS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS 

La figura 3 mucstra las curvas típicas de secado, para 
3 niveles de temperatura dei vapor rccalcntado , a vclocidad dei 
vapor constante: 

Figura 3.- Perfiles adimensionales de humedad de arena vs. 
tiempos para diferentes temperaturas dei vapor 
recalentado. 

i 
-- J 

La figura 4 muestra las curvas de secado para tres velocidades dei 
vapor, a temperatura constante de 250"C 
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Figura 4.- Perfiles adimensionales de humedad de arena vs. 
ticmpos para diferentes temperaturas dei vapor 
rccalcntado. 

A partir de la pendiente de la zona lineai de la curva de 
humedad (velocidad de secado constante) se determino Nc. y en 
consecucncia cl coeficiente h dado por Ia tX:. (6). 

La tabla II, muestra los resultados obtenidos de los 
coeficientes a altas y bajas velocidades de transfcrencia de masa. 

T ABLA II Coeficientes de transferencia de calor 

Tipo Tb <V>. h h Re. 

Arena (OC) (m/s) Wfrn2•K W/m2"K 

C-7 200 2 121.3 2I5.4 6036 

C-7 250 2 94.9 204.1 4852 

C-7 300 2 83.6 211.0 3993 

C-8 200 2 125.I 222.2 6036 

C-8 250 2 II3 .8 244.8 4852 

C-8 300 2 95 239.7 3993 

C-7 250 I 67.8 145.9 2426 

C-7 250 3 124.7 268.1 7278 

C-8 250 I 90 193.6 2426 

C-8 250 3 150.4 323.6 7278 



Los resultados mucstran que los coeficientes de transfcrcncia de 
calor afectados por transfcrcncia de masa varian <."lllrC (,8 y 150 
W/m2K ~ cslan cn acucrdo con lo informado por Wcnt.cl and 
White ( 1951 ). En cambio los coclicicnles limpios sin cfccto de la 
transfcrcncia de masa son superiores mm1cricamcntc -" se 
cncucntran L'11trc 146 y 324 W/m2K. 
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Figura 5.- Rcprcsentación y corrclación de los coclicicntes 
c:xpcrimcntalcs de transfcrcncia de calor n baja 
vclocidad de transfcrcncia de matcria. 

A partir de esta información se corrclacionaron los coeficientes h· 
cn lunción de Rc. ajustándolos scgún ln ccuación ( I O) Los 

parámctro a y n fucron estimados usando técnicas de 
optimización deWolge ( 1978). que minimizan la des,·iación 
estandar. Los valores obtenidos fueron: para a = 23.5 
"para n = - 0.5 I resultando la ccuación : 

h ' 
.!, = ----

./ <v > p C 
\' Jfl" 

Pr D = 23.5 Rc - o.s l (li) 

con unn dcsviación cstandard dei '>% •. 
Bird ( 1960). anali;a la transferencia de calor com·cctivo 

sobre una placa plana en términos de coeficientes locales. sobre 
la base de las hipotcsis plantcadas por ln teoria de pclicula . Su 
corrclacion para para h loc•l en la posición :x. puede ser integrada 
a lo largo de la placa de longitud L y reagrupando términos se 
obtienc finalmente la e:xpresión: 

./, = h . i' r 2 .1 = 0.664 R c -o. lo 2) 
·' <v> P,. c,,.. (I 

Nucstros resultados concucrdan cn el exponente dei Rc 
y muestran una notable diferencia en la constante. Respecto de las 
hipotcsis dei modelo. nucstro trabajo presenta algtmas diferencias. 
fundamentalmente cn la distorsión de los perfiles de flujo por cl 
impacto sobre la canastilla contencdora dei sólido. Esta situación 
será corregida en trabajos futuros utilizando diseõos geométricos 
menos distorsionantcs dei flujo de gas. 
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ABSTRACT 

Thc objective of this work, is lo study lhe eiTcct of mass 
transfcr on lhe hcattransfcr cocfficicnt in drying with superhcatcd 
stcam. 

JJt:ing cun·cs for sand wcrc detcrmincd expcrimcntally 
with parallel superheated steam flow at diiTerent tcmperatures and 
vclocities. 

The heat transfer cocfficicnL afected by mass transfcr 
''as dctcrmincd in thc constant rate pcriod and it Yaluc was found 
to bc betwcen 68 and 150 W/m2K. 

Thc hcat transfcr cocficient under low mass transfcr are 
well corrclatcd with lhe ecualion Jh = 23.5 Re ~.SI 
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RESUMO 

A secagem em estufa de várias partidas de duas e~pécies de madeira (Curupixá e Eucalipto) são 
observadas. O processo empregado é o de preaquecimento em vapor saturado e constante aumento de 
temperatura. A evolução de umidade de amostras é analisada. A secagem natural de pranchas de 
eucalipto de diferentes espessura.\' é comparada com a secagem em estufa dessa mesma madeira. São 
comparadas as taxas de secagem em função do conteúdo de umidade para esses dois casos. 

INTRODUCÃO 

Dentre os materiais empregados pelo homem, a pedra c a 
madeira são os mais antigos c frequentemente encontrados cm 
diferentes aplicações. Contrariamente aos demais materiais 
utilizados cm construção, a madeira é o único produzido 
biologicamente por um organismo vivo, a árvore. Assim, como 
as demais matérias vivas, a madeira é formada em um ambiente 
essencialmente saturado cm água. Uma vez abatida, a árvore 
começa a perder umidade expontânea e lentamente, em con
seqüência da ruptura de seu contato com o solo e exposição ao 
ambiente. Após o proccssamente inicial, o desdobramento da 
tora em tábuas, a umidade continua a diminuir com maior ou 
menor rapidez em função da espécie vegetal, das condições am
bientais, das dimensões das peças e do empilhamento uti
lizado. Associadas à perda de água ocorrem mudanças de pro
priedades fisicas da madeira que são importantes para sua apli
cação subseqüente. A utilidade da madeira como material es
trutural está relacionada à sua estabilidade dimensional, que 
por sua vez depende fortemente da umidade que contém. A 
umidade da madeira utilizável é sempre bem menor que aquela 
presente na árvore viva. O processamento fina! , na indústria 
moveleira por exemplo, só pode ser efetuado quando a umidade 
atingir valores da ordem de I 0% do peso seco. Em conseqüên
cia, a secagem prévia da madeira é exigida pelas razões (Gaivão 
e Jankowsky, 1988) : 

Aumento da resistência mecânica; 
Redução dos riscos de ataque por fungos c 

microorganismos; 
Melhoria da qualidade das junções por cola e adesi-

vos; 
Redução das variações dimensionais a limites acei-

tá veis; 
Melhor impregnação com líquidos preservativos e 

ignífugos; 
Melhor aplicação de tintas c vernizes para 

acabamento superficial. 

A secagem da madeira pode ser obtida naturalmente, por 
exposição ao ambiente, ou em condições controladas em 
estufas. A secagem em estufa deve ser considerada sob os se
guintes aspectos: 

Redução considerável do tempo de secagem, reduzindo a 
quantidade de madeira estocada e o capital de giro correspon-

• Móveis Alpes Lida. Grupo Rudniek 
Cx.Postal 203 89290-000 São Bento do Sul SC 
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Figura I - Direções principais na madeira 

dente; 
Redução, por consequência, da área destinada à secagem 

de madeira melhorando o aproveitamento do espaço na fábrica; 
· O ajuste da umidade da madeira de acordo com as condi-

ções climáticas do local de uso futuro, independentemente das 
condições climáticas do local de fabricação ou da época do ano. 

A secagem até conteúdos de umidade inferiores àqueles 
obtidos por secagem natural; 

O controle da qualidade da madeira ao final do processo 
de secagem, reduzindo rachaduras, empenamentos e defeitos su
perficiais; 

A destruição de fungos e insetos comumentc presentes na 
madeira verde; 

Neste trabalho é feita uma avaliação do processo de seca
gem de madeira em estufa com injeção de vapor saturado, utili
zando-se temperaturas de bulbo seco e úmido, adquiridas no 
campo pelo equipamento industrial. No processo analisado o 
controle é manual e empírico, valendo-se apenas da experiência 
pessoal do operador. 

ESTRUTURA DO MEIO 

A estrutura porosa na madeira, esboçada na figura I, é 
condicionada por sua direção de crescimento e pela organização 
celular, resultando em um meio complexo, heterogêneo e for
temente anisotrópico. Naturalmente o transporte de fluidos na 
árvore se dá das raízes para as folhas, no sentido do eixo do 
tronco. O escoamento se faz através de células alongadas, os 
traqueídeos , que fazem parte dos tecidos armazenadores das 



reservas alimentares da planta ou prosênquima. As paredes 
celulares contém aberturas ou pits, que são mais numerosos 
nas extremidades das células. O transporte de massa é feito 
através dessas aberturas nas extremidades superpostas dos tra
queídeos, de uma célula a outra (Siau, 1983 ). Três direções 
principais, com propriedades de transporte bastante diferentes, 
podem ser identificadas na madeira : a direção longitudinal, a 
direção radial e a direção tangencial. A direção longitudinal 
apresenta propriedades de transporte de duas a quatro vezes 
maiores que as radiais. Estas últimas são de mesma ordem de 
grandeza que as propriedades na direção tangencial embora 
ligeiramente superiores (eerca de 25% maiores), graças à 
ocorrência de vasos r'adiais ligando o centro do tronco à 
periferia (Skaar, 1988). Para o melhor aproveitamento do sen
tido de maior resistência mecânica da madeira, o corte em tábuas 
é feito no sentido longitudinal. Assim, a secagem resulta num 
transporte de massa principalmente nos sentidos radial e tan
gencial, exceto nas extremidades da peça. 

UMIDADE NA MADEIRA 

A umidade está presente na madeira em duas formas: água 
adsorvida, ligada às paredes das células por pontes de hidro
génio e água ''livre" , retida no interior das cavidades da ma
deira por forças capilares. A umidade será expressa pelo conteú
do mássico de umidade, w, definido como a razão entre a mas
sa de água contida no meio e a massa seca da madeira. 

Em geral, após uma exposição prolongada à atmosfera, o 
equilíbrio é obtido entre a água adsorvida e o ar com uma dada 
umidade relativa. Admitindo que se exposta a uma atmosfera 
com umidade relativa de 0% o conteúdo de umidade da madeira 
seja zero, o conteúdo de umidade de equilíbrio cresce com o au
mento da umidade relativa até que esta atinja I 00%. Além des
se ponto, conhecido por ponto de saturação das fibras (PSF), 
água só poderá ser encontrada em forma "livre" ou retida por 
capilaridade. 

Praticamente todas as propriedades da madeira são forte
mente influenciadas por seu conteúdo de umidade. A medida 
que a quantidade de água adsorvida aumenta, a madeira se ex
pande, sua resistência mecânica diminui, as condutividades tér
mica e elétrica aumentam e a taxa de transporte de umidade cres
ce. Essas mudanças são em geral graduais até que a parede das 
células estejam saturadas. A partir desse ponto (PSF), com o 
crescimento da quantidade de água capilar, as variações são de 
menor ordem. 

SECAGEM DA MADEIRA 

Como em muitos processos de secagem, a madeira em 
estufa seca por evaporação da umidade por aquecimento. Tipi
camente, as tábuas são empilhadas em camadas espaçadas numa 
"grade", através da qual o ar aquecido é circulado. O calor 
latente necessário à vaporização é fomectdo por convecção à 
madeira pelo ar circulante, ao mesmo tempo em que vapor é re
movido da superficie, dando origem a um gradiente de umidade 
no sentido da espessura da tábua. 

A transferência de calor e massa, conforme mostram 
Spolek, 1981, e Spolek & Plumb, 1980, se dá em dois fenôme
nos distintos : convecção, no ar circulante e difusão no interior 
da madeira. A medida que a umidade é retirada na supcrficic 
pelo escoamento de ar, a água capilar é inicialmente removida, 
dando origem a gradientes de umidade em direção ao interior 
da peça. Em seguida, as paredes das células começam a perder a 
água adsorvida iniciando a contração das fibras . Gradientes de 
umidade severos resultam em tensões internas que podem 
causar o empenamento da peça e rachaduras na superficie ex
posta ou no seio. do material , c por isso devem a todo custo ser 
evitados. O transporte de umidade do interior para a superficie 
através da estrutura celular porosa existe em duas fases: líquida 
e vapor. O calor é transferido simultâneamente por condução a-
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Figura 2 - Scção transversal esquemática das estufas. 

través das duas fa ses c ainda pelas paredes sólidas das células, 
bem como transportado por advecção com o escoamento dos 
fluido s. O mecani smo combinado resultante é considerável
mente complexo. O gradiente de umidade formado depende da 
taxa de remoção de água por evaporação na supcrficic, das pro
priedades de transporte do meio e das dimensões da peça. Urna 
vez que propriedades como a permeabilidade e a difusividade 
são rnuitc dependentes do conteúdo de umidade, um controle 
cuidadoso da taxa de remoção deverá ser executado afim de se 
prevenir a ocorrência de dois problemas : o encruamento e o 
colapso da madeira. O encruamcnto é conseqüência da ruptura 
da continuidade da fase líquida impedindo a alimentação da 
superficie em líquido. A secagem superficial prematura impede 
a remoção eficaz da água do interior das tábuas, aumentando 
drasticamente o tempo de secagem. O colapso ocorre em con
seqüência das elevadas tensões superficiais produzidas quan
do se desenvolve uma interface curva entre as fases líquida e 
vapor no interior das células . Em função da grande curvatura 
ja interface, a fase líquida assume pressões muito baixas que 
podem !racionar as paredes celulares quando estas se encon
tram fragilizadas, seja por serem delgadas, seja por terem a 
resistência reduzid« pela alta temperatura. O efeito é seme
lhante ao esmagamento da estrutura. Muito embora tal defeito 
possa ser recuperado por aquecimento c exposição a vapor sa
turado durante um longo tempo, o custo da operação é elevado. 
O controle da taxa de secagem é ainda mais delicado nas ma
deiras duras (hardwood), que apresentam em geral menores 
difusividades c permeabilidades, induzindo gradientes de umi
dade mais intensos que as madeiras mac ias (softwood). 

ESTUFA UTILIZADA 

Os dados foram adquiridos cm duas estufas industriais a

quecidas a vapor, de 67 m3 de volume, acomodando em geral 

uma pilha com 23 m 3 de madeira, colocada sobre vagonetes. 
Uma seção esquemática da estufa é mostrada na fig. 2. As tábuas 
podem ter a espessura de 0,027 m ou de 0,045 m. Espaçadores 
de 0,022 m são usados· entre as tábuas. Ventiladores axiais 
reversíveis acionados por corretas promovem a circulação de ar 
através da pilha. O vapor saturado é alimentado diretamente na 
corrente de ar dos ventiladores e trocadores de calor tipo tubo 
alctado aquecem o ar circulante. Uma blindagem na parte supe
rior da pilha evita a exposição das tábuas superiores à radiação 
emitida pelos trocadores de calor. A cada hora o sentido de cir
culação de ar é invertido afim de homogenizar a secagem. Ar ex
terior pode ser adicionado c ar úmido removido da corrente de 
ar circulante, através de dampers montados sobre o teta da es
tufa, a fim de promover a diluição da umidade perdida pela ma
deira. Portas de inspeção permitem o acesso às amostras de 
controle, cuja evolução de massa está sendo acompanhada. 

Dados Adquiridos. Um conjunto de sondas de tempera
turas de bulbo seco c bulbo úmido, tipo Pt I 00 , é montado cm 



Tempo [h] 
Figura 3 - Primeira secagem cm estufa de curupixá 0,027 m. 

cada lado da estufa, fazendo a aquisição das · condições de 
secagem a cada dez minutos. Embora as sondas tenham· reso
lução bem mais elevada, os dados adquiridos são armazenados 
em microcomputador para tratamento posterior, como valores 
inteiros de temperatura em OC. As massas das amostras são con
troladas a intervalos de tempo variáveis durante o processo, 
por pesagem em balança com resolução de 0,001 kg, e lançadas 
em planilhas pelo operador. As posições dos registras de ali
mentação de vapor às serpentinas, de alimentação em vapor sa
turado e das tomadas de ar exterior e exaustão, são igualmente 
anotadas. 

Material Ensaiado. Duas espécies de madeira foram obser
vadas em secagem: o curupixá ( Rauwo/jia Paraensis Ducke) e 
o eucalipto (Euca/yptus Grandis ). Estas duas madeiras, origi
nalmente de baixo valor comercial, têm sido recentemente valo
rizadas pela indústria em função do desaparecimento das ma

deiras mais nobres. A exportação de curupixá cresceu de 527 m3 

em 1988 para 22311 m3 em 1992, ocupando o 5° lugar em ma
deira exportada naquele ano. O eucalipto, usado largamente em 
reflorestamento, · encontra-se em grande quantidade no mercado 
a baixo preço. Embora não seja tradicionalmente empregado na 
indústria moveleira, começa a ser considerado como matéria pri
ma importante. Muito poucos dados são disponíveis sobre a se
cagem destas espécies, o que jus ti fica as observações deste tra
balho. 

PROCEDIMENTO DE SECAGEM 

A secagem a vapor em estufa se desenvolve em três etapas 
principais: um aquecimento a vapor para precondicionamento 
da madeira, a redução gradual da umidade relativa com aumento 
da temperatura e recondicionamentos intermediário e final com 
banhos de vapor, num processo conhecido por "Aumento 
Constante de Temperatura" ou CRT-Constant Rising Tempera
fure (Simpson, 1984 ). 

Um dos principais problemas na secagem em estufa é o a
parecimento de tensões internas, que provocarão deformações 
nas peças tão logo sejam cortadas. O alívio destas tensões é 
conseguido com banhos de vapor durante o aquecimento, du
rante o processo e após a secagem. O aquecimento inicial sob 
injeção de vapor favorece o restabelecimento da continuidade 
da fase líquida, reconectando os poros interiores à superflcie, 
aumentando o transporte interno de líquido. Inicialmente a 
umidade da madeira pode aumentar mas o ganho em massa é 
rapidamente perdido tão logo a umidade relativa do ar comece a 
se reduzir. 

Primeiro ensa1o. Um processo completo de secagem de 
curupixá de 0,027 m de espessura (I polegada nominal) pode 
ser visto na figura 3. onde são igualmente mostradas as evo
luções do conteúdo de umidade das amost~as. As dimensões 
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Figura 4 - Temperaturas de bulbo seco, úmido c umidade 
relativa no insuflamento e no retorno durante a secagem. 

t.ípicas das amostras no início do processo são 0,640 m x 0,220 
m x 0,027 m. Estas dimensões podem variar em função da carga 
de madeira recebida e se reduzem durante o processo pela con
tração das fibras. Muito embora estas apresentem uma grande 
variação no conteúdo de umidade inicial, entre 0,45 e 0,85 , ao 
final do processo todas se encontram com umidade entre 0,05 e 
O, 1. O conteúdo de umidade de equilíbrio do curupixá para a 
cidade onde se situa a instalação (São Bento do Sul - SC) é em 
torno de O, 12. 

Na primeira etapa, o aquecimento é obtido com injeção de 
vapor saturado sem a alimentação dos trocadores de calor e sem 
renovação de ar. A temperatura do ar circulante, totalmente sa
turado, atinge os 55°C após 8,5 horas. 

A segunda etapa é executada com a abertura dos registrso 
de exaustão e tomada de ar exterior e o fornecimento de calor 
nos trocadores. A etapa dura cerca de 230 horas, com inter
rupções após 160 e 185 horas para banhos de vapor de recon
dicionalilento. Esses recondicionamentos são de curta duração 
( 0,4 horas e 0,75 horas, respectivamente) e praticamente não 
alteram o conteúdo de umidade global da amostra. Durante a 
etapa, a umidade relativa do ar é gradualmente reduzida pelo 
aumento da temperatura . Após o primeiro banho de recondicio
namento, a umidade relativa sofre uma redução mais intensa 
pelo aumento de diluição com ar exterior c redução na vazão de 
vapor injetado na corrente de ar circulante. 

Por força do gradual aumento de temperatura a taxa de 
redução de umidade é aproximadamente constante durante toda 
a secagem, não sofrendo o decaimento exponencial esperado 
num processo controlado pelos fenômenos de transporte inter
nos. 

A alternância do sentido de circulação de ar expõe os 
sensores de temperatura ora ao ar de alimentação da pilha, ora 
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Figura 5 - Temperaturas de bulbo seco, úmido c umidade 
relativa no insuflamcnto e no retorno durante a secagem. 
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ao ar de retorno. As variações de temperatura c umidade relativa 
da corrente de ar ao atravessar a madeira podem ser avaliadas 
para diferentes momentos de mesmo processo de secagem através 
da figura 4 (entre 60 e 80 horas de secagem) e da figura 5 (entre 
170 e 190 horas de secagem). Na etapa inicial , a temperatura de 
bulbo seco do ar de insuflamcnto atinge 5TC no insulflamento 
c 55'C no retorno, enquanto a umidade relat iva varia entre O, 78 
c 0,90, respectivamente. Numa etapa subseqüente, a temperatura 
do ar varia de 66'C a 68'C no insuflamento e entre 61 ·c c 64 ·c 
no retorno. As umidades rel ativas correspondentes são de 0,28 
e 0,38, resp.cctivamcntc. A temperatura de bulbo úmido sofre me
nores var iações quando o ar atravessa a pi lha de madeira 

Sc~undo ensaio. As temperaturas de bulbo seco c úmido c 
as evoluções de umidade para a segunda secagem observada 
são mostradas na figura 6. Essa secagem foi executada em 170 
horas e as umidades iniciais das amostras se situavam entre 0,8 
e 0,6. O aquecimento inicial nesse caso regularizou cm parte as 
diferenças de conteúdo de umidade inicial c o processo de seca
gem se desenvolveu de forma aproximadamente semelhante para 
as quatro amostras. O conteúdo de umidade final se situa entre 
0,05 e 0,07. 

Um único banho de recondicionamcnto foi executado ao 
final do processo para alívio das tensões . A temperatura de bul
bo seco foi gradualmente aumentada de 55'C até 75'C. No re
condicionamento a temperatura chegou por alguns instantes a 
80'C. O período de resfriamento, executado com a estufa fecha
da, sem aquecimento e sem injeção de vapor, com os registras de 
tomada de ar exterior e exaustão totalmente abertos, ocupa cerca 
de 15 horas. Essa secagem pode servir como exemplo de proces
so bem sucedido. 

Terceiro ensaio. Embora a secagem com preaquecimcnto a 
vapor favoreça a redistribuição de umidade próx imo à superfície 
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Figura 8 - Sentido do corte da prancha em re lação aos anéis de 
crescimento, para as amostras da terceira secagem. 

das pranchas de madeira, nem sempre a evolução da secagem na 
seqüência do processo se dá de forma equivalente para todas as 
amostras. Outros fato res podem resultar em secagem heterogé
nea, como se vê a seguir para o terceiro ensaio de secagem. A 
figura 7 mostra a evolução da secagem de uma carga de curupixá 
de espessura 0,027 m (nominal I polegada), em termos das 
temperaturas de bulbo .seco, bulbo úmido c dos conteúdos de u
midade . As amostras I O e li, mesmo tendo umidades iniciais 
muito próximas (aproximadamente 0,73), seguem curvas de seca
gem bastante diferentes . A amostra II seca muito mais rapida
mente, atingindo o conteúdo de umidade de equilíbrio, de pró
ximo dos 0,05, cerca de 75 horas antes que a amostra I O, tendo 
esta última ainda uma umidade final de O, I ~ As amostras 9 e 12, 
embora sofram uma grande redução de umidade durante o aque
cimento, secam a uma taxa menor que a amostra II e terminam o 
proccssü a 0,07. Pergunta-se por que amostras de madeira de 
uma mesma partida, da mesma espécie c cm condições idênticas 
secam de forma tão diferente. Relativizadas as diferenças de 
indivíduos ( de árvore para árvore), observou-se que cm função 
da desdobra inicial, feita ainda na flore sta, o sentido do corte em 
relação aos anéis de crescimento determinam sentidos diferentes 
de mtgração de umidade cm relação aos eixos principais do 
tronco, como mostra a figura 8. Assim, o transporte de umidade 
na amost ra lO se faz praticamente no sentido tangencial, de 
menor permeabilidade, enqu anto na amostra li a direção 
predominante é a radial. Em outras secagens o mesmo fenômeno 
pode ser observado. Em geral este não é um fato de 
conseqüênc ias graves desde que se espere até que todas as 
amostras estejam na umidade desejada. Um cuidado especial 
deverá ser tomado quando da seleção das amostras de controle, 
de forma a abranger representativamente todo o volume de ma
deira a ser prucessado. 

Seca~em do eucalipto em estufa. O eucalipto é uma espé
cie de madeira que desenvolve grandes tensões internas quando 
de sua secagem em estufa . O recondicionamento a vapor se faz 
mai s importante nesse caso (Ananías et alii, 1993, Campbcll, 
196I ). A secagem de uma carga de pranchas de eucalipto de 
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Figura I O - Distribuçào espacial do conteúdo de umidade na 
pilha de madeira após a secagem cm estufa. 

0,055 m de espessura (nominal 2 polegadas), foi registrada. A 
madeira já havia permanecido durante algum tempo exposta ao 
ambiente em grades, de fom1a que seu conteúdo mássico de umi
dade se encontrava de certa forma reduzido (três amostras em 
tomo de 0,23 e uma amostra a O, 18). A secagem foi feita com 
vários recondicionamentos a vapor durante o processo afim de 
se manterem baixas as tensões internas. Rachaduras no corpo 
das peças ao fim da secagem são até certo ponto comuns nessas 
madeiras. Dada a espessura das peças, a perda de umidade foi 
gradual e uniforme para todas as mostras (13, 14, 15 e 16), após 
um ganho inicial de massa durante o aquecimento. Os con
teúdos de umidade finais se situaram entre O, I e O, 13, após 140 
horas de secagem. A secagem a vapor de outras partidas de 
eucalipto de 0,027 m de espessura foram registradas mas não 
·se encontram aqui decritas por não se afastarem significativa
mente do comportamento deste ensaio. Uma ausência de dados 
adquiridos entre 25 e 45 horas de secagem causada por pane no 
equipamento, não resultou em nenhuma descontinuidade im
portante na evolução de massa. 

Heterogêneidades na secagem em estufa, Em duas seca
gens, a umidade das pranchas foi verificada após o resfriamento, 
em diferentes posições na pilha, para se avaliar a variação do 
conteúdo de umidade final. A distribuição do ar circulante é a 
responsável pela homogeneidade da madeira ao finai do proces-
so. 

Um medidor e létrico de umidade, do tipo de pinos crava
dos medindo resistividade, foi utilizado para esse fim, tendo em 
vista a qualidade aceitável desse tipo de instrumento quando se 
trata de medir baixos conteúdos de umidade. Os resultados en
contram-se mostrados na figura 1 O. 

O eixo das ordenadas corresponde à posição de medição a 
partir da porta de carregamento da estufa. Três alturas foram ava-
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liadas, três localizações laterais foram tomadas para cada altura 
e posição. A figura I O mostra as 54 medidas para as duas estu
fas, que se dispersam em torno da média de 0,07. A única 
posição que apresenta uma certa tendência, é a inferior, junto ao 
vagonete da estufa I, onde as umidade foram ligeiramente supe
riores às demais. No entanto a dispersão no todo é bastante 
aceitável e a qualidade dos resultados é satisfatória. 

SECAGEM NATURAL 

A título de comparação, uma grade de eucalipto de espes
sura 0,045 m (nominal 1.5 polegadas), foi acompanhada durante 
o processo de secagem natural, por exposição ao ambiente. A 
evolução das massas de três amostras foram acompanhadas 
semanalmente durante os quatro primeiros meses. Duas delas 
foram reexaminadas depois de um ano. A figura li mostra a 
evolução dos conteúdos de umidade dessas amostras. A 
temperatura do ar foi igualmente registrada no momento das 
pesagens que se realizaram entre 8 h 30 e 16 h 00. As tempera
turas registradas são amostras dos valores que esse parâmetro 
pode assumir durante o dia, no período de secagem \.::ntre 
junho de 95 e maio de 96). 

Na figura 10 foi preservada a escala de tempo em horas 
para facilitar a comparação com a secagem em estufa. A taxa de 
secagem é bastante regular no decorrer do processo, pelo menos 
para as amostras 18 e 19. Aos quatro meses de secagem as 
aquisições semanais foram encerradas. 

Após 8 meses, o conteúdo de umidade desceu apenas 2 
pontos percentuais para as amostras remanescentes ( 18 e 19). 
A partir desse ponto, muito pouca variação deve ser esperada 
na massa das amostras. 

O tempo de secagem pode ser bastante elevado, chegando 
a mais de I 00 dias. O conteúdo de umidade não cai muito abai
xo de 0,2, mesmo após um ano de exposição. 

Uma primeira constatação é a de que o conteúdo de umi
dade para esta espécie de madeira dificilmente cairá a valores 
inferiores a 0,2 em secagem por exposição ao ar ambiente, dadas 
as condições do clima local. Uma secagem em estufa é imperati
va a fim de viabilizar o uso essa madeira como matéria prima pa
ra móveis. 

A eficiência da secagem a vapor não pode ser avaliada pe
la simples comparação dos tempos de secagem. A principal re
sistência no processo, excetuando-se os instantes iniciais, é o 
transporte de massa do interior da madeira até a superficie. Um 
parâmetro que pode ser usado como referência é a taxa de seca
gem para um certo nível de conteúdo de umidade. A figura 12 
mostra as taxas de secagem em funcão dos conteúdos médios de 
umidade para diversas operações com eucalipto de 0,027 m, 
0,045 me 0,055 m de espessura (1", 1.5", e 2" nominais), em 
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grades e em estufa a vapor. Os dados indicam claramente taxas 
de secagem significativamente mais elevadas para a secagem em 
estufa, mesmo a baixos conteúdos de umidade onde as permea
bilidades são menores. As retas na fig_ura 12 são apenas 
indicativas, não representando regressões lineares sobre os da
dos. 

CONCLUSOES 

As observações de secagens a vapor de pranchas de es
pessuras variadas de eurupixá e eucalipto, colocou em 
evidência alguns aspectos aeste processo de secagem: 

• A redução do tempo de secagem, de alguns meses em 
secagem natural, para menos de I O dias em estufa. 

• O precondicionamento provocado pelo aquecimento em 
banho de vapor saturado, reduz as tensões internas e restabele
ce os caminhos da fase líquida entre o interior das pranchas e a 
superficie, implicando em aumento das taxas de transporte de 
umidade e melhoria da qualidade do produto final em termos de 
fissuras superficiais e deformações, como pode ser 
qualitativamente verificado por inspeção visual. 

• O conteúdo mássico de umidade final é satisfatoriamen
te uniforme, mesmo quando a carga de madeira apresenta consi
derável variação de conteúdo de umidade inicial. 

• A distribuição espacial da umidade final na pilha é bas
tante uniforme não apresentando regiões de secagem mais a~.:en
tuada. 

• A qualidade dos dados adquiridos pelo equipamento 
de controle industrial, não permite que se façam modelos predi
tivos do comportamento da secagem, para madeiras diferentes 
das ensaiadas. A baixa resolução das medidas de temperatura 
mascaram variações menores que I ·C. 

• A automatização do processo pode ser feita desde que 
programas de secagem sejam concebidos de forma a reproduzir 
os procedimentos até agora utilizados . A evolução da umidade 
contida nas amostras deve ser um parâmetro de controle, mas a 
aquisição não pode ser feita por medidores elétricos do tipo re
sistivo. Estes apresentaram um funcionamento insatisfatório, 
sobretudo para altos conteúdos de umidade (madeira verde), e 
não foram considerados neste estudo. 

• Os banhos de vapor intermediários para recondiciona
mento e alívio de tensões internas, melhoram a qualidade do 
produto fina~, sem no entanto retardar o processo de secagem. 

• Altas taxas de remoção de umidade podem ser consegui
das, ainda que a conteúdos de umidade baixos, sem que a ma
deira entre em colapso ou sofra encruamento. 

• As taxas de secagem são mantidas constantes durante 
todo o processo pelo aumento da temperatura. 
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ABSTRACT 

Severa! wood drying runs in a kiln using steam heating 
were observcd, for two wood spccimens: Rauwoljia Paraensis 
Ducke and Eucalyptus Grandis. High rates of moisturc 
removing were obtained by preheating the wood with satured 
vapour and thcn gradually rising air dry bulb temperature . 
Drying stress relief was achieved by the use of intermcdiate 
rcconditioning vapour bath . Diffcrences in drying rates for 
some samples in idcntical conditions werc observed and 
attributed to thc direction of moisture migration during thc 
process rçfcrring to thc principal directions in wood 
(longitudinal, radial or tangcntial). Natural drying of wood by 
exposition to cnvironmcnt havc becn also obscrved and 
comparcd to kiln drying. 



VI ENCIT I VI LA TCYM Flortanópolis . SC BRA ZIL (Novcmber. 1996) 

SIMULAÇÃO DE SECADORES REAIS BIDIMENSIONAIS 

~:~cm Souza, J .L.F. e Ferreira, W.R. 
Departamento de Engenharia Mecânica 
Universidade Federal de Minas Gerais 

31 .270-90 I - Belo I lorizonte - MG - Brasil 

RESUMO 
l•:ste trahalho apresenta uma análise de secadores reais estacionários. A modelagem envolveu uma 

equação modificada de Darcy tfUC é altamente não-linear, as equações de continuidade c energia para o ar 
úmido c para os grãos c uma equação de secagem em camada fina para os grãos. Apresentam-se resultados 
para secadores unidimcnsional , hidimcnsional c axissimétriw. O secador axissimétrico é utilizado na 
EMBRAPA para secagem de grãos de milho. 

INTRODUCÃO 

Secagem é um processo de trans!Crência simultünca de 
calor c massa, cuja finalidade é a diminuição do teor de umidade 
do grão de modo a preservar sua qualidade (Brookcr e/ a/. , 
1974) A secagem de grãos cm camada fina e cm camada 
espessa tem sido estudada por um grande número de 
pesquisadores. Parrv ( 1985) c Parti ( 1993) puhlicaram uma 
extensa revisão sohrc modelos de secagem cm camada fina. 
Revisões recentes sohrc secagem em camada espessa foram 
feitas por Ccnkowski e/ ai.( 1993 ). 

VMias teorias de secagem de grãos têm sido propostas 
para descrever os processos de transferência de calor c massa 
(Bakkcr-Arkcma et ai., 1967; Boycc, 1965 c 1966; Thompson e/ 

ai., i 968; llcndcrson e llcndcrson, 1968). 
Simulações numéricas de secagem de milho foram feitas 

por: Queiroz el ai.( 1984/1985 ), cm secador de lluxos concorren
tes; Sinício e/ ai.( 1986/1987) c Rumscy( 1991) cm camadas 
cspessus cstacionárius. Patil( 1987) apresentou um modelo loga
ritmico c um modelo de fluxo cruzudo para a simulação de 
secagem com rccirculação. Ccnkowski c Sokhansanj( 1988) 
adaptaram um modelo de secagem concorrente para secagem de 
corrente cruzada cm secador circular. Moreira c Bakkcr -Arkcma 
(1990) desenvolveram um modelo teórico de não cquilíhrio de 
múltiplo-estágio cm um secador concorrente de trigo. 

Martins( 1982) simulou a secagem de grãos cm leito 
estacionário c comparou seus resultados com dados experimen
tais da literatura . França( 199 I) c França e Fortes( 1994) 
desenvolveram um modelo hidimcnsionul cm leito lixo dc grãos, 
através de modificaçõcs feitas no modelo dc Brookcr e/ ai. 
( 1974 ). O modelo incorporou a análise do cscoamcnto de ar no 
interior do secador e a dependência da massa especifica do ar 
com a temperatura . Os resultados de França( 1991) foram 
comparados com os de Martins( 1982 ). 

O presente trahalho tem como o~jctivos : 

• utilizar o modelo de sccagcm apresentado por França( I 991 ) 
para simular a secagem uni c hidirncnsional utilizando o 
método de clcmcntos finitos (MEF), c comparar os rcsultél 
dos com a solução ohtida por França( 199 I) usando o método 
de volumes finitos (MVF) c Martins ( 1982 ); 

• utilizar o modelo desenvolvido para simular a secagem de 
grãos cm um secador rcal utilizado na indústria. 

.315 

CONSIDERAÇÕES FÍSICAS IX) MODELO PROPOSTO 

O modelo matemático cm camada estacionária de Brookcr 
et ai.( 1974) foi desenvolvido a partir das considerações ahaixo 
• a contração volumétrica do leito de grãos é desprezível 

durante a secagem; 
• o gradiente de temperatura dentro dos grãos, isoladamente, é 

desprezível; 
• as paredes do secador são adiabáticas, com capacidade 

calorífica desprezível; 
• a transferência de calor por condução, entre os grãos, é 

desprezível; 
• as capacidades calorificas do ar e do grão são constantes cm 

pequeno intervalo de tempo; 
• utiliza-se um modelo unídimcnsional para análise dos fenô

menos de transporte, sendo que as mudanças de temperatura 
e umidade do ar cm relação ao tempo são consideradas 
dcsprezívcis quando comparadas com a mudança de 
temperatura c umidade do ar cm relação a posição no leito 
de grãos na dircção do fluxo de ar ; 

• o escoamento do ar é unilormc; 
• a equação de secagem cm camada fina c a isotcrma de 

cquilíhrio são conhecidas. 
O modelo a ser utilizado incorpora as seguintes ampliações 

em relação ao modelo de Brooker et ai. ( 1974 ): 
• um modelo bidimensional é utilizado para a análise do 

escoamento do ar úmido no meio poroso (leito de grãos), 
dentro do secador e para a análise dos fenômenos de 
transp011e entre o ar e o leito; 

• são consideradas as mudanças de temperatura c umidade do 
ar cm relação ao tempo (iJT/cJt c iJW/Ut.); 

As equações resultantes deste modelo foram resolvidas 
utilit.ando o MEF, considerando um secador de grãos de milho 
dcbulhado cm rcgimc transicntc. Analisou-sc três tipos de 
secadores: unidimcnsional, hidimcnsional c axíssimétrico. 

MODELAMENTO MATEMÁ llCO 

Processo de escoamento cm mc1os oorosos Para 
escoamento através de meio poroso no qual a variação de massa 
específica do fluido é desprezível com a variação de pressão, as 
equações da continuidade modilicada c da quantidade de 
movimento (Lei de Darcy) são respectivamente: 

il(q.,.) -_ -(" -) c 
v ' r. v 

i!t 
· - ko {np ") v= - - v -r.g 

~ 

(I) 



cm que v é o vctor velocidade superficial, ::: a porosidade 
(volume de poros/ volume total), k

0
a permeabilidade do meio 

poroso, J.l a viscosidade absoluta do ar seco, g o vetor 

aceleração da gravidade, P a pressão c Pa a massa específica do 
ar seco c t é o tempo. 

Desprezando o efeito da gravidade e considerando que o 
coeficiente de permeabilidade dado por K =ko/J.l, a equação de 
Darcy pode ser escrita como: 

v= -K'VP (2) 
Substituindo a velocidade superficial (vazão volumétrica 

por área da scção transversal do meio poroso), Eq. (3), na 
equação da continuidade, Eq. (I), obtém-se: 

a(:::r.) = v.(r KVP) <3> at a 

Supondo que o termo convcctivo seja muito maior que a 
variação temporal da massa específica, cm se tratando de 
solução numérica, a Eq. (3) toma-se: 

'V(p.K'VP) =O (4) 

Partindo do tàto de que o coeficiente de permeabilidade 
depende das propriedades do meio poroso, Shedd ( 1953) obteve 
uma equação de quantidade de movimento, baseada em dados 
experimentais para o caso de grãos cereais. Essa expressão 
correlaciona vazão da ar e gradiente de pressão e pode ser 
expressa por: 

Q=A(:r (5) 

cm que Q é a vazão volumétrica por unidade de área (m3/s m2
); 

DP!àn o gradiente de pressão na dircção do fluxo (Pa/m) c A e B 
parâmetros que variam com o tipo de grão c com o 'VP. 

Comparando as Eqs. (2 c 5) conclui-se que: 

K = AIVI1(B I) (6) 

A Eq.(4) toma-se não-linear, devido à presença do 
coclicicntc de permeabilidade modilicado c possui as seguintes 
condições de contorno: 
• Análise unidimensional 

i) Condição de contorno de Ncumann 
grad P = -K -•lvl (entrada) 

ii) Condição de contorno de Dirichlet 
Pout (saída) 

iii) Condição de contorno de Neumann 
Como a velocidade do ar é nula nas paredes do secador 
(paredes impermeáveis), o gradiente de pressão normal 
à parede também é nulo: grad p = o 

• Análise bidimensional 
1. Condição de contorno de Dirichlct 

p = Pm (entrada) c p oul ( Sllída) 
n. Condição de contorno de Neumann 

grad P =O 

Balanços de Massa e Energia. Os balanços a seguir foram 
feitos para o sistema de coordenadas cartesianas. As equações 
resultantes são facilmente transformadas para coordenadas 
cilíndricas para serem utilizadas na simulação do secador 
axissimétrico. 

• Balanço de massa para o ar úmido 
O balanço de massa para o vapor pode ser representado da 

seguinte forma: taxa de acrímulo de vapor dentro do volume de 
controle (VC.) =taxa líquida de vapor entrando na superficie de 
controle (S.C.) I Reração de vapor dentro do V.C., resultando 
em: 
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l W) -. lM ~+~ 'V(p.WV) =_E.!:__(-
a c c a 

(7) 

cm que V é o vetor velocidade do ar, M o teor de umidade do 
leito na base seca c W a umidade absoluta do ar. 

O balanço de massa para o ar seco é feito de maneira 
análoga ao do vapor c pode ser representado da seguinte forma: 
taxa de acúmulo de ar seco dentro do V. C. taxa líquida de ar 
seco entrando na S. C., que resulta cm: 

ilp I 8 
-"+-V.(r;v)=O () 
(ft c 

Expandindo as derivadas da Eq.(7) c reagrupando os 
termos obtém-se: 

w[ar. 1 . J r aw v J rp aM (9) --+-'V.(p.v) +r.I-+-'VW = ----
<tt ::: L(ft c c <ft 

Como o primeiro termo da Eq.(9) é a equação da 
continuidade para o ar seco (Eq. 8), a equação final do vapor 
contido no ar é dada por: 

iJW +~'VW= _ _E_t:_ iJM (10) 
at !: :::r. (/t 

• Balanço de energia para o ar úmido 
O balanço de energia para o ar úmido pode ser 

representado da seguinte forma: taxa de acúmulo de entalpia 
dentro do I'.C. taxa líquida de entalpia entrando na S.C. I 

fluxo de calor transferido do ar para o leito por convecção I 

taxa de entalpia transferida do leito para o ar, resultando cm: 

a{r.[cJ + W(h' +cJ)]}::; + à{p. v,[cJ + W(h" +cJ)]} + 

a àx 
(li) 

o{r. vy[c.T + W(h +cJ)]} = -ha(T- O)- D~ Pp(h" +cJ) 
i!y 

cm que hv é a cntalpia do vapor d'água, h" a cntalpia no 

estado de rclerência a OOC, T c 8 as temperaturas do ar c do 
produto, Cc c Cv os calores específicos para o ar seco e o vapor 
.respectivamente. 

Rearranjando a equação anterior c substituindo as 
equações de continuidade para o vapor e para o ar, tem-se: 

ar+~ vT = _ ha(T - O) ( 12) 
O( e !:p.(c. + Wcv) 

• Balanço de energia para o produto 
O balanço de energia para o leito de grãos pode ser 

representado da mesma fonna que o balanço de energia para o 
ar, resultando cm: 

i'l[p_.O(c• + cwM)J = ha(T -0) +[c O+ h +c (T - O)]P tJM ( !3) 
(1t w fg v "(1t 

em que h1g é o calor latente de vaporização da água 
O tcm1o cwO + htg + Cv(T-0) representa a cntalpia, hv, 

requerida para aquecer os grãos, evaporar a água dos grãos c 
aquecer o vapor de água evaporado dos grãos. 

Expandindo a derivada parcial cm relação ao tempo c 
rcarranjando, obtém-se: 

ao ha(T - o) + h1g +cv(T-0) ilM ( 14) 
at pp(Cp +cwM) (cp +cwM) i!t 

• Balanço de massa para o produto 
A equação cmpiríca de secagem em camada tina mais 

utilizada pela literatura, tem sido a equação de Thompson 
(1968): 



clAI M, - M (15) 

- ~~~ - 3600~/')0fl)/U 
cm queM_, é o teor de umidade de equilíbrio, 1\ = - 4,10497 + 
0,008784 xT c B = I ,66209x 1 O"xcxp(- 5,9418x I O 2xT). 

O teor de tunidadc de equilíbrio, M.,, é dadc pela equação 
de llcndcrson, modilicada por Thompson ( 1968): 

f ln(J- RI!) J'" (16) 
III' =L =ô-:688( T - 227) 

cm que RI! é a umidade relativa do ar. 

( 'ondições iniciais e de conlonw. 1\s propriedades do ar 
(umidade absoluta c temperatura) c dos grãos (teor de umidade c 
temperatura) são estabelecidas no início do processo de secagem 
(tempo = O)=> W = Wo ; T = To ; M = Mo ; O= Oo. 

1\s propriedades do ar são conhecidas na cntradu do 
secador (tempo> 0): W = Wm c T = T; ... 

RESOLUÇÃO NUMfiRIC/\ DO MODELO 

/\s equações resultantes fomm resolvidas através do MEF. 
A seguir, apresenta-se uma visão da metodologia utilizada para u 
solução du equação de pressão (Eq.4) que é elíptica, c .das 
equações de balanço de massa c energia que são hiperbólicas. 

/\s equações diferenciais a serem resolvidas podem ser 
escritas: na forma geral: 

'l<J) 'l<J) 'l<J) ?'<D ?'<D (17) 
/... ( +C ( +C ( = D (<!>) +D (<D) - G<D+Q 

ilt ' clx Y cly ' i!x 2 
' i'ri 

cm que, <1> é u variável de interesse, À o cocfiuentc do termo 
temporal , C o coeficiente do termo convcctivo, D o coeficiente 
do termo difusivo, G o coeficiente que multiplica <D e Q é o 
termo fonte. 

Discretizaçiio da equação elíptica . Quando a pressão é a 
variável de interesse a Eq.( 17) tomu-sc : 

a~r tl 2 P (18) 
D (P)~ + D (P)~, = O 

x clx 2 
' ify' 

que, discretizada através da formulação de (ialcrkin , resulta cm: 

[ R
1<l] =-J (NJ'[Dx(P) c~(:)+ D,(P) f~ (~) Ju/\ =O ( 

19
) 

A 

Usando a regra do produto pura dcrivudas nas dircçõcs x c 
y c o teorema de Grccn, tem-se: 

. [R (•)] = 1Ín (r) il(Nf (!2~) +)) (I') éJ(Nf (iJP)}/\ -Jl x · clx iJx ' íly ffy 
1\ 

fi ··[ ar ar J - (Nf J) (P)-dy +)) (P) - dx 
x flx , ay 

(20) 

A depcndênciu do coeficiente difusivo D, com os 
gradientes de pressão toma a Eq. ( 18) altamente não linear. 

Disu:etiza_Ç_{jo das equações hiperhólicas. 1\s equações de 
conservação de massa c energia não possuem os lermos 
difusivos, logo a Eq.( 17) toma-se : 

tl<D (1<1> , D<l> (' l n (21) À-- +C - +C - + r<> ='< 
lft ' iJx ' Dv 

Discretizando a equação acima atmvés da fommlação de 
(la1erkin. tem-se: 

[R(')] = ·-J [N]T[- À. cl<l> - C c'<D - C cl<l> - G<D + Q 1tA =O 
i!t ' ifx ' ifv f' 

(22) 

A 
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1\ Eq. (21) requer uma condição iniciul c uma comlição de 
contorno quando a variável de interesse é a umidade absoluta ou 
a temperatura do ar. Por outro lado, quando a variável de 
interesse é o teor de umidade ou a temperatura tio leito de grãos, 
a equação necessita somente de uma condição inicial. 

1\ formulação de elementos finitos para as equações 
elípticas c hiperbólicas em coordenadas cilíndricas foi feita de 
maneira análoga. 

RESULT/\JX)S E DJSCUSSÃO 

/\presentam-se, a seguir, os resultados simulados pam os 
seguintes casos: 

Caso I . Secador unidimcnsional. Simulou-se a secagem 
cm secador unidirnensional com escoamento na dircção 
horizontal. Os r~sultados obtidos da simulação foram 
comparados com os de França ( 1991 ) c os tlc Martins ( 1982 ). /\s 
Figs. I c 2 mostram a variação de temperatura do leito ao longo 
do secador cm dois tempos diferentes No início da secagem, os 
resultados do modelo apresentam um desvio cm relação aos 
dados experimentais no máximo de 5%. /\o longo do tempo, as 
diferenças entre os modelos ficam desprezíveis. Nota-se nas 
figuras que o MEF resulta em um tempo de secagem menor que 
o obtido por Martins c o MVF prevê um tempo maior. 
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Caso 2. Secador bidimensional. A Figura 3 mostra o 
esquema de fluxo no secador, e as dimensões usadas na 
simulação. 

~mi 

l,5m 
meio poroso 2,0m 

ar =:::t 
~-------------~·--~·L-~) 

!E 
0,9m 

~ 

Figura 3 - Geomária do secador 

X 

As Figuras 4 e 5 mostram a evolução da frente de secagem 
ao longo do secador com o tempo e as Figuras 6 e 7 mostram a 
distribuição do teor de umidade no secador ao longo do tempo. 
Pode-se perceber que, próximo à entrada do secador, os grãos 
atingem temperaturas muito elevadas e teores de umidade muito 
baixos fato que pode resultar cm perdas de produto. Uma 
distribuição mais adequada de ar entrando no secador seria 
desejável, para permitir uma uniformização da secagem no leito. 
Posteriormente, serão simuladas outras geometrias com o 
objetico de evitar estes pontos de deterioração dos grãos. 
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Caso 3. Secador Axissimétrico. Simulou-se a secagem de 
milho cm um secador real utilizado na EMBRAPA. A Figura R 
mostra o desenho do secador com a especificação dos 
componentes principais. 

9 

11 

Figura 8 - Secador E~tacionário d..: Grãos da EMBRAP A 

Os componentes da Fig.8 são: 
l.Paineis de madeira com venezianas de plástico; 2.Tubo central de 
ventilação; 3. Escada amortecedora de sementes; 4. Válvula de controle e 
distribuição de ar; S. Dispositivo de descarga c homogeneização; 6. 
Comando de válvula de controle e dist.ribuiyão de ac 7. Mostrador do. nível 
da válvula de distribuição do ar; 8. Tubo de entrada do ar; 9. Ventilador 
radial c I O. Base mctálica com fundo cônico p<...-lurado 

A Figura 9 apresenta o esquema do lluxo de ar no secador 
axissimétrico c as dimensões do secador. Simulou-se a secagem 
considerando uma situação real permitindo-se a comparação dos 
resultados numéricos com os dados experimentais obtidos na 
indústria. As condições ulilimdas foram: lluxo de ar de 9500 
m3/h, temper~turas de ar de secagem iguais a 42, 46 e 50°C e 
temperatura inicial do milho em tomo de 20 °C. 

Figura 9 - Esquema do lluxo de ar no secador axissim<'irico. 

As Figuras 10-12 mostam o eleito da temperatura do ar de 
secagem sobre o teor de umidade do leito após 4 horas de 
secagem para 3 posições ao longo da altura do secador. Os 
valores experimentais não são precisos devido a falta de 
equipamentos de controle de temperatura c umidade do ar na 
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entrada do secador. Além disso, ao longo do processo real a 
temperatura do ar na entrada do secador não é mantida 
constante, pela mesma li:tlta de controle, c na simulação esta 
temperatura foi considerada -lixa ao longo do processo. 
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CONCLUSÕES 

Este trabalho apresentou uma análise de secadores reais 
estacionários usando um modelo que envolveu uma equação 
modificada de Darcy, as equações de continuidade c energia 
para o ar úmido c para os grãos c uma equação de secagem cm 
camada fina para os grãos. Os resultados obtidos foram 
comparados com dados da literatura para o secador 
unidimcnsional c bidimensional c com dados experimentais de 
um secador da EMBRAP A para o secador axissimétrico. Os 
resultados mostraram que o modelo pode ser utilizado para 
simular vários tipos de secadores de leito estacionário. 

O modelo pode facilmente ser adaptado para simular 
secadores de geometrias mais complexas c, com pequenas 
modificações, simular secadores concorrentes. Para secadores de 
correntes cruzadas e contracorrentes, as condições de contorno 
devem ser cuidadosamente estudadas. 
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RESUMO 
Apresenta-se. neste trabalho. uma técnica de modelamcnto de secadores de alimentos tipo túnel. O 

modelo é obtido dos balanyos de calor c massa para o produto (frutas) c para o secador. As equayões 
diferenciais resultantes foram resolvidas utilizando um método de intcgrayão adaptativo (Método de Bixler). 
Simulou-se a secagem de ameixa e os resultados obtidos toram comparados com dado~ experimentais da 
literatura. A rccirculayão de uma parcela do ar de exaustão melhora a eficiência do secador cm termos de 
energia . 

INTRODUÇÃO 

Produtos como frutas c vegetais têm um papel importante 
na dieta c nutriyão humanas. I kvido ao alto conteúdo de 
umidade destes alimentos. eles são altamente perecíveis. Em 
países tropicais <.:orno o Brasil , as perdas são estimadas cm 40-
50%, devido a rclrigcrayão c congelamento inadequados 
(Jayaraman c Das <.Jupta, 1992). Vários estudos sobre secagem 
de liutas e vegetais têm sido desenvolvidos nos últimos anos e 
grandes esforyos têm sido leitos no sentido de economizar o 
consumo de energia nos equipamentos de secagem. Urna revisão 
sobre os desenvolvimentos recentes c técnicas de secagem pode 
ser encontrada em Jayararnan c Das Gupta ( 1992 ). 

Existem vários tipos de secadores utilizados na indústria 
de produtos alimentícios. O equipamento mais adequado para o 
caso de secagem de frutas c vegetais, segundo I Icldman ( 1975 ). 
é o secador tipo túnel. Gentry cl ai. (I 965) investigaram a 
capacidade de um secador tipo túnel para secagem de ameixa em 
duas situayõcs: secagem cm paralelo c secagem cm 
contracorrente. Eles concluíwm que a secagem cm paralelo é 
mais clicicntc cm tcnnos de capacidade mas apresenta um 
consumo de combustível mawr que a secagem cm 
contracorrente. Curvas de scwgcm de amc1xa !oram 
determinadas por Tcchascna ct ai. ( 199 I) através da simulayão 
de secagem em camada espessa de ameixas, c por Bcrtin ct 
a!.( 1983-4) através de medidas experimentais. 

Vários estudos foram feitos nas duas últimas décadas 
sobre secagem de ameixas. Bcrtin ct ai. ( 1978) apresentaram um 
modelo unidimensional de secagem baseado cm balanyos de 
massa e energia. Determinaram-se coeficientes de calor c massa. 
a partir de medidas cm estufa de laboratório. O modelo 
desenvolvido neste trabalho é utilit.ado para simular um secador 
tipo túnel em escala real c os resultados obtidos são comparados 
fllvoravclmcntc a resultados experimentais (11ertin et ai. , 1980). 
Bertin e Blasquez ( 1986) utilizam o mesmo modelo 
desenvolvido nos dois trabalhos anteriores incluindo o eleito de 
contrayão sobre o processo de secagem. O efeito de contrayão 
volumétrica f(li investigado cxpcrimcntnlmcntc por Suwki ct ai 
( 1976 ), na secagem de vegetais como batata c cenoura c por 
Suarcz c Viollaz ( 199 I). 

Neste trabalho, utilizou-se como padrão o mesmo secador 
estudado por Bcrtin ct ai. ( 1978, 1980, 1986) para simular a 
secagem de frutas tais como ameixa . Os objctivos básiws toram: 
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• Utilizar um Método de Intcgrayão Adaptativo (Método de 
Bixler) para resolver as equações diferenciais resultantes 
dos balanyos de energia c massa no secadoc 

• Determinar as curvas de temperatura e teor de umidade do 
produto ao longo do túnel, para determinadas condiyões 
encontradas na prática industrial; 

• Analisar o eleito da rccirculação sobre o tempo de secagem; 
• Comparar os resultados obtidos com resultados 

experimentais c numéricos existentes na literatura . 

MA TERlAlS E MÉTODOS 

O secador. Existem vários tipos de secadores usados na 
dcsidratayão de alimentos. Dcsrosicr & Dcsrosicr ( 1977) 
mostram quais são os tipos de secadores adequados para cada 
tipo de produto alimentício a ser secado. Para produtos que 
tenham uma estrutura sólida antes do üú~.:io do processo, tais 
como frutas c vegetais, cm geral escolhem-se métodos que 
utilizam prateleiras fixas (os chamados secadores de prateleiras 
Íixas) (Hcldman, 1975). Neste tipo de secador, o produto pode 
ser colocado sobre uma superflcic (ou prateleira) e pode ser 
exposto ao ar aquecido, de várias maneiras. Na maioria dos 
casos, o parâmetro primário a ser considerado em um projeto é o 
tempo de secagem. embora fàtores corno volume de ar aquecido 
c distribuiyão de temperatura dentro do produto possam afctar o 
tempo de secagem. 

Os secadores de prateleira fixa podem ser do tipo cabine 
ou do tipo túnel. Os secadores tipo cabine apresentam alguns 
problemas, tais como: 
• dificuldade de se obter secagem uniforme do produto nos 

vúrios locais sobre as prateleiras, causada pela làlta de 
unifomlidade no escoamento do ar através destas; 

• dcsidratayão mais rápida do produto próximo á entrada de 
ar, pois, nas outras regiões, o produto é exposto ao ar mais 
úmido c, consequentemente, seca mais lentamente. 

Na secagem cm túnel existe também o problema de não
unifi.)Jmidadc na secagem do produto, cm diferentes locais no 
túneL Esta Jcsvantllgcm pode ser minimizada utilizando uma 
distribuiyão uniforme das velocidades do ar através do túnel. 

/\ figura I mostra um secador tipo túnel que wnsiste de 
dois compartimentos, contendo um sistema de aquecimento com 
ventiladores c um aquecedor, c um sistema de secagem com 
vagonctcs c prateleiras. Os vagonctcs entram através de uma 
opcrayão cm bateladas, de maneira concorrente com o 



movimento do ar. 1\ operação cm hatcladas consiste cm admitir , 
a intervalos, um vagonete na entrada enquanto o outro é 
descarregado na saída . !'arte do ar de c~ausliio pode ser 
rccirculado para dentro do aquecedor. f·: importante controlar a 
la~a de produção a lim de se ohlcr a saída rnú~ima. 

lktalhcs de constmção destes secadores podem ser 
encontrados cm Kccy (I ')Tl, c I 97X), Kilpalrick ct ai. (I ')55) c 
Ucntry ct ai. ( 1965 ). 

O modelo matcmútiw li.>i baseado cm uma análise tisica 
dos balanços de calor c massa cm dois níveis. a) do produto c, h) 
do próprio secador. I )este modo, levou-se cm conta as 
características do produto (tamanho, conteúdo de umidade . 
temperatura, etc.) c do secador (tamanho, vat.ão mássica , 
temperatura , umidade, etc.) ( lk11in ct ai. , I ')!U-4 ). 

2m 

--,mi~·-
Figura 1- Secador tipo túnel com escoamento concorrente, com 
vagonctcs c sistema de aquecimento. 

O modclamento do secador cm nível de produto. 1\ figura 
2 mostra o volume de controle utilizado nos balanços de energia 
c massa do produto. 

volwne de controle 

produto 

Figura 2 -Produto e volume de controle 

Balanço de energia para o vohunc de controle 

dT dX 
C -" - R 1(T - T ) + & " -f1ps I'' dt - ( ' "'i~rl' vt'!" dt (I) 

(I) (II) (III) 

cm que Cp, é o calor cspccílico do produto seco, Tp a 
temperatura do produto, Ta a temperatura do ar, Tsupc.,-f a 
temperatura da superlkic do produto, f1p, a densidade do 
produto seco, .\hv o calor latente de vaporização, X o conteúdo 
de umidade do produto, <l o coeficiente de transferência de calor, 
B a razão da supcrllcic para o volume do produto c I o tempo. 

Na 1-:q. ( 1 ), o te1mo (1) representa a taxa de acúmulo de 
energia no volume de controle, o termo (II) representa a taxa 

322 

líquida de troca de calor por convecção c o tenno (III) representa 
a la~a de lluxo de energia gasta na evaporação de úgua . 

Balanço de massa para o volume de controle : 

dX 
" - - -Bu 'P - p ) J'p:-: Jt - 111\ supcrf v (2) 

(I) (II) 

cm que <lm é o coclicicnlc de transiCrência de massa, PsupL,r a 
pressão de vapor na superlkic do produto c l'v é a pressão 
parcial do vapor. 

Na l~q. (2). o lcnno (I) representa a taxa de variação de 
massa do produto, c o tcm10 (II) representa a taxa de evaporação 
da úgua. 

Tomando-se valores médios da lcmperatura c do conteúdo 

de umidade do produto ( T c X ), sobre o volume do produto, 
i' 

substituindo a pressão parcial do vapor por 
p, = ( w I OE22 + ~ )p, cm que w é o conteúdo de umidade do 

ar, c lú.cndo as seguintes suposições: 

• que o produto tenha lórrna cslcrica c 
• que o pcrlil de temperatura é parabólico na dircção do raio, 
ohtém-sc as equações que descrevem o balanço de energia c de 
massa para o produto: 

iTI' ( dX) 
(rv, I B)Cv, ,

11
" = u(T, - \)ti\h,(r.,! B) dt ! (LO+Hí / 5) 

(r1., /B)~~ = - u .. (r'"I'C'' -((J~62;+vJr) 
c a equação para a temperatura da superfkic do produto 

T ,:up cri 

dT 
= T + (13i I SuX11 C I B)-r 

p ' p~ p~ dt 

em que Bi o número de Biot. 

(3) 

(4) 

(5) 

1\ pressão na superfkie do produto, P , upcrt, 

estimada a partir de T,u""'r c X, através das 
expressões: 

pode ser 

seguintes 

P,uvcrl' = P,~I T dw(X) 
"!'~! 

d., = OAX +04!\ para X<; lJ c d~ = 1.0 para X 2> 1J 

(6) 

(7) 

cm que Psatl T é a pressão de saturação do vapor d ' águ<~ à 
M.IJI l1f 

tcmpcr<~tma da supcrlkic~ dw é o coclicicntc de dcsorção . 
No início da secagem as condições iniciais são: 

T = T p ,., X=X, c T"'',af = T,.,paf, 

O tntJdelamento d11 secadtJr em nível de secad11r. A 
ligura 3 mostra o volume de controle utilizado nos balanços de 
energia c massa para o secador. 

Os balanços de energia para o <~r c para o produto são, 
rcspc<.:ti vamcntc 

Balanço de energia para o ar 

a n 
[r"'(C.,T. + w&, l]+ - [r.,(C._J. + w&Jv] 

i'lt rlx (X) 
dX 

= - (lAtT -T )-n - & 
\ a r t 'I" Ut v 



em que p .. , é a densidade do ar seco, c .. , é o calor específico do 
ar seco, v é a velocidade do ar e A é área de transferência de 
calor. 

de ar 

de produto 

{!, flmo de ca1or 

t lluxó de massá 

X x+d:t 

Figura 3 - Esquema mostrando os balanços de energia c de 
massa entre os fluxos de ar c de produto no secador tipo túnel. 

Na Eq. (8) o termo (I) representa a taxa de acúmulo de 
energia no volume de controle, o termo (II) representa a taxa 
líquida de saída de energia através da supcrflcie de controle, o 
termo (III) representa a taxa de calor transferido para o produto 
por convecção c o termo (IV) representa a taxa de energia 
transferida do produto para o ar. 

Balanço de energia para o produto: 

(~[r!',( CP,+ C1X)TP] + (~ [rr,(Crs + C1X)uTl'] = 
(9) 

aACJ~- Tr) + Pp, ~~ Mv 

cm que C1 é o calor específico da água c u é a vclociadc do 
vagonete. 

Na Eq. (9) o termo (I) representa a taxa de acúmulo de 
energia no produto, o termo (II) representa a taxa líquida de 
saída de energia através da superflcie de controle, o termo (III) 
representa a taxa de calor transferido do ar para o produto por 
convecção c o termo (IV) representa a taxa de energia 
transferida do produto para o ar. 

Somando as equações (8) c (9), obteremos a equação que 
descreve o balanço de energia em nível do secador: 

! [r .. JC., l~ + wL\hv )] + t~ (p.,(C.,·l~ + w!\h, )v]+ 

~[rrsCCv, +C 1 X)'l~] +~[rvs<Cr, + C 1 X)u·I~] =O 
~ ax 

(lO) 

com 1'\hv = Ahvo + CvTa , onde ,'\hva é o calor latente de 
vaporização à temperatura de zero grau Cclsius, Cv é o calor 
específico do vapor d'água. 

Então temos que: 

( 11) 

Substituind~ a expressão ( 11) na equação ( 1 0), obtemos: 
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(12) 
Seja: 
Cau =C., +wC, ( 13) 
C

1
., = C

1
, +XC 1 

onde C au é o calor específico do ar úmido c C pu é o calor 

específico do produto úmido. 

Substituindo as expressões para o calor específico do ar 
úmido e calor específico do produto úmido na equação ( 12) 
obtemos: 

Seja: 

G =p.,v 

L= Pr,u 

( 14) 

( 15) 

( 16) 

cm que G é o fluxo de massa de ar seco e L é o fluxo de massa 
de produto seco. 

Substituindo as expressões para o fluxo de massa de ar 
seco c fluxo de massa de produto seco na equação ( 14) c 
Jividindo a equação (17) pelo volume, obtemos: 

De acordo com Bertin & Blazquez ( 1986 ), a velocidade 
instantânea do produto, u, pode ser considerada desprezível se 
comparada a velocidade do ar. O fluxo de massa de produto 
seco, L, na equação ( 17) é então dividida por U, que é a razão 
entre o comprimento do secador para o tempo de secagem 
global. Considerando desprezíveis as variações de vclocidndc, n 
cq uação ( 17) pode ser reescrita como: 

(a ~:J [G J (a J:J [L J +v (C,,): +w~) + +u C '!;, =Ü (18) 
í"\ t v i) Lu~" . 

Os balanços de massa para o ar c para o produto são, 
respectivnmcntc: 

c 

a ax 
at [r,w] + Y'[r.,vw] = -rps ot-

(I) (II) (III) 

(IV) (V) (VI) 

(19) 

(20) 

Na Eq. ( 19) o tenno (I) representa n tnxn de ncúmulo de 
umidade no volume de controle, o termo (II) representa a taxa 



líquida de saída de umidade através da superfície de wntrolc c o 
tcnno (III) n.:prcscnh1 a taxa de umidade cedida pelo produto no 
volume de controle. Na Eq.(20) o termo (IV) representa a télxa 
de acúmulo de umidade no volume de controle, o tcnno (V) 
representa a taxa liquida de saída de umidade através da 
superlkie de controle c o termo (VI) representa a taxa de 
umidade cedida pelo produto no volume de controle . 

Somando as equações ( 19) c (20), obtemos a equação que 
descreve o balanço de massa em nível de secador: 

à à à à 
i)( [r .. ,w] + Jx [r" vw] +DI [r,, X] + Jx [r"'ux] =o (21) 

Substituindo as expressões (IS) c ( 16) na equação (21 ), c 
dividindo pelo volume, obtemos: 

- - w +- - vw + - - X +- - uX = 0 a [G J a [G J a [L J à [L J 
atv Clx V iJtu CJxU 

(22) 

1\ equação (22) pode ser reescrita como: 

(a a)[G J (a a)[ L J -+v - - w + - + u - = X = 0 
i)( CJxV i)( clX U 

(23) 

Tó'mando-sc valores médios da temperatura e do conteúdo 

de umidade do produto c r c x ),sobre o volume do produto, as 
p 

equações (I R) e (23) tornam-se 

(a a)[o J (a a)['- _ J -+v- -(c.:r. +w!\h vo) + - +u- = CpuTp =0 (24) 
Dt i'Jxv àt àxu 

(I) (i) (I!) (ii) 

( iJ iJ )[G J (a D )[" -J -+v - -w + - + u - =X = 0 (25) 
àt é)x v cJt i!x u 

(III) (iii) (IV) (iv) 

Estas últimas equações têm a forma clássica do caso geral 
de lluxo bilàsico. /\s velocidades têm valores positivos cm 
lluxos concorrentes c sinais opostos em lluxos contracorrente. 
Em operações cm bateladas, os termos (ii) c (iv) são nulos. Para 
secadores contínuos e estacionários, as condições (l) a (IV) são 
nulas. 

No caso deste trabalho, loi utilizada a teoria dos secadores 
descontínuos na qual supõe-se entrada contínua dos vagonetes. 
O número Jc vagonetes Jentro Jo secaJor é tal ljUe eles ocupam 
sempre todo o comprimento do secador. As Eqs. (24) e (25) 
ficam: 

dT, =(L/O) óh dX - C '_P /C,u (26) ( - df) 
dx dx ~" dx 

dw dX 
-=(- L/G)
dx dx 

em que AI..= r\h +C 'I' -c .,--,, 
l UI · vn v a I p 

(27) 

Se levarmos cm conta as equações ( 3) c ( 4) c o fato de 
que, cm operações contínuas, x é proporcional ao tempo, obtém
se: 

dT (. -) 
(Prs I l3)C P' d: = a(T, - T~) + 1\h v(Pvs I B) ~~ I ( 1,0 + Bi I 5) 

(2R) 
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<r,.IB): =~l"'(P., . o1 -C,ú~+JP) 

JI' { dX di' J ' =(1./(i ;\h - C " ! C 
dx dx '" dx ., 

dw dX 
-= ( - L/Ci)
dx dx 

cm que: 

dT 
T cr1 =T +(Bi/SuXr CP. /B)-r 

~"' '' "' ' dx 

c as condições iniciais são 
T=T v=x T=T w=w p p, ' ~ 1 ~ a ;u 1 

PROCEDIMENTO NUMÍ:RJCO 

(2<)) 

(30) 

(31) 

(32) 

c T,~,.,r = 'I~,'P••t , 

As equações de balanço f(Jram resolvidas numericamente 
utilizando um Método de Integração Adaptativo chamado 
Método de Hixler ( 19RO). 1-:sse método usa a técnica de 
Predição-Correção c uma variante mais sofisticada da Regra 
Trapezoidal. No presente trabalho, este método foi aplicado 
separadamente a cada equação sendo o critério de avanço 
espacial, o menor valor de ;\x obtido, dentro dos n valores de 1\x 
obtidos. 1\ fónnula de corrcção foi resolvida aplicando-se uma 
única iteração do Método de Substituição Sucessivas. 

RESVLT/\JX)S E CONCLUSÕES 

A simulação da secagem de ameixa cm secador tipo túnel 
foi feita levando-se em conta as condições limites para 
preservação da qualidade do produto quais sejam: 
• o conteúdo final de água no produto não deve ser menor que 

0,3 kg/kg base seca; 
• a temperatura das frutas não deve exceder 74°C. 

Considerou-se que o ar fresco estava a 25°C c 60% de 
umidade relativa, o que corresponde a uma umidade absoluta de 
0 ,014 kg de vapor/ kg de ar seco. O ar de entrada do secador foi , 
então, misturado com uma fração do ar de exaustão c aquecido 
até R7°C. 1\ !ração de ar recirculado fi.Ji chamada nesse trabalho 
de RR. Nas simulações feitas, considerou-se 7R% de 
recirculação, de forma que o ar entrando no secador tivesse uma 
umidade relativa de 11%, para que os resultados pudessem ser 
comparados com os da literatura . 

As variáveis que podem ser controladas são: temperatura, 
velocidade c umidade relativa do ar de entrada; a massa de 
produto por vagonete; a velocidade do vagonete e o comprimento 
do secador (equivalente ao número de vagonctcs). 

Para a simulação foi considerado carregamento contínuo. 
/\s Figuras 4 c 5 mostram a distribuição de temperatura do 

ar c do produto, c do conteúdo de umidade do produto ao longo 
do comprimento do secador. Comparam-se os resultados da 
simulação com dados experimentais de R.:rtin et ai. ( 1986 ). Na 
FigA, mostram-se os resultados de simulação utilizando o 
método de Bixler e na Fig. 5 os resultados de simulação 
utilizando o método de Euler. 

O método de Bixlcr apresentou um desvio menor, cm 
relação aos dados experimentais comparado com o método de 
Euler. Além disso, o método de Bixler necessita de um número 
muito menor de iterações para atingir a convergência. O tempo 
computacional é também muito menor quando se utiliza o 
método de Bixler. 



1\ comparação entre os resultados da simulação c os dados 
experimentais permite concluir que o método proposto para a 
resolução do sistema de equações fornece resultados acurados 
dentro da precisão das medidas experimentais. 

1\s Figuras 6 e 7 mostram o efeito do tamanho da fruta 
sobre a distribuição de temperatura c conteúdo de umidade ao 
longo da secagem. Pode-se observar que o tamanho da fruta não 
afcta a distribuição de temperatura, mas afcta a distribuição do 
conteúdo de umidade. 
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As Figums 8 c 9 mostram o efeito da recirculação do ar 
sobre a distribuição de temperatura e de conteúdo de umidade 
do produto. Uma rccin.:ulaçiío RR=O% corresponde ao caso cm 
que o ar fresco, com umidade absoluta de 0,0 14 kg de vapor/kg 
de ar seco é aquecido a 87°C entrando, portanto, no secador 
altamente seco. 

A recirculação é recomendada porque o ar altamente seco, 
na entrada do secador, pode danificar a qualidade da fruta 
(Bertin ct ai. , I 986). 

Observa-se, nas Figs.8 e 9, que quanto maior é a razão de 
rccirculação, mais lenta é a secagem c menor é a temperatura 
máxima atingida pelo produto. Do ponto de vista da qualidade 
da fruta, este comportamento é bom. /\lém disto, a recirculação 
permite uma economia de energia no aquecimento do ar antes de 
entrar na zona de secagem. 
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CONCLUSÜES 

Neste trabalho, foi apresentada uma técnica de 
modelamento de secadores de alimentos tipo túnel. 
Desenvolveu-se uma técnica de resolução das equaÇões 
diferenciais de balanço que utiliza um método de integração 
adaptativo (Método de Bixler). A solução pelo método 
adaptativo mostrou-se mais eficiente que o método clássico de 
Euler, em termos de números de iterações e de tempo de 
computador. Os resultados obtidos foram comparados 
favoravelmente com dados experimentais da literatura. 
Analisou-se o efeito da recirculação do ar de exaustão e 
verificou-se que a recirculação evita a deterioração da qualidade 
da truta, além de reduzir o custo de energia no pré-aquecimento 
do ar de secagem. 

Analisou-se o efeito do tamanho da fruta sobre a 
distribuição de temperatura e de conteúdo de umidade ao longo 
do comprimento do secador. 

O modelo pode làcilmente ser adaptado para estudos de 
secadores de geometria complexa 

3.00 

.,; e 2.oo 

"' "C ., 
"O ·e: 
:::l 

"' "C 
o :g 
"' c 1.00 
o 
u 

0.00 

000 

•. ' w =O 014 ( RR =O%) 

~( w ~ O 02 ( RR = 40 % ) 

t\ w=003 ( RR =64%) 

w ~ o 0455 ( RR = 78 %) 

w = 0.04 ( RR = 75 % ) '' 

'\~ 
.,~<.~c,.,.. ,,.. , 

I 

2 00 400 600 800 10 00 
Comprimento do Secador (m) 

Figura 9- Efeito da recirculação de ar (RR) sobre a distribuição 
do conteúdo de umidade ao longo do comprimento do secador. . 

.12ô 

(\c;RADECIMENTOS - Os autores agradecem o suporte 
financeiro lomecido pelo CNPq (Conselho Nacional para 
o Desenvolvimento Científico c Tecnológico). 

JHBLI<X)RAJJ!\ 

Bcrtin, R. & Blazqucz, M. , 1986, ''MoJeling and 
Optimization of I )rycr", /)rving Teclmolugv, Vol.4( I): 45-66. 

Bertin, R., Dclage, P & Boverie, S, 19S3-S4,.''Estimation 
of Functions in Drying Equations", Dn,ing Teclmology, 
Yol.2( 1) 45-59. 

Bertin, R., Pierr01me, F. & Comhamous, M., 1976, 
"Modélisation et Simulation du Séchage des Fruits en Tunnel", 
Industries Alimenlaires e/ Agricoles, Vol. 93: 1431-1436. 

Bertin, R , l'ierronne, F. & Comhamous, M., 1980, 
' 'Modeling and Simulating a Distributed Paramcter Tmmel 
Drier", Jounuil Food Science, Yol.45: 122-125, I 37. 
Bcrtin, R , Pierronne, F & Comhamous. M., 1978, 
''Determination des l'arametn:s de Séchage de Ccrtains Fruits 
Compacts'', i l1111 . Teclmol. Agric., 27(2): 489-500. 

Hixler, N. E. , 1981, "An lmprovcd Time lntegrator for 
Finite Elcmcnts Analysis'', Comm.in Applied Numerical 
l\felluxú, Vol.5 : ú9-7X. 

Cazauhon, C. , Bertin, R. & nlazquez, M., 19RO, "Toward 
Automatic Control by Microprocessor lor Convective Dryer 
Systems", 1'. 107-111. ln: Mujumdar, (Ed.) l'roceeding 2nd 
Symposium on Drying, Hemisphere, New York, Ny. 

Desroier, N. W. & Dcsroier, J. N , 1977, ''The Technology 
of Food Preservation", 4th l·:dition, Avi Publ. Co., Wcstport, Ct. 

Gcntry, J. P., Miller, M. W. & Claypool , L L, 1965, 
"Engincering and Frui! Quality Aspccts of Prune Dehydration in 
l'arallel and Counter Flow Tunnel'', Food Technology, 
Yol.19(9): 122-125. 

Jayaraman, K. S. & Das Gupta, D. K., 1992,."J)chydration 
of Fruits and Vegetablcs - }{ecent Devclopments in Principies 
and Techniques", Drying Teclmology, Vol. I O( I): 1-SD. 

Heldman, D. R., 1975, Food l'rocess Hngineering, Avi 
l'uhl. Co. , Westport, Ct. 

Kecy, R. B. , 1973, Dryin?,. Principies and Practice, 
Pergamon Prcss, Oxlord. 

Keey, R. B., 1978, fnlroduclion lo Jnduslrial Drying 
Operation, Pergamon Press, Oxford. 

Kilpatrick, l'. W., Lowe, E. & Van Arsdcl, W B., I 955, 
"Tunnel Dehydrators lor Fruits and Vcgetahlc"', Advance in 
Fo()(/ Research, Yol.6: 314-359. 

Suarez, C. & Viollaz., P. E , 1991 , "Skrinkagc Ellcct on 
Drying Bchavior o r l'otato Slabs'', .!ou mal o{ Food r:ngineeriny,, 
Yol.IJ HU-114 . 

Suzuki , K , Kubota, K., llasegawa, T. & llosaka, II , 
1976, ' 'Sh!·i:1kage in Dehydration of Roo! Vegctahles", J. Food 
Sei .. Yol. 411189- 11 93 . 

T<.x:hilsl~IW , O , Ldx:rt , !\ M. & Himht;net , J. J., 1991 , 
"Simulation or l'lum Drving in Deep Bcd", J)rliing Teclmolozy, 
Vol.lJ( 4) 947-971. 

ABSTRACT - This work presents a modeling of tuncl driers. 
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RESUMO 

Dando continuidade aos estudos desemohidos pelo PEM/COPPE sobre a Teoria de Luikm para descrever 
a secagem de meios capilares. é construída uma célula de med1das que permite levantar os perfis de temperatura 
c umidade num cilindro em diferentes condições operacionais. A cxpcriêrTcia caracteri.w-se pelo emprego da 
técnica graYimétrica na medida da umidade média da amostra . Na continuação do trabalho será usado uma 
técnica não-imasiva (raios gama) na medida do perfil de umidade do corpo cilíndrico poroso. 

A transferência simultânea de calor c massa cm mc1os 
porosos capilares é um problema com ampla aplicação, 
tecnológica. Luikov (I !J66) utiliza princípios da termodinâmica 

de processos irreversíveis para estabelecer os balanços de massa 
c energia na matriz porosa. dcsprc/.ando o efeito do campo 
graYitacionaL de rcaçõcs químicas e variações geométricas na 

matriz porosa. Neste equacionamento são considerados os 
efeitos cruzados da umidade c temperatura na transferência de 
calor e massa. Liu ( 1990). Liu ( 1991) e Lewis e Ferguson 

( 1989) apresentam métodos analíticos c numéricos para a 

obtenção de soluções do modelo de Luikov. O 
PEM/COPPE!UFRJ tem desenvolvido alguns trabalhos nessa 
área. procurando soluções analíticas e analíticas-numéricas para 
o problema. Ribeiro c Coita ( 1993) utilizaram a Técnica da 
Transfom1ada Integral Generalizada (TTIG) para a obtenção de 

soluções analíticas. Guigon (1995) fez um estudo das soluções 
exala c aproximadas das equações de Luikm para a análise da 

secagem. utilizando técnicas como a de parâmetros concentrados 
para a obtenção de soluções aproximadas e a TTIG para 
obtenção da solução ex ata. 

O presente trabalho tem como objetim dar continuidade 

aos trabalhos desenvolvidos pelo PEM. Em uma primeira fase 
foi construido um sistema experimental que possibilita a 
obtenção de cstimati' as para os coeficientes de transferência de 
calor c massa com base cm ,·alores médios medidos para a 
umidade e temperatura na secagem de meios capilares . 

MATERIAIS E MÉTODOS 

A Figura I apresenta o SIStema experimental que foi 
construido de fom1a a pcnnitir várias configurações 

operacionais. O aquecimento do ar é feito por resistências 
clétricas localizadas na sucção do soprador c os perfis de 
velocidade do fluido são levantados com o auxilio de um 

'"pitoC. Os meios porosos utilizados são constituídos por 
esferas de vidro consolidadas pela adição de 5 •;;., cm massa de 

adesivo cpoxi 
A Figura 2 apresenta a vista lateral da unidade de secagem 327 

c a vista superior da câmara de evaporação 

Figura I - Unidade de Secagem ( I - amostra, 2 - placa de 

aquecimento, 3 - soprador. 4 - câmara de 
evaporação, 5 - tubo de PitoL 6 - manômctro de 
água, 7 - tennoparcs. 8 - indicador de temperatura. 9 
-chave sclctora e I O- banho tcrmostático.) 

VISTA SUPE.RlOR Dl\.CÂMARA 
DEE~· APORAÇAO 

VISTA LATERAL 
placa de aquecl!llento 

Figura 2 - Vista lateral da unidade de secagem c vista superior 
da câmara de evaporação. 

A face superior da amostra está cm contato com um 
nuxo de ar tangencial. Com relação à base inferior da amostra 
são possíveis os seguintes casos: 

- caso (1 ): a base da amostra encontra-se livre. pennitindo a 
troca de calor c massa com o ambiente: 

-caso (2): na base da amostra existe um sistema de \Cdação 
que impede a transferência de calor c massa com o ambiente: 



- caso (3) : a base da amostra encontra-se conectada a um 

sistema de aquecimento com temperatura controlada. permitindo 

a troca de calor com o sistema. 

Preliminarmente foram realizados experimentos com um 

meio de geometria cilíndrica de 30 mm de comprimento e 50 

mm de diâmetro. Nesse caso. registrou-se . com termoparcs, a 
temperatura e a umidade média da amostra (base seca). 

utilizando em relação a última a técnica gravimétrica. Esta 

técnica consiste basicamente na pesagem da amostra úmida e 

seca. 
Em uma segunda fase. que encontra-se em 

desenvolvimento. serão levantados os perfis de umidade c 

temperatura ao longo da dircção axial de um meio cilíndrico 

longo. Os perfis de temperatura serão medidos com termoparcs 

e os perfis de umidade serão ievantados com auxílio de uma 

técnica não-invasiva utilizando raios gamas (Gubulin, 1977 c 

Northfieet, 1980). 

RESULTADOS EXPERJMENT AIS 

Nesta etapa do trabalho foram registrados valores médios 

de umidade c temperatura. como descrito anteriormente. Os 

dados relativos à realização dos experimentos encontram-se na 

Tabela I. 

Tabela I -Dados relativos aos experimentos realizados 

VARIÁVEL DESCRIÇÃO 

Geometria da Amostra (mm) L= 30 c D =50 

Porosidade E:= 0.35 

Densidade Aparente do 
p = 15 I O kg/m1 

Meio Seco 

Permeabilidade k = 4,6 10·lll m2 

Velocidade do Ar na 
Yar = 9,5 m/s 

Câmara 

Propriedades do Ar U,, = 0.0 I O e UR = 50'Yo 

Umidade do Sólido em u· =o. o 
Equilíbrio com o Ar 

Calor Específico do Mcw 
C = I 093 · s + 736 · (I - s) 

Seco 
[ J/(kgoC)I 
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A Tabela 2 apresenta a análise granulométrica das esferas 

de Yidro utilizadas no leito. 

Tabela 2 -Análise granulométrica das esferas de vidro. 

Sistema Tylcr 
Abertura Fração cm massa 

D#(mm) < D# 

+ 20 0.841 0.999 

- 20 + 28 0.595 0.576 

- 20 + 28 0,420 0.257 

- 28 + 35 0,297 0,025 

-48 

A permeabilidade c a porosidade dos meios capilares 

foram determinadas através de ensaios de pcrmcamctria c de 

picnomctria (dados apresentados na Tabela I) . 

Com base na teoria do modelo capilar, Borges c 

Massarani ( 1987) e Massarani (1989). é possível estimar a área 

específica c o diâmetro médio dos poros. 

J 
Sw =26cm- / g c DJX1r0 = 478!lffi . 

As Figuras 3, 4 c 5 são relativas aos experimentos 

preliminares realizados nas condições descritas nos casos ( I) e 
(2) c as Figuras 6. 7 c 8 são relativas ao caso (3) Nas figuras . 

que seguem. fé a taxa de secagem I ML.3T'11. o traço sobre a 

variável define o valor médio da variável c o subscrito "max" o 

\ alor máximo da variável. 
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ANÁLISE DE RESUL T AOOS 

A taxa média de secagem é obtida da curva de umidade 
média por diferenciação. 

Para os casos I e 2 , Figuras 3 e 4, a taxa média apresenta 
três períodos distintos : (1) taxa decrescente, (2) taxa constante e 
(3) decrescente. 

Nas Figuras 3 e 4 observa-se que para o caso I a taxa de 
secagem apresenta valores superiores quando comparada com os 
valores de taxa nas condições do caso 2. 

A temperatura média do meio, Figuras 5 e 8, tende a um 
valor assintótico, como era de se esperar. É importante ressaltar 
que a amostra está termicamente isolada do ambiente. 

Como este trabalho tem carater preliminar, os • dfldos 
apresentados não são suficientes para uma análise criteriosa das 
variáveis que influenciam os processos de transferência de calor 
e massa. Futuramente serão realizados novos experimentos com 
a fmalidade de avaliar o efeito da temperatura do ar de secagem, 
temperatura da placa, velocidade do ar de secagem e a 



iniluência da distribuição granulcmétrica do material que 

compõe o leito no processo de secagem. 

MODELO DE LUIKOV 

O modelo proposto por Luikov ( 1966) é constituído pelas 

equações de balanço de massa e energia apresentadas abaixo. 

Balanço de massa; 

,<u ?2u s: fl2T 
--:;;--= am-2-+ amu-2 
,., c'x flx 

(O I) 

onde U é o conteúdo de mnidadc em base seca [b.st t é o 

tempo I TI, a, é a difusividadc mássica l L 2T 11. 8 o coeficiente 

tcrmogradiente 10"11 c Ta temperatura [Oj. 

Balanço de energia; 

[ . . J 2 . 1 IT_ <jlt.a mó (l T <JlAa m ,,~ lJ ct = aq +--c- -y+ -c-·-~ 
• flx flx 

(02) 

onde aq é a difusividade de calor 1 L 2T 1 j, I. o calor latente de 

evaporação da água IL2T 2
]. C o calor específico do meio poroso 

seco [L2T 20-1
], x coordenada espacial [L] c <p é o critério de 

mudança de fase de líquido cm vapor r adimensionall. 

As condições iniciais são assumidas constantes e 

representadas por: 

U = U 0 e (03) 

T=T0 (04) 

Para x = I, superficic em contato com a corrente de ar 

aquecido, as condições de contorno são do terceiro tipo. Para a 

superfície em x = O, base inferior da amostra. as condições de 
contorno utilizadas neste estudo preliminar correspondem ao 

caso (2) acima mencionado: 

x =I e t >O: 

k flU + k 8 fll +h (U- U*) =O mOx. m(Jx m 

(lT * kq flx + h,1(T- Ta)+ (1-<p)À.hm(U- U ) =O 

x =O e t > 0: 

k cT 
qc'x=O 

ci\J + 8 DT =O 
(lx (lx 

(05) 

(06) 

(07) 

(08) 

onde I é o comprimento da amostra [L 1. km é a condutividade 

mássica I ML-1T 1
], kq é a conduti\idadc térmica [ML T 30'1], hm 

é o coeficiente convectivo de transferência de massa [ML'2T 11, 
hq é o coeficiente convectivo de transferência de calor [Mrlo-1 j, 
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T" é a temperatura do ar na superfície superior da amostra 101 e 
u' é a umidade de equilíbrio entre o material e o ar de secagem 

[b.s.l 
A formulação das equações dç LuikO\ na forma 

adimcnsional é dada por: 

1 1 ,oo
1 

,,~o, ?-o) 
-,- = Lu --1 - LuPn ----:f-

n ,,x- nx-
(09) 

,..,2 ') 
<'lh c 01 i'-OJ 
....,..=- = ----f--<pKo--1-,, ?x- ax-

(lO) 

Condições iniciais para \i X 

01 =Oio ( 11) 

o2 =o\, (12) 

Condições de contorno 

Em X= I ct> O 

<'ill (1()2 . 
-,lx +Pn <"X +Bl'Tl(l-01)=0 (13) 

i)( h 
,1x -Biq(l-02)+(1-<p)KoLuBim(l-01)=0 (14) 

Em X = O e 1: > O. caso 2 

(Jf)i (1()2 
- clX + Pn clX = O ( 15) 

(1()1 
,,i_ =O . onde ( 16) 

sendo definidas as seguintes variáveis: 

k q 
aq = pC 

~ 
am = P 

hmL 
Bim=~ 

hqL 
Biq = l:';j 

K -I. Uo-ti' 
()-c--~---- ar -1 0 

X=~ 
L 

Lu= am 
a q 

difusividadc térmica. I L 2T 11 

difusividadc térmica. I L2T 11 

número de Biot massa 

número de Biot calor 

número de Kossovich 

coordenada adimcnsional 

número de Luikov 



número de Posno\' 

umidade adimensional 

temperatura adimensional 

tempo adimensional 

ESTIMAÇÃO DE PARÂMETROS 

Os pariimetros do modelo foram preliminarmente 
estimados utilizando o pacote computacional K\'71MA . baseado 

no método da má:...:ima vcrossimilhança. desenvolvido pelo 
PEQ/COPPE/UFRJ (Pinto ct ai ( 1991 )) Nesta tarefa foram 
utili~:ados os dados e:...:perimcntais preliminares apresentados nas 
Figuras 3 c 5. para as condições do caso (2). 

A,~olução do modelo foi obtida pela técnica de parâmetros 
concentrados. Guigon ( 1995). Na aplicação dessa técnica 

definem-se os potenciais médios abai:...:o apresentados : 

01('t) = fo,( X. •)dX para a umidade, ( 17) 

Õ:1 ( 1:) = [o2 (X. 1: )dX para a temperatura. ( 1!!) 

Ainda. nesta formulação. os potenciais na supcrficic são 

aproximados pelos seus valores médios no interior : 

( 19) 

(20) 

Utili~:ando as aproximações apresentadas nas cq. de ( 17) a 
(20) obtém-se a solução do sistema de equações definido pelas 
eq. (09) c (I 0). sujeito às condições iniciais (li ) c ( 12) c 

condições de contorno de ( 13) a ( 16). para o caso (2) : 

(21) 

02 = (1 - cxp( - Biqt) + 

KoLuBim i (( . . ) )l . 
lliq-Lull im L 1- cxp Blq - LuBlm t Jcxp(- Blqt) 

(22) 

As cq. (21) c (22) são utili~:adas para estimar 

preliminarmente os parâmetros hm e l1q. As Figuras 9 e I O 

apresentam uma comparação entre os dados experimentais c o 
modelo ajustado. 
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~ dados experimentais, caso 

ajuste, equação (21) 

-4 2 h = (10,6 ± 1,19) 10 kg/(m s) 
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' I • i 
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Figura 9 - Ajuste dos dados de umidade. 

** * ** li"' 
* •* * * 

•* 
* 

* 
I I * * dados experimentais, caso 2 

ajuste, equação (22) 

2R.O 

h = 93 ,2 ± 16,3 W/(m2oq 
q 

24 .0 

20.0 -- r·--- ~ -- ' - T~.---- - -

o 100 2oo 300 400 soo 
Tempo [mini 

Figura I O -Ajuste dos dados de temperatura. 

CONCLUSÕES 

Foi montado um sistema que possibilita o estudo da 
secagem de materiais capilares através do levantamento 
experimental dos perfis de temperatura e umidade que se 

estabelecem ao longo da amostra . Nos estudos preliminares de 
avaliação do sistema, foi utilizado uma amostra delgada e 
medidas apenas os valores médios de temperatura e umidade. 

Em função dos vários períodos de taxa de secagem 
apresentados nas Figuras 4 e 7, pode-se concluir que existe mais 
de um mecanismo de transferência de massa para o meio 

estudado. 
Ainda dentro do escopo da avaliação, foi possível estimar 

preliminarmente dois parâmetros da teoria de Luikov associados 
à transferência de calore massa no processo de secagem. 
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SUMMARY 

An cquipment was constructed which enablcs the 
determination of the humidit)' and the temperaturc in 
cylindrical capillary-porous bodics. Expcriments \\Crc carried 
out using the gravimetric technique to measure the average 
humidity. ln future developments a gamma-rays technique will 
be used to measure humidity profile capillary-porous bodies. 
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RESUMO 

l~'ste trahallw apresenta um estudo do efeiTo do escoamento pu/sante, produzido em tubo de Hijke, sobre o 
processo de seragem. Admite-se que o fjéito jimdamental ocorra no período de secagem a taxa constante, 
del'ido ao incremento do coqficiel11e ronvectivo associado às oscilações na velocidade petmeante no seca
dor. No primeiro modelo analisado, faz-se uma analogia entre um secador com leito fixo sob escoamento 
pulsanle e um secador com leito l'ibrudo. Segundo outra analogia. admitida para os outros três modelos 
considerados, adotaram-.se diferentes con·ela{-ões para os coejicientes em secagem sob escoamento pemw
nente, incorporando-se o efeito das pulsações mediante a integraçiio numélica, em .fimção da velocidade 
acústica, ao longo de um período de oscilaçiio. Os casos estudados foram comparados com a situaçc7o na 
ausencia de pulsações. 

INTRODUÇÃO 

A secagem dos produtos alimentícios os toma mais resis
tentes ao ataque de hactérias c ao desenvolvimento de fungos, 
microrganismos que sohrevivem nos alimentos gmças à existên
cia de partículas de água e são tun dos principais fatores respon
sáveis para sua deterioração. Assim, a redução dos níveis de 
umidade aumenta a vida dos alimentos e pennite uma maior 
oferta alimentar, devido à menor perda. 

Neste trabalho são investigadas as características do 
processo de secagem realizado em um campo acústico, 
produzido em Tuho de Rijke, que apresenta o potencial de 
aumentar consideravelmente as taxas de desumidificação, espe
cialmente durante o período de secagem conhecido como etapa a 
taxa constante. 

SECAGEM A TAXA CONSTANTE 

No período de secagem a taxa constante, o mecanismo 
dominante na transferência de calor c massa entre o fluido de 
secagem e o material úmido é a convecção na superticie do 
sólido, que se encontra saturada e sem restriçõt:s de movimenta
ção da umidade em seu interior. A secagem ocorre assim pela 
difusão do vapor a partir Ja superfície saturada do mato:rial c 
através de uma película de ar estagnado para o amhientc. O 
movimento da umidade dentro do sólido é suficientemente 
rápido para manter a condição de saturação na superfície, e a 
taxa da secagem é controlada pela taxa de transferência de calor 
para a superfície evaporante. A taxa de transferência de massa 
equilibra a taxa de transferência de calor, c a temperatura da 
superfície saturada permanece constante. Após esta etapa, 
passam a dominar os processos que determinam o aporte de 
umidade na superfície do material , surgindo enttío o periodo a 
taxa decrescente, pouco influenciada pelas condições do 
escoamento. A Figura I apresenta esquematicamente a evolução 
de um prm:esso típico de secagem. 

A Rq . ( 1) apresenta a relação energética fundamental para a 
taxa de secagem no período a velocidade constante, eviden
ciando o impacto direto do coeficiente convectivo 

dWs_h,AI'~t-K Â '' (I) 
- • - g ·-'P , 

de " 
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Figura I - Etapas na secagem de sólidos. 

Nessa expressão, dW, /de é a taxa de secagem, h
1 
corresponde ao 

coeficiente global de transmissão de calor (dominado pela con
vecção), A a área especítica de transferência de calor, t a tem
peratura de bulbo seco do gás, e t, a temperatura da superfície de 

evaporação. Quando o calor para a evaporação, durante o 
período a taxa constante, é fomecido por um gás quente, há um 
equilíbrio dinâmico entre a taxa de transferência de calor para o 
material e a taxa de remoção Jo vapor da supertlcic. Assim, vale 
a expressão da direita na Eq. (I), onde K o coeficiente de tmns-

g 

ferência de massa, A a área específica e L\p = P, - p, sendo ps a 

pressão de vapor de água na temperatura ts da superficie e p a 

pressão parcial do vapor de água no gás . 

EVOLUÇÃO DA COMBUSTÃO PULSANTE 

Oscilações acústicas produzidas por calor foram provavel
mente descobertas por Higgins cm 1777 (Tyndall , 1970 ), quando 
ele produziu chamas sonoras de hidrogênio em tuhos ahcrtos. 
Mais tarde, em 1859, Rijke (Rayleigh, 1945) observou que os
cilações eram geradas quanuo mna grelha metálica aqueciJa era 



colocada na parte inferior de um tubo vertical aberto em ambas 
as extremidades. Posteriormente Rayleigh estabeleceu que a 
condição necessária para a amplificação de qualquer perturbação 
em um escoamento, com o consequente aparecüm:uto de ondas 
acústicas, é estabelecida quando a taxa de calor transferida 
periodicamente ao escoamento estiver em fase com a perturba
ção de pressão, elevando a amplitude de pressiio. O valor limite 
para essa amplitude ocorre quando a taxa de energia absorvida 
pela onda acústica se igualar à taxa de energia dissipada (por 
viscosidade, por exemplo). 

Este fenômeno apresenta riscos quando ocorre em sistemas 
onde sua presença é indesejável , como nas câmaras de com
bustão de foguetes, mas pode auxiliar no aperfeiçoamento de 
sistemas térmicos. Uma aplicação da combustão pulsante foi 
introduzida por Scvcryanin ( 1 982) na então União Soviética c 
desenvolvida por Zinn e colaboradores nos Estados Unidos 
(Zinn et ai, 1982; Carvalho, 1983; Carvalho et ai , I ?84; Wang, 
1985). Tal combustor recebeu a denominação de combustor tipü 
Rijke, por consistir de um tuho de Rijke cuja grelha metálica 
original foi substituída por um leito em combustão. A partir de 
1985, novas versões do combustor tipo Rijke foram desen
volvidas no Brasil, nas quais foram testados, como combustível, 
álcool etílico (Couto, 1989), carvão vegetal (Ferreira e Carvalho, 
1990), turfa pclctizada (Ferreira ct ai, 1990) c i..asca de dendê 
(Torres et ai , 1992 ). Assim pode-se considerar como já suficien
temente conhecida a tecnologia de produção de tluxos de gases 
quentes com ondas acústicas. 

Uma aplicação do processo na secagem de grãos foi investi
gada por Tarnburello et al (1982), que verificaram que as 
üscilações acústicas aumentam o coeficiente de troca convectiva 
entre o gás aquecido e os grãos, incrementando a eficiência e a 
taxa de secagem e reduzindo os custos. Contudo este trabalho 
pouco avança na fonnulação de um modelo explicativo para este 
comportamento. 

ONDAS ACÚS11CAS GERADAS TERMICAMENTE 

As oscilações acústicas geradas tennicamente podem ser 
obtidas em um combustor pulsante tubular tipo tubo de Rijke, 
cujo esquema simplificado é mostrado na Figura 2. Carvalho 
(1993) desenvolveu o equacionamento que relaciona a 
frequência e a amplitude de oscilação com a pressão e a 
velocidade acústicas e a temperatura média. Tais parâmetros são 
utilizados na modelagem do secador de leito fixo com 
escoamento permeante e pulsllilte. 

nn 
.--.----.~-.-..---.,...-

L/ 2 

t2 ~ t, 

L 

Fonte de Calor 

1>---;---'1 
Vmax 

Figura 2- Tubo de Rijke com a estrutura de onda acústica do 
modo fundamental. 

Para o modo fundamental ou 1° harmônico, que é o caso 
mais comum de operação de um tubo de Rijke, as equações para 
amplitude de pressão e a velocidade acústicas são: 
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( 
7t 7t 

P' x,O) = -P' 1 st.:n - xcos- ·cO, 
max. · 2 L L 

(2 ) 

P' 
) 

max . L 2 7t 7t 
v;(x,O = - _--cos-xsen-d) 

P,C L L 
(3) 

A amplitude do deslocamento do gás na seção L, d..: interess..: 
para o problema de secagem é obtida através de: 

V~(L ,O) = 
I" . r 

ma..x . ·z 

r. c 
'------v---' 

amplitude de velocid~de 
cm x I. (obtida da rn<'<lida 
ct. r· , ) 

mlr'(, .2 

7t 
St..11-c8 L . 

a amplitude do deslocan1cnto do gús na scção x = L 

P' 
max,L·'z L 1t 

X'( L.O) = ~-cos-cO 
r.c- n L 
~ 

amplitude 
dcoscibçã> 

(4) 

(5) 

As condições de operação ..: a geometria do tubo de Rijke, 
para os casos analisados no pres..:nte trabalho, constam da 
Tabela I 

Tabela I - Condições de operação c gcom..:tria consideradas 

E_arâmetro 
temperatura média 
massa especític<l do ar, Pa 
velocidade do som, c 
viscosidade, lla 

nº de Prandtl 
comprimento do tubo, L 
frequência 
amplitude de pressão, P'ma.x, u2 

valor 
343 K 
1,03 kg I m' 
371 mI s 
2,04 x 1 o' kg 1 m-s 
0,70 
3,20 m 
SR Hz 
1-40 mbar 

MODELOS PARA SECAGEM SOH ESCOAMENIU 
PULSANTE 

Para o estudo da secagem sob escoamento pulsante, 
considerando o período a velocidade constante, admite-se que o 
efeito fundamental é devido à variação do coeficiente convectivo 

h', decorrente das variações da velocidade do ar pcrmcantc v •. 
As demais condições são as mesmas usadas no escoamento 
unifom1e. Assim, para a solução das equaçõt:s suj..:itas a esta 

hipótese trata-se de obter as relações adicionais para h' e v •. 
Para esse coeficiente convedivo não toram encontrados na 
literatura consultada infonnações ou modelos que apresentem as 
relações desejadas em escoamentos pulsantes. Entretanto, 
existem alguns trabalhos teóricos e experimentais dedicados ao 
estudo da secagem em leitos vibrados, inclusive em gamas de 
frequência e amplitudes bastante próx.unas , àquelas 
características dos escoamentos pulsantcs, · podendo ser 
considerada mna analogia entre leitos vibrados ~ · escoamentos 

pulsados. Outra abordagem é baseada cm modelos teóricos de 
transferência de calor em tomo de sólidos, inserindo-se o eleito 
das pulsações através da integração dsa velocidade acústica para 
um período de oscilação. 

Analogia com leitos vibrados. Uma abrangente rev1s.:'io dos 



secadores com leito vibrado foi apresentada por Gupta c 
Mujmndar (1980), que lomece os modelos para h',. (coeficiente 
de transferência de calor em leito vibrado), onde se destaca o 
trabalho de Zaitsev et ai. ( 1976) , que propôs a expressão: 

- 04 
h'v=h' [l ,l(aco/V

3
)' J 

Tal expressão é válida para as condições da Tabela 2. 

(6) 

Tabela 2- Condições utilizadas para levantamento da Eq.(6) 

a ( x I 0
3

) amplitude na faixa 
m frequência na tàixa 
altura do leito 

v. fluxo de ar, médio, na faixa 

tamanho da partícula ( x 1 06
) 

I - 14 [m] 
10 - 70 [s'

1 1 
0,10 fml 

-I 
O - 0,6 [ m s l 
620 [mJ 

A expressão (6) não foi desenvolvida explicitamente para 
grãos de cercais, mas para a cafeína. A mesma é considerada 
ainda válida para efeito do presente estudo, já que o coeficiente 
de transporte h' resulta fundamentalmente de um processo na 
tase gasosa externa ao meio em secagem. Observa-se que os 
materiais biológicos podem apresentar coeficientes de convecção 
dikrentes dos obtidos para sólidos porosos inertes. 

Modelos de transferência de calor para escoamento em tomo 
de sólidos. Recentemente Calado (199)) apresentou uma revisão 
sobre os coeficientes de transferência de calor, tendo sido iden
tílicados tn!s moddos passíwis de serem analisados utilizando o 
escomento pulsante. (Ranz e Marshall, 1952, Bakker-Arkema et 
ai., I 97 4, Gupta c Srini vason, 1 982 ). 

Ranz e Marshall ( 1952) propust:ram a Eq. (7) desenvolvida 
para transferência de calor entre uma esfera e um gás em 
escoamento e foi aplicada na simulação de secadores de trigo em 
camada fina e em leitos fixo e lluidizado 

h'd 
__ P = 2 + 0.6 Re0,5 I'r0,33 

Kg 
(7) 

Uakker-Arkcma et ai. ( 1974) propuseram as expressões (8) c 
(9) considerando um diâmetro equivalente para o grão 

h'= 0,26)G~·59 (8) 

h'= 0,69G~A9 (9) 

Gupta c Srinivason ( 1982 ) propuseram a expressão ( 10), 
desenvolvida para transferência de calor entre gás c partículas 
esféricas em Jeito lixo 

h'd 
__ !' = I 62 Rc0•25 l'r0·33 
K , 

g 
( 10) 

COEFICIENTES DE TRANSFERFNCIA DE CALOR EM 
SECAGEM' COM ESCOAMENTO PULSANTE 

Análise Utilizando a Formulação de /,ailsev Admitindo-se 
4UI! o dt:ito causado pelo cswamcnto pulsanlc através de um 
leito tlxo colocado no topo de um tubo de Rijke é similar ao 
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efeito da vibração do leito cm ar cstacionátio, os tennos de 
amplitude c frL"{JUência de oscilação da Eq. (6 ), a e w, 
respectivamente, correspondem então aos parâmetros do 
escoamento oscilatório, já determinados. Assim, introduzindo as 
condições adotadas de operação, da geometria do tubo de Rijke e 
adimensionalisando a expressão, tem-se: 

[ 
2]!'~ h' P' . -

___R_= II ( max,L! 2 ) 
h' , 381,966 X V

3 

(II) 

Fazendo variar P'max, 112 e v. , constmiu-se o gráfico da 

Figura 3, que mostra a razão entre os coeficientes convectivos 
em função da amplitude de pressão acústica na seção média do 
tubo de Rijkc. 

Observando a Figura 3, pode-se constatar que o sistema 
pulsante poderá apresentar ganhos na sua utilização sobre o 
sistema unifonne quando h'p/h ' for maior que a unidade, o que 
ocorre, para o intervalo de velocidades médias de escoamento de 
0,5 a 3,0 mls, se a amplitude de pressão acústica for maior que 
1000 Pa. 

É natural que a razão h' p/h' aun1ente com a velocidade 
média para uma mesma amplitude de pressão acústica pela 
própria fom1a da Eq. ( 11 ), na qual a velocidade média aparece 
no denominador. Nos casos de velocidade média baixa, o coefi
ciente de troca ténnica também será baixo, em tennos absolutos. 
Assim, o ganho percentual poderá ser considerável, usando o 
processo pulsante. 

T r , I ++ ~-- T ífT -~ 
t ~-L f ::Jo, I f 

_i i+ -~tt tt . 
I ' / H· vl..:::ll i 

1-++! + L I l i - I J'.J - - v ~~- ~~ i 

. j r )7 
t_l: '~t =m~ . 

+-
.. 

j.r .-1-·t _ -- - 1•, I: 

l / .- :..-r+ l' 
.r::- ~ - I - ~ 

I /}if++ r+ .t I/-:: 

r · nrH= , + tt++ -!.-!- ! -

tt lt- . -1 
r ~ r 1 

'lt tt l i 1 1 1 ~~n ~ 

,, 

1000 2000 3000 4000 5000 
P'max,IJ2 [Pa) 

Figura 3 - Ra:t.ão entre os coeficientes convecti vos de transferên
cia de calor no escoamento pulsante e uniforme para a formula

ção de Zaitsev et ai (1976). 

Análise Utilizando a Fonnulação de Ranz e MarshalL 
Substituindo os valores de operação, da geometria, 
adimensionalisando e integrando no ciclo, obtem-se a razão 
entre os coeficientes de transferência de calor com escoamento 
pulsante e uniforme, baseado nesta formulação : 

hp 
h' 

o.op~J 
-------_----70.75 J laJ+ 
a 1 +a2 (vadp) ' o 

( )0,5[ 
+a4 dp 

p• I / ]
0

·

5

) max. /2 
Ya +------=- sen(as x 8) d8 

381.966 

( 12) 



onde a1 = 15,579 ; a2 ~ 0,0093 ; a3 = 904,288 ; [4 = 0,5398 ·, 

a~= 364,71 

A integral da Eq. (12) foi resolvida muncricamente usando o 
programa Mathematica (Wolfram, 1993). Tomando para o 
diâmetro da partícula, dp, os valores 2, 4, 6, 8 e I O mm e 

fazendo variar a velocidade média do escoamento, v. e P'max,J.•l 

obtiveram-se valores muito próximos da unidade para a razão 
entre os coeficientes convectivos de transferência de calor em 
função da amplitude de pressão acústica, para diâmetros de 
partícula considerados. Observou-se portanto que o sistema pul
sante não apresentou, segundo este modelo, ganhos na sua utili
zação sobre o sistema müfonue, pois a razão h'p/h' é muito 
próxima da unidade, na medida cm que esta fonuulação 
mostrou-se pouco sensível ao efeito do escoamento pulsante. 

Análise Utilizando a Formulação de Bakker-Arkema. 
Analogamente, substituindo os valores de operação, da geo
metria, adimensionalisando e integrando no ciclo, obtem-se a 
razão entre os coeficientes de transferência de calor com 
escoamento pulsante e uniforme, baseado nesta formulação 
Assim, tem-se: 

r 
P' 110,59 h' o,oJ723 max L l 

h~ =a] ! l+az v.'h sen(a, x e di:) (13) 

onde a1 = 58,0453 ; a2 = 0,00262 ; a3 = 364,71 

Resolvendo de forma análoga e aplicando os mesmos valores 
para os parâmetros de operação, obteve-se o gráfico da Figura 4: 

~ 

1000 2000 JOOO 
P'max ,Li2 {Pa] 

400(1 5000 

Figura 4 - Razão entre os wdicientes corlvecti vos de transferên
cia de calor no escoamento pulsante e unifom1e para a fonnula

ção de Bakker-Arkema et al.(1974). 

Análise Utilizando a Fonnulação de Gupta e 
Substituindo os valores de operação, da 
adimensionalisando e integrando no ciclo, obtem-se: 

Srini vason. 
geometria, 

[ 

p• I r,25 h' .(),O 723 max J,; 
:. =a1 J I +a2 . ,, 2 sen(a3 xe) dO 

O Va 
( 14) 

onde a1 = 58,0453 ; a1 = 0,00262 ; a.~= 364,71 
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A integral da Eq. (14) também foi resolvida nwnericamente 
através do programa Mathematica (Woltram, 1993), permitindo 
obter os valores apresentados na Figura 5. 
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Figura 5 - Razão entre os coeficientes convectivos de transferên
cia de calor no escoamento pulsaute e unifonne para a fonnula

ção de Gupta c Srinivason (I ')S2 ). 

DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 

O comportamento da raz.ào entre os coeficientes de con
vecção para escoamentos pulsante e não pulsante, 
rcspcctivemante, scg1mdo a formulação proposta por Zaitsev et 
ai. ( 1976 ), Eq. (li), é mostrado no gráfico da Figura 3. Vê-se 
claramente um crescimento da razão h' p/h' a medida que ocorre 
1m1 munento da amplitude de pressão acústica. Como o 
escoamento pulsante só se apresenta mais e!icaz que: o 
escoamento unilünnc: quando h'p/h' > l, a faixa de operação do 
tubo de Rijke para a qual se obtém este resultado foge a faixa 
uitlizada por Zaitsev et ai. , frequência de 10 a 20Hz, velocidade 
de escoamento da ordem de 0,2 m/s c amplitudes de oscilação de 
2 a S mm. No tubo de Rijke a frequência é da ordem de 60 Hz, 
as velocidades médias de escoamento variam de 0,5 a 3,0 m/s e 
as amplitudes de oscilação de 0,7 1run para \Jllla amplitude de 
pressão acústica de 100,1 Pa a 28,7 mm para \Jllla da amplitude 
de pressão acústica de 4002,2 Pa. Se fosse possível -considerar 
apenas as amplitudes de osólação obteríamos 2 rrun de ampli
tude de oscilação com mna amplitude de pressão acústica da 
ordem de 278,6 Pa . Observa-se na' Figura 3 que para este caso 
h'1/h'>l quando as velocidades médias de escoamento estiverem 
abaixo de l ,O mls. Para amplitude de oscilação de 8 mm com 
wna amplitude de pressão acústica da ordem de 1114,4 Pa, 
h"p/h->1 quando as velocidades médias de escoamento estiverem 
abaixo de 3,0 nlfs. Portanto o tator detenninante da exclusão 
desta fommlação é a frequência que foi utilizada por Zaitscv ct 
ai. , muito baixa para uso no modelo de tubo de Rijke utilizado. 

V critica-se utilizando a Eq. (2), ou as condições de operação 
do tubo de Rijke, que para tuna frequência de 10 Hz seria 
necessário um tubo de Rijke com 1un comprimento, L , de 
aproximadamente 18,6 m e para 20 I Iz 1un comprimento de 
aproximadamente 9,3 m. Nestes dois casos adiciona-se um fator 
de complicação que é a manutenção da temperatura de 343 K 
(70 °C), admitida como condição de operação, ern 11111 tubo muito 
longo. 

Na análise da lormulação de Ranz c Marshall (I ')52), pertur
bou-se a mesma com os parâmetros do escoamento pulsante 
realizando-se a integração numérica no ciclo, com o resultado 
sendo comparado com o valor médio, Eq . ( 12). Os resultados 
apresentaram valores próximos da unidade. Observa-se que esta 



fonnulw,;ào apresl!ntou pouca sensibilidadl! ao cscorunl!Ilto pul
san!l!, l!stando a razão adimensional, h 'plh ', muito próxima da 
unidadl!, podendo mesmo concluir -se que a razão é igual a tmi
dadl!. Por esta razão esta fonnulação também revelou-se dl! 
pouca utilidade para a solução pretendida. 

Fez-se a ml!sma análise, utiliwda para a fommlação de Ranz 
c Marshall , para as fonnulações dl! Bakker-Arkema ct a L ( 1974) 
e Gupta e Srinivason (1982 ). As Figura 6 e 7 mostram as curvas 
obtidas através desta análise para as duas tonnulações. Veritíca
se qne para a mesmas condições de trabalho, para h 'plh '> I , 
temos (h' /h-)13ill<:J·!I.rkema > (h ' plh ' )oupta e snruvason Conclui-se 
portanto que a formulação prosposta por Bakker-Arkema et aL 
mostrou maior incremento do coeficiente convectivo quando sob 
.:scoamento pulsrutte que a formulação de Gupta e Srinivason. 
Este fato é conlimtado pelas Figuras 6 c 7, 
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l''max.l J~ \Pa 1 

hgura 6 - Razão entre os coeficientes convectivos de transferên -
cia de calor no escoamento pulsante e uniforme em timção da 

runplitude de pressão acústica na seção média do tubo de 
Rijke para as fm111ulações de Bakker-Arkema e Gupta e 

SrinivasmL 
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Figura 7- Razão entre os coeficientes convectivos de lransferên
cia de calor no escoamento pulsantc c mlifom1e em função da 

amplitude de prl!ssão acústica na scção média do tubo de 
Rijke para as fonnulações de Bakker-Arkema e Gupta c 

Srini vason. 

CONCLUSÕES 

No presente trabalho investigou-se a razão adimensional en-
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Ire os coeficientes convectivos de transferência de calor 'para 
escoamento pulsante, utilizando-se diferentes fonnulações_ Um 
tubo de Rijke com fonte de calor, com caracteríticas conhecidas, 
adaptado à secagem serviu de modelo para o estabelecimento 
dos parâmetros acústicos_ É oportllllO wncluir determinando o 
efeito do escomento pulsante sobre o tempo de secagem. Pode-se 
mostrar que, no período de secagem a taxa constante, vale a 
relação a seguir; 

(dW,) =h~ (dWs) 
dO puls . h' dO unif 

( 15) 

Quando a razão h ' P I h'> I , o tempo de secagem no escoamento 
pulsante sera menor, como mostra a Figura 8, onde A-B-C-D 
representa o escorunento unifom1e e A-B'-C'-D' o escoamento 
pulsante, sendo os trechos CD e C'D' paralelos por hipótese. 
Observe-se que os pontos C e C' devem apresentar a mesma 
umidade, correspondente a umidade crítica e início do período 
de secagem a taxa decrescente_ 

A 

D 

e,Tempo ~ 

Figura 8 - Umidade base seca versus tempo. 
Escoamento unifonne e escoamento pulsante 

Assim, a magnitude do efeito do escoamento pulsante sobre 
a redução do tempo dl! Sl!cagl!m irá depender fundamentalmente 
da umidade inicial do material em secagem_ Nas condições cm 
que este material se encontre mais úmido e portanto o período a 
taxa constante seja relativamente importante, a secagem sob 
escoamento pulsante irá apresentar desempenho melhor que a 
secagem convencional. Por outro lado, as situações onde o 
material a ser seco já se encontre com umidade inferior à 
umidade crítica, o efeito do escoamento pulsante não Sl!rá 
relevante, já que os mecanismos dominantes para a transferência 
de calor e massa serão a condução témlica e a difusão ou 
capilaridade no interior da partícula em secagem. 
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SUMMARY 
This paper presents the jilll development of a segregated finite element methodology for solving 

convection-dif.Jilsion problem5; the original method has been modified through the addition of a streamline 
upwind technique. so that jàlse di/Jitsion numerical errors could be decreased. The methodology was 
applied to solve the prohlem of simultaneuus heat. mass and momentum transfor around a horizontally 
placed infinite cylinder under laminar forced convection conditions. The simulated data agreed with the 
availahle experimental data within rhe associated experimental errors. 

INTRODUCTION 

Drying is a Wlit operation prescnt in severa! biological and 
industrial processes such as drying of agriculturnl products, foçxi 
dehydration, wood thermal treatment, drying of cerarnics and brick, 
and also in the study of moisture rnigration in porous media (Brookcr, 
Bakker-Arkema and Hall, 1974; Keey, 1972: Fortes and Okos, 1980) 

The analysis of drying involves heat and mass transfcr 
conjugated processes, both in the solid and in the fluid. Sophisticated 
models for drying have becn formulatcd eithcr by means of classical 
(mechanistic) theories (Phillip and De Vries, 1957), or non
equilibrium thcrmodynarnic (Luikov, 1966 ). Flux equations based on 
both irrevcrsible thennodynamics and mechanistic theor:ies can also be 
applied to grain drying (Fortes and Okos, 1981 ). 

A complete modeling of drying problems by means of any 
theory involves a set ofnon-linear ditfusion equations as applied to the 
drying medium, coupled to the respective boundary layer equations. 
Numerical (finite difference, FDM, finite volume, FVM, and finite 
element methods, FEM) and analytical methods have becn used for 
discretizing and, thus, solving convective-ditfusive partia! diffcrcntial 
equations. This paper is concemed with FEM as applied to solving 
drying-related boundary laycr problems; the choice of this method is 
re1ated to the sirnplicity of its application when cornplex geometries 
are to be considered. The FEM, using Galerkin's formulation, has 
becn used to solve Navicr-Stokes · equations. Howevcr, Galerkin 's 
method requires the use of di..rect solvcrs of the resulting discretized 
equations, the use of distinct interpolation fimctions for velocities and 
pressure and it usually leads to numerical errors due to false diffusion 
and numerical dispcrsion (Taylor and Hugbes, 1981 ; Brooks and 
Hughes, 1982). 

A comprebensive review of Petrov-Galerkin and Taylor-Galerkin 
FEM is found in Zienkiewicz and Taylor (1991) and, thus, from the 
vast literature, only those works directly rclated to the present paper 
will be considered here. Hughes ( 1978) presented a streamline upwind 
methodology for solving convective-diffusive equations. The method., 
which led to exact one dimensional solutions, consisted in applying 
Galerkin's method to the diffusive terms and a special integration 
method to the advective terms. Brooks and Hughes (1982) developed 
a fmite element formulation for convection-dorninated flows utilizing a 
Petrov-Galerkin formulation and extcnding Hughes' ( 1978) 
methodology, so as to decrease false diffusion efiects. Schnipke and 
Rice (1985a-b) presented a fmite element method which makes use of 
upwind values to predict streamlined downwind advection terms; the 
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method employs the sarne interpolation function for velocities and 
pressure and allows the use of a segregated rnethod such as the 
SIMPLE method (Patankar, 1980). However, Schnipkc and Rice's 
( 1985a-b) method is accurate only for convection-dorninated flows 
( Gurgel and Fortes, 1994 ). On the other hand, Shaw ( 1991) also 
followed a strategy similar to the FVM (Patankar, 1980), and 
developed a Poisson type equation for the continuity (pressure) 
equation, which did not lead to spurious pressure modes. ln this way, 
Shaw 's method ( 1991) also allows using interpolation functions of the 
sarne ordcr for velocities and pressure and itcrative meth.ods of 
solution of the discretized equations. However Shaw' s ( 1991) method 
is lirnited to problems where Reynolds numbers are smaller than 5. An 
application of Shaw' s method to evaluate transpor! coefflcients undcr 
natural convection is found in Crêspo et ai. (1995). To overcome the 
lirnitation of his method, Shaw ( 1991) suggested the use of upwind 
schemes. 

The specific o~iectivcs of this work were: 
I. to cvaluate the predictive ability of the method proposed by Shaw 
( 1991) to solve heat, mass and morncntum simultaneous transfcr 
problems in laminar forced convection, for eventual application to 
drying problcms; 
2. to obtain, via FEM, heat and mass transfcr coefficicnts, for forced 
convection across horizontal cylinders, in the Reynolds numbers range 
between 20 and 100; 
3. to analyze the efiect of temperature and concentration dependcnt 
properties ovcr heat and mass transfcr coefficicnts; and 
4. to compare numerical results with available experimental data. 

METHOOOLOGY 

The continuity and momcntum equations for two-dimensional, 
steady and incompressible flow are 

Ou àv 
- + - '= o (I) 
ax ôy 



àv àv ' õp a( àv) a( àv) ~N ax + pv ay = - ay + ax f-l ax + ay f-l ay (3) 

where u and v are the velocity components in the x and y directions, 
respectively; p is the pressure component, p, the fluid density and !l. 
the fluid dynamic viscosity. The fonnulation to be presented is based 
upon Shaw's (1991) rnethodo1ogy. 

By applying Galerkin's fonnulation to Eq. (2), that is, by 
multiplying Eq. (2) by the shape functjon and integrating over ali the 
domain, lhe momentum-x equation becomes: 

IaN{puZ+pv:-!(jJZ)- ;(jJ:)]dO= (4) 

àp =J -N,-dD. o ôx 

where D. is the domain and Ni is the shape function. 
Integrating Eq. (4) by parts, utilizing Gauss' theorem and 

substituting the velocity derivative components by the interpolation 
expressions, allows Eq. (2) to be written as: 

f ( 
ôN1 ôN1 ôN,ôN1 ôN,ôN1) 

puN,--+ f.NN,-- +p---+p--- u1d0. = " ax ay axax ayay 

ap (au au ) 
f0 - N'ax dO + IrN, f.Jaxn, + payn' df' 

(5) 

A similar procedure can be applied to Eq. 3, leading to: 

f ( 
ôN1 ôN1 ôN1 ôN1 ôN1 ôN1) _..., 

puN,- + [.NN,- + )J--+ )J-- V j uu = 
o ax ay ax ax ayay 

ap ( av av ) 10 - N,aydO + f rNt f.J axn, + )Jayn' df' 
(6) 

ln these equations, r is the boundary and llx and lly , the outward 
nonnal unit vectors to each elemcnt boundary. 

The boundary terms in Eqs. (5-6) can be neglected because 
either the velocities (u and v) are prescribed at the boundaries or the 
mass flux is zero (continuity must be preserved). 

Thus, Eqs. (5-6) can be written in the condensed forms: 

Aui = Bpg ; Avi=Cpg (7) 

where rnatrix A is a function of velocities and local transport and 
thermodynamic properties. 

The exact values ofu, v and p can be expressed as: u = u· + u'; v 
= v • + v' and p = p • + p', where lhe starred v alues (•) are approximate 
values obtained from the solution of the momentum discreti.zed 
equations, and the primed values n are the corrections utilized to 
enforce continuity. Thus, by considering only the u components, one 
can write: A (u•i +u'i ) = B (p•i+p'j). Since ~ starred values satisfy the 
momentum equations, Au •i = Bp •i and Au 'i= Bp 'i , the nodal valucs of 
u' and v' can be written as: 

u ~ = A ' ' Bp~. and v;= A ·'Cp~ (8) 

Matrix A can be written as thc sum of a matrix D (with diagonal 
terms only), and a rnatrix F (with the non-diagonal terms). Shaw 
(1991) presumed that Eqs. (8) can be simplified, ignoring matrix F, 
and so: 

u' = D"1 Bp' and v' = U' Cp' 
j J' J J 

(9) 
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This simplification is based on fact that the pressure correction 
term vanishes when lhe numerical approximation converges to the 
solution. The vectors of the velocity corrections, U;' and Vi', can be 
obtained as function of p;' by integrating Eqs. (9) in ali dornain, by 
rneans of lhe expressions: 

I0 N, N 1 u~dO. = I0 N ,N 1 D'1 Bp~dO. 
I o N; Ni v~dO. = I o N; Ni D 1 Cp~do. 

(lO) 

(11) 

The utilization of a lumped matrix allows the rnatrix in the left 
hand side of Eqs. (8-9) to be easily inverted and, thus, to obtain U;' 

and Vi ' in a more efficient way. Discretization of the continuity 
equation was obtained by employing Galerkin 's fonnulation: 

I (
ôu av\, 

oN ôx + ayfO.=O 
(12) 

Substituting the expression for u and v as functions of u• , u', v• 
and v', as shown before, in Eq. (12), one obtains: 

(au au) (a u· a v*) I N.· -+-do.= -I N.· -+-do. (13) 0 'ax ay 0 'ôx ôy 

lntegrating both sides of Eq. ( 11) by parts one arrives at: 

f 8N, . ·"" f 8N , .d 
- 0 - N 1uj u:.•- 0 - N 1 vj D. + 

ôx ôy 

, , (a u' ôv') + frN.(u n, + v n,)dr =- f0 N , - + - dn 
ôx 8y (14) 

The third term on the left hand side ofEq. (14) can be neglected 
because, in most of the problems, velocities are specified at the· 
boundaries and the velocity corrections vanish there. Substituting Eq. 
(9) in Eq. ( 14 ), one has: 

-f oN; N D -1 BdOp . - f ai, N D -1 Bdrtn iJx J J t3y J ~'t'j 

(
IJII' t3v .) =-J o N ; -+- dO. 
OX t3y (15) 

This last equation is lhe pressure correction equation, and it can 
be writtcn as: 

(d D 1 B+CI'D1C)pj, =õ* (16) 

where f; represents lhe right hand side of Eq. ( 15). 

Hughes' Method (1978). This rnethOd was used to solve the problern 
of simultaneous energy, mass and momentum transfer, to be discussed 
shortly. The rnethodology can be found in the cited work and will not 
be discusscd here, for brevity. As pointed out by Hughes (1978), his 
rnethod allows controUing lhe upwind degree, and thus obtaining more 
accuratc solutions, and it also leads to a computationally efficient 
scberne. Results were also obtained by rneans ofBrooks and Hughes' 
(1982) Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) rnethod and 
agreed essentially with Hughes · ( 1978) method, which is simpler. 

Modeling Forced Convection Processes around a Cylinder. ln this 
work, the problern of fluid flow across a horizontal infmite cylinder 
was studied. The problcm can be stated as the forced flow at Reynolds 



munbcrs up to I 00 and simultancous hcat, mass and momcnlum 
transfcr. Thc cylindcr was assumcd to bc in contact wilh lhe arnbicnt 
air; lhe air tcmpcraturc and conccntration (T, and C..) far from lhe 
boundary were fixcd, as illustrated in Figure I. 

L "l . c.. 
p=O 
L. 

dy =O. dx =O ( symmelry ) 

Figure I - Scheme oflhe cylinder and its boundary conditions. 

Mass, momenturn, cncrt,'Y and spccics conservation cquations 
for this problem are: 

D( pu) ii( pr) o ( 17) 
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Thc boundarv conditions wcrc: 

• at x=O u=U •. , v=O, T=T ,., C=C ,. 
• at x=xma., i\t/rlx=O, i\·/rlx=O, r~/rlx=O, rlC/rlx=O, 

• at ~=O r'ulr\= 0, i\/r\=0, r~/r\=0, rlC/r\=0, 
• at y=y=, u=U,., v=O, T=T.., C=C,., p=O; 

• at lhe solid wall u=O \·=0, T=T w C=C,. 

( 18) 

( 19) 

(20) 

(21) 

Mod.ificd Vcrsion of Shaw's Mclhod .. ln thc abovc sct of partia! 
diffcrcntial cquations transpor! and lhcrm~namic propcrtics are 
tcmpcraturc dcpcndcnt (and, cventually, in lhe case of drying studies. 
are also moisturc dcpcndcnl). On lhe olher hand., Shaw's method was 
dcvelopcd aiming at soh ing lhe incomprcssiblc and constant-property 
Navier-Stokcs cquations. Thus lhe following set of mod.ifications had 
to bc incorporalcd to lhe original Shaw 's method: 

I. FirsL Galerkin 's formulation was applicd to lhe momcntum 
Eqs. ( l8) and ( 19) lcd to cquations \\ilh lhe cxact sarne 
appcarancc as Eqs. (5) and (6) Similarly, lhe aspccl of 
cquations (7) to (li) was kcpt lhe sarne. Howcver, in lhesc 

equations, lhe associatcd \·alues of p and J..l had lo be written in 
tcrms of tempcraturc and cak:ulatcd at lhe corresponding Gauss 
points. 
2. Sincc lhe incomprcssibility assumption is retaincd (low 
R~nolds nwnbcr), Eq. ( 17) \\as re\\Titlcn in lhe form: 
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Du 
Dx 

()v 

~~v 
I àp Dpl 

-lux ' 0' _ 
(22) 

By following lhe sarne slcps which led to Eq. ( 16), one arrives 
again at a equation wilh lhe sarne aspect as Eq. ( 16 ), but noting 
nowlhat: 

I [( du' c7v*) (i!p llp)] b'* = - 0 N , - - +-- + -+ - dO. 
dx dy i!x i!y 

3. Galerkin' s formulation applied to lhe energy and species 
cquations lead, rcspcctively, to: 

( 
nN c!N , ôN nN . c!N , r!N .) 

I., pc, u N. ·;;-; ' pc·, v N. rJy . ' li ·;;;' a/ > li t!y t!y , T , d!.l 

(
t7T i!T ) · L X k, a;: n, ' k, i)y n, dl 
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f!N i! :V iJN, àN DN, i!N , ) 

1., pu N , ax' + pv N , ,)y ~ j ) iJx ox ' [) C);· cJy· ('. d~l 

I, S . /) -· n, 1 /) c n , dl ' ( 
àC JC ) 
iJx i)y 

(23) 

(24) 

(25) 

ln Eqs. (23) to (25), p, ep, D and h should bc cxprcsscd in 
terrns ofT and evaluatcd allhc associated Gauss points. 

A 

4. Solutions werc obtained by fírst solving lhe associatcd 
constant property Navicr-Stokes equations; after convergcncc 
was achieved, lhe energy and conccntration cquations wcrc 
solved. Tempcrature and conccntration profiles wcre lhcn 
corrcctcd and lhe variable property Navicr-Stokes equalions 
werc agllin solved. An itcrated proccdure led to lhe numerical 
solutions. As mcntioncd bcforc, this problcm was solvcd by 
making use of Hughcs' ( 1978) formulation. 

Rt R2 

19\ 
ift2 

B c 

Figure 2. Subdivision oflhe region around lhe cylindcr 

Finitc Element Subdivision. Thc region of intcrest was divided into 
two subregions, as shown in Fig. 2. Thc ftrst and fmcr subdividcd 
subrcgion, R I, could be characteri:t.ed as having: 
• dimcnsions(cm): O<x < IO and O<y < 5; 

• numbcr of clements : 560; 
• discrcli7.ed by !ines approxirnately perpendicular to lhe cylindcr 

walls. 

The second subregion, R2. was characterized by: 
• dirncnsions(cm): IO<x < l5(ifRe>60,x<20)and O<y<5; 

• number of elcmcnts: 100. 

RESUL TS ANO DISCUSSION 

ln this work lhe physical properties of air were considercd to be 
cilhcr constant or tcmpcrature and conccntration dependcnt (\\ilh 
adequatc changes in lhe momentum. energy and continuitY equations, 
as shown above) When considered constant, lhe physical properties 

wcre evaluatcd at T R= (T w+ L.)/2 and CR= (C,..+C., )/2. 
Scvcral test problems, extending from purc convection to 

dilfusive-convective non-linear flow recirculation problems, which 
includcd problems wilh Peclct numbcrs ranging frorn 0.1 to oc wcre 
tested (scc for instancc, Gurgcl and Fortes, 1994, Crespo ct al., 1995, 



for the types of problems solved). The results agreed "'ith the ones 
available in the literature ~d they are not presented hereby for brevity 
(see Barreto, 1993). The following data on heat and mass transfer 
around cylinders are presented not only for the purpose of application 
of the model and analysis but also for further confrrmation of the 
methodology. 
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Figure 3. Nu versus Rc, for T w = 25°C and T "'= 80°C (constant 
properties) 
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Figure4. Sh versus Re, forTw = 25°C and T..,= 80°C (constant 
properties) 

Figs. 3 and 4 show part of the results when constant properties 
were assumed. ln these figures, the results with the name NA VIER are 
the ones obtained by means of the FEM. The data shown in Figs. 3 
and 4 refer to drying air at 80°C, at an absolute humidity of 0.0099 kg 
of vapor/kg of dry air; the cylinder surface temperature was kept at 
25°C and saturation. Other simulated results involved lower drying air 
temperatures. As can be seen, the mnnerical results do not differ from 
empirically correlated data obtained from Hilpert (1933) and Churchill 
and Bernstein (1977) (cited by Incropera and Witt, 1992). The 
numerical simulated results and Hilpert's and Churchill and 
Bernstein's data differ from Zhukauskas'(l972) (cited by Incropera 
and Witt, 1992) empirically correlated data. Simulated results for other 
temperatures revealed analogous results. 

Figures 5 to 1 O show the nurnerical results obtained by taking 
the thermodynamic and transport propert:ies to be temperature and air 
humidity dependent. The simulation results are again compared 
against those obtained experimentally by Zhukauskas (1972), Hilpert 
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( 1933) and Churchill and Bernstein (1977). The simulation data show 
that: 
• At lower surface and air temperatures, the physical properties are 

practically constant and, consequently, the numerical results for 
Nusselt and Sherwood numbers approximate Hilpert and 
Churchill and Bernstein' s e:-.:perimental data. On the other hand, 
the numerical results diverge somewhat from Hilpert and 
Churchill and Bernstein· s and approximate Zhukauskas · results 
for higher T.., (Fig. 5 to 8). due to the influence of the variable 
themophysical properties on the boundary layer profiles. 

• Figures 9 and 10 show that Nu and Sh increase when Reynolds 
numbers rise. Thcse figures also show that, at temperatures higher 
than 40°C, Nu and Sh decrease signi.ficantly as the temperature 
increases. for the sarne Re. This fact is, again, due to the variation 
of the tliermodynamics and transport properties. 
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CONCLUSIONS 

ln this work, a fmite element methodology has been developed 
based upon Shaw ( 199 I) and Hughes ( 1978) schemes. The main 
objective was to implement a software to be utilized in forced 
convection drying simulation studies. The problcm of simultaneous 
energy, momentum and species diffusion around a cylinder was 
studied for the following simulated conditions: 20<Re<l00, 
25<r w<60°C e 30<r "'<80°C. The cylinder was assumed to be porous 
and its surface to be at saturation; lhe ambient air absolute hwnidity 
was assumed to be 0.0099 kg of vapor/ kg of dry air, which is 
equivalent to the absolute hwnidity of air at 25°C and 50% of relative 
hwnidity. 

The nurnerical results for Nusselt and Sherwood numbers were 
compared against available empirical expressions. The results agreed 
within the associated experimental errors. 

. When temperature and concentration dependent properties were 
assumed, lhere were appreciable difference between numerical and 
experimental results at higher drying air temperatures. 

No effort was made to simulate drying conditions involving wall 
convective mass flux. However, no restrictions are placed on the 
proposed methodology which can be expanded, by a simple inclusion 
of the associated boundary conditions, so as to account for high rate 
mass transport processes. 
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SUMMARY 

1'wo diffi:n:nt approachcs wcrc uscd lo prcdict lhe so/id mmslurc co/1/ent and lcmpcrature axial profilcs in an 
indirect contacl rotai)' dryer healed with steam tuhes. Une oj'these integrates the heat and mass diff(:rentia/ 
ha/ances: lhe other is hased on lhe heallransfér penetration theory Allhough holh approaches can predict 
lhe solid exil conditions. lhe solid temperalure and moislure content profiles difler significatively. 

INTRODUCTION 

lndircct contact rotary drvers are now commonlv used ín 
the fish meal industrv. These units present a lowcr environmcntal 
impact becausc they do not use the hot gas strcam as heating 
sourcc charactcristic of the contact dryers. On the othcr hand, a 
bettcr contrai of the drying tcmperature compared to those in thc 
contact dryers can be achieved. Nevertheless. thc global heat 
transfcr rate is low and thus thc proccssing time incrcase. Thc 
information rclated to thc drying mcchanísm in thís operation is 
scarce. For dcsígníng purposes it is neccssary to derive 
rclationships for hcat and mass transfer from experimental data 
and dc\elop simulation modcls. ln the drying proccss hcat and 
mass transfcr phenomena cannot be isolated. Thcrcforc. thc proper 
sclection of the drying kinetics could become a criticai point in the 
simulation studies. 
Theoretieal and experimental studies for dcscribíng particulate 
solids drying in batch systcms heatcd indircctly under vacuum 
conditions or in prcscncc of incrt gases has becn presented 
(Tsotsas and Schlündcr,l987). Cases wherc the solids contain free 
and hy!,'TOscopic moisturc havc bcen co11sidcred. The aím of the 
prcsent work is to simulatc thc variablcs that dcscribc thc solid 
drying in an indirect contact dryer operated in steady state. 
Different drying kineties were considered to test their effect on the 
\ ariable. 

HEAT ANO MASS BALANCES 

From hcat and mass balar1ccs applicd on a differcntial 
elemcnt of dryer length the following differential cquations for 
solid tempcraturc (T,) and moisture eontent (X) are obtaincd 
(Parodi. 1992) 

dTs 

d:: 

I 

Ss c" 

N 
- Ss-( Ào 

v 

I hw Asr (T_.- l's) 

(c, · - c,) Ts) I 

( I) 
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dX 

d:: 

N 

v 
(2) 

These equations dcpc11d 011 thc dry solid flow rate (S,) 
and solid velocity (v) through the dryer, thc heating surfaec 
temperature (T v.), thc heat transfer coefficient bctwcen the heati11g 
surface and the wet solids (hw) and physical properties like the 
vapour (c,). liquid (cL) and \\Ct solid (eh) heat capacities. To obtain 
the pro files along the dryer Eq. (I) and (2) havc to be intcgrated 
using the solid inlet conditio11s. Thc drying kinctics (N) is assumcd 
proportional to tl1e heat flux from the heating surface to the wet 
parti eles 

N 
hw Asr v 

Fx (Tw- Ts) 
Às Ss 

(3) 

To takc into account the decrcasing drying rate pcriod a 
factor (F,) that depcnds 011 the criticai (Xc) a11d equilibrium (X*) 
moisturc eonte11ts is considered: 

x-x· 
r_~ = 1 tf x ~ xc ; r~ = x _ x· if x < xc 

c 

(4) 

Asr is the cffcctive heating surface arca per meter of drycr le11gth, 
i.e. that submcrsed by thc solid particlcs. This parameter is 
estimatcd from the total numbcr of tubcs used as heati11g surface 
and thc dryer volume fractio11 filled with the solid (<j> ) Solid 
vclocity (v) was calculatcd from the relationship bctwccn the 
retention time (-r ). the solid retention (H) and the total solid mass 
rate (Ss): 

H fjJJr /J2 Lp L -1 s, 
T v 

fjJJr /)2 p s, 4 s, T 

(5) 



HEAT PENETRATION MODEL 

Thc second approacb used to calculatc thc variablc 
pro files is bascd on the \\ ork of Tostsas and Schliindcr ( 198 7) ln 
this work it is assurned that the intraparticle resistance to the mass 
transfcr is ncgligiblc. Thc stcady mixing proccss is rcplaccd by a 
sequencc of unsteady mixing steps. During a certain period of 
length IR the solid bulk is static. A drying front pcnetratcs from thc 
hcating surface into the solid bulk. Between the monng front and 
the heating surface ali the particles are dry: bcyond that front ali 
the particles are wet. When the static period ends at t=tR the bulk 
is perfectly mixed. After that. the drying front moves again into the 
bulk This time. the solid moisture content is lower because of the 
drying during the first contact period. A scheme of the process is 
shown in Figure I. 
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Figure 1. Scheme of thc drying process describe through the heat 
pcnctration theory (Tostsas and Schlündcr, 1987). 

ln thc first pcriod thc drying front is at a distance zr 
from the heating surface. Abovc this point solid moisture content 
and temperature remain constant. With no bounded moisture 
prescnt, the region between O and zr will be completely dry. This 
region is approximatcd by a quasi-continuum media that has 
thcrrnal propcrties (effectivc therrnal conductivity(k), density (p ) 
and heat capacity (c)) of a mixture formed by the solid particles 
and thc gas (vapour) inside them. The process is describe through 
the following partia! differential cquation 

ar 
at 

k a2 T 
(-)sb dry a 2 pc . ::: 

(6) 

The solid temperature at z=O is T=To different to that of 
the heating surfacc due to the heat transfer resistance. At z=zr the 
solid temperature is T=Ts. The other condition to solve Eq. (6) is 
given by 

ar 
- ksb dry a- '=r 

a:::r 
Psb dry X Âev W 

(7) 

Thc solution of differential equation in (ó) gives the 
temperature profile in the region between O and ZT' 
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k 

T -l's 
erl I:: -/ ( )sh dn / j pc . 

I -
To- Ts erl ~ 

(8) 
where Ç (Ç=zr /(4 (klp c)sb.drv 1)05

) is the reduced location of the 
drying front which can be calculated from 

J;~exp(()/(aws- I)erf~·If Ph(a,..,- I) 
adn· adrv 

(9) 

bcing aw, the hcat transfer coefficient betwcen the wall and the 
solid particles in contact \\ith wall (Mollckopf. 1983) and Ph thc 
phasc-change. a measure of the intcnsity of the latcnt heat sink. 
dcfined as: 

Ph 
X À," 

Csb. dry (Tw - Ts} 
(lO) 

The overall heat transfcr coefficient of the corresponding 
heating problem. from thc hcating surfacc and the bed of drv 
particles is denoted as adr) is calculated from: 

I I I 

adrv aws asb, dry 

where asb.dr) is given by: 

ash, dry c 2 
( p k c)sb' d!y· 

1[ t 11 

(11) 

(12) 

The ovcrall heat transfer cocfficicnt from the heating 
surface to thc wct solid particlcs is obtaincd from 

awet 
I + ( aws 

a,.,,, 

adn· - I) erl~ 
(13) 

Thc t,'Tadicnt of thc tcmpcraturc profile at thc phasc 
boundary yiclds lhe heat flux Qtat: 

q,a, awet (Tw-Ts) exp (-/!) 

(14) 

from this. thc drying rate (m) can bc calculatcd as: 

m q,at Âev (15) 



Thc solid moisturc contcnt at thc cnd of onc contact 
period is calculatcd from: 

X(t ' IR) ,_ X(t)- (mIRA) / Mr1ry 

(16) 

bcing A thc hcating surfacc arca and Mdrv thc mass of the dry 
material. lf thc heat tra:1sfer from the dry to wct solid particles is 
null aftcr thc mixing takcs placc thcn thc changc in thc avcragc 
solid bed tcmpcrature can bc calculated from: 

(17) 

Thc solid moisture content and temperature at the 
bcginning of thc next contact pcriod are calculated using Eq. (16) 
and ( 17). ln this way thc drying curve is obtained stcp by stcp. Thc 
extcnt of the contact period tR depends on the geomctry of the 
drying devicc. its rotation rate and is indcpcndent of the solid 
propertics. Parametcr tR has bcen calculatcd using (T ostsas and 
Schlündcr. 198 7): 

lu lmix N mix Nnux 

(18) 

bcing lmix the invcrse of the rotation rate of thc drying dcvice ( 1/s). 
Nmix is a paramctcr that gives account of thc mixing dcgrcc. Thc 
rclationship bctwccn NmLx and thc Froud numbcr (Fr=(2ns)2 D/(2 
g) given in tcrms of the rotation rate (s) and diameter (D) of the 
dryer device) in Eq.( 18) has been proposed previously) 
(Mollekopf. 1983 ). The v alue of thc constants in this rclationship 
(a and P> dcpcnds on the drycr operation conditions and its 
geomctry. 

ln ordcr to use this methodolob'Y to dcscribe thc drving 
proccss in an indircct contact rotary drycr. it was assumed that the 
solid particles have a uniform velocity through thc dryer (v): 
during a contact pcriod the solid particlcs move a distancc along 
lhe drycr givcn by thc product v IR. For lhe s\mulation purposcs of 
thc prcscnt work thc hcat pcnctration model was applicd changing 
thc time incremcnt by a dryer lcngth increment Thc ratio A/Md" 
was estimatcd from thc solid rctcntion (H) and thc surfacc arca 
availablc for heat transfcr per meter of drycr length (Asr) 

A 

Mc~ry 

Ars /, 
- ---

H 

A1s -1 
----
</JJr /)2 p 

(19) 
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RESUL TS ANO DISCUSSION 

Solid moisturc contcnt and solid tcmpcrature profilcs 
along the dryer were calculated using thc two approaches 
prcscntcd abovc. Dryer opcration conditions (inlet solid 
temperature T so, inlct solid moisturc contcnt Xo, number of 
hcating tubcs nT, tubc diamctcr d1. drycr lcngth L and solid 
particle diameter dp) given in Table I were used. These conditions 
correspond to thosc used in an industrial drying unit Thc outlet 
solid moisturc content reached with thcse operation conditions is 
bctwccn O 15 and 0.20 d.b. 

Table I: Opcration Conditions used in the Simulations Runs 

Drycr Solid 

4> 015 m3/m3 x· 0.001 d.b 
nT 160 Tso 80 ºC 
dr 0.05 m Ss 1.2 Kg/s 
Tw 200ºC Ps 550 Kg/ml 
D 2.7 m Xo I O d.b 
s 9RPM dp 0.001 m 
L 15m 

1~0 
O.'.J 

O li 165 

07 150 

,-. 0.6 

E ..é 135 

~ 0.5 
"' ~ 04 120 f-; 

( )3 
105 

02 
'.JO' 

O. I 

o 75 

() 5 
z( m) 

lO 15 

Figure 2. Solid moisturc contcnt and tcmperaturc profilcs 
calculatcd using thc hcat and mass balances for two valucs of thc 
criticai moisturc contcnt ( ---X,=0.05:- X,=0.35). 

Hcat transfcr cocfficicnt bascd on thc total hcating surfacc arca has 
been estimatcd previously from experimental data. V alues between 
70 and 90 W/m2 K wcrc found (Ramírcz and Promis, 1995). Sincc 
thc experimental values are based on Lhe total arca availablc for 
hcal transfer thc heal transfcr cocfficient bascd on thc submerscd 
arca would havc valucs bctwccn 174 and 224 W/m2 K for thc 
opcration conditions shown in table I. Solid moisture content and 
tcmpcraturc profiles for diffcrcnt values of the criticai moisture 
content (O 05 and 0.35 d.b.) using a value of 174 W/m2 K for the 
hcal transfer coefficient based in the submerscd arca are shown in 
Figure 2. lt is obscrved that oncc the solid moisturc contcnt 
bccomcs lowcr than the criticai contcnt thc solid tcmpcraturc 



increascs sharply reaching that of the hcating surface. After the 
solid moisturc eontent has been rcduced below the criticai content, 
the drying rate is also rcduced (F, < I) and the heat llux is mainly 
uscd to increase the solid temperature. 
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·· .. ·. · .. ·. 
·•·•· ..... 
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··,· .. _/ Ts 

0.0 +----+-----+----+ 
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75 

G 
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~ 

Figure 3.. Solid moisture content and temperature profiles 
calculatcd using the methodology bascd on thc heat penetration 
theory for two different relationships between Nmi, and Fr (--- p 
=2: -P =16). 

The approach based on the heat penetration theory nccds 
no parametcr rclatcd to the heat transfer. lnstead a relationship to 
take into account ofthe solid mixing degree has to be given. Figure 
3 shows the solid related variable profiles for different valucs of 
P(Eq. 18). Values of 16 and 2 were used, bcing y equal to 0.2. 
Simulations using higher values of p show lower valucs of the 
outlet solid moisturc content This is bccause high valucs of p 
imply a poor mixing degree. A v alue of 16 has becn recommended 
for situations whcrc the drying takcs placc over a hcating plate. 
For the drying process considercd in this work a better mixing 
degree can bc achieved becausc industrial drycrs are cquipped with 
internal llights that improve thc solid mixing. On thc other hand, 
Nmi, has also inlluencc on LR which is invcrscly proportionalto thc 
heat transfcr coefficient between thc heating surface and the dry 
particles termed IXsb,dry (Eq. 12) So as thc mixing numbcr 
increases a lower heat llux from thc hcating surfacc to the dry 
particles is obtaincd. Solid moisture contcnt and temperature 
profiles diffcr significatively in both cases (Figures 2 and 3) 
White thc first one shows a period of almost constant solid 
temperature the sccond predicts a steady incrcase. To validate the 
rcsults measurcments along thc dryer should bc carricd ou!. 
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CONCLUSIONS 

Two diffcrent approaches wcrc prescntcd to cstimatc the 
solid moisture content and solid temperature profiles along an 
indircct contact rotary drycr. Onc of thcm integrates the 
diffcrential hcat and mass transfcr balances through the drycr 
length. This approach needs an estimate of thc heat transfer 
coefficicnt Thc second approach uses a methodology based on thc 
heat pcnetration thcory deriveti formely to dcscribe a batch drying 
process. ln this case il is necessary lo havc information rclated to 
thc solid mixing degrcc. Ncvcrthclcss, it necds no parametcr 
related to the heat transfer. Depending on the approach used to 
simulatc thc drying proccss differcnt profilcs werc obtaincd 
although the sarne v alue for thc exit solid moisturc contcnt can bc 
prcdictcd. 

REFERENCES 

MollckopfN., 1983, Ph.D. Thcsis, Univ. ofKarlsruhe, 
Gcrmany. 

Parodi C., 1992, memoria para optar ai titulo de 
lngenicro Civil Químico, Universidad de Santiago de Chile. 

Ramirez E., F. Promis, 1995. memoria para optar ai 
título de lngeniero Civil Químico, Universidad de Santiago de 
Chile. 

Tsotsas E., U. Schliindcr, 1985. Chem. Eng. Process. 
21.199-208. 

ACKNOWLEDGMENTS 

The authors thank thc cconomical assistancc given by 
Fondo Nacional de lnvcstigación y Dcsarrollo through the project 
Fondecyt 1-95-0489. 



VI ENCIT I VI LATC'M Florianópolis, SC BRAZIL (November, 1996) 

CONJUGA TE CONVECTIVE DRVING OF MULTIPARTICLE SVSTEMS 

J1.9(Ji1 Leandro S. Oliveira 
Departamento de Engenharia Química 
Universidade Federal de Minas Gerais 

30160-030 Belo Horizonte MG BRASIL 

Kamyar Haghighi 
Dept. of Agricultura! and Biological Eng. 

Purdue University 
West Lafayette, lN 47907-1147 USA 

SUMMARY 

A methodology for the analysis of conjugare problems in convective drying of multiparticle systems is 
presented. ln this study, the interface between each particle and the externa/ convective flow is treated as an 
internal boundary within a two-phase system rather than a geometrical limit. The problems of solid drying 
and convection boundary layer are connected by expressing the continuity of the state variab/es and their 
respective jluxes through the interface. The theoretical aspects are discussed and results are presented for 
convective trasnport in a linear assemblage of two soybean kernels. The results presented here reinforce the 
need to take into account particle interactions when studying the drying mechanism of mutipartic/e systems. 

INIRODUCTION 

Considerable work has been done in the past decades on 
the development of theory and mathematical models for grain 
drying. Comprehensive reviews of these models and computer 
simulation methods are available in the literature (Parry, 1985; 
Cenkowski et ai., 1993; Parti, \993: Waananen et ai.. 1993). 
Basically. two distinct typcs of models have been developed: the 
deep-bedlthin-layer and thc single-kernel models. Most of these 
models are based on systems of coupled nonlinear partia! 
differential equations where temperature and moisture content 
are the primary variables. ln most cases. the analytical solution 
of the equations cannot be determined. and an approximate 
(numerical) solution technique must be used. 

Numerical techniques. such as the finite difference, finite 
element and finite volume methods. have been successfully used 
to simulate the heat and mass transfer that occur during the 
drying of grain . However. most of those efforts have been 
restricted to analyses of single-kernel and deep-bed/thin-layer 
drying for which simplifying assumptions are made . ln the case 
of single-kernel drying analysis. the temperature and moisture 
distributions are evaluated inside the kemel only. and the 
transfer coefficients and externa! conditions are considered to be 
constant. uniform and known a priori. For the deep-bedlthin
layer drying analysis. the whole system of kernels is considered 
as a single porous body. where the transpor! occurring inside 
individual kemels is not taken into account. ln either case. the 
interactions among kerm:!s. and between kemels and the 
surrounding fluid. are neglected. The analysis of drying of a 
multi-kemel system provides fundamental knowledge for 
understanding the effects of interaction on the hydrodynamics. 
and heat and mass transfcr characteristics of closely spaced 
particles. 

Modeling the drying of a multi-kernel system by any of 
the existing theories should take into account the solution of 
equations for transpor! within the solid coupled to boundary 
layer equations as applied to the drying medium. Analytical and 
numerical solutions are available in the literature for drying 
model s where a conjugate problem was not considered. These 
solutions were obtained with the assumption that the heat and 
mass transfer coefficients were known a priori . A problem is 
usually referred to as conjugate whcn coupled mechanisms of 
heat andior mass transfer within and between differcnt phases in 
thc sarne system are involvcd. ln thc conJugatc approach. the 
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effects of the heat and mass transfer within the solid on the 
transfer in the adjacent fluid are analyzed. This approach 
eliminates the need for convective heat and mass transfer 
coefficients. lndeed. these coefficients can be evaluated during 
the simulation process. 

ln the analysis of a multi-kernel drying system utilizing a 
conjugate approach. the transpor! both inside and outside the 
kernel are studied, together with the effects of closely spaced 
kernels on the transfer mechanisms and coefficients. A better 
understanding of these mechanisms is important for improving 
the design of existing grain drying systems and for the 
development of new ones. lt is the aim of this work to propose a 
methodology for the solution of conjugate heat and mass transfer 
problems in the drying of multi-kernel systems. 

THEORETICAL ANAL YSIS 

This section presents the proposed solution methodology 
for the conjugate heat and mass transfer that occur in the drying 
of multi-kernel systems. lt also presents the cquations uscd in 
the solution methodology togcthcr with a brief discussion of the 
approximations and assumptions adoptcd for the conjugatc 
approach. 

ln this study. thc approach for the solution of conjugate 
heat and mass transpor! problems in grain drying consisted of 
dividing the problem into two. namely the boundary layer and 
the solid drying analysis. and solving thcm separately. The 
coupling between the transfer within the solid and the transfer in 
the boundary layer was obtained from equations expressing the 
continuity of both the state variables and their respective flux es 
at the interface. ln the problems considered here. both heat and 
mass transfer were moderate and the fluxes through the solid
fluid interface were assumed not to disturb the velocity field. 
Also. the variations of the air density were ignored and the 
hydrodynamics analysis relied on a classical incompressible 
flow treatment. 

It is noteworthy to mention that. in the adopted approach. 
the boundary layer problem was treated as a series of steady
state solutions. whereas the solid drying process was necessarily 
transient. This assumption was bascd on the fact that the time 
scales for the convection proccss are much smallcr than those for 
the drying process (Masmoudi and Prat. 199 I). A detailed 
discussion of the assumptions and di screpancies underlying the 



adopted conjugate approach was presented by Masmoudi and 
Prat ( 1991 ). The equations for this approach are presented next. 

Luikov's basic conservation equations for coupled heat 
and mass transfer in porous body were utilized in the solid 

drying analysis and are given by 

PsCq ~ = v-[(kq +EÀkm8 ')VT+EÀkmVu] 

au 
PsCmat =V [km8'VT+kmVUj 

(I) 

(2) 

where 8' = 8 I Cm, T is the temperature, U is the moisture 

potential, p, is the solid density, cq and cm are the respective heal 
and mass capacities, kq and km are the heat and mass diffusion 
coefficients. respectively, E is the phase conversion factor, À is 
the latent heat. 8 is the thermo-gradient coefficient. and t is time. 

The nondimensional form of the equations utilized to 
describe the convective drying process in the boundary layer are 

Continuity 

Momentum 

Energy 

v ü =o 

- o- o I o2-U·v U=-vp+-v U 
R e 

- o I o2 U· vT=--v T 
RePr 

Conservation of Species 

ü -Vw = -
1
-v2w 

ReSc 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

where the Reynolds (Rc). Prandtl (Pr) and Schmidt (Se) numbers 
are respectively given by 

Re = Palo Voo 
J.l 

Pr=~ 
k a 

Se= PaD 
J.l 

(7) 

(8) 

(9) 

p, is the air density . V"' is a datum velocity. J..L is the air viscosity, 
cP is the air heat capacity, k, is the air thermal conductivity, D is 
the diffusion coefficient of water in air, p is the pressure. w is the 
water vapor mass fraction. and 10 is a characteristic length . The 
equations expressing the continuity of the state variables and 
their respective fluxes at the interface were used as boundary 
conditions for both problems and are given by 

Tr = Ts ( 10) 

w 1 = w(T. U) 5 (II) 

kaVT·n+ÀpaDVw -n =(kq +km8')VT-n+kmVU-n (12) 

PaDVw-n = km8'VT-n+kmVU n (13) 

350 

where k~ = Elckm, the subscripts f and s represent the fluid 

and the solid interfacial surfaces. respectively, n is the, surface 
unit normal vector. and w(T,U) is a function relating the solid 
local equilibrium moisture content at a certain temperature to the 

absolute humidity of the air. No slip condition. i.e .. ü = O is 
assumed at the solid-fluid interface. 

The solution methodology utilized is described next. The 
boundary layer problem was solved first with boundary 
conditions of the first kind at the solid-fluid interface . The 
results of the finite element analysis were used to evaluate the 
heat and mass fluxes at the interface and these fluxes were then 
used as boundary condition of the second kind for the solid 
drying problem that was solved next. An advance in time was 
performed and the solid drying analysis results at the interface 
were used as boundary condition for the boundary layer 
problem. The procedure described is repeated until the final 
drying time is reached. 

• 

• 

• 

• 

• 

The televant assumptions made in this study are: 
The externa! flow is assumed to be laminar. This is a 
reasonable assumption when studying flow through 
unconsolidated porous medium for which the incidence of 
turbulence is of doubtful occurrence (Dullien, 1975); 
The solids are assumed to be unsaturated, homogeneous 
and non-deformablc. This is a requirement for the use of 
Luikov 's equations to describe the heat and mass transfer 
within the solids. since they were derived under these 
assumptions. The assumption of non-deformability leads to 
the eliniination of the pressure equation from Luikov's 
model, since the total pressure gradient appears within the 
material as a result of the resistance of the solid matrix to 
vapor motion as it shrinks; 
The characteristic length scales of the drying medium are 
much smaller than those of the externa! flow . T.his 
assumption allows for the imposition of a no-slip condition 
at the solid-fluid interface (Masmoudi and Prat, 1991 ): 
The interface dividing the two domains is assumed to be a 
surface without thickness (Prat. 1990): and 
lnstantaneous cquilibrium is assumed at each point along 
the solid-fluid interface at each time step This assumption 
provides a mcans for rclating the solid moisture content at 
its surface with the water vapor mass fraction immediately 
close to it in the boundary layer. 

IMPLEMENT ATION 

A finite element code was developed to solve the set of 
equations describing the hcat and mass transpon in the porous 
medium. The finite element formulations for the porous medium 
heat and mass transfer equations were developed following the 
I ines of Thomas et ai. ( 1980). The solution for the boundary 
laycr analysis was obtained by using the commercial software 
FIDAP ( 1993 ). The meshes uscd were comprised of quadratic 
triangular elements for the boundary layer analysis and linear 
triangular elements for the solid drying analysis. The mesh 
generator developed by Kwok ct ai (1995) was used to build the 
meshes. 

Heat and mass transpon in a linear array of spheres. 
representing an arrangement of soybean kernel s.• (or which 
sphericity values are in the range of 85 to 90%-(as calculated 
from data givcn by Stroshinc and Hamman . 1993) . is the focus 
of this section. The effect of forced convection on particlc 
interactions depends on both the relative arrangemcnt of the 
spheres and the orientation of this arrangement with respect to 
the tlow direction. A linear or tandem arrangement of spheres 
aligned with lhe direction of the tlow was chosen for thi s study. 



With the linear arrangement, due to maximum interaction 
between particles, a lower· bound for convective heat and mass 
transfer rates is established. This is in contras! to the single 
particle case. for which an upper bound for transfer rates is 
established due to the absence of parti ele interactions. 

Although a linear arrangement of spheres was analyzed, 
the solution methodology used is generic and applicable to the 
analysis of transpor! in fixed. distended. and tluidized beds as 
well as in single-sphere studies. The approach adopted here 
somewhat falis into the 'flow around immersed bodies' category 
when studying tlow through porous media. The cylindrical cell 
model for hydrodynamics problems in multi-sphere systems 
idealized by Tal et ai ( 1983) was used in the solution of the 
example problem in this section. Luikov's drying model. for 
which soybean properties are partially available. are used to 
describe heat and mass transfer within the individual kernels. 

The example problem studied here was that of drying of 
two soybean kernels in tandem arrangement with no spacing 
between them. The kernels were placed in an air stream in such a 
way that both hemispheres were evenly exposed to the airtlow. 
Due to the symmetry of the problem, only half of the two
dimensional domain was used for the analysis (Figure I). 

~ ~---------------------------------, --., I CODtrol 
__..,. : : ....--VoiUDM 

' -· -: 

=====~--~---··-········----·-j 
Figure I - Drying of two spheres in tandem arrangement. 

The conditions of the undisturbed ai r stream were T 
o -3 oc 

= 37 C, CD~= 7.02x lO (cj> = 18%) and Re = 82. This Reynolds 

number corresponds to an ai r velocity of v = 0.23 mI s. The 
initial conditions for the sovbean kernels were T = 20°C and U 

= 43°M (m.c.:::e 23%). ~here 0 M is the unit for moistur~ 
potential as defined by Luikov ( 1966 ). The parameters used in 
the drying model and thc therrnophysical properties of the ai r are 
presented in Table I. The drying conditions used here are thc 
sarne as those uscd by Overhults ct ai. (1973) in thcir 
experiments on drying of soybeans. 

Thc modified Henderson equation for soybean 
cquilibrium moisture content. as presentcd by Stroshine and 
Hamman ( 1993 ). was used to evaluate the pointwisc equilibrium 
relative humidity at the interface. Once the equilibrium relativc 
humidity h as been evaluated. the watcr vapor mass fraction (CD) 

at the interface is then evaluatcd by mcans of psychrometric 
relationships. The results and discussions of the example studied 
are presented next. 

Table I. Thermophysical properties (lrudayaraj et ai.. 1990: 
Kreith and Bohn. 1986). 

Prop. V alue Unit Prop. V alue Unit 
k q 0.115 W/mK p 1180.0 kg/m 
cq 1884.0 J/kgK E 0.3 
cm 0.005 kg/kgM À 0.25xl07 

J/kg 
k 8.8x I 0- 10 kg/msM 8 0.01 lt'C m 
Pa 1025 kg/m 1 

fl 19.9xl0-" Ns/m~ 

c r 1017.0 J/kgK k 0.0279 W/mK 
12xl0-' m~/s 

a 
D d O.'l07 m 
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The velocity vectors for Re = 82 are presented in Figure 
2. Notice that there is a weak recirculation zone at the rear of 
the downstream kernel and also in between kernels. 

--- - - ----~-+~~ --___.....~"""""%. ...... ~____.. ~--+ - - -
---

Figure 2- Velocity vectors for soybean drying problem 
(Re = 82) 

The contour plots for temperature and mass fraction in 
the boundary layer and the soybeans temperature and moisture 

potential distributions at the drying times t = 5 min and 

t = 20 min are presented in Figures 3 and 4. respectively. Thesc 
times are rcpresentative of the beginning of the process and the 
time when the average moisture content decreased to 30% of its 
initial value. respectively. The heat and mass transfer rates for 
the downstream kernel is significantly different from that of the 
lead kernel The boundary layer of the lead kernel show higher 
concentration of temperature and mass fraction gradients than 
the boundary layer of the downstream kernel does for a drying 

time of 5 min (Figures 3(a) and (b)). At t = 5 min, the 
temperature of the front portion of the lead kernel is reaching the 
temperature of the undisturbed stream. The rear portion of the 
lead kernel and the downstream kernel still are relatively cold 
and their temperature is far from reaching the undisturbed stream 
v alue (Figure 3(a)). Thc concentration of mass fraction gradients 
is still higher in the lead kerncl boundary layer than it is in thc 

downstream boundary layer at t = 5 min (Figure 3(b)). This is 
due to the fact that the mass transfer process is not as intensive 
as thc heat transfer. 

Regarding heat transfer. the array of kernels presented a 
peculiar behavior at a drying time of 20 minutes (Figure 4(c)). 
As the front portion of the lead kernel heats up. and thc 
tempcrature gradicnt between that portion and the air stream 
vanishes. the thermal boundary (ayer moves towards the aft 
portion of that kernel. The downstream kernel is then exposed to 
a relatively hotter air which accelerates its heating. At the 
recirculatioc zone between kernels, the relatively hotter air 
coming from the front portion of the lead kernel transfers heat to 
the front surface of the downstream kernel, before reaching the 
rear surface of the lead kernel. As a result. a relatively colder ai r 
exchanges heat with the rear surface. A further consequence, and 
contrary to what is expected. is the downstream kernel attaining 
h1gher average temperature than the lead one. at the drying time 
of 20 minutes (Figure 4(c)). Low intensity evaporation at the 
surface of thc downstream kernel also contributed to this 
phenomenon. Only a small portion of the total heat input was 
ut1hzed to vaporize water at the surface. with the greater portion 
bemg ut1hzed for the heating of the kernel. At that point. the 
dominating heat transfer mechanism in the downstream kernel 
seems to be heat conduction. This statement is based on the tàct 
that the wntours for temperature of the downstream kernel are 
symmetric. resembling radial distributions typical of heat 
conduction problems in sphercs. ln contras! to what was 



discussed above, the average moisture potential of the 

downstream kemel for t = 20 min was lower than that of the 
lead kemel. Recall that the mass transfer occurs at a much lower 
rate than the heat transfer. 

(a) 

(b) 

~ 
(c) 

~ 
(d) 

Figure 3- (a) Temperalurc and (b) mass fraclion isolines for lhe 
boundary layer analysis. and soybean (c) lemperalure and (d) 

moisture potential dislribution for t = 5 min. 

The behavior of the interfacial heat and mass tluxes 
presenled in Figures 5 and 6. respectively. corroborales the 
discussion above. At lhe beginning of lhe drying process, thc 
heat flux decreases along the surface of the lead kernel, in lhe 
direction of lhe airflow. The heat flux at the surface of the 
downstream kemel presented a maximum at an· angular position 
of about 90°. As drying proceeds. lhe heat flux at the front 
ponion of the lead kernel decreases very rapidly. whereas at the 
r"'ar it increases, due to an increase in the lemperature gradients 
(Figure 5(a)). At the surface of the downstream kernel. the heat 
tlux decreases rapidly ata position of about 90° and increases in 
the front ponion (Figure 5(b)) for the sarne reason as discussed 
above. Notice that there is a weak recirculation at the rear of the 
downstream kerne l and it has little or no effect on thc heat 
transfer. The mass fluxes at the surface of the kernels did not_ 
present significam variation in time. except at the front ponion 
of the lead kernel (Figure 6(a)). The fact that the mass flux at thc 
surface of the downstream kernel did not change in 20 minutes 
suggests that evaporation ai lhe surface was the conlrolling mass 
transfer mechanism at lhat poi111 in time. 

)52 

(a) 

(b) 

~ 31. )4.47 

~ 

(c) 

~ ~ 
(d) 

f:igure 4- (a) Temperature and (b) mass fraction isolincs for the 
boundary layer analysis. and soybean (c) lemperature and (d) 

moislurc potcntial di stribution for 1 = 20 min. 

The mass-avcragcd tempcraturc and moisture content of 
thc assemblage of kcrnels are presented in Figures 7(al and (b). 
respectively . Notice that. even lhough the front ponion of the 
lcad kernel has dried to about 40% of its initial moisture content 
(Figure 5(a)). the average moisture contcnt of the assemblage is 
much higher. This is duc to the contribution of the high moisture 
content of the downstream kernel. 8oth mass-averagcd 
temperature and moisturc conlcnt curves presenled unexpected 
behavior. The previously described acceleration of the heating of 
the downstream kernel after 20 minutes of drying was captured 
by the mass-averaged temperature curve (Figure 7(a)). From that 
curve and thc contour plots in Figures 3 and 4. it can bc 
concluded that, for the greatcr pan of lhe drying period. thc 
average temperature of the lead kernel was the major contributor 
to the decrease in thc averagc of the assemblage. As seen in 
Figure 4(c). at about 20 minutes the avcrage lemperature of the 
downstrcam kernel becomcs the major contributor. causing the 
sudden change in lhe slopc of thc curve in Figure 8(a) 
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ln contrast to the mass-averaged temperature. the mass
avcragcd moisturc content curve accelt>rated at about I O minutes 
of drying. A plausible explanation is as follows. As the front of 
the lead kernel dries. the mass flux in that region decreases. 
whereas the flux at the rear portion incrcases by a small amount. 
As drying proceeds. the tluxes at the interparticle recirculation 
zone increase (Figures 7(a) and (b)) sufficiently to re-accelerate 
the drying rate. as the drying front penetrares decpcr into both 
kcrnels in that rcgion (Figure 4(d)). 

According to the experimental results by Overhults ct ai. 
( 1973 ). it took about 5 hours for a mass of soybean kernels with 
an initial moisturc content of 23% ( d. b.) to dry down to a 
moisture content of 16% (d.b.) . Based on the present study. it 
took only 20 minutes for an assemblage of two soybean kernels 
to attain an average moisture content of 16% (d.b.). There are 
severa! possible factors that may have contributed to this 
difference : 
I. Overhults and co-workers dricd approximately 1500 

kernels in a tray of about 0 .3 mx0.3m. Assuming that it was 
a square tray . they had at least 40 kernels in a linear array 
oriented in thc dircction of the flow . As discussed beforc. 
the more kernels there are in the array. the lower will be the 
average drying rate. due to an increase in particlc 
interactions. lt is noteworthy to point out that in the 
experimental study there werc particlc intcractions in both 
the direction of thc tlow and in a direction perpendicular to 
the tlow. This lowcrs thc drying rate even more. Thus. 
based solely on this rcason. an assemblage of two kerncls is 
expected to prcscnt a much higher drying rate than an 
assemblage of 1500 kcrncls. 
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2. ln the presem study, the kernels had their hemispheres 
evenly exposed to the drying air, whereas in the experiment 
by Overhults et ai. ( 1973) they did not. ln the experimental 
study the area available for heat and mass transfer was 
reduced because most of the kernels were in contact with at 
least four other kernels, and also with the tray. The 
presence of the tray also causes a reduction in the velocity 
of the air that flows along the lower hemisphere surface of 
each kernel. As a result. the average drying rate is much 
lower. 

3. Luikov ' s modcl parameters for soybean were partially 
available and some of them were guessed and not actually 
experimentally determined (e.g .. the mass capacity, cm. 
thermo-gradient coefficient, o). 
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CONCLUSIONS 

The methodology proposed and utilized in these·. studies 
for the solution of conjugate drying problems presented a 
reasonably good performance in terms of providing more 
realistic temperature and moisturc contem distributions than the 
usual methods, where model parameters are bascd q,n lumped 
conditions. The accu:acy of the results could no.! be verified due 
to the lack of experimental data suitable for comparison. The 
validation of the proposed methodology and verification of 
results accuracy would be possible if ~xperiments that exactly 
reproduces the conditions used here were performed. However. 
experimental studies of multiparticle systems, especially related 
to mutual interactions. are scarcely re,portcd. i_f not non-existcnt. 



Regarding computational requirements, the least amount 
of CPU time spent in the solutim~ of the conjugate problems in 
these studies was over 60 hours. With the computer resources 
currently available, the solution of such problems is not 
practical. Nevertheless. it provides a better insight into the 
drying mechanisms than the usual methods do. ln this study, the 
analysis of conjugate drying problems showed that both heat and 
mass fluxes can vary significantly along the drying medium 
surfaces and also with time. As a result. ali problems presented 
non-uniform heating and drying, demonstrating that extra care 
should be taken when simulating such drying problems by 
means of one-dimensional analysis and constant transfer 
coefficients. Also. the interactions between particles 
significantly affects the hydrodynamics and heat and mass 
transfer characteristics ofthe assemblage as a whole. 
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RESUMEN 

En este trabajo se presenta una experiencia l/evada a cabo en los últimos afias, sobre la realización de 
Trabajos Prácticos grupales, con participación activa de los alumnos. Las actividades que se describen 
están destinadas ai diseilo, construcción y ensayo de un equipo didáctico para e/ estudio de los fenómenos de 
Transferencia de Energia y Materia. La realización de/ Trabajo Práctico persigue objetivos que van más 
aliá de/ aprendizaje de contenidos ya que se pretende que e/ alumno adquiera capacidades, aptitudes y acti
tudes no contempladas con los métodos de enseíianza tradiconales. 

INTRODUCCION 

E! desempeno profesional dei Ingeniero Químico raras ve
ces implica la realización de tareas según una secuencia rígida 
preestablecida, lo que en general suele caracterizar a las experi
encias de laboratorio desarrolladas en gran parte de las asignatu
ras de la carrera, principalmente en aquéllas de los primeros 
afios, y por ello, en la mayoría de los casos, los estudiantes no 
tienen oportunidad de apreciar ciertos aspectos de la práctica 
ingenieril hasta la fase final de la carrera (Scarrah, 1979; Ray 
Bowen, 1994). 

Asimismo, los rápidos cambios de la tecnologia general
mente no producen los cambios correspondientes en la educa
ción de los Ingenieros, y en buena parte, la ensenanza de la In
geniería conserva los métodos tradicionales. 

En los cursos se acostumbra a dar demasiado énfasis a los 
problemas cerrados y claramente enunciados, y muy poco énfasis 
a la formulación de problemas y a los problemas abiertos en los 
cuales puede haber más de una respuesta correcta (Ray Bowen, 
1994). 

Es sabido que para lograr un aprendizaje significativo, no 
memorístico, de las Ciencias se requiere el domínio dei método 
con que se han construído y se construyen los conocimicntos 
asociados a las mismas (Concari y otros, 1992). 

El conocimiento científico se construye a partir de una 
idealización, abstracción y modelado de la realidad. El modelado 
no sólo es una estrategia cognoscitiva empleada en las ciencias 
"puras", sino también una herramientâ fundamental en la ac
tividad tecnológica, en el diseno ingenieril (Salinas de Sandoval 
y otros, 1995a ). 

Por este motivo, e] alumno debe incorporar el pensamiento 
científico de modo que paeda usarlo a lo largo de la carrera y en 
su vida profesional , para explicar, modelar y transformar el me
dio ambiente que lo rodea. 

Por otra parte, las situaciones problemáticas y la interpre
tación y explicación de los fenómenos, son los ejes vertebra
dores de 11\ construcción científica, como así también de la prác
tica profesional de los Ingenieros. 

Si se pretende aproximar la labor de los estudiantes a una 
práctica científica, se deberían "planificar actividades guiadas 
que enfrenten colectivamente a los estudiantes con situaciones 
problemáticas abiertas, motivadoras y accesibles, que ya hayan 
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sido estudiadas y respondidas en alguna medida por la comuni
dad científica, y de las que ei docente tenga un adecuado ma
nejo" (Salinas de Sandoval, 1995b ). 

En la Cátedra de Fundamentos de Ia Ingeniería Química se 
desarrollan estrategias de ensenanza que propenden a Ia partici
pación de los alumnos en situaciones problemáticas similares a 
las de su futuro desempeno profesional, donde pueden utilizar 
resignificados, los conocimientos y los procedimientos científi
cos, y en las cuales las tareas generalmente no involucran ac
tividades que siguen un orden estricto ni la obtención de solu
ciones únicas. 

Fundamentos de la Ingeniería Química es una materia que 
se cursa en 3° afio de la Carrera de Ingeniería Química. Es de 
transición desde las materias básicas (Matemáticas, Física, 
Química, Termodinámica, Cálculo Numérico y Computación) e 
introductoria de las materias dei ciclo de Formación Profesional 
(Operaciones Unitarias, Ingeniería de las Reacciones Químicas, 
Instrumentación y Contrai de Procesos). En esta asignatura se 
estudian los Fenómenos de Transferencia de Cantidad de 
Movimientc, de Energía y de Materia, así como las Ecuaciones 
de Balance Integrales y Locales de estas propiedades. 

En los últimos anos el número de alurnnos promedio fue 
de veinte (20) por semestre, período que abarca el cursado y los 
correspondientes exámenes. 

Este trabajo se refiere a una experiencia llevada a cabo en 
los últimos anos, relacionada con Trabajos Prácticos grupales. A 
partir de 1989 se procedió a revisar y modificar la metodologia 
de enseiianza y aprendizaje, y las mayores innovaciones se rea
lizaron en e! Trabajo Práctico y en la evaluación de la asigna
tura. En las otras actividades- clases teóricas y de resolución de 
problemas - los cambias han sido menores, pero debe observarse 
que las mismas abarcan una gran parte dei tiempo asignado ai 
desarrollo dei programa (Albizzati y Arese, 1994 ). 

Las actividades que se realizan durante el Trabajo Práctico 
están destinadas ai diseno, construcción y ensayo de un equipo 
didáctico, y se encuadran en lo que se conoce como "método de 
proyectos", con participación activa de los estudiantes que cur
san la asignatura. 

Los equipos que aquí se describen están orientados a! 
análisis fenomenológico y conceptual, y a la medición de pro
piedades de transporte y coeficientes de Transferencia de Ener
gia y Materia. 



La realización dei Trabajo Práctico persigue objetivos que 
van más aliá dei aprendizaje de contenidos ya que se pretende 
que el alumno adquiera capacidades, aptitudes y actitudes no 
siempre contempladas a través de otros métodos de enseftanza y 
aprendizaje: se estimula el pensamiento creativo, el análisis 
crítico, el razonamiento y la iniciativa personal de los estu
diantes, entre otros. Los referidos aspectos no necesaríamente 
están todos involucrados en las metodologias tradicionales apli
cadas en los trabajos prácticos de las carreras de Ingeniería. 

CARACTERÍSTICAS DEL TRABAJO PRACTICO 

Con respecto ai Trabajo Práctico, tiene características ex
tra - áulicas y de trabajo grupal, efectuándose con la partici
pación activa de los estudiantes, y puede encuadrarse dentro dei 
"método de proyectos" (Néríci, 1980). Consiste globalmente en 
el planeamiento, ejecución y comunicación escrita y oral de un 
proyecto, relacionado con el disefto, construcción y ensayo de un 
equipo didáctico destinado ai estudio de uno de los temas de la 
asignatura. 

Durante la realización dei Trabajo Práctico, a cada grupo 
se !c asigna un docente asesor quien, a requerímiento de los 
integrantes, los orienta durante la preparación y ejecución dei 
trabajo, y supervisa el desarrollo de las actividades teniendo en 
cuenta los objetivos que se persiguen. 

En el Trabajo Práctico, los estudiantes desarrollan un tema 
elegido por ellos mismos a partir de las propuestas efectuadas 
por la cátedra y en el marco de los contenidos dei programa. En 
función de la complejidad dei tema, tiempo estimado de concre
ción y particularidades de cada trabajo, el número de estudiantes 
por comisión varia entre dos y tres. La integración de los grupos 
surge de los propios alumnos. 

Las actividades se programan de forma tal que cada tema es 
abordado por más de un grupo, en progresivas etapas. Las tareas 
se encadenan y los resultados obtenidos por un grupo en un de
terminado período son revisados en el período siguiente por otro 
grupo el cual Juego planifica y ejecuta sus propias actividades. 
De este modo se completa el estudio de un tema, con el aporte 
sucesivo de varias comisiones. 

En general los Trabajos Prácticos se desarrollan según las 
etapas que se listan en e! Cuadro I. 

Cuadro 1: Desarrollo dei Trabajo Práctico 

Etapas 

- análisis teórico 
- disei'io y construcción de equipos 
- modelado o simulación 
- obtención de datos experimentales 
- interpretación de resultados 
- elaboración de conclusiones 
- mejora de detalles constructivos 
- perfeccionamiento de técnicas de medición 

En todos los casos, en principio se contemplan aspectos 
teóricos, se profundizan conocimientos impartidos previamente 
en la asignatura, se realizan conceptualizaciones y estudios 
analíticos a partir de artículos publicados en libros y revistas 
técnico - científicas, los que se recopilan mediante búsquedas 
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bibliográficas. El material escrito elaborado en estos casos in
cluye las propuestas destinadas a dar continuidad al tema en 
estudio a través de trabajos experimentales. 

Luego se efectúa un análisis comparativo de la informa
ción relacionada con los métodos experímentales disponibles y, 
considerando los recursos técnicos y materiales, así como las 
posibilidades de concreción en plazos razonables, se selecciona 
e! dispositivo de acuerdo a los objetivos generales planteados. 

La etapa de modelado y simulación dei sistema en estudio 
se realiza según las necesidades, previamente al disefto en al
gunos casos o con posteríoridad ai mismo en otros. De este modo 
puede predecirse e! funcionarniento de los equipos para con
tribuir a la selección dei instrun1ental de medición, elaboración 
de técnicas operatorias, dimensionamiento de instalaciones 
complementarias, etc. 

En lo referente a las determinaciones experimentales, las 
rnismas se concretan en los equipos previamente desarrollados. 
Los datos de las experiencias se contrastan con información 
obtenida por otras vias y se interpretan con e! fm de extraer 
conclusiones sobre los modelos teóricos aplicados, para pro
ceder a su reformulación en caso de ser necesarío. Además se 
efectúa un análisis crítico de las tareas realizadas, lo que ha
bitualmente da lugar a la corrección de detalles constructivos y 
ai perfeccionamiento de las técnicas de medición utilizadas en 
cada caso. 

Para realizar los trabajos se cuenta con la colaboración de 
los Talleres Mecánico y de Vidrio de la Facultad, y se dispone 
de la Planta Piloto con servicios de agua, vapor, aire com
primido, vacío y electrícidad, los que se usan según los 
requerimientos de los mismos. 

Una vez finalizado el Trabajo Práctico, los alumnos expo
ncn oralmente los resultados dei trabajo ai resto de los estu
diantes y a los docentes, durante aproximadamente treinta 
minutos cada grupo, incluyéndose un período de discusión 
conjunta dei tema. Asimismo, presentan un informe escrito, 
estructurado de fonna que se pueden distinguir: introducción, 
exposición de los aspectos teóricos y experimentales, discusión, 
conclusiones, bibliografia e índice. 

EQUIPAMIENTO DIDACTICO 

A continuación se refiere a aquellos aspectos más signifi
cativos relacionados con los equipos didácticos en desarrollo. En 
e! Cuadro 2 se listan los temas encarado~ hasta e! momento en 
las áreas de Transferencia de Energia y Transferencia de Mate
na. 

Se ha disei'iado y construído un primer conjunto de equipos 
teniendo como base los esquemas y detalles de ia bibliografia -
que incluye experiencias "típicas" para e! estudio de estos temas 
- pero modificando varias de las propuestas en lo relativo a ob
jetivos, modelos teóricos, elementos constructivos e instrunlental 
de medición, alcanzando así una modalidad propia en la aplica
ción de cada uno de estos equipos didácticos. 

Como ejemplo de las tareas realizadas en el tema Trans
ferencia de Energia se pueden citar los equipos para medición de 
conductividad térmica de un aislante según la propuesta de Mo
lyneux (1969) y la detenninación de perfiles de temperatura en 
barras sólidas (Crosby, 1968). 
En el primer caso se ha incluído el estudio de la variación de la 
conductividad térmica dei aislante con la temperatura, y en e! 
segundo el efecto de la temperatura sobre el valor dei coeficiente 
local de transferencia de energia desde la superficie de la barra 
ai ambiente. Además se estudia la incidencia dei flujo de aire 
sobre la transferencia de calor mediante convección forzada y 
convección natural. 



Cuadro 2. Equipos desarrollados 

Transferencia de Energía 

- Conductividad térmica de un aislante 
- Perfiles de temperaura en barras metálicas 
- Calentamiento de un líquido en tanque agitado 
- Colector solar plano para calentamiento de agua 
- Transferencia de calor desde superficies planas 
- Intercambiador de calor de tubos concéntricos 

Transferencia de Materia 

- Difusividad de vapores en aire 
- Perfiles de concentración de sal en queso 
- Transferencia de materia desde gotas a líquidos 
- Disolución de sólidos en líquidos agitados 
- Aereación de líquidos residuales 
- Evaporación desde película descendente 

Otros desarrollos clásicos relacionados con esta área son e! 
cálculo y la verificación experimental de coeficientes totales e 
individuales de transferencia de calor en un tanque agitado con 
serpentín interno y en un intercambiador de tubos concéntricos 
(Crosby, 1968). En ambos equipos e! calentamiento se efectúa 
utilizando vapor de agua a haja presión. 

En e! tanque agitado se investiga la variación dei coefi
ciente total de transferencia de energía con e! tiempo y con la 
velocidad dei agitador. En los trabajos prácticos empleando e! 
intercambiador de tubos concéntricos, se ha determinado el 
efecto dei caudal másico de fluido calentado sobre el coeficiente 
total y e! coeficiente convectivo interno de transferencia de e
nergía usando el método de Wilson (Greenkorn y Kessler, 
1972). 

Con respecto a los experimentos tradicionales en Transfe
rencia de Materia, se ha medido la difusividad de distintos va
pores orgânicos en aire haciendo uso de un dispositivo termosta
tizado (Molyneux, I 969). Se analizó la influencia de la tempera
tura sobre e1 valor de la propiedad para verificar las expresiones 
usadas para predicción de la difusividad (Reid y otros, 1987). 

También se ha determinado el valor dei coeficiente con
vectivo de transferencia de materia en la fase gaseosa empleando 
una colurnna con película de agua descendente. Para medir la 
humedad y temperatura de la corriente de aire a la salida dei 
equipo se utiliza un termohigrómetro portátil, hallándose en las 
experiencias la variación dei coeficiente de transferencia con e! 
caudal de aire circulante (Molyneux, 1969). 

Se efectúa paralelamente un estudio relacionado con la 
formación de la película descendente y el efecto dei caudal cir
culante sobre dicha confonnación. 

En los restantes temas que se han mostrado en el último 
cuadro, en función de las características de la información bi
bliográfica, se procedió ai disei'io y construcción a partir de una 
elaboración propia de los estudiantes, y a la vez a planificar el 
modo de uso de los equipos didácticos desarrollados. 

Aunque las pautas seguidas en estos dispositivos fueron 
análogas a las aplicadas en la adaptación de los equipos clásicos 
referidos con anterioridad, puede decirse que en general e! 
avance fué más lento. 

En todos los casos ello dio lugar a un análisis más crítico, 
surgieron mayores discusiones en lo que respecta a detalles 
constructivos, modelado teórico, técnicas de medición e interpre-
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tación de resultados experimentales. Fue necesario contrastar la 
información obtenida con la proveniente de revistas y libros, se 
reformularon los modelos y se redefmieron los objetivos dei 
Trabajo Práctico en función de las primeras conclusiones elabo
radas. 

Dentro de este grupo puede incluirse e! dispositivo para 
estudiar la Transferencia de Energía desde una superficie plana 
(Incropera y De Witt, 1990). Para efectuar e! estudio se adoptó 
la forma de placa circular, analizándose e! efecto de tipo de su
perficie sobre e! valor dei coeficiente de transferencia de energía 
y dei flujo de calor transferido por los mecru_lls~os de convec
ción natural y de radiación térmica. Las expenencms se llevaron 
a cabo con superficies de acero inoxidable muy pulido y con la 
misma superficie cubierta con una pintura negra mate. Los resul
tados experimentales sirvieron para discutir sobre las restnc
ciones de las correlaciones propuestas en la bibliografia. 

En lo relativo ai calentamiento de agua utilizando energía 
solar se construyeron colectores solares tipo compacto (Garg y 
Rani, 1982) con una placa negra absorbente de la radiación so
lar. Uno de los colectores posee la cubierta transparente a la 
radiación, de vidrio común y el restante de policarbonato alveo
lar· ambos materiales tienen e! mismo espesor. 

' Se realizaron determinaciones de la eficiencia térmica de 
los equipos operados en forma discontinua, bajo diversas condi
ciones de irradiación solar y en diversas épocas dei afio, con
cluyéndose sobre las condiciones que redundan en un mayor 
rendimiento de cada uno de los colectores de placa plana 
construídos. 

Los trabajos sobre Transferencia de Materia desarrollados, 
incluyeron e! estudio de los perfiles de concentración de cloruro 
de sodio en la etapa de maduración de quesos de pasta semidura. 
Para ello se elaboraron quesos tipo Pategras, hallándose la 
variación de la concentración salina con e! tiempo y con la posi
ción radial en quesos cilíndricos cuyas caras inferior y superior 
fueron recubiertas con e! objeto de permitir la penetración de sal 
sólo por la superficie lateral. E! modelo teórico que describe e! 
sistema fue verificado a través de los resultados experimentales 
(Meinardy y otros, 1995 ). . . 

Otros equipos didácticos se destinaron ai anáhs1s de los 
fenómenos de transferencia de materia entre dos fases (líquido
líquido, sólido-líquido y gas-líquido). Los dispositivos se usaron 
para estudiar e! flujo de ácido propiónico desde gotas de 
benceno bacia agua, disolución de esferas de naftalina en solu
ciones acuosas de etanol y aireación en tanques agitados, de 
suero residual de la fabricación de quesos. 

Uno de los dispositivos básicamente está constituído por 
una colurnna donde se forman y ascienden gotas de benceno que 
contienen ácido propiónico. El ácido se transfiere desde la gota a 
Ia fase continua, que es agua (Camacho Rubio y otros, 1981 ). Se 
halla e! coeficiente promedio de transferencia de materia entre 
ambas fases para e! período de formación y ascenso de la gota. 

Para estudiar la aireación de suero residual proveniente de 
la fabricación de quesos se construyó un tanque provisto de un 
agitador con regulador de velocidad. La concentración . de 
oxigeno disuelto en e! líquido se midió empleando un eqUipo 
portátil con sensor descartable; los datos experimentales per
Initieron hallar la velocidad de disolución dei gas a través dei 
tiempo (Eckenfelder, 1991). 

Finalmente la transferencia de materia desde sólidos a 
fluidos se llevó a cabo también en un tanque agitado (Miller, 
1971) disolviendo esferas de naftaleno en soluciones acuosas de 
etanol. La variación de la concentración de naftaleno en un 
fluido se determinó tomando periódicamente muestras, las que 
fueron analizadas con un espectrofotómetro. 

Como en los casos antes descriptos, se ha pretendido com
parar los valores resultantes de las experiencias efectuadas con 



las correlaciones propuestas en la bibliografia, modificándose 
durante la etapa experimental diversas condiciones de trabajo, 
por ejemplo, cambiando la velocidad característica de cada 
fenómeno. Se efectuaron estudios paramétricos y se analizó e! 
rango de validez de las expresiones aplicadas. 

Debe observarse que en los Trabajos Prácticos que involu
cran Transferencia de Materia, dadas las necesidades que se 
presentan ( empleo de instrumental para las determinaciones 
analíticas y aplicación de técnicas volumétricas de análisis) se 
cuenta con la colaboración de otros laboratorios de la Facultad 
de Ingeniería Química especializados en esta área. 

CONCLUSIONES 

E! desarrollo dei Trabajo Práctico da lugar a que e! estu
diante aborde situaciones que pueden resolverse segón variados 
enfoques, propiciando de esta manera la estimulación dei pen
samiento creativo, e! análisis crítico, e! razonamiento y la ini
ciativa personal de los estudiantes. 

También posibilita una relación más intensa con Centros 
de Documentación, Gabinete de Informática, Institutos de In
vestigación, Cátedras y Laboratorios, Talleres de Vidrio y 
Mecánico, y Servicios de Planta Piloto. 

Se ha observado gran interés por parte de los estudiantes 
en participar en actividades de este tipo, resultando muy moti
vante la posibilidad de ver su diseilo construído y utilizado. 
Además se evidencia sentido de responsabilidad debido a que 
saben que los resultados por ellos obtenidos serán utilizados 
por sus pares en los cursos sucesivos, y e! logro de los ob
jetivos propuestos sirve ai aprendizaje de todos. 

El trabajo en grupo favorece la formación en e! campo de 
las relaciones interpersonales y e! desarrollo de capacidades de 
liderazgo, lo cual resulta beneficioso para e! futuro Ingeniero 
considerando que la carencia de estos atributos va en desmedro 
de su desempefto profesional, aún cuando cuente con las capaci
dades técnicas requeridas. 

Aunque la metodologia aplicada exige de los docentes 
mayor capacitación, dedicación, esfuerzo y tiempo, por otro lado 
resulta una fuente de estímulos y una experiencia gratificante. 

La realización dei Trabajo Práctico contribuye a un cono
cimiento más profundo dei alurnno y por lo tanto se lo puede 
evaluar mejor, ya que las oportunidades de interacción con ellos 
van más aliá de los horarios de clases. Además brinda buenas 
oportunidades para e! ejercicio de la comunicación lo cual es 
útil , teniendo en cuenta la dificultad real que representa para 
los estudiantes de Ingeniería la expresión oral y escrita. 
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ABSTRACT 

This paper presents an experience carried out during the 
las/ years, about Practical Works developed in groups with very 
active students' performance. The activities being descrzbed aim 
to the design, construction and testing of a didactic equipment 
for studying Energy and Mass Transfer phenomena. This Prac
tical Work, going beyond the content's leaming, intends the 
students to acquire capacities, skills and altitudes not consi
dered in traditional teaching methods. 
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RESUMO 

Este trabalho descreve o desenvolvimento de um sistema de controle PID por computador, para uma 
bancada didática de controle de temperatura utilizando um banho termostato- trocador de calor (casco
serpentina). Com esta bancada é possível fazer a aferição e a calibraçao de sensores de temperatura, bem 
como verificar a aplicação dos controladores PlD em um banho termostato - trocador de calor, 
representativo de um processo industrial. 

INTRODUÇÃO 

O uso de sistemas de controle na engenharia modema é de 
enonne importância no perfeito funcionamento de equipamentos 
c sistemas industriais que, de uma forma geral, requerem 
atuações nesses sistemas, procurando aumentar o grau de 
qualidade do processo e também diminuir sua margem de risco. 

Atualmente, desejando alcançar este objetivo, o 
computador é utilizado como supervisor de tais processos. 
Aplicando técnicas do final do século passado, meados deste 
século e mais aluais, como é o caso do controle digital, os 
sistemas de controle com o auxílio de computadores procuram 
melhorar a obtenção dos resultados dos processos mais delicados 
e diminuir seu grau de risco, permitindo a obtenção de produtos 
de melhor qualidade mesmo diante de condições extremamente 
críticas para a sua produção. 

O trabalho em questão, apresenta uma análise do projeto 
de um sistema de controle de temperatura de um banho 
termostato-trocador de calor casco-serpentina, visando manter a 
temperatura do banho em um valor pré-determinado. O sistema 
projetado, procura exemplificar a utilização de sistemas de 
controle em processos de transmissão de calor, onde a 
temperatura é a variável a ser mantida dentro de níveis 
especificados. 

FUNDAMENTOS TEÓRICOS 

O Sistema de Controle Por Realimentação 

O sistema de controle por realimentação é a forma de 
controle mais utilizada a nível industrial. Consiste basicamente 
na comparação entre os níveis de entrada c saída de um sistema. 
Quando a saída é diferente da entrada, há geração de um sinal 
de erro como resultado desta comparação e, cm função deste 
erro, efctua-se uma ação de controle sobre o sistema de maneira 
a levar a saída a um novo valor que, quando comparada outra 
vez com a entrada, gere o menor erro possível (idealmente nulo). 
A saída que é obtida através de um elemento sensor, é 
comparada com uma referência pelo controlador, que por sua vez 
gera o sinal de erro e através de sua função interna, que varia cm 
função do tipo de controle exercido, envia um sinal de saída para 
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o elemento final de controle, o qual vai aluar sobre o processo 
própriamente dito, tendendo a minimizar o erro gerado. 

A análise de sistemas com realimentação pode ser feita 
através das funções de transferência, as quais expressam a 
relação matemática entre a entrada e a saída dos blocos quando 
as condições iniciais são nulas. Estas funções no tempo são mais 
facilmente trabalhadas na forma de suas correspondentes 
transformadas de Laplace. A combinação das funções de 
transferência de cada bloco, obtida através da álgebra dos 
diagramas de blocos, fornece a função de transferência do 
processo como um todo. Maiores detalhes podem ser vistos nas 
referências apresentadas. 

A figura a seguir, mostra a representação em diagrama de 
blocos de um sistema de contrale por realimentação típico. 

onde: 

Figura I -Representação de um Sistema 
com Realimentação 

H = entrada ou set-point 
G c = função de transf. do controlador 

y 

Gef = função de transf do elemento final de controle 
Gpr = função de transf. do processo mais o retardo por transp. 
Y =saída 
!/ = função de transf. do elemento de medida 
UI = perturbação 

Analisando cada um destes blocos, têm-se as seguintes 
relações entre a entrada e a saída para cada um deles, no 
domínio da Transfonnada de Laplace: 



R - Possui um valor constante, correspondente a aplicação de um 
impulso na entrada do sistema. Neste caso, representa o set
point fornecido ao programa que gercncia o controle ou a 
temperatura que se deseja obter no controle do sistema 
projetado, é fornecido em milivolts . 
G c - É a função de transferência do controlador. Como o sistema 
utiliza um controlador PID, a transformada de Laplace de sua 
saída é dada pela Eq. (I): 

Gc = Kc[l + _2_ +'fé] 
T;S 

(I) 

onde Kc é o ganho proporcional, 'i é o tempo integral e 'd é o 
tempo de reset ou derivativo, cujos valores são obtidos 
experimentalmente através do ajuste de parâmetros de Zieglcr
Nichols para controladores PID. 
G er-É a função de transferência do elemento final de controle. 
Sabendo que para ststemas de pnmetra ordem a função de 
transferência é dada pela Eq. (2), onde -r: é a constante de tempo 
c que quando a dinâmica é desprezível a mesma função tende 
para I temos: 

I 
Gef = -- c como -r:<< I vem Ger =I 

ts+ I J 
(2) 

Os elementos finai s de controle utilizados neste projeto 
apresentam constantes de tempo muito baixas que, embora não 
nulas, podem ser desprezadas tomando a função de transferência 
do elemento final de controle aproximadamente igual a I . 
G pr- É a composição da função de transferência do processo 
mais o retardo por transporte. A constante de tempo do processo 
c o tempo morto foram obtidas através de análises experimentais 
utilizando malha aberta ou seja, sem realimentação. 
Posteriormente, a função com retardo foi obtida através de uma 
expansão em Série de Taylor tomando-se apenas o primeiro 
termo da série. A função composta então foi obtida através da 
Eq. (3): 

G _ R I --r: s _R I -s + 2 hm 
Pr- ,--e m = ~--·-----=-

ts+ I ts+ I s+21tm 
(3) 

Os valores numéricos da constante de tempo do processo c 
do retardo serão vistos mais adiante. 
H - É a função de transferência do elemento sensor. l~ uma 
função de primeira ordem tendo a mesma forma que a função de 

, transferência Gef O valor da constante de tempo 'h também 
será fornecido mais adiante. 
W- Representa uma perturbação sofrida pelo sistema, podendo 
ocorrer em qualquer parte do mesmo. 

Analisando a equação completa deste sistema linear, 
através das técnicas de redução de diagrama de blocos, chega-se 
aEq. (4) 

G G G G 
Y(s)== c ef pr R(s) + pr W(s) (4) 

I+ GcGefG prH I+ GcGefG pr H 

Fazendo Gc GefGpr = G chega-se a Eq. (5): 

G G 
Y(s) = --R(s) + _p_r_W(s) 

I+GH I+GH 
(5) 
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A equação que se obtém igualando o termo I + GH a zero, 
é denominada "equação característica do sistema de cÓntrole". 

A estabilidade de um sistema de controle do tipo descrito 
acima, depende somente das raízes da equação característica da 
função de transferência de malha aberta. 

A análise deste problema considerará um degrau aplicado 
na entrada R do sistema c não levará em conta a aplicação de 
uma perturbação W. Sendo assim, a Eq. (5) possuirá somente o 
primeiro termo do lado direito, sendo o segundo nulo. 

CONSTANTES DE TEMPO DO SISTEMA, DO ELEMENTO 
SENSOR E DO RETARDO POR TRANSPORTE 

A avaliação das constantes de tempo do processo, do 
elemento sensor c do retardo por transporte são funções das 
curvas de regime transitório destes sistemas. A constante de 
tempo de um elemento é definida como sendo o tempo que um 
elemento leva para chegar a 63.2% da sua resposta final no 
regime estacionário. Sendo assim, a forma destas funções no 

tempo é de uma amplitude multiplicada por I - e-r./t Quando 
t = -r:, a exponencial fica igual a 0.368 e o resultado igual a 0.632 
da amplitude total , explicando o valor de 63.2%. O retardo por 
transporte é um fenômeno que ocorre devido a inércia que todos 
sistemas físicos possuem, caracteriza-se pelo tempo que o 
sistema leva para começar a reagir a uma variação na sua 
entrada c pode ser minimizado através de uma melhor 
disposição dos elementos do sistema. Graficamente o retardo 
pode ser obtido pela verificação do tempo necessário para que a 
saída (no caso a temperatura do banho) comece a responder ao 
sinal de entrada. As figuras que se seguem, mostram as curvas 
obtidas para o processo e para o elemento sensor nesta ordem ·~ r. 

e 'm representam a constante de tempo do processo e o tempo de 
retardo respectivamente. 

O gráfico da performance do processo (Fig. 2) é obtido 
através da evolução da temperatura do banho, desde a 
temperatura inicial do sistema (25°C) até o valor final (no caso 
63.2°C). O objetivo principal do controle é manter a temperatura 
do banho em 60°C. Desta forma, o sensor de temperatura é 
colocando dentro do banho. 

4.0 
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Figura 2 - Gráfico da evolução do processo até o 
estado estacionário 
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A Fig. 3 mostra o gráfico da evolução da milivoltagcm 
gerada pelo tem10par tipo K com o tempo, em função de um 
degrau de temperatura aplicado. Inicialmente à temperatura 
ambiente, o termopar é mergulhado dentro do banho à urna 
temperatura qualquer, urna vez que a constante de tempo 
independe do: ·degrau de temperatura aplicado, dependendo 
apenas das características fisicas do sensor. 

v (mV) 

o 5 

[)etermznação do 
t\ constante de tempo 

do termopa r 

-----,---------· - ·-- , 
/0 15 1 (s) 20 

Figura 3 - Curva de resposta transitória 
do termopar tzpo K 

Os valores das constantes de tempo foram obtidos 
experimentalmente, por meio da anàlise dos gráficos de 
performance do processo c do elemento sensor ambos em função 
do tempo. Os valores obtidos então foram os seguintes: 

para o processo: 
para o retardo: 
para o sensor: 

< =3 19.5s 
<m = 19.5 s 
'h = 2.1 s 

O valor de 'm é obtido da Fig. 2 medindo o tempo cm que 
o sistema começa a reagir à potência fornecida pela resistência 
do trocador de calor, é o chamado tempo morto do sistema. 
Quanto a < e 'h são obtidos a partir das considerações feitas no 
começo desta scção. 

DETERMINAÇÃO DO GANHO PROPORCIONAL, TEMPO 
INTEGRAL E TEMPO DERIVATIVO ATRAVÉS DO AJUSTE 
DE ZIEGLER-NICHOLS 

O controlador PlD possui três parâmetros que devem ser 
cuidadosamente calculados e ajustados para o perfeito 
funcionamento do sistema de wntrolc. São eles: o ganho 
proporcional Kc, o tempo integral 'i c o tempo derivativo 'd· 
Estes parâmetros são calculados através da técnica de ajuste de 
parâmetros desenvolvida por Zieglcr c Nichols em 1942. Para 
controladores PID esta técnica apresenta as seguintes equações 
para a determinação dos parâmetros: 

Kc = 0.6 Ku 
'i =Pu I 2 
'd = P11 I 8 

(6) 
(7) 
(8) 
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Onde ku é o chamado "ganho último" e Pu é o "período 
último" de Ziegler-Nichols. A técnica para a determinação 
destes parâmetros é a seguinte: 

Estipula-se um valor extremamente alto para 'i c um valor 
nulo para 'd O objetivo é fazer com que o controlador possua 
somente ação proporcional. A partir daí começa-se com um 
ganho proporcional pequeno c vai-se aumentando seu valor até 
que a variável medida (temperatura) comece a oscilar 
indefinidamente com amplitude e período constantes (Fig.4). 

Variável 
Medida 

Tempo 

Figura 4 - Período último: Pu 

O valor do ganho proporcional para o qual ocorrem estas 
oscilações é o ganho-limite Ku e o perído de cada oscilação é o 
período-limite Pu· A partir daí , os parâmetros Kc, <; e 'd são 
calculados conforme as Eqs. (6), (7) e (8). 

Experimentalmente coloca-se o controlador PIO com o 
tempo integral muito alto e o tempo derivativo nulo, garantindo 
assim, que o controlador fique completamente proporcional ou 
proporcional puro. Com o sistema de aquisição de dados 
operando com urna frequência maior que três vezes o tempo 
morto (3<m) para garantir que o sistema sinta as variações de 
potência e com o ganho variando a partir de um valor médio em 
tomo de 50, levou-se o sistema até a situação de equilíbrio 
(oscilações com período e amplitudes constantes) e observou-se 
a forma das oscilações resultantes em tomo do ponto de 
equilíbrio. Caso as oscilações não fossem simétricas dcver-se-ia 
repetir o processo, aumentando-se ou diminuindo-se o ganho. 
Uma característica interessante deste experimento é que para 
ganhos abaixo do ganho último Ku, a assimetria é a esquerda e 
para ganhos acima é a direita. Com base nestas afirmações e 
repetindo-se os passos, chegou-se aos valores de K

11 
e P u• iguais 

a 95 c 1.8 min respectivamente. 

ANÁLISE DA ESTABILIDADE UTILIZANDO A VÁLVULA 
NO CONTROLE 

O sistema de controle projetado foi utilizado no controle de 
um trocador de calor casco-serpentina, um ambiente isolado 
termicamente, dentro do qual colocamos um fluído (no caso 
água) e cuja temperatura do fluído (variável controlada) 
desejamos controlar através de uma resistência e!étrica que 
fornece a potência para aquecimento do sistema e de uma 
serpentina pela qual passa água de refrigeração para 
resfriamento do mesmo. A vazão do refrigerante (variável 
manipulada) pode ser variada pelo controlador e a temperatura 
de set-point escolhida por meio de digitação no programa de 
computador. A figura a seguir procura fornecer urna idéia do 
sistema. 



água de 
refrigeração 

retomo 

atuaç~o 
r--

elemento 
final de 
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W,l Variac 

voltagem 
aplicada 
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Figura 5 -Representação esquemática do sistema 

A análise de estabilidade do sistema, com a válvula como 
elemento final de controle, pode ser realizada através da 
equação característica da função de transferência do sistema: 

l +GH= O 

sendo para nosso sistema G = Gc GefGpr , temos: 

., [ I ] I - s + 2 I Tm 
(I=Kc 1+-+Tds ·1·R1---·---....!!.!.. 

TiS T·S+! s+2 / Tm 

onde: 'i= 54 s, 'd = 13.5 s, 
r:= 319.5s,r:m= 19.5se 
R,= 0.0116 (°C/W) 

e o valor de H é dado por: 

H= _l_ 
'hs+ 1 

onde: 'h= 2.1 s 

(9) 

(10) 

(II) 

Na equação (10) anterior, R1 é a resistência ténnica do 
processo, cujo valor de 0.0116 (°C/W) é obtido do projeto do 
trocador de calor através do Coeficiente Global de Transferência 
de Calor ( U) e da Área de Troca Térmica (A). A equação que 
relaciona estas duas grandezas é a seguilde: 

R
1 
= 1/ ( U A ) ( 12) 

onde U= 1036 W/m2 oc e A= 0.083m2 

Desenvolvendo-se a expressão de I + G H= O, chega-se a 
uma equação cujas raízes são funções do ganho Kc. A equação 
final fica sendo então: 

I+K - 8.4564s
3

+0.2409s
2

+0.0526s+0.0012 = O (l 3) 

c !04 ·(3.623ls4 +2.1082) +0.1835s2 +0.0006s ) 
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Como era de se esperar para um problema fisicamente 
realizável , o grau do numerador é menor do que o grau do 
denominador, o que está de acordo com as condições expostas 
cm teoria. Reduzindo esta expressão chega-se a seguinte 
equação característica: 

3 6231 104s4 + (2.1 082·104-8.4564·Kc)s3 + 

+ (0. 1835·1 o4 + 0.2409-Kc)s2 + (0.0006·1 o4 + 

+ 0.0526·Kc)s + 0.0012-Kc (14) 

A equação do quarto grau é obtida em função do parâmetro 
Kc- Ao procurar resolver a equação, verifica-se que todas as 
raízes da equação também dependem de Kc e como as raízes da 
equação característica indicam a estabilidade ou não do sistema, 
t:sta também depende de Kc. Sabemos que para que um sistema 
de controle seja estável todas as raízes da equação característica 
( 14 ) devem possuir parte real negativa e portanto, a análise das 
raizes dessa equação passa a ser nosso objetivo. Para determinar 
o comportamento dessas raízes em função do ganho Kc para este 
sistema, foi feita a análise de estabilidade através do programa 
MatLab sendo os resultados apresentados na figura a segmr. 
Verifica-se então, que para o ganho de ajuste do controlador PID 
utilizado (0.6 Ku = 57) as raizes do polinômio obtido 
apresentam todas parte real negativa, o que implica na 
cstabilidade do sistema. A figura 5 mostra o "root-locus" obtido 
da Eq.(l4). 

Nesta figura, uma vez que a função de transferência 
apresenta quatro pólos, obtemos também quatro ramos que são 
as trajetórias das raizes da equação característica, começando 
nos pólos no eixo real para Kc = O c seguindo para os zeros 

também no eixo real para Kc ~ oo. São eles: 

Ramo I: -0.4762, -j 0.254 c+ oo 
Ramo 2: -0 .103, +j 0.254 c +0 .1 03 
Ramo 3: -0.003 e -0.037 
Ramo 4: O e -0.037 

0.5 .-------,-----.,-------.------, 
eixo imaginário 

o zeros do sistema 

0.25 

-t<XJ 

o 
-0.476 

-0.25 

• pólos do sistema 

-0.5 L-----'-----..L.-------'-----1 
-0.5 -0.25 o 0.25 0.5 

Figura 6 - Lugar da raí=es (root-IOL11S) do sistema 

No ganho limite Kc = 2264, duas raízes estão em ± j0.254 . 
A partir deste limite de estabilidade, estas raízes passam a 
apresentar parte real positiva c o sistema passa a ser instáveL 



RESI'OST AS DO SISTEMA 

A qualidade do controle realizado pode ser avaliada através 
das respostas do sistema com o controlador l'ID c a válvula de 
controle instalados. Assim, mantendo-se o mesmo set-point c a 
mesma temperatura inicial do- t1uido dentro do vaso trocador de 
calor, foram realizados diversos testes para diferentes condições 
de entrada (potência clétrica fornecida a resistência) c para 
diferentes intervalos de amostragem, as respostas do controle de 
dois desses testes indicam o quanto satisfatório foi o controle. 

Estes dois exemplos foram obtidos fora das condições 
iniciais (Tbanho = Temrada = 25°C), para mostrar que uma vez 
ajustados os parâmetros do controlador, mesmo que o sistema 
esteja partindo de diferentes condições iniciais (outros níve1s de 
temperatura), o controle se encarrega de levá-lo ao valor 
desejado. 

Como o ganho do sistema está muito longe do ganho limite 
de estabilidade, não ocorrerão instabilidades associadas à 
mudanças nas condições iniciais. 

4.0 

I 
v(mV~ 

• I 
I 

3.0 ; 

I 

I 

2.0 ~ 
i 

1.0 

I 

G1uiFJCO D1c' 1'1c11F'ORMANCF DA BANC1!JA 
(curva de resposta do sistema) 

Tensão no termopar t1po K x Tempo 
1:requêncw de amostragem · 5 seg 

Controle l'ID na válvula: 
Kc ·· 57, T1 54 s, Td 13.5 s 

l'otêncw 180Volts X 12.5A 2250Watts 
Vazão na serpentina > 0.00033 m3/ s (rotámetro} 
Set-point = 2.42 mlllvolts .~ 60 "C 
Temperatura IniCial •: 1.32 mlllvolts •: 32.9 "C 
Temperatura de l!.'ntrada de Agua na Serpentina = 25 "C 

0.0 +--------- ... --·1---·--- - -----,-----·-·-

o 

40 I 
''(mvJ 

I 
3.0 ~ 

i 

I 
20 1 

1.0 

o. o 
o 

200 400 600 t(seg) 800 

J·igura 7 - Resposta do s1stema com 
tempo de amostragem • 5seg 

GRAf<JCO DJC PJCRF'ORMANCJC DA BANCADA 
(curva de resposta do szstema) 

Ten.1ci0 no termopar tipo K x Tempo 
Frequência de amostragem ·- 2 s 

Controle]']]) na válvula: 
Kc 57, Ti 54 s, 'J'd ·- 13.5 s 

l'otêncla 1 W Volts X I O A 1600 Watts 
Vazão na serpentina > 0.00033 m3/s (rotâmetro) 
Set-po1nt ~ 2.42 mlllvolts ~ 60 "C 
Tempera/lira 1mcwl = 1.32 m1llvolts ·• 32.9 "C 
Temperatura de lc'ntrada de Agua na Se1pent1na ··• 25 "C 

-- ---· -··-r·---------r----·--·---- -1 

200 400 600 t (s eg) 800 

Figura 8- Resposta do ststema com 
tempo de amostragem 2seg 
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AP ARi\ TO EXPERIMENTAL 

O sistema de controle desenvolvido faz parte de uma 
bancada didática de controle de temperatura, para fins de 
análise, síntese e estudo de sistemas de controle. Pode também 
servir como banho termostato para aferição e calibração de 
sensores de temperatura, principalmente termopares. 

A bancada consiste de um painel frontal onde estão 
localizadas chaves liga-desliga, dois controladores analógicos 
(um ON-OFF e outro PID), disjuntares, chaves magnéticas e 
medidores (termopares e termômetros) que se conectam a um 
banho termostato-trocador de calor. 

Este consiste de um vaso de polipropileno, o qual sustenta 
um outro vaso de cobre (menor) estando entre estes dois vasos, 
uma camad<: de isolamento térmico. O vaso de cobre contém 
fluido (água) até uma determinada altura, sendo fixado no centro 
da tampa do vaso, um motor com agitador de forma a 
homogeneizar a temperatura interna do trocador, eliminando 
gradientes de tcmperatóra. Envolvendo o agitador encontra-se a 
serpentina c entre a serpentina e a parede do vaso a resistência. 
A tampa ainda possui pequenos furos para a inserção de 
tennopares. 

O sistema de controle por computador é composto de um 
conversor AID e de um micro-computador onde se instala o 
programa de controle. Através dos dados instantâneos coletados 
por meio do conversor AID e de um monitor de vídeo, pode ser 
vista a evolução do processo através de sua entrada e saída. 

A vazão de água do refrigerante é controlada por meio de 
uma válvula solcnóide (ON-OfF) na linha da serpentina e seu 
controle realizado pelo controlador PID que realiza uma 
modulação na largura do tempo de abertura ou fechamento da 
válvula (controle PWM). A potência elétrica entregue a 
resistência pode ser alterada manualmente através do uso de um 
Variac. 

A h;mcada pode operar tanto com controladores analógicos 
quanto através do computador c o controle pode ser feito na 
válvula ou na serpentina somente pelo ajuste adequado das 
chaves. 

Quando o controle é feito através do computador, os 
parâmetros do controlador PID são introduzidos no programa, 
juntamente com o intervalo de amostragem (tempo de aquisição 
de dados) utilizado que pode ser de 2 em 2 seg, 5 em 5 seg, de 
acordo com a inércia que o sistema físico venha a apresentar. O 
número de dados que podem ser coletados também varia 
podendo ser de I 00, 200, 500, etc .. 

CONCLUSÕES 

A utilização de controladores PID no controle de processos 
oferece uma grande possibilidade na otimização e automatização 
de sistemas. O uso de controle PID digital exercido através de 
computador, aprimora ainda mais os beneficios que o controle 
puramente analógico oferece, como por exemplo a possibilidade 
de obter parâmetros mais precisos no controle uma vez que em 
um controlador analógico, na maioria das vezes, não se consegue 
ajustar os valores exatos destes parâmetros de controle, pois 
estes são ajustados por meio de potenciômetros-·ou 'trim-pots, 
que não apresenta1n boa precisão nos seus ajustes. 

No desenvolvimento do sistema notou-se ' que para a 
obtenção do ajuste ótimo de Ziegler-Nichols, o tempo de 
amostragem deveria ser igual a três ou mais valores do tempo 
morto, pois valores inferiores traduziam em respostas imprecisas 
ou mesmo na impossibilidade de se observar as oscilações 
características (como as mostradas na figura 4 ). 



O tempo de amostragem mostrou-se também significativo 
durante a execução do controle: tempos de amostragem grandes 
tomam a resposta mais demorada e oscilatória baixando a 
qualidade do controle, enquanto que tempos muito baixos apesar 
de aumentar a continuidade da informação, estão limitados às 
características dos elementos finais utilizados. 
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ABSTRACT 

This paper describes the development of a computer PID 
control system for a didactic bench of temperature control, using 
a thermostate bath- heat exchanger (tubc coil- vcsscl). This 
bench is able to make the checking and calibration of 
tcmperature sensors, in your useful range (25 to I fl0°C) , as well 
as to verify the application of PID controllers in a rcpresentative 
industrial process system. 
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RESUMO 

Utilizando-se do Mathematica"' foi implementada uma solução numérica de um problema de camada 
limite laminar bidimensional usando diferenças finitas com objetivos exclusicamente educacionais. A 
aprese/Ilação de fomra concisa do algoritmo e de sua solução pemrite a fácil utilização em cursos 
avançados de mecânica dos fluidos, pemritindo a extensão do seu escopo e abrangência. 

INTRODUÇÃO 

Tem surgido, nos últimos anos, wna nova geração de 
sollwarcs que inllucnciará marcadamcntc os meios aluais de 
ensino c pesquisa. Um destes pacotes é o Mathematica"' que 
pcnnitc a criação de algoritmos através de manipulações 
numéricas c simbólicas de uma maneira wlilicada, assim como a 
geração de grálicos. lnfonnações detalhadas encontram-se cm 
Wolfram (1991). 

O presente trabalho pretende desenvolver uma aplicação no 
ambiente do Matlzematica"' para solução munérica de problemas 
de camada limite hidrodinâmica. O cnfoque é dado ao aspecto 
etlt~cacional do pacote c aplicado na solução destes problemas. 
Com as facilidades para implementação c solução de esquemas 
discrctizantcs pode-se explorar a natureza fisica de problemas 
não similares cm camada limite, estabelecer comparações com 
soluções rutallticas c métodos integrais, estudar controle de 
camadas limites com sucção c injeção de massa c desenvolver 
projctos de cursos com escopo mais abrrutgentc, isto é, não 
restritos somente as soluções wmllticas e aos métodos integrais. 

EQUAÇÕES DA CAMADA LIMITE 

O estudo é restrito aos problemas bidimensionais da cwnada 
limite hidrodinâmica de escoamentos incompressivcis e 
laminares. A solução é implementada para o escoamento ao 
redor de wn cilindro de raio R, por se tratar de wn caso de 
grrutde aplicação técnica e que, conhecidwnente, não possui wna 
solução similar. 

X 

y 

Fig. I - Representação esquemática do sistema de coordenadas 
no cilindro. 

365 

A Fig. I ilustra o sistema de coordenadas utilizado; x e y são, 
rcspectivwncntc, as coordenadas paralelas e trrutsversais a 
dircção do escoamento; u c v são as velocidades nas dircções x e 
y. Destaca-se que a origem das coordenadas é coincidente com o 
ponto de estagnação frontal do cilindro 

Procedendo-se a adimensionalização das variáveis através das 
Eqs. (I) c (2) 

• X • y~, 
X =- y =- \.C 

R' R G 

(I) 

u· =~ v·=~~ u· =~ p• =-1-'- (2) 
U.,' U., 00

' Uoo ' p.,U! 

chega-se a fonua adimensional das equações do momento c 
massa (White 1991 ): 

. au· . au· I dU'2 aV 
u -+v-=---+--ax· ay· 2 dx' ay·2 (3) 

au' + av' =0 
ax· ay· (4) 

onde o superescrito (*) rcfere-:;e a variável adimensional, U a 
velocidade externa a camada lintite, U

00 
a velocidade de 

aproximação ao cilindro e Re00 o niunero de Reynolds defi1údo 
por Rc00 = U

00
.Riv. As Eqs. (3) e (4) satisfazem as condições de 

contomo: 

u•(x*,O) =O 
v*(x*,O) =O 

(não deslizamento) 
(sem sucção ou injeção massa) 

u*(x*,oo) = u• (caswnento com escoamento externo) 

onde a velocidade extema, u•, é dada através do ajuste 
experimental obtido por Hicmenz para wn cilindro com Re

00 
= 

9500 (White, 1991 ): 

u· = 1.814. x' -0.271· x'1 - 0.0471 · x'' (5) 



As condições üúciais, ou condições de partida, são aquelas 
para o escoamento cm um ponto de estagnação bidimensional. A 
obtenção dos perfis u e v é realizada através da solução por 
sinúlaridade das equações de Falkner-Skan quando o parâmetro 
m = 1 (White, 1991 ), 

F'" F F 
2

m (1 F' 2
) O + . +--· -' = 

m +I 
(6) 

sujeita as condições de contomo: 

F(O) =O; F '(O)= O c F "(O)= 1.23259 (7) 

Os perfis de velocidade são obtidos através da solução de F e de 
suas derivadas como segue: 

u(O,y)= U(O) · F'(TJ)=O 

() ~n+l( m-1 ) v(O,y)= -U O · -- F(TJ)+-T]F'(TJ) 
Re. m + 1 

onde T] é a variável de similaridade, 

TJ =I_ f(m +L) · Re. 
xV 2 

Em tennos das variáveis adimensionais do problema, os perfis u 
c v se transfonnam em: 

u'(O,y')=O 

v'(o,y') = -·Jl.SL4 · F[y'J1.814] 

ESQUEMA DE DISCRETIZACÃO 

(8) 

(9) 

Há na literatura uma variedade de esquemas discretizantes 
para o sistema parabólico de equações em x, definido pelas 
Eqs. (3) e (4). Talvez os três esquemas mais populares são: o 
método de "box" desenvolvido por Keller e implementado por 
Cebeci e Bradshaw ( 1977), o método de Crank-Nicolsoa 
implementado para solução em camada limite por 
Blotner (1970) e o método de volumes finitos desenvolvido por 
Patmlkar e Spaldiug ( 1970). Estes trabalhos utilizam, para 
melhorar a eficiência dos cálculos, trm1sfonnações de variáveis 
utilizando a função corrente, similaridade local com as variáveis 
de Falkner-Skan, etc. Em geral estes tipos de transfom1ações 
tendem a obscurecer o que ocorre durm1te o desenvolvimento do 
algoritmo. 

O objeti v o deste trabalho não é, a comparação entre os 
métodos existentes ou o desenvolvimento de um novo método 
numérico, mas sim, enfatizar o caráter educacional da 
implementação destas técnicas. Para tm1to propõe-se um 
esquema discretizante utilizando as fonnas mais simples de 
diferenças fmitas com as variáveis primitivas x, y e u, v, 
confonne sugerido por White (1991 ). 

A malha adotada é urúfonnemente espaçada nas direções x e 
y com variações llx e lly, respectivamente. As colunas c linhas 
são denotadas pelos índices i e j sendo que a origem está em (ij) 
= (0,0). O domínio computacional é mostrado na Fig. 2. 
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y 

(O, limy) 

(O ,0) 

~~<~~ 

(i 'j+l) 

(i-1 • j) (i 'j) 

fly (i • j-1) 

Âx 

X 

X 
x+~x 

Fig.2 - Malha computacional para um esquema de diferenças 
finitas aplicada a camada limite bidimensional. 

O esquema discretizantc utilizado é implícito na velocidade u 
com wna aproximação de scgw1da ordem para y e de primeira 
ordem para x. A Eq. (3) discrctizada é escrita por: 

• uij - ui- Jj • ui- lj t- 1 - ui- lJ-t 

UHi /lx' +VHi 2/ly' 

I U'2 -U'2 u~ . 1 -2 · u~ +u~- 1 i i - 1 + l,j- l.J t.J+-

2 fu:' lly'l 

(10) 

A velocidade v para o nó (ij) é obtida através c.la Eq. (4) 
usm1do wna média do valor discreto de àulâx: 

• • lly' ( • • • • ) 
v ij = v ij- 1 -

2 
. llx. ui.i - U;- u + u,i-1 - ui-lj- 1 (II) 

O campo de velocidades u no nível (i) é obtido através da 
solução simultânea do sistema de equações definido pela Eq. 
(lO). Assün é estabelecido wn procedimento de marcha ao longo 
da direção x resolvendo-se, colwm a coluna, o domínio 
computacional confonne sugerido na Fig. 2. Uma vez 
detemúnado o campo de velocidades u no nível (i);·o campo de 
velocidades v é calculado através da Eq. ( 11 ). Na malha 
computacional, Fig. 2, os nós: (i,limy) referem-se as condições 
do escoamento extemo, (Oj) às" condições iniciais c, (i,O) às 
condições de contomo de fronteira sólida. Maiores detalhes 
sobre o esquema discretizm1tc podem ser encontrados cm White 
(1991). 

IMPLEMENTAÇÃO NUMÉRICA NO MA THEMA TICA ® 

O objetivo desta seção é mostrar a fonna de implementação 
do algoritmo no ambiente do Mathematica®. 

É recomendável que, na primeira linha de programação se 
limpe da memória todas as variáveis que serão utilizadas e, no 
caso de se utilizar algwna matriz para annazenamento de dados, 
defini-la como nula. Isto é feito nas linhas de progrmnação: 

ln[l]:= 
Remove["G1obal.' *"]; 
espmom={}; 
espdes={}; 
cf ={}; 



Como no lvlathematica® é possível realizar cálculo simbólico, 
está sendo desenvolvido wn procedimento que pennite obter 
equações discretizadas a partir de sua fonna diferencial. Ele é 
baseado em fw1ções de fonna de elementos finitos que penuite a 
derivação automática dos coeficientes da diferença finita 
correspondentes a uma especificada derivada parcial 
(Mikhailov, 1994 ). A obtenção das Eqs. ( 10) e (11) é feita 
utilizando-se de um pacote feito no próprio Mathematica®: 

• Dicretizações das Eqs. a Serem Utilizadas 

ln[5]: = 
<<Unicamp'Discret' (*Carrega o Pacote*) 

• Eq. da Conservação de Quantidade de Movimento 

ln[6}: = 
eqMovi Primitiva[u,x,-1]* 

DerivDiscrPrim[u,x,dx,1] + 
Primitiva[v,x,-1]* 

DerivDiscrPrim[u,y,dy,2] + 
gradPress[x,dx] -

DerivDiscrSeg[u,y,dy] == O 

Out[6]:= 

[ ] 
u[-1+i,j]{-u[-l+i,j]+u[i,j)) 

grad Press x,dx + -
dx 

u[i ,-1 +.i]- 2u(i ,j) + u[i ,1 +.i) 
~----~--~~--~--~+ 

dy2 

( -u[-1 +i,-1 + j) + u[-1 +i, j + t])v[-l+i,j) 
o 

2dy 

• Eq. da Conservação da Massa 

In[7] := 
eqMassa[j_] = v[j-1] - (O.S*dy)* 

(DerivDiscrPrim[u,x,dx,1] + 
(DerivDiscrPrim[u,x,dx,1]/.j -> j-1)) 

Out[6]:= 

-u[ -1 + i,-1 +.i)+ u(i,-1 +.i] 
~-~Y(--~----~~--~ 

dx 

-u[ -1 +i, .i]+ u[i,j) [ .) 
+ )+v-l+J 

dx 

O sistema de equações é montado declarmJdo-se as variáveis 
e montm1do-se uma tabela das equações na fonna discreta. 

• Definição da Grade e do Sistema de Equações 
Discretas 

/n[9]: = 
dx O. 2*N[Degree]; (*passo em x rad*) 
dy O .1; (*passo em y*) 
1i.my= 40; ( *N. nós grade y*) 
i 1· , 
variaveis Tab1e[u[i,j],{j,1,1i.my-1}]; 
eqDiscret F1atten[Tab1e[eqMovi /. 

v[O,j] -> v[j],{j,1,1i.my-1}]]; 
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O Mathematica® pennite a programação funcional , ou seja, 
pode-se wua definir funções que, quando alimentadas .com wn 
argun1ento, estas retomam o seu valor. Graças a esta habilidade 
ficou extreman1ente simples calcular o gradiente de pressão, 
bastando definir a fw1ção para o perfil de velocidade de 
Hiemenz, Eq. (5), o qual foi feito da seguinte forma: 

• Perfil Externo de Velocidades - Hlemenz & 
Gradiente de Pressões 

In[/5]:= 
Uo[x_] = 1.814*x-0.27l*x"3-0.0471*x"5; 
gradPress[x_,dx_] -(1/2)*(Uo[x]"2 -

Uo[x-dx]"2)/dx; 

As condições de contoll'o são introduzidas de maneira usual: 

• Condicoes de Contorno 

ln[/ 7]:= 
u[1,0] = O; (*n~o des1izamento*) 
u[1,1i.my] := Uo[x];(*ve1. no infinito*) 
v[O] = O; (*sem sucç~o/injeç~o massa*) 

As condições iniciais foran1 obtidas solucionando a Eq. (6), 
utilizando-se de wu pacote para solução de equações 
diferenciais do próprio Mathematica®. Tan1bém foi realizada a 
conversão das velocidades, Eqs. (8) e (9) devido a 
adimensionalização. O procedimento então ficou : 

• Condições Iniciais- Solução de Falkner-Skan 

Campo de velocidade inicial obtido a partir da solução do 
problema de estagnação 2-D. 
In[20} := 

C1ear[eqFS,so1FS] 
eqFS = f 1 li [h)+ f 1 

I [h]*f[h] + 1-
(f 1 [h]) "2; 

so1FS=Dso1ve[{eqFS==O,f[O]==O,f 1 [0]--0, 
f' I [0]-=1.23259} ,fI {h,0,10}] [ [1,1,2]]; 

Do[{u[O,j] = O, v[j] = -(Sqrt[1.814]* 
so1FS[Sqrt[1.814]*(j)*dy])},{j,0,1i.my}] 

O sistema é solucionado calculm1do as velocidades u e v a 
cada passo dx. Com o perfil de u a tensão, tau, na parede é 
detenninada por wna diferenciação nwnérica e annazenada em 
cf Também para cada variação de 1 grau no cilindro é 
detenninada wna função interpolante do perfil de velocidades u, 
fe, para cálculo da espessura de deslocamento e momento, deltas 
e teta. Estas grandezas são armazenadas, respectivmnente, nas 
variáveis espdes e espmom. Finalmente, os perfis de velocidade 
u e v são gravados em Upeifil e Vpeifil a cada lO graus. O 
procedimento de cálculo avm1ça em x com passo dx até o ponto 
onde ocorre o descolamento, ou seja, quando tau < O. 

• Resolução do Sistema 

ln[24}:= 
k = 1; 
tau = 1; 
Whi1e[ tau>O 
{ X = dx*k; 

ang = x/N[Deqree]; 
so1uç~o = So1ve[eqDiscret,variaveis]; 
Do[u[l,j] so1uç~o[[l,j,2]], 

{j,l,1i.my-1}]; 
Do[v[j] eqMassa[j],{j,l,limy}]; 



Do[u[O,j] = u(1,j],{j,1,1imy)]; 
Do[u[1,j] = .,{j,1,1imy-1)]; 
Clear[sx,fe]; 
tau- (1/(12*dy)) (48*u[0,1] -

36*u[0,2] + 16*u[0,3] -
3 *u [O ,4]) ; 

AppendTo[cf,{ang,tau)]; 
If[ Chop[Mod[ang,1]] ==O., 

{ fe = Interpolation[Table[ 
{(j)*dy,N[u[O,j]/u[O,limy]]), 

{ j 1 o ,limy} ]] i 
deltas= Nintegrate[(1-fe[y]), 

{y,O, (1imy-1)*dy)]; 
theta- Nintegrate[fe[y]*(1 -

fe[y]), {y ,O, (limy - 1) *dy)]; 
AppendTo[espdes,{ang,deltas}]; 
AppendTo[espmom,{ang,theta)]; 
If( Chop[Mod[ang,10.]] == 0., 

{Vperfi1 [ang] .. 
Table[((j)*dy,v[j]}, (j,O,limy}]; 

Uperfil[ang] = 
Table[( (j) *dy ,u[O, j]}, {j, O ,limy)]}]; 

} ] ;k++)] 

Após calcular todas as grandezas de interesse, estas são 
gravadas em arquivos, para posterior análise. Entretanto, antes 
de gravar é importante apagá-los do disco pois, caso isto não seja 
feito, haverá um sobreposição de dados aumentando 
significativamente o tamanho dos arquivos. 

• Salda de Dados 

Jn[27}:= 
DeleteFile [" saida1. m" ] 
DeleteFile [" saida2. m"] 
DeleteFile [" saida3. m"] 
Save["saida1.m" ,espdes,espmom,cf] 
Save["saida2.m",Vperfi1] 
Save["saida3.m",Uperfil] 

O ponto de descolamento ocorre quando cf =O. 

• Cálculo do Ponto de Descolamento 

ln[33}:= 
Clear[descol,sol] 
descol • Interpolation[cf]; 
sol = FindRoot(descol[dummy] == O, 

( dummy I ( 751 ang)}] i 
Print["Ponto de Descolamento 

N[sol[[1,2]],3]," graus"] 

Ponto de Descolamento = 80.4 graus 

Foi adicionado ao final do programa uma saída gráfica pois, 
desta fonna, fica mais agradável c rápido a visualização dos 
resultados. Aqui, além de utilizar a habilidade gráfica do 
l\Jathematica®, utiliza-se novamente a programação funcional, 
ou seja, delinem-se fw1çõcs para a geração dos gráficos. 

• Salda Gráfica 

In[37]:= 
Clear~graf1,graf2,graf3,majorticks,Cf, 

theta,delta] 
CF = Graphics [Text[FontForm["Cf*", 

("Times" ,14)], {68,1. 75)], 
DisplayFunction -> Identity] ; 
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theta = Graphics[Text[FontForm["q", 
( "Symbol" , 18) ] , ( 82 , O . 5} ] , 

DisplayFunction -> Identity]; 
delta = Graphics [Text[FontForm["d", 

("Symbol",18}],(82,1.5}], 
DisplayFunction -> Identity]; 

majorticks[min_,max_,step_] := 
Range[Floor[min],Floor[max],step] 

graf1[n_] := ListPlot[n,PlotJoined -> 
True, DisplayFunction - > Identity, 
AxesOrigin -> (0,0), Frame -> True, 

PlotRange -> {(0,90},(0,2}}, 
FrameTicks -> {majorticks[0,90,10], 
majorticks[0,2,0.5]), GridLines -> 

{majorticks[0,90,10], 
majorticks[0,2,0.25]}, 

FrameLabel -> { "x (graus)",""}]; 
graf2[n_] := ListPlot[n,PlotJoined -> 

True, DisplayFunction -> Identity, 
AxesOrigin->(O,O),Frame -> True, 

PlotRange->((0,4},{0,2}}, 
FrameTicks -> {majorticks[0,4,0.5], 

majorticks(0,2,0.5]}, 
GridLines -> (majorticks[0,4,0.25], 

majorticks(0,2,0.25]}, 
FrameLabel -> ("y.Re"0.5/R","u/Uinf")]; 
graf3[n_] := ListPlot[n,PlotJoined -> 

True, DisplayFunction -> Identity, 
AxesOrigin->(0,0}, Frame -> True, 

PlotRange->((0,4),(-3,3)), 
FrameTicks->(majorticks[0,4,0.5], 

majorticks[-3,3,1.0]}, 
GridLines->(majorticks[0,4,0.25], 

majorticks[-3,3,0.5]), FrameLabel -> 
{ "Y .Re"O. 5/R", "v. (Re) "O. 5/Uinf") 1; 

O coeficiente de atrito Cf* ,espessura de deslocamento o• e 
espessura de momento e•, em função da posição angular são 
plotados abaixo, onde Cf*, o• c e• estão definidos pelas 
equações abaixo: 

c;= (JRc., /R) . t,. jo.5. p . u:, 
õ' =(JRe)R)· j(l- u/U)-dy 

0' = (JRc., jR). J ufU -(1- u/U)-dy_ 

Os resultados numencos do coeficiente de atrito, c•t~ da 
espessura de deslocamento, o• e da espessura de momento, o•, 
são mostrados na Fig. 3. 

ln[45]: = 
Show[graf1[cf],CF,graf1[espdes],delta, 

theta,graf1[espmom],DefaultFont -> 
("Times" ,14} ,DisplayFunction -> 
$DisplayFunction]; 
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Fig. 3 - Cocliciente de atrito, espessura de deslocamento e 
espessura de momento cm função da posição angular 

Os perfis de velocidade u/U
00 

em flmção da distância 

y . (~R c., /R) para as posições angulares de 10° em 10° até S0° 

resultantes são mostrados na Fig. 4. 

ln[46]:= 
Show[graf2[Uperfi1[10.]], 

graf2[Uperfi1[20.]], 
graf2[Uperfi1[30.]], 
graf2[Uperfi1[40.]], 
graf2[Uperfi1[50.1J, 
graf2[Uperfi1[60.]], 
graf2[Uperfi1[70.]], 
graf2[Uperfi1[80.]], 
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Defau1tFont -> {"Times",l4}, 
Disp1ayFunction->$Disp1ayFunction]; 
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Fig. 4- Perfil de velocidade u/Uoo em fw1ção da distância da 
parede para posições angulares espaçadas de I O em I O graus até 
SO graus. 

De fonna análoga, os perfis de velocidade v· (JRe., ju.,) em 

função da distância y·(JRe.,/R) para posições angulares de 

10° em 10° até S0° são mostrados na Fig. 5. 

/n{47]:= 
Show[graf3[vperfi1[10.]], 

graf3[Vperfi1[20.]], 
graf3[vperfi1[30.]], 
graf3[vperfi1[40.]], 
graf3[Vperfi1[50.]], 
graf3[Vperfi1[60.]], 
graf3[Vperfi1[70.]], 
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graf3[Vperfi1[80.]], 
Defau1tFont -> {"Times" ,14}, 

Disp1ayFunction->$Disp1ayFunction]; 
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Fig. 5 - Perfil de velocidade v-(JRe., ju.,}em função da 

distância da parede para posições angulares espaçadas de I O em 
10 graus até SO graus. 

CONCLUSÕES 

Este procedimento avalia com prcc1sao os principais 
parâmetros que caracterizam a camada limite. O ponto de 

descolamento é previsto em S0,4° enquanto que o valor 

experimental é de aproximadamente S0,5°. Os valores de Cf*, 
8*, c • encontran1-se em concordância com os valores 
publicados em Schlichting ( 1960), enquanto que os valores dos 
perfis de velocidades são os mesmos de White ( 1991 ). O 
procedimento pennite ainda que, com wna simples mudança nas 
condições de contomo, possa se estudar a camada limite com 
sucção ou injeção. Escoamentos em outros corpos podem 
também ser detenninados bastando para tanto que se substitua o 
perfil de velocidades extemo por um adequado. Além disto, a 
simplicidade na obtenção das equações discrelizadas facilita a 
exploração novos esquemas discretizantes. 
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SUMMARY 

A linite diJTerence scheme is implemenled in MatlJematica ® to 
obtain the solution of tl1e lwo dimensional laminar boundary 
layer. Aiming toward cducational purposes; lhe papcr shows, in 
a concise fonn, lhe a1goritlun implementalion and ils solution in 
a way that it cau be easily used in gradualed curses. 
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RESUMO 

Este trabalho apresenta resultados de comparação entre modelos de dispersão de poluentes na atmosfera, 
emitidos por fornos rotativas da indústria cimenteira. Quando da queima'de resíduos industriais perigosos ou 
resíduos urbanos como combustíveis alternativos. é necessário se ter uma estimativa da concentração desses 
produtos em regiões próximas de uma instalação emissora, de maneira a se estabelecer a máxima exposição 
individua/ (MEl). sem que ocorra danos à saúde das pessoas que vivem nesta região. Como existem diferentes 
modelos de dispersão, aqui será dado ênfase nas diferentes maneiras de se calcular a altura efetiva da pluma. 
a qual é um dos parâmetros necessários para o cálculo desta estimativa. 

INTRODUCÃO 

O co-processamento de resíduos industriais nos tomos 
rotativos da indústria de cimento vem surgindo como uma 
tecnologia de ponta no tratamento de determinados tipos de 
resíduos industriais. O processo consiste basicamente na 
substituição de uma parcela do combustível tradicional (carvão 
mineral, óleo combustível ou gás natural) por um resíduo 
industrial com características dentro de padrões pré
estabelecidos, por questões operacionais e ambientais. Desta 
forma, ocorre, por um lado, uma economia de recursos energé
ticos e, por outro lado, um tratamento e disposição final de 
resíduos perigosos (Ramos et. ai , 1995). 

As vantagens que o co-processamento em fomos da indús
tria cimenteira (figura I) apresenta sobre a incineração conven
cional (figura 2) são expressivas, devido ás características ope
racionais dos fomos rotativos de cimenteiras, os quais apresen
tam altas temperaturas de chama ("" 2000 °C) durante a 
operação normal, maior tempo de residência em alta 
temperatura e de mistura, garantindo-se desta forma uma maior 
eficiência na destruição térmica. Somam-se a isso as 
características alcalinas da matéria-prima (neutralização do 
ácido clorídrico ou outros compostos ácidos), a incorporação das 
cinzas ao clínquer (o que promove a imobilização de metais 
pesados, por exemplo) e a redução de outros custos (Silva et ai., 
1994). 

No caso do incinerador, é necessário realizar a queima de 
um combustível para se fazer a incineração de resíduos, 
enquanto no co-processamento o poder calorífico do resíduo é 
aproveitado no processo. A relação comprimento/diâmetro dos 
fomos rotativos, é de aproximadamente 4 para o incinerador e 
de 14 a 16 para o fomo rotativo de fábrica de cimento. Com 
isto, temos uma diferença no tempo de permanência dos gases 
nos fomos, sendo este tempo menor nos incineradores, fator que 
influencia diretamente na eficiência de destruição térmica dos 
resíduos. Além disso, para se fazer o tratamento dos gases nos 
incineradores, é necessários a introdução de reagentes para 
neutralizar compostos oriundos da queima dos resíduos, ao 
passo que, no co-processamento, estes reagentes já se encontram 
na forma de matérias-primas utilizada no processo. 

Embora seja extremamente adequado e com custos bastante 
inferiores à incineração convencional. o co-processamento de 
resíduos não deve ser utilizado indiscriminadamente, pois 
muitos tipos de resíduos não se prestam à queima por este 
processo, por razões que serão analisadas posteriormente, onde 
se discutirão os problemas de formação e controle de emissões 
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'\ 
Temperatura 
de Chama::: 2000 °C 

Figura I -Fomo Longo- Via Seca 

Temperatura 

Tratamento 
dos Gases 

l 

de Chama ::: I LUO °C 

Figura 2- Incinerador 

de poluentes nas fábricas de cimento. 
A viabilização quanto à destruição térmica de um 

determinado resíduo deve ser feita caso a caso, sendo necessário 
avaliar as características fisico-químicas dos mesmos e sua 
compatibilidade com o processo de clinquerização, observadas as 
limitações ambientais relativas às emissões atmosféricas. à 
segurança e risco quanto a manuseio. acondicionamento e 
transporte dos resíduos. além do fato de que parte deles fica 
incorporada ao clínquer. 



UMITES DE EMISSÕES PARA METAJS PESADOS. 
PRODUTOS DE COMBUSTÃO INCOMPLETA E ÁCIDO 
CLORÍDRICO 

As emissões de metais pesados para a atmosfera devem 
obedecer padrões estabelecidos para uma Máxima Exposição 
Individual (MEl), que é definida como uma exposição em alta 
concentração para uma pessoa, durante 24 hs por dia, 365 dias 
por ano, numa vida estimada de 70 anos. Nos Estados Unidos, 
a Legislação para Caldeiras e Fornalhas Industriais (USEP A -
BIF), que tem se tomado padrão de referência para o controle 
das emissões decorrentes do co-processamento de resíduos 
industriais, define os limites máximos para a MEl, conforme 
apresentado na Tabela I (Holcomb and Pedelty, 1992). 

Tabela I - Limites Máximos de Emissões Segundo a USEP A 
para a Máxima Exposição Individual. 

Substância Limites Substância Limites 

[J..Lg/m3] [J..Lg/m3] 
Antimônio 0,30 Cromo Hex. 0,00083 
Arsênio 0,0023 Chumbo 0,09 
Bário 50,0 Mercúrio 0,08 
Berílio 0,0042 prata 3,0 
Cádmio 0.0056 Tálio 0,50 
PRODUTOS DE COMBUSTAO IMCOMPLETA 

- 2,3,7,8- TCDD (Tetraclorodibenzo-p-dioxina) 

equivalente -0,00000022j!glm 
3 

PRODUTOS ORGANICOS PERIGOSOS 
-Eficiência de Destruição e Remoção- 99.99% 

Fonte: Holcomb and Pedelty ( 1992) 

Com a queima de produtos clorados existe a necessidade 
de controle, também das emissões de ácido clorídrico (HCI) 
que passam a ocorrer, além das possíveis emissões de outros 
compostos clorados, decorrentes da combustão incompleta. Os 
limites estabelecidos na Legislação Americana diferem de um 
Estado para outro, bem como entre diferentes países (Ramos, 
et. ai, 1995). 

LIMITES DE UTILIZACÃO DE COMBUSTÍVEIS 
SECUNDÁRIOS 

Pelas caraterísticas de operação em alta temperatura, os 
fomos rotativos da indústria de cimento podem ser 
considerados como incineradores versáteis, podendo queimar 
combustíveis no estado sólido, líquido ou gasoso. Podem ainda 
queimar uma variada gama de resíduos industriais e urbanos, 
em condições específicas. Uma relação de combustíveis 
(convencionais e alternativos) é apresentada na Figura 3. 

As altas temperaturas de chama, bem como o maior tempo 
de permanência dos gases nestas, asseguram eficiências de 
destruição e remoção (ORE) de compostos perigosos, acima de 
99,99%. Entretanto, devido ao grande volume de gases gerados 
na combustão e nas reaçóes de calcinação e clinquerização, e 
emitidos pelas chaminés destas instalações, existe também, a 
emissão de produtos de combustão incompleta, produtos 
orgânicos, organos-clorados c metais pesados, em pequena 
quantidade, mas que devem ter suas concentrações sujeitas a 
controle dentro de limites extremamente pequenos. Assim, 
neste trabalho são evidenciados os estudos de dispersão 
atmosférica utilizados na estimativa inicial das concentrações 
destes produtos no ar atmosférico, visando estabelecer de 
forma primária, se os níveis de poluentes podem ultrapassar 
concentrações consideradas seguras para a saúde humana e o 
meio ambiente. 
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Figura 3- Relação de Combustíveis Primários e Secundários 
Utilizados na Fabricação de Clínquer 

As concentrações máximas de poluentes na condição de 
Máxima Exposição Individual tendem a estabelecer, os limites 
maxtmos de utilização de resíduos perigosos como 
combustíveis secundários, limitando desta forma os valores das 
emissões de diferentes poluentes. 

A ESTIMATIVA DA CONCENTRACÃO DE POLUENTES 

Buscando adequar os níveis máximos de emissões aos 
limites máximos de concentração de poluentes no ar, 
principalmente de produtos de combustão incompleta. metais 
pesados e ácido clorídrico, pode-se, através de modelos de 
dispersão atmosférica, estimar os níveis de concentração em 
tomo da instalação emissora, visando manter nivets 
considerados seguros para estes poluentes. 

Os poluentes liberados para a atmosfera deslocam-se com 
o vento, sendo dispersados pelo fluxo de vento' turbulento 
natural. Isto é, a velocidade do vento aumenta em função da 
distância da supertlcie ao topo djl camada limite planetária e a 
direção do vento muda lentamente com a altura, embora não 
muito indicada teoricamente. Nota-se, ainda, que o fluxo de 
vento também pode ser afetado pelas diferenças de 
temperatura. Assim, o solo e a brisa do mar podem aumentar a 
influência sobre a direção de deslocamento do poluente emitido 
dentro do ar, como também a topografia pode canalizar o fluxo 
ou mudar a sua direção ( Masters, 1991 ). 

Pequenas partículas ou moléculas de gases liberadas 
dentro da atmosfera são separadas rapidamente uma das outras. 
O problema de difusão turbulenta na atmosfera não tem sido 
ainda formulado no sentido de obter um modelo físico básico 
simples, o qual possa explicar todos os significantes aspectos 
deste problema. Um modelo bem aceito emtre vários autores é 
a teoria estatística, já abordada em outros trabalhos (Ramos et 
ai., 1995). 

No sistema de coordenadas, como mostra a Figura 4, que é 
utilizado para làzer cálculos com modelos de dispersão 
Gaussiana. assume-se que a dircção x l: a dircção de: 
deslocamento da pluma estendida horizontalmente na direção 
do vento. O eixo y, é no plano horizontal, perpendicular ao eixo 
x, e o eixo z estende verticalmente. O deslocamento da pluma 
se dá ao longo ou paralelo ao eixo x (Sax, I 974). 



z 

X 

y 

Figura 4- Sistema de Coordenada e geometria básica da 
Equação da Pluma Gausiana 

A equação que rege a teoria estatística é a seguinte: 

{ ( ]2] Q I y C( x y z· H) = ex -- -
' ' ' 2.Jl".O"y.O"z.U 2 O"y 

+·{-H z ;,H)']+··{ -H z;,H)']} 
(I) 

onde C é a concentração em alguma coordenada (x,y,z) para 
uma dada emissão Q, cuja saída se dá a uma altura H, a qual 
representa a altura efetiva de elevação da pluma tomada como 
a soma da altrna física da chaminé emissora com altura de 
elevação da pluma após a saída desta. 

As unidades normalmente utilizadas em modelos 
Gaussianos são: C - concentração em [g!m3); Q - a taxa de 
emissão em [g!s); u -velocidade do vento em [m/s); ay, aZ' H 
e todas as coordenadas em [ m]. 

Assim, apresenta-se a seguir os principais parâmetros 
utilizados no cálculo da estimativa de um valor para a 
concentração de um determinado poluente em um ponto 
próximo a uma chaminé, na qual são emitidos vários tipos de 
poluentes. Baseado na Equação (I), pode-se estimar qual a 
concentração de poluentes emitidos em um ponto no espaço 
próximo a uma chaminé. 

Sendo os valores de x, y e z conhecidos, pois referem-se às 
coordenadas do ponto onde se deseja estimar a concentração, 
devem ser conhecidas, também, a velocidade do vento (u), bem 
como a quantidade (Q) de poluente que sai da chaminé. 

Os coeficientes de dispersão ay e oz são funções da 
distância entre o local onde se estima a concentração e a fonte 
emissora, eles podem ser encontrados nos gráficos apresentados 
nas Figuras 5 e 6, respectivamente, desde que se saiba a que 
9istânciá se deseja estimar a concentração e em que categoria 
se classifi~am as condições metereológicas da localidade em 
questão. 

A cl<;lSsificação das condições metereológicas é dada de 
acordo com a velocidade do vento e outras condições 
estabelecidas conforme mostrado na Tabela 2. 

Para efeito computacional , existem equações que 
representam as curvas correspondentes aos coeficientes de 
dispersão horizontal e vertical. apresentadas em outros 
trabalhos (Ramos at. ai, 1995). 
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Tabela 2 - Classificação das Condições Metereológicas. 

-
Velocidade Dia Noite 

do Radiação Solar Nebulosidade 
Vento Forte Moderado Fraca Baixa Nebul. Nebuloso 
<2 A A-B B - -
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Figura 6 - Coeficiente de dispersão vertical. 

Um dos parâmetros, da Equação (I), de bastante 
relevância que é o valor de (H) pode ser calculado conforme 
Equação (2): 

H= h+MI (2) 



onde, h é a altura da chaminé, e 1\H pode ser calculado 
segundo equações propostas por alguns autores. Segundo 
Holland apud Sax(l974), a elevação da pluma após a saída da 
chaminé, pode ser calculada coriforme Equação (3): 

L'1H= v~d[1.5+(2,68 x 10-2.P.(Ts ;sTa).d) l (3) 

onde: v5 é a velocidade de saída da chaminé (rnls); d é o 
diâmetro da chaminé (m); u é a velocidade do vento (m/s); P é 
a pressão (kPa); T s é a temperatura na saída da chaminé (K); 
Ta é a temperatura ambiente (K). 

Para a ASME e Briggs (Seinfeld, 1986) os valolões de L'1H 
são calculados com base na Equação (4): 

L'1H = E.xb 
ua 

(4) 

cujos coeficientes encontram-se listados na Tabela 3. 

Tab11la 3 -Coeficientes Utilizados para o cálculo de 1\H 
segundo a ASME e Briggs. 

Referência Classe a I b I E I Condições 
Neutra e I o 7.4.(F h:) ·\' 

~SME Instável 
1973) Estável 113 o 2.9. (FI 51) \j 

I 213 \/ 
F < 55, x < 49 f Js 1,6.fi 3 

IBriggs Neutra e I o 3' ~ 
2J,4.f!4 F < 55, x ~ 49.f 1 8 

1969, Instável l 2/3 i/ 2 

1,6.fi3 F~55. x < 119. fll 

1971, I o ] ." 2 . 
38,7.f:5 F;,:55, x ~ 119.f1 l 

1974) 1/3 o y 
2,4.(F I 5 2 ) 

3 

Estável o o ~ -v 
5.F ' 4.S2·B 

I 2/3 l i 
1.6.F 3 

- -

Nomenclatura da Tabela 3: 

d = diâmetro da chaminé, m 
F = parârnet:o de fluxo, g.d2V 5(T5-Ta>f4Tf m4 sec· 1 

g = aceleraçao da gravtdade, 9,807 m sec· 
p = pressão atmosférica, kPa 
p

0 
= 101,3 kPa 

S 1 = (g.a:l/àzJT
3
)(p/p,l.29, sec·2 

S2 = (g.a:l/àz)/T 
3

, sec·2• onde a:l/àz é apresentado na Tabela 4. 
Ta= temperatura ambiente, K 
T 

5 
= temperatura na saída da chaminé, K 

âT=T
5
-T

3 
V

5 
=velocidade de saída da chaminé, m sec·2 

Tabela 4 - Relação entre as classes de estabilidade de Pasquil
Gitford e o Gradiente Potencial de temperatura 

Classe de Estabilidade Gradiente Potencial de I 

Temperatura êe/ôz(°C/100 m) 
ÍA (extremamente instável) < -0.9 
ll!imoderadamente instável) -0.9 a -0,7 
C (levemente instável) -0.7 a -0.5 
D (neutra) -0.5 a 0,5 
!1:. (levemente estável) 0.5 a 2.5 
"'(moderadamente estável) >2.5 
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De posse de todos esses dados. pode-se estimar qual a con
centração de poluentes emitidos num ponto desejado, para 
determinadas condições operacionais da planta emissora, 
condições ambientais da região na qual se deseja estimar a 
concentração. 

RESULTADOS 

Utilizando a teoria Gaussiana descrita anteriormente, 
pode-se estimar os valores de concentração de metais pesados 
para a condição de máxima exposição individual, a partir de 
valores reais, os quais foram obtidos de medições feitas numa 
fábrica de cimento, quando da realização de testes de queima 
de uma mistura de resíduos industriais. Os valores relativos à 
concentração de poluentes emitidos, medidos na saída da 
chaminé de um fomo r1>tativo de produção de clínquer, são 
apresentados na Tabela 5. 

Tabela 5 - Emissões de metais pesados em testes de 
queima de resíduos. 

Substância Concentração de Emissão (ll?/m3
) 

Antimónio 1.8 
Arsênio 3.1 

Bário 7.9 
Cádmio 1.32 

Cromo Hexavalente 0.56 
Chumbo 4,3 

Mercúrio 2.7 
Prata 2.1 

Fonte: Holcomb and Pedelty ( 1992). 

Procurando estimar as concentrações máximas das 
substâncias - antimónio, arsénio, bário, cádmio, cromo 
hexavalente, chumbo, mercúrio e prata - para uma instalação 
com produção de 2.000 toneladas/dia de clínquer, chegou-se 
aos valores apresentados na Tabela 6. 

Tabela 6 - Resultados da estimativa de dispersão de poluentes. 
wmparados às concentrações definidas para a MEl. 

Substância Concentração ( j.J.g/m 
3

) 

MEl ASME I Briggs Sax H&P* 

Antimônio J.o x 10·1 6.8 x to-6 t.6 x w-5 9,0 X 10-4 1,9xl0-ó 

Arsênio 2.3 x 10·3 1.2 x 10·5 2,8 x w·5 t ,s x 10·3 3,2 X 10-ó 

Bário 5.0xl0 1 3,0 x 10·5 7,2 x 10·5 3,9 x 10·3 8,4 X 10-ó 

Cádmio 5,6 X J0"3 5,0x 10-ó 1.2 x 10·5 6,6 X 10-4 1,4 X 10-ó 

Cr. Hexav. 8,3 X 10-4 2,1 X (0-ó 5,[ X 10-ó 2,8 X 10-4 0.6 X 10-ó 

Chumbo 9.0 x w-2 1,6 x 10·5 3.9 x 10·5 2.1 x 10·3 4 5 X 10-ó 1 

Mercúrio 8.0 x 10·2 1.0 x 10·5 2.4 x 10·5 1,3 x 10·3 2,!Í X 10-ó 

Prata 3,0 7,9 X 10-ó 1,9 x 10·5 1.0 x w-3 I ;z,2 X 10-ó 

* H & P - Holcomb and Pedelty ( 1992). 

As condições estabelecidas, nas quais obteve-se os maiores 
valores de concentração foram: velocidade do vento - 2 (m/s); 
velocidade do gás na saída da chaminé - 7,07 m/s: altura de 
chaminé - 50 m; diâmetro da chaminé - 3 m; temperatura 
ambiente - 25°C; temperatura do gás na saída da chaminé -
I 00°C; pressão atmosférica local- I atm. 

Assim, os resultados obtidos referem-se a uma concen
tração de poluentes a uma distãncia de I 000 m entre o ponto 



selecionado e a chaminé emissora, ao nível do solo, em terreno 
plano e em linha reta, na mesma direção do vento, nas 
condições metereológicas que levam a uma pior situação de 
dispersão. 

Nas Figuras 7 e 8, são apresentados os resultados contidos 
na Tabela 6 na forma de gráficos, para melhor visualizaçio dos 
mesmos. 

(J 

I• Antlm6nio • Arsênio a Bário O Cádmio 

Figura 7- Resultados da estimativa de concentração atmosférica dos seguintes metais pesados: Antimônio, 
Arsênio, Bário e Cádmio, para a Classe C -ligeiramente instável, considerando os cálculos de ~H, 
comparando-os com os limites para a MEl e valores reais, obtidos por Holcomb & Pedelty ( 1992) 

(J 

ASME Brtggs Holland MEl 

I• Cr. Hex. • Chumbo a Mercúrio D Prata 

Figura 8- Resultados da estimativa de concentração atmosférica dos seguintes metais pesados: Cromo Hexavalente, 
Chumbo, Mercúrio e Prata, para a Classe C - ligeiramente instável, considerando os cálculos de Mf, 

comparando-os com os limites para a MEl e valores reais, obtidos por Holcomb & Pedelty ( 1992) 
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L CLASSE c - LIGEIRAMENTE INSTÁVEL l 
h • 50m 

Ts•IOOOC 

To•250C 

H•Z08m d • 3m 

4 

V. • 7,07 m/s 

u • 2 m/S 

6 

DISTANCIA (km) 

8 10 

Figura 9- Dispersão para o Cromo Hexavalente, considerando as diferentes.alturas efetivas de elevação da pluma. 
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Figura I O -Dispersão para~ Cromo Hexavalente, mantendo-se a altura efetiva de 
elevação da pluma, e variando-se a classe de estabilidade. 

COMENTÁRIOS E CONCLUSÕES 

Comparando-se os limites estabelecidos para a MEl com os 
resultados do cálculo da estimativa da máxima concentração de 
metais pesados no ar pelos modelos apresentados, verifica-se 
que os valores estimados possuem diferentes ordens de 
grandeza. Isto implica que, na estimativa da concentração de 
poluentes, cada modelo por suas particularidades tende a 
apresentar valores distintos. Assim, tomando como exemplo as 
concentrações estimadas para o chumbo, em relação à MEl, 
verifica-se que, tomando como base o modelo apresentado por 
Holland apud Sax (1974), o valor estimado da concentração é 
cerca de 40 vezes menor que a MEl. Em se tratando do modelo 
de Briggs (Seinfeld, 1986), o valor estimado da concentração é 
cerca de 150 vezes menor do que a MEl, e pelo método da 
ASME (Seinfeld, 1986) este valor é cerca de 1000 vezes 
menor. 

Nota-se entre os três modelos, que existem diferentes 
relações entre os valores encontrados. A estimativa da 
concentração de poluentes pelo modelo de Holland apud Sax 
(1974), apresenta valores menores que a MEl, variando de 1,5 
vezes menor para o Arsênio, a até 3000 vezes menor para a 
Prata. 

Tomando como parâmetro de comparação os valores reais 
de Holcomb & Pedelty ( 1992), relativos a concentração de 
metais pesados emitidos por uma tabrica de cimento, em testes 
de co-processamento de resíd~os, chegou-se a valores médios 
de concentração, cerca de 3,5 vezes maior adotando-se o 
modelo da ASME, 8,5 vezes maior com o modelo de Briggs e 
cerca de 450 vezes maior adotando o modelo apresentado por 
Holland. 

Observando os gráficos das Figuras (9) e (I 0), pode-se 
notar que a medida que aumenta a altura efetiva da pluma, o 
nível de concentração de poluentes diminui; e com relação à 
distância na qual a concentração é maior, a mesma tende a 
afastar da fonte emissora. Além disso, fixando urna altura 
efetiva , calculada conforme a Eq.(3), e calculando as 
concentrações para diferentes classes de estabilidade, a medida 
que se passa da Classe A para a Classe C e posteriormente para 
a Classe E, verifica-se que a distribuição da dispersão ao longo 
do eixo (no sentido da direção do vento) tende a ser mais 
estável. 

Com base nestes resultados, verifica-se que a estimativa da 
altura efetiva de subida da pluma, após a saída da chaminé, 
constitui um importante parâmetro, para se obter valores muito 
próximos do real. 

Sabendo-se da diferença na ordem de grandeza dos 
modelos, a adoção deste ou daquele modelo, uma vez 
..:onhecida a sua distorção, represent.ara um certo gnlll de 
segurança a ser adotado, implicando em menores riscos para a 
atividade de co-processamento. 
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ABSTRACT 

This paper presents the results of comparison of pollutants 
dispersion models on atmosphere. This pollutants are emitted 
by stacks of cement industry rotary kilns. When buming either 
industrial hazardous wastes or urban wastes as an alternative 
fuels, it is necessary to estimate the pollutant concentrations 
near the industry and to compare with the maximum individual 
exposítion (MEO. as required for the purpose of not occurring 
health damages to persons leaving in this region. There is a 
great variety of dispersion models and this work gives 
emphasis on different manners to estimate etfective height of 
the plume, which is one of the necessary pararneters for the 
evaluation of pollutant concentration. 
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RESUMO 

Diferentes abordagens numenca e analíticas são usadas para o cálculo de concentrações integradas 
lateralmente devido à dispersão de contaminantes lançados em uma atmosfe~;a com uma conhecida capacidade 
dispersiva, avaliada por parâmetros que indicam a importância relativa entre a turbulência gerada por fricção 
e a turbulência gerada por empuxo. Várias formulações foram testadas para o tensor difusividade turbulenta 
para uso na solução numérica por volumes finitos e na solução exata da equação de difusão atmosférica. Os 
resultados mostram que a solução exata condicionada deve ser preferida por ser mais conservativa e por ser de 
implementação simples, enquanto a modelagem gaussiana tende a subestimar valores ao longo de maior parte 
do domínio. A solução numérica elíptica apresenta forte dependência da formulação de difusividade, gerando 
uniformidades de concentração a pequenas distâncias da fonte. 

INTRODUÇÃO 

O uso de modelos para previsão de concentrações de 
contaminantes atmosféricos tem aumentado a partir da década 
dos setentas devido à necessidade de estudos de impactos 
ambientais que novos empreendimentos podem causar a uma 
dada região. Tomou-se bastante comum o uso de modelos 
genericamente classificados como gaussianos que, em 
essência, traduzem probabilidades de existência de uma certa 
quantidade de contaminante em uma região do espaço 
estudado, segundo Seinfeld ( 1986). A equação de difusão 
atmosférica de um dado contaminante, já efetuadas as 
simplificações devidas às diferenças entre ordens de grandeza 
das difusividades moleculares e devidas à ação da 
turbulência, permite soluções analíticas desde que certas 
relações existam entre o campo de velocidades e a 
componente inferior extrema da diagonal principal do tensor 
difusividade turbulenta, conforme Huang ( 1979). Tirabazzi 
(1994) e Queiroz e Santos (1995) exploraram a solução 
proposta por Huang, calculando concentrações no nível do 
solo e comparando-as com valores avaliados por modelagem 
gaussiana e com valores experimentais, considerando fontes 
pontuais múltiplas. Soluções numéricas por volumes finitos 
para as equações de conservação de momentum, massa e 
energia foram obtidas anteriormente por Queiroz et ai. 
(I 995), supondo a existência de ilhas de calor ao longo da 
direção principal de escoamento e a contaminação por fonte 
pontual. O objetivo deste trabalho é comparar os três tipos de 
soluções, mapeando um campo de concentrações lateralmente 
integrado, sob diferentes capacidades dispersivas da 
atmosfera, abrangendo as condições instáveis, quando a 
estrutura de turbulência gerada por empuxo toma-se mais 
importante na dispersão do que a gerada por fricção . Não 
foram considerados acidentes térmicos ou ilhas de calor ao 
longo da direção principal do . escoamento, por ser um 
problema de abordagem pouco significativa quando da 
modelagem gaussiana. 
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DESCRIÇÃO DOS MODELOS 

A finalidade das modelagens mostradas a seguir é 
expressar uma solução para a equação: 

Modelos gaussianos. A estrutura dos modelos 
gaussianos é elaborada a partir da associação de 
probabilidades de transição conforme mostrado na Eq. (2): 

O() O() O() 

c{!,t)= I I jQ(!,qxo,to)qxo,to)dxo+ 
oooooot 

(2) 

J J JJ Q(!,tl!',t')s(!',t')dt' d!, 

onde Q (~, ~~~· , 1 ·} é uma probabilidade de transição entre as 

posições :! e :! ' , entre os tempos t e t ', S são as fontes e C 

as concentrações. 
A organização das informações de probabilidades de 

transição na Eq. (2) é feita através do uso de uma distribuição 
normal para a velocidade do vento e da aceitação de que os 
fatores originários da capacidade dispersiva do ambiente, ou 
seja, a manifestação das estruturas turbulentas geradas por 
empuxo e fricção estejam associadas à velocidade do vento 
por funções genéricas. As distribuições das velocidades teriam 
a forma mostrada na Eq. (3) e as funções genéricas as formas 
mostradas na Eq. ( 4 ). 



4> (u)= 1 [ (u~--u~r] 
(
2 )112 exp -

7t cr. 2a.l 

(3) 

a, = a 3 tF, e a Y = a 2 tFY (4) 

onde t é o tempo, O) e ~ são desvios padrões das flutuações 
da velocidade do vento e F, e Fy, funções que caracterizam a 
camada limite atmosférica. 

As configurações da expressão de dispersão gaussiana 
tomam formas similan:s a 

c(x"x2 ,x,) q ( x; ) --exp --· · 
2~r u1 aY a, 2a~ (5) 

[ "P (-(';/ l-"P (- (x;;;J']] 
sendo q o lançamento em (O,O,h). 

Os valores dos coeficientes de dispersão ay e az foram 
avaliados por diversos experimentos para curtos tempos de 
amostragem e são extrapolados para tempos maiores. As 
formas funcionais mais utilizadas são do tipo: 

a = exp[l + J ln x 1 + K{In{x 1 )f] (6) 

Considerando-se que sua obtenção se dá a partir das 
hipóteses de uma atmosfera com turbulência homogênea e 
permanente, o que não deve condizer com os estados reais, 
pode ser inferido que a grande carga de informações 
necessárias aos parâmetros ay e a, toma as expressões 
gaussianas de utilidade apenas indicativa da ordem de 
grandeza de concentrações decorrentes de lançamentos em um 
dado espaço sob estudo. Também é claro que, ao longo do 
desenvolvimento de uma pluma de contaminante, acidentes 
locais na estrutura de turbulência devem afetar o ambiente 
sem detecção por parte dos fatores a, que são função apenas 
da distância percorrida e da estabilidade atmosférica. 

Solução numenca. A solução numérica utilizada para 
comparação está exaustivamente descrita em Queiroz et ai. 
( op cit.) e foi centrada na aplicação do método de volumes 
finitos à equação de conservação da espécie contaminante: 

ô ( U 1 ) = _ ô _ ( K ~) (7) 
ax 1 ax 1 

associada às condições de contorno: 

x, =0 C=O X 2 =0 
ôC 
--=0 a X 2 

ôC x _z/n ôC (8) 
X,= I --=0 --=0 

ôX, 
2- D ôX 2 

X H 
X='~ e x2 =15, C =I 

I D 

onde Z; é a altura da camada de mistura, D o domínio 
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estudado em X 1 e XLanç a localização do ponto emissor. 
O campo de velocidade Uj é proveniente da solução 

anterior das equações de continuidade e quantidade de 
movimento linear acoplada à conservação de energia. Foi 
usado o modelo k-e para a avaliação dos efeitos turbulentos 
via solução das equações de conservação da energia cinética 
turbulenta k e sua taxa de dissipação e. 

As informações sobre a estrutura dispersiva do meio, 
além da influência direta do campo de velocidades, estão 
contidas no tensor difusividade turbulenta K. Várias 
formulações foram usadas e seu comportamento com a altura 
mostrado na Figura I. 
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Dumn 

-3 
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Figura 1- Comparação entre os perfis da componente 
vertical do tensor difusividade turbulenta Kw, derivados 
de Holtslag & Moeng (H-M), Degrazia e Lamb & 
Duran. 

Solução exata condicionada. A solução exata proposta 
por Huang ( 1979) é condicionada a que os perfis da 
velocidade na direção principal do escoamento e a 
componente inferior extrena da diagonal principal. do tensor 
difusividade turbulenta tenham formas potenciais, conforme 
mostrado nas expressões ( 10) e (11) 

~exp - 2- x2, (x,x ) 0 - • )12 C= q ( (x )2) 
V ~" v y 20" 2 JS ' ba 

2
x, 

(9) 

[ 
a (x i+ xis)] [2a (x,x, st"] 

exp - b 2 l_P b 2 a x, a x 1 

onde q é a intensidade das fontes, f_p é a função de Bessel 
modificada da ordem -/3, ay a dispersão horizontal, a = 2+p-n 
e {3= (1-n)/a desde que: 

u,(x 3 )=axj' (10) 

e 

Kvv = bx; (11) 

Quanto á aproximação de Kvv por uma função do tipo 
.K., = bx" foram feitos testes com formulações existentes 
devidas a Degrazia (1994 ), Hostlag e Moeng ( 1991 ) e Lamb e 



Duran ( 1971) que são mostradas na Tabela I, que identifica os 
casos estudados. 

Tabela 1- Casos estudados. Zs - altura de lançamento, 
Z; - altura da camada de mistura, ;; 1 - velocidade a 

XJIZ; = 0.02 . 

CASO II m 
Zs!Z; 0.15 0.25 0.25 

~ . (m/s) 1.0 2.0 3.0 

Classe estabilidade A B c 
w· (m/s) 0.52 0.62 0.69 
U• (m/s) 0.13 0.23 0.33 

L -19.0 -62 .0 -133.0 
Formulação Kw Degrazia Hostlag & Lamb& 

Moeng Duran 
Interpolação a 0.66 1.24 1.80 

p 0.18 0.21 0.22 
Kvv b 0.10 0.10 0.14 

"' n 1.10 1.25 1.23 
Abrangência 40% 40% 40% 

iu•lw• ~3 0.0149 0.0491 0.1045 

A abrangência, citada na Tabela I, significa até que 
altura foram interpolados valores para a geração da função. 

Resultados gerados pelos modelos. Foram estudados os 
casos mostrados na Tabela 1, sendo que os valores dos 
parâmetros são utilizados quando solicitados pelos diferentes 
modelos, gaussiano, solução numérica ou solução exata 
condicionada. Foi considerada a similaridade de capacidade 
dispersiva para as três classes de modelos através da 
comparação entre o comprimento de Monin-Obukhov (L), Eq. 
(12), a escala convectiva de velocidade (w•), Eq. (13), e a 
classe de estabilidade. O comprimento de Monin-Obukhov é 
expresso por 

L (12) 

onde p é a massa específica do fluído, CP o calor específico, To 

a temperatura do solo, u• a velocidade de fricção, k :i 

constante de Von-Kármán c q, o fluxo cinemático turbulento 

de calor na direção 3. A escala convcctiva é expressa por 

( 

- ) 1/3 

w = _K__q_3-Zi 
• T C 

o p p 

(13) 

Para a classe de problemas estudada, o valor absoluto 
de L determina a altura até a qual os efeitos de fricção ainda 
têm importância na geração de turbulência. Quanto maior o 
fluxo cinemático de calor turbulento na superfície do solo, 
menor o valor absoluto de L. 

Dessa forma, a modelagem gaussiana utiliza a 
velocidade do vento medida a uma altura de 10 m c uma 
insolação tal' que reproduza a atmosfera sob condições muito 
próximas àquelas descritas pelo comprimento de Monin
Obukhov e pela escala convectiva de velocidade calculadas 
para a solução numérica c para a solução exata condicionada. 
Por outro lado, a solução numérica e a solução exata 
condicionada foram conseguidas para os mesmos valores de 
L ew•. 
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O parâmetro (u•lw•/ , indica o grau de instabilidade 
associado ao problema. Quanta menor o seu valor, mais 
instável o ambiente e, portanto, maior sua capacidade 
dispersiva. 

Os resultados obtidos estão mostrados ,sob a forma 
gráfica, nas Figuras 2,3,4,5,6,7,8,9 e 10. 
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Figura 2 - Caso I, solução numérica. 
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Figura 3 - Caso I, modelagem gaussiana, 
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figura 4 - Caso I, solução exata. 
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figura 5 - Caso II, solução numérica. 
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Figura 6 - Caso II, modelagem gaussiana 
correspondente à classe B. 

0. 10 0.20 0 .30 0.40 O.M O.tiO 0.70 0.60 (1.00 1.00 

Figura 7- Caso II, solução exata. 
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Quando foram simuladas as condições mais dispersivas 
possíveis, mostradas nas figuras 2, 3 e 4 a solução numérica 
mostra uma tendência da linha de concentração típica de 12% 
da massa das seções verticais ao longo da direção principal do 
escoamento a. se manter acima da altura de lançamento, o que 
não se reproduz para o modelo gaussiano e para a solução 
exata. Na modelagem gaussiana existe um grande 
espalhamento após xr!D = O. I, levando ao cálculo de 
concentrações menores que com o uso dos outros dois 
métodos para essa região, em alturas inferiores à de 
lançamento. A solução exata condicionada mostra um 
espalhamento crescente, com suavidade, e linhas de 
isoconcentração maiores que O. I tendendo a se dirigir à 
fronteira inferior. 

Para as condições de instabilidade forte, mostradas nas 
figuras 5, 6 e 7, a solução numérica apresenta comportamento 
com homogeneidade após xi/D = 0.2 exceto pela linha de 
0.14 que fecha um campo com acontecimento até xr!D = 0.7. 
A modelagem gaussiana mostra concentrações maiores 
restritas a x 1/D < 0.4 e uniformização bem mais tardia que a 
solução numérica. Devido à condição de reflexão total no 
solo uma linha de isoconcentração igual a 0.1 reaparece em 
xr!D = 0.5. A solução exala mostra um inesperado grande 
espalhamento inicial, que sempre se manifesta quando são 
simuladas grandes alturas de lançamento. Há um problema de 
comportamento na avaliação das funções de Bessel pelas 
séries numéricas usadas neste trabalho, para o par xr/D < 
0.10 e ZJD > 0.012, acontecendo severas oscilações 
numéricas cuja atenuação é restrita pelo máximo exJ)oente 
possívd para exponenciais, que comprometem os valores de 
concentrações gerados. Apesar dessa limitação, como a 
solução é pontual, os valores de concentração calculados para 
o restante do domínio estão corretos, sendo que após xr!D = 
0.5 guardam grande semelhança com a formulação gaussiana. 
O espalhamento maior que o previsto pela solução numérica 
e linhas de maior valor atingem a fronteira inferior após xr!D 
= 0.6. 

Para condições com instabilidade menos acentuada, a 
solução numérica, Figura 8, mostra apenas uma ligeira 
diferença de comportamento mesmo para uma mudança de 
112% em (u·lw·)3 e com o dobro de L, em relação à condição 
anteriormente analisada. Apenas a linha de 0.14 tem 
comportamento diverso, com forte translação de sua 
influência no domínio. 

A modelagem gaussiana, Figura 9, reflete melhor a 
mudança da condição de instabilidade. 

A solução exata para instabilidade menos acentuada, 
Figura 10, revela novamente a pseudo dispersão inicial devida 
ao comportamento numérico das funçõe~ de Bessel para 
grandes alturas de lançamento. Observa-se também uma 
modesta translação na influência de algumas linhas de 
isoconcentração que tocam a fronteira inferior (linhas 0.12 e 
0.14) mesmo para mudanças acentuadas em L em relação ao 
caso mostrado na Figura 7. 

As concentrações calculadas pelos três modelos a x)!Z; 
= 0.05 são mostradas nas Figuras 11, 12 e 13. Pode ser 
claramente observada a existência de máximos que se 
deslocam para a frente no domínio x 1 com a diminuição da 
instabilidade do ambiente, para os modelos exalo e gaussiano. 
Existe uma inequívoca tendência em se manifestar a 
capacidade de subestimativa do modelo gaussiano. 
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Figura 12- Concentração percentuais a xJI'Zi, caso ll. 
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CONCLUSÃO 

Os casos analisados neste trabalho permitem concluir 
que a solução exata deve ser usada com cautela para o início 
do domínio devido a problemas inerentes ao cálculo das 
funções de Bessel de ordem não trivial. A formulação de Kvv 
e sua interpolação para uso na solução exata determinam 
grandes mudanças nos valores calculados. Conforme já 
verificado na solução numérica, a instabilidade reflete-se de 
maneira modesta quando o contaminante liberado a grandes 
alturas, tipicamente acima de um terço do domínio vertical, 
indicando que o campo de velocidades turbulento e os valores 
de K.,. não captam as mudanças de posição de massas 
contaminantes devidas aos movimentos com escalas maiores 
(ordem típica de I 000 metros), comuns na atmosfera 
instável, conforme Wyngaard (1992). A modelagem 
gaussiana mostra tendências a calcular valores maiores que os 
demais modelos no início do domínio, subestimando porém as 
concentrações na maior parte da região de estudo. Ainda 
não sendo completamente viável o mapeamento de uma 
região inteira, sujeita a lançamentos de centenas de fontes, 
usando soluções numéricas para a equação de dispersão 
atmosférica, o uso da solução exata condicionada devida a 
Huang mostra-se mais conservativa, devendo ser preferida 
em estudos de impactos ambientais. A modelagem gaussiana 
indica apenas ordens de grandeza das concentrações na 
fronteira inferior do escoamento, principalmente em regiões 
distantes do lançamento (cerca de 3000 metros em estudos de 
impactos atmosféricos), devendo ser usada com restrições. 

Estudos em andamento deverão comparar valores 
obtidos pelas três modelagens usadas neste trabalho a dados 
experimentais para concentrações de S02. Como serão 
usados valores oriundos de dois anos de observação de 
variáveis meteorológicas e de concentrações em um local 
específico, com médias horárias, a avaliação dever prover 
informações complementares ao presente estudo. 
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ABSTRACT 

Different analytical and numerical aproaches are used 
for crosswind integrated concentrations calculations due to 
the dispersion of contaminants released in an environment 
with known dispersive capacity, evaluated by parameters that 
show the irnportance of turbulence generated by friction and 
turbulence generated by buyoancy. Severa! diffusivity tensor 
formulations were tested in numerical solution by finite 
volumes scheme and in an exact solution for the atmospheric 
diffusion equation. The results show that an exact solution, 
dependent on vertical diffusivity and velocity profiles 
approximations, must be used in real problems because of the 
conservative features of the results and easy implementation, 
while the values predicted by a traditional gaussian model 
seem to be underestimated. The elliptic numerical solution is 
strongly dependent on difussivity formulation, generating a 
uniform concentration field at short distances from the 
source. 
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SUMMARY 

This work repor!.\' the last improvements and tests in a numerical model designed to simulate the 
circulation and pollutant transpor/ in water hodies and coas tal waters. The introduclion of a K- c turbulence 
model in lhe numerical /11()(/e/ and the ability to incorpora te surface winds condltions acting over the dispersion 
plumes are related and tested aKainst experiments. 

INTRODUCTION 

Watcr is onc of thc basic natural resources of human 
being. The conscrvation and protcction of our cnvironmcnt is 
therefore of great importancc to our well-fare or cven to our 
existence. lndustrialization, besides thc social progress, produce 
huge quantitics of wastc materiais to bc disposcd of, so sewagc 
discharges are signifícant pollutant sources for many urban 
estuaries and coastal arcas. ln particular, if suffícient rain storm 
occurs, municipal and industrial scwage discharges may exceed 
the capacity of existing wastcwater treatment plant and discharge 
directly to the surfacc ofthc recciving water bodies. 

To understand the circulation and pollutant transport in 
water bodies and coastal waters severa] numerical techniques have 
been developed in the last two decadcs. Most recently 3D 
numerical models havc bcen implemented with different degrees 
of complexity in order to simulate more accurately the physical 
phenomena involved in this kind of problem, as can be seen in 
Fisher ( 1981 ), Jin ( 1993) and Huang and Spaulding ( 1995), 
among others. 

ln the scope of this research project Maliska et ali 
( 1987) proposed a 2D model for surface discharge using 
boundary-fítted grids. Following, Jucá et ali ( 1989), reported a 3D 
model also using generalizcd coordinates. Recently, Jucá ( 1994) 
presented a complete 3D model for thermal and pollutant 
dispersion. 

The present work rcports the last improvements in thc 
numerical model, where a K-E turbulence schcme was 
incorporated to the original model (Jucá and Maliska, 1995). To 
validate it, a rectangular channel flow with a surface wind was 
simulated and comparcd with the experiments of Yu ( 1987). 

THE MATHEMA TI CAL MODEL 

Due to the irregular shapcs of general water bodies, the 
discretization employed is self-conforming to the boundaries. lf an 
structured grid is used, as in this work, the governing equations 
are easily managed using a coordinate transformation. Using ~ to 
represent any of the dependent variables, the general conservation 
equation can be written as 
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where U,Y,W are the contravariant components of the velocity 
given by: 

u (uI é,, + u2 é,Y + U]é,z) ri 

V = (ui llx + u2 lly + "3 llz) r 1 (2) 

W = (UJYx + uz Y Y +u3yz)F1 

where the U.;j are the components of the metric tensor and J the 
jacobian of the coordinate transformation. As statcd, ~ represents 
the dependent variables for each equation. For ~ = I, u~o u2 , u3 , 

the mass conservation equation, momentum in x, y and z Cartesian 
coordinates directions, are recovered, respectively. r represents the 
diffusivity transport coefficient, being zero for the mass conservation 
equation and equals to the effective viscosity for the Navier-Stokes 
cquations. Also in Eq. (2) u; represents the mean of fluctuating 
Cartesian vclocities as defíncd by Rodi ( 1980). Details of the 
coordinate transformation can be found in Maliska ( 1995). 

The term p$ is zero for the mass conservation equation. 
For the Navier-Stokes equations it is the pressure term given by 

, . [ op - op - op - J 
p"' = àé, é,; + OY) 11; + ày y; (3) 

where the subscript indicates partia] derivative in the "i-th" Cartesian 

direction. The source term S$ is zero for mass conservation equation 
and for the Navier-Stokes equations it is written as 



-u,=!!._ [ (J au):-+ s at, flef at, t,, ( au)- ( au)- J 1 fler àrt 11; + J fl er "'&; Y; 

a [( av)-+- .lflr-c,-. + 
àrt <at,' ( av)-

J fler àrt 11; + ( av )- J (4) .lfler êty Y; 

a [ ( aw)-+- .lfl ' - < + 
êty et at, "' ( aw)-

J fl cr a;] 11; + ( aw)- J J fl er DY Y; 

Eq. (I), representing the system of partia! ditTerential 
equations goveming th: channel tlow, is integrated in time and in a 
3D elemental control volume. The pressure-velocity coupling is 
handled using the SIMPLEC method ofYan Doormaal and Raithby, 
(I 984). Fictitious control volumes are used for the application ofthe 
boundary conditions. The resulting linear system of equations are of 
the form: 

Ap<!Jp = Ae<!JE+A w<!Jw+An<!JN 

+A s<Ps +Act<Po +Ar<Pr 

+Ane<PNE+A se <Ps E +Anw<PNw 

+ Asw <Ps w + Acte<Po E + Are<PrE 

+Actw<Pow +Arw<Prw +Actn<PoN 

+Acts<Pos +Arn<PrN +Arshs + bp 

(5) 

for <jJ = I, u1 , u2 , u3 . An equation for pressure is derived !Tom the 
mass conservation equation using the SIMPLEC method. Dueto the 
3D nature of the problem, numerical details and expressions of the 
coefficients are not given. These can be found in Juca, ( 1994), 
Marchi, (I 992) and Maliska, (I 995). To deal with turbulent tlows a 
K-G turbulence model was implemented. So, in Eq. (I) the etTective 
viscosity are defined by !ler= 111 + 111 , where !ler .111 • and 111 are 
the etTective, turbulent and laminar viscosity, respectively. The 
turbulent viscosity is given by 

2 
llt =pC K \.1-

1: 
(6) 

where CP = 0.09 , p is the density of the water and K and 1: are the 
turbulent kinetic encrgy and its turbulent dissipation, respectively. 
The transport equations for K and E also can bc obtained from Eq. 

(I). For this, <jJ is made equal to K and c. The terms p4t are given 
by 

pK = P' =o (7) 

for K andE. The source s4t terms are 

SK = pPdt- pE 
- 1: - 1:2 
S' = p(Cit - Pctt- C2t -) 

K K 
(8) 

The values for the constants are taken the usual unes 
recommended in Jiterature, C1• = I ,44 and C2• = I ,92. These are 
current values used in this kind of tlows as can be seen in Rodi 
( 1980) and Huang and Spaulding, ( 1995). The production 

term Pct1 in the transformed space is written as 
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_ [ ( au ) - (au)- (au ) - ]
2 

Pctt = J llef {2 at, E, , + c/Tj 11, + êty y X 

]

J 

av - rl v - av - -
+ 2 [ ( at,) E,y + ( àT] }ly + ( êty ) Y y 

+ 2 [( aw)- + (a.w)-.+ (awl - ]
2 

at, E,l àT] 11z (ly )Y l (9) 

J
J 

a -- a -- a -- -J -(u t, + vt, ) +-(u11 + Vtl) +-(u y + vy ) L aç y x i711 Y x êty y x 

J a (u~ + w~) +J:!...(u~ + w~) +~(uy + wy )]
2 

L at, z X àT] z X r)y 7 X 

+ [~(v:<" + w:<") +Jl_(v;:; + w;:;) +!}_(v -y + w -y )]
2 

at, .,, '-J y àT] 'lz 'l y êty l y 

The ditTusivity transport coefficient r for the K-G 

turbulence model, see Eq (I), are given by 

rK = l::l.. 
crk 

r " = l::l.. 
cr , 

where the constants havc the values of cr. = I .30 c cr, = I .O 

BOUNDARY CONDITIONS 

(I 0) 

Typically, in an environmental tlow we have solid 
boundaries represented by the shoreline and by the bottom of the 
water body. At the surface the wind acts over the dispcrsion of 
the pollutant plume causing its superficial spreading and I or 
bcnding. For solid and surface boundaries no normal tlux · of 
momentum is allowed. The turbulent stresses at the solid 
boundaries, crb, are determined by 

ab = (~;:) 
1"l Zo 

( 11) 

where vb is thc component of thc vclocity parai/e/to lhe boundmy 
k, = 0.4 I is the Von Karman constant: t.Zb the distance !Tom the 
boundary to thc ncarest grid point a11d Z0 a paramctcr dcpendcnt 
on the local boundary roughncss, Jin (I 993), assuming 
hydraulically smooth tlow. Eq. (li) indccd assumes that the 
vclocity near the solid boundaries matches the logarithmic law of 
thc wall, and for that, sufficient mcsh resolution must be provided 
near the boundary. At the surface the wind stress is often 
calculated by (Huang and Spaulding, 1995) 

aw =pwCctv~inct ( 12) 

where Cd is thc air-water drag coefficient, Pw the air density and 
vwind it' s velocity, mcasured at I O m. height. ln the present work, 
the stresses dueto wind are know from experimental data. 

Thc stresses at the boundary imposes the boundary 
conditions for the velocity. As a simple example, if the plane xy is 
parallel to the surface and bottom, and z is thc depth direction of 
thc water body, the bottom stress there can be approximated by 



where "i'' reprcscnts thc "i-th" Cartcsian direction (i= I ,2). 

' 
Boundary j 
~ I .· 

Fictitious 
Volume 

Fig I - Turbulent tension sketch at the boundary 

Rcwriting 

( 13) 

(14) 

which imposcs thc boundary conditions for thc veloci!y. The 
turbulent kinctic encrgy and its di ssipation at solid boundaries are 
dctermincd following Rodi ( 1980). as 

~ .· : ) ---=: --------;;-

\C P j 

1 
\* 

t: ,_ =- - -
,. kSL 

At thc bottom thc rcsulting shcar vclocity is 

( 15 ) 

( 16) 

where v. is thc friction vclocity at thc bottom. With the surtitcc 
stress the K and c values at the surfacc can be calculated using Eq. 
( 15 ) 

MODEL VERIFICATION 

Comparisons of the mathematical model against 
analytical or experimental rcsults are a necessary step in any 
modcl dcvclopmcnt. 

ln this work it was chose to compare the proposed 
modcl with a systematic experimental study of turbulent channel 
flows induced by wind at thc free surfacc carried out by Yu ( 1987) 
as partially rclated in Jin ( 1993). The experimcnt was realized in a 
flume 3R 111 long, with a cross scction of O.RO m x 0.59 m. as 
show in Ftg. 2. The flume was provided with a roof. a suction 
ventilator at une cnd of thc tlumc and an air intake at the other 

385 

end. So, a driving a ir current could be created. The velocity of the 
ai r current ( u,) was measured I O cm above the water surfâce and 
ranged from 3. 7 m/s to 8.0 m/s during the experiment. 

cross sec. 

3790 ··- --··--------1>1 

F1 g. 2 - Experimental apparatus of Yu ( 1987). Dimensions in cm. 

The still water depth (D) was maintained at 20 cm. 
Steady water flows was created using a pump with mean cross
sectional velocities varying from 4. 75 cm/s to 21.4 cm/s. The flow 
in the watcr could be in a direction either following lhe wind or 
opposing it and the test section was located near the middle of the 
!lume where the depth was little affected by wind-setup of the free 
surface. The bottom of the flume was made of cement and ali flow 
tests were found to be in the hydraulic smooth regime kv = 0.41 is 
the Von Karman constant; óZb the distance from the boundary to 
the nearest grid point and Z0 a parameter dependent on the local 
boundary roughness .. 

Using the measurements of the centerline velocity 
profiles, Yu proposed two logarithmic profiles, one for the flow 
near thc surface and another for the flow near the bottom. Upon 
examining these formulations Yu obtained the values of the 

surface friction velocity ( u: ) and the equivalent bottor\j 

roughness height (Z0) by means of the profile method. Tablé I 
shows the conditions of typical experimental runs choose to 
compare against the mathematical model proposed. 

Tablc I -Experimental data from Yu ( 1987) 

Run U w u, u*s Zo 
cm/s m/s cm/s 111111 

I 5,0 -5,70 0,929 0,2570 
~ I 0,40 -5,70 0,856 0,0553 ~ 

{ 14,10 -5 ,70 0,852 0,0486 
4 18,00 -5,70 0,895 0,0491 
5 10,40 8,00 1,016 0,3790 
6 14,10 8,00 0,993 0,1340 
7 18,00 8,00 1,010 0.0187 
8 21,40 8,00 1,010 0.0268 

ln Tab. I the signal (-) in the velocity of the ai r (u, ) 
means it is blowing against the water flow. 

lt is important to note that the mean water velocity 
reported in Jin ( 1993) is not the experimental flow rate overthe 
entire cross section, as a first reading of h is work suggests. The 
mean water velocity in Table I is obtained by integrating the 
experimental center velocity profile over the channel depth only. 
ln other wo~ds, it is the average of an infinitely large ·channel 
where the side walls have no influence in the velocity profiles. 
This fact was confirmed by adjusting a 4th degree polynomial 
curve to the experimental points and performing the integral over 



the depth which leads to the mcan water velocities li sted in Table 
I. 

NUMERICAL SIMULATION QF THE CHANNEL FLOW 

Two simulations of the channel fl ow were perfonned. 
Thc first one for comparing the mudei against thc availablc 
~x pcrimenta l résults. ln this onc the channel was considereJ 
mtinitely largc so th c data in Tablc I is wcll suiteJ. ln the seconJ 
case the sidc wall wcrc considereJ in order to apprcciate thc 
pcrformancc of thc mathematical modcl when more than un e solid 
boundary were prcscnt anJ a full y J D flow cxists. 

For the large channel, symmetry boundary conditions 
wcre applieJ in thc north and south boundarics. as show in Fig 3. 

. ·--~ 

outflow 
(east boundary) 

~ 
~ 
~ 

( south boundary) 

bottorn mflow 
(west boundary) (back boundary) 

Fig. 3 - Numerical domain 

ln the west face, the inflow boundary condition applies 
in ali cases. Since no informati on about the inlet velocity profile 
in the flumc wherc available, an uniform velocity profile ( Tiw) 

was imposcd. For the turbulent kinetic energy and its dissipation, 
boundary conditions as proposed by Demuren and Rodi ( 1983) 
wcre taken 

K = 0.004 Ufn 

1.75 
K 

c= c~ 0.09 b 
( 17) 

where b is thc channel width. At the cast boundary a parabolic 
boundary condition were applieJ for ali variables. Therefore 

o<!l =O 
à~ 

for <jl = u; , K. c ( 18) 

At the bottom anJ at the surfacc of the water (front and 
back), and at thc south wall (in the second case), the boundary 
conditions for velocities were applied as Jescribed in Eq (14 ). For 
K-c the boundary conditions are taken from Eq ( 15) with the 
friction velocity from Table I at the surface, and from Eq (I I) and 
Eq ( 15) for so lid boundaries. 

For the infinitcly large channel case, the domain 
discretizati on were made with a rectangular Cartesian mesh with 
80x5x21 (x,y,z) volumes. ln ali cases, for numerical computations, 
half of channel width were taken due to the symmetry of the flow 
( 15,0x0,4x0,2 m.). ln the case were there exists the lateral wall 
(south face) a Cartesian regular mesh of 80 x 15 x 21 volumes (x, 
y, z) volumes where useJ. 
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RESULTS 

Figure 4 and 5 Jepicts the center tine vertical velocity 
( u1 ) profile against the experimental measurements of Yu ( 1987). 

Surfa ct· I ,O 

O.X 

0 ,(1 

c 
N 

0.4 

~J .2 

HlllhlmO.O 

-4 · 2 O 1 J 6 X I O 12 i 4 I (l 1 R 20 

u l ( m\) 

Fig. 4- Ccnter linc vcrt1cal profilc. Opposing wmJ cases 

As could be obscrvcJ by thc numerical results, at thc 
section test the pro fi 1e was fully Jcveloped for ali run cases in 
tabl c I . 

Surface I ,O 
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0,6 

o 
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N 0,4 

0 ,2 

Rollom 0.0 
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O Ru n (~ e Run ~ 

25 30 

Fig.5- Center line vertical profile. Following wind cases. 

The numcrical results show a very good agrcement with 
th e experimental measurements, pointing out that the proposed 
mathcmatical modeling suits well for channel flo ws, considering 
the K-c turbulence modcl equations. 

ln the opposing wind cases is interesting to note the run 
I where the velocity at the surface is against the direction of flo w 
imposed at inflow boundary. ln the remaining cases the opposing 
wind acts like a wall with Jifferent roughness va lues, retaining the 
veloc ity profile at the surface. 

Jim ( 1993) used 20 K-c model for modelins thc channel 
flow as reported in case one. For some runs he reported the 
J.l er profiles. These profiles are show in Fig 6 against the resulting 

profilcs obtained in the present work for the large channel case. 
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Fig 6- Effective viscosity profiles 

The resulting numcrical llef profiles are quite similar 

and show a good agreement, mainly if considered that the K-c 
model was app lied undcr different hypothesis for Navier-Stokes 
equations and so lution methods . 

Figure 7 depicts the center line vertical velocity 
u1 profile for the second case were the lateral (~outh) wall is 

present. ln thi s case the channel flow is better s imulated, as soon 
as the influence ofthe wall is taken over the velocity profiles. This 
is more close to the reality of low aspect ratios channels. The 
shape ofthe curves are similar to the ones ofcase I however there 
are no experimental results available to comparisons. 
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10 15 20 ~ 30 35 
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Fi g. 7- Velocity profiles for the finite channel case. 

As in the preceding case, in the run I, the resulting 
surface velocity is against the imposed water profile in west 
boundary, although the reversc flow is lowcr. lt 's due the presence 
of the lateral wall that leads to great velocity pro files in the center 
line, lowcrin~ the reversal flow caused by the wind. 

Figure R prcscnt the llef profile for the same runs 

presented bcfore, but for thc wall channel case. Comparison 
between Fig R and ó show that. as expected , the profiles are 
similar but larger values of ll cf are present. 
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Fig.8 - Effective viscosity profiles for the side wall case. 

CONCLUSION 

Due the agreement of the numerical results with thc 
experimental data available for the channel flows under different 
flow rates and wind situations we can conclude that the 
mathematicalmodeling is well suited for the physics analyzed. 

To reach the fin al goal of the model a conservation 
cquation for chemical species or energy conservation equation 
will be soon incorporated in order to simulate pollutant dispersion 
or heat discharges in water bodies and coastal water. 

The overall agreement of the velocity profiles 
comparisons also shows that the boundary conditions are 
appropriate and its implementation is correct. 

REFERENC ES 

Demuren, A .0. , Rodi, W. , 1983, " Side Discharges 
into Open Channels: Mathematical Models", J. Hydr. Eng .. 
ASCE, 109( 12), pp. 1707-1722 

Van Doormaal, J.P. , Raithby, G.D. , 1984, " Enhancements 
of the SIMPLE Method for Predicting lncompressible Flüid Flow", 
Num. Heat Transfer, vol. 7 pp. 147-163 

Fisher, H.B., 1981 , "Transpor! Models for lnland and 
Coastal Waters", New York, Academic Press, 542 pp., Proceedings 
ofa Symposium on Predictive Ability. 

Huang, W. , Spaulding, M., 1995, "3 D Model of 
Estuarine Circulation and Water Quality lnduced by Surface 
Discharges", Journal of Hydraulic Eng., vol. 121 , No 4, pp. 300-
31 I. 

Jin, X. Y ., 1993, "Quasi-Tridimensional Numerical 
Modeling of Flow and Dispersion in Shallow Water", 
Communication on Hydraulic and Geotechnical Engineering, Dp 
of Civil Eng., Delft Uni v. ofTechnology, Rep. 93-03. ISSN O 169-
654R. 

Jucá, P.C.S., Silva, A.F.C., Maliska, C. R., 1989, "Solução 
Numérica de Problemas Tridimensionais Elípticos de Convecção de 
Calor", X Congresso Brasileiro de Engenharia Mecânica, pp. 161-
164, Rio de Janeiro, Brazil 

Jucá, P.C.S., 1994, "Modelagem Tridimensional 
Turbulenta da Dispersão de Poluentes em Corpos D'água de 
Geometria Variável", Exame de Qualificação do Curso de 
Pósgraduação em Engenharia Mecânica, UFSC, Centro 
Tecnológico; Uni vers idade Federal de Santa Catarina 



Jucá. P.C.S., Maliska, C. R , 1995, "Tridimensional 
Simulation of Pollutant Dispcrsion in Water Bodies". XVI 
Congresso Íbero Americano sobre Métodos Computacionais para 
Engenharia, vol. I , pp. 640-649. 

Maliska, C.R., Silva, A.F.C., Polina, S., Perez, J.A.O., 
1987, " Heat Transfer PredictiÓÍls of Thermal Discharges in Water 
Bodies", IX Congresso Brasileiro de Engenharia Mecânica, pp. 45-
48, Florianópolis, SC, Brazil 

Maliska, C. R., 1995, "Transferência de Calor e Mecânica 
dos Fluidos Computacional : Fundamentos e Coordenadas 
Generalizadas", Livros Técnicos e Científicos Editora 

Marchi , C.H., 1992, "Solução Numérica de Escoamentos 
Tridimensionais Viscosos em Qualquer Regime de Velocidade", 
Dissertação de Mestrado, Curso de Pós-Graduação em Engenharia 
Mecânica. Departamento de Engenharia Mecânica, Centro 
Tecnológico. Universidade Federal de Santa Catarina 

Rodi , W. , 1980, "Turbulence Model~ and Their 
Applicat1on in Hydraulics", lnt. Assoe. for Hydraulic Research , 
Delft, Netherlands. 

Yu. X., 1987, "Turbulent Channel Flow under the Action 
of Surface Wind Stress", Internal Report No 2-87, Lab. Of Fluid 
Mechanics , Dpt ofCivil Engineering, DelfUniv. ofTechnology. 

388 



VI ENCIT I VI LA TCYM Florianópolis, SC BRAZIL (November, 1996) 

A:JCiil 
A FINITE ELEMENT MODEL BASED ON THE SUPG MEmOD 

FOR SHALLOW WATER WA VES 

Carlos Carbonel R, Augusto Cesar Galeão, Abimael Dourado Loula 

Laboratório Nacional de Computação Cientifica (LNCC/CNPq) . 

Rua Lauro Muller 455, Rio de Janeiro-RJ ,Brazil 

ABSTRACT 

A two-dimensional fmite element model for the shallow watt.'f wave equations is presented. This 
model is derived using a space-time Petrov-Galerkin formulation for which the improvement in the 
treatment of the advective terms is obtained from the employed SUPG approach .. Some numerical 
examples of long wave propagation show the advantages of the presented formulation. This fmite 
element method is used for the analysis of tidal response in the shallow Iagoon of Guarapina and the 
Bays of llha Grande and Sepetiba. 

INTRODUCTION 

Most of the main features of coastal ocean 
circulation problems as well as semi-enclosed coastal 

· water configurations are concerned with the GO~GEOUATIONS 

hydrodynamics effects induced by wind fields and 
tides. This clearly shows the importance of the numerical 
simulation of water flow in shallow water such as occurs 
in estuar:ine embayments and coastal seas. As it is well 
lmown, for this type of problem, finite difference models 
which range from explicit to fully implicit, have been 
used extensively; for example Leendertse( 1967) and 
Casulli and Cheng(l992). Finite Element models using 
the classical semi-discrete Galerkin's method leads to an 
unnapropriate approximation for the convective term and 
consequently globally spurious oscillations can occur as 
Iong as convection dominated flows are concerned. To 
circurnvent Galerkin's drawback approximation, 
weighted residual method based on a Petrov-Galerkin 
formulation were recently proposed In Carbonel, Galeão 
and Loula(1995) a space-time PG finite element model 
was derived to simulate shallow water waves 
propagation in closed domains. For this model the 
conventional shallow water system of equations, written 
in terms of the mean vertically averaged velocities and 
the water surface elevation was employed. Due to the 
very different nature of these variables an uncoupled set 
of P-G weighting functions was used. In Bova and 
Carey(l995) and in Saleri(l995) semi-discrete P-G 
fmite element models were also proposed for shallow 
water problems. In both papers symmetric forms of the 
shallow water equations were derived. In the frrst an 
entropy variable formulation was used and in the second 
this symmetrization is achieved writing the shallow 
water equations in terms of the velocity-celerity 
variables. In this paper a space-time description of the 
velocity-celerity shallow water .equations is presented, 
from which a space-time P-G finite element model based 
on the SUPG method is proposed to simulate the 
hydrodynamics of semi-enclosed coastal configurations. 

Assuming a hydrostatic pressure distribution 
(negligible vertical acceleration component), and 
integrating the incompressible Reynold' s equations 
adopting depth-averaged horizontal velocities , we obtain 
the desired shallow water equations, which can be 
written as: 
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R +A ·VR= F 
't 

T A ·VR=A VR 

where (} = 2..[iii 

o Jiii v o 
u o o v 

u o Jiii 

(l) 

(2) 

(3) 

~] 



ln lhe above expressions H=h+ 11 is lhe total 
water deplh. TJ(X,y,t) is lhe water swface elevation and 
h(x,y) is lhe water depth, bolh measured from the 
illldisturbed water swface. u and v represent lhe deplh
averaged velocities in x and y directions respectively and 

.[iii is lhe celerity. f is lhe Coriolis parameter. r is 

the friction coefficient and cr is the swface friction 
coefficient . W x , W y are lhe wind velocity components 
and J.L is lhe eddy viscosity . 

Now , if we define 

AT =[l,AT] (4) 

and 

- T 
'VR = [u,z ,v'z •O'z•u'x •v'x •O'x •u'y•v'y •O'y1 (5) 

lhen lhe space-time solution of lhe original problem, is 
lhe (3xl)column vector R which satisfies lhe 
transformed equation 

A· 'VR = F (6) 

where I is lhe (3x3) identity matrix, and z =( l) t, where 
(l) bas units ofvelocity. 

TIIE FINITE ELEMENT MODEL 

According to lhe space-time Petrov-Galerkin 
finite element model proposed in Carbonel, Galeão and 
Loula(I995), given a space-time fmíte element partition 
~· 61 , such that : 

ln= Ín+l - Ín = ~t ; 

N 

Sn =O x fn ;0= une; 
e= I 

n i n n i = <t> for Í;tj ; 

N 

sn = u s~ 
e= I 

s: =Qe X Jn ; 

lhen, for n = 0,1, .... we will say that lhe space-time P-G 
approximate solution for lhe transient problem 
previously derived is lhe vector R h , which satisfies: 
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A A 

f Rh ·Lh dO. dt + ~ f ('I' A . v Rh ). Lh dO.dt 
Sn e=l SR 

A 

+ f Rh (t;) ·[Rh (t;) -Rh (t;;)]dO =O , 
n 

1\ 4 

v Rh E 'U 
n 

where 

Lh =R~ +A . 'ilRh -~ 

(7) 

(8) 

is lhe residual and U! is lhe appropriate space-time 

fmíte element subspace. 

ln the above expression the frrst integral comes 
from the classical Galerkin's formulation. The second, 
Wlder the summation symbol, represents the added 
SUPG contribution, and the third integral is a jumping 
condition by which the information is propagated from 
Sn-1 toS, . The definition for the (3x3) synunetric matrix 

of the intrinsic time scales 'I' follows the methodology 

proposed in Shakib( 1988). 

NUMERICAL EXPERIMENTS 

For the numerical examples that will be 
presented here linear interpolation in space and time will 

be used. Also a diagonal 'P = r I matrix will be 

adopted since for these examples u, v < < /iii . As 

discussed in Ribeiro, Galeão and Landau( 1996) in these 
cases 

_heru( I 2) 
r- 2 JruzgH +he 

(9) 

where h. is a characteristic lenght ofthe element oe. 

The first experiment calculates the frictionless 
flow trough a horizontal channel of 5000 meters lenght, 
20 meters wide and I O meter depth, discretized in I O 
elements of 500 meters. ln the longitudinal direction, 
the channel is closed at the one boundary and open at the 
opposite boundary. At the open boundary, the system is 
subjected to a time dependent boundary condition 
suddenly raising the water levei from the initial state of 
rest( I O meters) to lO.I meters within one time step. The 
Figure I shows the water levei elevation at the closed 
boundary of the channel calculated using our space-time 
SUPG model, the conventional Galerkin formulation 
and a full implicit model with SUPG contribution. A 
time step ~t= 40 seconds is used for the calculation. 
From the curves depicted in this figure it is quite clear 
the better behavior of the proposed model as compaied 
to the othen;. 
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Figure I. First numerical experiment. Water levei 
variation at the closed si de of the channel. 

The second experiment deals with the dinarnic 
response of the Guarapina lagoon located 
approximately 30 kilometers eastward of the city of Rio 
de Janeiro. This lagoon is connected to the sea by an 
entrance channei in Ponta Negra (Figure 2). This lagoon 
is part of an interconnected laggon systern composed by 
the lagoons of Marica, Barra de Marica , Padre and 
Guarapina. The maximum depth in the Guarapina 
Lagoon reachs 2 meters and the observations reported in 
Kjerfve and Knoppers (1991 ), indicate a very poor 
contribution of sea water to this lagoon. 

t 
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km 
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Figure 2. Guarapina Lagoon. 

_ The finite eiernent mesh used in this experiment 
ts showed in Figure 3. The resulting discrete model 
possesses 200 triangular elernents with 126 nodes. For 
the solid ( closed) boundaries the slip condition is 
assumed. The basic parameter values used were the 
following: The fluid in the layers is initially at rest. 
The Coriolis parameter was taken as f= ~ .1 o-<~ 

-1 • 
sec , corresponding to the southern hemisphere. 
The global friction coefficient was fixed at r= 1.2 10-<~ 
sec·1 and the time step was'defmed as L'it=lOOs. The 
values of w= 20 m2/s and cr= 3.2 1 o-<~ were adopted . 

To study the effects of the ti de levei variation in the 
Guarapina lagoon, a typical tide represented as a 
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sinusoidal sitnal having a period of 12 hours and an 
amplitude of0.6 meter acting at the open boundary, was 
utilized. Figure 4 shows the transient response of the 
water levei at the 3 control points of the model. The ti de 
wave in point B, Jocated at the end of the entrance 
channei, is clearly damped, reaching amplitudes in the 
range of only 10% the tide signal. The amplitudes 
calculated here are close to the observed amplitudes in 
this Jagoon which according to Kjerfve and Knoppers 
( 1991 ) reach up to II% of the incoming ti de . 

Figure 3. Computational Grid ofGuarapina Lagoon. 
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Figure 4. Water elevation time-history at the control 
points A,B,C. 

The third experiment deals with the hydrodynarnics of 
the coastal ocean system composed by the bays of ilha 
Grande and Sepetiba in Rio de Janeiro(Figure 5). These 
two s~ow water bodies are interconnected by the 
constnctton(channei) formed between the continent and 
the island of llha Grande. The mean depths of these 
bays are around 28 and 14 meters respectively. Based on 
observational data, it was shown that the systern formed 
by Sepetiba Bay and llha Grande Bay is partially mixed. 
A quasi-steady clockwise circulation around the llha 
Grande island has been observed in many occasions, with 
a duration larger than tida! periods(Signorini 1980). 
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Fig.7 Velocity field at t=6 hours. The arrows are normalized to the maximum of 0.75 m/sec. 

ln this clockwise non-tidal circulation , shelf 
water would eventually enter the bay through its western 
opening to the ocean, circulate around the island and 
fmally go out to the ocean through the eastern opening. 
This belfaviour have suggested that the circulation in 
the bay is driven by non-tidal forces. 

To evaluate the etfects of the tide levei variation in 
these bays the sarne typical tide having a period of 12 
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hours and an amplitude Of 0.6 meters acting at the open 
boundaries was utilized.. 

The basic parameter values used in this experiments 
were the following: The fluid is initially at rest. The 
Coriolis parameter was taken as .f= -6 . 10~ sec·1 

, 

corresponding to the southern hemisphere. The global 
friction coefficient was fixed at r=/ .2 10-6 sec·1 and 
the used time step was ~t=lOOs. The values of 



J.l= 50 m2/s and cr= 3.2 Jtr were adopted . The 
parameter r was chosen equal to 50 seconds. The spatial 
fmite elernent mesh used is showed in figure 6. The 
resulting discrete model possesses 1075 triangular 
elernents with 614 nodes. 

The Figure 7 shows the velocity field in these 
bays, during the ebb time. The outflow in the systern 
through the two oppenings is very clear . 

Figure 8 shows the transient response of the 
water leveJ at the 3 control points of the model. The 
highest amplitude occurring at the Sepetiba Bay control 
point could be explained by the largest amplificàtion 
response effect due to the shallower depths of this bay 
as compared to the depths of Tiha Grande Bay. The 
secondary oscillation observed in Tiha Grande and at the 
channel control points can be explained considering the 
first longitudinal period of oscillation of the Tiha Grande 
bay ( y direction) which is very close to the value of 

T= 4L(gH)"112 = 6033 seconds , corresponding to the 
theoretical period of oscillation of a channel of L=25 000 
meters lenght and H=28 meters depth. 

1.0 ..---...,..-----.-----.---.,.-------, 

0.8 

o.e 

0.4 -- Ilha Grande Bay 
-- Chann.eJ 
-- Sepetiba Bay 

! o.z . 
j 0.0 f-L----------';~---------,t---1 
~ . 
: -0.2 

-0.4 

-0.8 

-0 .8 

- 1.0 '-----'-----'-----'----"--~----' 
o 10000 20000 30000 40000 50000 

Time (oec.) 

Figure 8. Water levei time-history at the control points 

CONCLUSIONS 

ln this paper a fmite elernent model based on a 
SUPG formulation in space and time, is used to describe 
the hydrodynamics of semi-enclosed shallow water 
systerns. Numerical experirnents were performed to 
evaluate the ability of the presented model to describe 
shallow water wave propagation problems. The transient 
soJution of a reflecting wave in a channel obtained with 
this model gives better approximations than other 
solutions. Two practical experiments of tidal 
propagation applied to the Guarapina Lagoon and to the 
llha Grande and Sepetiba bays were also performed. It 
was possible to verify the damping response of the water 
levei in the Guarapina Lagoon to a representative tide 
signal during a day. ln the experiment performed to 
evaluate the dynamic response of Tiha Grande and 
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Sepetiba bays, the results indicate that the tide levei 
signal in the Sepetiba bay is amplified in comparison to 
the llha Grande Bay. 
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O modelamento matemático do reaquecimento para laminação de barras cilíndricas em fomos de soleira 
rotativa, envolvendo simultaneamente condução, convecção e radiação térmica, resultou em um sistema de 
equações diferenciais parciais de segunda ordem, que foram solucionadas adotando-se o método de diferen
ças finitas com formulação em volumes de controle. Os parâmetros operacionais - tempo de fomo e tempe
ratura das zonas - foram estudados em função das dimensões e número de·zonas do fomo, do tipo de combus
tível usado e da especificação e bitola do aço, para avaliação dos resultados em relação à qualidade do 
aquecimento e ao consumo de energia . O modelo se aplica a situações de paradas, permitindo simulações de 
estratégias para redução do consumo de energia, das perdas por oxidação e dos riscos de superaquecimento. 

INTRODUÇÃO 

Neste estudo, desenvolve-se o modclamento matemático da 
transferência de calor em fomos de soleira rotativa para o 
aquecimento contínuo de barras cilíndricas semi-acabadas · de 
aço, a serem transfonnadas em tubos sem costura através do 
processo de laminação a quente por mandris. 

A pesquisa para o aperfeiçoamento da condução dos fomos 
na indústria siderúrgica é importante na busca da maior 
produtividade, com garantia da qualidade pela prevenção de 
problemas metalúrgicos durante o aquecimento, objetivando, 
ainda, menor formação de carepa, redução da descarbonetação 
superficial e economia de combustível. 

A modelagem matemática do fomo envolvendo simultanea
mente condução, convecção e radiação térmica, resulta num 
conjunto de equações diferenciais parciais de segunda ordem não 
linear, uma vez que as propriedades fisicas do aço, tais como 
condutividade ténnica, massa específica e calor específico, a 
emissividade do gás, o coeficiente convcctivo e o fluxo de calor 
radiante são funções da temperatura. A solução foi obtida 
numericamente através do método de diferenças finitas com 
fonnulação em volumes finitos, proposta por Patankar ( 1972). 

O modelo calcula o perfil de temperatura da carga no fomo 
e a vazão necessária de combustível em cada zona de controle, 
pennitindo o estabelecimento das principais condições de ope
ração - temperaturas das zonas c tempo de passagem no fomo -
para assegurar menor consumo de combustível, maior 
produtividade e melhor qualidade de aquecimento. 

O modelo é aplicado a situações de paradas do fomo, 
quando o ritmo ·da produção é zero. O estudo destes casos é 
importante no sentido de estabelecer estratégias para reduzir o 
consumo de combustível , as perdas por oxidação c prevenir 
riscos de superaquecimentos. 

O FORNO ROTATIVO 

Pelas portas de enfomamento, barras cilíndricas de aço 
são colocadas sobre uma soleira giratória e transportadas através 
das zonas de aquecimento do fomo . Após o seu aquecimento, na 
faixa de temperatura estabelecida, são retiradas pela porta de 
desenfomamento. 

O carregamento e o descarregamento das barras são feitos 
simultaneamente por duas máquinas ( cnfomadeira e descnfoma
deira). Entre os eixos das portas, tem-se umu ángulo morto sem 
carga . Assim, durante um giro completo da soleira do fomo , uma 
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barra movimenta-se em um ângulo correspondente a duas vezes 
1r radianos menos este ângulo morto. A soleira movimenta-se 
intennitentemente através de um ângulo correspondente à distân
cia de duas barras adjacentes. O movimento é lento e suave para 
que uma barra não role por sobre a outra. O passo da soleira 
detennina o tempo de passagem de uma barra no fomo , caso não 
haja interrupções. 

Sole tra 
rotativo 

Partdt 
eaterno 

Parede 
interna 

Queimador 
externo 

Queimador 
interno 

Figura I -Fomo rotativo de 3 zonas de controle. 

O PROCESSO DE AQUECIMENTO 

Na dircção do transporte da barra, o fomo é subdividido em 
zonas de temperaturas controladas pelo suprimento automático 
de ar c combustível. São elas: zonas de pré-aquecimento, zonas 
de aquecimento e zonas de encharque. Cada zona do fomo tem 
um tennopar instalado verticalmente em uma posição dclinida 
na abóbada para a medição de sua temperatura. As temperaturas 
da zona variam de 1100 a 1350 oc e o controle do aquecimento 
da carga é consequência das temperaturas nas diversas zonas do 
fomo e do tempo de permanência. 

O fomo pode ser aquecido por combustível líquido (óko 
pesado) ou gasoso (Gás Natural, Gás de Coqueria, Gás de Alto 
Fomo, etc .), cuja combustão se dá através de queimadores 
instalados à meia-altura entre a carga c abóbada do fomo e 
di stribuídos pelas paredes externa e interna. 

São montadas paredes divisórias refrigeradas a água cntre 
as portas de carregamento e descarregamento para evitar o res
friamento das barras quentes pela porta de carregamento c pclas 



barras frias. Uma pequena distância é mantida entre a parede 
divisória e a soleira para a passagem livre das barras, para os 
casos em que se deseje avançar ou recuar a soleira carregada. 

Existem selos de água para evitar a saída de gases quentes 
pelas frestas entre os contornos do raio externo da soleira e da 
parede externa e do raio interno da soleira e da parede interna. 

Um adequado revestimento de concreto e tijolos especiais 
refratários e isolantes impede o fluxo de calor da câmara do 
fomo para o ambiente extemo. 

Os produtos da combustão, também chamados de gases 
queimados, são retirados por uma saída localizada próxima à 
porta de carregamento. 

A tiragem dos gases queimados é controlada através do 
sistema de exaustão composto de uma válvula de controle dá 
pressão da câmara interna do fomo, exaustor ou ventilador de 
tiragem induzida e chaminé. A pressão na câmara do fomo é 
mantida ligeiramente positiva, na ordem de 10 a 20 Pa. 

A atmosfera do fomo é oxidante, porém mantém-se 
vigilância do teor de oxigénio livre presente nos gases dentro do 
limite de 2%, para evitar-se a formação excessiva de carepa 

DISPOSIÇÃO DA CARGA I ZONAS DO FORNO 

O fomo rotativo é subdividido em zonas, cujos controles de 
temperatura são feitos através de termopares instalados ao final 
de cada zona, e a carga é composta de barras de aço redondas 
maciças (cilindros), igualmente espaçadas, conforme a 
ilustração esquemática abaixo, considerando cinco zonas de 
controle: 

tOifUO POIOinoQ 

Figura. 2 -Disposição esquemática fomo I carga 
Fomo rotativo de 5 zonas de controle 

EFEITOS COLATERAIS NO AQUECIMENTO DOS ACOS 

Enquanto as barras de aço são aquecidas no fomo rotativo, o 
material sofre diversos processos, chamados colaterais neste 
trabalho, envolvendo perda de material, tensões térmicas e 
mudanças nas propriedades tisicas do aço, que podem ocasionar 
sérios problemas na qualidade do produt~ final , justificando um 
modelamento matemático do processo. 

Sob altas temperaturas de aquecimento a superfici.: da 
barra de aço é oxidada e parte do material se perde sob fonna de 
carepa. Esta redução de m.1ssa do metal, chamada de perda por 
oxidação, pode ser medida em quilogramas ou cm porcentagem. 
Para fomos de reaquecimento para laminação a perda por 
oxidação entre I a 2% é vista como normal. 

Na presença de vapores d'água, dióxido de carbono, hidra
gênio e oxigênio, constituintes da atmosfera do fomo, ocorrc um 
fenômeno denominado descarbonetaçüo. Ele consiste numa 
reação entre um gás descarbonetante c o carbono ou carboneto~ 
do metal , fonnando produtos gasosos contendo mais carbono. 

Durante os diversos passos de laminação a temperatura da 
barra diminui e por isso sua temperatura de aqu<::cimcnto deve 
ser um pouco superior à indicada para o processo - em nosso 
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caso entre 1150-1350 °C. Aquecimentos com temperaturas mais 
elevadas não são empregados, pms envolvem nscos de 
superaquecimento ou queima do metal. 

Como se sabe, os corpos expandem-se com o incremento da 
temperatura e, se em algtm1a parte da barra não há grau de 
liberdade para a livre deformação com a variação de temperatura , 
surgem tensões, chamadas tensões a quente . 

Durante o aquecimento, as camadas mai s externas, de 
temperaturas mais altas, tendem a expandir c, assim, são 
comprimidas, enquanto as camadas mais interiores, mais frias, 
são sujeitas a tensões de tração. 

No início do aquecimento, quando a carga está próxima à 
temperatura ambiente c a temperatura do fomo na zona de entrada 
de material é da ordem de 1000 °C, a diferença de temperatura 
entre a superficie e o núcleo atinge seu valor máximo quando o 
aço é ainda insuficientemente plástico O gradiente de 
temperatura neste período inicial de aquecimento não deve 
ultrapassar a 150 °C. 

CURVA IDEAL DE AQUECIMENTO 

Se o aquecimento do aço fosse feito com o fomo à uma 
temperatura constante, poderiam ocorrer gradient..:s de 
temperatura no material no período inicial acima dos valores 
toleráveis. Além disto, deve-se lembrar que excessivas 
temperaturas podem ocasionar superaquecimento do material. 

Para contornar estes problemas, adota-se a prática de dividir 
o aquecimento em três fases: pré-aquecimento, aquecimento e 
homogeneização. 

. Fase de Pré-aquecimento 
Até 800 oc as barras de aço são aquecidas praticamente sem 

descarbonetação periférica e carepa. Nesta fase, chamada de pré
aquecimento, a grande diferença de temperatura entre a câmara 
do fomo e a carga provoca gradientes de temperatura mais 
acentuados na seção da barra, entre a superficie e o núcleo, que 
podem provocar tensões. Se a temperatura do fomo é reduzida até 
que o aço tome-se suficientemente plástico, as tensões a quente 
ficam reduzidas a um mínimo . 

. Fase de Aquecimento 
Como o material já tomou-se plástico após a fase de pré

aquecimento, estabelece-se uma fase seguinte de aquecimento 
forçado, durante a qual a temperatura do fomo é mru1tida em um 
valor máximo, observando-se, naturalmente, os limit.:s de 
superaquecimento Se este subsequente aquecimento sob 
temperatura alta tiver um tempo menor, tem-se redução da 
oxidação e da descarbonetação. 

. Fase de Homogeneização 
Finalmente, como a temperatura do material atinge o valor 

especitícado, pode-se abaixar a temperatura do fomo e manter o 
tempo para assegurar uma perfeita homogeneização até o núcleo 
da barra de aço, na chamada fase de homogeneização. 

O processo de aquecimento pode ser desenvolvido nwts 
rapidamente se a temperatura da superfície do aço é aum.:ntada 
durante o período de aquecimento forçado a um valor pcnnitido 
pelas condições de superaquecimento c, a seguir, reduzida paru o 
valor final durante a fase de homogeneização. 

MODELO MA TEMÁ llCO 

Posicionada sobre a soleira móvel do fomo rotativo, a barra ci
líndrica de aço entra cm cantata com a atmosfera do fomo , uma 
composição de gases produzidas pela combustiio entre I I 00 c 
1350 ''C . Observa-se, então, o aquecimento da m~.:sma através dos 



rroccssos de convecção e radiação entre os gases e a supcrficie 
dJ barra e por condução no contato onde se apóia na soleira, 
havendo transmissão de calor por condução da superficie para o 
Púclco. 

O processo de transferência de calor responsável pelo 
aquecimento da barra se dá de fom1a transiente, ou seja, o perfil 
de temperatura varia ao longo do tempo, enquanto a barra 
caminha junto com a soleira do fomo . 

EQUAÇÃO DE GOVERNO NO INTERIOR DA BARRA 

Segundo Machado ( 1989), a geração de energia relativa à 
oxidação do ferro na superficie da barra é compensada pelo 
aumento da resistência ao fluxo de calor devido à camada de 
óxido formada . A geração d.: en.:rgia decorrente das alterações 
tisicas da estrutura do aço também pode ser desprezada, pois 
não há mudança de fase na faixa da temperatura de trabalho. 
Considerando-se as observações acima e a inexi sti:ncia de 
transfonnações de energia de natureza elétrica, química ou 
nuclear, o tenno de geração da equação é desconsideradu. 

Supondo as condições do fomo uniformes ao longo da 
direção horizontal transversal e desprezando os efeitos de 
extremidade devido à relação comprimento/diâmetro da barra 
(L/D > I 0), teremos uma temperatura também uniforme na 
direção do comprimento da barra e, então, o problema pode ser 
tratado bidimensionalmente em coordenadas polares. 

A equação da condução de calor em regime transicnte no 
sistema de coordenadas polares r e ~ pode ser escrita: 

onde: 

c = calor específico da barra de aço 
p =massa especifica da bnrra de aço 
k =condutividade ténnica da borra de aço 

C \) !LO h a nn1a' ;. n 1~ c tri ~: ·c.:-;n r·.:1 a\i'io ao plano orto~onai ú scçào Ja 
bun~i <..: dínJrú:.a. trabal:i ~ lí- ~Ill L)j con1 o donünio biditnt::r~ ~i, . ."llUll 

corrcsp0ndcn t..:: i1 sem t-circunfcn:~nci a, delinida cm c,1c rd..:naJ.:.~ 

polar.:s nos iHnites O$ r::; R e O $ ~ s l't · 

CONDIÇÃO INICIAL 

Em Os r$ R e O s ~ s 1t e t =O, na entrada do fomo , 

a temperatura da barra é unifom1e, ou seja, 

T (r, <j> , t) = T
0 

(2) 

CONDIÇÕES DE CONTORNO 

/\:~ ~:-- ::1 . -; 1 :-; t~nnicas cntrl! tuna h~HIJ t: ~.: nu \'izinhança podctn ser 
tratildJ > com J. 

~~ ; =. ~ ~ :..i· ~:~.· c:i t-.;._: -; J \_-,--Ll ~- -~s ch: :: :i :t:.- i:,nHnO~d~ o gas, as 

t \ !I7dS V!LJil.iia:~ c ~l :-. supt.'ll ili ~:"'J de il ' I u~ ; -

- tl U~G J<.: calor n.: suJtant<.: ÓO f'rtlCes so de troêa Je calor por 
convecç iio da barra com o gús; 

- !l uxo de calor resultante: ,lu proc..:sso de troca de calor por 
conduçiio com a soletra , pelas superficics cm contato . 

t _ • -!.I.= T-Ts 
a r Rcont 

Figura. 3 -Trocas de calor entre a barra e o meio, sendo a a 
fração angular da barra em contato com a soleira . 

Para análise das condições de contorno do problema, admite-se 
a~ seguintes hipóteses de simplificação: 

- as trocas térmicas radiativas entre uma barra e as chamas 
luminosas não são consideradas, pois, conforme Heiligen
staedt ( 197 t ), o transporte de calor através de chamas 
luminosas é considerado cm casos de temperaturas muito 
altas, para fomos com temperatura acima de 1700 oç e, 

para temperaturas menos elevadas, o cálculo mostra que 
pode-se desprezar a radiação da chama luminosa sem 
perda significativa da precisão; 

- considera-se que numa mesma seção as paredes, teto c 
soleira do fomo são assumidas como superl1cies. 
cinzentas a uma mesma temperatura; 

- assumiu-se que o gás é um meio que não reflete e que a 
identidade de Kirchhoff pode ser aplicada para 'esta 
situaçào:aG +1G = 1 = &G +'tG (ondea

0
, '!0 'e ~o 

são, respectivamente, a absortividade, a transmissividade .· 
e a emissividade do gás); 

- segundo qmnh..:lls ( 1983 ), a emissividade do aço oxidado 
varia de 0,80 a 1.:5" C a 0,79 a 600° C , tendo sido adotaua 
como 0,8 neste trabalho. 

Considerando-se as hipóteses acima e o domínio de 
solução definido, temos as seguintes condições de contorno: 

t.!! - Em r = R, O < ~ ::: ~ , t > o , tem-se a troca de 
2 

calor por condução entre a barra e a soleira do fomo . 

Esta condição será expressa por: 

_ k êH(R,~ . t) 
à r 

(3) 

onde a temperatura prescrita ~ é a temperatura da soleira e 

R é n rc ·,i ~;tC,nci a de contato da interface barra/soleira. Para 
,-·'?r!l 

d;t<:n:ll;s Jc ::cnlll fizemos o uso de uma das curvas aprcsenta

Jac; por TIH' !'Lh 1 ! o.-;:; .'- ~proximando o nosso caso de para o aç o 

iCTTéill!C!!~ a..: con>iderando o caso d.: defonnação elástica, ú tem-

(cJl 

(5R,9785 + 59.00!3. Pc) 



Pc é a pressão de contato e, para uma barra de diâmetro 
D, tem-se: 

Pc 
2. n. D. p (5) 

a 

2.!! - Em r = R, 
a 
- < ~ < 11:, t > O , tem-se a troca de 
2 

calor por radiação entre a superficie lateral da barra e as supert1-

cies do fomo que "enxergam" a barra e por radiação e convecção 

com o gás quente envolvente. 

Esta condição será expressa através de uma condição de 

contorno de 3ª espécie: 

k ar(R.,!J>, t) 
ar 

onde, 

qrad + hc[T(R.,!J> ,t)- Tgl (6) 

q rad = fluxo radiativo líquido entre a supertlcic lateral da 

barra e o gás e as supcrtlcies das paredes laterais interna e 

externa e do teta do fomo 

hc = coeficiente convectivo entre a barra e o gás 

3.!! - Em ~ = o , O ~ r ~ R , t > O, o contorno 

corresponde a um segmento do eixo de simetria da barra e esta 

condição é expressa por: 

aT(r,O,t) 

ar o (7) 

4.!! - Em ~ = n, O ~ r ~ R, t >O, o contorno 

corresponde a outro segment? do eixo de simetria da barra e esta 

condição é expressa por: 

8 T(r,n,t) 

ar 
o 

CÁLCULO DO FLUXO RADIANTE 

(8) 

Os gases são em muitos casos transparentes à radiação . 

Quando absorvem e emitem radiação, isto ocorre somente em 

uma faixa estreita de comprimento de onda . 

O gás entre a superficie do fomo e a carga contém molécu

las como 0 2 e N2 que são transparentes à radiação, mas 

também contém moléculas como co2 e H20, que absorvem e 

refletem a radiação. 

Para a representação do fluxo líquido de calor radiante, q rad , 

será adotado o método de análise por circuitos proposto por 

Oppenheim ( 1956 ), confonne ilustrado na Figura 4. 

398 

'G 

RFG RBF 

EnF 

T q perda 

Figura 4 - Circuito analógico para a troca de calor entre 
dois meios separados por um gás 

CÁLCULO DO FLUXO CONVECTIVO 

O escoamento dos fmnos pode ser representado 
esquematicamente: 

sentido do ~ 
movimento ~ 

do gás ~ 

barras 

" O O O O O ~ sentido do movimento 
das barras 

Trata-se de um processo laminar de convecção forçada e 
obtemos o Número de Nusselts através da expressão de 
Zhukauskas ( 1 972 ): 

Nuo<zJ = o,26 Re~z) Prg·r (9) 

MÉTODO NUMÉRICO 

A equação de governo e suas condições de contorno serão 
reso!vid <~<; utilizando-se o método de Diferenças Finitas com 
fonnulação em Volumes Finitos desenvolvido por Patankar 
(I 972 ). Empregou-se o esquema de intefllolação "power-law" 
nas direções r e ~ e obteve-se a solução do sistema linear de 
equações algébricas pelo método linha por linha com correção 
por blocos proposto por Patankar (I 981 ). 

Foi daborado um programa que contemplasse o 
modelamento desenvolvido c esse a copiado ao prog1 anw 
UNSTEAD, desenvolvido por Ziviani (1992), que resolve 
equações tridimensionais parabólicas usando o método implícito 
de intefllolação na coordenada "one way". 

Além disto foi desenvolvida uma subrotina denominada 
PROPFIS que estabelece os valores de k, p e c em função ua 
temperatura e da qualidade do aço e outra denominada Elv1lGAS 
que calcula a emissividade do gás em função dos teores de col 
e H20 e de sua temperatura. 

Como o tempo é uma coordenada "one way" , isto é, as 
condições em um instante só dependem da situação no instante 
anterior, obtém-se a solução da equação da energia transiente 
marchando-se no tempo desde uma dada distribuição inicial. de 
temperatura. Então, em um típico "time-step" a sequ~ncia c: 
conhecendo-se um campo de temperaturas T ·no lt!mpo t , 
encontra-se os novos valores de T no tempo t + t.t Os valores 
antigos (conhecidos) de T nos pontos nodais são denominados 

por TI~, T~, T~, r; e T~ e os novos (desconhecidos) no 

tempo t + t.t por Tp, TE , Tw, T5 e , TN , onde os índices P, E, 

W, S e N representam os valores da temperatura na posição. 

Como critério de convergência admitiu-se o balanço local 

uc energia, com uma tokriincia na ordem de I o-5 



VALIDACÃO DO MODELO 

Para o nosso caso, obtivemos infonnações sobre um ensaio 
realizado em um fomo de soleira rotativa para aquecimento de 
barras redondas da laminação contínua de tubos da 
Mannesmmm Róhren-Wcrke, cm Mülheim, na Alemanha. O 
ensaio em que~tão foi realizado em Setembro/1993 pelo BFI
Betriebsforschungsinstitut de Düsseldorf, Alemanha, conceitua
da instituição de pesquisa associada à VDEh CVerein Deutscher 
Eisen.hüttQnieute = Associação dos Metalurgistas Alemães) -
Institui -für angewandte F orschung GmbH. A documentação é 
protocolada como Relatório Nr. V 1368. 

Como o modelo proposto é f1cxivd , não sendo especifico 
para um dt:temlinado tipo de fomo, foi possível a simulação do 
caso ensaiado na Mannesmann!Mülhcim, comparando os dados 
obtidos com os dados experimentais , cujos resultados são 
apresentados na Figura 5 e na Tabela I . 

1400 r-------r\.-----~-

1200 t-::==-:t::-::::::r-:=;-;;:;:;-ll 1000 lo- J • T GAS 

~ IOO jl..O:::::::-=::::::::::;:;..f;......;,:_~ _____ -1. • • •T CENEXP 

i IOO • : -':' : .· ··· ···r CENTRAl 

; ~ •. ,os.içlo lf'lgu&at i .tOO f-"---------_-,,-..-----~350" 
~ 200 ~--------.~~~--_.,...,.,_ .. ,.,...,.,,. . 

0=~~;~=~===~==~: 
TeMp• t•ln• 

Figura 5 -Temperaturas do núcleo: resultados teóricos x dados 
experimentais 

Tabela. I -Desvios entre resultados do modelo e dados 
experimentais 

Desvio 

Absoluto máximo C°C) 

Absoluto médio C°C) 
Absoluto da tcm_l)_eratura de saída CoC) 
Porcentagem de desvios < 5% 

Porcentagem de desvios < 50 oç 

Centro 
da Barra 

50,2 

16,7 

1,8 

84,6 
98,8 

Como podemos observar os resultados teóricos 
aproximam-se bastante dos dados experimentais, assegurando a 
validade do modelo. Os desvios mais acentuados são localizados 
na região de 600 a 700°C e podem ser explicados pela 
aproximação das propriedades flsicas, cujos valores oscilam 
muito nesta região de transfonnação eutetóidc dos aços. 

Considerando-se os erros de medição na ordem de 2% 
(tennopar e instmmentos), praticamente houv..: coincidência 
entre os dados medidos c o modelo a partir de 600 oç 

RESULTADOS OBTIDOS EM SrMULACÕES 

A seguir são analisados os resultados obtidos cm 
simulações efetuadas em diversas situnções, onde foran1 
variados os tempos de aquecimento, as tcmp.::raturas do fomo c. 
ainda , situações onde não houve paradas durante o aquecimento 
da carga. 
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Para o desenvolvimento do trabalho de simulações, seleciona
mos situações possíveis de aquecimento de barras de aço 
carbono, grau B CO, 18 a 0,21 %C, 0,45 a 0,55% Mn e 0,20 a 
0,30% Si), de diâmetro 170 mm e comprimento 1700 rrun, com 
emissividade tomada como constante e igual a 0,8, que seriam 
enfomadns com a temperatura inicial de 25 oç no fomo rotativo 
Brasimet 60 t/h, aquecidas a 1290 °C e posterionnentc 
transfonnadas em tubos pelo processo de laminação contínua 
nas instalações da Usina Barreiro da Mannesmann SA. O 

gradiente de temperatura admissivel , .'\Tpcrmitido é 2SR oç 

Nesta análise, considerando que não existam paradas 
durante a laminação, são simuladas três situações com 
diferentes tempos de fomo e mesmas temperaturas de "set
point" das zonas. 

Tabela 2 -Dados dns simulações: gmpos I, 2 e 3 - Barras de 
aço carbono grau B, ~ 170 rrun, comprimento 1700 mm 

Simg Temp. "set-point" das zonas C°C) Tempo 
Jação de 

Fomo 
Padrão 

Zona Zona Zona Zona Zona 
I 2 3 4 5 (min) 

I 1260 1300 1300 1300 1290 61,6 

2 1260 1300 1300 1300 1290 83,2 
3 1260 1300 1300 1300 1290 124.0 

Definindo Tempo de Convergência como o tempo de 
pennanência da barra no fomo até que o núcleo atinja a tempe
ratura de aquecimento c Exposição acima de 800 '(' como o 
tempo de pennanência da barra no fomo com temperatura 
superficial acima de 800 oç, tem-se a seguinte comparação para 
as simulações: 

Tabela 3 - Comparnção entre as simulações I , 2 e 3 

Tempo Conver Exposi Tem per!! t.Tmax Cons!_l 
Simu- de gência ção tura lHO 

fomo acitna Final na 
espec! Jação 

de (Núcleo) 
peça 

fico 
800 °C 

(min) (min) Cmin) (OC) (°C) kJ/kg 
I 61,6 Não 21 1277 152 1304 

atingiu 
2 83,2 75 62 1292 135 1361 
3 124 ,0 84 97 1294 110 1437 

Na Simulação 1, a barra seria desenfomada com 
tempcrntura inferior á temperatura de aquecimento, sinalizando, 
para estas condições de "set-points" de temperatura das zonas, 
que o tempo de fomo é inferior á pcnnanência mínima para 
atingir-se homogeneamente a temperatura de aquecimento. Na 
Simulação 2 atinge-se a convergência próxtmo ao 
descnfomamento c a Simulaçüo 3 mostra folga no tempo d.: 
fomo. 

Nu s trC::s situações tem-se t-.Tma:-: < L'ITpcnnitido , sendo 

que quanto menores as temperaturas de pré-aquecimento e de 
aquecimento, mais suave é o aquecimento e, consequentemente, 
menor é o val or d.: L'ITmax 



Nas condições de aquecimento da Simulação I os 
gradientes de temperaturas na barra ao longo de todo o tempo de 
permanência são aceitáveis e são menores as perdas por 
oxidação e o consumo especifico. No entanto, como a 
temperatura de aquecimento não é atingida, esta proposição não 
pode ser recomendada. Convém lembrar que o ritmo de trabalho 
deve ser determinado pela capacidade do processo de laminação, 
sendo que o forno deve abranger com folga os máximos limites 
do equipamento. Na Simulação 2 há uma coincidência com a 
produtividade nominal do laminador e como os resultados são 
bastante razoáveis pode-se optar com segurança por estas 
condições de aquecim-::nto. 

Os perfis de temperatura mostram que na fase inicial a 
temperatura da superf1cie inferior (chamada face fria por causa 
do efeito do contato com a soleira) fica pouco acima da tempe
ratura do núcleo e bem abaixo da temperatura da superfície 
superior (chamadaface quente , totalmente exposta ao meio). Na 
Simulação 1 as temperaturas na barra não se equalizam, mas 
nas outras duas simulações chega-se uniformemente ao 
desenfornamento, sendo a temperatura da superfície inferior 
ligeiramente mais baixa (I a 2 °C). Os gra- dientes entre face 
fria e núcleo são menores que os da face quente em relação ao 
núcleo. Em ambos os casos estes gradien- tes são mais 
acentuados na fase que anteriormente definimos como 
aquecimento. As isotermas mostram que quanto mais tempo de 
enfornamento menor a influência da soleira no processo. 
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CONCLUSÃO 

O modelo elaborado é t1exível, podendo ser usado para 
fornos rotativas com diferentes dimensões e divisões de zonas 
de controle c permite que seja variado o tipo de gás combustível , 
o diâmetro, o comprimento e a qualidade da barra de aço. 

A partir de simulações através do modelo, pode-se chegar 
à uma curva ideal de aquecimento de produtos a serem 
laminados, objetivo maior deste trabalho, para estabelecimento 
de parâmetro operativos como "set-points" de temperaturas da'' 
zonas do fomo, ritmo de operação c estratégias para as paradas 
para cada programa de laminação. visando atingir o Ctnal tL 
aquecimento com qualidade no que se refere à geraçiiu d·; 
carepa, à diminuição da descarbonetação c superaquecimentos 
evitando queima ou desunifonnidade de aquecimento. que por 
sua vez levam a variações de parede ou outros defeitos durante a 
laminação. O consumo teórico de combustível pode ser 
comparado com o real , servindo como instmmento para o 
gerenciamento em relação aos custos de energia. 
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ABSTRACT 

llte mathematical modelling of re-heating tor rolling ot 
steel cylindrical bars 111 rotary-hearth furnaces invulves 
conduction, convection and thermal radiation simultant:uuslv. 
resulting in a system of sccond partia! degree diferemi:ll 
cquations. IJt a solution of the governing cquations . the lini !c 
diiTcrencc method was addopted with fonnulation 111 con<ro i 
volume. ·nte operational paramcters - fumace timing and 
setpoint t.:mperntures of lhe zoncs - wns studied as a function of 
dimentions and number of fi.tmace zones, the type uf fud used 
and stcel specitication and gaugc. for the evaluation of the 
results in relation tu the heating quality and energv 
comsumption. Thc modcl applies to lhe delav times \\hen the 
production rate is zero, a llowmg tor simulation of strategies (pr 

reduction of cnergy consumption. of oxidation lusse~ an ol 

overhcating risks. 
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SUMÁRIO 
O "Toolkit for Primary HVAC - System Energy Calculation" apresenta um conjunto de modelos de 

sistemas térmicos que permitem avaliar a performance de sistemas HVAC. O objetivo deste trabalho consiste 
na validação do modelo de caldeiras a combustível Líquido, proposto pelo "Toolkit ", a partir de dados 
experimentais oblidos na caldeira do Laboratório de Termodinâmica da Universidade de Liege (Bélgica). Faz
se a identificação dos parâmetros da caldeira (coeficientes de transferência de calor gás-água e água-ambiente), 
e compara-se estes valores, obtidos através dos ensaios com aqueles identificados pelo "Toolkit". Através da 
análise de resultados, discute-se a validação do modelo proposto pelo "Toolkit " e apresenta-se as correções 
necessárias dos coeficientes de transferência de calor. 

INTRODUÇÃO BANCO DE ENSAIOS 

O presente trabalho tem por objetivo, validar um modelo 
simplificado de caldeira, proposto por Lebrun et ai ( 1994) e 
publicado pela ASHRAE no documento TC.4.7. A validação foi 
realizada utilizando uma caldeira industrial de uso doméstico, 
fabricada na Itália, e é importante devido à simplicidade do modelo, 
que simula a caldeira considerando-a como um conjunto de 
trocadores de calor: ar-água (we), água-gases de combustão (gw) c 
uma câmara de combustão adiabática (CC). 

O banco de ensaios utilizado é mostrado esquematicamente 
na figura I, consiste de uma caldeira doméstica industrial, um 
circuito de água de alimentação, um circuito de combustível e um 
circuito de gases de combustão. A bancada foi instrumentada de 
modo a fornecer as propriedades medidas nos pontos indicados na 
figura I. 

O modelo exige a identificação de dois coeficientes de troca 
de calor (AU wc> e (A U .) que correspondem, respectivamente, aos 
dois trocadores de calor acima citados. Estes coeficientes podem 
ser, segundo o modelo, identificados em base a informações dos 
catálogos dos fabricantes. Nosso trabalho consiste na identificação 
dos parâmetros com relação a ensaios experimentais, fazendo 
comentários a respeito dos dados obtidos. 

A caldeira testada tem uma potência nominal de 370 kW, 

capacidade de armazenamento de 720 litros de água, e apresenta 

dois blocos: um inferior contendo a câmara de combustão e outro 

superior, contendo o trocador de calor gases de combustão (g)

água(w). A caldeira testada possui janelas de quartzo na câmara 

de combustão para facilitar estudos de espectroscopia de chama 

(figura 2). O combustível utilizado foi o "óleo Diesel". A caldeira 
testada, mostrada esquematicamente na figura 2, foi devidamente 
instrumentada e cujos pontos de medida são mostrados na figura 
I (banco de ensaio). Foram utilizados nas medidas fluxômetros do 

Chaminé T · 

•gex · 

Aeuo de 
Ruo 

Circuito de Agua de 
AlimentaçJo 

Caldeira 
- T I 
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- _l _j 
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CW'cuito Gases de 
Combust:lo 

Ruo 

Figura I - Banco de ensaio da caldeira doméstica 
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Água Entrada Retorno 
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gás de combustao 
r------------ r-------·---- ------------

: janelas de 
: quartzo 

------------- - ------ ------ - - ------- - --

Figura 2 -'Representação esquemática da caldeira 

tipo turbina , preci são 3-5%; analisador de gases de combustão 
clássico, tcrmopares tipo T (tolerância 0.1 "C) e tipo S com I O % 
Rh e tolerância I (I ,6 "C). 

MODELO DE CALDEIRA PROPOSTO CLebrun et ai. 1994) 

O modelo proposto, mostrado esquematicamente na figura 
3, contém três componentes: uma câmara de combustão (CC). um 
trocador de calor gases de combustão-água (HEX I) e um trocador 
de calor água-ambiente (HEX2). 

O modelo cm regime permanente considcr.a processo de 
combustão na câmara (CC) adi abático e estequiométrico c. os 
trocadores de calor HEX I e HEX2 são do tipo contra-corrente. 
Para utilizar o modelo é necessário conhecer ao menos um ensaio 
em regime permanente ou dados equivalentes, fornecidos por 
catálogos de fabricantes de caldeiras, para identificar o coeficiente 
de troca de calor "AUwe" água-ambiente, e posteriormente 
identificar o coeficiente gás-água, "AUgw"· 

HEX 1 M,.. Ta . . : I CC ~ Mg hg,s~ ------ -------

M1 ,Tf 

Tw,su 

HEX 2 Mw 
Te 

Figura 3 - Esquema do modelo de caldeira proposto por Lebrun 
et ai (1994). 

O modelo utilisa a equação abaixo para calcular o coeficiente 
AUwe: 

-3 . -4 . 2 
AUwe=4 ,1234+0,0667xiO Ouse-3,586xl0 Ouse (I) 

onde Ouse é a potência calorífica (kW). 
A eq. (I) foi obtida tendo como base a análise de inúmeras 

experiências realizadas nos últimos 20 anos no LT da ULg, com 
caldeiras domésticas industriais. 

. Os dados necessários para identificar AUgw são: relação ar-
combustível (f) ou a fração molar de C02 ou de 02 (xc02. XQ2) 

dos gases de combustão, vazão mássica de combustível ( ffir ), 
temperatura ambiente (Te). temperatura do combustível (Tf), vazão 

f ou xc0 2 ou 11: 0 2---.. ~ Tgsu eTwex 

E M1. T1. Ta--- --- Ógw 
N 

--- Ówe 

H 
T Te-

R 
A Mw , Twsu- -Tgex 

D 
A Twex----+ -- cp,g ec9 s 

Propriedades 
da água e do-, _j-AUow combustfvef 

- ErrDetec 

t 
' 

AUwe / v 
Parâmetro 

Figura 4- Esquema da sub-rotina utilizada para identificar AUgw. chamada 
"BOILERID" no modelo proposto. 

mássica de água ( mw ), temperatura da água de entrada(T wsu) . 

coeficiente AUwe. temperatura da água de saída (T wex) (figura 4). 
O coeficiente de transferência de calor gás-água (AU ~)para 

a caldeira utilizada, foi identificado de acordo com a metodologia 
proposta por Lebrun et ai. ( 1994) para um ensaio considerado como 
referência. O modelo propõe a equação (2) para calcular o AUgw 
para condições diferentes das de referência. Para a caldeira testada 
o coeficiente de referência identificado segundo procedimento do 
TC.4.7 foi 473,31WK 1

• 

mf ( 
. J,65 

AU gw = AUgwR mfR (2) 

METODOLOGIA DE TESTES 

Foram analisados 12 ensaios, 6 com dois gicleurs e 6 com 
um gicleur, em cada ensaio foi mantida a pressão de injeção de 
combustível constante, variando o excesso de ar e ·medindo as 
temperaturas, fluxos de massa e demais parâmetros indicados na 
figura I. Com os parâmetros medidos foi possível identificar os 
coeficientes AUwe e AUgw. através da sub-rotina BOILERID 
fornecida no documento ASHRAE TC 4.7 e, em seguida, utilizando
se a subrotina BOILERSS ( também disponível no mesmo 

documento) foi possível obter por simulação Qgw•Qwe 'Q""' e 11 · 
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ANÁLISE DOS DADOS EXPERIMENTAIS 

A partir dos parâmetros experimentais medidos, foi 
analisado o processo de combustão e realizado um balanço térmico 
da caldeira, os resultados são apresentados com detalhes por Rios 
(1995). 

A potência calorífica cedida à água pelos gases de 

combustão (Qgw) é igual a perda de entalpia dos gases de 

combustão menos a perda de potência calorífica através das janelas 
de quartzo como mostra a equação (3). 

Ógw = mcpg(Tgsu -Tgex)-Qfen (3) 

O tluxo de combustível é calculado utilizando a equação (4), 

Para avaliar A U we foi considerado que a água como elemento 
de maior capacidade térmica representaria a caldeira no processo 
de troca de calor com o ambiente, assim o calor perdido para o 
ambiente será a diferença entre a potência calorífica liberada na 

combustão ( Óc), menos a potência calorífica perdida através das 

janelas ( Óren) menos a potência calorífica líquida cedida à água 

( Q use), como mostrado na equação (13) 

O perdas A U - --,-------'------,--
we - {DTLM)we 

(12) 

onde "f' é a relação ar-combustível utilizada nos testes. onde, 

(4) 

O calor específico médio dos gases de combustão foi obtido 
por: 

(5) 

onde, hgsu. hgex são as entalpias dos gases de combustão na entrada 
e na saída do trocador da caldeira, respectivamente, e T gsu. T gex 
as temperaturas dos gases de combustão na entrada e saída do 
trocador, respectivamente. 

As entalpias hgsu c hgex foram calculadas da seguinte forma: 

hTgsu 
hgsu = ( li) 

I+ /f 

(6) 

onde, 

onde, n é o número de moles dos componentes dos gases de 
combustão; e T ad a temperatura adiabática de chama 

* hTgex 
hgex = (1 + }{-) 

onde, 

(8) 

O coeficiente A U gw foi estimado experimentalmente 
considerando o trocador de calor HEX I como um trocador de calor 
contracorrente. 

Assim, 

Ógw 
AU =---''---c-

gw (DTLM) gw 

(lO) 

( 11) 
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(>perdas = (Q c - (> fen)- (>use (13) 

Além disso, considera-se o bloco da caldeira como um 
trocador de calor contracorrente atuando com o ar ambiente (Te) 

(14) 

onde, T:ex é a temperatura da água na saída da caldeira, calculada 

pela equação (15). 

* Qgw 
Twex =-.--+Twsu 

Qwsu 

(L5J 

onde: Q gw é a potência calorífica cedida pelos gases à água no 

trocador HEXI e C é calculado como definido pela equação 

(16) 

(16) 

onde cw é o calor específico da água. 

ANÁLISE DE RESULTADOS 

As figuras 5 e 6 apresentam as evoluções de T gex, Q gw e 
AUgw obtidos através de balanços térmicos utilizando dados 
experimentais (ex: BT), e utilizando o programa do modelo 
fornecido pelo TC.47, para os casos de um gicleur (figura 5) e de 
dois gicleurs (figura 6). 

Observa-se que AUgwBT varia proporcionalmente com o 
excesso de ar, enquanto que o AUgwTK permanece constante. O 
comportamento observado de AUgwTK é devido a que modelo 
não considera o efeito do excesso de ar e sim o fluxo de combustível 
(equação 12), e a potência nominal da caldeira. Ob!t!rvamOs 
também queT gexBT e T gexTK tem o mesmo comportame'nto dos 
coeficientes de troca de calor experimentais e obtidos pelo modelo. 
D.a análise dos resultados obtidos podemos dizer que os efeitos 
convecti vos causados pelo aumento do excesso de ar na combustão, 
assim como a mudança na temperatura adiabática de chama (T ad) 
(Rios, 1995), afetam consideravelmente a modelagem da caldeira, 
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e nisto o modelo proposto no "Toolkit" da ASHRAE fica um poJco 
comprometido (erros de 2 a 8 % aumentando com o excesso de ar). 

RECOMENDAÇÕES SUGERIDAS PARA MELHORAR A 
PRECISÃO DO MODELO 

Sugerimos considerar a influência do excesso de ar no cálculo 
do AUgwTK. como se segue: 

AU gwTKC = AU gwTK{A.e+ B) ( 17) 

onde, AUgwTKC é o coeficiente corrigido, e é o excesso de ar e A 
e B são constantes. 

A equação resultante para a caldeira analisada seri a: 

AUgwTKC = AU gwTK(3,2465x10-3e+ 1,0932) ( 18) 

Fazendo a correção sugerida, as diferenças entre T gexBT e 
T gexTK oscilam dP. O, I a 0,6%. 

CONCLUSÕES 

Os estudos realizados mostraram que os coeficientes AUgw 
e AUwe não são somente função da potência nominal da êatdeira, 
mas também do excesso de ar e que a correção dos coeficientes 
como sugerido no trabalho melhora a precisão do modelo na 

obtenção de T gex e Ógw. É desejável obter uma forma de corrigir 

AUgw similar a recomendada no modelo (ver eq. 2), onde seja 
levado em conta o excesso de ar, para a obtenção dos valores de 
AUgw para diferentes condições de operação, ponto este a ser 
explorado num trabalho futuro pelos autores. 
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ABSTRACT 

The "Toolkit for Primary HVAC- System Energy Calculation" 
presents a setofthermal systems models forevaiuation ofthe HVAC 
systems. The purpose of this work is to vali date the model of liquid 
fuel boiler provided by the "Toolkit", by means of experimental 
data from the boiler of the;: Thermodynamic Laboratory of the 
University of Liege (Belgium). The parameters of the boiler 
(coeficient of heat transfer gas-water and water-environment) are 
identified and compared with those identified by "Toolkit" 
Analysing the results, the necessary corrections for the parameters 
are presented. 
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SUMARIO 

Se investigó la influencia de la rclación existente entre el diámetro de la briqueta (Db). el diámctro de la olla (Do) 
y la distancia olla-briqucta (H) con la finalidad de optimizar el uso de la énergía en cocinas a briquetas. Los 
experimentos se realizaron en cocinas metálicas portábles de una homilia. El combustible empleado fue briquetas 
de carbón antracítico. Se aplicó cl Test de Ebullición y el Balance de Energia y se analizó los proccsos de 
transfcrencia de calor. Para facilitar el encendido se desarrolló un producto empleando cisco de carbón vegetal. 

INTRODUCCION 

El Perú posee reservas de carbón mineral que sobrepasa los 
13 72 milloncs de toneladas y que representan el 6% dei potencial 
energético y alrededor dei I% dei consumo ( Sarnmané Boggio M., 
1992) 

Tabla 2. En el modelo AE005H (Figura l) se empleó como 
aislante una capa de 45mm de fibra de vidrio y 40 mm de colchón 
de aire mientras que en el modelo AE002D ( Figura 2 ) se empleó 
una capa de 50mm de ceniza como material aislante. En ambos 
casos, el material de la cámara de combustión fue ladrillo 
refractaria, clase sílico-aluminoso. 

Los más importantes yacimientos se encuentran en las cuencas 
dei Alto Chicama en el norte, Santa, Oyón y Jatunhuasi en la 
región central dei país. El carbón más abundante es dei tipo 
antracítico (75% dei total existente), aunque también cx.isten 
reservas dei tipo semi-antracítico, bituminoso y lignito. 

En la década de los 80, con la finalidad de introducir el empleo 
dei carbón como alternativa energética económica, la Pontificia 
Universidad Católica dei Perú dio inicio ai Proyecto Carbón 
promoviendo 'el empleo dei carbón bajo la forma de Briquetas cn 
Ias ciudades de Huaraz y Lima, siendo el mercado escogido el 
familiar urbano marginal. 

La masificación dei empleo dei carbón cn el Perú ocurrida en 
los cuatro últimos aiios, condujo a evaluar la situación existente. 
El resultado de esta evaluación mostró que era necesario optimizar 
la energia generada por las briquetas así como facilitar su 
encendido y reducir las emisiones contaminantes. 

Se planteó entonces como trabajo estudiar la influencia de las 
relaciones geométricas olla-briqueta en el funcionamiento de las 
cocinas a briquetas y el desarrollo de un ' 'encendedor o prendedor 
de briqueta" . Este reporte presenta los resultados de los trabajos 
realizados. 

COMBUSTIBLE, EQUIPOS, INSTRUMENTOS EMPLEADOS 

Combustible . Se ha empleado como combustible Briquetas de 
Carbón, una mezcla compacta de partículas de carbón antracítico, 
arcilla y cal, de forma cilíndrica, con agujeros para facilitar la 
combustión. La Tabla l se presenta los resultados dei Análisis dei 
Carbón empleado y Ias características de Ias briquetas de carbón 
utilizadas. 

Eguipos . Las pruebas se realizaron en dos cocinas portátiles 
metálicas de una homilia, sin chimcnea modelos AE005H y 
AE002D, empleando en cada caso una briqucta por homilia, ver 
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Tabla I - Briquetas de Carbón y Análisis dei Carbón 

d Có .tgo d I B. e a nqueta B C-ú2 BC-04 

Diámetro ( mm ) 150 80 

Altura t mm ) 75 100 

PesotN) 17.2 5.9 

Número de a~ieros 22 9 

Diámetro dei ap,ujero (mm) 12 12 
[)uración ( horas ) 3 2.5 
Composición 

• arei lia + IOOOJ.1I11 8 .00% 8.52% 

+ 250 a -IOOOJ.1I11 12.00% 12.78% 

• carbón + 2830 J.1Il1 16.00% 14.90% 

+ 2000 a -2830 J.1Il1 24.00% 22.35% 

+ 1410a-2000J.1I11 40.00% 37.25% 

• cal - 1000 J.1Il1 0.00% 4.20% 
Ene~ia para encender ( kJoule-) 9,280 2,400 

Características dei Carbón 

Poder Calorífico (PC) kJ/kg 22350 25510 

Carbono Fiio tC) 57.99% 66.60% 

Ceniza 32.71% 24.72% 

Materia Volátil (MV) 4 .12% 4.42% 

Hurnedad 5.18% 4.26% 

Azufre tS) 0.38% 2.33% 

Tabla 2- Cocinas Portátiles 

Modelo de cocina AE002D AE005H 

Brigueta BC-02 BC-04 

Diámetro de homilia t mm ) !50 90 

Cámara de combuslión - altura (mm) 300 260 

Cámara de combustión - diámctro t mm ) 160 90 



Los modelos ensayados AE002D y AE005H representan los 
modelos de cocinas portátiles más difundidos en las zonas 
urbomarginales de la ciudad de Lima 

Los ensayos se realizaron empleando ollas de alumínio de 
diferentes dimensiones, la Tl\pla 3 describen a continuación sus 
características. 

Tabla 3 - Características de las ollas 

Códili,O 26 22 18 
Diâmetro ( mm ) 260 220 180 
Altura ( nun ) 170 140 120 
Espesor ( nun ) 3 3 3 

Instrumentos. Para medir la temperatura dei agua a cmplear en 
los ensayos se usaron termómetros de vidrio, escala de 20"C a 
ll0°C, mientras que para el registro de la temperatura de las 
paredes y gases de combustión se usaron termocuplas tipo K y J. 
También fueron empleadas una balanza de O a 10 kg y un 
cronómetro. 

Lo,;; registras de humedad, latitud y altitud fueron 
proporcionados por la Estación Meterológica Hipólito Unanuc , 
localizada en el Campus Universitario. 

o 
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300 
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A Rcvestimienlo metálico exterior 
B Cilindro refractario 
C Relleno aislante. fibra de vidrio 
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D Revestimiento metálico intermcdio 
E Soportes interiores 
F Soportes exteriores 
G Entrada de aire 

Figura I - Cocina modelo AE005H 
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PROCEDIMIENTO DE ENSA YO 

Con el objctivo de evaluar el rendimiento de las cocinas se 
hiccron ensayos para determinar el tiempo de ebullición, el 
consumo de combustible y la temperatura de las superfícies de la 
olla, cocina así como la temperatura de los gases de combustión. 

Para analizar la influencia de las relaciones geométricas olla
briqueta se trabajó con diversos tamaiios de briquetas y ollas así 
como variando la distancia olla briqueta. 

Con la finalidad de reducir el número de ensayos, comparar 
diferentes modelos y lograr una mejor comprensión de los 
mecanismos de transferencia de calor involucrados, las variables 
''Db" (diámctro de briqueta), ' 'Do" (diámetro de la olla) y ''H" 
(distancia entre la base de la olla y la briqueta) fueron combinadas 
como relaciones adimensionales Db/Do y H/Db. 

La Figura 3 esquematiza la disposición de los elementos 
mencionados. 

nJOO 
t---, f e 19

1

0_i=L . ..- ~ 

111-.--n~,-~ 
o 1(,0 · . 

" 
-~-

1 

~1§.1~ 

:~lLWY.illJ _ 
, L :' ·~" yõ-~~r 

A Revcstirnicnto metálico exterior 
8 Cilindro refractaria 
C Relleno aislante . ceiza 
D Entrada de aire regulablc 
F. Soporte de la olla , arcilla modelada 
F Soportes interiores 

Figura 2- Cocina modelo AE002D 

Do Diámctro de la olla 
Db Diâmetro Je la briqueta 
H Distancia briqueta - olla 

Figura 3 - Configuración 



PRUEBAS DE EV ALUAClÓN 

El funcionamiento de la cocina fue analizado aplicando cl 
Test de Ebullición ( De Lcpclcirc et ai. , 1980 ) y el Balance de 
Energia. 

Balance dei Flujo de Encrgía. Cuando la briqueta de carbón 
combustiona libera energia (Qb) parte de la cual es absorvida por 
el agua (Qag), el resto de la energia se lo llevan los gases de 
combustión (Qg) y cl resto se pierde por radi.ación y convccción a 
través de las paredes y base de la cocina (Qp,cc) así como las 
paredes y tapa de la olla (Qp,ol) 

El flujo de calor por unidad de tiempo correspondientc a cada 
modelo ensayado se presenta cn la Ec. I . 

Qb = Qag + Qg + Qp,cc + Qp,ol ( I ) 

La Figura 4 presenta cl Diagrama de Sankcy 

El Test de Ebullición. Este cnsayo tienc como objetivos: 

determinar la efícicncia de la cocina (TJ), evaluar el conswno 
específico (SC) y el ticmpo requerido (teb) para llevar a ebullición 
una determinada cantidad de agua. 

Los ensayos fueron realizados para una carga de 2 kg de agua 
(mag) procediéndose a registrar la masa evaporada (mev), su 
temperatura inicial (To), así como su temperatura de ebullición 
(Tb), el conswno de combustible (me) y el tiempo de ebullición 
(teb) 

Figura 4 - Diagrama de Sankey 

Flujo de Calor Gcnerado por la Briqueta. En los ensayos, el 
llujo de calor por unidad de tiempo generado por la briqueta se 
estimó mediante la Ec. 2, en la que el término. '·PC" representa el 
poder calorífico dei combustiblc. 

Qb= me. PC 
teb 

( 2) 

Flujo de Calor Requerido por cl Agua. Se puede evaluar 
mediante la Ec. 3 

Qag = ( mag Cpa ( Tb- To) + mev L ] 
teb 

( 3 ) 

En la ccuación anterior, c término ' 'L'" representa cl calor 
latente de vaporización mientras que el término "'Cpa" representa 
el calor espedfico dei agua. 

407 

La Eficiencia de la Cocina ( TJ ). Se dcfme como el flujo de 
energía requerida por el agua (Qag) para la ebu\lición respecto ai 
flujo de energía entregado por la briqueta (Qb), la Ec. 4 
presenta esta relación. 

TJ = Ql!g * 100% 
Qb 

( 4) 

El consumo específico ( SC ). Se defme como la masa de 
combustible requerido para llevar a ebullición una determinada 
cantidad de agua y se evalua mediante la Ec. 5 

se " J!!.J< * too % 
mag 

( 5) 

Pérdidas en la cocina y cn la olla. Debido a la temperatura de 
las superfícies externas a la que se hallan la olla y la cocina, se 
producen pérdidas de energia por convccción (Qp,con) y radiación 
(Qp,rad). 

Qp,ol = Qp,con-ol + Qp,rad,ol ( 6) 

En la Ec. 6, "Qp,ol"' representa las pérdidas a través de la 
pared y la tapa de la olla debidas a la convección ( Qp,con-ol) y a 
la radiación (Qp,rad-ol) 

Qp,cc = Qp,con-cc + Qp,rad,cc ( 7) 

En la Ec. 7, "Qp,cc" representa las pérdidas en la cocina, las 
cuales son debidas a la convección ( Qp,con-cc) y a la radiación 
(Qp,rad-cc) a través de la pared y la base. ' 

Pérdidas por Convección. Para cl cálculo de las pérdidas por 
convección (Qp,con) a través de las superfícies de la olla y de la 
cocina se ha empleado la Ec. 8. 

Qp,con = a. A ( T w - T amb ) ( 8) 

En la Ec. 8, el símbolo " A" representa el área de la superfície 
de transferencia ( pared de olla, tapa de la olla, pared de la cocina y 

·base de la cocina ), el término "Tw'' es la temperatura de la 
respectiva superfície y "T amb" representa la temperatura ambiente. 

El coeficiente de película "a." correspondiente a las superfícies 
de la olla y de la cocina se evaluó mediante las Ec. 9. 

a. = ( J...) Nu 
Leq 

( 9) 

Como se puede apreciar en la Ec. 9 , cl valor dei coeficiente de 
convccción depende dei valor dei número de Nusselt (Nu), de la 
conductividad térmica dei fluido (J...}, y de una característica 
geométrica dei objeto (Lcq). 

Según Ozisik ( 1985), el valor dei número de Nusselt 
corrcspondiente a la pared y base d~ la cocina así como a la tapa 
de la olla, se cstimó mediante la correlación experimental 
mostrada en la Ec. 10. 

Nu = C ( Pr. Gr )" ( lO) 

En la ecuación mostrada, el término ''Gr" representa el número 
de Grashof mientas que el término " Pr" representa el número de 
Prandtl. Los números adimensionales de Pr~~ y Grashof deben 
ser cvaluados para la temperatura de pelícufa (T r) la cual se 
determina con el promedio de las temperaturas de superfície y la. 
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temperatura dei ambiente. Los valores de las constantes ''C" y 
''n" se muestran en la Tabla 4. 

Tabla 4 - Valores de los coeficientes C y n 

Caso c n 
tapa de la olla 0.15 0 .33 

pared lateral de la olla 0.59 0.25 
base de la cocina 0.27 0.25 

Para evaluar el coeficiente de película correspondiente a la 
pared lateral de la cocina se aplicá la Ec. li ( ibid ) 

(J. = 1.42 / Tw- T amb I O.ZS 

Leq 
( li ) 

Pérdidas por Radiación . Según Holman ( 1990 ), las pérdidas 
de energía por unidad de tiempo por radiaeión a través de las 
superfícies de la olla y de la cocina (Qp,rad) fueron evaluadas 
mediante la Ec 12 . El valor de em.isividad (e) considerado para el 

trabajo fue 0.45, la constante de Stefan Bolt7man ( cr ) es igual a 
5.67 X 10-8 W/ m2 K4 y e1 área ( A ) dependió de la superfície 
analizada. 

• 4 4 
Qp,rad = e A cr ( Tw - Tamh ) ( 12) 

El F1ujo de Calor Perdido por los Gases de Combustión (Qg). 
Empleando la Ec. 13 se determiná "Qg" 

Q8 = Í me + m aj,r_ lCpg ( Tg - Tamb) ( 13 ) 
L teb J 

Para la evaluación de Q8, se considerá un consumo uniforme de 
masa de combustible (me) y de aire (m ai,r ) durante el tiempo de 
ebullición y el calor específico de los gases de combustión (Cpg) 
se estimá como el correspondiente al dei aire a la temperatura de 
los gases de salida (T g). 

Empleando las fórmulas de Dulong ( Centro de Conservación 
de Energia, 1989 ) que se prescntan cn las Ec. 14, 15 y 16 así 
como los resultados de los análisis que se presentan en la Tabla I, 
se calculá los porcentajes en peso de los elementos presentes en el 
combustible: Carbono (%C ), Hidrógeno (%Hz), Oxigeno (%0z). 

(%C) = 0.59 [ 0.0 I PC - 0.37 (%MV)] + 43.4 ( 14) 

(%Hz ) = 0.069 [ 0.01 PC+ (%MV)] -2.86 ( 15 ) 

PC = 80.8 (%C) + 344 [(%Hz )- 0. 125(%0z)] 
+ 22 2(% S) ( 16) 

Empleando las relaciones estequeométricas de la combustión 
dei carbón, los porccntajes en peso determinados por las Ec. 14, 
15 y 16, y la masa de combustible consumida se estimá la masa 
de oxigeno y luego la masa de aire teórico (mai) requerida. Para 
estimar la masa de aire real (mai.r) para la combustión de la 
briqueta se considerá un factor de exceso de a ire ( <p) igual a 1.4. 
ver Ec. 17 ( Claver y Salas, 1946 ). 

m ai,r = <p ffia; ( 17) 

Influencia de la Radiación en el Proceso de Transfereneia en el 
Modelo AE002D. Se realizá el balance dei tlujo de calor por. 
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radiación cn el interior de la cámara de combustión considerandose 
involucradas tres superfícies: la cara superior de la briqueta (I), la 
base de la olla (2) y las paredes de la cámara de combustión (3) En 
la cámara de combustión se asumió diferentes la absortividad de la 
emisividad. La Figura 5 esquematiza la Red de Radiación con la 
que se trabajó. 

_1_::.!.1 

Qrad-br 

Figura 5 - Red de Radiación. Cocina modelo AE002D 

Para la rcd considerada, el término ' 'Qrad-br'' representa el 
flujo de calor emitido por la briqueta, "Qgan,rad-ol" el flujo de 
calor que va a la olla y ·' Qrad-ref' el tlujo de calor que va a la 
eámara de eombustión y que representa la influencia de la 
absortividad de la cámara de combustión (a.3) Los valores de 
Qrad-br , Qrad-ref y Qgan,rad-ol se calcularon con las Ec. 18, 19 
y 20 que se presentan a continuación 

Qrad-br = illL .. :.ltlí.St.Ad 
(I - E 1) 

Qgan,rad-ol = Uz - Eb2_}_(,.sz_A2_} 

(I - Ez ) 

Qrad-ref = ~Jll.AJ E 3 ) - ( h.l..í...A.JcJ!Ü 
( I - a.3 ) 

( 18 ) 

( 19 ) 

( 20) 

El término (Eb;) representa el poder em.isivo dei cuerpo negro, 

(Ji) la radiosidad , ( E ;) emisividad, (A;) área involucrada, (F;j) 
factor de forma y los subíndices a la superfície eorrespondiente. 

Flujo de Calor que Gana la Olla. El flujo de calor total que 
gana la olla (Qgan-ol) se eompone dei flujo de calor que gana el · 
agua y de las pérdidas por convección y radiación a través de las 
superfícies de la olla ( pared y tapa ), como se indica en la Ec. 21 . 

Qgan-ol = Qag + Qp,ol ( 21 ) 

Como el flujo de calor que gana la olla se debe ai efecto 
combinado dei calor de radiación v convección que recibe, posible 
determinar el tlujo de calor po; convección (Qgan,eon-ol) que 
recibe la olla mediante la Ec. 22 . 

Qgan,con-ol = Qag + Qp,ol - Qgan,rad-ol ( 22) 

RESULTADOS OBTENIDOS 

En las Tablas 5 y 6 que muestran la distribución 
porcentual dei tlujo de energia se observa que la máxima eficiencia 
(Qag/Qb) ocurre cuando la olla se halla muy cerca de la briqueta. 



(H/Db=O 25) mientras que el mayor porcentaje de energia que se 
llevan los gases de combustión sucede cuando la olla se aleja de la 
briqueta (H /Db = 1.00) . 

El término "Qag!Qb" de las Tablas 5 y 6 representa la 
eficiencia de la unidad analizada. Se observa entonces que los 
puntos de mayor eficiencia corresponden cuando H/Db= 0.25 

H/Db 
0.25 
0.25 
0.25 
0.50 
0.50 
0.50 
1.00 
1.00 
1.00 

H/Db 
0.25 
0.25 
0.25 
0.50 
0.50 
0.50 
1.0 
1.0 
1.0 

Tabla 5 - Flujo Porcentual de Energia 
Cocina modelo AE002D 

Db/Do Qag!Qb Qg!Qb Qp,cc/Qb 
0.58 46.3 32.4 15 .5 
0.68 44.6 36.1 15 .0 
0.83 42.6 39.7 14.6 
0.58 42.3 33.8 17.9 
0.68 37.6 39.4 18.3 
0.83 39.8 35.1 20.9 
0.58 38.3 33 .8 21.8 
0.68 35.0 34.1 26 .1 
0.83 35.6 39.6 21.1 

Tabla 6- Flujo Porcentual de energia 
Cocina Modelo AE005H 

Db/Do Qag/Qb Qg/Qb Qp,cc/Qb 
0.31 43.2 25.3 17.2 
0.36 27.9 51.5 13.0 
0.44 36.3 40.9 14.1 
0.31 35.5 42.5 9.7 
0.36 35.5 42.3 11.5 
0.44 31.2 48.5 10.4 
0.31 33.9 42 .7 11.7 
0.36 31.2 51.2 10.3 
0.44 26.0 57.6 9.0 

Qp,ol/Qb 
5.8 
4.3 
3.1 
6.0 
4.7 
4.2 
6.1 
4.8 
3.7 

Qp,ol/Qb 
14.1 
7.6 
8.7 
12.3 
10.7 
9.9 
11.7 
7.3 
7.4 

En la Tabla 7 que muestra el consumo específico estandar en 
porcentaje, se observa que éste alcanza su mínimo valor para 
H/Db= 0.25 y el máximo cuando H/Db= 1.0 en ambos modelos. 

Tabla 7- Consumo Específico Estandar en Porcentaje 
Cocinas Modelo AE002D Y AE005H 

Modelo AE002D Modelo AE005H 
Db/Do Db/Do 

H!Db 0.58 0.68 0.83 0.31 0.36 0.44 
0.25 3.33 I 2.92 I 3.10 2.87 I 4.47 I 3.43 
0.50 3.10 I 4.04 I 3.41 3.51 I 3.51 I 3.99 
1.00 3.60 I 4.28 I 5.01 3.67 l 3.99 l 4.78 

La Tabla 8, que presenta los resultados dei análisis de 
radiación, permite apreciar que en promedio el porcentaje dei 
calor de radiación emitido por la briqueta representa el 12.5% dei 
total emitido por la briqueta. 

Se observa ambién la influencia de la relaciones geométricas 
en los valores dei factor de forma y en el calor por radiación que la 

H!Db 
0.25 
0.50 
1.00 

Tabla 8 -Influencia de la Radiación 
Cocina modelo AE002D 

Qrad-br/Qb %) Qgan,rad~VQrad-bl(%) 

0.58 0.68 0.83 0.58 0.68 0.83 
11.40 11 .25 10.70 62.26 56.62 59.38 
12.27 12.97 15.94 63.74 55.00 44.28 
12.16 14.53 14.15 50.89 51.08 34 .94 

Fl2 
0.58 0.68 0.83 
0.970 0.951 0.897 
0.894 0.839 0.736 
0.698 0.606 0.488 
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briqueta gana. 

Las Figuras 6 y 7 muestran el tiempo de ebullición registrado 
en cada uno de los modelos ensayados. En el modelo AE002D se 
observa mayor rapidez para la combinación H!Db=0.25, rnientras 
que en el otro modelo para la relación HID=0.50. 

min 

min 

25 

20 

15 --+-H!Db=0.25 

---H!Db=0.50 
10 --6-- H!Db= 1.00 

5 

o 
0.58 0.68 0.83 Db/Do 

Figura 6- Tiempo de ebullición. Cocina 

modelo AE002D 

35 

30 
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20 

15 
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~ 
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0.31 

...... 
-

0.36 

--+-H/08=0.25 

---H!Db=0.50 
---tl- H!Db= 1.00 

0.44 Ob!Do 

Figura 7 - Tiempo de ebullición. Cocina modelo 
AE005H 

La Figura 8 muestra el flujo de calor por radiación que recibe 
la olla respecto ai flujo de calor total emitido por la briqueta. 

La Figura 9 que muestra la relación calor de convección 
respecto a calor de radiación que gana la olla, se puede apreciar la 
importancia de la convección en el proceso de transferncia de calor 
en cocinas a briquetas de carbón. 
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Figura 8 - Qgan,rad-ol I Qb 
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Figura 9 - Qgan,con-ol I Qgan,rad-ol 

DESARROLLO DE ENCENDEDOR DE BRIQUET AS 

Tradicionalmente, las briqõ.Jctas eran encendidas empleando 
lcfía o trozos de carbán vegetal El tiempo requerido era superior a 
40 minutos, que en muchos casos ocasionaba rechazo ai producto. 

Luego de realizar ensayos se determiná que se requeria para su 
encendido de 48 kJ/cm2 y una temperatura en la base no menor a 
500"C durante por lo menos 10 minutos. También se observá que 
era muy importante que el calor se distribuya de modo uniforme en 
la base de la briqueta y que no se obstruyan sus orificios con el 
encendedor. 

Se desarrollo un producto con 26215 kJ/kg de poder 
calorífico, de forma esférica, con diámetros entre 20 a 25 mm, 
capaz de soportar una fuerza de compresián de 65 N en frio y en 
caliente. Se empleá como materia prima cisco de carbõn vegetal y 
arcilla como material aglomerante en proporcionaes de 80% y 20% 
respectivamente. La técnica aplicada fue la de Agitacián y 
rodadura en disco giratorio ( Assureira , 1995 ). La porosidad dei 
producto desarrollado permite su fácil encendido ai ser rociado con 
kerosene y el tiempo de duracián promedio de cada esfera es 15 
minutos , alcanzando una temperatura de combustián superior a 
los 650°C. Actualmente se expende en el mercado con e! nombre 
comercial de Chispa Morena. 

CONCLUSIONES 

El calor emitido por la briquéta se debe ai efecto combinado de 
radiacián y conveccián, predominando éste último que en 
promedio representa el 85%. 

Se puede aprovechar hasta el 60% dei calor de radiacián 
emitido por la briqueta ai reducir la distancia olla-briqucta debido 
ai incremento dei factor de forma. 

Durante el proceso de combustián de la briqueta, el calor 
emitido por radiacián se debe principalmente ai efecto de 
incandescencia. Se ha observado que es posible intensificar el 
calor de radiacián ai incrementar el aparte de las llamas 
aumentando la relacián H!Db o ai provocar conveccián forzada. 

El mecanismo de transferencia de calor predominante en 
cocinas a briquetas de carbón es la conveccián, que representa en 
promedio más de 80% dei calor que recibe la olla, lo cual debe de 
ser considerado en el disefío y durante la operación. 

El punto óptimo de funcionarniento (máximo rendirniento, 
mayor rapidez y menor consumo de combustible) ocurre para la 
relación H/Db=0.25 debido a la mayor la turbulencia en la cámara, 
lo cual crea un incremento dei coeficiente de película, mejora el 
contacto de los gases con la superficie de la olla. 

El porcentaje de energia que se llevan los gases de combustión 
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supera el 35%,1o que muestra la necesidad de su aprovechamiento. 
Se recomienda trabajar con ollas protegidas. En el modelo de 
cocina disei\ado denominado '·La Rápida'', se uso un aro protector 
alrededor de la olla incrementándose la eficiencia en un 8%. 

La naturaleza dei combustible condiciona el disefío de la 
cámara de combustián y origina un porcentaje importante de 
pérdidas a través de las paredes de la cocina. Se plantea considerar 
en el disefío el aprovechamiento de éste tlujo de energia 
incorporando a la cocina un sistema de calentamiento de agua. 

Las características dei encendedor de briquetas desarrollado 
(forma, dimensiones, composicián, porosidad y resistencia a la 
compresión) simplifica el proceso de encendido permitiendo su 
empleo con cualquier tamafío de briquetas e independiente dei 
modelo de cocina 
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ABSTRACT 

The purpose of this study was to test the process that 
determines the relationships arnong the briquette 's diameter ( Db ), 
the pot's diameter ( Do ) and the height of the pot from the fuel 
bed ( H ) in order to improve the performancc of the stoves. 

Experimcnts were carried out on two metal portable stovcs 
without chimeneys. The fuel was antrhacite coai briquctte, a 
honey-comb type of cylindcr with small holcs parallcl to the 
cylinder axis. 

Energy balance and boiling tests wcre made in order to 
cvaluate the stoves. The rcsults are presented as non dimensional 
geometrical rclations H/Db, Db/Do. 

Convcction was lhe prcdominant mcchanism of the heat 
transfer. Thc best results was obtained for the relation H/Db = 
0.25 for both models tested. On average 35% of the fuel's energy 
was lost by flue gases. This energy has to be uscd in order to 
improve the stove 's performance. 

ln order to solve the briquctte 's lighted problem, a new product 
was devcloped uscd charcoal particles. The product was obtaincd 
by agglomeration processs called pelletizing using agitation 
method on a rotary pan. By this way, we transform charcoal 
powder in small balls of 25 mm which are used to light antrhacite 
coai briquette 
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RESUMO 

Neste trabalho apresenta-se a avaliação de um fomo intermitente de cerâmica vermelha, com 
substituição total de lenha por bagaço de cana-de-açúcar "in natura" (50 % de umidade). Foi desenvolvida 
uma metodologia e~pecifica. baseada na Primeira Lei da Termodinâmicp. Como resultado obteve-se uma 
eficiência média de 68 % , considerada elevada para um fomo deste tipo e queimando biomassa. Foram 
avaliados também os tijolos produzidos, que ficaram dentro das normas estabelecidas pela ABNT. 

INTRODUÇÃO 

A indústria cerâmica brasileira tem na atualidade uma 
produção de produtos cerâmicos equivalente a aproximadamente 
2,837 bilhões de dólares (ABC, 1994), dos quais 70% são .de 
tijolos e telhas. Até 1974, no Brasil, nos fornos cerâmicos de 
tipos Túnel, HotTman e intermitente de chama invertida utilizou
se o petróleo como combustível. A partir de então, com a crise 
energética começaram alguns estudos para substituir este 
combustível. Particularmente na indústria de cerâmica vermelha, 
foi substituído quase todo o combustível tossi! pela lenha. 
Atualmente, nas regiões próximas aos grandes centros urbanos, 
a lenha oferece certa dificuldade na aquisição devido à menor 
oferta. Segw1do o Balanço Energético Nacional (B.E.N) do 
Ministério d~ Minas e Energia (1994} a produção de lenqa de 
1977 a 1992 baiXOU de 102 886 X 10 t para 88 534 X J0 t, O 
que leva a crer que no futuro poderá haver o risco de um 
aumento significativo do preço deste energético, além do 
impacto ecológico que ocasiona o desmatamento. 

Por estas razões é que se tem estudado as várias 
possibilidades de substituição da lenha por outros combustíveis. 
As alternativas de substituição da lenha na indústria de cerâmica 
estrutural são várias, que podem surgir com as disponibilidades 
quantitativas, como o bagaço de cana-de-açúcar, cuja produção 
aumentou no Brasil de 1977 a 1992, segundo o B.E.N. de 26 850 
x 103 t para 61 923 x 103 t. 

Já foram feitos vários testes com este objetivo, como os do 
IPT na "Cerâmica Divisa Ltda", município de Indaiatuba, SP 
(IPT, 1985), onde se escolheu um forno com caracteristicas 
predominantes da região, fazendo remodelações que 
condicionaram o mesmo para a queima eficiente do bagaço de 
cana, e na "Cerâmica São Luís Ltda" (IPT, 1987). Nestas e 
outras instalações foi substituído parcialmente o consumo de 
óleo ou lenha. No caso da Fazenda do Pinhal, no município de 
Boituva, S P., onde desenvolveu-se este trabalho, a substituição 
da lenha que vinha sendo utilizada como combustível foi total, 
ou seja, queima-se só bagaço durante todo o ciclo. 

O bagaço utilizado nesta olaria provém de uma destilaria 
existente na mesma fazenda. Ele é queimado num forno 
intermitente de chama invertida, representativo desta indústria 
no país e principalmente no Estado, tal e como sai da destilaria 
(50 % de umidade b.u.), o que o diferencia dos outros testes 
feitos até agora, em que o bagaço era submetido a processos de 
secagem, moagen1, etc. Outro aspecto a destacar da instalação de 
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Boituva, é a remodelação feita empiricamente pelo proprietário, 
que reaproveita os gases de exaustão para a secagem dos tijolos. 

omrmvos 

Pretende-se neste trabalho realizar uma análise técnico
econômica, do ponto de vista energético, da utilização do bagaço 
de cana como combustível na indústria de cerâmica vermelha, 
para o caso específico desta olaria. 

Objetivos Específicos: 

I. Determinar a eficiência energética de um forno intermitente 
para a produção de tijolos usando bagaço de cana como 
.:ombustí v e!; 

2. Avaliar os parâmetros de qualidade do produto final 
(resistência a compressão e absorção de água) obtidos 
utilizando o bagaço de cana; 

METODOLOGIA 

Descrição fisica e de operação da instalação. Utiliza-se 
um torno intermitente do tipo de chama invertida ("downdraft"). 
Este consiste em: 6 câmaras retangulares com teto em forma de 
bóbada, construídas em alvenaria de tijolos comuns, como as 
fornalhas, situadas nas paredes posteriores do forno. As 6 
câmaras são acopladas a uma mesma chaminé. 

Os fornos são interligados entre si e com a chaminé através 
de canais subterrâneos dotados de registros do tipo guilhotina 
acionados manualmente. Através destes canais os gases de 
exaustão de um forno na fase de queima serão conduzidos a um 
forno na fase de pré-aquecimento. A exaustão dos gases úmidos 
do forno em pré-aquecimento é induzida por um ventilador 
centrífugo que descarrega os gases na chaminé. Durante o 
periodo de resfriamento do forno já queimado, o ar quente é 
conduzido também por estes canais para o secador de tijolos 
crus. 

A operação dos 6 fornos e câmaras é realizada de tal modo 
que, enquanto um está queimando, o outro está na fase de pré
aquecimento, enquanto os demais estão nas fases de 
resfriamento, carga ou descarga, respectivamente, como mostra a 
figura I. 



T-1 
Fomo 11 !Fomo 2 Fomo 41 I Forno 5 

ueim Carga I Resfria 

Figura I : Esquema de operação dos seis fomos. 

Levantamentos realizados na instalação durante um ciclo 
completo: pré-aquecimento e queima: 
• Determinação da composição e arranjo da carga no fomo; 
• Medição do peso médio e umidade do tijolo no início do 

processo; 
• Determinação do consumo de combustível mediante 

medições parciais ao longo do período; 
• Medição das temperaturas dos gases na saída da fornalha, no 

interior do fomo e da carga em diferentes pontos; 
• Medição das temperaturas superficiais externas das paredes 

e do teto; 
• Determinação dos teores de C02, CO, 02 (análise de gases) 

nas saídas dos fomos; 
• Determinação do fluxo de ar para a combustão; 
• Determinação dos fluxos de gases na exaustão entre os 

fomos e a chaminé; 
Retirar 1 O amostras de tijolos de cada ponto da carga onde 

foram medidas as temperaturas, submetendo-as posteriormente a 
ensaios de absorção de água e resistência à compressão. 

Na Figura 2 aparecem representados os pontos onde foram 
medidas temperaturas, fluxos e teor de C{h, CO, 0 2 .. 

Bagaç~;b o· 
I • 1 

Ar te.- • 
m~ ~========= 

I 
tg SJ 

• 3 -

Forno 1 
•2 

Queima 

co_.pz c~ 

,!.f --- ~ Forno 3 

Pré-aquecim
1

ento 
---------

Figura 2: Pontos onde foram medidas temperaturas, fluxos de ar 
e combustível e realizados análises de gases. ~ ) Localização de 
termopares. 

Avaliação energética do fomo. O balanço de massa e 
energia coiYSiste na aplicação da Primeira Lei da Termodinâmica 
ao processo considerado e estabelecerá a relação entre os fluxos 
de energia que cruzam o volume de controle e a variação da 
energia no interior do volume de controle escolhido. 

O balanço geral é calculado pela seguinte expressão: 
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Q,o,.., =Q,arg +ª +G +G +Qvap +~Q [1] 

onde: 

Qcomb = Quantidade de calor introduzido ao fomo com o 

combustível; 

Qcomb =L (mcomb. *PC/) 
' 

[kJ] [2] 

Qcarg = Quantidade de calor aproveitada pela carga; 

3 3 

Q,arg = LQarg, = L[mcarg, *CP *(t1 -t;),]rkJ] [3] 
1=1 í=l 

CP= calor específico do tijolo = I ,088 kJ I kg °C, 

mcarg, = mtijolo * 1
h N!1 de tijolos [kg] 

A divisão do número total de tijolos no fomo em três 
partes iguais, obedece a que a distribuição de temperaturas não é 
homogênea, ou seja, que a temperatura da carga varia ao longo 
do fomo, e se tem dados desta variação (tr- ti) em três regiões, 
onde foram colocados os termopares, então assume-se que a 
variação de temperatura registrada em cada um desses pontos 
corresponde a 1 h da carga total. 

Qevap = Quantidade de calor aproveitado pela carga para 

evaporação da água nela contida; 

Qevap = n::arg *r [kJ] 

n::arg =conteúdo de umidade da carga =Wti,tio *"targ 

r = calor latente da água= 2 453 k.(kg 

Q2 =Calor sensível dos gases de exaustão; 

[4] 

[kg] 

º2 = Lº2· =L [q2, * KI * m<nli>,] [kJ] [5] 

Q3 = Quantidade de calor perdido por combustão química 

incompleta; 

Q3 = L QJ, = L [ q 3, * PC! * mcomb, ] [kJ] [6] 



Q4 = Quantidade de calor perdido por combustão mecânica 

incompleta; 

Q4 = 0,02 * Qcomb [kJ] [7] 

Instalações e Equipamentos. Durante os testes toi utilizado 
um datalogger para a leitura contínua das temperaturas, medidas 
por termopares tipo K de isolação mineral (cromei - alumel) 
Dext = 3 mm. As medições dos fluxos de ar e gases se 
realizaram com um tubo de Pitot e um manómetro de tubo em 
"U''. 

Para a análise de gases de exaustão utilizou-se um 
analisador contínuo de gases da Kron, 'Testo 33". Em algw1s 
testes foi utilizado um analisador de gases ORSAT para verificar 
duplamente a análise de gases. 

RESULTAOOS 

Tijolos. A temperatura dos tijolos foi monitorada durante o 
ciclo todo, desde o começo do pré-aquecimento do fomo até o 
fim da queima. Os termopares (3) foran1 distribuídos em 
diferentes zonas do fomo como se mostrou na figura 2. 

Considerando a disponibilidade de instrumentação, não 
foram monitoradas as temperaturas dos tijolos dentro do fomo 3, 
ou seja, aquele que foi pré-aquecido, no lugar foram asswnidas 
as temperaturas do fomo I durante o processo de pré
aquecimento. 

Na tigura 3 aparece o comportamento médio da 
temperatura dos tijolos durante todo o ciclo nos 3 testes 
realizados 

200 ~-------------

lO 12 

Tempo (h) 

a) 

10 11 

Tempo (h) 
r·-···-···--··· 
· ()T.tijolo I CT.tijolo2 ,àT.tijolo3 

b) 
Figura 3: Comportamento da temperatura da carga: a) durante o 
pré-aquecimento; b) no processo de queima. 
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A temperatura da carga no ponto 3 vê-se afetaqa pela 
acumulação de partículas de bagaço nos condutos para a 
circulação dos gases, entupindo estes e impedindo que os gases 
quentes cheguem rapidamente até esta zona. Recomenda-se 
aumentar o espaço entre os tijolos fazendo maiores os condutos 
para a passagem dos gases, embora em detrimento da quantidade 
de tijolos a colocar dentro do fomo. 

Gases. A figura 4 apresenta os resultados das medições, 
nela pode-se observar que a temperatura na entrada do fomo 
sobe rapidamente até 800°C, e a partir de então vai subindo 
devagar até 1100 °C. 

o 
1/) o 1/) fõ <() 8 1/) fõ 1/) o 1/) fõ 1/) 8 1/) o 1/) 

"' o_ ...... N ..... "' o ..... "' ..... "'· "' 6 "' "' ·i ~ "' <D ,..: ,..: aõ ai 6 6 ~ 
Tempo(h) 

l --<>-Tgs --{rTge -li-Tgs2 I 

Figura 4: Temperatura dos gases de combustão durante a queima 
no fomo I e pré-aquecimento do fomo 3. Tgs- temperatura dos 
gases na saída do fomo 1; Tgs2- temperatura dos gases na sa~da 
do fomo 3; Tge- temperatura dos gases na entrada do fomo l 
(saída da fornalha). 

A temperatura dos gases na saída do fomo l sobe 
praticamente de maneira linear até aproximadamente 400 °C. A 
diferença nas curvas das temperaturas de saida dos gases no 
fomo I e no fomo 3, representam o calor recuperado com o pré
aquecimento deste último. 

As temperaturas, tanto dos gases como dos tijolos foram 
medidas de 1 S em 1 S minutos, porém a composição dos gases de 
exaustão, na saída para a chaminé, foi obtida através de 
amostras tomadas cada 30 minutos. Os resultados destas 
análises são apresentados na figura S. 
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1:\igura S: Concentrações de 02 e CO nos gases da combustão à 
saída do fomo, em %. 

A porcentagem de oxigênio cai constantemente desde 16-
14 % no inicio dos testes até menos de 6 % .cto fim. Os valores 



de CO sobem durante a queima, mantendo-se dentro de um 
intervalo admissível para este tipo de forno (O- 2 400 ppm). 

O coeficiente de excesso de ar (a), apresentou valores 
considerados bons, e foi diminuindo na medida que o processo 
avança e a temperatura vai aumentando, chegando a ter no fmal 
valores quase estequiométricos. Os resultados são representados 
na figura 6. '' 
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Figura 6: Coeficiente de excesso de ar durante o processo de 
queima. 

Observa-se aqui, pelos resultados das figuras 5 e 6, um 
bom controle do ar, devido a que o bagaço na rosca de 
alimentação constitui uma vedação da fornalha e'litando o ar em 
excesso. 

O consumo de bagaço durante a queima foi dividido em 
intervalos de meia hora, onde foram somados o número de cestos 
fornecidos em cada intervalo. Ao frnal foi pesado um cesto (9,5 
kg líquido) e calculada a quantidade de bagaço, em peso, em 
cada intervalo e no total (3 763,2 kg). O resultado destas somas 
mostra-se na figura 7 e é equivalente a 206 kg de bagaço I kg de 
tijolo. 

Cálculo das perdas. 
• Perdas com os gases de exaustão. 

Para determinar as perdas de calor com os gases de 
exaustão ( q2), considera-se o percurso todo dos gases, ou seja, a 
temperatura dos gases usada para os cálculos é a da saída do 
forno número 3. Os resultados aparecem na figura 8. Estas 
perdas geralmente são as maiores ocorridas num processo de 
combustão, porém, com a recuperação do calor dos gases para o 
pré-aquecimento do outro forno, a quantidade de calor perdida 
em relação ao calor total disponível (Q2) só representa 4 %. 

414 

140 ~--------··-----

i 
i 

- 120 i----':Y:t----------

~ 
'ii 
> 
i 
::;, 
.c s 
o 
IIi 
c 
o o 

o 2 4 6 8 

Tempo(h) 

10 

Figura 7: Consumo de combustível (bagaço), em kg. 

~ 
ÇJ. 

J) 

6 

4 

.. 

lbm 

. . 

J) a 

12 14 

14 

Figura 8: Perdas com o gás de exaustão (<}2) na saída do fomo 
em pré-aquecimento, em %. 

• Perdas por combustão química incompleta. 
As perdas por incombustão química (Q3), são 

equivalentes a 5 % do calor disponível no fomo. A figura 9 
representa a evolução de q3 durante o período de queima do 
fomo. 
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Figura 9 Perdas por combustão química incompleta { q3), em%. 

Balanço de energia. O balanço de energia do forno, 
determinado pela Primeira Lei da T crmodinâmica é 
representado na figura 10, expresso cm porcentagem. 



Qcarga 
50% 

Figura lO:Balanço térmico do forno durante todo o processo. 

Considerando como calor útil a soma daquelas quantidades 
de calor que foram aproveitadas pela carga de ambos fornos 
(pré-aquecimento e queima) para evaporar a umidade inicial 
(Qevop) e para se queimar (Qoarg), tem-se então um 68 % de 
aproveitamento do calor total introduzido no forno com o 
combustível, ou seja, tem-se 68 ~. de eficiência 

Propriedades mecânicas dos tiiolos. Após cada teste térmico 
foram retirados lO tijolos, que foram analisados sua resistência à 
compressão e absorção de água A tabela I mostra os resultados 
destes ensaios. 

Tabela I -Resultados dos ensaios fisico-mecânicos dos tijolos 
I tad d coe os nos tres pontos on e se registraram as temperaturas. 

Ponto!* Ponto 2* Ponto 3* 
Dimensões (mm) 208x 101 x 213xl04x 214xl04x 

44 46 46 
Peso (kg) 1.57 1.65 1.6 4 

Absorção de 14.47 14.53 16.59 
Ãgua (%) 

Resistência à - 6.01 5.61 
Compressão 

(*) Postção dos termopares na carga, fig. 2. 

Na tabela I pode-se ver que os tijolos obtidos, apresentam 
níveis de resistência à compressão e absorção de água 
admisíveis para seu uso, embora a resistência à compressão seja 
muito superior às recomendadas nas normas. Isto leva a 
considerar que o tempo de queima está sendo muito superior ao 
necessário. Uma diminuição do tempo de queima resultaria 
numa economia de combustível. 

Balanco Económico. O balanço econoTI}tCO não limitou-se ao 
bagaço de cana-de-açúcar. Com o objetivo de comparação 
mostrou-se também para outras biomassas, que em ocasiões 
também são usadas nesta olaria 

A tabela 2 recolhe os dados e resultados do balanço. Todos 
os cálculos são expressos em US$ por milheiro de tijolos. 
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Tabela 2 - Balanço econômico do forno para diferentes 
biomassas. 

US$ ... Bagaço de Cavaco Lenha 
I 000 tijolos Cana Pi nus Eucaliptus 

Combustível 7.00 15.82 18.7 16.00 
Enrg. Elétrica 6.00 6.00 6.00 6.00 

Mão-de-obra 23.00 23.00 23.00 23.00 
Barro 15.00 15.00 15.00 15.00 
Manutenção e 6.00 6.00 6.00 6.00 
Administração 

Preço do tijolo 66.00 66.00 66.00 66.00 
Lucro 9.00 0.18 

Segundo os dados da tabela 2, a combustão do bagaço de 
cana-de-açúcar resulta a mais econômica dentre as opções da 
olaria, pois o lucro é bem superior aos obtidos com os outros 
combustíveis. Cabe salientar que os cálculos foram feitos 
considerando os preços destes combustíveis na região, incluso o 
do bagaço de cana. 

CONCLUSÕES 

I. O forno avaliado apresenta uma elevada eficiência 
energética (68 %) em comparação com fornos deste tipo e 
usando biomassa como combustível, devido à recuperação do 
calor dos gases de exaustão para o pré-aquecimento da carga 
e do forno. 

2. O aproveitamento dos gases para pré-aquecer outro forno 
resulta em valores muito baixos das perdas com os gases de 
exaustão (Qz= 4 %). 

3. O controle do excesso de ar é mantido durante o ciclo todo, 
refletindo-se isto nos teores de oxigênio nos gases de 
exaustão e no coeficiente de excesso de ar, que mantêm-se 
em níveis aceitáveis. 

4. Economicamente o bagaço de cana-de-açúcar mostra ser o 
combustível commaior vantagem, comparado com outras 
biomassas utilizadas (lenha e cavaco de pinus ou eucaliptus). 

5. Outra vantagem deste forno é que permite a combustão do 
bagaço de cana-de-açúcar durante todo o ciclo, em diferença 
das experiências anteriores onde era também usada a lenha 
ou o petróleo na fase de aquecimento. 

6. O bagaço usado no forno vem diretamente da moagem (50% 
de umidade b.u) e não precisa passar por processos de 
secagem e moagem, o que faz dele um energético mais 
económico do que o usado nas experiências anteriores, onde 
era submetido a estes tratamentos, encarecendo-o. 
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ABSTRACT 

ln this work: the evaluation of ceramic inverted flame 
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intennittent kiln with total substitution offirewood by 'in nature' 
sugar cane bagasse (50% of moisture h.b.) is present&l. lt was 
developed a test methodology based on the First Law of 
Thennodinamics, specifica.lly for intennittent ovens. As result an 
average efficiency of68% was obtained, considered a high value 
this type ofkilns buming biomass. 
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SUMMARY 

An algorithm with modular characteristcs was developed. The modules are composed of specific 
routines related to system components. ln the data file the working jluids, the characteristics of each 
component and the known variables are indicated. Based on the index of mass rate vectors, the indexes of 
mass rate are generated upstream and downstream of each node. The conservation laws are used to 
compose, automaticaly, the system of equations, which are solved by Newton Raphson method for more 
than one equation. 

INTRODUCTION 

System simulation presumes knowledge of the performance 
characteristics of ali components as well as equations for 
thermodynamic properties ofworkiog substances. 

The simulation of thermal systems, that can be applied to 
heating and cooling plants, consists of calculation of 'ali 
operating variables such as temperatures, pressures, especific 
energy and fluid flow rates at a given time. 

Severa[ users need to simulate thermal system, such as 
chemical and process industries, air conditioning engineers and 
Thermal Power Plants. 

Evans et. ai. ( 1968) has shown that chemical and process 
industries have used generalized programs for severa[ years. 

Severa[ proprietary programs have been developed in the 
industry. Examples of these programs are PACER (Purdue
Dartmouth), MAEBE (University of Tennessee), COPE (Esso 
Research and Engineering), CHEOPS (Shell Oil), PEDLAN 
(MobilOil) and FLEXIBLE FLOWSHEET (M. W. Kellogg). 

Stoecker (1971) developed a generalized program for steady 
state system simulation, however, the program of this author 
does not generate the equation system by means of specifics 
routines. 

Reynolds (1979) developed equations to compute physical 
and thermodynamic properties ofworking substances. 

Klein and Alvarado (1993) developed the program EES 
(Engineering Equation Solver) for the solution of a set of 
algebraic equations and thermophysical property functions 
useful for engineering calculations. Nevertheless, this program 
do not generate the equations system. 

The motivation of this work rose out from the experience of 
teachiog mechanical engineering, thermodynamics and thermal 
systems. To leam the material in these courses, the student 
should solve problems. However, much of time and effort 
required to solve problems result from looking up property 
information and generation and solving the apropriate equations. 

Characteristc curves related to system devices, subroutines to 
compute physical and thermodynamic properties and 
subroutines that apply the conservation laws are used to 
compose, automaticaly, the system of equations, which are 
solved by Newton-Raphson method. 
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FORMULA TION 

The system of equations is generated based on the followiog 
data file: 

nn np nc 

npk inpk 1 pk 1 inpk2 pk2 . . . inpkn pkn 
ntk intk 1 tk 1 intk2 tk2 . . . intkn tkn 
nqk inqk1 qk1 inqk2 qk2 . .. inqkn qkn 

Znl Zn2 .. . Znn 

Wlpl dnp1 Dpl Lp1 Sk1 rpl 
Wlp2 dnp2 Dp2 Lp2 Sk2 rp2 

onpn dnpn Dpn Lpn Sk. rpn 

efcl \Vcl Ql isobl isotl isosl isohl 

efc2 Wc2 Q2 isob2 isot2 isos2 isoh2 

efcn Wcn Qn isobn isotn isosn isohn 

Wlcl dncl nuc2 ndc2 . .. Wlcn dncn 

Figure 1 -Data File 

Where: 

nn - number of nodes 
np - number of pipes 
nc - number of components 
npk- number ofknown pressures 
inpkn - node index indicating the location 
where the pressure n is known 
pkn - known pressure n 
ntk- number ofknown temperatures 
intkn - node index indicating the location 
where the temperature n is known 
tkn - known temperature n 
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nqk- number ofknown mass quality 
qkn - known mass quality n 
inqkn - node index indicating the location where the mass 
quality is known 
Znn - node n levei 
Wlpn- upstream node ofthe piping n 
dnpn- downstream node ofthe piping n 
Lpn- length ofthe pipe n 
Skn - sum of ali factors of located loss 
rpn - roughness of pipe n 
efcn- efficiency ofthe component n 
Wcn - power ofthe component n 
Qn- rate ofheat transfer ofthe component n 
isobn- ifthe transfonnation in the component n is isobaric 
isotn - if the transfonnation in the component n is isothermic 
isosn - if the transfonnation in the component n is i~oentropic 
isohn- ifthe transfonnation in the component n is isoenthalpic 

lf ( efcn > I) then npcn = efcn 
read X1 YI , X2 Y2 , ... , Xn Yn 

npcn- number ofpoints ofthe characteristic curve ofthe 
component n. 
Xn- coordinate in the x direction ofthe characteristic curve 
Yn- coordinate in the y direction ofthe characteristic curve 
Wlcn - upstream node of the component n 
dncn - tlownstream node of the component n 

Based on the index of mass rate vectors, the indexes of mass 
rate are, automaticaly, generated upstream and downstream of 
each node. 

The system of equations is as follow: 

Conservation of mass: 

LIÍJ. -Lm =o 
uni dnl 

( 1) 

LIÍJ. -Lm =o 
Wl2 dn2 

(2) 

LIÍJ. -Lm =o (nn) 
lUlD dnn 

The subscripts unn and dnn indicate, respectively, the 
upstream and downstream positions ofthe node n. rh represents 
the mass rate. 

Energy equation: 

v2 
· · dc1 Q - w - [L: m (h + -- + z . g) 
ci cl dc1 dei 2 dcl 

(nn+ 1) 
v2 

-L:m (h 
1 

+ ucl +z .g)] =O 
ucl uc 2 ucl 

v2 
· · L . dc2 -W - m h +--+z 
Q c2 c2 [ dc2 ( dc2 2 dc2 · g) 

(nn+2) 
v2 

-L ri1 2(h 2 + uc2 + z . g)] = O 
uc uc 2 uc2 
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v2 
Q - W -[L rhd (h + dcn + z . g) 

cn cn cn dcn 2 dcn 
(nn+nc) 

v2 
-Lrh (h + uc1+z .g)]=O 

ucn ucn 2 ucn 

p -p - K . 2 upl dpl I. mi = O (nn+nc+ 1) 

p 2-pd 2-K .rh2 =0 
up p 2 2 

' K . 2 p -p - .m 
upn dpn np np 

The subscripts are defmed as follow: 
cn - component n 
dcn - downstream of the component n 
ucn - upstream of the component n 
upn - upstream of the pipe n 
dpn - downstream of the pipe n 

=o 

(nn+nc+2) 

(nn+nc+np) 

Q is the rate ofheat transfer and W is the power. The rate of 

heat transfer Q and the power W are adjusted, respectively. 

based on the characteristic curve of each component, as follow: 

. . 2 . ( ) Q =A . m + B .m +C a 
CD CD CD CD CD 

w =E .m2 + F .m + G (b) 
CD CD CD CD CD 

Considering nn + nc + np = n, the equations (1) to (n) can be 
written in irnplicit fonn as follow: 

F
1
(v

1
,v

2
, ... ,vn)=o (1.1) 

F
2
(vrv2, ... ,vn) =o (1.2) 

F (v ,V , ... ,V). = O (l.n) 
n l 2 n 

Considering the initial guessed values for the variables as: 

o o vo . V , V , ... , , one can wnte: 
I 2 n 

( 
O ) oFl ( O ) 8F1 

v1 - vt av
1 

+ v2 - v2 av
2 

+. · · 

(2.1) 

( ) 

àF 
+ vO- V _l =O 

n n av 
n 



(
VO -V ) 8F2 + (vO -V ) 8F2 + ... 

1 18V 2 2 8V 
1 2 

(2.2) 

( ) 

BF
2 + VO - ·V -=O 

n n 8V 
n 

(
VO - V) 8Fn + (vO -V ) 8Fn + .. 

1 1 àV 2 2 àV 
1 2 

(2.n) 

+(vo - v ) àFn = o 
n n 8V 

n 

PIJ.r,J represents the partia! derivative of the fimction I 

regarding to variable J. These partia! derivatives are calculated 
as described in Figure 2: 

N 

Computation of~ = F(V~,V2, ... ,Vn) 
and RD1 = F(VD~,Vlh, ... ,YDn) 

Figure 2- Partia! Derivatives 
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The unknows ofthe linear system (2.1) to (2.n) are: 

vcorr = v 0 -v (3.1) 
I I I 

vcorr = vo -v (3.2) 
2 2 2 

(3.n) 
n n n 

The new guessed values for the variables are: 

VO = Vcorr- V (4.1) 
1 1 1 

vo = vcorr -v (4.2) 
2 2 2 

vo = vcorr -v (4.n) 
n n n 

The solution procedure comprising eqs. 2 to 4 is used to solve 
the non-linear set of eqs. (l.l) to (Ln). It is called Newton
Raphson for more than one equation. 

The generalized algorithm is as follow: 

l. The input data is read; 

2. · The indexes of mass rate are generated upstream and 
doWnstream of each node; 

3. The therrnodynamic properties; where the states are defined, 
are calculated; 

4. AH the variables ofthe system are guessed; 

5. The therrnodynamic properties, after the states are known, are 
calculated; 

6. The state in the outlet of each component is defined based on 
the therrnodynamic transforrnation (isotherrnic, isoenthalpic, 
isentropic and isobaric ); 

7. The residue equations F 1 to Fn are calculated; 

8. The partia! derivatives are calculated; 

9. The non-linear system (I. I) to (l.n) is solved; 

10. The new guessed values for the variables are deterrnined 
until convergence is reached. 



The thermodynamic properties of the working fluids for the 
saturated and superheated states are determined as follow: 

u = f C~(T)dT + f-1 [p- T( éP) ]dp + uo 
TO OP2 OI p 

where: 

u - internal energy; 
Uo - reference value; 

C 
0 

- Ideal gas especific heat; 
v 

p- vapour density; 
p - pressure; 
T - Temperature. 

p = pRT + F(T,p) 

R- Constant ofthe compressive substance 

(5) 

(6) 

F(T, p) - Function of the variables p and T and of the 
working fluid. 

The following equations determine the enthalpy and entropy: 

h= u +pv (7) 

T c
0 

(T) P 1 [ ( àp) l s = f v dt- R ln p + f- pR- - dp + s0 (8) 
T T OP2 õT o p 

The latent heat (h!v) is determined from Clapeyron equation, 
as: 

dpsat 
hlv = Tvlv dTsat (9) 

The entropy and internal energy of vaporization are calculated 
as: 

hlv (10) 
~= 

T 

ulv = hlv- Psatvlv (11) 

The equation in the generalized form is determined as: 

p = p(T,p) (12) 

The ideal gas specific heat is determined as a function of 
temperature: 

c 0 
=C

0
(T) (13) 

v v 

420 

The saturation pressure is: 

P sat = P sat (T sat ) ( 14) 

The saturated liquid density is determined as: 

P1 = P1 (Tsat) (15) 

The thermodynamic properties in the liquid region are 
determined as follow: 

( 
ln pc-ln P) 

f=fp +(fes-fps) lnpc-lnps (16) 

Where: 

f- Generalized property that can be u, h, s or p; 
fp - Function of p and T calculated, respectively, by equation 

(5), (7), (8) and (13); 
L,. - This is the saturation value of f at temperature T, 

determined by: 

dp 
a - Calculate ------ªª1 from equation (9); 

dT 
sat 

b - The saturated vapour properties Uv , hv , Sv and Pv , using the 
equations (5), (7), (8) and (12); 

c - The saturated liquid density is determined by the equation 
(15); 

d - hJv and Stv are calculated using equations (9) and ( 1 O); 

e - The saturated liquid properties li! , ht , s1 and PI are calculated 
by the SUbtractions llv - Utv , hv - htv , Sv - Slv and 8v - Plv . 

fps - This is the value of the saturation temperature, obtained 
by equation (14); 

Equations (12), (13), (14) and (15) are adjusted by the least 
square method and data available from Reynolds (1979). 
These equations are differentiated and integrate to obtain the 

thermodynamic properties. 
lf two properties pr1 and pr2, which are functions of others 

properties pr3 and pr4 are known, as: 

prl = r. (pr3 , pr4) 

pr2 = f2 (pr3 , pr4) 

(17) 

(18) 

the properties pr3 and pr4 are iteratively determined by 
Newton Raphson method for more than one equation. 

When a thermodynamic property is written in the implic it 
form, it can determined by Newton-Raphson method. 



The separated flow model, described by Colher (1972), is used 
to calculate the pressure gradient for two-phase flow, as follow: 

The mean velocity is: 

rh 
vs =--

p.A 

The properties of the two fase are: p 1 , p v , u 1 , u v 

The mass flow is defined as: 

The liquid mass flow is: 

(19) 

(20) 

(21) 

The mean velocities ofvapour and liquid phases are: 

(22) 

The Reynolds number ofthe two phases are: 

(23) 

The friction factors for the of the vapour phase flow (fvs ) and 

liquid phase flow (fiv ) are, iteratively, calculated based on the 

Colebrook formula. 

The pressure gradients on the vapour and liquid phases are: 

(~ 
vs 

(24) 
2.D 

(
t.p) and -
t.L Is 

( t.p) (""P) ~-- I-
t.L ls t.L vs 

(25) 

(26) 

The total pressure gradient for the saturated state is: 

( t.p) =\V~ . ( t.p) 
t.L & vs 

(27) 
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RESULTS AND DISCUSSION 

The regenerative cycle, shown in figure 3, is used to analyse 
the output variables. 

ln this thermal cycle, the nodes upstream and downstream of 
each component are randomly chosen. 

Generator 

(l) 

lO 

Figure 3 - Regenerative Cycle. 

Cond.e-D,er (3] 

4 

Figure 4 shows the input data file for cycle: 

14 6 6 

2 2 1E6 3 0.005E6 
3 1 600 7 90 5 33 
2 8 o 4 o 

5 4 4 3 o o o -1 -1 5 3 o 5 o 

7 10 0.2 500 O lE-5· 
5 6 0.2 500 O lE-5 
9 11 0.2 10 O lE-5 
2 12 0.2 15 O 1E-5 
1 13 0.2 15 O lE-5 
4 14 0.2 15 o lE-5 

O. 9 O 3E6 O 1 1 1 
0.8 3E6 O 1 1 O 1 
O O -3E5 O 1 1 1 
9 5 233 10 232 20 231 30 230 40 225 50 220 60 210 

70 190 85 157 
o o o o 1 1 1 
o o o 1 1 1 o 

10 1 1 13 2 2 13 3 2 6 7 5 12 8 5 14 5 4 

11 4 3 3 4 3 8 9 6 

Figure 4- Input data file for the cycle offigure 3. 



lhe thermodynamic properties of each node are shown in table 
1 and the heat transfer rate and the power at each component are 
shown in table 2. 

Table 1 - lhermodynamic properties 

Node p T s h p 

MP a [OC] (KJ/Kg°K] [MJ/Kg] [Kglm3
] 

I 1,4597 600,0 7,850537 3,693896 3,6472 

2 1,0000 554,1 7,908870 3,596024' 2,6345 

3 0,0050 86,21 8,697066 2,661534 0,0301 

4 0,0050 32,86 0,473967 0,137166 994,54 

5 1,5289 33.00 0,476377 0,139222 995,33 

6 1,5174 33,00 0,476379 0,139212 995,33 

7 1,5174 90,00 1,191911 0,378140 965,96 

8 0,9988 179,8 2,137333 0,76229'1 887,08 

9 0,0081 41,74 2,460843 0,762297 0,2284 

lO 1,4597 90,00 1,191969 0,378103 965,93 

li 0,0050 41,74 8,447971 2,577670 0,0344 

12 0,9988 554,1 7,909395 3,596034 2,6315 

13 1,3745 600,0 7 ,878890 3 ,694553 3,4327 

14 0,0339 32,86 4,743293 0,137235 994,61 

Table 2- Rate ofheat transfer and power 

Compcnwt Q- Watts W- Watts 

I 7,67592xl01 o 

2 o 2,20902x l01 

3 -5 ,82745xl01 o 

Table 3 shows the mass rate indexes, the m::~.ss rate and the 
upstream and downstrc:1m nodes. 
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Table 3 - Mass rate indexes 

mass rate index, its value [ton/h] and upstream and 

downstream nodes [ node, - noded ] 

I 83,34 (7 -10] 6 83,34 (4- 14] 11 7,026(12- 8] 

2 83,34(5-6] 7 83,34 (10- I] 12 83 ,34 [14- 5) 

3 7,026 (9- 11) 8 7,026 (13- 2] 13 7,026 [11 - 4) 

4 7,026 [2- 12( 9 76,31 (13- 3] 14 76,31 [3- 4) 

5 83,34 (I- 13] lO 83.34 [6- 7] 15 7.026 (8-9) 

CONCLUSIONS 

lhe present algorithrn allows calculation of the operation 
variables for any thermal system, as such, the new values for the 
variables, when the system operation is modified. 

It can be apllied to heating and cooling plants. lhe indexes 
of mass rate are generated upstream and downstream of each 
node, with base on the index of mass rate vectors. 

lhe values of thermodynamic properties are in good 
agreement with the values presented in program EES. 
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RESUMO 

O desenvolvimento de ciclos térmicos com turbinas a gás utilizando biomassa gaseificada tem tomado esta 
tecnologia uma efetiva opção para os países que dispõem de condições adequadas para a produção sustentável 
de combustíveis de origem fotossintética. No presente trabalho, baseando-se no estudo termodinâmico de 
ciclos com gaseificadores pressurizados. se apresentam estimativas de custos de investimento (US$/kW) e de 
energia gerada (US$/kWh) para quatro configurações: ciclo simples, ciclo com injeção de vapor, ciclo com 
injeção de vapar e resfriamento intermediário no compressor e ciclo combinado. Os resultados são 
apresentados considerando distintos cenários. de taxas de desconto, preços de combustível e fatores de 
capacidade, indicando preliminarmente a viabilidade da implantação desta tecnologia no contexto brasileiro. 

INTRODUÇÃO 

O significativo desenvolvimento de ciclos térmicos com 
turbinas a gás utilizando biomassa gaseificada tem permitido 
considerar esta concepção de sistemas de conversão termelétrica 
como uma oportunidade concreta para países que dispõem de 
condições adequadas para a produção sustentável de 
combustíveis de origem fotnssintética. No presente trabalho, 
baseando-se em modelagens termodinâmicas e simulações 
efetuadas pelos autores, que permitiram determinar as condições 
de projeto de melhor desempenho em sistemas com 
gaseificadores pressurizados, se apresentam estimativas de 
custos de investimento e de energia gerada para quatro 
configurações destes ciclos: ciclo simples, ciclo com injeção de 
vapor, ciclo com injeção de vapor e resfriamento intermediário 
no compressor e ciclo combinado. Os resultados são 
apresentados considerando distintos cenários de preços de 
combustível e fatores de capacidade, indicando preliminarmente 
a viabilidade da implantação desta tecnologia no contexto 
brasileiro. 

CICLOS COM BIOMASSA GASEIFICADA 

A seguir serão apresentadas as principais tecnologias com 
turbinas a gás para aplicações com biomassa, sugeridas por 
Williams & Larson ( 1993 ). São elas: 

-ciclo simples de turbina a gás (CS); 

-turbina a gás com injeção de vapor (STIG); 

- turbina a gás com injeção de vapor e resfriamento 
intermediário (ISTIG); 

- ciclo combinado com turbina a gás e a vapor (CC). 

Estes ciclos, que serão sucintamente apresentados a seguir, 
foram modelados, simulados c comparados em seu desempenho, 
sendo os resultados obtidos apresentados adiante. Existem 
outros ciclos sugeridos para as aplicações com biomassa, como o 
ciclo bottoming a ar, empregando turbinas a ar aquecido 
indiretamente, para o quais não se prevê significativa 
potencialidade nos próximos anos e portanto não serão 
considerados no presente trabalho. A adoção de gaseificadores 
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pressurizados corresponde à opção de melhor desempenho, 
embora também possam ser usados gaseificadores atmosféricos. 

Ciclo simples de turbina a gás (CS). Este é o mais simples 
de todos os ciclos que serão abordados. A Figura I mostra a 
queima do combustível com o ar comprimido pelo compressor. 
Os gases produtos da combustão a alta temperatura expandem-se 
na turbina gerando eletricidade. Os gases de exaustão, que se 
encontràm a urna determinada temperatura, em função das 
condições de concepção da turbina, são usados em urna caldeira 
de recuperação para produzir apenas o vapor necessário à 
gaseificação e/ou para aplicação em processo. 

Turbina a gás com injecão de vapor (ISTG ). O ciclo de 
turbina a gás com injeção de vapor (STIG, 'Steam Injected Gas 
Turbine'), apresentado na Figura 2, é uma variação do ciclo 
simples de turbina a gás visto anteriormente. O vapor produzido 
na caldeira de recuperação é injetado no ar de descarga do 
compressor, aumentando assim o fluxo de massa através da 
turbina e também o calor específico a pressão constante dos 
gases dos produtos da combustão, pois o calor específico da 
mistura ar-vapor é superior ao do ar somente. Como a injeção de 
vapor foi feita na descarga do compressor, o trabalho de 
compressão não será afetado. A injeção de vapor na câmara de 
combustão de turbinas a gás possibilita um aumento da potência 
elétrica e da eficiência do ciclo, além de reduzir o nível de 
emissão de NOx (Larson & Williams, 1990). 

Turbina a gás com injeção de vapor e resfriamento 
intermediário (ISTIG). Em urna versão avançada da turbina a 
gás com injeção de vapor, apresentada anteriormente, se 
incorpora um resfriador intermediário no compressor. Esta 
turbina a gás com injeção de vapor e resfriamento intermediário 
(ISTIG, 'Intercooled Steam Injected Gas Turbine') é mostrada na 
Figura 3. O resfriamento permite a redução da potência 
consumida pelo compressor, urna vez que a temperatura de 
entrada no seglllldo compressor será reduzida até urna 
temperatura próxima à temperatura do ar ambiente, mantendo-se 
a mesma relação de pressão total. Devido a esta diminuição da 
potência requerida pelo compressor, o ciclo ISTIG possibilita o 
aumento da potência elétrica e da eficiência. 
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Figura 2- Ciclo de turbina a gás com injeção de vapor 

Ciclo combinado - turbina a gás e turbina a vapor (CC). A 
combinação de uma turbina a gás com uma turbina a vapor é 
denominada ciclo combinado, como mostra a Figura 4. Neste 
ciclo, o vapor produzido nacaldeira de recuperação é utilizado 
para a geração de potência adicional em um ciclo com turbina a 
vapor, da qual vapor pode ser extraído para aplicação em 
processo. Para configurações de porte análogo, este ciclo 
apresenta potência aproximadamente igual à de um ciclo com 
injeção de vapor, porém com maior eficiência. 

ASPECTOS ECONÔMICOS 

O equacionamento a seguir permite a análise dos custos 
associados aos ciclos de potência com turbinas a gás empregando 
biomassa gaseificada, apresentando relações de custo para 
investimento e expectativas de custo de energia gerada, em 
cenários correspondentes a situações típicas. Esta análise deve 
ser considerada como uma estimativa preliminar, uma vez que a 
determinação exata destes custos só pode ser efetuada com 
precisão diretamente com fornecedores de equipamentos e 
mesmo assim após a efetiva implantação de um projeto. 

Relações fundamentais de custo. Apresenta-se a seguir as 
relações adotadas para a estimativa do custos associados a estas 
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tecnologias, sendo abordados os custos de investimento. 
operação c manutenção e o custo do combustíveL 

I - Custo de investimento, operação e manutenção: O 
custo unitário de investimento, operação e manutenção 
(US$/MWh) pode ser expresso por: 

onde: 

Com 

c 
FRC 
p 

H 
FC 

Cinv.om =(I+ C ) C.FRC om P.H.FC (l l 

= custo relativo anual de operação e manutenção, dado 
como função do investimento total da planta . Este 
custo será admitido corno sendo 2% do custo total do 
investimento; 
=custo de investimento, (US$); 
= fator de recuperação de capital, (-); 
=capacidade ou potência elétrica da instalação, (MW): 
= número de horas do ano, 8760 h; 
= fator de capacidade, dado pela fração do tempo anual 
em que a planta é operada, (-). 

O custo de investimento, tipicamente uma função da 
tecnologia adotada e nível de desempenho da planta, é a soma do 
custo dos diversos equipamentos que compõem a planta, 



Tabela I -Custos de investimento adicionais como função dos 
custos dos equipamentos, (Craig, 1994 ). 

investimento em equipamentos 
item (%) 

Instalação 15 
Tubulação 45 
Instrumentação 10 
Obras Civis e infra-

10 estrutma 
Sistemas Auxiliares 25 
Subestação elétrica 10 
Total 115 

acrescidos todos os custos de implantação. Estes custos podem 
ser considerados como uma função do investimento em 
equipamentos, sendo apresentados na Tabela 1, conforme C~aig 
(1994). 

Desta forma, os custos globais de investimento em uma 
planta utilizando biomassa gaseificada podem ser estimados pela 
seguinte expressão: 

c= 2,1s I ccomp (2) 

comp 

Por sua vez, o custo dos equipamentos componentes de 
plantas ténnicas pode ser estimado a partir da equação a seguir, 
apresentada por Bohem ( 1987): 

(3) 

onde: 

CR = custo do equipamento de referência; válido para uma 
capacidade de referência SR; 

S = capacidade do equipamento; 
m = fator de escala, correlacionando o custo e o porte do 

equipamento. 

Os valores do custo do equipamento de ref\.:rência, da 
capacidade de referência e do fator de escala podem ser obtidos 
de Bohem ( 1987) e Nogueira (1993 ). 

A metodologia apresentada anteriormente não inclui o 
gaseificador de biomassa, cujo custó deve ser estimado de outra 
forma. Uma vez que não pode-se considerar disponível, no 
momento, estimativas confiáveis para o custo de sistemas de 
gaseificação em diversas potências, adotou-se, visando estimar o 
custo da energia gerada em diversas configumções de ciclos, o 
valor apresentado por Walter e Llagostera (1994), 7.900 rllil 
US$, válido para um gaseificador pressurizado de uma planta 
com capacidade de 60 MW. Segundo estes mesmos autores, o 
custo da caldeira de recuperação pode ser calculado como uma 
percentagem do custo da turbina a gás, percentagem esta em 
torno de 17%. 

Da mesma forma, não foi possível discriminar os custos de 
uma turbina a gás com resfriamento intermediário. Entretanto, 
avaliações dos custos globais para ciclos BIG-Sl1G com turbinas 
deste tipo, apresentadas por Consonni e Larson ( 1994 ), indicam 
valores inferiores aos valores correspondentes aos ciclos BIG
STIG básicos. Assim, de modo conservador, adotou-se para as 
turbinas com intercooler custos similares às máquinas 
convencionais, admitindo de certo modo que os custos adicionais 
associados ao trocador de calor seriam compensados pela 
compactação do estágio posterior de compressão e pelo ganho de 
potência. Adiante, na comparação entre os ciclos, estes custos 
serão apresentados. 
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Tabela 2 -Custo unitário da lenha em Estados do Nordeste 
brasileiro, (Carpentieri, 1993) 

Estado Custo ($/GJ) 
Alagoas 1.98 
Bahia 2.14 
Ceará 2.24 
Maranhão 1.97 
Parru.ba 2.15 
Pernambuco 2.37 
Piauí 2.27 
Rio Grande do Norte 2.48 
média 2.18 

O fator de recuperação de capital, que é uma função da taxa_ 
de juros considerada e do período de amortização, geralmente 
adotado igual ao tempo de operação da planta, permite 
transformar o investimento em uma série de pagamentos anuais, 
pela conhecida equação a seguir·;. 

com: 

FRC=---
(1- (1 +i) -n) 

i = taxa de juros, (% a. a.); 
n= vida prevista para a planta, (anos). 

(4) 

2 - Custo do combustível: O custo unitário do 
combustível utilizado para a geração de energia elétrica depende 
do desempenho da planta e do custo unitário, em base ténnica, 
do combustível utilizado, e em termos de (US$/MWh), pode ser 
dado por: 

C - 3,6. Lcomb 
comb-

TI c 
onde: 

Lcomb = preço do combustível, (US$/GJ); 
T)c = eficiência térmica do ciclo, (-). 

(5) 

Como uma referência dos valores de custo a considerar para 
a biomassa, tem-se a Tabela 2 (Carpentieri, 1993), apresentando 
o custo médio de produção da lenha para o mercado brasileiro, 
tendo sido considerado o eucalipto com umidade de 33%. Este 
custo pode variar bastante em função da localização e da escala 
de produção, e seu acompanhmento em séries históricas é 
sempre oportuno, como apresentado por La Rovere e Nogueira 
(1994). 

3- Estimativa do custo da energia gerada: Considerando 
o exposto anteriormente, o custo unitário da energia gerada pode 
ser expresso por: 

C = (1 +C ). C.FRC + 3,6.Lcomb (6) 
EG om P.H.FC llc 

Como situação base para a análise dos custos da . energia 
gerada, foram adotados os valores da Tabela 3, que aprest;nf.a os 
valores utilizados para o cálculo estimativo do custo da energia 
gerada e de um estudo de sensibilidade. 

Os valores utilizados para a eficiência nas diversas 
configurações consideradas para os ciclos de potência estudados 
refletem o melhor valor calculado para três casos de temperatura 
máxima de ciclo considerada (1200, 1400 e 1600 K), conforme 
mostra a Tabela 4, deixando portanto como variável livre neste 



caso a relação de pressão na turbina a gás (Nogueira et ai., 
1995). Tal seleção apoia-se no pressuposto de que a temperatura 
máxima em um ciclo é urna limitação tecnológica e determina a 
relação de pressão a ser adotada visando o máximo desempenho. 

COMPARAÇÃO ENTRE OS CICLOS 

A seguir, apresenta-se os principais resultados obtidos para 
os ciclos, em termos de custo por energia gerada e por 
capacidade instalada. A Tabela 5 apresenta o cu~1o da energia 
elétrica gerada (US$/MWh) para um valor máximo de fator de 
recuperação de capital (FRC=0,1710), que corresponde a uma 
taxa de juros de 15% a.a e uma vida da planta de 15 anos. 
Considerou-se ainda um fator de capacidade de 80% e o preço 
da biomassa como sendo 2,18 US$/GJ. A Tabela 6 apresenta 
também o custo da energia elétrica gerada, mantendo as mesmas 
variáveis consideradas na Tabela 5, com exceção do preço da 
biomassa, para o qual se assumiu um valor de 3,5 US$/GJ. Estes 
valores de biomassa representam respectivamente a média dos 
custos observados no Nordeste brasileiro e o valor tipicamente 
observado cm Minas Gerais. No sentido de se reduzirem os 
custos da energia gerada, fica evidente a importância de se 
assegurar um suprimento de combustível a baixos preços e 
operar com turbinas de última geração, capazes de suportar 
elevadas temperaturas em seus estágios iniciais. Em termos 
destes resultados, os ciclos mais complexos parecem permitir a 
gt:ração de energia elétrica sob menores custos, entretanto com a 
notável exceção dos ciclos combinados, cujos resultados neste 
sentido são similares aos do ciclo mais simples. 

Vale observar ainda a grande variação que resulta nos custos 
da energia produzida em decorrência de adotar -se um valor 
maior ou menor para a taxa de juros ou de desconto, cujo valor 
em princípio deve ser estimado em uma ampla faixa. Existe 
assim, a necessidade de se arbitrar taxas de juros ou de desconto 
que possam ser consideradas [activeis ou correspondentes ao 
valor etetivo de mercado para os recursos financeiros, aspectos 
também sujeitos aos eventuais mecanismos crediticios. 

A variação do custo da energia gerada em função do fator de 
capacidade FC, para uma temperatura escolhida (T=l400 K) é 

Tabela 3 - Cenários considerados para o estudo de sensibilidade 
dos custos de energia 

variável símbolo valores 

custo relativo de O&M CoM 0,02 
taxa de desconto i 5, lO e 15% 
vida útil da planta n 15 e20 anos 
fator de capacidade FC 50, 60, 70, 80 % 
clli1o do combustível I'COOlb 2,18 e 3,5 US$/GJ 
capacidade instalada p 30MW 

Tabela 5- Resultados do custo da energia elétrica gerada 
considerando Lcomb= 2,18 US$/GJ 

Ciclo TET(K) 

1200 1400 1600 

Simples 61,60 56,52 55,24 

STIG 56,80 52,42 48,60 

ISTIG 57,44 53,51 49,37 

Combinado 62,52 57,43 57,43 
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mostrada nas Figuras 5 e 6, para dois valores de custo de 
combustível. 

Os custos globais de investimento para as configurações 
estudadas foram estimados, baseando-se nas seguintes 
premissas: 

- o gaseificador possuirá sempre um custo constante; 
- a turbina a gás, cuja potência foi fixada em 30 MW, 
também terá um custo constante; 
- o custo da caldeira de recuperação foi calculado como 
um percentagem do custo da turbina a gás; 
- o custo da turbina a vapor depende da massa de vapor, 
sendo variável com a temperatura; 
- o custo do condensador depende também da massa de 
vapor, sendo portanto variável. 

Os custos de investimento do ciclo simples, STIG e ISTIG, 
foram considerados como sendo 42.480 mil US$, baseando em 
informações da literatura (Consonni e Larson,l994). No caso de 
ciclo combinado estes custos variam bastante em função dcsua 
temperatura máxima, sendo estimados em 1809, 1705 e 1758. 
US$/kW para as temperaturas na entrada da turbina de 1200, 
1400 e 1600 K, respectivamente. 

COMENTÁRIOS E CONCLUSÜES 

Este trabalho apresentou uma avaliação de ciclos 
empregando biomassa gaseificada cm turbinas a gás, 
considerando quatro configurações com gaseificador 
pressurizado. Foram desenvolvidos estudos de sensibilidade do 
custo da energia gerada frente a variações de alguns parâmetros 
relevantes como o custo do combustível e o fator de capacidade , 
efctuados a partir de das configurações de melhor desempenho, 
definidas em modelagem tennodinâmica prelinünar, indicando 
uma cfetiva potencialidade destes ciclos para as condições 
brasileiras, cujo Setor Elétrico indica custos marginais de 
expansão da ordem de 60 US$/MWh. 

Maiores esforços devem ser dirigidos ao estudo destas 
configurações operando em condições fora do ponto de projeto e 
especialmente buscando modelar o impacto de distintas 
concepções de gaseificadores de biomassa. 

Tabela 4- Valores adotados para a eficiência do ciclo em função 
da Temperatura de Entrada na Turbina (TET) 

Ciclo TET (K) 

1200 1400 1600 

Simples 0,2977 0,3690 0,3925 

STIG 0,3641 0,4569 0,5875 

ISTIG 0,3535 0,4297 0,5554 

Combinado 0,4490 0,5240 0,5740 

Tabela 6- Resultados do custo da energia elétrica gerada 
considerando Lcomb= 3,5 US$/GJ 

Ciclo mT(K) 

1200 1400 1600 

Simples 77,56 69,39 67,34 

S'TIG 69,85 62,82 56,69 

ISllG 70,88 64,56 57,93 

Combinado 73,10 66,49 65,71 
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ABSTRACT 

The development of gas turbine cycles fuelled by gasified 
lignocelulosic materiais is worthy for cow1tries whose biomass 

production can be done in competitive and sustainablc basis. ln 
this paper, using previous results from a thennodynanlic 

simulation, it is analysed the economic aspects of four 
configurations of cycles, in order to determine unitary capacity 
cost (US$/k:W) and specific energy cost (US$/k:Wh) lt is 
assumed a pressurised biomass gasifier, using air and steam for 

grate cooling. The results have shown good potential for this 

energy conversion technology, which present costs competitivc 
with the marginal cost of capacity in Brazil, around 60 
US$/MWh. As it could be expected, feasíbílity seems be better 
for more complex cycles, with high performance gas turbines, 

low prices of bíomass and for power plants operating at elevated 
capacíty factor. 
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SUMMARY 

The traditional BondGraph representation of thermodynamic systems and processes is reviewed. fnconsistent 
use of basic thermodynamic principies is shown to be a leading factor in the generation of the nonrigorous 
structures known as pseudo-BondGraphs. New BondGraph elements (mixer and neutral junctions, travelling 
R-fields and thermodynamic capacitar fields) are proposed, and their conititutive laws and causal structures 
are discussed. Definition of these elemenls avoids the inconsistencies of previous trealments, and resu/ts in 
/rue BondGraph representation of thermofluid phenomena. 

INTRODUCTION 

Thermodynamics constitutes a particularly challenging field 
for BondGraph (BG) modelling. Power transfer occurs across 
severa! energy domains, including most importantly the thermal 
domain, which cannot simply be left out of the analysis. TIÍe 
"system" (Lagrangian) description typical of classical 
thermodynam ics. characterized by static fundamental laws and 
constitutive equations in terms of lumped parameters. is in 
contlict with the "control volume" (Eulerian) approach of 
continuum mechanics. based on dynamic conservation laws or 
balance equations in terms of distributed parameters, related by 
postulates of local equilibrium. The BG representation of 
thermotluid systems and processes has therefore traditionally 
involved special considerations, e.g. the relaxation of certain 
basic rules. and has typically resulted in the semi-rigorous 
structures kn'own as pseudo-BondGraphs. lt is lhe purpose of the 
present paper to review brietly the usual BG approach to 
thermodynamic problems, to identify its inconsistencies and 
shortcomings, and to show how it can be modified to bring it 
back into the standard methodology of true BondGraph analysis. 

REVIEW OF BONDGRAPH FUNDAMENTALS 

BondGraphs are graphical representations of the energy 
interactions within a system (Karnopp et a/. , 1990; Thoma, 1990; 
Sharpe, 1993 ). System components are represented as lumped 
elements. identified by letter codes rather than icons. lnteraction 
between elements is expressed in terms of pairs of energy 
covariables: an e.!Jort (driving force) and ajlow (transport tlux). 
the product of which is energy rate or power. Different energy 
domains are characterized by appropriate effort and tlow 
variables, as shown in Table I . 

Interactions are represented graphically by a bond or line 
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Figure I. Possible interactions between two elements. 

drawn between the elements; this is normally augmented by 
adding two types of computational marks: the power stroke, a 
half arrow that denotes the sign convention or assumed direction 
of positive energy tlow, and the causal stroke, a short 
perpendicular line at the bond end closer to the element on which 
the effort is exerted. Bonds in a complicated BG may also be 
label/ed with numbers for easy reference. Figure I is a BG 
representation of the possible interactions between two generic 
elements A and B. 

Causality is a fundamental concern of BG analysis. On each 
bond, one of the elements generates ("computes") the effort 
signal and applies it as an input on the other element, identified 
by the causal stroke; this replies by generating ("computing") the 
flow signal as an output, and sending it back to the first element. 
Each element is defined by a specific set of constitutive 
equations prescribing lhe mathemat ical relations between efforts 
and tlows. The propagation of efforts and tlows across the entire 
BG network will imply not only the cause-and-effect 
relationships within lhe system, but also the computational 
sequence (or even the feasibility) of solution of the system 
model. 

The BG method seeks to represent the common structure and 
behaviour of ali energy systems. To this end it makes useof 
standard elements. basic building blocks referred to in general as 
multiports and classified as shown in Table 2. A brief description 
ofthe standard elements is given below. 

Table I . Energy covariables for different disciplinary energy domains 

Domain 
Mechanical 

Translational 
Rotational 

Hydraulic 
Electric 
Thermal 
Thermofluid 

Effort (e) Flow W Momentum (p) 

Force 
Torque 
Pressure 
Voltage 
Temperature 
Enthalpy 

Velocity 
Angular velocity 
Volume tlow rate 
Current 
Entropy rate 
Mass flow rate 
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Linear momentum 
Angular momentum 
"Pressure momentum" 
Flux linkage variable 

Displacement (q) 

Displacement 
Angle 
Volume 
Charge 
Entropy 
Mass 



One-port elements . . Sources are idealized versions of 
supplies. An effort source impresses an effort on a system, 
independently of the tlow or power required; a jlow source 
supplies a flow to a system independently of the effort o r power 
involved. Sign conventions and mandatory causalities are 
depicted in Table 2. 

Resistors dissipate power, i.e. they irreversibly (in lhe 
thermodynamic sense) convert high-grade energy into thermal 
energy. Their standard representation in a nonthermal domain 
shows only the power input to the element, ignoring the 
equivalent thermal power output. Causality is largely indifferent. 
For linear resistors, the constitutive coefficients are the 
resistance R = eifand the conductance G = jle. 

Capacitors storc energy by accumulating tlow. Their 
constitutive equation may be exhibited as a dynamic (unsteady
state) relation between f and deldt, or more usually as a static 
(algebraic) relation between e and the time integral of tlow, 
known as displacement q, 

q = Jf( t)dt (I) 

The usual sign convention shows power flow into the 
element. Integral causality, effort as a function of displacement, 
is the preferred choice for computational applications, since 
numerical integration is more accurate than the differentiation 
required by the alternative derivative causality. Capacitors are 
reversible elcments; energy is stored as potential energy, and can 
be recovered without loss: 

E= E0 + J e(t)f(t)dt = E0 + J e(q)dq (2) 

e.g.. in lhe linear case 

I I {2 2 
E = E0 + f Cqdq = Eo + 

2
C ,;j_ - qo (3) 

where the constitutive parameter C is the compliance. 
lnertias are similar to capacitors, but their constitutive 

equation is a dynamic rclation betwecn e and djldt, or a static 
relation betweenfand momentum p, defined as the time integral 
of effort: 

P = J e(t)dt (4) 

The energy stored by accumulating effort is kinetic energy, 

E= E11 + J f(t)e(t)dt = E11 + J f(p)dp (5) 

e.g. in the linear case 

f i 1(2 2 
E = E11 + / pdp = E o + Ti \f - Po (6) 

Integral causality (tlow as a consequence of momentum) is 
again the preferred choice. 

Two-port elements. These conserve power according to the 
energy balance e Lf1 = e2h, while altering lhe effort and flow 
characteristics. Transformers may either translate power tlow 
into a different energy domain (c/ass transformers) or change the 
effort/flow ratio within the sarne domain (impedance 
transformers). The transformer modulus m may be a constant, or 
more generéJIIy a variable signal transmitted to the transformer 
(which is then said to be modulated) along an activated bond, 
i.e. a bond carrying information at virtually zero power flow . 
The accepted sign convention shows power coming into one port 
and flowing out of the other. Only two causalities are possible, 
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because if either e 1 or e2 is imposed on the element. the 
constitutive relation fixes the other effort. 

Gyrators, also known as crossover transformers, may be 
seen as the dual elements of transformers. They are in fact more 
fundamental in nature. in that they might be used to dispense 
entirely with other elements. e.g. two gyrators in series are 
equivalent to a transformer. and a gyrator in series with an 
inertia is equivalent to a capaeitor. Since this replacement of one 
element by a combination of two elements complicates rather 
than simplifies the BG, the one-ports and two-ports described 
above are retained for simplicity's sake. 

Three-port elements. These are also called junctions. They 
are power conserving, reversible elements for interconnection of 
other multiports into subsystem or system models. Parai/e! 
junctions. also known as common effort or O (::ero)-junctions, 
split flow into (or collect it from) two or more channels, but the 
effort is the sarne on ali bonds. Sign convention will retlect the 
true direction of power flow; the arbitrary example in Table 2 
shows ali power transmission directed into the junction. 
Mandatory causality follows from considering that if any one 
effort (e.g. e1) is imposed on the junction, then ali remaining 
efforts are fixed by the constitutive equation, i.e. they are 
computed by the junction and sent out. 

Series junctions are also known as common flow or I (one)
junctions. They are the dual of the above, splitting effort into ( or 
adding it up from) severa) channels, but with a common tlow on 
ali bonds. Table 2 shows a sign convention with ali power tlows 
directed into the element. Causality requires that ali efforts 
except one (e.g. e,) be imposed on the junction before it can 
compute that last effort by difference and send it out. 

Multiport elements. Known also as flelds. these are 
generalizations of certain one-ports. They may appear in the BG 
as explicit flelds, defined from the start as a set of constitutive 
relations for a subsystem with two or more ports. lt may also 
happen that a particular BG structure built as an assembly of 1-
ports, 2-ports and junctions can usefully be treated as a single 
subsystem, referred to as an imp/icitfleld. 

C-flelds reversibly store energy as a sum of accumulated 
flows contributed by two or more bonds: 

E = E0 + J L eJjdt = E11 + J L e,dq; (7) 

Constitutive laws are written as a set of static, possibly 
nonlinear equations in terms of efTorts and dispJ,accments. 
Causality may appear in a number of forms. Stiffness (integral ) 
causality computes ali efforts from a knowledge of ali 
displacements; the opposite is dons: by comp/iance (derivative) 
causality. Mixed causal forms are also possible, and choice of a 
preferred form is limited only by the practical requirement that 
the constitutive equations can be solved. lhe existence of a 
stored energy function also imposes constraints on the 
acceptable constitutive laws. which must obey the generalized 
Maxwell relations 

a2E a2E 
=> 

àq;àqi àqiàq; 

àej _ àe; 

àq; - àqi 
(8) 

e.g. in the linear case the stiffness and compliance matrices must 
be symmetric. 

1-flelds are analogous to C-tields. but they ston: cnergy by 
accumulating efforts from two or more bonds. Their constitutive 
relations are therefore a set of static, possibly nonlinear 
equations involving tlows and momenta. They are reversible and 
possessa stored energy function with Maxwell symmetry, 



ae, = !!!i_ 
ap; ap; 

(9) 

(!O) 

A uscfu l gcneralization is thc IC-jield, a structure that 
operates as a tlow-accumulating C-tield on bonds connected to 
its capacilive ports, and as an cffort-accumulating 1-field at its 
inertial ports. Thc storcd cncrgy function and its symmctry 
properties are easy to deduce from those of both types of field. 

R-jields ar.: d.:scribed by static constitutive laws that relate 
efforts and tlows on two or more bonds. This definition might in 
fact include the basic s- and p-junctions, as well as certain 
combinations of clcmcnts and sourccs, but the distinguishing 
feature of R-tields is thcir occurrencc as power dissipators 
(actually converters of nonthcrmal to thermal power). The 
constitutivc rclations may be cxhibited in resistance ( cffort
explicit), conduc/ance (tlow-cxplicit) or mixed causality, none of 
which is in principie prefcrable. Since R-fields have no stored 
energy function. Maxwell rclations cannot be derived for their 
phenomenological coefficients. Karnopp e/ a/. (1990) and 
Thoma ( 1990) nevertheless state that implicit R-fields will, 
depending on their internal structure, obey Onsager reciproca/ 
relations, i.e. symmetric conductance and rcsistancc matrices, or 
Casimir re/ations, i. e. anti-symmctric matrices. Explicit R-fields, 
on thc other hand, do not seem to be constrained by any 
particular requirement of symmetry or anti-symmetry. 

Mulliport p- and s-junctions are straightforward 
generalizations of the basic three-ports elements. ln fact, direct 
connection of two three-ports of equal type generates the 
corrcsponding four-port vcrsion, which is thus a simpler 
representat ion of the combined subsystem. Two-port junctions, 
on the other hand. collapsc to a simple bond. 

BOND-GRAPH ANAL YSIS OF THERMODYNAMIC 
SYSTEMS ANO PROCESSES 

Systems. Gibbs' fundamental equation for thermodynamic 
systems is readily interpreted in BG terminology. ln fact, it can 
be seen from the above review thal the concepts of stored energy 
and Maxwdl symmetry of conservativc fields are strongly based 
on classical thermodynamics. Thus, a pure substance can be 
represented as a C-tield with integral causality (Karnopp et a/., 
1990: Thoma. 1990) as shown in Figure 2a, with constitutive 
equations 

and stored (internal) energy function per uni! mass 

du • • 
- = Ts - Pv 
di 

(II) 

( 12) 

lt must be noted that the BG llow variables s and v, and the 
"dot" notation at this stage, stand not for transpor! llows, but for 

(a) 

T p 
l~c~l 

s v 

(b) 

T 
I~ c 

s 

Figure 2. C-fields for closed and open systems 
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time derivatives of state quantities. This standard notation is 
unfortunate. as it will tend to create confusion when true 
physical tlows are introduced !ater on. An additional comment 
on the above representation is that it involves a notion of time 
dependence that is foreign to thermodynamics. The Gibbs 
fundamental equation is a static relation among instantaneous 
v alues of the equilibrium properties, whereas Eq. (12) might for 
time-dependent properties be taken to imply the incorrect energy 
formula 

(13) 

instead of the correct one, 

I • I • 

u = u0 + T(tJf s(fJ)d8- P(tJf v(fJ)d8 
() o 

= T(t)s(t)- P(t)v(t) (14) 

The missing element is of course Euler's theorem for 
homogeneous functions, and its thermodynamic corollary the 
Gibbs-Duhem relation, which should be made (but is not) an 
explicit part of BG thermodynamics. This omission does not 
affect the constitutive laws of Eq. (II), which correctly give 
{T(t), P(t)} as functions of {s(t), v(t)} andare ali that needs to be 
specified for modelling and computational purposes. 

The abov.: relations are also valid for the specific properties 
of open systems containing a variable mass of a pure substance. 
The corresponding total properties, on the other hand, are best 
computed from the extensive form ofthe fundamental equation, 

{r. P, 1.1} = <J>{f Sdt, f v dt. f :ndt} 

with total stored energy function 

dU • • • 
- = TS-PV+J.lm 
dt 

U = T(t)S(t)- P(t) V(t) + !l(t)m(t) 

(15) 

( 16) 

(17) 

where ll is the chemical potential. The C-field is now a three
port, as shown in Figure 2b. Extension to multicomponent 
systems or to systems capable of work interactions outside the 
hydraulic domain should be straightforward. 

~- Any material tlow is also a flow of convected 
energy. An Eulerian observer, fixed to the externa! frame of 
reference, sees matter entering upstream and leaving downstream 
at a mass flow rate m, and carrying with it a net tlow rate of 
convected internal energy um, which from thermodynamics can 
be resolved into contributions from power covariables in the 
thermal, hydraulic and chemical domains, 

. 
U = um = T S- P V+!-! m (18) 

The joint tlow of mass, entropy and volume can be 
represented by a vector bond or multibond, defined in,.generaJ as 
a group of simple bnnds that are in some sense related .• A usual 
graphical representation consists of a bond with a small ring 
around it. The bond label may indicate the number of strands in 

'the multibond, and each strand may further be labelled by 
adding a letter to the bond number (e.g. bond I is composed of 
strands I a, I b, I c, ... ). 



Figure 3. Travelling-fietd' representation of streams. 

Thoma ( 1990) argued that a Lagrangian observer, moving 
with the material, must still perceive it to behave as a travelling 
C-field that carries its constitutive equations with itse lf. He 
unified the Lagrangian and Eulerian viewpoints of the 
thermodynamic stream by representing the travelling C-field as 
an internal dependence of the strands of the multibond, as shown 
in Figure 3. ln integral causality, this implies the constitutive 
relations 

{T, P, ~} = C!J{ f S dt, f V dt, f :n dt} ( 19) 

Unfortunately, while these appear to be identical to the C
field laws of Eq. ( 15), this is only because of the ambivalent use 
of the dot notation, which is now being employed in its more 
usual sense of denoting flow variables (not time derivatives of 
state vàriables). The fundamental difference betwee11 Eq. ( 15) 
and (19) is that, for time-dependent flow rates of entropy, 
volume and mass, the integrais in Eq. (19) do not give the 
correct instantaneous (present) values of the stream's e11tropy, 
volume a11d mass. Hence Eq. ( 19) is incorrect, and the model it 
derives from ca11not be accepted. A furth er argument in this 
respect is that C-tields, being energy storers, introduce first
order dynamics in a BG (Karnopp et a!., 1990); it is illogical that 
the dynamic order of a system should increase because of the 
static thermodynamic relatio11s of each material strearn in it. 

The notio11 of a travelli11g C-field is an intuitively appeali11g 
one, but it does not seem possible to insert this into a multibond 
structure without altering the dynamics of the BG or violating 
the known behaviour of thermodynamic properties. We propose 
as a simple alternative to represent the thermodynamic stream as 
a travelling R-jield, which is the only static standard multiport 
BG element. ln full resistance causality, the constitutive laws are 

{ ... } {"/" •/•} {T, P, ~} = ClJ S, V, m = ClJ S m, v; m (20) 

Full co11ductance causality is forbidden by the Gibbs-Duhem 
relation, because only two of the intensive variables in the set 
{T, P, hl} are independent, and can be used to i11fer only the flow 
ratios Sim, Vim, not the separate flows. Mixed causalities should 
be acceptab le, if perhaps difficult to solve. A causality close to 
engineering practice would use {m, T, P} as data to compute ~ , 
v (hence v = vm) and s (hence S}, but this also becomes 
indeterminate if T and P define a saturation state and the fluid is 
a two-phase mixture. The independent set {T, V, m} is possibly 
the best option for use with the pressure-explicit equations of 
state that currently domi11ate the field of thermody11amic 
property estimation. 

The hydraulic power of a stream is entirely spent as 
mechanical work performed by the pressure force to maintain 
the flow: the remainder is the enthalpy flow rate or thermofluid 
power, the 011ly energy that can be transmitted by mass flow: 

. . . 
H= hm =um+ PV = TS+ ~m (21) 

A widespread representation of the thermodynamic stream is 
therefore a single bol1d with effort h and flow m. ln this simple 
but limited view, the two power covariables are i11sufficient for a 
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complete thermodynamic description of the stream, and must be 
determined externally . Alternatively, the h-m multibo11d may be 
resolved into T-S and ~ -in strands only (a BG by Thoma ( 1990), 
purporting to represent a general thermofl.uid machine or 
TEFMA , erroneously includes a third, P-V bond), and a 
travelling R-field may be used to cçmpute one of the power 
covariables from the other three, e.g. s = s(T, ~ ) m o r ~ = ~ (T, 
simJ. 

Junctio11s. The limitations of thc standard junctions m 
representing thermody11amic processes, and the co11sequent 11eed 
for new ju11ction types have bee11 recogn ized hy previous 
authors. LeSeur ( 1980) dcfined 2-junctions as reversible 
elements whose const itutive laws are the steady-state flow and 
e11ergy balances at the intersection of two o r more streams: 

IJ+ ... +J,, =o (22) 

elfi+. · .+e"J,' = () (23) 

i.e. flows are summed and power is conscrved, but without the 
equality of efforts imposed by p-junctions. An obvious example 
would be the mass and enthalpy balances at a 11ode in a fluid 
flow manifold, withf = m, e= h, and ef= li. 

We propose for these junctio11s the more descriptive name 
mixer, or m-junctions. Since they possess only two constitutive 
equations, only two covariablcs can be computed; these ca11110t 
both be efforts, for at least one flow must be obtained from Eq . 
(22). Figure 4a illustrates one of the two possible causal form s. 
Ali bonds are shown as possessing double (or dual) causality, 
which mea11s that the causal stroke refers not o11ly to the effort 
but to the flow as well, and n-1 streams must be completely 
defined (by the elements at the other end of the hond) before the 
junction can compute the flow and effort for the n-th bond. Only 
o11e alternative causality is possible, in which two flows are 
computed. 

DeNovellis ( 1991) similarly introduced 3-junctions to 
represer. : the contribution of power tlows 1101 suhject to any 
constraints 011 efforts or tlows, other than the requisite 
co11servatio11 of energy. We prefer to call these neutral or n
junctions. Their constitutive law is the single Eq. (23): double 
causality on n-1 bonds is mandatory before the ju11ction can 
compute either the effort or the flow on the remaining bond 
(Figure 4b ). 

Bonds that carry double causality will necessarily affect the 
causal structures of o ther BG elements, in particular that of the 
standard junctions, within the possibilities allowed by their 
constitutive laws, e.g. only one effort can be imposed 011 a p
junctio11, and only o11e tlow can be computed from it, but since 
these need no longer correspond to the sarne bond, the junction 
may be attacked by one, and respond with ano ther, double-

1 n 
~~m~ 

(a) • • f .. 
1 n 
~IP 1 I 

·1 
(c) 

~ln 

·~ 
(b) 

1 
~s 

n 
~ 

n 
I . I 

. ·I 
(d) 

Figure 4. Double causality in thcrmodynamic junctio11s. 



causality hond. figures 4c, d show the nonstandard alternatives 
open to p- and s-junctions. 

Control volumes. Karnopp et a/. ( 1990) considered the 
thermodvnamic accumulator, an adiabatic control volume with 
vari able. size and inlet/outlct material streams. Neglecting 
internal gradicnts and velocity terms, they wrote energy, mass 
and "volume" balance equations as 

d • • d 
- (U) = h;11 m;n - h0111 mou/- P-(V) 
dt dt 

d 
- (m) =111m- mow 
dt 

.:!._(V) = i· 
dt 

(24) 

(25) 

(26) 

llcrc too, they perceived thc material contained in the control 
volume as a C-field. but rathcr than using the fundamental Gibbs 
formulation for this. they constructed lhe pseudo-BondGraph of 
Figure 5. with two pseudo-bonds T-Li and P-m carrying efforts 
and tlows that are not power covariables (i. e. th~ir product is not 
power tlow). and only one true bond, P-V The externa] 
contributions to the control volume cnergy, mass and volume are 
represcnted as sums of power tlows on corresponding p
junctions. Becausc of the uncomfortabl~ definition of 
independent thcrmodynamic variablcs, thc P-V bond is made to 
appear twice in the BG, as if mechanical power of expansion 
was taken out both at thc junction and from the C-field. An 
activated hond and a modulated tlow source therefore become 
necessary in this model to make clear that ri is a forcing function 
externally imposed on the process. 

Apart from the use of pseudo-bonds, two features of this BG 
structure deserve extcnded comment. The first one is once again 
the ambiguous use of the dot notation. Clearly, m;11 a11d Yn 0111 
represent mass tlow rates. not time derivatives of state variables; 
on the other hand. since thermodynamics does not. contain a 
general conccpt of volume conservation or balance, V can only 
stand for the time rate of changc of the control volume, thl!s 
making Eq. (26) into an identity that just defines the symbol V. 
Thc second observation concerns the p-junctions that are 
intended to represent Eq. (24) and (25). lt is obvious that these 
cannot be true parallel junctions, which would imply equality of 
efforts on ali bonds (i.e . cqual inlet and outlct temperatures and 
prcssures). but must bc inferrcd to be nonstandard elements, 
inasmuch as thcy involve pscudo-bonds. rigure 5 hints at this 
interpretation by showing the pseudo-bonds as carrying mass or 
enthalpy tlow yet no effort. 

The above model remarkably fail s to realize that the material 
within the contrai volume is itsclf a thermodynamic system, and 
should bc treated consistently, by using the correct 
thermodynamic formulation for the internal energy function, i.e. 
the Gibbs fundamental form. The constitutive laws for the C
field will follow from this automatically. What really must 
specified is the externa! structure through which the various 
inputs and outputs are connected to the system ports that carry 
the thermaL hydraulic and chemical contributions to the internal 
energy. Consider again the contrai volume of Figure 5, with the 
adiabatic assumption dropped for greater generality. Velocity 
terms are ncglected. in arder to avoid having to include the 
momentum or mechanical energy balance in the analysis. This 
means that the rate of expansion of the control volume, dV/dt 
cannot be computcd from the velocity distribution of the tluid; it 
is therefore dctined as an externa! forcing function S(t), i. e. 

dV 
P- = S (l) 

dt 
(27) 
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Figure 5. Pseudo BondGraph of the contrai volume 

the dot notation being reserved exclusively for actual flow 
variables. 

The thermal term can in principie be obtained from the 
entropy balance or second law or thermodynamics for open flow 
systems, 

. 
dS • • Q • 
-- S;11 l11i11+ S0111 111ou/-- = (J irr ~ 0 
dt T 

(28) 

but this is inconvenient unless the rate of entropy production due 
to irreversible processes, á;r, can be expressed in terms of 
process and system variables. lt proves more expedient to write 
as before th~ mass and energy balances for the contrai volume, 
Eq. (25) and 

dU • • • dV 
-=h;, m;"- h0111 m,,,+ Q- P
dt dt 

(29) 

and to combine these according to the fundamental equation, 

. . 
= (h;11 - J.l)m;"- (h0111 - J.l)mm,,+ Q (30) 

From thermodynamics, h = J.l + Ts and we get the thermal 
energy balance 

dS • • • • 
T- =L~,+ (TS);11 - (T S)0111 + Q 

dt 
(31) 

where S = sm is the convective flow rate of entropy. The 
chemical energy balance can be similarly written as 

dm • • • • • 
J.l- = J.l(m;n- mout) = J.l;11 m;n- J.l 0111 moul- LJ.! (32) 

dt 

with the expression on the right hand side explicitly showing the 
convective flow rates of chemical potential, and the irreversible 
dissipation of chemical energy into thermal energy, given by 

. . 
LJ.! = (J.l;,- J.l)m;"- (J.l 0111 - J.l ) mout (33) 

The thermodynamic contrai volume can now be re~resented 
by a true BG structure. We will show here only the slightly 
simpler case of a perfectly mixed control volume, whose output 
stream has the sarne physical properties as the material inside. 
Eq. (31) and (32) simplify to 



lll.l 

dS • • • • 
T- = (!-1;11 -!-l 0111 ) m;u+ (T S);,- (TS)0111 +L (34) 

dt 

dm • • • 
1-l dt = 1-l;, m;,- l-Ima mow- (!-1;11 - l-1 0111 ) lllin (35) 

The BG is shown in Figure 6a. At the core of this is the C
field representing the material contained in the contrai volume. a 
generic thermodynamic system as anticipated . The inlet and 
outlet streams are shown as multibonds, resolved into thermal 
and chemical components for interaction with the contrai 
volume. A s-junction is used to represent the degradation of 
chemical energy from outside to inside chemical potential leveis. 
This lost chemical work is sent to the thermal energy port 
through a n-junction, which also receives the convected entropy, 
plus heat flow from a thermal flow source. The mechanical 
energy port is directly connected to a flow sourCI( SF that 
imposes the volume history 3(t). Ali bonds in Figure 6a are true 
bonds. and the C-fíeld is not an "accumulator", but a true 
capacitar with stored energy function. 

Thc causal structure of Figure 6a demands carcful analysis. If 
the preferred integral causality is specified for the C-tield, the 
constitutive laws are used to compute the efforts. Mandatory 
causalities are therefore imposed on the p-junctions (since the 
common etTort is now known on ali bonds), and on the n
junction•(since ali efforts and flows other than dS/dt must be 
input as data for this flow to be computed from the single 
constitutive law). These causalities now propagate to the s
junction, which requires the externa! flow and effort as data to 
compute the information required by the p- and n-junctions. 

Sharpe ( 1993) proposed a new BG element, the multiport 
contra! volume. defined as an explicit CV-jield having Eq. (31 ), 
(32) and prcsumably (27) as constitutive equations. The BG of 
Figure 6a can be seen in this respect as an implicit-field 
elucidation of lhe internal structure of the CV -field. lt justifies 
the explicit causality shown in Figure 6b, where the heat and 
mass flows, the rate of volume expansion and the inlet enthalpy 
must ali be made known to the CY-field for it to compute its 
internal properties. 

CONCLUSIONS 

A criticai review of the BondGraph analysis of 
thermodynamic systems and processes has been presented. 
lnconsistencies in the standard representations have been pointed 
out and traced to faulty application of thermodynamic principies. 
New elements and structures have been proposed that avoid the 
pitfalls of traditional treatments and permit true BondGraph 
modelling of thermofluid devices. This improved methodology 
is currently being applied to the study of refrigeration 
technologies, e.g. BG models of vapour compression cycles h ave 
been generated as a basis for numerical simulation. Space 
limitations prevent us from presenting a more detailed repor! of 
thesc developments. 
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RESUMO 

Foi estudada a variação da exergia física do vapor d'água superaquecido, por meio de suas derivadas 
parciais em relação à pressão e à temperatura, bem como as derivadas da função definida por meio da 
divisão da exergia pela entalpia, ambas definidas com base no mesmo estado de referência. Essas derivadas 
foram determinadas e analisadas para temperaturas entre 200°C e 700°C, e pressões entre 2 MPa e 18 MPa. 
Os resultados obtidos proporcionam um conhecimento mais aprofundado das propriedades do vapor d'água, 
de utilidade em análises envolvendo a aplicação da Segunda Lei da Termodinâmica. 

INTRODUÇÃO 

O método da exergia para a análise termodinâmica de 

sistemas térmicos vem sendo bastante utilizado (Moran & 

Sciubba, 1994). Diversos grupos de pesquisa tem aplicado essa 

metodologia ao estudo de variados sistemas e processos térmicos. 

O interesse despertado pela metodologia baseia-se no 

reconhecimento crescente da importância da aplicação da 

Segunda Lei da Termodinâmica para um conhecimento mais 

aprofundado de sistemas e processos energéticos complexos 

(Bejan, 1988). Também o desenvolvimento da sensibilidade 

social e científica em relação à conservação e ao uso racional dos 

recursos naturais, bem como a relevância das questões 

ambientais, tem contribuído para essa maior utilização do método 

(Bejan et ai., 1996). O conceito de disponibilidade 

termodinâmica ou exergia tem ocupado papel de grande 

importância também na fundamentação de diversas metodologias 

de análise termoeconômica, o que pode ser constatado por meio 

dos trabalhos de Frangopoulos (1988), Tsatsaronis et ai. (1994) e 

de Valero et ai. (1994). 

Este trabalho apresenta e discute resultados de um estudo 

desenvolvido sobre a variação da exergia física do vapor d'água 

em função da pressão e da temperatura. As derivadas parciais da 

exergia física em relação à pressão e à temperatura foram 

calculadas, com base nas correlações de Keenan & Kays, para 

numerosos estados termodinâmicos. Foi também analisado o 

comportamento da relação entre exergia e entalpia, com base num 

procedimento análogo. 

O estudo dessas derivadas é bastante interessante, pois 

proporciona uma indicação direta do comportamento do vapor 

quanto à variação relativa de seu conteúdo exergético e sua 

relação com o conteúdo entálpico ao longo de processos 

termodinâmicos. Essas derivadas envolvendo exergia e entalpia 

podem ser consideradas também propriedades termodinâmicas, 

uma vez fixada a temperatura do estado de referência. Suas 

variações permitem analisar o desempenho termodinâmico dos 

diferentes sistemas sob um distinto ponto de vista. A fim de 

permitir uma visualização da variação dessas grandezas em 

função da pressão e da temperatura foram elaborados diversos 
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gráficos e foram estudadas as variações dessas relações, obtendo

se uma compreensão mais detalhada sobre o comportamento 

exergético do vapor d'água superaquecido. 

METODOLOGIA 

No âmbito deste trabalho a exergia física específica da água, 

considerada em condições de fluxo, foi calculada de acordo com 

a expressão (I). O estado de referência adotado para a avaliação 

da exergia física foi identificado por T,, =298, 15K (25°C) e 

p11 =0,101325 MPa. A entalpia específica da água, para o estado 

de referência citado corresponde a h
0 

=104,972 kJ/kg, enquanto 

a entropia específica da água nesse mesmo estado é dada por s
11 

= 

0,367375 kJ/kgK. 

(I) 

A exergia física, definida desse modo, tem particular utilidade 

para o estudo termodinâmico de volumes de controle nos quais 

ocorre entrada e/ou saída de matéria. O conceito vem sendo 

aplicado na elaboração de balanços e fluxogramas exergéticos, os 

quais facilitam a avaliação da capacidade de produção de 

potência dos diversos fluxos envolvidos em sistemas térmicos. 

Torna-se também mais fácil a identificação de fatores que 

provocam maiores irreversibilidades. Em sistemas complexos 

envolvendo reações químicas é também muito útil o uso da 

exergia química e da exergia total, o que permite avaliações 

exergéticas de caráter global (Szargut et ai., 1988). 

Visando facilitar a distinção e qualificação de estados em que 

a substância apresenta idênticos valores de exergia é muito 

interessante utilizar a grandeza adimensional Ç a qual constitui 

uma relação entre a exergia física específica e a entalpia 

específica do fluido, apresentada e discutida em trabalho anterior 

(Llagostera, 1995). Essa relação foi definida de acordo com a 

expressão (2). 



i.IO 

(2) 

A grandeza Ç pode também ser considerada uma 

propriedade termodinâmica, uma vez fixado o estado de 

referência. Por meio dessa relação é possível comparar, do ponto 

de vista da Segunda Lei da Termodinâmica. estados que 

apresentam a mesma exergia física. Comparando dois estados de 

idêntica exergia física, aquele que apresentar maior valor de Ç 

apresenta maior incor!loração de exergia por unidade de entalpia 

correspondente. Em avaliações termoeconômicas essa relação 

pode ter também bastante utilidade no estabelecimento de custos 

exergéticos. 

A diferencial exata da exergia, formulada em termos de 

pressão e temperatura, poder ser obtida da expressão (3). 

de1 =(de! J dp+(Jef J dT 
dp T JT P 

(3) 

As derivadas parciais da exergia em relação à pressão e em 

relação à temperatura podem ser expressas por meio das relações 

(4) e (5). 

( Je1 J (JhJ (JsJ 
d(e,T) = () T P = J T " - To J T '' 

(4) 

d(e,p) = (~J = (~J -T,,(~J 
dpT dpT dpT 

(5) 

Para a grandeza Ç ("csi") as derivadas parciais (6) e (7) podem 

ser determinadas por meio da diferenciação da expressão (2). 

(ii_) __ I [(1-.1=)(~) -T(~) l (6) a T , - (h - h0 ) ':> a T , " a T P 

- =-(1-Ç- -T-(aç) 1 [ (a h) (as)] 
a p T (h- h0 ) ) a p T 

0 d p T 

(7) 

Pode-se modificar essas relações substituindo a expressão (4) 

em (6) e a expressão (5) em (7), obtendo-se as expressões (8) e 

(9) , respectivamente. 

. _ ( a ç ) 1 [( a e 1 ) ( a h ) • d(CSI,T)- - =-- - -Ç -a T (h- h0 ) a T a T 
p p p 

(8) 

d(csi,p)- _ =-- __ -Ç _ . _(a.;) 1 [(ae1 J (a h) J 
d p T (h - h0 ) a p T d p T 

(9) 

No âmbito deste trabalho, os valores de entalpia, de exergia, 

da relação Ç e das diversas derivadas parciais foram calculados 
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para uma grande quantidade de estados termodinâmicos do vapor 

d' água superaquecido. Para a determinação dessas propriedades 

foram utilizadas subrotinas computacionais (Liagostera, 1994) 

desenvolvidas com base em correlações estabelecidas por Keenan 

et ai. ( 1978) para a energia livre de Helmholtz e outras relações 

termodinâmicas. 

RESULTADOS 

Para a análise da variação das derivadas parciais foram 

determinadas as propriedades termodinâmicas de estados 

definidos pela pressão e temperatura. A temperatura foi 

considerada no intervalo entre 200 e 700°C, envolvendo 101 

níveis de temperatura. Foram considerados cinco níveis de 

pressão, entre 2 e 18 MPa . 

A fim de facilitar a visualização dos aspectos discutidos nos 

próximos ítens sobre a variação das derivadas parciais da exergia 

em relação à temperatura e à pressão é apresentado o gráfico de 

variação da exergia do vapor superaquecido em função da 

temperatura para os níveis de pressão considerados neste 

trabalho, de acordo com a Figura I. Para temperaturas próximas a 

450°C verifica-se uma alteração na ordem das curvas 

correspondentes às pressões mais elevadas. Acima dessa 

temperatura as curvas indicam exergia crescente com o aumento 

da pressão , enquanto que abaixo dessa temperatura a exergia 

apresenta-se decrescente com o incremento da pressão. Para 

pressões inferiores o comportamento da exergia é mais simples, 

apresentando crescimento em função da pressão na faixa entre 2 

MPa e 6 MPa. Para todos os níveis de pressão a exergia apresenta 

crescimento em função da temperatura, apresentando. não 

obstante, taxas distintas de crescimento nas diferentes regiões de 
temperatura e pressão. 

Na Figura 2 é apresentado o gráfico da variação de Ç para o 

vapor d'água superaquecido em função da temperatura. O valor 

de Ç permite distinguir, com base na Segunda Lei da 
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Termodinâmica, estados que apresentam a mesma exergia física 

específica. Um valor superior de Ç indica uma incorporação 

maior de exergia por unidade de entalpia, possibilitando um 

maior potencial de produção de trabalho. Nesse gráfico observa

se que com o aumento da pressão o incremento de Ç em função 

da pressão tende a ser menos importante. Pode-se também 

observar no gráfico da Figura 2 que, a partir de aproximadamente 

450°C a derivada de Ç em relação à temperatura, para pressão 

constante, varia pouco com o nível de pressão, já que nessa 

região todas as curvas apresentam inclinações muito similares. 

Com temperatura constante observa-se que os maiores ganhos de 

Ç com o aumento· de pressão ocorrem na região abaixo de I O 

MPa, confirmando as observações efetuadas anteriormente. A 

relação termodinâmica Ç apresenta, de modo geral, um 

comportamento mais simples do que a exergia. 

Derivadas parciais em relação à temperatura. Os valores obtidos 

para a derivada parcial da exergia em relação à temperatura são 

representados na Figura 3. 

Todos os valores obtidos são positivos, indicando o aumento 

da exergia com a elevação da temperatura, mantida a pressão 

constante. 

Para as pressões de 14 e 18 MPa observam-se valores 

bastante elevados para essa derivada na região próxima à 
saturação, e sua queda, à medida em que a temperatura aumenta. 

Para 14 MPa é atingido um mínimo próximo a 570°C, e para 18 

MPa o mínimo é atingido nas proximidades de 635°C. A partir 

do ponto de mínimo o crescimento é muito pequeno. 

No caso das pressões de 6 e I O MPa é possível observar 

também uma queda na região próxima à saturação. Nessa região 

os valores são, no entanto, bastante inferiores aos referidos 

anteriormente. É possível observar também nestes casos pontos 

de mínimo, que ocorrem ao redor de 415°C para a pressão de 
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(pressão constante). 

6MPa , e de 500°C para I O MPa . A partir dos pontos de mínimo 

a variação é também nestes casos pouco significativa. 

Para a pressão de 2 MPa , na região próxima à saturação, o 

valor da derivada não é elevado e o ponto de mínimo ocorre ao 

redor de 260°C A partir do ponto de mínimo ·constata-se um 

crescimento observável. 

Na região de alta temperatura observa-se a aproximação das 

cinco curvas com o aumento da temperatura, indicando a redução 

do efeito da pressão sobre o valor da derivada da exergia nessa 

região. 

Na Figura 4 é apresentada a variação da derivada parcial da 

entalpia em relação à temperatura (pressão constante), definida 
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(pressão constante). 



.... 

3E-2 

;:::;- 2E-2 :..: 
"" :::::: -. _,. 

!

"' ::;:;- lE-2 

OE+O 

\ 

200 300 400 

Pressão (M Pa) 

2.0 

6.0 

I 0.0 

14.0 

18 .0 

~-~~-

500 600 
Temperatura [' C] 

Figura 5 -Derivada parcial da entropia em relação à 
temperatura (pressão constante). 

700 

também como calor específico à pressão constante. O aspecto 

geral desse gráfico é bastante similar ao da derivada da exergia. 

No entanto, na região de alta temperatura observa-se, para as altas 

pressões, uma suave tendência decrescente dos valores da 

derivada da entalpia em relação à temperatura. 

Os valores da derivada parcial da entropia em relação à 
temperatura são apresentados na Figura 5. O aspecto das curvas é 

bastante semelhante ao observado para as derivadas da entalpia, 
com pequenas diferenças na região de temperaturas mais 

próximas à saturação e para as pressões mais baixas. Os módulos 

são da ordem de centésimos, e os valores obtidos são todos 

positivos, indicando o crescimento da entropia com a 

temperatura. 

A fim de explorar com mais detalhe o comportamento da 

exergia, foi também estudado a variação da grandeza Ç , em 

termos de suas derivadas parciais. Na Figura 6 é apresentada a 

variação da derivada parcial dessa grandeza em relação à 
temperatura para pressão constante. Deve-se observar que o 

módulo dessas derivadas é bastante pequeno, pois a grandeza Ç 

apresenta valores sempre inferiores à unidade, indicando a 

quantidade de exergia por unidade de entalpia. Todos os valores 

obtidos são positivos, indicando o crescimento da grandeza co m a 

temperatura. 

As curvas correspondentes aos três níveis superiores de 

pressão apresentam um comportamento similar, com valores 

elevados decrescentes na região mais próxima à saturação. Na 

região de alta temperatura observa-se uma estabilização e 

aproximação das curvas. 

Para a pressão de 2 MPa observa-se um comportamento 

diferente, que pode ser melhor apreciado na Figura 7, onde é 

apresentada com mais detalhe a região inferior da Figura 6. Para 

essa pressãQ a derivada cresce na região mais próxima à 

saturação, diminuindo a taxa de crescimento à medida que a 

temperatura aumenta. Na região de alta temperatura seus valores 

são superiores aos correspondentes a pressões n;ais elevadas. 
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Quanto à pressão de 6MPa , observa-se um comportamento 

de transição , intermediário entre as pressões superiores e a 

inferior. 

Derivadas parciais em relação à pressão. A variação da derivada 

parcial da exergia em relação à pressão , mantida a temperatura 

constante, é apresentada na Figura 8. É possível observar que 

essa derivada cresce com a temperatura, para os diversos níveis 

de pressão considerados. Esse crescimento verifica-se de modo 

mais intenso na região próxima à saturação, e de modo muito 

mais suave na região de altas temperaturas. 
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O maior valor dessa derivada é obtido para o nível mais baixo 

de pressão, 2 MPa, único nível em que essa derivada manteve-se 

sempre positiva. Para a pressão de 6MPa observaram-se valores 

positivos a partir de 31 Ü°C, para I OMPa foram verificados 
valores positivos a partir de 405°C. Nos níveis mais elevados de 
pressão, 14 e 18 MPa, o valor da derivada da exergia apresentou 

valores positivos a partir de 490°C e de 560°C respectivamente. 

Nos intervalos em que a derivada da exergia em relação à pressão 

é negativa o aumento da pressão, mantendo a temperatura 
constante, conduz a uma redução da exergia física do vapor 

superaquecido. 

É também possível observar que à medida em que a pressão 

cresce as curvas se aproximam, demonstrando uma diminuição 
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da influência da variação da pressão sobre a derivada da exergia 

em relação à pressão. Pode-se concluir que na região de pressões 
inferiores a 6 MPa podem ser obtidos grandes incrementos de 

cxergia com o aumento da pressão, em todas as temperaturas 

consideradas. 
A variação da derivada parcial da entalpia em relação, à 

pressão é apresentada na Figura 9. Para todos os níveis. de 
pressão considerados os valores obtidos são negativos, indicando· 
a queda da entalpia com o aumento da pressão, mantida a 

temperatura constante. Os valores diminuem com o aumento da 

pressão. O módulo das derivadas é maior na região próxima à 
saturação, diminuindo à medida que a temperatura aumenta. 
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As cinco curvas aproximam-se à medida que a temperatura 

aumenta, e acima de 650°C as mesmas coincidem. Isso indica que 

a influência da pressão sobre essas derivadas diminui muito para 

temperaturas elevadas. 

Quanto à derivada parcial da entropia em relação à pressão, 

os valores correspondentes 'são apresentados na Figura I O. 
Também neste caso todos os valores são negativos, indicando a 

queda da entropia com o aumento da pressão. Essa tendência de 

queda da entropia com a pressão é mais acentuada para a região 

de baixa pressão, diminuindo à medida que a pressão aumenta. 

Na região mais próxima à saturação as derivadas da entropia 

assumem valores de maior módulo. É interessante também 

ressaltar o cruzamento das curvas correspondentes aos níveis 

mais elevados de pressão, indi cando inversão relativa de 

tendências. 

A fim de estudar a variação da exergia por unidade de 

entalpia em função da pressão, foi calcul ada a derivada da 

grandeza Ç em relação à pressão, mantendo a temperatura 

constante. Os valores obtidos para essas derivadas são 

apresentados na Figura II . Para a pressão de 2 MPa os valores 

obtidos são os mais elevados, e apresentam um comportamento 

decres~;ente com o aumento da temperatura. Para os demais níveis 

de pressão os valores obtidos são bastante inferiores, caindo com 

o aumento da pressão. No intervalo de temperatura estudado a 

curva correspondente à pressão de 6 MPa apresenta um máximo 

próximo a 445°C, enquanto a curva associada ao nível de pressão 

I O MPa apresenta um máximo nas proximidades de 590°C. Para 

as pressões mais elevadas não foi verificado nenhum ponto de 

máximo no intervalo estudado, e dessa forma, para essas pressões 

a derivada parc ial é sempre crescente. 

CONCLUSÃO 

O estudo das derivadas parciais da exergia e da grandeza 

termodinâmica Ç (relação entre exergia e entalpia específicas, 

determinadas com base no mesmo estado de referência) do vapor 

d'água superaquecido permite visualizar e compreender com 

maior clareza o comportamento das propriedades termodinâmicas 

da água do ponto de vista da'Segunda Lei da Termodinâmica. A 

fim de aprofundar a análise foram apresentadas também as 

derivadas parciais da entalpia e da entropia. Foram também 

apresentados os valores da exergia e da grandeza Ç para os 

mesmos intervalos de temperatura e pressão. Os resultados 

obtidos e sua discussão auxiliam a compreensão do 

comportamento termodinâmico do vapor superaquecido em 

termos do potencial de produção de trabalho. Para a reali zação de 

análises termodinâmicas e exergéticas, e também para o projeto e 

operação de sistemas térmicos que utilizam vapor superaquecido, 

o conhecimento aprofundado das propriedades estudadas no 

presente trabalho é de grande utilidade. 
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ABSTRACT 

This paper studies the variation of partia! derivatives 

(tempcrature and presssure) of the specitlc thermo-mechanical 

exergy for superheated steam. The variation of partia! derivatives 

of the themodynamic relation bctween the exergy and enthalpy 

(adopting as referencc a selected thermodynamic state) was also 

studied. These relations were determined and analyzed for 

superheated steam in a range of tempcratures (200°C - 700°C) 

and pressures (2 MPa - 18MPa). The behavior of the partia! 

derivatives is compared and di scussed against the variation of 

enthalpy and entropy, considering the effects of temperature and 

pressure variations. The analysis performed in this .work can help 

to improve methociologies in Second Law Analysis · 'of thermal 

systems. The studied relations may be used to compare and 

evaluate thermodynamic states that have similar exergy content. 

The aspects focused can be useful in thermodynamic analysis and 

optimization of steam cycles and thermal processes. 
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RESUMO 

Desenvolveu-se, no presente trabalho, uma metodologia de modelamento energético para cultivos agrícolas. 
Ela consiste na transformação generalizada de entradas c saídas cm equivalentes energéticos que posterionnentc, 
podem ser transformadas em equivalentes econômicos. A metodologia foi" aplicada em dois cenários agrícolas 
tlpicos. mostrando como pode ser útil no gercnciamento de tais cultivos. Constitui portanto, ferramenta auxiliar 
poderosa no controle da qualidade e produtividade de cultivos agrícolas, uma vez que feito o mapeamento 
energético, nos permite efetuar a verificação e avaliação de técnicas de cultivo, uso de defensivos e adubos, 
sistemas de irrigação, trazendo a ação da engenharia para o campo e, permitindo otimizar, modificar e 
experimentar novas técnicas, adubos, defensivos e arranjos de sistemas de irrigação. 

INTRODUCÃO Quadro l - Características da Cultura da Batata no Brasil 

. Em toda atividade produtiva executada pelo 
homem, há certo dispêndio energético, como também, agregam-se 
parcelas de energia ao produto final dessa atividade. A análise 
energética se preocupa em descrever os componentes do fluxo de 
energia. associados a uma determinada cultura. permitindo um 
planejamento cm bases efetivas, bem como, a avaliação de 
necessidades futuras, a correção eventual de práticas agrícolas, e 
um aumento da eficiência no sistema como um todo, interferindo 
usim na produtividade e qualidade dessas culturas. Esse trabalho 
fará uma abordagem de análise energética como ferramenta no 
gerenciamento da qualidade e produtividade de cultivos agrícolas. 
Tomando como base para cálculos o cultivo da batata. 

RAZÃO DO ESTUDQ E IMPORTÂNCIA DA CULTURA 

O estado de Minas Gerais é um dos maiores produtores 
brasileiros de batata com uma área ocupada de cerca de 30.000 
baiano. 

Mais de 80% dessa área é cultivada no Sul de Minas, o 
restante, sendo distribuído pelas Zonas da Mata, Metalúrgica 
e Campos Vertent.es ( EMATER I EMBRAPA, 1977 ). Para se 
ter uma idéia clara da importância da cultura seguem-se dados do 
Anuário Estatístico do IBGE. Esses dados compreendem os anos 
80/84 e foram resumidos em tabelas considerando tanto o Brasil 
como os principais estados produtores (IBGE/1985). O modelo foi 
aplicado para essa época em função da maior disponibilidade dos 
dados nesse período, acreditando-se que tais quadros não tenham 
sofrido grandes alterações. No entanto, acrescenta-se que essa 
metodologia pode ser aplicada a qualquer época, possibilitando o 
mapeamento energético de wna cultura para subsequente análise. 

O quadro l a seguir fornece dados relativos a batata no Brasil 
com sua produtividade e área cultivada e, o quadro 2, dados 
comparativos entre os estados de maior produção no país e suas 
respectivas posições no cenário nacional na produção da batata. 
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Ano Produçlo (Too.) Afta Cultivada Produtividade 
(ha.) Ton.lbL 

1980 1.939.537 181.084 10,71 
1981 1.912.619 170.982 11,18 
1982 2.154.775 182.504 11,80 
1983 1.818.004 167.878 10,82 
1984 2.172.055 172.465 12 59 

O quadro I nos mostra que no período entre 1980 a 1984, a 
produção anual aumentou enquanto a área cultivada diminuiu. 
consequentemente observa-se um leve aumento na produtividade. 

Quadro 2 - Dados Comparativos da Cultura da Batata 
cm Estados Brasileiros 

Ano 1981 
EatUo Produção POIIlçio AreaCultlv. Produdvld. 

toa ha. TOIW'ha 
Sto Paulo 495.600 I 29.440 16,83 
MiDUGeraia 492.729 2 33.470 14,72 
Paraná 459.375 3 39.146 11,73 
Brasil 1.912.169 -- 170.982 11,18 

Ano 1982 
PataDá 598.533 I 50.460 11,86 
Sto Paulo 573.315 2 31.944 17,94 
MiDUGaais 546.818 3 32.248 16,95 
Brasil 2.154.775 - 182.504 11,81 

Ano 1983 
sao Paulo 528.900 I 31.060 17,02 
MiDUGaais 462.072 2 27.487 16,81 
Parmá 422.870 3 45.004 9,39 
Brasil 1.818.004 -- 167.878 10,82 

Ano 1984 
Minas Gorai& 596.360 I 33.128 18,00 
sao Paulo 545.229 2 29.454 18,51 
Parmá 509.673 3 40.929 12,45 
Brasil 2. 172.055 -- 172.465 12,59 



l..t. 

O quadro 2 nos mostra os principais produtores nacicmais de 
batata durante o período entre 1981 a 1984. c suas respectivas 
posições no cenário nacicmal. Ocupando MG wna posição de 
destaque nesse período. 

MATERIAL E MÉTODOS 

No estudo particular desse trabalho, a análise energética foi 
aplicada a dois cenários tfpicos do Sul de Minas, especificamente 
em ltajubá: a phmtaçio de batata usando recursos técnicos de 
irrigação c, a mesma cultura usando tão somente a disponibilidade 
hídrica das chuvas. O processo de análise energética não leva cm 
conta a energia embutida no trabalho hwnano propriamente dito 
por diversas razões: 

- deveria ser avaliada a alimentação de cada trabalhador bem 
como as variações alimc:ntarcs de cada contexto; 

- deveriam ser considc:rados os acessórios utilizados por cada 
trabalhador cm suas tarefas inclusive as preferências particulares 
decadawn; 

- tc:r-se-ia de avaliar o total de energia dcspc:ndida pelo grupo 
social como clcmc:nto de suporte do trabalhador, incluída 
principalmc:nte sua família. 

Além disso não se incluem no estudo vários índices adotados 
cm análises similares feitas nos Estados Unidos por outras razões: 

- não se considerou o conteúdo energético do maquinário 
disponível na bibliografia dada por Pimentel (1980) devido aos 
riscos de imprecisão acentuada, conforme as ressalvas feitas pelo 
próprio autor, 

- certos combustíveis fósseis foram deixados de lado ( gasolina 
, GLP, gás natural, etc. ) por não serem usados nos cenários 
estudados aqui; 

- não se considerou a energia envolvida no transporte dos 
produtos até os centros consumidores pelo fato de haver larga 
variabilidade de destinos, c, porque os índices disponíveis são 
úpicos de países mais desenvolvidos com malha viária de 
distribuição adequadas c definidas. 

DESCRICÃO DOS CENÁRIOS 

Conforme a realidade agrícola da região determinaram-se os 
cenários dcsaitos abaixo: 

-Cenário 1: 

- plantio de batata com uso de irrigação e mecanização 
agricol~ 

- época do ano: "inverno"; 
- pcriodo: abriVjwtho; 
- região: ltajubá c circunvizinhanças. 

·Cenário 2: 

- plantio de batata sem o uso de irrigação, aproveitamento 
da disponibilidade das chuvas e uso de tração animal; 

- época do ano: "águas"; 
- período: setembro/novembro; 
- região: ltajubá e adjacências. 
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DETERMINAÇÃO DA DEMANDA DE INSUMOS 

Para levantamento dos dados relativos a cada cenário contou-se 
com a colaboração do escritório local da EMA TER Feitos esses 
levantamentos rocom:u-sc ao comércio local, para se levantar as 
composições típicas dos insd.icidas utilizados. Assim, wn 
conjWlto significativo de informações foi obtido c pode--se passar à 
tabulação dos conteúdos energéticos de cada cenário. Estes dados 
foram rcswrudos nos quadros A l c A1 de inswnos que são 
apresentados a seguir: 

Quadro Al - Quadro de inswnos, tenário 1 

A.l Quadro de lnaWDOII Área de Referôocia: I ba. 
-

CENÁRIO: 1 Caracteristicas: c:om lrrigaçio 
ProduçAo Bruta: 24 .000 kg. 

Cultura: BATATA 
Unidade: 400 S8ll08 de 60 kg. 

I • C0111111110 Combustfvel 2 • Demanda de Mio de Obra 

I Trator: -~aol: 
- Open!çAo: M. O. Motorizada 6 h. 

AraçAo 3 h. 1:8:1 Cultivo 80h. 
Gradagem 2 h. 1:8:1 Plantio 240 h. 
Sulcaçao I h. 1:8:1 Trat. Pulv. 160 h 
TOI'AL: 6 h. 1:8:1Colbeitas 480 h. 

• Coos. Horário: 2 I. -~n· 
- Coos.TOI'AL: 12 I. Abertura de sulco o Adubaçao 

3- Demanda de Traçio O Semeio 
Animal 

-Openç!o: 0 Fech. de sulco 
AraçAo -- O Tratos cultiv. 
Gradagem - o Colheita 
Limpeza - TOTAL: 966h. 

TOTAL: - h. 
5- ento de ll'l'tt.ldo 

4 - Semeare. Vol.Total (V 
1 

): 7360 m 
3 

- Qwmt. de Caixas: 80 und. ReDd. da Bomba (17t,): 0,58 

- Peso Unitário: 30kg. Alt. Man. (H,_): 65,0 m. 

-Peso TarAL: 2400 lq~. •cons. de Óleo : 711,8 I. 
6 -Adubo. 
Item QUWltidadc/Hectaro ~ição 
Adubos(N:P . K) JOOOkg. 4: 16 : 8 
Calcário 2000kg. 
Cobertura 500 k'2. 20% N 
7 • Defaulvoa 

Nome Quantidade ComposiçAo Total 
Aplicada Ouimica 

DithameM45 20.0 kg. 800 g.Jkg. 16,0 kg. 
Brestam 5,0 kg. 200 g.Jkg. 1,0 kg. 
Ridomil 2,5 kg. 480g.lkg. 1,2 kg. 
Difolatam 4F 5,0 litros 500g.lkg. 2,5 kg. 
TII1IIIIIUD 3,0 litros 600g.lkg. 1,8 kg. 
Thiobel 5,0 h . 50% 2.5 kg. 

Total Geral: 25,00kg. 

O cálculo feito para o consumo de óleo para irrigação é dado 
pela equação seguinte: 

• Coasumo de Óleo p..-a lrrigaçio = 0.233 x V 1 x H"""' / 270 x TJ b ( I ) 



Quadro A2 - Quadro de insumos - cenário 2 

A.2 Qwulro de lruwnoa Arca de Referência: I ha. 
-

CENARIO: 2 Caracteristicas: ICIII il'l'ipção 
Produção Bruta: 15000 kg. 

Cultura: BATATA 
Unidade: 250 sacos de 60 kg. 

I - CCK~~Umo Combuattnl 2 - Demanda de Mio de Obra 
Trator: • Opcraçlo 1: 

-Operaçlo: 0 M O. Motorizada 
Araçao -- O cultivo 
Gradagem -- O Plantio 
Sulcaçao - O Trai. Pulv. 
TOTAL: - h. Oeolheítu 

- Cooa. Horário: - I. - Operaçlo ll: 
-Cooa. TOTAL: - I. 181 Abertura de suloo 70 h. 

181 Adubaçlo 70 h. 
3-Demanda de T~ 181 Semeio 70 h. 
Animal 

-()pcnçlo: 181 F ech. de suloo 70 h. 
AraçAo 16 h. 181 Trat011 cultiv. 360 h. 

Gradagem 8 h. 181 Colheita 360 h. 
Limpeza 240 h. TOTAL: 1000 h. 
TOTAL: 264 h. 

5 - Equip11111mto de lrrl~ 
4-Semarte. Voi.Total(V 1 ): -
- Quant. .de Caixas: 80uod. RCDd. da Bomba ( 1'J b ) : .. .. 
- Peso Unitário: 30kg. Ali. Man. (H,...): -
·Peso TOTAL: 2400 kg. -coos. de Óleo: .. 

6-Adubo. 
Item Quantidade/ ha Composiçlo 

Adubos(N : P : K) 3000kg. 4 : 16 : 9 
Calcário 2000kg. 

Cobertura 500b. 2~. N 
7 - Defemlvoa 

Nome Quantidade Composiçlo Total 
Aplicada Qulmica 

DithameM45 20,0 kg. 800 g.lkg. 16,0 kg. 
Brcstam 5,0 kg. 200g.lkg. 1,0 kg. 
Ridomil 2,5 kg. 480 g.Jkg. 1,2 kg. 
Difolatam 4F 5,0 litros 500g.lkg. 2,5 kg. 
Tamaroo 3,0 litros 600 g.lkg. 1,8 kg. 
Thiobel -- --- -

Total GeraJ: 22.50 kg. 

ÍNDICES TÉCNICOS UTILIZADOS 

Para a concepção da análise energética foram adotados os 
seguintes índices técnicos: 

Quadro 3- fndiccs técnicos 

Nitrogênio 
ADUBOS: Fósforo 

Potássio 
COMBUSTÍVEL: óleo diesel 
CALCÁRIO 
INSETICIDAS 
BATATA PRODUZIDA 

50.241.6 kJikg 
12.560,4 kJikg 
6.698,9 kJikg 

147.788,1 kJikg 
1.320.7 kJikg 

363.874,8 li:Jikg 
3.851,9 kJikg 

(conteúdo energético) 

São valores médios normalmente utilizados segundo Pimcntel 
(1980), sendo que o indicador do conteúdo energético da batata 
descrito é típico de São Paulo e dado por Grawer & Godoy ( 1967), 
que difere razoavelmente do valor dado por Pimentel ( 1980). 
Essa desvio deve ser levado em conta para estudos comparativos. 
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ANÁLISE ENERGÉTICA 

Uma vez tabelados os insumos requeridos em cada cenário, é 
feita sua transformação em valores energéticos ou equivalentes 
energéticos através dos índices técnicos mostrados no quadro 3. 
Com isso pode-se avaliar o gasto energético em cada caso, 
verificar quais os fatores que mais afctam este consumo, cotejar 
ccoários entre si e traçar, se necessário, linhas dC ~ão visando 
modificar esses quadros de tal forma que se verifique wna 
melhoria na qualidade e produtividade do sistema como um todo. 
A seguir apresentam-se os quadros 4 c 5 referentes ao cenário 1 e 
2 respectivamente, afim de se demonstrar o perfil de cada um 
deles. 

Quadro 4 - Entradas e saldas energéticas por 1 ha de cultivo. 
Cenário 1 (com irrigação) 

ENTRADAS ENERGi:TICAS 
ITEM QUANTJha. k.Jiha. •;. 

MílodeObra 966h. - -
Trator (comb.) 6h.(l2l.) 5,73 X lO' 0,79 

Adubos 3000 kg. 1,36 X 107 18,93 
N(4) 120 kg. 6,03 X 106 8,35 
P(l6) 480kg. 6,03 X 106 8,35 
K(8) 240 kg. 160x 106 2,23 

Irrig~ãoí_comb.) 711,81. 3,40 X 10 47,08 
Calcário: Ca-Mg 2000 kg. 2,64 X 10° 3,66 

Cobertura 500kg. - -
20% N 100 kg. 5,02 X 106 6,% 

Inseticida 25 kg. 9,08 X JQ6 12,58 
Sementes 2400kg. 724xl06 lO 00 

TOTAL: 7,21 x 10 IOOOO 

S DAS ENERG TICAS 
ITEM QUANT Jha. 

Batata rod. 

lndices do Cenário 1 
Produção Total: 24000kg, 
kcal saída I kcal entrada: 1,28 
kcal saída I horas trabalhadas: 95698 kcallh 
kcal entrada I kg batata produzida: 3009 kJ/kg 

Quadro 5 - Entradas e saídas energéticas por I ha. de cultivo 
Cenário 2 (sem irrig!Ção) 

ENTRADAS ENERGETICAS 
ITEM QUANTJha. k.Jiha. •;. 

Mão de Obra 1264h. - -
Trator (comb.) -- - -

Adubos 3000kg. 1,36 X 107 38,87 
N(4) 120 kg. 6,03 X 106 17,15 
P(I6) 480kg. 6,03 X 106 17,15 
K(8) 240 kg. I 60 X 106 4 57 

Irrigação (comb. ) - - -
Calcário: Ca-Mg 2000 kg. 2,64 X 10° 7,52 

Cobertura 500 kg. - --
20% N 100 kg. 5,02 X 106 14,30 

Inseticida 22.5 kg. 8,21 X 106 23,35 
Sementes 2~00 kg. 5,61 X 106 15.96 

TOTAL: 3,51 X IQ 100,00 

SAlDAS ENERGETICAS 
ITEM QUANTJ Valor TOTAL SAlDA 

h a. Ene!'2étito 
Batata _ll_rod. 15.000 kg. 3. 851,9 kJ/kg. 5, 78x 10 7 kJ/ha 
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lndices do Cenário l 
Produção Total: 15.000 kg. 
kcal saída I Kcal entrada: I 64 
kcal saída I horas trabalhadas: 45.711 .5 kcal/h 
k.cal entradli/Kg batata produzida: 2341 ,8 kJ/kg. 

ANÁLISE ECONÓMICA 

Um importante fator no gcrcnciamento de práticas c usos 
agricolas, viabilizando wna maior qualidade c produtividade cm 
cultivos é a analise cconômica. Através da metodologia energética 
cm estudo, nos é possível transformar equivalentes energéticos em 
equivalentes ccooômicos, possibilitando uma visão mais geral do 
contexto. Tal transformaçao é possível de ser realizada, devido a 
relaç&> cxistcntc entre TIOOl Equivalente de Petróleo ( TEP ) c kJ, 
onde: 
1 TEP = 4,512 X 107 kJ = US 100 (Bal. Encrg. Nacional, 1995) 

A seguir os quadros 6 e 7 nos mostram a equivalência entre 
TEP c kl, baseados nos quadros 4 c 5 respectivamente, mostrados 
anteriormente. 

Quadro 6 - Estudo econômico das entradas e saídas energéticas 
por 1 ha. de cultivo. 

Ceairio 1 (com irrigaçlo) 

ENTRADAS ENERGÉTICAS 
ITEM kJ/hL TEP •t. uss 

M&>deObra - -- - -
Tratar ( comb.) 5,73 x1 o' 0,013 0,68 1,3 

Adubos 1,36 X 10 0,302 15,90 30,2 
N(4) 6,03 X 106 0,133 7,00 13,3 
P(16) 6,03 X 106 0,133 7,00 13,3 
K(8) 160x 106 0,036 l 89 3,6 

hrigi.9Ao (IXDlb) 340xl07 0,752 39,60 15,2 
Calcário:Ca-Mg 2.64x 10° 0,058 3,05 5,8 

Cobertura - - - -
20",4 N 5,02 X 106 0,111 5,85 li ,I 

Inseticida 9,08 X 106 0,201 10,58 20,1 
Sementes 7 24 X )06 0,160 8,43 16,0 

Total 7,21xl0 1,899 100 189,9 
SAlDAS ENERGETICAS 

ITEM I Valor Energético J TEP .I uss 
Batata produzida I 3851.9 kl/kg. I 2.04 I 204.4 

Quadro 7 - Estudo econômico das entradas e saídas energéticas 
por 1 ha. de cultivo. 

Ceairio l (sem irrigaçlo) 

ENTRADAS ENERGETICAS 
ITEM kcallhL TEP 0/o uss 

M&>dcObra - .. -- --
Trator (comb.) - -- - .. 

Adubos 1,36 X 10 0,302 28,01 30,2 
N(4) 6,03 X 106 0,133 12,34 13,3 
P(l6) 6,03 X 106 0,133 12,34 13,3 
K(8) 1,60 X 106 0,036 3,34 36 

Irrigação (comb. ) -- -- -- -
Calcário: Ca-Mg 2,64 X 10° 0,058 5.38 5.8 

Cobertura - -- -- --
20% N 5,02 X JQ6 O, III 10,30 11.1 

lnseticida 8,21 X 106 0,181 16,79 18,1 
Sementes 5,61xl06 0,124 11,.50 12,4 

, _Total 3,51 X 10 1,078 100,00 107,8 
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SAlDAS ENERGETICAS 
ITEM I Valor Enerv;ético I TEP I uss 

Batata produzida I 3.851,9 kJ/kg. I 1.28 I 128 

DISCUSSÃO DOS RESULTADOS: 

Enfoque energético 

A análise energética permite que se faça uma comparação entre 
os cenários envolvidos. Permite também que, ao se visualizar o 
percentual de cada entrada energética no sistema, se avaliem ar,.ões 
possíveis no sentido de minimizar tais gastos melhorando a 
produtividade c qualidade do sistema. Os comentários a seguir sao 
pertinentes aos resultados obtidos, procurando demonstrar as 
afirmações aritc:riores, bem como as possibilidades inauguradas 
pela análise energética de ser uma imporWlte ferramenta na 
otimização da produçao agricola: 

• verificando-se os índices dos cenários I c 2 nota-se que o 
cenário I é mais intensivo enc:rgéticamente por kg. de batata 
produzido, isto é, 3009,3 contra 2341 ,8 kJ/kg., ou seja 1,29 
vezes maior (quadro 4 e 5); 

- a relação produção/insumo energético do cenário 1 é menor 
do que sua correspondente no cenário 2: 1,28 contra 1,64. A 
produtividade agrícola do cenário 1 é maior, 24000 kg.lha contra 
15000 kg.lha., ou seja, 1,6 vezes mais elevada, mas, às custas de 
um gasto energético específico 1,28 vezes maior. Tudo parece 
indicar que nesse caso o cenário I é mais indicado que o cenário 2, 
tendo em vista considerações energéticas. Equivalentes 
econômicos seriam úteis para melhor precisão de tais relações; 

- o cenário I é fortemente penalizado pelos gastos com 
combustível para irrigação 47,08% ( quadro 4 ). Isso indica um 
candidato potencial a um estudo mais detido. O consumo de 
combustível é funçao das condições de operação da bomba 
utilizada ( 1J b ) e da altura manométrica dada. A bomba típica 
utilizada nesse cenário apresenta., sob condições dadas, wna 
eficiência de 0,58. A altura manométrica típica média é de 65 
uictros sendo funç&> da topografia do terreno c do sistema de 
irrigação empregado ( irrigação por aspersão. no caso ). Um 
processo de racionalização do sistema de irrigação pode melhorar 
acentuadamente esse consumo, o mesmo valendo para estudos 
sobre a possibilidade de utilização de outras bombas tendo cm 
vista wna dada configuraç&> do sistema c a topografia envolvida. 
Nos Estados Unidos a eficiência média de bombeamento é de 
O, 70, segundo Pimcntel ( 1980). Admita-se uma melhora do 
sistema de irrigação que resulte cm uma altura manométrica da 
ordem de 55 metros. Nesse caso, o consumo de óleo seria de 
602,29 litros ( reduç&> de 15% ) mantidos os demais parâmetros 
( é de supor que a bomba comportar-sc-ia de forma distinta sob a 
nova condição c, é obvio que a mudança seria favorável apenas se 
'I 11 permanecesse constante ou awnentasse ); 

- relações de adubação são dificeis de se alterar 
substancialmente ainda que 1.41 possibilidade exista A esse 
respeito Pimentel ( 1980) apresenta um estudo interessante sobre 
milho. Essas considerações são válidas para os cenários desse 
estudo no que diz respeito à possibilidade de se avaliar efeitos de 
alterações sobre os resultados da cultura Nota-se que ambos 
utilizam as mesmas quantidades de adubos c que o cenário 2 é o 
mais penalizado deles com 38.87%. (quadro 4 t 

-os inseticidas penalizam acentuadamente o cenário 2 e poder
se-ia agir nesse caso, via racionalização do seu 



uso. Novamente com cuidados de se verificar até que nível essas 
açõcs afetariam a produtividade e. a qualidade final do produto; 

- comparando-se os resultados determinados para ltajubá com 
aqueles obtidos em quatro estados americanos segundo Pimentel 
( 1980), conforme quadro a seguir, podem ser tiradas conclusões 
interessantes: 

Quadro 8 - Comparação de resultados 

Cenário Consumo Cons. Produtivid. Mio de 

Específico Combust (kg.Jha.) Obra 

( k.Jikg.) (kJ~) (horu) 

ltajubé- I 3.009,3 1.398,6 24.000 966 
ltajubé- 2 2.341,8 - 15.000 1.264 
~ 1.565,7 548,5 36.736 62 
•Mame 1.783,5 515,3 23.689 • 89 
•Idabo 3.081.3 1.204,3 26.720 62 
•N. Yodc 1.876.8 531.,2 34.469 35 . . 

• Utilizam enetgUl elétnca oomo paroela das entradas energéllcas. 

Aparentemente a menor intensidade energética da lavoura 
americana de batata pode ser explicada basicamente pelo alto 
emprego de sistemas de irrigação otimizados, inclusive com o uso 
de energill elétrica, com eficiência maiores. Provavelmente a 
topografia dos estados citados também afeta favoravelmente o 
consumo na irrigação. Outro fator que contribui para elevar o 
consumo energético no contexto do Sul de Minas é a maior 
aplicação de adubo fosforoso e calcário, uma imposição das 
caracter:isticas do solo. 

. - Resultados para a cultura da batata de São Paulo são 
apresentados por Castanho Filho & Chabariberi ( 1982), obtendo
se para o consumo energético total 5,99 x 107 kJ/ha. e para a 
relaçlo produção/insumo, 1,06. lnfelinnente os dados um pouco 
desagregados não permitem grandes inferências mas, sua 
comparação com índices análogos do presente estudo mostra que a 
rdaçio entre eles é constante significando que os procedimentos 
culturais em São Paulo e Minas Gerais. embora com resultados 
agrícolas distintos, possuem componentes energéticos 
semelhantes. 

- Apesar de não ter sido considerado a mão de obra no modelo 
estudado, pelos motivos já explicitados anteriormente, a relaçao 
entre energia de saída com as horas trabalhadas do cenário I é 
duas vezes maior que no cenário 2 , comprovando aí a sua maior 
intensidade energética. 

Enfogue econômico 

Do ponto de vista da análise econômica (quadro 6 e 7), há de se 
destacar um maior consumo de capital no cenário I, como era de 
se esperar, entretanto, há a compensação de uma maior 
produtividade. Mas, o mais relevante, é a possibilidade de 
determinar o peso relativo de cada item nos contextos analisados. 
Assim, no cenário I, existem fortes candidatos a medidas de 
racionalização, como por exemplo: adubos (peso de 15,90% ), a 
irrigação ( 39,60 % ), inset:icidas ( 10,58 % ). Obviamente, as 
ações tomadas nesses casos devem ser efetuadas sem prejuízos na 
qualidade e produtividade do contexto. Observa-se uma 
participação elevada do item irrigação. no cenário I e. 
afc:rnmadamente é ai que residem as melhores possibilidades de 
atuação, seja no rearranjo do traçado das tubulações, otimização 
de bombas, métodos de irrigação, etc. No cenário 2, observamos 
uma maior participação de adubos ( 28,01 % ) e inseticidas 
( 16,79 % ), onde as ações de otimização são mais delicadas pois, 
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eventuais descuidos nessas áreas, podem comprometer a qualidade 
e produtividade no cultivo. 

É possível também. notar que apesar do maior valor económico 
agregado no cenário 2, a diferença não é significativa, 
considerando-se que há um ganho de produtividade, de quase 60 % 
a favor do cenário I . 

Uma análise econômica completa, a fim de se cstabclc:ccr 
preços de custeio, deve nccessaria.matte conta todos os danais 
custos da produção, tais como: mão-de-<>bra, aquisiç!o de 
sementes, defensivos e adubos. É um passo adicional na análise 
cnergo-econômica mostrada c, um subproduto refinado da 
metodologia aqui apresentada, permitindo um maior e melhor 
controle dos custos de produção e, o estabelecimento de um preço 
final mais adequado. 

CONCLUSÃO 

A finalidade de se aproscntar a análise energética c de se 
desenvolver o c:stlldo apresentado é fornecer subsídios adequados 
para ações típicas de campo, visando melhoria dos padrões de 
utilização energética na agricultura do país. Com isso inaugura-se 
a possibilidade de se manipular eventos, visando melhorias na 
qualidade e produtividade de cultivos agricolas. O que se deve 
notar é que a metodologia é uma ferramenta extremamente 
poderosa nesse sentido, pois identifica com clareza práticas 
inadequadas, inseticidas e adubos mal utilindos c, o mais 
importante é que aponta os diversos eventos com os respectivos 
pcn:cntuais de participação energética no cultivo. Sendo assim, a 
metodologia energética passa a ser um importantíssimo meio de 
controle e avaliação de práticas e usos agricolas, fornecendo uma 
base sólida de sustentação para ações de engenharia envolvidas na 
busca de melhoria de qualidade e produtividade de cultivos 
agricolas. Além do mais, deve-se notar que a transformação dos 
equivalentes energéticos em equivalentes econômicos, baseada 
numa relaç :"~ conhecida e já testada ( TEP ), permite uma melhor 
administração e controle das culturas em nível financeiro. Com 
resultado tem-se uma visão melhorada dos custos das culturas 
envolvidas e, do preço final do produto para a venda, o que 
constitui sem dúvida um passo adicional a favor do controle e 
administração das culturas. 

BIBLIOGRAFIA 

GRAWER, E.A.; GOOOY JR.C. ; 1967; "Culturas da Fazenda 
Brasileira"; Ed Melhoramentos; 4 edição; São Paulo. 

FUNDAÇÃO IBGE; 1985. " Anuário Estatístico do Brasil -
1984 "; Secretaria do Planejamento da Presidência da República; 
Fwtdação IBGE; V.45; Rio de Janeiro. 

PIMENTEL, D., 1980, " Handbook of Energy Utilization in 
Agriculture ''; CRC Press; Florida; USA. 

EMATERIEMBRAPA; 1977," Sistemas de Produção para a 
cultura da Batata "; Cambuquira; Minas Gerais; 
EMATERIEMBRAPA,; Boletim número 100. 

CASTANHO FILHO,E.P.; CHABARIBERlD.; 1984," Perfil 
Energético da Agricultura Paulista "; Instituto de, Economia 
Agricola: São Paulo. 

Brasil, Minístério de Minas e energia, 1995,Balanço 
Energético Nacional, , Brasília. p p 141 . 



ABSTRACT 

It was developed, in the present paper, an energetic model 
methodology for agricutural cultivations. It consist on generalized 
ttansfonnation of imput and output in enegetic equivalents that. 
!ater can be tumed into economic equivalents. The methodology 
was applied in two typical agricultura! site, showing how it can be 
useful in the management of such cultivations. This model is a 
powerful auxiliary too! in the quality control and agricultural 
cultivation productivity. Once the energetical mapping out has 
bccn made it allow us to achieve the verification and assessment of 
cultivation techniques, use of defensives and fcrtilizers, irrigation 
systems. bringing the engineering techniques to country and.. 
allowing to improve, to modify and to experience new techniques, 
fertilizcrs, denfensives and irrigation systems arrangements. 
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RESUMO 

Neste trabalho são avaliadas três configurações de sistemas de cogeração em usinas de açúcar, visando a 
produção de excedentes de energia elérrica passíveis de comercialização. Foi estudada a influência dos 
parâmetros do vapor, da eficiência das caldeiras e, para as configutações de melhor desempenho, a 
dependência da geração de eletricidade em função da demanda de vapor de processo. Foi efetuada uma 
análise exergérica das alternativas mais significativas e, finalmenre, uma avaliação económica das 
configurações que se apresentaram como mais promissoras. 

INTRODUÇÃO 

A cogeração constitui atualmente uma tecnologia bem 
conhecida e difundida em muitos setores industriais, encontrando 
também grande aplicabilidade no setor terciário. O setor 
açucareiro, bem como o setor da indústria de papel e celulose, da 
indústria qúimica e outros. apresentam grande atratividade para a 
implementação da cogeração, dado o grande volume de vapor 
requerido pelos seus respectivos processos de produção. O setor 
açucareiro apresenta a grande vantagem da disponibilidade do 
bagaço de cana como combustível para a geração de vapor, 
possibilitando a geração de energia elétrica a custos competitivos, 
em relação à produção baseada em derivados de petróleo (Azor, 
1991 ). O setor açucareiro cubano conta com 158 usinas, sendo 
que 146 (92,4%) utilizam a cogeração, estando interligadas ao 
sistema elétrico nacional 83 usinas (56,8%), demonstrando a 
importância da cogeração nesse setor (Sieckza, 1992). 

O dimensionamento da cogeração em qualquer indústria 
depende diretamente do consumo de vapor do processo, de seus 
parâmetros tecnológicos e da disponibilidade e custo do 
combustível (Bouvet, 1992). O objetivo deste trabalho é avaliar 
diferentes esquemas para o sistema de cogeração em indústrias 
açucareiras, visando o aumento da produção de energia elétrica, 
para o atendimento da demanda própria da usina e para 
comercialização (Barreda dei Campo, 1995). 

Para a análise das diferentes alternativas foi desenvolvido um 
programa computacional para a modelagem dos diversos casos 
estudados, composto por subrotinas correspondentes aos diversos 
tipos de componentes. As propriedades termodinâmicas da água 
foram determinadas a partir de subrotinas elaboradas 
anteriormente (Llagostera, 1994) com base nas correlações de 
Keenan et al. (1978). 

ANÁLISE TERMODINÂMICA 

Variantes Analisadas. Para a escolha das configurações a serem 
analisadas visando a obtenção de excedentes de energia elétrica, 
o estudo foi baseado no parâmetros de uma usina cubana cujas 
características, em termos de capacidade de moagem e potência 
instalada, a tornam interessance como um referencial de 
comparação. O esquema térmico correspondente a essa usina é o 
designado como variante I, sendo as outras duas variantes 
definidas com base na literatura e em trabalhos realizados com 
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objetivos similares. Desse modo, foram estudados três esquemas 
térmicos, caracterizados a seguir: 

- variante I: usina de referência, correspondente à Figura I; 
- variante 2: todo o vapor do sistema é gerado a uma só 

pressão (alta pressão), apresentada na Figura 2; 
- variante 3: apenas o vapor que é utilizado para produzir 

energia elétrica adicional é gerado a alta pressão, o restante do 
vapor é gerado em caldeiras de média pressão existentes 
anteriormente, esquematizada na Figura 3. 

Como pode ser observado por meio das figuras citadas a 
diferença básica entre a variante um e três é a presença nesta 
última do turbogerador dois (TG 2), aumentando a capacidade de 
geração de energia elétrica. Na variante dois , diferentemente do 
verificado nas variantes um e três, todo o vapor utilizado na usina 
é gerado em caldeiras de alta pressão e de eficiência superior. A 
variante 2 apresenta também um turbogerador adicional em 
relação à variante I . Em todas as variantes, a jusante do ponto de 
alimentação das moendas é mantida a mesma estrutura de 
parâmetros de processo. Nessas figuras "FONT' e "SORV" 
representam reposição ou perda de água, respectivamente, 
enquanto "SRB" inclui as bombas e o desaerador. 

Figura I -Fluxograma simplificado da variante I. 



... 

Figura 2 - Fluxograma simplificado da variante 2. 

Para a realização das diferentes avaliações foi necessário fixar 
diversos parâmetros de operação, mantidos ao longo do trabalho. 
Esses valores foram obtidos a partir de dados reais de operação 
de usina, ou estabelecidos com base na literatura, incluindo dados 
do IPT (1990) e da COPERSUCAR(l991). 

Para a análise comparativa foram consideradas cinco 
condições de pressão e temperatura, definindo-se as 
configurações relacionadas na Tabela 2, a partir das variantes 
citadas. A configuração denominada "Padrão" é a mais difundida 
na indústria açucareira cubana. A configuração "Atual" 
corresponde aos parâmetros da usina escolhida como referência e 
ponto de partida do estudo. Para a variante I foram consideradas 
três condições para o vapor gerado nas caldeiras "CA". Para as 
variantes 2 e 3, no turbogerador 2, considerou-se duas 
possibilidades: expansão do vapor de 6,2 MPa até 2,8 MPa e de 
8,0 MPa até 2,8 MPa, considerando no restante do esquema os 
níveis de pressão do esquema inicial. 

Influência dos parâmetros do vapor na geracão de excedentes de 
eletricidade. Para esta avaliação foi definido o consumo de vapor 
de processo de 500 kg de vapor para cada tonelada de cana 
processada, valor representativo deste tipo de usina, além das 
condições anteriormente fixadas. 

Tabela I - Parâmetros de operação 

Capacidade de moagem da usina (t/h) 
Fluxo máximo de vapor no turbogerador I (t/h) 
Fluxo de escape das turbomoendas (kg/s) 
Retorno de condensado do processo(%) 
Condições do vapor de processo (°C), (MPa) 
Eficiência das caldeiras de alta pressão (%) 
Eficiência das caldeiras de baixa pressão (%) 
Eficiência global do turbogerador (%) 
Eficiência das turbomoendas (%) 
Pressão de entrada das turbomoendas PI (MPa) 
Pressão na saída das turbomoendas P2 (MPa) 
Temperatura- entrada das turbomendas TI (°C) 
Tem.E.eratura na saída das turbomoendas T2 (0 C) 

383 
113 

20- 21 
95 

130,0.175 
82 
75 

70-72 
50- 55 

1,75 
0,175 
320 
190 
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Figura 3 -Fluxograma simplificado da variante 3. 

As possibilidades de geração de potência elétrica para as 
diversas configurações são apresentadas na Tabela 3, em termos 
da potência obtida em cada nível de pressão e sua totalização. 
Nessa tabela a última coluna apresenta o incremento percentual 
da geração total de potência elétrica de cada uma das 
configurações em relação à denominada "Padrão". 

A possibilidade de geração de potência elétrica aumenta em 
decorrência da elevação dos níveis de pressão e temperatura do 
vapor, o que eleva seu conteúdo exergético. As configurações que 
utilizam mais intensamente o vapor de 8,0 MPa e 485°C, 
apresentam assim maior potencial de produção de energia 
elétrica. 

Destaca-se em têrmos de produção de potência elétrica a 
configuração 5 (variante 2), para a qual é possível um incremento 
na geração de potência de 144% em relação à configuração 
Padrão. Nessa variante todo o vapor gerado nas caldeiras é 
utilizado para o acionamento dos turbogeradores, o que não 
ocorre com as demais, onde uma parte do vapor gerado é 
utilizado diretamente para o acionamento das turbomoendas. 

Influência do aumento da eticiência do gerador de vapor no 
consumo de bagaço. As condições de simulação são as mesmas 
consideradas na avaliação anterior. Inicialmente foi efetuada 
adotando eficiência das caldeiras de alta pressão igual a 82 % e 
para as de média pressão 75 %. 

Tabela 2- Variantes e configurações consideradas 

Variante 

2 
2 
3 
3 

Configuração 

Padrão 
A tua! 

I 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

Pressão Temperatura 
(MPa) (O C) 

1,8 320 
2,8 400 
4,2 390 
6,2 450 
8,0 485 
6,2 450 
8,0 485 
6,2 450 
8,0 485 



Tabela 3 - Produção de potência elétrica 

Config. Pressão Ger. de Potência Pot. El. Increm. 

(MPa) Vapor Elétrica Total Pot. El. 
(t/h) (kW) (kW) (%) 

Padrão 1,82 109,4 8829 8829 

Atual 2.8 109,4 11831 11831 34 

I 4,2 109,4 12891 12891 46 

2 6,2 109,4 15400 15400 74 

3 8,0 109,4 16982 16982 92 

4 6,2 186,3 8234 
2,8 111,78 11407 19641 123 

5 8,0 176,9 10601 
2,8 106,14 10964 21565 144 

6 6,2 132,3 5848 
2,8 76,93 7782 13630 54 

7 8,0 121,5 6795 
2,8 108 10527 17322 96 

Os resultados foram comparados com os obtidos a partir de 
eficiências de 86 % e de 82 % respectivamente. O consumo de 
bagaço obtido para as diversas configurações é apresentado na 
Tabela 4. 

Em todas as configurações, à medida em que aumenta a 
eficiência das caldeiras observa-se uma redução significativa do 
consumo de bagaço, e consequentemente, a elevação dos níveis 
de excedentes. Essas reduções no consumo são mais acentuadas 
nas configurações que apresentam os dois tipos de caldeiras, com 
os respectivos níveis de eficiência, pois o ganho de eficiência 
considerado para as caldeiras de média pressão foi superior ao 
considerado para as caldeiras de alta pressão. 

Análise da variação da produção de eletricidade e do excedente 
de bagaço em função do consumo de vapor de processo. Nesta 
análise, foram consideradas as variantes I e 2 . A primeira porque 
representa o esquema típico de usina, e a segunda por ser a 
variante que proporciona maior aumento na produção de potência 
elétrica. O estudo foi feito para diversos níveis de consumo de 
vapor de processo, considerando estável o consumo de vapor das 
moendas. Para o cálculo do excedente de bagaço considerou-se 
que a produção bruta de bagaço da usina corresponde à 25% em 
massa do total de cana processada pela usina. A Tabela 5 
apresenta os resultados obtidos. 

Ao aumentar o consumo de vapor de processo. aumenta a 
produção de eletricidade, sendo este incremento acentuado na 

Tabela 4 - Consumo de bagaço para diferentes eficiências de 
caldeiras 

Consumo Consumo Redução 
Config. Bagaço (t/h) Bagaço (t/h) Consumo 

Eficiências Eficiências Bagaço 
82 e 75% 86 e 82% (%) 

p 89,0 83,6 6,06 
A 92,4 86,8 6,03 
I 91,3 85,8 6,02 
2 93,7 88,1 5,99 
3 95,0 89,3 6,02 
4 93,4 89,0 4,66 
5 92,5 86,5 6,4 
6 77,3 73,1 5,49 
7 93,1 89,4 3,91 
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Tabela 5 - Produção de Eletricidade e Excedente de Bagaço 

Config. Vapor Proc./ Potência Potência/ Bagaço 
Cana Moída Elétrica C. Moída Exced. 

(kg/t) (kW) (kW/t) (%) 

Padrão 300 2618 6,83 42,15 

400 5526 14,43 24,69 

500 8829 23,05 7,02 
600 11560 30,18 -7,72 

A tua! 300 3680 9,6 41,43 
400 7009 18,30 23,76 
520 11831 30,89 3,52 
600 14942 39,01 -9,72 

300 4089 10,68 41,53 
390 7985 20,85 23,44 
500 12891 33,66 4,64 
600 16968 44,30 -10,96 

2 300 5125 13,38 41,03 
390 9265 24,19 22,56 
500 15400 40,21 2,16 
590 19793 51,68 -12,4 

3 300 5560 14,52 40,82 
400 10081 26,32 21,96 
500 16982 44,34 0,76 
600 21705 56,67 -13,72 

4 300 8226 21,47 40,6 
400 13157 34,35 23,32 
500 19641 51,28 2,48 
600 24177 63,12 -12,12 

5 300 9811 25,62 40,97 
400 15332 40,03 23,6 
500 21565 56,30 3,44 
600 26902 70,24 -li ,68 

medida em que se elevam os parâmetros do vapor. O aumento do 
consumo de vapor de processo eleva a geração de vapor das 
caldeiras, conduzindo à diminuição do excedente de bagaço. 

No caso da variante I o consumo de vapor de processo só 
poderia ser aumentado até a faixa de 520-560 kg de vapor de 
processo/t de cana, dependendo da pressão em que esteja 
trabalhando o esquema, já que aumentos superiores a este valor 
provocam valores negativos de excedente de bagaço, o que 
implicaria na aquisição suplementar de bagaço para produzir esse 
vapor. No caso da variante 2 esta situação acontece a partir de 
consumos superiores 530 kg de vapor de processo/ t de cana . 

Análise exergética. Para realização da mesma foram selecionadas 
três configurações: a "Padrão" como nível de referência, a 
configuração 5 (a de melhor resultado em termos de produção de 
eletricidade) e a configuração 3, cujos parâmetros são os mesmos 
da 5, para comparação. Foi incluído também o consumo de 
potência de bombeamento para cada uma das variantes. A 
eficiência das bombas foi considerada igual a 85 %. O cálculo do 
fluxo de exergia do vapor foi feito através da exergia física 
referida à temperatura de 25°C e pressão de I atm, de acordo com 
o apresentado por Kotas (1985) e Moran & Sciubba (1994). 

h - entalpia específica do vapor: 
s - entropia específica do vapor; 

(I) 
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Tabela 6 - Fluxos de exergia para a configuração "Padrão" 
(1.8 MPa. 320°C) 

Fluxo de exergia (MW) (%) 

Produção total de bagaço (PCS) 250,7 100 
Fluxo de água às caldeiras 2,49 0,99 
Excedente de bagaço 31,8 12,7 
Fluxo de vapor das caldeiras de alta 38,4 15,3 

Perdas nas caldeiras de alta 103,8 41,4 
Fluxo de vapor nas caldeiras de baixa 20,4 8,14 
Perdas nas caldeiras de baixa 59 23,5 
Fluxo de vapor ao turbogerador 31, I 12,4 
Perdas no turbogerador 2,5 0,99 
Potência do turbogerador 8,8 3,51 
Fluxo de vapor à moenda A 9,1 3,63 
Perdas na moenda A 1,2 0,48 
Potência da moenda A 1,8 0,72 
Fluxo de vapor à moenda B 12,1 4,83 
Perdas na moenda B 1,6 0,64 
Potência da moenda B 2,5 0,99 
Fluxo de vapor à turbo-bomba 3,4 1,36 
Perdas na turbo-bomba 0,4 0,16 
Potência da turbo-bomba 0,56 0,22 
Flu-Ko de va~rocesso 34,3 13,7 

h" -entalpia da água para o estado de referência; 
S0 -entropia da água para o estado de referência; 
T., -temperatura da água para o estado de referência. 

No presente estudo, para a comparação percentual da exergia 
do vapor nos diversos pontos do esquema. adotou-se como base 
de cálculo dos percentuais o valor do poder calorífico superior do 
bagaço com 50% de umidade, já que a utilização da exergia 
química do bagaço, calculada com base em procedimentos como 
os apresentados por Szargut et ai. (1988) conduzem a valores 
bastante superiores ao PCS, dificultando comparações de caráter 
aplicado. Os resultados são mostrados nas Tabelas 6, 7 e 8. 

O processo de produção de vapor é responsável pelas maiores 
irreversibilidades, associadas fundamentalmente às grandes 
diferenças de temperaturas entre os gases de combustão e o fluido 
de trabalho, e também em relação ao meio ambiente. A primeira 
diferença pode ser minimizada com a produção de vapor a níveis 
superiores de temperatura e pressão. Assim, por exemplo, 
passando da configuração Padrão à configuração 3, verifica-se 
uma redução das perdas na geração de vapor da ordem de 
2,3MW. O segundo lugar em nível de importância é ocupado 
pelas perdas no processo de produção de potência, onde as 
irreversibilidades estão associadas com a eficiência dos 
equipamentos de conversão. 

Na configuração Padrão, em relação à base de comparação, 
I ,36 % correspondem à potência mecânica, 3,51 % à potência 
elétrica e 13,7 % são envi ados ao processo. Na configuração 3, 
1,71 % correspondem à potência mecânica, 6,5 % à potência 
elétrica e 13 ,5 % são enviados ao processo. No caso da 
configuração 5, I, 71 % correspondem à potência mecânica, 8, I % 
à potência elétrica e 13,4 % são enviados ao processo. Esses 
valores evidenciam também a maior produção de potência 
elétrica na variante I em relação à variante 2. 

ANÁLISE ECONÔMICA. 

Para uma avaliação econômica, foram escolhidas as 
configurações ("Atual" e 3) da variante I; a configuração 5 da 
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Tabela 7 - Fluxos de exergia para a configuração 3 
(8 MPa , 485°C) 

Fluxo de exergia (MW) (%) 

Produção total de bagaço (PCS) 250,7 100 
Fluxo de água às caldeiras 2,6 1,04 
Excedente de bagaço 23,1 9,21 
Fluxo de vapor das caldeiras de alta 49,4 19,7 
Perdas nas caldeiras de alta 101 ,5 40,5 
Fluxo de vapor nas caldeiras de baixa 20,4 8,14 
Perdas nas caldeiras de baixa 59 23,5 
Fluxo de vapor ao turbogerador 40 15,9 
Perdas no turbogerador 4,6 1,83 
Potência do turbogerador 16,3 6,5 
Fluxo de vapor à moenda A 8,9 3,55 
Perdas na moenda A 1,2 0.48 
Potência da moenda A 1,8 0,72 
Fluxo de vapor à mo~nda B 11 ,8 4,71 
Perdas na moenda B I ,5 0,59 
Potência da moenda B 2,5 0,99 
Fluxo de vapor à turbo-bomba 3,3 1,31 
Perdas na turbo-bomba 0,3 0, 12 
Potência da turbo-bomba 0,5 0,19 
Fluxo de va~rocesso 33,9 13,5 

variante 2; e a configuração 7 da variante 3. As duas últimas são 
as de melhores resultados em termos de geração de eletricidade. 

Na variante I, foi escolhida a configuração 3 por apresentar 
os mesmos parâmetros que a 5 e 7, e também a Atual , como uma 
referência para comparação. 

Foram obtidas informações sobre os custos dos equipamentos 
básicos para a implementação de cada uma das variantes. As 
principais fontes consultadas foram a empresa DEDINI , o 
relatório COPERS UCAR (1991) sobre geração de energia 
eiét::~a em usinas e destilarias, e o trabalho de Walter ( 1994). 

A Tabela 9 apresenta os custos do investimento total 
necessário para cada uma das configurações analisadas. 

Tabela 8 - Fluxos de exergia para a configuração 5 
(8 MPa, 485°C) 

Fluxo de exergia (MW) (%) 
Produção total de bagaço (PCS) 250,8 100 
Fluxo de água às caldeiras 2,8 1,12 
Excedente de bagaço 25,2 10,05 
Fluxo de vapor de 8 MPa 74,1 29,5 
Perdas nas caldeiras 154,3 61,5 
Fluxo de vapor ao turbogerador 2 66,7 26,6 
Perdas no turbogerador 2 2,02 0,8 
Potência do turbo gerador 2 lO, I 4,03 
Fluxo de vapor ao turbogerador I 31,8 12,7 
Perdas no turbogerador I 2,9 1.16 
Potência do turbogerador I 10,2 4,06 
Fluxo de vapor ao dosador I 19.4 7,73 
Fluxo de vapor à moenda A 9,1 3.63 
Fluxo de vapor à moenda B 12,1 4,82 
Perdas na moenda A 1,2 0.48 
Potência da moenda A 1,8 0,71 
Perdas na moenda B I ,5 0,59 
Potência da moenda B 2,5 0,99 
Fluxo de vapor à turbo-bomba 3,4 I ,35 
Perdas na turbo-bomba 0,3 0,12 
Potência da turbo-bomba 0,5 0,19 
Fluxo de va~rocesso 33,7 13,43 



Tabela 9 - Investimento total 

Variante 

I 
2 
3 

Configuração 

Padrão 
A tua! 

3 
5 
7 

Investimento 
(106US$) 

8,923 
9,998 

20,414 
25 ,158 
22,353 

A análise foi feita mediante uma comparação dos 
investimentos diferenciais em relação à configuração Padrão, e 
dos correspondentes diferenciais em termos de produção de 
potência elétrica e geração de excedentes de bagaço. Desta forma 
o enfoque é dirigido a uma relação direta entre diferenças 
relativas aos investimentos e diferenças na produção de 
eletricidade e bagaço. A Tabela I O mostra alguns resultados desta 
comparação. 

Os valores apresentados correspondem ao resultado da 
subtração dos valores correspondentes à configuração Padrão dos 
valores respectivos de cada uma das configurações. Os valores 
com sinal negativo no diferencial de excedente de bagaço de 
algumas configurações indicam que as mesmas apresentam 
menores excedentes de bagaço do que a configuração Padrão. 

Na Tabela II é apresentado o diferencial específico obtido 
em relação à configuração Padrão em termos de potência elétrica 
produzida por tonelada de cana processada. Na mesma tabela é 
apresentado o diferencial de investimento em relação à 
configuração Padrão dividido pelo diferencial de potência obt 'do 
em relação à configuração Padrão. 

Observa-se que a configuração 5 apesar de ser a que 
apresenta maior produção de energia elétrica, tem uma r::!lação 
entre os diferenciais de investimento e de potência menor que as 
configurações 3 e 7. A configuração A tua! apresenta o menor 
valor para essa relação já que exige menor investimento por 
operar a uma pressão inferior. 

A fim de comparar as alternativas em termos do tempo de 
retorno dos diferenciais de investimento, foi necessário 
estabelecer valores de referência para o bagaço e para a energia 
elétrica excedente passível de comercialização. O valor do bagaço 
foi fixado em 4,86 US$/t, valor estabelecido em Cuba. O valor da 
energia elétrica foi estabelecida com base nas tari .as horárias 
vigentes em Cuba: 28 US$/MWh das 6 às 18 horas; 84,2 
US$/MWh das 18 às 22h, e 15 US$/MWh. Os custos anuais de 
manutenção e de operação foram adotados como sendo 2,3% do 
investimento total. O consumo próprio de energia elétrica da 
usina foi fixado em 12 kWh por tonelada de cana processada 
(CPFL, 1987). Considerou-se uma duração de safra igual a !50 
dias, que é o valor típico em Cuba. A Tabela 12 mostra os 
resultados, obtidos com base nos diferenciais em relação à 
configuração Padrão 

Tabela I O - Comparação das configurações em relação à 
configuração Padrão (valores globais) 

Configuração Diferencial de Diferencial Diferencial 
investimento de potência de excedente 
(I 06 US$) elétrica de bagaço 

(kW) (t/h) 
A tua! +1,075 +1483 -0,87 

Conf.3 (varl) +11,820 +4555 -2,6 
Conf.5 ( var2) +18,749 +9806 -I ,52 
Conf.7 (var3) +13 ,430 +4508 +2,85 
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Tabela li - Comparação das configurações em relação à 
configuração Padrão (índices) 

Configuração Diferencial Dif. lnv./ Dif. 
específico Pot. Elétr. 
(kWh/t) (US$/kW) 

A tua! +3 ,87 725 
Conf.3( v ar!) +11,89 2523 
Conf.5(var2) +25 ,60 1912 
Conf.7(var3) +11,77 2979 

Os valores de IIR obtidos são bastante elevados, indicando 
períodos de retorno muito extensos. O menor valor de !IR obtido 
foi de I 0,59 (configuração Atual), que proporcionaria, a uma taxa 
de 9%, um período de retorno de 36 anos, o que não justificaria o 
investimento diferencial. 

A fim de aliviar o impacto dos investimentos necessários 
considerou-se então , para as configurações 3, 5 e 7, a opção de 
instalação de uma única caldeira de 100 t/h ao invés de duas 
caldeiras de 50 t/h, possibilitando uma redução no investimento 
de 2,5 106US$. Ainda assim os períodos de retorno obtidos foram 
demasiadamente longos. Ficou evidenciado que esses 
investimentos diferenciais em relação à configuração Padrão só 
poderiam ser justificados, nessas condições, se comparados com 
instalações de produção de potência que apresentassem 
características econômicas ou ambientais menos adequadas. 

Influência do preço do bagaço na relação 1/R. Considerou-se 
interessante averiguar a influência da variação do valor do bagaço 
sobre a receita, e por conseguinte sobre a relação !IR. Jà 
considerando a redução no investimento referida no ítem anterior, 
estudou-se o efeito do alteração do valor do bagaço para 10 
US$/t. Os resultados diferenciais relativos à ..:onfiguração Padrão 
são apresentados na Tabela 13 . 

Apenas para a configuração 7 há uma melhora da relação 1/R, 
em relação à configuração Padrão, já que as outras configurações 
apresentam menores excedentes de bagaço que a configuração 
padrão. Ainda assim essa melhora não é suficiente para viabilizar 
um período de retorno razoável. 

Influência do preço da energia elétrica na relação 1/R. Foi 
também avaliado o efeito da variação do valor da energia elétrica, 
considerando sua variação a partir do valor médio (ponderado) 
atual de 34,6 US$/MWh até 150 US$/MWh. Neste caso 

Tabela 12 - Investimento total, despesas anuais e receitas anuais 
diferenciais em relação à configuração Padrão (103US$) 

Conf. lg Dmlill Rllll Reg Rg !IR 
Atual 1075 24,73 -12,18 138,4 101,5 10,59 

3 11820 264,3 -36,39 424,4 123 ,7 95,5 
5 18749 431,2 -21 ,28 914,2 461,7 40,61 
7 13430 308,8 39,89 420,8 151,8 88,45 

onde: 
lct- investimento diferencial; 
Dmud -despesa anual de manutenção e operação (diferencial); 
Rlxl- receita anual: bagaço excedente (diferencial); 
Rcct- receita anual: energia elétrica excedente (diferencial); 
Rct- receita líquida anual (diferencial); 
IIR - relação investimento/receita líquida. 
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Tabela 13 - Investimento, desresa e receita diferenciais 
considerando o bagaço a I O US$/t (I 03US$) 

Conf. lg Dmod R2!.! R,!.! R!.! (1/R) 

A tua! 1075 24,73 -25,16 138,4 88,6 12,13 

3 9307 214,1 -74,88 424,4 135,5 68,69 

5 16235 373,4 -43,78 914,2 497,0 32,66 

7 10917 251,1 82,08 420,8 251,8 43,35 

foram considerados os valores de investimento, despesa e receita 
do bagaco já apresentados na Tabela 13. Os resultados obtidos 
para a relação 1/R nessa avaliação são apresentados, para as 
diversas configurações, na Tabela 14. 

Como é observado, todas as configurações atingem valores 
que poderiam viabilizá-las em relação à configuração Padrão 
(l/R:<:;9), para a faixa de valores considerados. A configuração 7 é 
a que apresenta os períodos de retorno mais longos, tornando-se 
minimamente atrativa a partir de 110 US$/MWh. As 
configurações que apresentam os melhores resultados são a Atual 
e a 5. Para a configuração Atual, a partir de 45 US$/MWh, o 
período de retorno do investimento diferencial atinge 18 anos, 
para taxas de I 0% ao ano. Para viabilizar a configuração 5 em 
termos desta comparação, seriam necessários valores superiores a 
80 US$/MWh, enquanto a configuração 3 necessitaria de valores 
superiores a 11 O US$/MWh. 

Tabela 14- Relação l/R em função do valor da energia elétrica 

Rela~ão l/R 
Valor energia Config. Config. 3 Config. 5 Config. 7 

elétrica A tua! 
(US$/MWh) 

34,6 12,11 68,52 32,61 43,28 
40 9,74 46,04 25,34 34,33 
50 7,15 28,65 17,94 24,83 
60 5,64 20,79 13,88 19,44 
70 4,66 16,31 I 1,32 15,98 
80 3,97 13,43 9,56 13,56 
90 3,46 I 1,41 8,27 I 1,78 
100 3,07 9,91 7,29 10,41 
110 2,75 8,77 6,51 9,33 
120 2,50 7,86 5,89 8,45 
130 2,28 7,12 5,37 7,72 
140 2,10 6,51 4,94 7,1 I 
!50 1,95 5,99 4,57 6,59 

CONCLUSÃO 

Em termos energéticos a operação em níveis superiores de 
pressão e temperatura conduz a um aproveitamento mais 
completo dos recursos disponíveis, no caso o bagaço, sub
produto da moagem da cana. No entanto, pode-se concluir que, 
no âmbito das circunstâncias e hipóteses consideradas neste 
trabalho, as configurações analisadas são pouco interessantes em 
comparação à configuração Padrão. Os investimentos adicionais 
correspondentes à configuração Atual tornam-se atraentes para 
valores da energia elétrica a partir de 45 US$/MWh, e para a 
configuração 5 a partir de 80 US$/MWh. A configuração 5, que 
em todos os casos analisados foi a que apresentou maior 
produção de potência, pode ser considerada como a mais atraente 
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das alternativas, em circunstâncias energéticas que jus ti fiquem 
sua implementação. 
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ABSTRACT 

This work evaluates three different cogeneration systems, 
with severa! configurations for sugar-cane plants, aiming to 
produce an excess of eletricity for commercialization. The 
influence of the steam generation parameters (pressure and 
temperature), the boiler efficiency and the dependence of the 
electricity generation on the demand of process steam is analyzed 
for the configurations of best performance. An exergy analysis 
and an economical evaluation is done for those configurations 
where the proposed objective was achieved with the best results. 
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SUMÁRIO 

A cogeração é prática corrente cm usinas açucarciras. Neste trabalho, uma usina açucareira cubana típica foi 
analisada seguindo a metodologia de análise tcnnocconômica de sistemas ténnicos. Dois diferentes modelos 
de atribuiÇão de custos, o método das ex/rações e o método das igualdades, foram utilizados para a 
dete1minação dos custos exergéticos e monetários (operacionais) de cada um dos t1uxos no sistema, cm 
particular do vapor e da potência gerada. A metodologia pennite assinalar os equipamentos responsáveis 
pelas maiores irreversibilidades no sistema. 

INTRODUÇÃO 

Embora a cogeração seja conhecida desde o século 
passado, sua difusão é relativamente recente. O limitado 
potencial hidroelétrico e a escassez de divisas em moeda 
conversível constituem estímulo para o seu emprego cm Cuba, 
onde é muito difundida no sctor açucareiro, tendo cm vista a 
disponibilidade do bagaço, subproduto do processo industrial, 
para ser utilizado como combustível para a geração de vapor. 

A análise tcnnocconômica de sistemas energéticos é 
uma metodplogia de análise de sistemas témlicos, baseada na 
segunda lei da terrnodinilmica. A utilização desta terramcnta 
pcnnite a atribuição de custos aos ditercntes produtos de 
processos energo-intensivos, evidenciando ainda as principais 
fontes de irreversibilidades dos sistemas. 

Em trabalho recente, Vcrtiola c Oliveira Jr (1995) 
realizaram uma análise exergética e tennoeconômica de uma 
usina brasileira, utilizando tanto dados medidos pelos próprios 
autores como fornecidos pela própria empresa. Walter c 
Llagostera ( 1995) estudaram a eficiência de sistemas BIG/GT 
empregando gaseificadores atmosféricos c pressurizados 
aplicados a usinas sucroalcooleiras. 

A abordagem geral utilizada neste trabalho, dentre as 
di versas vertentes da teoria tennoeconômica, segue a proposta 
de Valero e Lozano ( 1994 ). No que diz respeito à distribuição de 
custos cxergéticos, foram elaborados dois modelos. O primeiro 
deles segue ainda a proposta dos dois autores mencionados 
acima c o segundo, inspirando-se no trabalho de Rcistad c 
Gaggiolli ( 1980), propõe uma distribuição de custos ditercnte. 

BREVE DESCRIÇÃO DA INSTALAÇÃO. 

A instalação tratada neste trabalho é a de um sistema 
de cogeração de uma usina de açúcar típica cubana. Um desenho 
esquemático da usina, descrita li!m maiores detalhes por l3arrcda 
e Llagostera ( 1996 ), é apresentado na Figura l. A usina tem uma 
capacidade de moagem de 383 t I h. A umidade do bagaço que 
entra na caldeira é 50 %, c o teor de bagaço em cana 25 %. 

A geração do vapor é feita em dois níveis: três 
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caldeiras geram vapor a 2,8 MPa e 400 oc tomecendo 37,5 Kg/s, 
alimentando principalmente o turbogerador que tem uma 
potência nominal de 12 MW, e duas outras caldeiras, de média 
pressão, geram 20 kg /s de vapor a l ,8 MPa e 320 oc para as 
turbomoendas c as bombas Magma. 

O sistema de distribuição de vapor está dotado de 
quatro válvulas de expansão. As válvulas 1, 2 e 4 são usadas 
para o abastecimento do vapor nas diversas instalações, no caso 
de existir déficit. A válvula de expansão 3 está sempre aberta, já 
que é a única lonna de fomcccr vapor às turbo-bombas (bombas 
Magma). 

O processo requer 0,5 tonelada de vapor a uma pressão 
de~ 0,275 MPa c temperatura de 130 oc por tonelada de cana 
moída. 

A usina possui 2 tandem (duas mocndas), com 5 
turbinas cada, garantindo a capacidade de moagem necessária. A 
potência do tandem A é de 1,8 MW e do tandem B de 2,5 MW. 
O t1uxo de escape total é de 20 - 21 kg/s. A pressão c a 
temperatura do vapor na entrada e na saída são I ,8 MPa e 
866 °C, c 0,275 MPa e 736 °C, respectivamente. 

Tanto os t1uxos de vapor de escape do turbogcrador 
como o das turbomoendas são atempcrados cm dois 
dcsupcraqueccdorcs com o objctivo de diminuir a temperatura 
do vapor até as condições do processo. 

Uma parte do vapor gerado nas caldeiras de média 
pressão (I ,8 MPa e T = 320 oc ) é fomecida para o 
funcionamento das turbobombas. O vapor de saída passa por um 
condensador onde é levado até as condições de líquido saturado, 
retomando então ao chamado sistema de retomo c 
bombeamento. 

O sistema de retomo e bombeamento resume todos os 
t1uxos de água e condensado que entram e são recolhidos no 
sistema. A ele chega, na fonna de condensado, 95 % do t1uxo de 
vapor de baixa pressão (0,275 Mpa) que toi para o processo, o 
condensado proveniente do condensador das turbobombas e a 
água de reposição do sistema. Devido à contaminação, não há 
retomo do vapor de média pressão (1,14 Mpa) fornecido ao 
processo. Dele saem os t1uxos de água que alimentam as 
caldeiras de alta c média pressão e a água necessária para o 
condicionamento do vapor aos parâmetros de processo. A 
potência total de bombeamento é de 184 KW. 
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Figura 1 - Esquema simplificado da instalação 

A V ALIA CÃO TERMOECONÔMICA 

A metodologia de análise desenvolvida por Valero e 
Lozano (1994) requer primeiramente a adequada divisão do 
sistema em subsistemas e a identificação e detenninação dos 
fluxos exergéticos internos e externos (insumos e produtos do 
processo). 

Na Figura I estão representados os subsistemas 
adotados para o sistema em estudo: (a) Caldeira de alta pressão; 
(b) Caldeira de média pressão; (c) Turbogerador; (d) Expansor 
l; (e) Coletor Média!Expansor 2; (f) Tandem; (g) Expansor 3; 
(h) Turbobomba/Condensador; (i) Expansor 4; (j) Desuperaque
cedor I; (k) Desuperaquecedor 2; (I) Misturador final e (m) Sis
tema de retorno e bombeamento. Na Tabela I são apresentadas 
as vazões mássicas e as propriedades tennodinâmicas dos fluxos 
da instalação (Barreda, 1994, Llagostera, 1994 ). 

O segundo passo consiste na construção de um sistema 
de equações lineares, representados pela matriz A/ c pelo vetor 
Y utilizado para cálculo dos custos exergéticos e tinancciros 
(vctor C). A matriz M é fonnada por 3 submatrizcs: incidência, 
entradas e saídas e bifurcações. A cada submatriz corresponde 
um subvetor ·do veto r Y. 

[ M lH+1 
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As equações de balanço , aplicadas a cada subsistema, 
constituem a matriz de incidência. Esta tem um número de 
linhas igual ao número de subsistemas e número de colunas 
correspondente ao número de fluxos . Os elementos dessa matriz 
recebem o valor I se o fluxo entra no subsistema, -I se o fluxo 
sai, e O se não guarda relação com o subsistema. O subvetor Y é 
um vetor nulo, no caso da detenninação dos custos exergéticos. 
Na avaliação de custos monetários, em cada componente do 
subvetor Y, correspondente à matriz de incidência, serão 
somados os custos de instalação e manutenção de cada 
equipamento da planta. A metodologia pernlite também 
avaliações parciais: (i) considerar apenas os custos de instalação, 
(ii) considerar apenas os custos de manutenção, (iii) considerar 
apenas o impacto da instalação de um equipamento novo em um 
dos subsistemas - neste caso somente o componente 
correspondente do subvetor terá um valor dilerente de zero. Na 
análise tennoeconómica, assim como no caso (ii) da análise 
económica, a linha correspondente à caldeira de alta pressão 
representa a seguinte equação: 

C1 + C2 -~:c_~ - C3 - cJ - C1J- C34 = o 

Através da matriz de entradas e saídas (e do subvetor 
Y correspondente), é feita a atribuição de custos ( exergéticos ou 
monetários) aos insumos do sistema, e aos !luxos de saída 
considerados perdas, aos quais é atribuído mn "custo" nulo. Os 
custos económicos dos insumos são os utilizados no mercado. 
Não havendo infom1ação mais detalhada, o custo cxergético é 
considerado igual ao conteúdo exergético do !luxo. Na instalação 



Tabela I - Vazões e propriedades tennodinâmicas dos principais fluxos da instalação 

Fluxo p 
(MPa) 

I Bagaço (CAP) 
2 Ar (CAP) 
3 Gases (CAP) 
4 '(apor Alimentação- TG 2,800 
5 Agua Alimentação (CAP) 2,800 
6 Bagaço (CMP) 
7 Ar (CMP) 
8 Gases (CMP) 
9 '(apor Alimentação (CM) 1,800 

10 Agua Alimentação (CMP) 1,800 
II Vapor Descarga - TG 0,275 
12 Vapor Expansor 2 2,800 
I 3 Potência TG - Externa 
14 Potência TG - Bomba 
15 Calor Perdido - TG 
16 Vapor Alimentação- TM 1,800 
17 Vapor Alimentação- E3 1,800. 
18 Vapor Descarga TM 0,275 
I 9 Potência - TM 
20 Vapor Alimentação -TB 1,140 
21 Vapor Alimentação- E4 1,140 
22 Vapor Processo 2 1,140 
23 Potência - TB 
24 Calor Rejeitado - Cond. 
25 Água Recirculação 0,275 
26 '(apor Ex1ração - E4 0,275 
27 ~gua Reposição 0,200 
28 ~gua Desuperaquecedor 2 0,275 
29 Agua Desupcraquecedor I 0,275 
30 Vapor Descarga DI 0,275 
31 Vapor Descarga D2 0,275 
32 '(apor Processo 0,275 
33 Agua Retomo Processo 0,200 
34 Vapor Expansor I 2,800 
35 Va12or Descar~a EI 0,275 

em estudo, são consideradas entradas os fluxos de ar e 
combustível para as caldeiras e a água de reposição. São saídns 
sem valor, além dos gases de escape das caldeiras, o calor 
perdido no gerador elétrico e no condensador. Ainda tomando 
como exemplo a caldeira de alta pressão, as linhas 
correspondentes á entrada de ar e bagaço e á saída dos gases 
representam as seguintes equações: 

Entrada de Bagaço 

Entrada de Ar 

Saída dos Gases 

C1 =E1 

c2 =o 
C3 =0 

Finalmente, a matriz das decisões é composta por um 
número de equações, definidas a partir de considerações 
econômicas e tennodinâmicas, suficiente para que o sistema se 
tome solúvel univocamente. 

Á razão entre o custo ( exergético ou econômico) e o 
conteúdo exergético de um determinado fluxo denomina-se custo 
u11itário. 

4.5.5 

Fluxo Fluxo 
t Vazão Energético Excrgético 

(oC) (kg/s) (kW) (kW) 

16,6 126729 165758 
72,3 o o 
88,9 o o 

400 30,4 98117 35392 
109 37,5 17214 1675 

9,1 69714 91185 
39,8 o o 
48,9 o o 

320 20,0 61367 20403 
109 20,0 9081 854 
192 30,4 86286 20334 
398 6,4 20592 7428 

0,0 11647 11647 
0,0 184 184 
0,0 o o 

334 20,2 62742 20995 
334 6,2 19217 6430 
213 20,2 58440 13918 

0,0 4302 4302 
328 3,4 10698 3365 
328 0,7 2304 725 
328 2,0 6215 1955 

G,O 565 565 
0,0 8243 o 

130 3,4 1890 221 
318 0,7 2304 581 

30 4,8 601 I 
105 1,5 678 59 
105 1,8 779 68 
130 32,9 89487 20720 
130 21 ,7 59118 13689 
132 55,4 150910 34990 
105 52,6 23154 2021 
400 0,8 2423 874 
378 0,8 2423 636 

Valero e Lozano ( 1994) propõem um conjunto de 
regras, baseadas exclusivamente em relações termodinâmicas, 
para a determinação das equações de bifurcação. A forma com 
que estes autores consideram a distribuição de custos em um 
sistema de cogeração correspondem, essencialmente, ao que 
Gaggioli ( 1983) denomina método da extração. Nesse método, 
cada subsistema tem um único objetivo, por exemplo no caso de 
uma turbina a vapor, gerar potência. Neste caso, os custos 
unitários do vapor de alta e de baixa pressão são igualados. 
Assim, ao fluxo que constitui o objetivo do subsistema, são 
imputados todos os custos de instalação e operação desse 
subsistema. 

Considerando que os critérios de atribuição de custos 
extrapolam os limites da termodinâmica, sendo em verdade 
econômicos, Gaggioli (1983) e Reistad e Gaggioli (1980) propõe 
um segtmdo método: o das igualdades. Ainda considerando ·o 
exemplo da turbina a \'apor, os custos unitários da potência e do 
vapor de baiKa são igualados, repartindo assim os custo's entre 
ambos. 

' No método da igualdade são definidos os conceitos de 
"insumo", "produto" e "perda", sendo o produto tudo aquilo que 
sai do volume de controle e não é perda. No método das 
extrações são definidos os conceitos de " fuel", "produto" e 



"perda", sendo o produto associado somente com a finalidade 
daquele volume de controle. 

Dois cenários são considerados a seguir o cenário I 
correspondente á avaliação utilizando o método das igualdades <:: 

o cenário 2 utilizando o métqpo das extrações , seguindo a 
tommlação proposta por Valera et a!. ( 1994 ). 

Além dos subsistemas ilustrados na figura I , nos dois 
cenários é considerado um subsistema a parte, correspondente ao 
consumo de vapor no processo. No primeiro cenário, são 
igualados os custos unitários da água de retomo do processo 
(!luxo 33) e do calor cedido. No segundo cenário, os custos da 
água de retomo (!luxo 33) e do vapor de processo (fluxo32). 
Considerando a troca de calor entre o vapor e o caldo de cana 
internamente reversível , resultam equivalentes as duas 
proposições. A equação resultante é utilizada em ambos 
cenários 

K32 = K33 

As seguintes equações correspondem a divisões de fluxos com 
os mesmos parâmetros termodinâmicos, sendo comuns a ambos 
cenános. 

E~ão 
K~ = K12 
K.t = K3~ 

Kn = Kt4 
Kto = K11 
K2o = K21 
K2o = K 22 
K2s = K29 

Bifurcar_ão 
vapor na saída da Caldeira dt: alta prt:ssão (a) 
vapor na saída da Caldeira de alta pressão (a) 
potC::ncia elétrica gerada no Turbogcrador (c) 
vapor na saída do Expansor/Misturador ( d) 
vapor na saída do Expansor 3 (i) 
vapor na saída do Expansor 3 (i) 
!luxo de água para os atemperadores 

Cenário I . corresponde à utilização do método das 
igualdades. As seguintes equações, utilizadas ncsle cenário, 
retletem a consideração de que cada subsistema tt:m mai s de 
uma função, ou seja, mais de um produto. Assim, considera-se 
que o custo unitário dos dois t1uxos-produto é igual. 

Et~ão 

Ktt = K13 
Kts = Kt 9 
K23 = K2:
K, = Kto 
K2s = K; 

Subsistema 

Turbogerador-Misturador 
Moendas 
Turbol5omba-Condensador 
Retomo c Bombeamento 
Retomo e Uombeamento 

Cenário 2 corresponde ao método das t:xtrações (produto 

Tabela 2 - Custos exergéticos unitários (Cenários 1 e 2). 

Custo Exergético Custo Monetário 
Unitário ~US$/MWh~ 

Fluxo Cenário 1 Cenário 2 Cenário 1 Cenário 2 
I Bagaço (C I) 1,00 1,00 1,44 1,44 
2Ar(Cl) 
3 Gases (Cl) 
4 Vapor Alimentação - TG 4,0 1 3,9<i 5,83 5,67 
5 Água Alimentação (C l) 5,77 3,94 9,67 5,67 
6 Bagaço (C2) 1,00 1,00 1,44 1,44 
7 Ar (C2) 
8 Gases (C2) 
9 Vapor Alimentação- MI 4,71 4,66 6,83 6,71 

lO Água Alimentação (C2) 5,77 4,66 9,67 6,71 
ll Vapor Descarga- TG 4 ,42 3,94 6,41 5,67 
12 Vapor Expansor 4,01 3,94 5,83 5,67 
13 Potência TG - Externa 4,42 5,02 6,41 7,22 
14 Potência TG - Bomba 4 ,42 5,02 6,41 7,22 
15 Calor Perdido - TG 
16 Vapor Alimentação- TM 4,59 4,54 6,66 6,53 
17 Vapor Alimentação- E3 4 ,59 4,54 6,66 6,53 
18 Vapor Descarga TM 5,29 4,54 7,68 6,53 
19 Potência - TM 5,29 7,47 7,68 10,74 
20 Vapor Alimentação - TB 4 ,89 4,83 7,09 6,94 
21 Vapor Alimentação- E4 4,89 4,83 7,09 6,94 
22 Vapor Processo 2 4,89 4,83 7,09 6,94 
23 Potência - TB 20,91 26,87 30,33 38,64 
24 Calor Rejeitado - COND 
25 Água Recirculação 20,91 4,83 30,33 6,94 
26 Vapor Extração E4 6,09 6,02 8,83 8,66 
27 Água Reposição 1,00 1,00 2612 ,97 2612 ,97 
28 Água Atemperador 2 5,77 11,52 9,67 45,43 
29 Água Atemperador 1 5,77 11,52 9,67 45,43 
30 Vapor Descarga Atempl 4,52 4,08 6,57 5,96 
31 Vapor Descarga Atemp2 5,40 4,66 7,85 6,83 
32 Vapor Processo 4,89 4,34 7,11 6,34 
3 3 Água Retomo Processo 4,89 4 ,98 7, 11 7,29 
34 Vapor Alimentação E I 4 ,01 3,94 5,83 5,67 
35 Vapor Descarga EI 5,52 5,42 8,01 7,80 
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único em cada subsistema). A matnz das decisões foi fonnada 
pelas equações, resultantes da consideração de custo unitário 
igual para as correntes de "fuel'' e de "produto", que entram e 
saem do subsistema. 

Equação 
K11 =K4 
K1s = K1o 
K2o = K25 
K9 = K10 
K4 = K5 

Subsistema 
Turbogerador (Fuel) 
Moendas (Fuel) 
Turbobomba -Condensador (Fuel) 
Caldeira de meia pressão (Produto) 
Caldeira de alta pressão (Produto) 

A Tabela 3, apresentada a seguir, resume, para todos 
os subsistemas, "fuel", produto c perda (identificados com os 
números do fluxo correspondente á figura I) , segundo o 
procedimento utilizado no Cenário 2. 

Tabela 3 - "Fuel" (F), produto (P) e perda (L) em cada 
subsistema (Cenário 2). 

Subsistema F p L 
Caldeira AP I, 2 (4 + 12 + 34- 5) 3 
Caldeira MP 6, 7 (9- 10) 8 
Turbogerador (4-11) 13, 14 15 
Expansor 1 34 35 
Exp. 2/Coletor Média 9, 12 16, 17 
Tandem 16 18, 19 
Expansor 3 17 (20 + 21 + 22) 
Turbobomba/Cond. (20- 25) 23 24 
Expansor 4 21 26 
Desuperaquecedor 1 11,29 30 
Desuperaquecedor 2 18,28 31 
Coletor de Baixa 30,31,26 32 
Sist. de bombeamento 14 ~28+ 29+5+ I 0-25-27-33l -

O vetor C =lvf1Y é então calculado para ambos cenários. Os 
custos exergéticos e monetários obtidos segundo cada método 
são apresentados na Tabela 2. 

RESULTADOS 

Na primeiras colunas da Tabela 2 constam os fluxos 
externos e internos do sistema. Na segunda e terceira colunas 
são reportados os custos exergéticos unitários desses fluxos, 
segundo cada proposição de divisão de custos, sendo que aqueles 
que têm valor tmitário são os fluxos externos. Na quarta e quinta 
coluna são apresentados os custos monetários. Na detemlinação 
desses últimos, foram considerados apenas os custos do bagaço 
(US$4,00/t) e da água de reposição (US$0,20/t). 

Como pode ser observado, os resultados obtidos têm 
relação direta com o método de distribuição de custos adotado. 
Os custos atribuídos aos produtos do sistema (vapor de processo, 
potência elétrica, potência mecânica nos tandens e na 
turbobomba) variam significativamente entre os dois cenários. 
No Cenário 1 (método da igualdade) o custo exergético unitário 
da potência gerada é menor que no Cenário 2 (método das 
extrações), que só reconhece, como produto da turbina, a 
potência gerada. Dessa forma, sobre ela recaem todos os custos 
associados ao funcionamento da turbina enquanto no primeiro 
caso tanto vapor de exaustão quanto potência são reconhecidos 
como produto, sendo os custos repartidos entre ambos. Como 
conseqüência do mesmo procedimento, o custo da água de 
condensação, proveniente da turbobomba, é maior no Cenário 1 
que no Cenário 2. 

Ainda em relação à produção de potência, é evidente, 
em ambos cenários, o custo quatro vezes maior da potência 
produzida pelas turbobombas. Isto pode ser atribuído em parte 
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ao já elevado custo do vapor utilizado: observe-se que o custo do 
vapor que alimenta a turbobomba (t1uxo 20) foi a1m1entado na 
sua passagem através dos expansores 2 e 3. Além disto a exergia 
destruída no condensador implica, em especial no segundo 
cenário, em substancial acréscimo de custos. 

O custo do vapor fornecido ao processo à pressão de 
1,14 MPa (t1uxo 22) é pouco menor que o do vapor fornecido à 
pressão de 0,275 Mpa (fluxo 32), no cenário I, e maior no 
cenário 2. Esta diferença deve-se novamente ao processo de 
produção dos dois t1uxos. Enquanto o primeiro é produzido pela 
expansão de vapor através de uma válvula, o segundo é 
majoritariamente composto por vapor expandido em turbinas. 

O custo unitário do vapor fornecido ao processo é 
composto pelos custos do vapor de descarga do turbogerador e 

dos tandens, da água utilizada nos desuperaquecedores e do 
vapor extraído através do expansor 4. Observa-se, nos dois 
cenários, que esse custo é maior que o custo do vapor de 
descarga do turbogerador e menor que todas as demais parcelas. 
O custo do vapor de de~carga dos tandens é int1uenciado pelo 
maior custo unitário de produção do vapor de média pressão, 
como conseqüência da menor eficiência do gerador de vapor, e 
pelo uso de vapor de alta pressão, através do expansor 2. 

O custo da água de desuperaquecimento é influenciado 
pelo custo da água de recirculação, no primeiro cenário, e pelo 
reduzido custo da água fornecida às caldeiras, no segundo. Em 
ambos cenários, a passagem de vapor através do expansor 4 
representa fator de elevação do custo do vapor de processo. 
Tendo em vista a expansão de vapor de alta pressão através dos 
expansores 2 e 3, em vazões superiores às do expansor 4, o 
vapor fornecido por este ao processo pode ser entendido como 
vapor de alta pressão expandido através de processos altamente 
irreversíveis- de elevado custo, portanto. 

CONCLUSÕES. 

Os resultados obtidos neste trabalho comprovam a 
validade do emprego da análise termoeconômica de processos na 
atribuição de custos a diferentes produtos de processos 
industriais. A observação dos custos internos ao processo 
pennitem ainda a identificação dos equipamentos causadores das 
principais elevações de custo. 

Verificou-se a importância da escolha cuidadosa do 
critério de alocação de custos a ser utilizado. Tal escolha deve 
ser norteada pela objetivo principal da análise efetuada - no 
caso estudado, se o aumento da produção de energia elétrica ou 
do vapor de processo. 
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SUMMARY 

Cogeneration is usual practice in sugar-cane mills. In this work, 
thermoeconomic analysis is applied to a tipical cuban sugar-cane 
mill. Two different cost attribution methods, the extraction 
method and the equality method are used to evaluate the 
exergetic and monetary (operational) costs of each flux within 
the system, especially the steam and generated power. The 
methodology indicates the equipments responsible for the 
greatest irreversibilities in the system. 
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RESUMO 

Neste truba/lw procura-se demonstrar que há viabilidade técnica e económica no aproveitamento de resíduos 
industriais. São identificadasfóntes potenciais de aproveitamento de energia a partir de resíduos industriais. 
dentre eles produtos gasosos da exaustão de motores. de turbinas a gás. de processo defimdição ou sólidos, 
como bagaço de cana. borra de café e fibras. Identificam-se máquinas térmicas ou ciclos que comportam a 
conversão dessas fonte.\· em energia térmica e/ou elétrica. 

INTRODUÇÃO 

A década de 1990 vem apresentando sinais positivos para o 
setor elétrico nacional; um processo paulatino de recuperação das 
tarifas vem sendo buscado, ainda que por vezes tenha sucumbido 
às manobras de controle da inflação; uma abertura gradual do 
mercado gerador ao investidor privado tem sido aventada, 
inicialmente de forma um tanto tímida, mas que promete se 
ampliar à medida que o mercado responder positivamente aos 
esforços governamentais para o desenvolvimento do país e à 
abertura da economia aos novos mercados (Balestieri, 1995). 

Esse esperado crescimento da economia virá acompanhado, 
certamente, de uma maior demanda de energia tanto em nível 
industrial quanto nos setores residencial/comercial/serviços. 
Assim sendo, a cogeração é hoje a forma mais eficaz de se 
posicionar os novos investimentos em geração elétrica por 
representar, de início, a possibilidade de uma efetiva participação 
da iniciativa privada na geração e venda de excedentes de energia 
elétrica, assim como pelos elevados níveis de eficiência obtidos 
na geração conjugada (calor e eletricidade), pelo aumento da 
coniiabilidade do fornecimento de energia tanto às plantas 
industriais quanto ao sistema elétrico, beneiiciário da geração de 
excedentes, assim como pela redução das emissões de poluentes 
evidenciada com a implantação dessa tecnologia. 

O sempre presente risco de aumento dos preços dos 
combustíveis e as recentes projeções de demanda mundial de 
energia tem levado a uma maior atenção para o calor perdido ou 
fonte residuais que poderiam ser aproveitadas. Resíduos 
industrias que são propostos como combustíveis podem ser 
aproveitados por serem quentes, ou combustíveis, ou ambos. 
Exemplos de resíduos usados por seu calor sensível são os gases 
de exaustão da turbina a gás, onde é comum o uso do calor dos 
gases em caldeiras formando parte da energia total das mesmas. 

Uma grande variedade de resíduos sólidos são usados para 
produção de vapor; tais resíduos podem ter altos valores 
caloríficos mas tendem a se tornar volumosos e por isso, em 
muitos casos, são queimados in loco. O uso de resíduos como 
combustível não deve vir a ser a atividade principal da indústria 
que o estiver gerando, a não ser que esta tenha sido construída 
para tal fim. Muitos resíduos industriais contém substâncias 
tox1cas ou poluentes; alguns podem conter materiai s 
recuperáveis, como o enxofre em alguns gases aromáticos, que 
podem ter valores de mercado. 
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Nesse trabalho pretende-se identificar os resíduos industriai s 
que são fontes potenciais de energia, bem como a forma de 
viabilizar seu aproveitamento. 

COGERAÇÃO 

Define-se cogeração como sendo a geração simultânea de 
energias térmica e eletromecânica a partir do consumo de uma 
mesma fonte de combustível. É uma forma racional de 
aproveitamento de energia primária . Nesta concepção, tanto a 
eletricidade como o calor são produtos principais e 
complementares (Silveira, 1990). 

As tecnologias de cogeração são usualmente classificadas em 
dois grupos, de acordo com a ordem rel ativa de geração de 
potência e calor, do ponto do fluxo energético. Tem-se, assim, os 
ciclos bottoming e os ciclos topping. 

Os sistemas que operam segundo os ciclos bottoming se 
baseiam na recuperação do calor rejeitado à altas temperaturas 
por processos industriais, que é utilizado para a geração de vapor. 
Já no caso dos sistemas que operam segundo os ciclos topping, 
fluxos de calor a uma temperatura mais elevada são utilizados na 
geração de eletricidade; a energia residual deste processo é que é 
dest inada à geração térmica, usualmente na forma de calor. 

Os principais ciclos utilizados para contigurações de centrais 
de cogeração são: 

*ciclo a vapor (Rankine); 
*ciclo a gás (Brayton); 
* ciclo combinado; 
* ciclo Diesel. 

São apresentadas na Tabela I características gerais, de ordem 
técnica e económica, dos principais ciclos empregados em 
projetos de centrais de cogeração. 

RES ÍDUOS INDUSTRIAIS 

O controle dos resíduos sólidos doméstico, municipal e 
industrial tem-se tornado um sério problema devido 
principalmente: 
a) ao crescimento populacional e ao aumento do padrão de vida, 
os quais têm contribuído para um aumento na taxa de produção 
de resíduos; 
b) a uma escassez da disponibilidade de local apropriado para 
abrigá-los. 



TABELA I -Características gerais de alguns ciclos utilizados na cogeração 

ciclo e consumo espec. custo de investimento custo do combustível custo O&M custo O&M 
combustível de calor fixo variável 

kJ/kWh US$/kW US$/GJ US$/kWano US$/MWh 
Rankine 10550 5/20MW :3000-1800 1.61 16.0 4 .0 
(Carvão) 10097 20/40MW: 1800-1400 1.42 28.1 2.7 

40/+MW:\200 
Rankine 10022 5/20MW: 1800-1000 2.37 2.0 2.0 

(Gás Natural) 20/40MW:·l 000-800 
40/+MW:800 

Brayton 12027 l /5MW:500-390 2.37 1.0 1.0 
(Gás Natural) 12132 5/25 MW:430-360 2.51 0.7 7.3 

25/60 MW:370-260 
60/+ MW:21 0-180 

Combinado 8176 2/1 O MW: 1200-1000 2.37 5.0 2.0 
(Gás Natural) 7543 I 0/60 M W: I 000-800 2.51 3.7 3.3 

150/+ MW:550-650 

IGCC (Carvão) 9442 1700 1.42 38.8 3.7 

Nota: IGCC- ciclo combinado com gaseificação integrada 
Fontes: (a) Gas Turbine World, 1988; (b) Power Engineering , 1991 ; (c) Gas Turbine World Handbook, 1991 ;( d) Cogeneration, 1986. 

O controle dos resíduos pode ser muito dispendioso, 
particularmente quando este existe em grandes quantidades e são 
transportados para áreas que distam do ponto de foram coletados 
em até 80 km; por isso, a incineração dos resíduos tem sido uma 
boa alternativa, pois: 
a) pode geralmente ser levado para lugares mais próximos dos 
pontos de coleta; 
b) a queima produz um material que tem propriedade~ orgânicas 
que podem ser utilizados na agricultura; 
c) pode ser usado como fonte energética barata para produzir: 

- vapor para geração de eletricidade; 
- água quente; 
-ambos (a partir da cogeração); 

d) também pode ser considerado combustível, com valores 
caloríficos da ordem de 8160 kJ /kg, conforme o resíduo. 

O recolhimento de resíduos sólidos da indústria para o 
incinerador pode ser feito por transporte rodoviário ou 
ferroviário, em carros especialmente projetados para tal função. 
Um grupo de resíduos usados como combustível é o refugo do 
processo de matéria vegetal; provavelmente o mais comum desse 
material é o bagaço de cana, mas outros resíduos tem sido 
tentativamente usados, como borra de café, fibras diversas, 
resíduos de semente de algodão, cascas de arroz, etc. 

As propriedades de alguns desses combustíveis são dadas na 
Tabela 2; muitos dos materiais são queimados como forma de se 

desfazer dos mesmos e nem sempre visando contribuir para o 
atendimento da demanda energética da indústria; alguns, como o 
bagaço, fornecem a maior parte da energia requerida pela
indústria. 

A indústria de aço produz grande quantidade de resíduos 
gasosos; também a indústria metalúrgica produz em grande 
quantidade resíduos gasosos quentes, que em muitos casos tem 
que ser resfriado para distribuição e, portanto, são convenientes 
fontes energéticas. As propriedades energéticas de alguns 
resíduos são dados na Tabela 3. 

TECNOLOGIAS DE COGERAÇÃO PARA QUEIMA DE 
RESÍDUOS 

Dentre as tecnologias disponíveis para a pratica da 
cogeração, alguns ciclos ou máquinas comportam a conversão da 
energia presente nos resíduos em energia térmica ou elétrica 
para uso em processo: 

Motores Diesel. São aplicados em ciclos topping de sistema 
de cogeração quando uma alta taxa de saída de potência elétrica 
para o processo é requerida, acima de 400 k W por 1.06x I 06 kJ de 
calor entregue ao processo. Vapor de processo e água quente são 
produzidos em caldeiras de recuperação acoplados à exaustão do 
motor e para a refrigeração do motor. 

TABELA 2- Combustíveis sólidos 

%dos materiais (sem tratamento) 

materiais combustíveis inertes poder calorífico( I OJ kJ/kg) 

mat. voláteis %carbono cinza umidade Superior inferior 

,antracita de má qualidade 5.40 77.26 5.64 11.70 6.18 5.99 
escória 20.31 33.58 31 .01 15.10 3.70 3.58 
bagaço de cana 29.62 6.84 0.24 53.30 1.84 1.43 
borra de café 76.47 11.88 0.66 10.99 3.44 3.16 
fibra e casca de algodão 63.96 18.16• 1.92 15 .96 3.13 2.79 I 

casca e fibra__(lt! palmeir~ 55.11 13.63 0.87 30.39 2.92 2.61 
-- - -- - - ··· -

Fonte: Burnett, 1979 
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TA BELA 3 -Energia e densidade de resíduos indúsriais 

resíduo poder calorífico densidade 
(kJ /kg) (kg/m3) 

betume 7967.1 889.9 
papelão 3274.3 106.7 

cortiça 5452.4 189.8 
sabugo de milho 3846.5 177.9 

capim 989.5 44.4 
látex 4808.1 711.9 
revista 2524 .3 501.3 
nylon 6548 .7 118.6 
parafina 8953.2 830.~ 

Fonte: Gyftopoulos, 1982 

Sistemas pequenos de I 00 kW até milhares de quilowatts 
podem ser construídos. Entretanto, estes sistemas tomani por 
base as velocidades média e alta do motor Diesel. 

Um motor Diesel mais versátil para sistemas de cogeração 
topping até 30.000 k W, é maior para baixas velocidades em 
motore~ . de dois cilindros. Esse tipo de motor, freqüentemente 
usado para propulsão de grandes barcos, é capaz de queimar 
combustível de baixa qualidade, tal como óleo crú com alto teor 
de enxofre ou resíduos pesados de óleo. Recentes experimentos 
têm mostrados que o motor Diesel pode ser capaz de queimar o 
pó de carvão resultante de seu processo de lavagem. O custo do 
sistema incluindo as caldeiras de recuperação varia de 1.200 a 
1.800 US$/kW. Um sistema de cogeração topping baseado em 
unidadde Diesel é mostrado na figura I. 

gases quentes 

combust~e l suplementar 
41% 

caldeira 

água quente de proces~ 
vapor de processo 55% 

água de alrmentação 

aquecedor da 
água de processo 

FIG URA 1- Unidade toppping com motor Diesel 

Trocadores de calor recuperam uma porção da energia 
perdida que normalmente seria desperdiçada na geração de 
eletricidade. Os gases de exaustão são usados para preaquecer o 
ar de combustão da caldeira de queima suplementar, que produz 
vapor a 1.55 MPa. Do poder calorífico total do combustível, o 
sistema utiliza 87%, 24% como eletricidade, 55% como vapor e 
8% como água quente . 

Resíduos energéticos recuperados substituem 450 barris de 
óleo por dia que teriam sido consumidos em processo 
convencionais; o custo é de 25 milhões de dólares e o tempo de 
retorno (payhack) em torno de 3 anos. 
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Turbinas a Gás. Os gases de exaustão da turbina a gás são 
muito mais quentes que os gases do motor Diesel ; as turbinas a 
gás podem ser utilizadas em configurações com maior 
capacidade de geração que o motor Diesel. 

Quando há interesse em recuperar os gases da turbina a gás, 
esse arranjo é chamado de ciclo combinado e vários outros 
arranjos são possíveis. Primeiro, o calor é simplesmente extraído 
dos gases e os gases frios são eliminados para a atmosfera. De 
uma turbina a gás de 75 MW, 25 a 30 MW são obtidos do vapor 
produzido pelo calor residual e o arranjo usual consiste em dispor 
várias turbinas a gás suprindo vapor para uma mesma turbina a 
vapor. Este é o mais eficiente arranjo do ponto de vista elétrico 
(figura 2). 

turbinas a gas 

ar 

ar 

ar 

vapor de processo 

PLANTA DE PROCESSO 

FIGURA 2- Ciclo combinado 

TAB ELA 4- Condições técnicas de alguns resíduos gasosos 

Material Temperatura 
(O C) 

exaustão do motor Diesel 400 

exaustão da turbina a gás 500 

gases da fundição do cobre 800 

gás recuperado em fornalha 1000 

Material poder calorífico 
(MJ/m3) 

gases do alto forno 3.4 

gases do coque 18.5 

gás drenado de mina de carvão 30.0 

gás recuperado em mina de carvão 0.4 

Fonte: Burnett, 1979 
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As turbinas a gás funcionam com maior excesso de ar do que 
as caldeiras, logo é possível qlleimar mais combustível nos gases 
de exaustão, aumentando sua temperatura e incrementando o 
trabalho disponível. Uma proposta de interligar uma turbina a gás 
de 75 MW com uma turbina a vapor de 75 MW teria eficiência 
reduzida, mas o incremento do custo deste esquema seria baixo e 
poderia ser econômico, particularmente quando se considera que 
o resíduo combustível seria queimado de qualquer modo. 

Um terceiro arranjo seria queimar combustível nos gases de 
exaustão para aumentar seu C02 para o nível usado em outras 
caldeiras. Neste arranjo, a saída disponível da turbina a vapor 
deve ser muito maior do que o da turbina a gás. 

Sistemas de turbinas a gás oferecem bai~o custo de 
investimento, da ordem de 500 a 1.000 US$/kW, particularmente 
em sistema na faixa entre 10.000 e 150.000 kW. Ainda, a alta 
temperatura dos gases de exaustão da turbina a gás permite sua 
integração com uma grande variedade de processos industriais. 

Hidrólise do refugo. Recentemente foi desenvolvido um 
processo para hidrólise do refugo de celulose. A principal 
alegaçii:o é que o tempo para completar a hidrólise é de I a 2 
minutos em vez de 3 horas e meia, mas com o mesmo rendimento 
por tonelada e o custo do investimento é reduzido por um fator de 
200. 

Para a entrada de refugo de 250 toneladas por dia, contém 
40% de papel, o rendimento calculado de etanol do processo é de 
22.4 toneladas por dia. O poder calorífico do etanol por unidade 
de massa é de cerca de 2700MJ/kg . 

A QUESTÃO ECONÔMICA 

A variável custo é importante não apenas por que irá definir a 
rentabilidade de um empreendimento mas também porque pode 
representar a decisão por uma configuração de central de 
cogeração totalmente diversa da proposta com base nos valores 
correntes de preços dos combustíveis e tarifas de venda de 
energia elétrica. 

Suponha-se que um projeto seja proposto admitindo o atual 
preço do gás natural; no caso de se concretizar o acordo com a 
Bolívia para a compra desta fonte combustível, considerando-se 
que haja uma diminuição do.seu preço pelo aumento da oferta do 
produto, é possível que a configuração original se torne pouco 
satisfatória face à realidade do novo cenário. 

Além disso, a avaliação das fontes combustíveis possíveis de 
serem empregadas (incluindo-se os resíduos industriais, comuns 
em alguns setores) permite decisões mais favoráveis para o 
projeto assim como faculta a possibilidade de se empregar 

sistemas duais (mais de uma fonte combustível) nos 
equipamentos de geação. 

No caso de venda de energia elétrica à concessionária e não 
diretamente ao consumidor, a tarifa a ser praticada deve retletir 
os custos de geração· acrescido das taxas de retorno praticadas 
pela iniciativa privada de modo a efetivamente incentivar a 
produção independente . 

As flutuações de demandas de energia, analisadas em seu 
contexto anual, podem ocorrer em decorrência de alterações na . 
linha de produção por imposição do mercado consumidor 
(obsolescência de produtos, rejeição por pressões a'!lbientais, 
explosão de vendas por "modismo", etc) ou podem ser impostas 
por meio de políticas da empresa (por exemplo, orientação de 
conduta voltad à conservação de energia, previsão de aumento 
nas importações com · consequente aumento na demanda de 
energia, etc). 

O surgimento de novas tecnologias e a rapidez com que têm 
se tornado comerciais suscitam prudência no planejamento de 
centrais de cogeração. As oportunidades quase nunca podem ser 
adiadas à espera de que tecnologias mais avançadas surjam, 
representando maiores vantagens ao cogerador. Muitas destas 
tecnologias apresentam no presente um custo diferencial em 
relação às tecnologias convencionais que não as tornam atrativas 
(tlgura 3 e Tabela 5), porém seu paulatino desenvolvimento irá 
tornando-as mais e mais recomendáveis; assim, mesmo a custos 
superiores aos atualmente praticados, existe uma oportunidade de 
geração termoelétrica a partir de resíduos em geral, num futuro 
prõximo. 

custo da tecnologia (US$/kW) 

4500 

2500 

900 

óleo biomassa lixo urbano 

fontes combustíveis 

Nota: ciclo a vapor 
FIGURA 3- Custo diferencial em ciclos de cogeração 

Tabela 4- Parâmetros técnico-econômicos de ciclos utilizados em centrais de cogeração 

ciclo investimento eficiência total emissão so2 emissão co2 emissão NOx 
combustível (US$/kW) (%) (kg/MWh) (kg/MWh) (kg/MWh) 

vapor/óleo 840-1000 - 0.36 277 0.18 
I 

vapor/carvão 1300-1800 - 2.16 330 I 

vapor/lixo urbano 4500 80 0.14 90 0.36 
vapor/biomassa 2100-2600 86 - - 0.18 
gás/gás natural 500-900 87 0.007 I 98-240 0.18 
gás/b i om. gase i ti cada 1700-2000 77-80 - - 0.18 
combinado/gás natural 550-850 85 0.007 198 0.43 
Diesel/gás natural 1240 85 0.007 198 3.6 

Fonte:Balestieri, 1994 
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CONCLUSÕES 

O crescimento econõmico que vem sendo verificado nos 
últimos anos trouxe também um incremento na demanda 
elétrica tanto no setor industrial quanto no residencial, 
comercial e de serviços; como os recursos hídricos além de 
requererem altos investimentos estão atualmente quase 
esgotados para o aproveitamento energetlco, torna-se 
necessária a busca de novas tecnologias, além de políticas 
visando a conservação de energià. 

Neste sentido , a cogeração aparece como uma importante 
alternativa técni ·~a e economicamente viável, proporcionando 
uma melhor racionalidade no aproveitamento de energia 
primária. 

Outro problema a ser enfrentado atualmente é a questão do 
lixo. tanto urbano quanto industrial. O controle dos resíduos é 
muito dispendioso, principalmente pela escassez da 
disponibilidade de local apropriado para abrigá-los. 

Procurou-se mostrar nesse trabalho o potencial de 
utilização de resíduos como fonte energética de baixo custo 
para a produção de eletricidade e vapor, mostrando suas 
propriedades energéticas e possíveis ciclos para o 
aproveitamento de resíduos. 
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ABSTRACT 

This article demonstrates that it is technical and economic 
feasible to recovery the heat from waste. Some possible 
gaseous wastes are analyzed - as gas turbines and internal 
combustion engine exhaust gases - or solids ones - as sugar 
cane biomass and fibers. lt is also' discussed the thermal 
machines and cycles that may used to produce thermal and/or 
electrical energy by fueling these products. 
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RESUMO 

Este artigo apresenta a análise exergética dos processos de separaçao de petróleo que ocorrem em plantas 
terrestres (onshore) e marítimas (offshore), a fim de caracterizar o desempenho termodinâmico desses 
processos e identificar possíveis formas de aumentar o rendimento global da planta. Esta análise é 
empregada na avaliaçao de desempenho de uma típica instalaçao terrestre de separaçao de petróleo, sendo 
comparadas três condições de operaçao 

INTRODUÇÃO 

Em uma planta de processamento primário de petróleo energia é 
utilizada na forma de calor e trabalho para fins de aquecimento 
do petróleo, compressão do gás natural e bombeamento do óleo. 
Nos sistemas de produção offshore e terrestre o insumo 
energético utilizado é o próprio gás natural produzido ha 
plataforma. O gás natural é queimado em turbinas a gás 
(plataformas offshore) ou motores a gás (plantas terrestres), e os 
gases de exaustão das turbinas e motores podem ser recuperados 
para o aquecimento do petróleo, para facilitar a separação de 
seus componentes, caracterizando-se assim uma condição de 
operação típica (do ponto de vista do uso do insumo energético) 
de uma planta de cogeração. O gás natural também pode ser 
queimado em fomos para suprir a demanda de carga térmica de 
aquecimento, de forma complementar, ou não, ao aquecimento 
provocado pelo uso do rejeito ténnico das turbinas e motores a 
gás. 

A Figura I mostra uma representação esquemática do uso da 
energia numa planta de processamento primário baseada na 
instalação existente numa plataforma offshore. Nela pode-se 
destacar dois conjuntos de turbinas a gás, um que aciona 
diretamente compressores de gás e outro que está acoplado a um 
gerador elétrico, um compressor 'booster' (acionado por motor 
elétrico), duas bombas (acionadas por motores elétricos), um 
recuperador de calor e um fomo, e um separador. A carga 
térmica requerida pelo separador é suprida pelos gases de escape 
das turbinas (linhas pontilhadas que ligam as turbinas ao 
recuperador de calor) e pelo fomo. A Figura I mostra também os 
fluxos de petróleo, enviado ao separador, água (descartada da 
planta), óleo (enviado para as bombas), e gás (que é 
parcialmente consumido na planta). 

Como na separação de petróleo um de seus componentes (o gás 
natural) é diretan1ente empregado como insumo para a operação 
da planta de processamento primário, processos de conversão de 
energia ineficientes acarretam um consumo adicional e 
desnecessário de petróleo, além de, possivelmente, implicar uso 
de equipamentos com capacidade acima daquela necessária 
numa instalação eficiente. Este fato destaca a importância do 
desenvolvimento da análise · exergética do processamento 
primário de petróleo. 
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ANÁLISE EXERGÉTICA DE UMA PLANTA DE 
PROCESSAMENTO PRIMÁRIO 

Considere-se o esquema da Figura I, isto é, uma planta de 
cogeração com aquecimento complementar, onde potência 
elétrica e mecânica são obtidas através do emprego de turbinas a 
gás, e aquecimento é providenciado pelo reaproveitamento dos 
gases de escape das turbinas a gás e complementarmente por um 
fomo. Nela são indicados os fluxos de massa de entrada 
(petróleo) e saída (água, óleo e gás). 

Admitindo-se que a planta opera em regime permanente e que 
não há trocas de calor com o meio, o balanço de exergia para a 
planta de processamento primário é dado pela Equação I. 

(I) 

onde b é a exergia específica, m é fluxo de massa, Bcomb a taxa 
de exergia fornecida pelo gás combustível e Bdest a taxa de 
destruição de exergia. Os índices o, g, a, p, referem-se, 
respectivamente, a óleo, gás, água e petróleo. 

Define-se exergia global de separação, BglobaJ, pela Equação 2. 

(2) 

Explicitando-se a Equação 1 em termos de enta1pias (h) e 
entropias (s) dos fluxos de massa (m) obtém-se, segundo Kotas 
(1985): 

(3) 

onde To é a temperatura do meio ambiente. 

Com as Equações (2) e (3) é possível realizar a avaliação do 
desempenho dos processos de separação, compressão e 
bombeamento existentes numa planta de processamento 
primário de petróleo. A quantificação do desempenho do 
processo de separação é feita através do cálculo de seu 
rendimento exergético, [ llb)giobal . (Oliveira ( 1990) e Tsatsaronis 
( 1995)), definido como: 
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efeito exergetico util 
~b -------~------

exergia consumida 
(4) 

Para a planta de separação esquematizada na Figura I a 
expressão de [~ b]global fica: 

Bglobal 
( ~b ]global=---- = 

Bcomb 

mo(ho- ToSo) + mg(hg - T oSg) + ma(ha- ToSa) - mp(hp- T osp) 

Bcomb 
(5) 

De forma análoga podem ser definidos os rendimentos 
exergéticos dos principais equipamentos que compõem a planta 

de separação, ou seja, separador, [TJb] sep , (englobando o 
recuperador de calor e fomo), compressor, [TJb} comp, e bomba, 
[ T]b] bo .. ba. As expressões destes rendimentos são as seguintes: 

( T]b] sep = 

mo(hos- T oSos) + mg(hgs - T oSgs) + ma(ha- ToSa) - mp(hp- T oSp) 

To 
Qaquec (I-T) 

(6) 

mg(bcompo - bcompe) 
[T]b)comp~ Wcomp (7) 

mo(bbombo - bbombo) 
[T]b) bomba~ Wbomb (8) 

Nestas equações, Qaquec é a carga de aquecimento, Wcomp é a 
potência de compressão, Wbomb é a potência de bombeamento. 
Os índices os e gs indicam, respectivamente, saída do óleo do 
separador e saída do gás do separador. Os índices compe, comps, 
bombe e bombs, indicam, respectivamente, entrada e saída do 
compressor e bomba. T é ·a temperatura média do fluido de 
aquecimento do separador. 

Definindo-se agora as relações fi como sendo o quociente entre a 
exergia consumida por equipamento (separador, compressores e 
bombas) e a exergia consumida pela planta, tem-se: 

To 
Qaquec (1-T) 

fsep = -----"-
Dcomb 

fcomp= 

f bomba= 

Wcomp 

Bcomb 

Wbomb 

Bcomb 

(9) 

(lO) 

(I I) 

Com as definições das relações li e considerando que o termo 
relativo à bomba refere-se apenas ao sistema de bombeamento 
de óleo (supõe-se assim que a água retirada do separador é 
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descartada diretamente da planta sem necessidade de 
bombeamento), pode-se chegar a uma expressão que relaciona 
[TJb] global com os rendimentos dos equipamentos da planta de 
separação: 

[T]b)global = (TJb] sep fsep + [T]b] comp fcomp+ [T]b]bomb fbomb (12) 

com 

fsep + fcomp + fbomb < I (13) 

devido às irreversibilidades existentes nos processos de 
aquecimento e compressão. Assim o rendimento global pode ser 
escrito como: 

( 14) 

Desta forma caracteriza-se a importância de cada equipamento 
na utilização da exergia do insumo energético e no valor de [TJb] 
global , quer no tocante à quantidade de exergia consumida, quer 
no que concerne à eficiência no processo de conversão de 
energia, possibilitando a identificação de potenciais formas de 
incremento do rendimento exergético da planta. 

Considerando que o acionamento dos compressores e bombas 
seja feito por turbinas a gás com rendimento térmico 11• (o 
desenvolvimento mostrado a seguir é o mesmo caso o 
acionamento fosse feito por um motor a gás), que o recuperador 

de calor tenha rendimento témlico T]rec e o fomo para 
aquecimento do petróleo tenha rendimento exergético T]ror. a 
expressao que permite o cálculo da exergia consumida através 
da queima de combustível, necessária para alimentar as turbinas 
e fomo, é: 

Bcomb = Bt + Bror (15) 

As duas parcelas da Equação 15 caracterizam, respectivamente, 
as taxas de consumo de exergia nas turbinas (81) e no fomo 
(Bror) que consome gás natural, como indicado pelas Equações 
16 e 17 (onde 8ror=1-Toff): 

B,=_!_(z:(Wcomp+ Wbomb) } (16) 
~I 

Bror = Sfor ( Qaquec- T]rec( _..!_ -1 }L:( W comp + Wbomb ) } ( 17) 
T]for T]t 

sendo a taxa de transferência de calor no fomo (Qror) dada por: 

Otor = ( Qaquec - T]rec( ~~ -I } L ( W comp + Wbomb ) ) (18) 

onde são desprezadas as perdas de calor através da$ superfícies 
externas das turbinas. Convém observar que a· Equação 17 
reduz-se à Equação 18 dividida pelo rendimento energético do 
fomo (base Poder Calorífico Inferior), quando se aproxima o 
valor da exergia química do combustível (Bch) do valor de seu 
Poder Calorífico Inferior. 
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A vazão mássica de combustível consumida nas turbinas e fomo 
(mcomb) é então dada por: 

Bcomb 
fficomb = Bch (19) 

O cálculo de mcomb permite que se estabeleça a relação entre as 
vazões mássicas de gás consumida (illcomb) e produzida pela 
planta de separação (mg), ou consumo específico de gás 
combustível (Pm), definido como: 

Pm= mcomb / lllg (20) · 

Este parâmetro também pode ser considerado um índice de 
desempenho da planta de separação. 

AVALIAÇÃO DO DESEMP.ENHO DE UMA PLANTA 
TERRESTRE DE PROCESSAMENTO PRIMÁRIO 

a) Descrição da Planta 

A planta de processamento primário analisada é composta por 
um separador bifásico, um módulo de compressão com dois 
estágios e resfriamento intcnnediário, e um módulo de 
bombeamento com dois estágios. Petróleo é admitido na planta 
na seção ALTM, havendo três fluxos de saída: tml de gás (seção 
GÁS) c dois de óleo (seção ÓLEO e 3). O acionamento dos 
compressores c bombas é feito através de motor a gás. O 
esquema da planta está mostrado na Figura 2 (as seções I e 2 
são internas à planta). 

São analisadas três condições de operação, visando o estudo 
comparativo entre a separação realizada a 25°C e a 60°C, com e 
sem recuperação do rejeito térmico do motor a gás. Nos casos 
com temperatura do petróleo de 60°C é necessário o emprego de 
um fomo para fins de aquecimento do petróleo, mesmo quando 
há recuperação do rejeito témlico do motor a gás. As Tabelas I , 
2 e 3 apresentam, respectivamente, as frações molares dos 
componentes dos fluxos de petróleo, óleo e gás, e as variáveis 
importantes cm várias seções da planta para a condição de 
T=25°C e T= 60°C. 

b) Características de Desempenho 

No desenvolvimento da análise da planta foi empregado o 
simulador de processos HYSIM, versão C 2.50 ( 1994 ), para fins 
de obtenção das propriedades tennodipâmicas das substâncias 
consideradas e para a realização dos balanços de massa c 
energia para cada módulo. A equação de estado escolhida para a 
caracterização do comportamento do petróleo e seus derivados 
foi a equação de Peng-Robinson (1976 ). As características de 
desempenho dos equipamentos da planta estão listadas abaixo: 

-rendimento politrópico de compressão: 0.75 
-rendimento mecânico de compressores: 0.90 
-rendimento de transmissão: O. 95 
- rendime1fto de bombas: 0.75 
-rendimento térmico de motores a gás: 0.35 
-rendimento témlico de fomos : 0.85 
- rendimento tém1ico de recuperadores de calor: 0.60 
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Na avaliação da vazão mássica de gás combustível consumida 
pelas plantas de processamento primário o poder calorífico 
inferior do gás foi calculado através do emprego do aplicativo 
ANÁLISE DE COMBUSTÍVEIS INDUSTRIAIS (1995). O 
cálculo da excrgia química do gás combustível foi feito a partir 
do cálculo da cxcrgia química de uma mistura de gases ideais, 
empregando-se os dados fornecidos por Kotas ( 1980). 

As Tabelas 4 e 5 apresentam os valores dos insumos energéticos 
dos módulos e os insumos exergéticos da planta de separação, 
operando com temperatura de separação de 25°C e 60°C, sem e 
com recuperação do rejeito ténnico do motor a gás. 

c) Síntese dos Resultados Obtidos 

As Tabelas 6, 7, 8 e 9 sintetizam os valores obtidos de 
desempenho global e dos módulos, para as três condições de 
operação analisadas, apresentando os valores de rendimento 
exergético global (T)globai ), relação entre as vazões mássicas de 
gás combustível e gás produzido na planta (Pm), relação entre a 
exergia consumida no módulo/equipamento ' i' e a exergia 
consumida pela planta (.ti), rendimento exergético do 
módulo/equipamento 'i' (TJ; ) e o produto T); ti. 

A análise dos parâmetros mostrados nas tabelas apresentadas 
evidencia os aspectos relacionados a seguir. 

- Os rendimentos exergéticos globais apresentam valores 
inferiores a 25%, uma vez que os sistemas consumidores de 
exergia são, predominantemente, sistemas cujo processo de 
conversão de energia baseia-se em reações de combustão 
existentes nos fomos e motores a gás; 

- Rendimentos exergéticos globais crescentes estão associados a 
consumos específicos de gás combustível decrescentes; 

- A mudança da condição de operação da planta de separação, 
alterando-se a temperatura de separação, aponta a necessidade 
de racionalização da operação de aquecimento ~o petróleo 
através da escolha criteriosa da temperatura de separação, 
devido ao impacto que esta operação tem no consumo de 
cxergia da planta; 

-As operações de aquecimento (quando existem) e de 
compressão são aquelas que utilizam a maior parte dos 
insumos exergéticos consumidos pelas plantas de 
processamento primário analisadas; 

- Os módulos de separação, com aquecimento de petróleo, 
apresentam sempre os menores rendimentos encontrados nas 
plantas analisadas, devido á diferença entre o nível de 
temperatura do fluido de aquecimento c o nível de temperatura 
do petróleo; 

-A mudança da temperatura de separação de 25°C para 60°C 
làz com que o rendimento exergético global caia de 0.212 para 
0.109 (51.4% do valor inicial), enquanto que o consumo 
específico de gás combustível sofre um aumento de 145%; 



SEÇÁO/ ALIM ÓLEO ÓLEO GÁS GÁS 
COMPONENTE (T=25°C) (T=60°C) (T=25°C) (T=60°C) 

Metano 0.0494 0.0004 0.0003 0.9423 O. 9'324 
Etano 0.0012 0.0001 - 0.0223 0.0224 

Propano 0.0007 0.0001 - 0.0112 0.0117 
i-Butano 0.0002 0.0001 - 0.0029 0.0033 
n-Butano 0.0005 0.0002 0.0001 0.0060 0.0073 
i-Pentano 0.0002 0.000 I 0.0001 0.0013 0.0020 
n-Pentano 0.0005 0.0003 0.0002 0.0034 0.0055 
n-llexano 0.0010 0.0009 0.0006 0.0027 0.0056 
n-Heptano 0.0017 0.0018 0.0015 0.0016 0.0032 
n-Octano 0.0028 0.0029 0.0027 0.0008 0.0011 
n-Nonano 0.0017 0.0018 0.0018 0.0002 0.0001 
n-Decano 0.0017 0.0018 0.0018 0.0001 -

n-CII 0.0013 0.0014 0.0014 - -
CI2+ 0.0120 0.0126 0.0127 - -
lhO' 0.9251 0.9755 0.9769 0.0047 0.0047 
co2 - - - 0.0006 0.0006 

Tabela 1 - Frações Molares dos Componentes dos Fluxos de Entrada c Saída da Planta de Separação. 

scção/variávcl ALIM ÓLEO GÁS 3 1 2 

m(t/h) 34.711 33.553 1.154 0.0038 33.553 1.157 
p(bar) 4.0 70.0 70.0 16.5 4.0 4.0 
'WC) 25.0 26.0 179.4 40.0 25.0 25.0 
H(kW) -10611.3 -10714.7 293.7 -1.9 -10797.7 186.4 

s(kJ/kgK) 2.6067 2.3656 9.3915 3.1915 2.3586 9.8018 
p=pressão; II=tluxo de entalpw 

Tabela 2 - Características dos Fluxos Mássicos nas Scções da Planta de Processamento Primário (T=25°C). 

scção/variávcl ALIM ÓLEO GÁS 3 1 2 

m(t/h) 34.711 33.349 1.207 0.154 33.349 1.362 
p(har) 4.0 70.0 70.0 16.5 3.6 3.6 
T(OC) 25.0 6l.l 175.9 40.0 60.0 60.0 
li(kW) -10611.3 -9605.3 299.2 -33.4 -9690.5 237.2 

s(kJ/kgK) 2.6067 2.7359 9.0943 2.0517 2.7291 9.3560 

Tabela 3- Características dos Fluxos Mássicos nas Scçõcs da Planta de Processamento Primário (T=60°C). 

INSUMO ENERGÉTICO separação realizada a 25°C{kW) separação realizada a 60°C (kW) 
carga de aquecimento - 1158 

potência de compressão 200.3 229.4 
potência de bombeamento 83.0 85.2 

Tabela 4 - Insumos Energéticos dos Módulos/Equipamentos. 

lN SUMO separação realizada a 25°C separação realizada a separação realizada a 
EXERGÉTICO (kW) 60°C sem 60°C com 

recuperação {kW} recuperação (kW) 

consumido no tomo - 1421.0 917.9 
consumido no motor a gás 988.0 1096.6 1096.6 

consumo total 988.0 2517.6 2014.5 

Tabela 5 - Insumos Excrgéticos da Planta de Separação. 
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I·•· P~METRO/CONDIÇÃODE lll!lobaJ'" p .. 
: ' OPERAÇÃO 

T=25°C 0.212 0.060 
T=60°C 0.109 0.147 

T=60°C com recuperação 0.136 0.136 

* To=25°C, O ror= Orec =0.3 (onde Orec= 1-T JT) 
Tabela 6 Valores de t]global c Pm para as Plantas Analisadas. 

MÓDULO/CONDIÇÃO DE SEPARAÇÃO* COMPRESSÃO BOMBEAMENTO 
OPERAÇÃO 

T=25°C - 0.203 0.084 
T=60°C 0.138 0.091 0.034 

T=60°C com recuperação 0.173 0.114 0.042 

* To=25°C, Oror= Orec=0.3 
Tabela 7 Valores de r1 para os Módulos de Separação, Compressão e Bombeamento das Plantas Analisadas. 

MÓDULO/CONDIÇÃO DE · SEPARAÇÃO* COMPRESSÃO BOMBEAMENTO 
OPERAÇÃO 

T=25°C - 0.729 0.766 
T=60°C 0.169 0.648 0.779 

T=60°C com recuperação 0.169 0.648 0.779 

* To=25°C, Oror = Ürec=0.3 
Tabela 8- Valores de t]l para os Módulos de Separação, Compressão e Bombeamento das Plantas Analisadas . 

. ·· · MÓDULO/CONDIÇÃO DE SEPARAÇÃO* COMPRESSÃO BOMBEAMENTO 
OP.ERAÇÃO 

T=25°C - 0.148 0.064 
T=60°C 0.023 0.059 0.026 

T=60°C com recuperação 0.029 0.074 0.033 
* To=25°C, O ror= Orec =0.3 

Tabela 9 Valores de TJ• r. para os Módulos de Separação, Compressão c Bombeamento das Plantas Analisadas. 

Com relação à introdução da recuperação do rejeito ténnico do 
motor a gás para suprir parte da carga térmica de aquecimento, 
na condição de aquecimento a 60°C, deve-se destacar que o 
rendimento exergético global sobe para 0.136, atestando a 
importância do emprego de recuperadores de calor nas plantas 
de separação. 

CONSIDERAÇÕES FINAIS 

A metodologia apresentada e utilizada neste artigo permite 
quantificar o rendimento exergético global de plantas de 
processamento primário de petróleo, bem como os rendimentos 
de subsistemas que a compõem. A definição do fator f; 
possibilita quantificar a influência de cada subsistema da planta 
no consumo global de exergia (consumo de combustível). As 
análises realizadas nas três condições de operação de uma planta 
sintética de processamento primário evidenciam a importância do 
consmno de exergia nas operações de aquecimento de petróleo, 
bem como a necessidade de racionalizar esse consumo através da 
recuperação de rejeitos térmicos de turbinas e motores a gás e 
da escolha criteriosa da temperatura de aquecimento do petróleo. 
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ABSTRACT 

This pape r presenls lhe exergy analysis of pelroleum separalion 
processes lhat lake place in offshore and onslwre plants in 
order lo characlen·ze lhe themwdynamic performance of lhese 
processes and idenlijv possible ways of increasing lhe overall 
petfonnance of lhe pla111. This ana(vsis is employed to evaluate 
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SLJMMARY 

The numerical simulation ofcomplex jlows demands efficient algorithms and fast compu ter platforms. The 
use of adaptive techniques permits adjusting the discretisation according to lhe analysis requirements, but 
creates varia h/e computationalloads which are dijjicult to manage in a parai/e! I vector program. This paper 
describes the approach we have adopted to implement an adaptive jinite element incompressible Navier-Stokes 
solver on the Cray J98 machine. l'erformance measurementsfor the simulation of cross flow pasta tube bank 
indica/e tlwt the techniques employed result in afast parai/e! I vector c ode. 

INTRODUCTION 

Analytical solutions üf t1uid tlow problems are restricted to 
few situ ations where simplified models and hypothesis .are 
applicable. ln order to match the engincering necds to dcal with 
tlows of industrial com plexity. numcrical and experimental 
tcchniques are requircd. Though the laboratory and the computer 
have been complementary tools in understanding lluid t1ow 
phenomena. one can clcarly idcntify the grow ing importance of 
Computat ional Fluid Dynamics (CFD) in thc techno logical 
devclopment of recent decades. The cxpand ing role played by 
numerical ana lysi s of tlow probl cms is prompted by cconomical 
rcasons, which are in turn connectcd to the dcvelopment of 
computer technology and new so lution algorithms. 

ln this work wc apply adaptivc solution proccdures, 
combining mesh and time-stcp control , to thc solution of 
incompressible viscous tlows with hcat transfcr. Such tcchniques 
are cffective on adjusting the discretisation according to thc 
physics of the underlying problem. However, they c reate variable 
computati onal loads which make them difticult to implcment 
with efliciency in parallel I vector supercomputcrs. 

A symmctric Pctrov-Galcrkin formulation , which 
automatically introduces streamline 11pwinding and permits cqual 
order interpolation for velocity and prcssure. is applied to the 
incomprcssible Navier-Stokes cquations and to thc energy 
balance (De Sampaio ct ai., 1993). The adaptive h:chniques 
employed include remcshing, based on the Z-Z error estimator 
(Zienkiewicz and Zhu. 1987). and the use of local time-steps 
defined by the local ve locity, physical propcrtics and mesh size 
(De Sampaio. 1993). (De Sampaio and Coutinho. 1995). 

The parallcl I vector implementation on the Cray J98 
installed at COPPE I LJFRJ is described. A dynamic mesh 
colouring scheme is applicd to the computational meshes in ordcr 
to split the tinite clcments into groups that can be processcd in 
parallel I vector modc within an clement-by-element (EBE) 
preconditioned conjugate gradient so lver ( Hughcs et ai., 1987), 
(Coutinho et ai., 1993). 

The adaptive simulation of cross tlow past a tube bank, a 
problcm of particular intcrest to thc nuclear industry , is 
presented. Performancc measurements on thc Cray .198 
demonstrate thc dTectivencss of the numerical tcchniques 
employed. 
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THE CONTINU LJ M AN O DISCRETE MODELS 

We prescnt here the finite elcment formulation used for the 
simulation of incompressible viscous fl ows with heat transfer. 
The problem is defined on the open bounded domain Q , with 
boundary r. containcd in the nsd-dimensiona l Euclidean space. 
The continuum model compri ses the incompressiblc Navier
Stokcs equation s and the transient encrgy bal ance. These 
equations are written usi ng the summat ion convention for a =I, 
... , nsd and b=l, ... , nsd as 

p( ~;· +u. ~;:)- 0~.[1'(~;: + ;;~) ]+ :;, =0 

011, =Ü 

Dx, 

(rJB ôB) ô ( ôB) p c +u. - K =0 
{J/ ôx, ôx, ôx, 

( I ) 

(2) 

(3) 

ln the above equations 11,, p and B denote veloci ty, pressure 

and temperaturc. Note that p. c, ~ , K are, respectively, the tluid 

density, specitic hcat, viscosity and thermal conductivity. The 

modcl is completed introducing bo undary conditions and initial 

vclocity and temperature fields. 
Veloci ty and traction boundary conditions are given data 11, 

and 1, , respectively prescribed on the boundary partitions r., 
and r,, . such that r,, u r,, = r and r,, n r,, = 0 . 

Similarly, temperature and heat !lux are given data e and 

q ' which are prescribed on boundary partitions rll and r '! ' 
such that rll u r ,, = r and r(l n r ,, = 0 . 

Pressure and mass tlux boundary conditions are associated to 

the mass balance and are given as p and C on the boundary 

partitions r,, and rei. such that rp u rei= r and rp n r"= 0. 

Note that thc incompressibl e t1ow model (I )-(3) involves 

pressure grad ients but not pressure itself. Thus, at least one 

reference pressure value must be given in order to define a 

unique prcssure ti eld . 
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The continnum model is discretised using linear triangular 
elemcnts to approximate velocity, pressure and temperature. Such 
a choice of interpolating spaces is not acceptablc within lhe 
mixed-formulation framework, as it violates the Bahuska-Brezzi 
condition (Brezzi and Fortin, 1991 ). However, the Petrov
Galerkin formulation we shall present next avoids such a 
difficulty through the introduction of extra stabilising terms 
(Hughes et ai., 1986), (De Sampaio, 1991). The formulation also 
leads to better approxirnations of convection dominated tlows, 
for it generates streamline upwinding (Brooks and Hughes, 
1982), (De Sampaio, 1991 ). For a detailcd description of of the 
stabilised mcthod us~d in this work, the readcr is rcferred to thc 
original sources (De Sampaio, 1991 ), (De Sampaio et ai., 1993 ). 

The following discretised modcl is obtained by least-squares 
minimisation of the time-discrctised momentum and energy 
balances with respect to the velocity, pressurc and temperature 
dcgrees of freedom. Thc pressurc-continuity cquation Eq. (6) 
results from the combination of thc least-squares momcntum 
minimisation and the n:quirement of now incompressibility 
Eq.(2). The discretised momentum and energy balances are, 
respcctively, 

f p (" !H ••. ôN, ) ( ·" ' ' 13.1 •• oú:,'' ) d'"' / v, + uc U11 + Un ~ t. 
"13.1 2 ôx, 2 ax, 

f P (N,+/).' u; aN, )(u:.- !3.t u;aú;; ) dn + 
"/).{ 2 clx, 2 ax, 

f a N, /J"''" dn - f !3.t u'.' a N, a p"•"2 dn 
" ax, " 2 ' ax,. ax., 

f 
<7N . (oí'.t" o u") f - ' f' " + " dn + N, t, dr + 

" ox, oxh o x., r,, 

" f !3.t ." o N o [ (ou" ou;)] d'"' L. lt ' fi " + >< 
,. "' 2 ' o x, ox , oxh ox,. 

(4) 

and 

f p c (N, + ~~ u;· aN,) (e'"'+ !3.t u;' aô"• 'J dn 
ll /).{ - ax, 2 oxh 

fpc(N +i3. t u" r7 N, )((r _!3. t u" o(J" J dQ 
0 !3.t ' 2 ' c7 x, 2 " r7x" 

r <7 N r7B f - J · " dn - N, q dr + 
0 Oxh Ox11 r(, 

I f !3.t u" oN, t7 l" de) dn 
,. "'' 2 ' ôx, ôx, ôx, 

(5) 

whilst the pressure-continuity equation is given hy 

f c!N, ôp"•'t' dQ = - f c!N, pu; au;; dQ 
" ôx, ax, " ax,. ax, 

- J P N, t:7u; dn +I f ôN, fi (r7u ;; + iJz~;') dn 
" !3.t ô x, ,. 0 , ôx, c!x" ox., 

- f N, (G " '~~G " ) dr (6) 
1 (; , 

ln thc ahove cquations u, , p and () are the discrctised 

field s, interpolated using standard c~, finite clemcnts whosc 
shape functions are denoted by N, . The supcrscripts n. n+ 112 
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and n+ I indicate the time-kvel. Note that the terms explicitly 

written as summation of elcment integrais vanish altogethcr for 
thc linear shape functions used. 

The problcm is solved using a segrcgatcd solution procedure. 
Pressure is computed first, then thc velocity and the tempcrature 
ticlds are updated. Eq. (4)-(6) lead to symmetric positive detinite 
matrices, allowing the use of preconditioned conjugate-gradient 
solvcrs. 

Discrctisations similar to that prescnted herc have been 
obtained by (Zienkicwicz and Wu, 1991) following alternative 
approaches. The proccdure can hc extendcd to the analysis of 
natural convection prohlcms with lhe inclusion of buoyancy 
forces in Eq.( I) (De Sampaio and Coutinho, 1995). 

THE LOCAL TIME-STEPPING SCIIEME 

The wcighting functions applicd to thc momentum and 
encrgy balances havc thc stream/ine upwind Pelrov-Galerkin 
structure (Brooks and 1-lughcs, 1982). 

W = N + !3.t ·n dN 
I j u i 

2 ' r7 x,. 
(7) 

ln fact , a proper amount of stream/ine upwinding is 
introduced in tht! monu:ntum balanct! chosing thc time-stcp as 

!3.t = [ tanh · '( R,.) - 2 ] . h,. 
2 R,. 1 u" i' 

(8) 

where I· u• il is the velocity modulus and h,. is the characteristic 

elcment size (the squarc root of the clemcnt arca). Thc element 

Reynolds number R,. is formcd using i! u" !i and h, . . 

lt is intcresting to notice that the time-step given by Eq.(8) is 
appropriate to follow the time cvolution of thc convection
diffusion processes resolvahlc in a mesh with local size h, (De 

Sampaio, 1991 ). lndt!ed, Eq.(8) gives for pure convection 

13.1 = h, I !
1
u "' whercas for purc diffusion 13. 1 = p h,: I 6 fi . 

The rclationship hctwccn the time-stcp given hy J:q.(8), al so 
called _the inlrinsic time scale, and thc modelling of thc suhgrid 
(or unrcsolvahle) scales was invcstigated in a rccent paper hy 
(llughcs, 1995) . 

ln order to introduce optimal upwinding in thc tluid cncrgy 
cquation, wc have to replacc thc elcment Reynolds number in 

Eq.(8) hy thc elemcnt Peclet number P,. = R,. !', , whcrc 
1', = fl c I K is the Prandtl numhcr. Clearly, unlcss the Prandtl 
numbcr is onc, the time-scales for thc momentum and energy 

equations will dilfcr. Furthcrmorc. note that lhe time-step given 
by Eq.(8) varies spatially according to local values of velocity, 

physical propertics and mesh sizc. lf optimal upwinding is to bc 
introduccd in hoth momentum and encrgy balances, wc need to 
consider two di stinct spatially varying timc-step distributions. 

Wc t!mploy hcrc an algorithm which allows each degrcc of 
frccdom to advance in time according to its own local time-step, 
whilst interpolated results are pcriodically output at tixed times 
(De Sampaio, 1993 ). The algorithm starts with ali degrees of 

frcedom active and with variablcs dcfined at time t" . Then. it 
procccds as follows: 



a) Sct clcment timc-steps for vclocity and pressure using the 

corresponding R,. and elemcnt time-steps for temperature using 

thc corresponding /~ . . 

b) Project the elemcnt time-stcp values onto mesh nodes, 

obtaining nodal time-stcp distributions for u,, p and ê. 
c) Choose an intcrpolation time-step ll t,,., between the 

minimum ( llt ... ,,. ) and thc maximum ( ilt,."'' ) timc-scalcs. 

d) Define the interpolation time-levei t,., = t" + ll t,,.,. 

e) Solve cquations (4)-(6} for the active degrees of freedom 

using the respcctivc nodal time-step distributions. 

t) Interpolatc, on the time domain, the degrees of freedolll 

whose tracked time have cxceeded t,... and freeze their 

inlerpolated valucs at t,... . These degrees of freedom are 

temporarily rcmoved from the list of active variables and treated 

as pseudo boundary conditions for the problcm dctined in tcrms 

of thc remaining active variables. 

g) Are thcre any active variablcs leti 'l 

lfycs: 

g I) Rccomputc lhe local time-steps for the rcmaining 

active variablcs and return to slcp e. 
lfno: 

g2) Output the solution at t, .... 

g3) Rcleasc lhe inactive (frozen) degrees of freedom. 

g4) Rcddinc t" = t ,,., and rcturn to slcp a. 

The process continues until the required analysis time 
interval has bcen covercd. Note thal thc extra bookeeping nceded 
for tracking cach dcgree of frcedom time position pays off in 
computational cffort, for dcgrecs of fn:edom associated to largcr 
lime-steps are updated lcss frequently than those associated to 
smallcr oncs. The algorithm dcscribed above leads to a weighting 
function adaptive melhod, where lhe local time-step is adjusted 
according to the local velocity, physical propertics and mesh sizc, 
aiming to oplimisc lhe approximation on a given mesh. 

ADAPTIVE REMESHING 

Much progress has been achieved in the ticld of tinite 
elcment mcsh adaptivity. The rapid development is bolh a 
conscquence of the rcscarch on crror cstimates (Babu~ka ct ai., 
1986), (Zicnkicwicz and Zhu, 1987) and of thc availabilily of 
mesh gencrator routincs capable of using thc crror data to build 
improved meshes (Peraire ct ai. , 1987). 

lt is important to remark that a remeshing scheme conccrns 
only the spalial discretisalion. Howevcr, whcn dealing wilh 
lransienl processes lhe ovcrall error in the solution is associated 
not only to thc spatial discrctisation, but also to the time 
integration of the governing equations. Thus, some form of time
step adaptation is nccessary. as far as a transicnt analysis is 
concerned. 

ln this work the a posteriori error cstimator proposed by 
(Zienkicwicz and Zhu. 1987) is used to estimalc the velocity 
gradient e.rror and to guide tht: rcmeshing. The local time
stepping algorithm is uscd in conjunction with the remeshing 
schemc. This pcrmits linking spatial and time-step retlncment 
through Eq.(8) and naturally lcads to a simultaneous time-space 
adaptive proccdurc. lndced. whcnever thc rcmeshing schemc 
creates some local relinement to better resolve a particular tlow 
feature. tht: time-step distribution is also adaptcd accordingly, so 
that thc corrcsponding time evolution can be appropriatcly 
followed. 

The vclocity gradient error is estimated according to 
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[ ]

112 

'
1E' = f(vu' -\lu )(vu· -\lu )dn I lln 11 a a a 

" 
(9) 

where v un is the discontinuous gradient computed directly from 

the analysis and V u,; is the smoothed gradient obtained by least

squares projection of v un onto the continuous tini te element 

basis (De Sampaio et ai. , 1993). 
We can also detine the following measure of the velocity 

gradient jiSilu and the relative error 11 

[ ]

112 

l.sl' = f \lu' \lu' d0. 
i · o (/ (i 

" 
(I O) 

(ti) 

lf 0., is the sub-domain associated to a typical element i, thc 

corresponding element error is 

(12) 

Note that the domain error given by Eq.(9) is related to the 
individual clement errors according to 

III 2 

li E ! 2 ="" !'ell. 
. ol u ~ 11 ( 13) 

i=l Ui 

where m is the number of elements in the mesh. Thus, one can 

compute the averagc error per element e"' as 

I Í E ~ I I ~ , il 
e=--

"' [;;; 

o r, in terms of the relative error 11 , 

e= IJ~ "' rm 

( 14) 

(15) 

The remeshing scheme is based on the concept of generating 
a new mesh in such a way that the error will become uniformly 
distributed among the new elements. This rcquires defining a 
target erro r per elemcnt and leads to various alternati v e strategies. 

ln a previous work (De Sampaio et ai., 1993) we have 
followed (Zienkicwicz and Zhu, 1987) and uscd Eq.( 15) to set 
thc remcshing target error per element according to ·the user 

prescribed aimed analysis quality r; . Such an approach focus on 

kceping a nearfy constant error levei , while letting the number of 
elements to vary. ln the remeshing procedure we shall present 
next the priority is somewhat reversed. ln fact , we lt!t She error 
levei to be adjusted during the analysis according to a user 
detined maximum allowable number of elements. This seems to 
l:>e more budget oriented than the previous implementation, 
where an excessive number of elements was sometimes created. 

Let us suppose that through a remeshing scheme, starting 

with a coarse mcsh containing m elements, we could obtain a 

refined mesh with m' elements, such that m' > m . Let us further 



~ 

assume that the retined mesh is optimal in the sense that the error 

is evenly distributed among lhe m' elements. Then, using 

Eq.( 14 ), the ratio between the average erro r per element 

measured on such meshes is e,le;,=FmiiE'II., I UIIEIIn· 

Noting that lhe domain error in the retined optimal mesh is 

smaller than that on the coarse mesh, we conclude that 

e,. I e, = J;" I f;;;;; for some m" > m' . 

ln view of thc above remarks, the following target error per 

element is chosen for remeshing 

- gl-e = -- e 
I m" 1/! 

( 16) 

where m" is the user prescribcd maximum numbcr of clcmcnts, 

m is thc numbcr of clements in the current mcsh and e, is lhe 

averagc crror per clcment measured on the current mesh. 

For the linear clements employed in the computation we 

assume the individual clemcnt crrors are proportional to the 

corresponding element s izes. Thus, we can define the new 

ele111ent size distribution required to attain the target error e, on 

every clcment of the new mcsh. The new element size 

distribution can be expressed in terms of the elemcnt sizcs and 

errors on thc currcnt mcsh and of the uniform target error e, 
aimed for the new mesh . 

k el 

h" ' = h, III -1 
' eu; 

for i=/, ... , m ( 17) 

where k+ 1 and k denote the new and the current mesh 
respecti vely. 

ln some applications it is necessary to limit lhe m1mmum 
acceptable elemcnt size as the time-step computed from Eq.(8) 
may become too small for an affordable computation . Note that 
Eq.( 17) gives a piecewisc continuous clcment size di stribution 
for the new mesh which is. however, detined on the current 
mesh. The mesh generator used in this work requires lhe element 
size distribution to bc continuous and detined on the nodes of a 
specified background mesh. Therefore, lhe size distribution g ivcn 
by Eq.( 17) is projected to the nodes of the current mesh, via least 
squares smoothing, and then transfered to the background mesh 
nodes. 

A Delaunay mesh generator is employed to construct meshes 
composed of triangular elements. The problem is defined on a 
initial mesh containing boundary and initial condition data. This 
initial mesh is uscd as thc background mesh from which ali 
subsequent meshes will be gencrated by the insertion of ncw 
points and the application of Bowyer's algorithm to connect the 
newly created points in a Delaunay triangulation (Bowyer, 1981 ). 
ln such an approach lhe background mesh is indeed a 
computational mesh, which is actually used to start the 
computation. 

The automatic remeshing is controlled by the variation of the 
relative error given by Eq.( li). A new mesh is constructed 
whenever thc rclative crror varies more than onc pcrccnt during 
the transient analysis. 

Another important aspect in a remeshing procedure concerns 
the interpolation of field data bctwcen two consccutive 
computational meshes. This problem has been addressed in (De 
Sampaio ct ai. , 1993) where the deleterious effect of a simple 
linear interpolation was demonstrated. The lowlhigh order 
interpolation schcme proposed in (De Sampaio et a i. , 1993) has 
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been used hcre to avoid the introduction of spurious dissipation 
when data transfer between meshes is rcquired. 

Many operations describcd abovc dcp.:nd on tinding the 
clement which contains a point given by its coordinates. lf not 
carefully programmed thcsc scarch operations becomc quite CPU 
consuming and may severely undermine the overa ll code 
performance. 

The neighbour-to-neighbour scarch algorithm indicated in 
Figure I is uscd in this work (Perair.: et ai., 1987). According to 
(Uihner, 1995), provided a close enough starting element is 
given to initiatc the scarch. this algorithm, though scalar. 
outperforms othcr vcctoriscd procedures. Wc have devised a 
simple data structurc to guarantee that the scarches required in 
our computations always start from a closc dcment. .. Because ali 
rneshcs produccd an.: obtaincd by re!incmcnt of the sarne 
background mesh, w.: can use the clements of the background 
mesh as regions to which ali points and elcments are reffered. 
Thus, if the point \Vc are scarching is associatcd to a given 
background rcgion. we cnsure that the starting ckmcnt for thc 
search belongs to the sarne region. The ncighbour-to-neighbour 
algorithm works well for convex regions but may eventually fa il 
otherwise. Thus we have programmed a vectorised search on ali 
elements as a fali back position. This is activated whenever the 
neighbour-to-neighbour scheme fails to tind thc desired point 
after visiting 20 clements. 

Figure I. The neighbour-to-neighbour search algorithm. Th.: area 

coordinates L, , L; and L, of clement E are evaluated at the 

searched point M. Here, L,( M) = min( L,( M). L, ( M),L, ( M)) 

and the next clement to be checked is E, . Thc algorithm is 

repeated until the elcment containing point M is found . 

THE PARALLEL I VECTOR ITERATIVE SOLVER 

Provided the mesh generator and the searching routines are 
programmed efticiently, thc updating of variables is the most 
time consuming opcration in thc whole analysis. The updating of 
the velocity, pressun: and temperature iields demands the cyclic 
solution of four symmetric positive defini te system~ of equations. 
These systems are solved using a Jacobi preconditioned element
by-element (EBE) conjugate gradient (CG) method. Note that 
sparse matrix-vector multiplications are requircd during the CG 
computation. Due to the local nature of tinitc t:lement 
approximation, the sparse matrix-vector product can be recast in 
lhe form, 

nd 

Ax =IA eX e 
1' =1 

( 18) 

where nel is the current number of elements in the mesh. Thus, 
the computations invo lvc only thc clement matrices, without the 



burden of assembling and handling large global sparse matrices. 
The implementation of the clemcnt-by-clement (EBE) 

matrix-vcctor multiplication follows the three-stcp algorithm: 

for each element e do 

GATHER Xe from x 

COMPUTE 

SCATTER + ADO v = v + v e 

end do. 

The above algorithm has a great potential for vectorisation 
and parallelisation sincc the GATHER and COMPUTE steps can be 

performed independently from the other elcments. Howcver, the 
SCATTER + ADD step involves a writc operation on a global 

array. For adjacent clcments write operations are pcrformed on 
sharcd addresses in v. Therefore, the SCATTER + ADO 

operations ean only be performed concurrently within a group of 
non-adjacent elements. Groups of non-adjacent elements can be 
constructed reordering the clements before starting· lhe 
computations by a mesh colouring algorithm, producing a pattern 
like the one shown in Fig. 2. The element grouping requires a 
small fraction of CPU time and is performed before starting 
computations on the current mesh . Note, though, that the local 
time-stepping scheme used in this work implies variable lists of 
active elements and degrees of freedom. Therefore, prior to each 
CG solution, the groups are edited to extract the current active 
elements.The EBE computations within a group (colour) can be 
readily vectorised and distributed for multiple processors using 
the autotasking faeilitics available in Cray machines. This 
approach y ields vector lengths of the size of the current number 
of elements in a group. Consequently, the colouring &lgorithm 
should attempt to produce groups with approximately the same 
number of clements. lt is important to note that storage 
requiremcnts in the EBE scheme ar~ dircctly proportional to the 
number of elements in the mesh. Further, we do not evaluate and 
store the clement matrices. Wc actually compute the action ofthe 
element on the product. Thus. geometric factors , shape functions 
etc are n:computed as they are nceded. The rcsulting solution 
strategy kccps storagc at a minimum and is a parallel I vector 
matrix-frec mcthod. 

Figure 2 Multi- colouring grouping of finitc elemcnts. 

SIMULATION OF CROSS fLOW PASTA TUBE BANK 

We prescnt herc the simulation of eross tlow past a tube 
bank . The 11uid is confined bctween two horizontal plates which 
direct thc tlow towards a regular array of 5x5 cylinders. Thc 
pitch I diamcter ratio is pld = 1.33 and the ratio between the 
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p1ates distance I and the diameter d is ll d = 6.65. A,. uniform 

velocity protile u0 is assumed at lhe tlow entrance and free 

traction boundary conditions are imposed at the outflow. The 

Reynolds number, detined by u" and I , is R,= 665 and the 

Prandtl number is P, = 1. Non-slip boundary conditions are 

imposed on ali solid surfaces. The non-dimensionalised 

temperature at the inlet is fl = O, whi1st the temperature at the 

surface of the cy1inders is fixed at tJ' = I . The initial tluíd 

temperature is o· = o . 
The transient analysis was run from t = O to t = 20 dI u

0 
• 

A total number of 499 adaptive meshes have been automatically 
constructed. The maximum number of elements prescribed for 

remeshing was m" = 40000 and the prescribed minimum 

characteristic element sizc was h,= 0.02d. The average number 

ofelemcnts and degrees of freedom per mesh was approximately 
25000 and 50000, rcspectively. The transient analysis required 

li 000 time interpolation steps !:J. t,,. . Some results of this 

simulation are shown in Figure 3. 

Figure 3. Simulation of a confined cross tlow past a tube bank. 

From top to bottom : mesh at t=8 d I u11 and corresponding non-

dimensionalised temperature, velocity tield at 1 = 2.5 dI u0 and 

at t = 1 1 d I u., , respectively. 



IW 

The parallel I vector perfon:1ance on the Cray 198 has been 
analysed, trying to follow as much as possible the guidclincs 
from (Crowl, 1994). The basic variables for the performancc 
measuremcnts are jlops rate and speed-up factor. The j/ops rates 
are evaluated using the hardware performance monitor (hpm) and 
the profiling too! (perfoiew)·~n a single CPU version of the code, 
where vectorisation is the main issue. Parallel speed-up is 
evaluated by the atexpert too! during a 4 CPUs run. 

The CPU time of the vectorised single processar run was 
54.5 hours. The sustained job performance on this run was I 09.3 
Mjlops, indicating a highly efficient vectorised code. Table I 
presents the Mjlops rates obtained for the most relevant inner 
kernels during the single CPU run. ln this table, so/vpr and 
solve/ stand for the conjugate gradient updating of pressure and 
vclocity, respectively; mshco/ is thc mesh colouring algorithm 
which performs only integer opcrations; newpts is the point 
crcation routine used in the mesh generator proced~re. 

Table I - Performance summary (I CPU ) 

ROUTINES %CPU time Mtlops 
so/vpr 76.3 91.7 
mshco/ 7.8 0.0 

. solve/ 2.3 99.9 
newpts 2.1 144.5 

Computational costs are dominated by the pressure update, 
which requires the solution of the discretised Poisson Eq.(6). The 
updating of vclocity and tempcrature also involves the solution 
of linearised equation systems but is much less expensive. This 
happens because we are using the last available solutions to start 
the conjugate-gradient, whilst closely following the time-scales 
ofthe momentum and energy convection-ditfusion processes. 

Even though a total of 499 meshes have been generated 
during the transient, the cost of mesh generation, mesh colouring 
and data transfer between meshes (including searching routines) 
represent only II % ofthe overall solution cost. 

Regarding the parallel performance in 4 CPUs, we have 
obtained the actual speed-up of I. 72 in a non-dedicated run. The 
atexpert too! predicts a speed-up of 3.4 for a dedicated run. 

CONCLUDING REMARKS 

An adaptive parallel I vector tinite element procedure for the 
simulation of incompressible viscous flows with heat transfer has 
been prescnted. Thc algorithm involves space and time 
adaptation in unstructured meshes. According to (Simon, 1993), 
that is the hardest class among parallel applications. ln spite of 
such difficulties, good performance has been achieved in the 
simulation of cross flow past a tube bank on the Cray 198. 
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SUMMARY 

Bctw<.:en 800°C and 400°C cooling has a strong rndiation character attached to nntural or forced 
convection producing strong thennal gradients. ln thi s work we present the analysis of the temperatur<.: field 
using the Gakrkin method nnd the GGL'\ mcthod. Numericnl rcsults show the superiority of the GGL'\ 
method for this class of problems. 

INTRODl JCTlON 

Steel slabs nre produced by the sted industry and kept 111 

cooling arcas at temperatures aronnd 800 °C. 

For the product' s qunlity to be guarantecded, i't's 

fundmn.:ntnl that the residual stresso::s coming trom thennal 

stressc:s due to cooling are und.:r control. 

This way, it' s necessary in the evaluation of thennal stress, 

the precise det enninati on ofthe thennal fidd tran sient. 

Between 800°C and 400°C cooling has a st rong radiation 

character attm:hed to natural or torced conv<.:ction producing 

strong thennal gradients. Besides that , th<.: values to the thennal 

difusivity make thc classic method of Gakrkin tor finitc 

elements produce spurious oscilations, unless that an e:-;tremcly 

refined mesh is used. 

To improve l1alerkin 's method , th<.: mdhod Gratlieut 

Galerkiu Lea.\'1-Squares (GGLS) for finite elements was 

devcloped. This method was succ<.:stllil y used in the temperature 

analysis to heat exchangers as sho\\~1 in Franca and do Canno 

(1989b). 

ln this work a three-d imensiona l analysis of thc temperatun.: 

field is done, during the steel slabs cooling, using the c;c;Ls 

method, being lhe obtained results compan.:d to (íakrkin ' s 

classic method . These results show that , tor thi s type of probkm, 

as lhe use of lhe GGLS method is very important to ha ve precise 

result s in acceptable computational time . 
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THE PHYSICAL PROBLEM 

Consider a bounded domain Qc91 3 
with boundary r , 

9\ 3 
bcing lhe Euclidean thre.:-dimcnsional space. The physical 

problem consist: g1ven T0 E L2 (Q), Tref EHY,(r) , 

Thulk E H y, (r) , f E H-1 (Q), fo r each tE (O, oo) lixed, 

find TE H 1 (Q) so that 

Where: H 'Y, (r), H±1 (Q) being the usual Sobolev spaces; 

/} (Q) being the spacc of the square integrable function; 

v .( o) denote the divergent operator; V( o) denote the gradient 

operator; D= D(T) lhe th.:nnal conductivity; p = p(T) the 

density C = C ( T) the specitic heat at constant pressure; . , p p 

hc'"'" the convection heat transfer coetlicient; (J' the product 

between emissivity and shape factor; and n the mlit nonnal 

vector 011 r outward to n. 

INTEGRATJON ON TIME 

For each [ f K ,/ K + 
1

] , f K = 0, f K + 
1 = f K + ( ,1 t r, we 

estimate the inlégral s as: 



kll 

f~~ [ D'i'T ]~1 ~ -( t.l), V [ D"' VT' '' J (2) 

/K 

J
K+l 

oT 
pc -dt""' PK+IcK+J(TK+J -TK). 

p ot p • 

/K 

f[~vr ~, + ( aT' + h,M, r) }1 :::::; 

/K 

(3) 

(M) [nK+IvTK+I.-'. + (TK+I)4 +h TKJ. (4) 
K 1 ~ r (J' com· ' 

-~ --

f;·dl :::::; ( 
fK+I+fKJ 

f ~' 2 (M)K; (5) 

/K 

r:T,:C (x ,I) + h- T""" (x ,I) J di :::::; 

/K 

I ( tK+I +tK J ( tK+I +tK Jl 
l o-Tr:f ~' 2 +hconvTbuJk ~' 2 J; (6) 

and for each m = 0,1, .. we have the linearization: 

(Tm+lr ""'4(r'r Tm+l -3(Tmr. (7) 

and for each time step [ tK, {+I ] fíxed, ( k=O, I, ... ), we have 
TK= To if K=O, (8) 

and have the problem given by the iterative scheme: 

To= TK, 

and for m=O, I, . 

-(M)K y[nmVTm+J]+ pmc;;'Tm+l = 

( 
/K+l+/KJ 

pmc;TK+fx, (M).inH- 1(Q) 
. 2 K 

TK+J = lim Tm, 
!11-----)-C.(J 

DmVTm+l.-' ... +[4 (Tm)3+h ]Tml· 1 ~1 (J com· l 
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I . ( tK+tK+IJl 
l4o-(Tmr + o-Tr:r ~, 2 J + 

I ( K K+l Jl t +t -y 
l hconv Tbulk X, 2 J in H 

2 (r) · (9) 

with lY" ,p" ,cp"' being estimatcd on lhe tcmpcrature T111 
• 

VARIATIONAL FORMl JLATION 

The variational fonnulation associated to thc problem given 
by (9), consists: for each time stcp [ t\ tK+J ] fíxed, ( k=O, 1, ... ), 
TK= T0(x) if K= O, and have the itcrative scheme: 

T0 = TK and for (m=O, I, 2, ... ), T'n+J E H 1 (Q), satisfying 

lhe following variational equations: 

I [ JJ"' VT""' ·v ry + p"'c;r""' ry J d!1 + 

f [ 4 (Tm)3 + h ] Tm+ll dr= (5 com• 7 

i ~ ( fK+fK+IJ l 
lpmc;:'TK +f ~, 2 (L1t)K jrydQ+ 

J ~ [ fK+/K+IJl 
l4o-(Tmr +o-Tr:r ~, 2 J7dr+ 

n- [ fK+fK+IJl 
~l hconv Tbulk ~' 2 j'7 dr 

'\117 E H 1(Q) , TK+l = lim Tm (10) 
!11-----)-C(J 

F!N!TE ELEMENT FORMULATION (The GGLS Melhod) 

Considcr a partition of tini te clcment on lhe domain Q so 
lhal: 

n nQ =0 ife:;t:e e e· ., 

U(neurJ =nur (li) 

re bcing lhe boundary of ne and 0 bcing empty set. 

Lct PI ( ne) hc givcn hy: 

.( ) { \f': Q, H 9t, \f' is a polinomial } PI n = e 

e of dcgrcc not grcater than i, i ~ 1 

and lhe space: 



'Ye being lhe restriction or 'Y in n" 

The GGLS method prescnted in Franca and do Canno ( 1989a) 
consists: 

For each time step I tK, tK+l I tixcd, ( k=O, I , 2, ... ) , with 

T/ =To (x) ifK=O, tind Thm+l belongs to Hi.h(U) (m=O,l ,2, .. ) 
satislying lhe variational equation: 

I 

i V1p"'cm.h L ·L h I' 

e l, 

Dh"' , {Jn
111

, cp"'·11 being estimated on lhe h:mpcrature Thm, and 
convcrgence is assumed whcn 

I(T"'+ 1 
- T"') I Tm+Ij < O 00 I h h h - . 

for each time step 1 tK, IK+I J tixed. (12) 

and by Franca and do Canno ( 1 9R9a ), lhe paramctcr r e IS 

given by: 
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h e = [V ol( Qe)] X 

I l,(fae~8 
Çe = 0.064ae + 0.49, lsae 58 

lo,ae<l 

Vol( nJ denoting the volume of Q e. 

( 14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

We note that if r e= O V' e , then we have lhe Galerkin 

mcthod. 

TI1e same critcrion of convergence was assumed for tl1e 
Galerkin method. We note that the sucess of the GGLS metl10d, 
tor this problem, can be attributed to lhe control of derivatives 
introduced by pieces at elements levei given (12). TI1e theorical 
analysis of lhe GGLS method can be found in (1989a). 

NUMERICAL RESUL TS 

h1 order to demonstrate the necessity of GGLS method, we 
present one numerical example. 

We use a regular mesh . 8x6x6 three-linears elements with 
Gauss integration 2x2x2. 

We simulated the cooling of a block of steel slabs with 
IO.Om lenght, 1.8 width and 3.0 height. 1l1e initial temperature 

To= 800°C, a= 0.37 and hcanv =5e04 W /m2
K. 1l1e results 

were presented at line of highest gradient. 
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Figure I (Galerkin Mf!lhod) 
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Figure 2 (GGLS Mcthod). 

"\ /1 
~8~8~·~8~!

o---

- a- GGLS 

- • - Galerkin 

6,6 

620 

610L_~--~--~--~~--~--~--~-:--~--~~ 
10 

Slab Lenght (m) 

Figure 3 (Cooling Time= l .Sh). 

As we can see on lhe graphics shown above, lhe Galerkin 
method gives approximated solution with spurious oscillations ai 
high gradient areas. 

CONCLUSIONS 

The numerical experiments presented in this work 
demonstrate that lhe problem of condution for materiais in high 
temperature cmmot be analysed by Galerkin method if not use a 
tine mesh. 

The GGLS method shown high numerical perfonnance as is 
forseen in Franca and do Canno ( l989a). Therefore, if gradient 
of temperature is the variabk of interest, as in thennal stress, 
the GGLS method is advisable. 
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RESUMO 

Neste artigo introduzimos um método estabilizado de elementos finitos para convecção 
de calor nos escoam entos de Navier-Stokes. Construído de maneira a herdar as carac
terísticas de estabilidade dos métodos estabilizados introduzidos para os modelos de Stokes 
e advecção-difusão, o método proposto não necessita atender à condição de Babuska-Brezzi 
e permanece estável mesmo em escoamentos fort em ente advectivos. A característica evo
lutiva e não-linear do modelo são tratadas por um algoritmo preditorj multi-corretor. 

DINÂMICA DOS FLUIDOS 

O escoamento dos fluidos é um fenômeno físico que 
pode ser representado por uma transformação contínua 
no espaço euclidiano, parametrizada pelo tempo t ·E 

[0, oo), 
(1) 

onde B denota um fluido genérico, x uma trans
formação de classe C3 referida como seu movimento e 
t = O um instante inicial arbitrário. 

Durante o movimento do fluido, suas interações 
com o exterior são descritas pelas forças nele atuantes. 
Classicamente, consideramos as forças de contato en
tre suas partes, entre seu contorno e o exterior, e as 
forças volumétricas. Para avaliar as forças de contato, 
empregamos a hipótese de Cauchy: Numa supe1jície 
fechada S existe uma distribuição de vetares tensão t 
cuja resultante é equivalente às forças exercidas pelo ex
terior da superfície S em seu interior. Supomos ainda 
que t depende apenas da posição e da orientação do ele
mento de superfície da, t = t(n; x , t), com n denotando 
a normal exterior à S. Essas forças se relacionam com 
o movimento do fluido através dos axiomas de Euler, 

I. Princípio da Conservação do Momentum Line -
ar. A taxa de variação do momentum linear num vo
lume de fluido n é igual à força total nele aplicada, 

.!!:._ r p(x, t)u(x, t)dn = r f(x , t)dn 
dt lo lo 

+ l t(n;x, t)dr 

(2) 

onde r denota a fronteira do volume n. 
II. Princípio da Conservação do Momentum An -

gular. A taxa de variação do mom entum angular num 
volume de fluido n é igual ao torque total nele aplicado, 
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.!!:._ r r(x) X p(x, t)u(x, t)dn 
dt lo 

=ln r(x) x f(x, t)dn + l r(x) x t(n;x, t)df' 

com r representando o vetor posição. 

(3) 

Por fim, enunciaremos o Teorema de Cauchy 
(Truesdell and Toupin, 1960) , o qual asserta a lineari
dade de t(n) e estabelece a equação de movimento dos 
fluidos. 

Teorema l. Seja ( t, f) um sistema de forças de um 
corpo em movimento. A condição necessária e sufi
ciente para que as leis de conservação de momentum 
sejam satisfeitas é a existência de um campo tenso
ria] simétrico u - chamado tensor de Cauchy - tal que 
t(n) = un, satisfazendo à equação 

p(x, t)u(x, t) = \7 · u(x, t) + f(x , t) (4) 

Equações de Navier-Stokes. Os axiomas de Euler, 
mesmo válidos para maioria dos corpos, são insufi
cientes para caracterizá-los, por serem incapazes de dis
tinguir os diferentes comportamentos materiais. Será 
necessário, portanto, introduzir as chamadas hipóteses 
constitutivas. 

O fenômeno de atrito é manifesto nos fluidos 
através de suas forças cizalhantes, as quais retardam 
o movimento relativo de suas partículas. Uma boa me
dida deste movimento é fornecida pelo tensor 'Vu, su
gerindo equações constitutivas da forma 

u(x, t) = -p(x, t)I + C('Vu(x, t)) (5) 

onde C(-) é conhecida como função resposta do fluido. 

Os materiais caracterizados por relações do tipo 
(5) são denominados fluidos newtonianos. Para a 



Iii 

classe dos fluidos newtonianos compressíveis, a função 
resposta (cf. Landau e Lifchitz, 1971) é dada pela ex

pressão 

C("V'u(x, t)) = J.L("V'u(x , t) + "V'u T (x, t)) 

+ ((- ~J.L) (V · u(x,t))I 
(6) 

onde J.L e ( são, respectivamente, o primeiro e segundo 
coeficientes de viscosidade. 

Muit os escoamentos, entretanto , apresentam uma 
variação muito pequena em sua massa específica, os 
chamados flu idos incompressíveis. Segundo Gurtin 
(1981) , a resposta desses fluidos pode ser caracterizada 
por uma única constante: sua viscosidade. 

Teorema 2 . A condição necessária e suficiente para 
que a r esposta de um fluido newtoniano incompressível 
seja independen te do observador é que C seja da form a 

C("V'u(x, t)) = 2J.LE(u(x, t)) "V'u E Lino (7) 

onde L ino = {"V'u(x, t) E Linltr(Vu(x, t)) = O} e J.L a 
viscosidade absoluta do fluido. 

Considere agora a equação de movimento e 
as hipóteses constitutivas introduzidas anteriormente. 
Substituindo as eqs. (5),(6) em (4) , obtemos a equação 
de movimento dos fluidos newtonianos, 

p (x, t) (~~ (x, t) + ["V'u(x, t)]u(x, t)) + "V'p(x, t) 

- J.L~U(X , t)- J.L"V' · "V'uT(x, t) (8) 

-"V'· ( ((- ~J.L)(V · u(x, t)) 1) = f(x, t ) 

Considerando constantes os coeficientes f.1 e (, usando 
que "V' · "V'uT = "V'("V' · u) e impondo "V'· u = O à eq.(8) , 
obtemos as chamadas equ aç ões de Na vier- Stokes incom
pressíve ~ 

au 
p(x, t )(-(x, t) + ["V'u(x, t)]u(x, t)) + "V'p(x , t ) 

8t (9) 
- 2J.L"V' · E(u(x, t)) = f(x, t) 

1'! Lei da Termodinâmica. Da' Teoria Termodinâ
mica , sabemos que a energia ao longo de um escoa
mento pode assumir diferentes formas - térmica, eletro
magnética, química - podendo todas elas se transfor
marem no seu decorrer, sendo, portanto, imperativo 
cnuciarmos uma lei de conservação de energia - a J'! 

Lei da Term odinâmica (Van Wylen e Sonntag, 1978), 

·:!._qn) + :!._u(n) = H(n) + P(n) (10) 
dt dt 

onde X::(il) é a energia cinética de um volume n do 
fluido, U(il) sua energia interna, 7-l(il) a taxa do calor 
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por ele trocado e P(il) a potência mecânica nele des
pendida, definida pelo Princípio das Potências Virtuais 

(Truesdéll e Toupin, 1960) , 

P(il) ~ :!._X::(il) + r u(x, t) : E(u(x, t))dil 
dt lo 

Substituindo a expressão acima de P(il) na eq.(lO), 
obteremos a equação de conservação da energi a térmica, 

:!._U(il) = 7-l(il)+ r u(x,t) :E(u(x,t))dQ (11) 
dt lo 

Supondo a energia interna de um fluido uma pro
priedade aditiva, temos que 

:!._ r p(x, t)~>(X , t)dQ = r p(x, t)r(x, t)dQ 
dt lo lo 

-ir h(x, t)dr + l u(x, t): E(u(x, t)) dil 

(12) 

onde r deno ta uma fonte de calor por unidade de massa 
e h o fluxo de calor na fronteira r . Aplicando o Teorema 
de Transporte de Reynolds (Gurtin, l 981) e supondo a 
existência de um vetor fluxo de calor, h = -q · n , 

r p(x , t )i(x, t)dil = - r q(x, t). n(x)df' 
~ lr 
+ l (p(x , t)r(x , t) + u(x, t) : E{u(x, t))dil 

( 13) 

Aplicando o teorema da divergência e o teorema da lo
calização (Gurtin, 1981) , chegamos a forma fort e da 
equação de conservação da en ergia térmi ca, 

p(x, t) i (x, t) = -"V' · q(x , t) + p(x, t)r(x , t) 

+ u(x, t): E(u(x, t)) 

O modelo d a advecção-difusão . A eq. ( 14) 

( 14) 

neces-
sita ainda de hipóteses constitutivas. Negligenciando a 
troca de calor por radiação, o'fluxo de calor em um flui
do é d ado p ela Lei de Fourier: O fluxo de calor q , por 

unidade de área e tempo, é pro porcional ao gradiente 

de temperatura "V'O . Entretanto, na prá tica de Enge
nharia, são comuns as situações anisotrópicas. Nestes 
casos, generalizamos a Lei acima supondo q linearmente 
dependente de "V'B - a chamada Lei de Fourier G ene

ralizada (K ays e Crawford, I 980), 

q(x, t) ='- -K "V'B(x, t) (15) 

onde K = Ka/3 e0 181 e/3 é denotado por tens or- condu
tividade térmica do fluido. 

A eq.(14) pode ser ainda desenvolvida nn
pondo considerações termodinâmicas. O estado ter
modinâmico de um fluido é determinado por duas pro
priedades independentes (Van Wylen e Sonntag, 1978). 
Logo, podemos escrever sua energia interna c~ entalpia 



como é: (v , O) e h(p, e). Das definições de calor específico 
a volum e e pressão constante, Cv e Cp respectivamente, 

d€ = (
8€) dv + CvdB 
8v 0 

dh o-= ( Bh) dp + cpdf) 
8p o 

( 16) 
teremos, para os escoamentos isobáricos incom-
pressíveis, que 

d€ = dh = cdB 

com c = cv = cP denotado simplesmente por calor 
específico do fluido. Mesmo nos escoamentos onde a 
pressão varia, a diferença cp - cv pode ainda ser de-c 
sprezada para os fluidos incompressíveis (Van Wylen 
e Sonntag, 1978). Introduzindo a relação acima na 
eq.(14) e desprezando seus termos dissipativos, 

p(x.t) cÓ(x.t) +V· q(x.t) = p(x.t )r (x.t ) (17) 

Aplicando a lei constitutiva (15) à eq.(l7) , chegamos a 
equação da advecção-difusão, 

a e at (x, t ) + U(x, t) · VB(x, t)- V · (~(x, t)VB(x, t)) 

= r(x, t) 

( 18) 
onde U(x, t ) é o campo advectivo e a difusividade 
térmica do fluido dada por ~ = K/ pc. 

MODELAGEM NUMÉRICA 

A partir das equações de conservação de momen
tum e de energia, eqs. (9) e ( 18) resp ectivamente, em
pregando as adimensionalizações usuais em Mecânica 
(Kays e Crawford, 1980 e Landau e Lifchitz, 1971), 
obtemos o problema de contorno que governa a con
vecção de calor nos escoamentos incompressíveis, 

au 
at + [Vu[u- 2vV · e:(u) + Vp = f , Q x (0 , T) 

a e at + u · VO - ,..,~f) = r , Q X (0 , T) 

v . u = o, n x (o, r) 
u = u9 , T9 x (0, T) 

0 = 09 , r 9 x (0, T) 

un = O"h, rh X (0, T) 

q · n = qh , rh x (O , T) 

u = uo, n com t =o 

e = Bo, !1 com t = O 

( 1 9) 
o'nde u é a velocidade do fluido , p sua pressão, v sua 
viscosidade dinâmica, e sua temp eratura, (T o tensor de 
Cauchy (eqs. (5),(7)), q o vetor fluxo de calor (eq.(15)), 
f a força de corpo do escoamento, r sua fonte térmica, 
e v- 1 e K -

1 representam seus números de Reynolds e 
Péclet (Kays e Crawford, 1980) e, finalmente, r 9 e rh 
as partes d a fronteira n nas quais são impostas, respec
tivamente, as condições de Dirichlet e Neumman. 
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Um método estabilizado para convecção de calor. 
Na construção da aproximação das eqs. (19), .. empre
garemos os subespaços de ~lementos finitos usuais em 
Dinâmica dos Fluidos, 

v h = {v E HJ(n)N I VlxEK E Qk(K)N, K E Ch} 
(20) 

ph = {p E C0(!1)nLõ(n) I P IK E Qt(K) , K E Ch} (21) 

wh = {<P E H~{n) I rPixEK E Qm(K), K E Ch} (22) 

vh = {v(·, t) E H 1 (!1)N , tE [0 , Tj I VlxEK 

W~ = {<P (· , t) EH 1 (!1), tE [0, Tjj rPi xEK E Qm(K), 

K E eh , <P(-, t ) = 09 sobre rg} 

(24) 
onde Qk , Ql e Qm denotam, respectivamente, espaços 
polinomiais de grau k, l e m. 

A partir das definições (20)-(24) e baseado nos 
métodos es tabilizados já introduzidos para problemas 
de fluidos (Brooks e Hughes, 1980, Franca e Frey, 1992, 
Franca et ai., 1992, Hughes e Franca, 1987 e Sampaio, 
1991) , podemos introduzir o seguinte método estabi
lizado para aproximar o sistema {19): Achar a tripla 
(uh, Ph, Oh) E V h X Ph X W~ tal que 

B(uh , Ph , Oh; v , q, <P ) = F(v, q, <P ) , 

(v , q,r/J ) E vh X ph X wh 

(25) 
com 

e 

B(u, p, O; v, q, <P) = (~~ + [Vuju , v) -(V· v, p) 

+ (2 ve:(u) 1 e:(v)) - (V · u , q) 

"' au + ~ ( at + [Vu]u + Vp- 2vV · e:(u) , 
K ECh 

Tv(ReK )([Vvju- V q - 2vV · e:(v))) K 

a e 
+ ( at + u · VB, <P) + (,..,ve, V <P ) + (V· u, óV. v) 

+ "' (
80 

+ u. v e- K~e ~ 8t , 
K ECh 

T<J>(Pef(){U · V r/J - K~ rP ))K 

(26) 

F(v, q, <P ) = (f , v)+ (uh , v)rh +(r, <P ) + ('tJ.h, , r/J )rh 

+L (f,Tv(ReK)([Vv]u-Vq-2vV·e:(v)))K 
K ECh 

+ L (r, T<J>(PeK)(u · Vr(J- ,..,~<P))K 
KE Ch 

(27) 



I 
~ 

onde os parâmetros de estabilidade Tv, rq, e 8 sao 
definidos por: 

hK 
Ti(Xi) = -, 

1

-

1 

Ç(Xi} , com X v= ReK, Xq, = PeK 
2up 

Ç(X;) = {~i , O :S: Xi:S: l 
, xi ~ 1 

ReK _- mklulphK PeK = mklulphK 
4v 2K 

m1 = min {~ · 2C1 } com i= v ,cp 

(2 8) 

(29) 

(30) 

(31) 

c~ L h~[['V. e(v)IIÕ,K:::; lle(v)IIÕ v E V h (32) 

K ECh 

c: L h~llô<t>IIÕ,K:::; IIV' d> ll6 c/J E wh (33 ) 
K EC h 

b = >-[u(x)[phKÇ(ReK(x)) (34) 

,\ ~ l e l·lp denotando a norma-p do RN. 

Comentários. ( 1) (Teorema de Brezzi) Fazendo os 
parâmetros de estabilidade T v, T q, e 8 iguais a zero 
nas eqs. (25 )-(27), obtemos a aproximação de Galerkin 
clássica para problemas de convecção de calor, a qual 
infelizmente não apresenta bons resultados para flui
dos. Sua estabilidade, no contexto linear do problema 
Stokes, é governada pelo Teorema de Brezzi (Ciarlet , 
1978), o qual, de modo a garantir unicidade da solução 
(u , p) E V h x Ph, impõe as seguintes restrições sobre os 
subespaços de velocidade e pressão, 

I. (K~_-Elipcidade) , Existe uma constante C1 > O 
tal que, 

la( v , v)j ~ C1 jjvjjl , v E K~ 

com o subespaço K~ da do por 

K~ = {v E V h[ l q'V · v= O, q E Ph} 

II. (Babuska-Brezzi) Existe uma constante C2 > O 
tal que, 

I fn q'V ·v[ ~ C2llq[[o, 
sup llvlh v E" Vh 

q E ph. 

Visto que em geral K~ C:. K 0
, apenas um número 

limitado de combinações de elementos finitos irá satisfê
las, criando assim uma séria limitação ao método de 
Galerkin clássico. No mais, combinações de elementos 
computacionalmente atraentes como as de igual-ordem, 
ficam de ante-mão descartadas por não satisfazerem as 
condições acima. 
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(2) (Instabilidad e de Galerkin) A instabilidade da 
formulação de Galerkin em regimes de escoamento 
advect ivos-dorninados, pode ser entendida através de 
sua coercividade de sua form a trilinear B. Tomando 
(v,q ,c/J ) = (u, -p,O) e Tv,T<J> , b = O na definição (26) e 
selecionando v E HÓ(f!)N e cp E HJ(H), teremos que 

B(v ,q,d>; u , -q ,c/J ) ~ 2v[le(v)ll6 + KIIV' d> ll 6 

(v, q, c/J ) E V h X Ph X W h 
(35) 

Logo, nos escoamentos onde v , K ---+ O, teremos apro
ximações de Galerkin não-coercivas e, consequente
mente, contaminadas por oscilações espúria;; . 

(3) Modificamos as expres;;ões usuais dos números 
de Reynolds e Péclet de malha ( Johnson, 198-7) com 
a inclusão da constante mk nas eqs.(30), de modo que 
estes nmeros também levem em consideração o grau 
das interpolações erppregadas. Com isto , as regiões 
advectivas-dominadas do escoamento ficam caracte
rizadas por ReK, Peg > 1 e as difusivas-dominadas por 
ReK , Peg < I, indep endente do elemento considerado. 

Algoritmo de Integração. A discretização das 
eqs. (25 )-(27) é obtida pela expansão das funções 
{uh,Ph , Oh} e {v,q ,c/J } em suas respectivas funções 
base, gerando o sistema de equações semi-discretas, 

[M + M~]a + N(u) + N~(u) I [K+K~ + K 61u 

+ [G t-G~]p = F + FT 

IA+ A~]o , t +[C+ c~+ D I· D~]o · Q + Q~ 

[M~ja + N~(u) + [GT + K~ju + [G~jp =- ET 
(:~6) 

onde u , p, O, a e O,t são os vetores dos graus-de
liberdade de llh , Ph , oh, OUh / at e ao h; at, respecti
vamente. As matrizes [M], [Kj e [G] são originadas 
pelos termos transiente, viscoso e bárico da equação 
de momentum de (25)- (27) ; já [Aj, [C] e [Dj, são ori
undas dos termos transiente, advectivo e difusivo da 
equação de energia, respectivamente. O vetor não li
near N(u) provém do termo advectivo d a equação de 
movimento. As demais matrizes são devidas aos termos 
estabilizadores Tv, T<J> e 8. 

Generalizando, para problemas mistos, o a lgo
ritmo proposto em (Hughes e Tezduyar, 1983) e intro
duzindo os parâmetros nrnax (número máximo de pas
sos de tempo), i max (número máximo de correçõcs ) e w 

(parâmetro de seleção do m étodo predetor empregado) , 
podemos escrever o seguinte algoritmo preditor/ multi
corretor trapezoidal generalizado para o sistema (36): 

Algoritmo 1. 

1. inicialize u8, pg, a8 e og. 
2. faça n :=-c O e i := O. 

3. fase preditora: 

{ 

u~L :== u~) + ~t(l- w)a~i) 
a (t) ·-- o 

n + J . -- -

p (i) · - p (i) 
n+J . - n 

a Ci) ._ a (i) 
un+ J .- U n 

(37) 



4. forme e fatorize a.'; matrizes incrementais 
[M*J , lN*], IG*], [G*r[, [G~], IA*I eiC*I definidas 
por: 

[M*] := [M] + [M~] + w~tiN*I 

lN*]:= ~~: (u~Lll +la::~ (u~~ ~)l + [K] 

+ [K~] + [K6] 
[G *] := [G] + [G~] 

[G*TJ := [fv'l~] + w~t([GT] 

+la::~ (u~~ 1 )] + [K+J) 

[A*] := [A] + [A~] 

IC*j := [C(u~i~ 1 )] + [C~(u~~ 1 )] + [D] + [D~j 
(38) 

5. form e os vetares residuais 

R~iL := F n+l + F T n+ 1 - ([M + M~Ja~iL 
+N(u~~ 1 ) + N~(u~L) 
+ [K + K~ + K8]u~L 

+ [G + G~JP~L) 
s~L := ETn+l- ([M~Ja~L + N+(u~i~l) 

+[GT + K~ju~iL + [G~jp~L ) 
T~~ ~ : o.·: Qn+l + QTn+l- (IA 1- A~jÓ~il1 

() () 
+[C(u.:+1 ) + C(u.:t- 1) 

+D + D~]O~iL) 
(39) 

6. resolva o sistema incremental 

{ 

[ M*J~a(i) + [G*]~p(i) "- R(i) n+l n+l n+l 

I G*TJ~a(i) + [Gqi~P(i) = S(i) n+l T n+ l n+l 

IA *J~iJ (iJ + [C*j~o(il = T (iJ n+l n+l n+l 

(40) 

7. fase corretiva: 

{ 

(i+J) •- (i) (i) 

un--+1 .-__ un-+ 1 + w~t~an+ l (i+l) •- (i) (i) 
an+l .- an+J + ~an+ l 

(t+l) •- (i) (i) 
Pn+l .~ Pn+l + ~Pn+l 
8 c,+IJ ·:. 9 (,l 1_ " 0 cil 

n+l · n+l "-" n+ l 

(41) 

8. se i < imax, então i :=-" i + 1 e retorne ao passo 
4; caso contrário, i := O e 

(42) 

9. se n < nmax, então n := n +I e retorne ao passo 
3; caso contrário, termine. 
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Comentários. (1) Através do parâmetro w, pode
mos selecionar a estratégia de predição do algoritmo 1: 
Euler progressivo (w = 0), Crank-Nicolson (w = 1/ 2) e 

Euler regressivo (w = 1). 

(2) A a lgoritmo !lineariza o vetor N(u) da eq.(36), 
a cada passo corretivo i, através de sua expansão em 
série de Taylor, 

RESULTADOS NUMÉRICOS 

O Problema da Cavidade. Considere o escoamento 
não-isotérmico numa cavidade biunitári a com uma das 
paredes móveis. As condições de contorno são veloci
dade e temperatura unitárias prescritas no topo da cavi
dade e aderência do fluido e temperatura nula nas de
mais paredes. O dominio do problema foi discretizado 
uniformemente por 8x8 elementos de igual-ordem da 
família de Serendipity Q2S. 

Os campos de velocidade, pressão e temperatura 
definidos pelo sistema (19) foram aproximados de 
maneira es tável pela formulação estabilizada de elemen
tos finitos, eqs. (25 )-(27), para regimes de escoamentos 
advectivos-dominados; na Figura 1, são apresentados 
os resultados do campo de velo cidade para Re ~ 400 e 

Pe = 106 . O número de nós é praticamente o rnt'Brno 
usado por Tezduyar et ai. (Teazduyar e t ai. , 1990) 
para uma combinação igual-ordem de elementos Q1 la
grangeanos, havendo uma boa concordância entre as 
duas simulações numéricas. 

Gostaríamos, por fim, de fri sar que as simulações 
computacionais foram realizadas com elerrwntos de 
igual-ordem e altos números de Reynolds e Péclet, 
situações nas quais o método de Galerkin é potencial
mente instáveL 

-. \ 

' I I I 

.. / I I I 

I ' 

Figura 1 - O problema da cavidade (Re = 400,Pe = 106 )_ 



I 
\ll 
ili.u 

COMENTÁRIOS FINAIS 

Após a apresentação da Cinemática e Dinâmica dos 
Fluidos, este trabalho introduziu um método estabi
lizado de elementos finitos para transferência de calor 
por convecção nos escoamentos incompressíveis tran
sientes de Navier-Stokes. O método proposto não ne
cessita satisfazer à condição de Babuf;ka-Brezzí, per
mitindo, assim, a utilização de elementos finitos de 
igual-ordem. Graças ao desenho de seus parâmetros 
de estabilidade Tv, Tq, e {j e de um robusto algo
ritmo preditor /multi-corretor, o método é capaz de 
aproximar acuradamente situações fortemente advec
tivas. Os testes numéricos realizados utilizaram inter
polações de Serendipity de igual-ordem e altos números 
de Reynolds e Peclét, criando, assim, situações para 
as quais sabemos a priori ser o método de Galerkin 
instável. 

Perspectivas futuras . Da maneira como foi definido 
pelas eqs.(37-42), o algoritmo (1) não apenas integra 
problemas de convecção forçada como também de con
vecção mista de calor, já que monta e soluciona si
multâneamente o sistema semi-discreto definido pelas 
eqs.(36). Bastaria, de modo a também considerar o 
fenómeno de convecção natural, adotarmos a hipótese 
de Boussinesq (Landau e Lifchitz, 1971), substituindo 
o termo de pressão \lp da eq.(19) por um termo de 
empuxo função da temperatura B, acoplando assim o 
sistema de equações resultante. 
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ABSTRACT 

ln this article we have introduced a stabilized fi
nite element method for heat convection in incompress
ible Navier-Stokes Hows. This method was constructed 
in arder to inherit the good stability features of the 
stabiized methods already introduced for the Stokes 
módel; that is to say, there is no need o[ satisfy the 
Habuska-Brezzi conditíon and it is projected to remain 
stable even in very hígh advective flows. The method 
treats the non-línearíty of the model as well its evolu
tíve characterístíc via a predíctor /multi-corrector algo
rithm based upon the generalized trapezoidal family of 
predictor methods. 
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SUMMARY 

This sJUdy presents the development of an errar estimation procedure and adaptive refinement technique for 
general heat transfer problems. The proposed methodology is generic and is easily applied to steady-state, 
transient, linear and nonlinear problems involving heat transfer by conduction and convection. Unlike other 
procedures available in the /iterature, the errar estimation procedure presented here accounts for lhe 
coupling effect of lhe dependent variables (velocity, temperature) on the discretization errar and. 
consequently, on the adaptive meshes. The performance of the method was evaluated in an app/ication to a 
microwave driven convection problem. 

INTRODUCTION 

The finite element method is one of the most commonly 
applied numerical methods for solution of boundary value 
problems. This technique has been the subject of a significant· 
amount of study o ver the last decades. Numerous and significant 
advances on the theoretical basis and algorithmic tools of the 
finite element method have been introduced over the past years. 
However, the application of this method for a particular problem 
is still mostly based on intuition and knowledge that was gained 
from solving similar problems. 

The use of either a refined discretization mesh or higher 
order interpolation functions improves the accuracy of the finite 
element solution of a given problem. However, in both cases 
there is a drasJic increase in computational requirements. Thus. 
selective refinement over the criticai arcas of the domain would 
be more efficient. This selective refinement can be accomplished 
by using an adaptive procedure. The basic principie of an 
adaptive procedure is that. on the basis of error analysis. a finite 
element solution can indicate which regions of the calculation 
domain need refinement. This information is then used to 
modify the mesh in order to obtain the desired levei of accuracy 
using the lowest possible number of degrees of freedom 
(Zienkiewicz and Taylor. 1989). 

There is an extensive amount of work on the application 
of adaptive techniques to elasticity and fluid dynamics problems 
(Zienkiewicz and Zhu, 1987; Wu et ai.. 1990; Lewis et ai.. 
1991; Oden et ai.. 1993). Other application areas include air 
flow inside grain dryers (Franca and Haghighi, 1995) and 
simultaneous heat and mass transfer (Oliveira and Haghighi, 
1995). The application of adaptive techniques to heat transfer 
problems is quite recent. Both diffusive- (Huang and Lewis, 
1989; Probert et ai., 1989; Chang, 1993; Franca and Haghighi, 
1994) and convective-type problems (Wang and Carey. 1990; 
Pelletier and I !inca. 1993) h ave been analyzed. 

The study by Pelletier and Hétu ( 1992) presented an 
adaptive methodology for solution of incompressible flow 
problems including hcat transfer and non-Newtonian effects. 
The presented error estimator did not take into account the effect 
of temperature. ln the methodology proposed by Pelletier and 
!I inca ( 1993 ), a combined norm was defined as a sum of the 
square of the individual norms of velocity, pressure and 
temperature. 
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The objective of this study was to present the 
development of the formulation of an adaptive finite element 
methodology for heat transfer problems. The refinement 
procedure is based on an error estimator that takes into account 
the combined effects of temperature and velocity gradients on 
the discretization error and. consequently, on the adaptive 
meshes. 

THEORETJCAL ANAL YSIS 

This section presents the governing equations, error 
analysis and adaptive strategy for general heat transfer problems. 

Hcat transfer equation. Thc convectivc tran<>port of 
thermal energy can be described in general form by the 
following set of equations: 

where 

( <3ql ·) (~ · J aJ ij c· - 1 +u· --1 = --+B· +S 
I c3\ J ax- ax· I I 

J J 

(I) 

~T=[ul U2 U3 Tj (2) 

c T = p [ I CP ] (3) 

BT =P(t-(3(T-T0 ))[gx gy gz o] (4) 

S T = [ 0 0 O q"' j 

Jij·={'ij 
qj 

ar 
qj=k-

axj 

i= 1,3 

i= 4 

(5) 

(7) 

(8) 

with the constitutive equation : 

ti·= -Poi· + ~(aui + au.iJ 
J -' ax ax-J I 

(9) 

where U; represents the velocity components, T is the 
temperature, p is the density, cP is the heat capacity, t;i represents 
the stress tensor. P is the thermal expansion 
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coefficient, g is the gravity acceleration, J.1 is the viscosity, P is 

the pressure, q"' is a volumetric heat source, and q is the heat 

flux. This study assumes Newtonian behavior, incompressible 
fluids and laminar flows. For flows involving buoyancy forces, 
the Boussinesq approximation is applied. Viscous dissipation is 
neglected. Appropriate initial and boundary conditions 
(Dirichlet, Neumann) complete the statement ofthe problem. 

Error aualysjs. A local error measure (e) can be defined 
as the difference between the vector containing the exact values 
of the dependent variables ( ~) and the vector containing the 

finite element solution ( ~ ) 

e=~i-~i (I O) 

The previous error measure is based on pointwise 
differences between the approximate and exact values of the 
dependent variables and can vary from point to point inside the 
discretization domain. This pointwise error definition is usually 
not convenient and sometimes misleading. For instance, in heat 
transfer problems the development of gradient singularities is 
common. ln such cases the error can be locally infinite. but the 
overall solution may be acceptable. For this reason. severa! 
global error norms h ave been used. One of the most common of 
these norm is the error energy norm (Zienkiewicz and Zhu, 
1987). This norm can be written in general form as 

11~12 = JeTLedn 

n 
(li) 

where L is the linear operator applied to the dependent variable, 
e is a pointwise error measure, and n is the computational 
domain. Application of the erro r definition (Eq. I O) and the 

linear operator of the goveming equation ( L= aJ ij I ax i ) to the 

definition of energy norm (Eq. li) leads to the following error 
estimator: 

2 f a(~ i -~i)( _ ) 
11~1 = ax . 1 ij - 1 ij ctn 

n J 

( 12) 

Similarly, lhe energy norm of the dependent variables 
can be defined: 

2 fa~· 11~11 = f ~i L~ i ctn = ax 1 
J ij ctn 

n n J 

( 13) 

Thus, the error can be represented in terms of a relative 
quantity 

11~1 
l1 = iiij (14) 

The evaluation of the norrns defined previously requires 
knowledge of the exact values of velocity and temperature 
gradients, which are not known . Therefore, an effectivt: 
approximation to these exact values must be found. The 
averaging procedure proposed by Franca and Haghighi ( 1996) 
was us~d in this study. The implementation of the adaptive 
refinement procedure is described in detail by Oliveira et ai. 
( 1995) 

IMPLEMENTA TION 

The set of governing differential equations was solved by 
a penalty finite element model . using the finite element code 
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FIDAP ( 1993 ). The error estimation is perforrned by a separate 
subroutine that reads the analysis results from a FIDAP file, 
evaluates the error and designs the new mesh. The code is fully 
automatic and the user is only required to build the initial coarse 
mesh. The mesh generator developed by K wok et ai. ( 1995) was 
used to create the meshes. 

Example I - Valjdatjon. The problem under 
consideration is that of a two-dimensional steady flow of a 
Boussinesq fluid. The geometry and boundary conditions of the 
flow region are displayed in Figure I. 

T=l T=O 

Figure I - Schematic diagram of example I 

Ali simulations were perforrned for norrnalized 
conditions. Raleigh (Ra) and Prandtl (Pr) values were Ra = 
lxl0

3
, l x l0

4
, lxl0

5
, l x l06

, and Pr = 0.71. The target relative 
errors were l]=0.05 forRa= I x I 03

, I x I 04 and T]=O. I O for Ra = 
lxl0

5
, lxl0

6
. The initial and adaptive meshes forRa= lxl06 

are displayed in Figure 2. The resulting plots of velocity 
vectors and temperature isolines are displayed in Figure 3. The 
regions where higher velocity and temperature gradients were 
concentrated correspond to the regions where the refinements 
were concentrated . 

NON: 441 • NOE: 100 NON: 1042 • NOE: 485 

(i) (b) 

NON: 1422. NOE: an NON: 1578 • NOE: 753 

(c) (d) 

1'1gure 2- (aJ Initial, (b) first, (c) second and (d) third adaptive 
meshes for R a= I x I 06 ((a) l1 = 0.2734; (b) 11 = 0.1 520; 

(c) l1 = 0.1129; (d) 11 = 0.0647) 



Figure 3 - Velocity vectors and temperature isolines for 
Rd= lxl06 (vmax=0.271) 

A comparison between the results from this study and the 
benchmark results from DeVahl Davis ( 1983) is presented in 
Table I . Nu

0 
corresponds to the average value of Nusselt 

number at the left waiL and Numax and Numin are the respective 
maximum and minimum values of Nusselt at the left wall . 
Figure 4 displays the convergence rate plots for adaptive and 
uniform refinements. A comparison between the slopes for 
adaptive and uniform meshes shows that the use of adaptive 
techniques resulted in more accurate results and much faster 
convergence rates. Also, the convergence rate was always 
constant for uniform refinements. independent of Ra values. A 
comparison of CPU times for adaptive and uniform refinements 
is displayed in Figure 5. CPU requirements were always higher 
for uniform refinements in comparison with the adaptive 
methodology. These results demonstrate that the use of adaptive 
techniques leads to improvements in solution accuracy and to a 
more efficient melhodology . 

Table I. Comparison between simulalion and benchmark 
resulls. 

(I) 

I X I 03 1.11 6 
l x l04 2.249 
l x l01 4.516 
l x l06 8.907 

(I) This study 

(2) 
1.117 
2.238 
4.509 
8.817 

(2) DeVahl Davis (1983) 

Numax 
(I) 

1.502 
3.504 
7.586 
17.40 

(2) 

1.505 
3.528 
7.717 
17.93 

Numin 
(I) 

0.694 
0.583 
0.810 
0.930 

(2) 
0.692 
0.586 
0.729 
0.989 

; 

0: ~ 
Ra • 1 x106 

. 

Ra •1x105 .. . : ······· · ····· · · · · ·· 

::::::~~· ··· · ...•. 
f- 0.25 
[-0.2 

I 

·1 .5 -1 

log 11 i 
I 

2.4 2.6 

~ 

-- adaptive 

2.8 
log N 

uniform 

3 

I 0.15 

r01 

~ 0.05 

I 11 

3.2 

Figurc,4- Convcrgence rates for adaptive and uniform 
refinements. 
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Figure 5 - CPU times for adaptive and uniform refinements. 

Microwave driven convecljon . The temperature 
distribution in a substance subjected to microwave radiation is 
governed by the interaclion and absorption of radiation by the 
medium and the transport processes due to the dissipation of 
electrical energy into heat. ln the case of liquid products, 
microwave heating can be modeled by solving the Navier
Stokes and energy equations. The heat generated by 
microwaves is taken into account through the heat source term 
in the energy equation. According to Datta et ai. ( 1992) the 
heal generaled by microwaves al a given radial localion in a 
cylindrical container can be approximaled by 

q"'=Qoe-(R-r)/õ (15) 

where R is the container radius, Q
0 

is lhe heat generation rate at 
the body surface and õ is the penetration depth . Assuming that 
the container is microwave transparent and using water as a 
model fluid. the temperature dependence of dielectric properties 
can be considered by varying lhe penetration depth with 
temperature (Datta et ai. , 1992) 

õ = 0.004408+ 0.0005752 X T 

(20° C < T < 55°C) 
( 16) 

An average v alue of Q0 = 1125 W /cc was used. so that 
lhe resulls from this study could be compared to the 
experimental data by Datta et ai. ( 1992). 

This problem consists of simulation of microwave 
heating of water in a cylindrical container having 17 cm of 
diameter and I 0.5 cm of height. Since the container, the the 
heat generation rate and the penetration rate are axisymmetric, 
lhe problem can be considered axisymmetric. 1t was also 
assumed that the container was completely filled with water and 
covered with aluminum foi!. Boundary conditions were no slip 
al the container walls and top portion. zero heat flux at ali 
boundaries, and zero velocity gradients at the left boundary 
(symmetry). The initial water temperature was 25°C. Average 
constant values of material properties were used (Datta et ai.. 
1992). 

The discretization meshes are displayed in Figure 6. 
NOE and NON correspond to number of elements and number 
of nodes. respectively. Four refinements were necessary in order 
to attain the desired accuracy levei (I 0% maximum relativc 
errar). The adapti ve meshes are more refined near the container 
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iY 
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'i 
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right wall. This behavior was expected because more intensive 
microwave heating occurred near the wall. As heating 
progressed, the fluid near the wall became lighter., moving 
upwafds. The heavier and colder fluid near the symmetry axis 
moved downwarQS, creating a recirculation pattern. 

NON: 451 - NOE: 206 NON: 698 - NOE: 325 

(a) (b) 

NON: 1324- NOE: 629 NON: 1780- NOE: 847 

(c) (d) 

NON: 2197- NOE: 1046 

(e) 

Figure 6- lnitial and adaptive meshes. 

Figure 7 displays the velocity vectors, streamlines and 
temperature isolines after 3 min. Higher temperature values 
were always concentrated near the right top portion of the 
container and lower temperature. values were always at the 
bottom of the containers. A comparison between Figure 7 and 
the adaptive meshes (Figure 6) shows that the physical behavior 
of the system is reflected in the refinements. 

490 

The radial temperature distribution at a height of 6.4cm 
is displayed in Figure 8, and the axial temperature distribution 
ata radius value of 5.1 cm is displayed in Figure 9. The bullets 
correspond to experimental data, and the dotted !ines 
correspond to the results obtained by Datta et ai. ( 1992) using 
finite differences. The solid !ines correspond to the results from 
the adaptive analysis. There is good agreement between 
simulation and experimental results. The radial heating was very 
uniform, due to the convective flow. The axial temperature 
distribution shows stratification, leading to higher temperatures 
with height. It is interesting to notice that both the experimental 
and finite differences results do not reflect the fluid movement, 
since temperature variations are practically linear. The fluid 
movement is well captured by the adaptive procedure and it is 
reflected by the higher temperature variations near the domain 
boundaries. 

, .. , .. 
I ' 

1,'. 
\' 
' 
' ,. 

------ 44oc_1 
; : ii) 

Figure 7- Velocity vectores, streamlines and temperature 
isolines after 3 min. (vmax = 0.0103 m/s) 
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Figure 8- Radial temperature distribution at H=6.4 cm. 
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Figure 9- Axial temperature distribution at R= 5.1 cm. 

CONCLUSIONS 

A methodology for adaptive finite element analysis of 
heat transfer problems was presented. Two example problems 
were used to evaluate the performance of the technique. 
Comparisons between results from the adaptive approach and 
results from a conventional finite element approach (uniform 
meshes) illustrated the efficiency of the proposed methodology. 
Also, comparisons between the results from the adaptive 
analysis and experimental data demonstrated the reliability of 
the technique. 
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RESUMO 

É apresentada uma formulação Petrov-Galerkin em variáveis primitivas para escoamentos 

incompressíveis, baseada em Karam ( 1989), permitindo espaços de interpolação de mesma ordem para 
pressão e para velocidade, com pressão descontínua e velocidade contínua. É acrescida a formulação de 
Karam ( 1989) a possibilidade de eliminação total da pressão a nível de elemento utilizando uma penalização 
diferenciada por elemento da média do divergente do campo de velocidade a nível de elemento. São 
apresentados resultados de existência e unicidade para formulação discreta do problema modificado de 

Stokes, bem como estimativas de taxas de convergência confirmando que quando o máximo parâmetro de 

penalização tende a zero a formulação apresentada tende para a de Karam ( 1989). 

INTRODUÇÃO 

O método dos elementos finitos é um método numéric;o 

para a solução de sistemas de equações diferenciais parciais 

que ocorrem na ciência ~ na engenharia. Em mecânica dos 
fluidos, as patologias numéricas advindas de problemas com 
convecção dominante (Cerqueira de Almeida (1993)) e 

restrição de incompressibilidade (Karam (1989)), são 

consideradas resolvidas deste o final dos anos oitenta. Desta 
forma, o método dos elementos finitos é considerado pelo 
menos tão preciso na solução de modelos matemáticos em 
mecânica dos fluidos quanto os métodos mais tradicionais 
utilizados como o método das diferenças tinitas (Anderson 

(1984)) e o método dos volumes finitos (Patankar ( 1980)). 
Hoje o método dos elementos finitos passa por uma fase de 

consolidação e de otimização em sistemas computacionais em 

mecânica dos fluidos. De fato, redução de tempo de 
processamento e redução de requisitos de memória são as 
palavras de ordem. 

Em Karam ( 1989) é apresentada uma formulação de 
Petrov-Galerkin que permite interpolações de igual ordem para 

os campos de pressão e velocidade, descontinua para a pressão 
e continua para a velocidade. A componente da pressão com 

média nula é eliminada a nível de elemento, porém a 
componente constante por partes da pressão não. Desta forma é 
necessário resolver um sistema acoplado entre as componentes 

do campo de velocidade e as componentes médias a nível de 
elemento do campo de pressão, o que retira um pouco do 

atrativo desta formulação quando comparada a mesma 
formulação utilizando a pressão total continua, como em 
Franca ( 1992). Neste trabalho tal deticiência é eliminada com a 
utilização da "penalização", diferenciada por elemento, da 

média do divergente do campo de velocidade a nível de 

elemento o que permite a eliminação completa da pressão a 
nível do elemento, resultando num sistema de equações 

exclusivamente para o campo de velocidades. O que além de 
reduzir o número de graus de liberdade por ponto da malha 
também reduz a largura de banda do sistema a ser resolvido, o 
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que resulta em grande ganho computacional, em termos de 

espaço e tempo de execução, bem como uma maior 

simplicidade de implementação. 

Neste trabalho são apenas apresentados os resultados da 

análise numérica da formulação proposta. As provas dos 
resultados podem ser encontradas em Dos Santos,L.C.C. 
(1996) ou em Traiano, F.M.L. (1996). 

HISTÓRICO 

Para problemas com restrição interna de 
incompresibilidade, como o problema de escoamento lento, o 

problema de Stokes, a primeira dificuldade é a satisfação à 
priori da restrição quando o problema é formulado em variáveis 

primitivas, ou seja, em função da pressão e da velocidade. 

A utilização de função de corrente de forma a satisfazer a 
restrição de incompressibilidade de forma exata possui alguns 
inconvenientes como ser restrita apenas ao espaço de duas 
dimensões e de obter as variáveis de interesse, a pressão e a 
velocidade, a partir de derivadas (com consequente perda de 

precisão). 
Uma primeira tentativa de evitar a satisfação à priori da 

restrição de incompressibilidade foi obtida através do método 
de penalização de Zienkiewicz(1974) que introduz uma 

pequena "compressibilidade" no problema e procura a solução 
quando esta "compressibilidade" tende a zero . Desta forma, 

consegue-se satisfazer aproximadamente a restrição de 

incompressibilidade, mas não consegue-se convergir na forma 
discreta, exigindo-se a formulação uma forma discreta diferente 
da contínua com a utilização de técnicas de integração reduzida 
ou integração seletiva do termo penalizado. 

Uma alternativa natural de satisfazer a restrição de 

incompressibilidade de forma aproximada, a princípio, é a 
técnica dos multiplicadores de Lagrange, a qual introduz a 

restrição de incompressibilidade na forma variacional do 
problema, gerando assim um modelo que quando aproximado 

(restrito a espaços de dimensão finita) é o clássico método 
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misto de Galerkin. A partir daí, surge uma nova complicação 

pois sabe-se que muitos elementos (como os altamente 

atrativos do ponto de vista computacional que possuem a 

mesma ordem de interpolação para os campos de pressão e 

velocidade.) dão origem a ·fenômenos indesejáveis como o 

trancamento do campo de velocidade (o campo de velocidade 
pode se anular em todo domínio) e a oscilações espúrias do 

campo de pressão. Assim, a construção de aproximações de 

elementos finitos mistos está relacionada com o problema da 

escolha de combinações entre as interpolações de pressão e de 

velocidade. A compatibilidade entre as aproximações para 

problemas elíticos lineares é ditada pelas versões discretas do 
lema de Babuska(l971 ), ou do teorema de Brezzi(l974), que 

forneçem condições de existência, unicidade e ~stabilidade 

para estes problemas. No caso de problemas com restrição 

interna, ao contrário daqueles que se ajustam aos modelos 

cinemáticos, as propriedades do problema contínuo não são 

automáticamente transferidas para o problema discreto. 

Consequentemente, as condições de compatibilidade devem ser 

verificadas para cada escolha particular dos espaços de 

aproximação. Quando posto a esta prova, o método misto de 

Galerkin fornece muito poucas combinações estáveis. 
Em Malkus e Hughes(l978) , demonstrou-se a equivalência 

entre os métodos de penalização com integração reduzida ou 

seletiva e os métodos mistos atráves da equivalência entre as 

matrizes de rigidez de ambos os métodos. 

Karam ( 1989), propõe uma formulação mista de Petrov

Galerkin que permite interpolações de mesma ordem para a 

pressão e a velocidade com a pressão interpolada de forma 

descontínua e a velocidade de forma contínua. Com esta 

formulação, elimina-se a componente com média nula da 
pressão a nível do elemento. Entretanto, a componente 

constante por partes da pressão tem que ser determinada de 

forma acoplada com o campo de velocidade para cada 

elemento, o que reduz o apelo desta metodologia em relação a 

de pressão total contínua. 

No presente trabalho apresentamos uma nova formulação 
de Petrov-Galerkin que acresce à metodologia de Karam 

(19'89) a possibilidade de eliminação total da pressão a nível de 

elemento, o que efetivamente reduz um grau de liberdade das 

incógnitas do problema por ponto no sistema de equações a ser 
resolvido. 

FORMULAÇÃO FORTE 

Seja Q uma região aberta limitada em R". n = 2,3, com 

contorno suave por partes í tal que n = Q u í e com normal 

exterior a í !J:. . O problema modificado de Stokes em sua 

forma forte consiste em: 
Dados Di(x), Ni(x), g(x) e fi(x) determinar {U,p), tal que: 
au 
-' = g(x) em Q (la) 
axj 

ao 
-'

1 = f;(x) em Q (lb) 
axj 

com as seguintes condições de contorno 
U;(x)=D;(x) emíD 

oiini(x)=N;(x) emíN 

(I c) 

(ld) 
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Í=í0 UíN e ÍNní0 = 0 

onde: 

(J .. = -põ + 11( au.j + aui) 
I.J I.J axj axj 

Obs.: 

SeíN=0 ~ JD;n;dí=Jng(x)dQ eJpdíl=O 
r o 

FORMA MISTA DE GALERKIN 

Definindo: 

I) Q e Q v: espaços dos campos de pressão e das variações 

para a pressão respectivamente 

Q=Qv=[ {qEL2 (Q);íN~0} 
{q E L2(Q)t.q.(q,l)=0; ÍN =0} 

r 

2) V e vv: conjunto dos campos de velocidades 

admissíveis e espaço das variações admissíveis para a 

velocidade, respectivamente 

V v = { VE {H 1 )'I v; ( x) = O Vx E í 0 } 

V={UE(H 1
)

3

1U,(x)=Di VxEí0 } 

O problema dado pelas equações (I a-d) é definido na 

forma variacional clássica por: 

Determinar {U, p) E V x Q, tal que: 

b(q,U)= fdiv(q) qEQv 

:u. v)+ b(p, v)= f(v) v E Vv 

onde 

(u ) - J aui avi aui avi dQ a ,v -11 --+----
0 axj axj axi axj 

J 
av 

b(q,v)=- q-' dQ 
íl axi 

f(v)= r fv .dQ Jn I I 

ediv(q) =-fo qg(x)dQ (2.2a-f) 

Para que seja apresentado a versão discreta do problema 

serão consideradas primeiramente algumas definições 

necessárias em aproximações de problemas de elementos 
finitos . O domínio n é discretizado em Ne elemento finitos, tal 

que: 

Nc n=Unc, ncnn' =0, e~f 
c= I 

sendo ge e re respectivamente, o interior e a fronteira do 

elemento e, tem-se: nc = n c +r c. 

Considere pk ( n c) dado por: 

Pk(Qc)={lji:QcHR,Ijlé um polinômino de grau menor 

ou igual a k, em cada variável espacial} 

e os espaços de elementos finitos dados por: 



H~= {ljl E H1, ljl " E pk(Q" )} 

k.NG { ( 1)NG k} H h = ( lj/1 , .... ljl NG ) E H . ljl i E H 

!_}h= {ljl E L2(Q), ljl c E pi(Qc)} 

onde ljle denota a restrição de ljl em ne 

Definindo ainda, 

(S~(Q))NG = {<U~ , ... , U~0 ) E H~·No. u~ = D; em r 0 } 

(V;(Q})NG = {( vh.l , ... , vh.NG) E H~·NG, v h.• =O cm fo} 

W1 ={Ph E I..} r Phdn=o} h h. Jn 

A formulação di screta para o problema de Stokes, pode 

agora ser definida por: 

Determinar {Uh . Phl E (S~(Q))NG x W~ , tal que 

a(Uh,vh)+b(ph,vh)=f(vh) Vvh E(V;(Q))NG• 

b(qh ,Uh)=fJ,v(qh) Vq 11 EW~ (3a,b) 

onde a( · , · ), b( · , · ), f Jiv ( · ) e f( · ) são definidos em (2a-t). 

O problema apresentado acima é o clássico método misto 
de .Galerkin. Para que seja assegurada existência c unicidade do 

problema discreto dado acima, é necessário que a condição de 

Ladyzenskaya-Babuska-Brezzi (LBB) seja verificada para cada 

combinação dos espaços de aproximações (V;(Q))NG e W~ . 
A violação da LBB acarreta a não unicidade do campo de 

pressões e uma degradação do campo de velocidades, ou seja, o 

campo de pressão pode apresentar oscilações espúrias e pode 

ocorrer um trancamento do campo de velocidades (velocidades 

iguais a zero em todo o domínio). 

FORMULAÇÃO PETROY GALERKIN 

Definindo, a nível de elemento:as funções, 

os espaços 

w~ = {õh E w~: . J Õ~dn= o} n, 

wh =CW~-w)UIOJ 

as formas, 

c ( - - ) r au h,i av h.J Arg (Uh,ph}.(vh ,q 11 ) =Õ2 (21l)J ----· dQ+ 
n, ax; ax, 

+ 01 (hj J (-2j.ldivE(Uh)+Y'ph)(-2j.ldivE(vh)+Y'ih)dQ 
2j.l n, 
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o funcional linear 

F~(vh,qh)= 01 (hc)
2 I f(-2J..LdivE(vh)+Y'qh)dQ+ 

2J..L íl, 

r av 
+Õ2(2J.l)Jng(x) axh,j dQ 

J 

e os parâmetros de estabilização 81 >O e 82 ~O. 

A formulação Petrov-Galerkin com penalização na média 
do divergente de Uh a nível de elemento consiste em: 

Dados ae >O fixados, encontrar 

( ) 
k NG -1-

Uh (a), ph (a),ph(a) E(Sh(Q)) xwh xWh, 

a= (a1 , ... ,aNE ), satisfazendo a equação variacional: 

= f( vh)+ L~(vh,qh )+ IIn gqhdn 
e c ' 

e = 1,2,3, ... ,NE 

onde NE é o número total de elementos do domínio. 

-J (divUh(a)-g)dQ 
p~ (a) = n, se e ;t: I , 

acin~n 
p~(a)=-p~1 (a), se e= I, 

sendo 

"J" um ponto nodal fixado de n,. 

p~ (a) a restrição em n 1, 

p~1 (a)o valor de p~ (a) no ponto nodal "J" e 

p~(a) a restrição de ph(a) emnl. 

Definindo as formas: 

A a ((U , p ),(v,q)) = a(U, v)+ b(p, v)- b(q, U) + 

[
J div(U)dn l 

+ L,J n, I div(v)dQ dQ+ 
c n, acf dQ 
.;~ 1 nc 

(5a) . 

(4a) 

(4b) 

(4c) 

(5b) 

Ba(v ,q ) = f(v)Ú( v,g ,a) + I,F:(v,q) + I,J gq dQ n, 
~ c 

(5c) 



·\ 
:I 

l 

o problema dado por (4a,b,c) pode ser dado, de forma 

equivalente, por: 

A«((Uh(a),j\(a)),( vh ,êh))= Ba(vh,êjh) (6a) 

( 
k )NG - I 

\f(v h, êj h)E Vh (Q) x W11 , 

(Uh(a),ph(a))E(S~(Q)rG x W~ 
e = I ,2,3, ... ,NE onde NE é o número total de elementos do 

domínio. 

Os principais resultados do presente trabalho seguem: 

Lema 1 e os teoremas TI a T9. As provas desses resultados 

podem ser encontradas em Dos Santos,L.C.C. (1996) ou em 

Traiano, F.M.L. (1996). 

Lema 1 Existe CM>O tal que: 

r (iíu f dn5cMr <iíll2dn Jn, Jn, 
(7a) 

jíl ~PI(Q 1 ), 

r -1 Jn, p d!l=O. 

( )
NG -

Introduzindo em V~(Q) xW~ um produto interno e 

norma dados, respectivamente por: 

(Cuh,jíh),(vh,êjh))"J·"•·« =cri a(Uh,vh)+ 
CfJ ,0 2 

+cr2(2J..l) Jn divU hdivvhdn + 

+ cr 3 I.{(h
0

)
2 1 [-21..l div(E(vh ll][-21..l div(E(vh ))~n} 

2J..l c n, 

+a,~;~~" p;q;d<>+ L (L, d;,u.dn XL, d;, '•"") 
c~ l a , J d!l n, 

{ }

1/2 
li(U jí )II"J·"•·« = (CU - ) (U - ))"J·"• ·« 

h• h OJ.0' 2 h•Ph ' h'Ph O'J,0' 2 
(8a,b) 

e portanto (v~ (n)rG x w~ é um espaço de Hilbert com 

produto interno dado por (8a). 

( )
NG ( )NG -

Considere Yh E S~(Q) e (Uh,jíh)E Y~(Q) x W~ 

sendo a solução da seguinte equação variacional: 

A «((Uh ' Ph ),(vh ,êjh J) = Ba( vh ,êjh)- A a((Yh ,0),( v h ,êjh )) 

(9a) 

( 
k )NG - I 

\f(vh ,êjh)E Vh( Q) xWh 

( 
k )NG - I 

cuh,jíh)E vh (!l) xW11 

(TI) Elipticidade de A a 

Existem cel >O, cri (i= I ,2,3,4), oj U = I ,2,3) tais que: 

A a((U h' Ph ),(U h' Ph )) ~ ccl (II(U h' Ph )ll~: .. ~;·a) (IOa) 
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( 
k ) NG - I 

\f(Uh,jíh)E Vh(Q) xWh 

(T2) Continuidade de A a 

Para cri (i = 1.2,3 ,4), oj U = I ,2,3) adequados, existe 

ccont > o tal que: 

Aa((Uh,jíh ),( vh,êjh l) 5 

5 C"""' (11( U p- )ll".l·"•·" ) (li C v q- )11"'·"•·") (li a) 
h • h OJ .<11 h ' h OJ .0 2 

( 
k )NG - I 

\f(Uh,jíh)E Vh(Q) x Wh e 

( 
k )NG - I 

\f(vh ,qh)E Vh(Q) xWh 

(T3) Unicidade do problema 

Se o problema dado por (6a) tem uma solução, então ela é 

única. 

(T4) Limitação da forma linear do problema auxiliar 

Sup 
I Ba( vh ,q 11 )1+1 A"(( Yh ,0),( v h ,êjh J)l __ ....::._...:..:.:._ __ __:____::_ __ .::.._~;_ < 00 

( vh .4h >:V~ (ú)xW~ 
l'h·4h ),<(0.0) 

li( v - )li"'·"•·« h ,qh o 1,a:! 

(12a) 

(T5) Existência e unicidade da solução do problema 

auxiliar 
Existe uma e somente uma solução do problema dado por 

(9a) 

(T6) Existência e unicidade da solução do problema 

Existe uma e somente uma solução do problema 

variac•onal dado por (6a) 

(T7) Se ( U, jí, p) é a solução do problema de Stokes 

modificado, ( U ~, jí~ , p~) seu interpolante e 

(Uh(a), ph(a ), ph(a)) é a solução do problema dado por (6a) 

então existe CLBB >O tal que: 

(llp- ph(a)110 )
2 5 

5 cducu~- u h (a), jí~ - jíh (a), p~ - Ph (a))ll~;:~;·" )
2 

+ 

I lk( )2 2 2(1+1)( - - )2 +CL h 11 Ullk+I.NG + CL h 11 p + plll+l 

(TS) Se ( U , jí, p) é a solução do problema de Stokes 

modificado, (U~, jí~ , p~) seu interpolante e 

(13a) 

(U h (a), Ph (a), Ph (a)) é a solução do problema dado por (6a) 

então existe a~ax >o tal que, se a, < amax, existem c~ > o e 

c~ > o tais que: 



+ L,acJ; (p)2dQ 
Uc 

c 
c ;t-I 

(T9) Estimativa de erro para solução do problema 
Se ac < a~ax (a~ax >O) então, 

(14a) 

(11p-ph(a)llo)
2 

+(II(U- uh(a),iJ- iJhcanll::~::·or.,:; 
C1 h 2k(IIUII )

2 
+C2 h 211 +ll(llp- + -pll )

2 

1 k+l,NG 1 1+1 

+C;L,acJ (p) 2 dQ n, 
c 

c# I 

(15a) 

Portanto, afim de manter a ordem de aproximação, 
devemos escolher "ae" (e ;ti) satisfazendo: 

. - r amax { ,. } 
ac = Mtn ac h .-

2
- , 

r= Min{2k,2(1 + ll}. 

CONCLUSÕES 

É apresentada uma formulação mista Pctrov-Galerkin que 
agrega a formulação de Karam ( 1989) a possibilidade de 

eliminação total da pressão a nível de elemento utilizando uma 

penalização diferenciada por elemento da média do divergente 

do campo de velocidade a nível de elemento. São apresentados 

resultados d.:: existência e unicidade para o problema 
modificadode Stokes. É formalizado o procedimento prático de 

prescrever um valor nulo da pressão cm um ponto ao invés de 

forçar sua média nula de forma globaL As estimativas de taxas 

de convergência confirmam que quando o máximo parâmetro 

de penalização tende a zero, a formulação apresentada tende 

para Karam ( 1989). 

SUGESTÕES 

Perspectivas futuras deste trabalho consistem no 

desenvolvimento de uma ruetodologia para a determinação 

ótima dos a c e na análise numérica para o problema de Oseen 

(Navier-Stokes linearizado). 

ABSTRACT 

A primitive-variahle Petrov-Galerkin formulation for 

incompressihle flows, hased on Karam ( 1989), is presented. 

This formulation is accommodate equal order of interpolation 

for pressure and velocity. The main contrihution over Karam 

( 1989) is the possihility to fully eliminate the total pressure ai 
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the element levei using a diferentiated "penalty'' per element 

over the average divergent of the velocity field at element 

levei. Results for exisllency and unicity of the discrete 

formulation of the modified Stokes prohlem are presented, as 

well estimatives of the rate of convergence confirming when 

the maximum parameter of the penalization tends to zero the 

presentformulation tends to Karam ( 1989 ). 
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RESUMO 

Uma formulação Petrov-Galerkin em variáveis primitivas para escoamentos incompressíveis apresentada 

na Parte I a qual permite espaços de interpolação de mesma ordem para o campo de pressão e velocidade, com 

pressão descontinua e velocidade continua com total eliminação da presão a nível de elemento através de uma 

penali:::ação diferenciada por elemento da média do diverRente do campo de velocidade a nível de elemento é 

aplicada na solução do problema modificado de Stokes. Os resultados numéricos apresentados atestam claramente 

as boas propriedades de estabilidade e precisão da formulação desenvolvida. 

INTRODUÇÃO 

Normalmente a validação de uma nova formulação numérica 

passa por duas etapas, onde em ambas as etapas compara-se a solução 

numérica calculada com a solução exata do problema suposta 

conhecida. Na primeira etapa resolve-se um grande número de 

problemas normalmente em geometrias complexas c com a 

utilização de malhas relativamente grosseiras, fixas e uniformes de 

forma a confirmar as características de precisão c estabilidade da 

nova formulação numérica. Na segunda etapa é resolvido um número 

menor de problemas geralmente em geometrias simples, porém com 

diferentes resoluções de malha de forma a confirmar as taxas de 

convergência obtidas através da análise numérica do método. O 

objetivo do presente trabalho é tratar da primeira etapa de validação 

numérica para a formulação desenvolvida na parte I, restando a 

segunda etapa para trabalhos futuros. A forma mais simples de se 

obter um problema com solução ex ata conhecida em uma geometria 

de sua escolha, a qual é utilizada no presente trabalho, é a seguinte: 

dada uma função que satisfaça a regularidade mínima de uma 

solução da classe de problemas cm estudo sobre o domínio 

escolhido. aplica-se o operador da classe de problemas em estudo 

sobre esta função para produzir os termos fontes do problema 

específico e estende-se esta função ao contorno do domínio 

escolhido de forma a obter as condições de contono do problema 

específico. Desta forma obtém-se um proplema de Dirichlct sobre 

um domínio de sua escolha com solução cxata conhecida. Sào 

apresentados resultados para dois problemas com soluções analíticas 

conhecidas e para o problema da cavidade. O problema da cavidade 

foi escolhido para termos t•ma base de comparação com o trabalho 

de Karam ( 1989). os outros dois problemas com solução ex ata fo

ram "fabricados" através da metodologia descrita acima sobre o 

domínio do problema da cavidade. Os resultados obtidos confirmam 

as boas caracteristicas de precisão c estabilidade da formulação 

apresentada< na parte I, que é revista de forma resumida a seguir. 

FORMULAÇÃO PETROV GALERKIN 

A formulação Petrov-Galerkin com penalização na média do 
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divergente de Uh a nível de elemento consiste em: 

Dados ae > O lixados, encontrar 

( ) 
k NG -I -

Uh(a),ph(a),"j\(a) E(Sh(Q)) xWh xWh• 

a= ( a 1 , ••• ,aNE ), satisfazendo a equação variacional: 

e = I ,2,3, ... ,NE 

onde NE é o número total de elementos do domínio. 

p~(a)=-p~\a), 

sendo 

"]"um ponto nodal lixado de nl· 

p~(a) a restrição em n 1. 

se e ot I 

se e= I 

p:;J (a )o valor de p~ (a) no ponto nodal 'T' e 

p~(a) a restrição de Ph (a) em nl. 



lá.. 

RESULTADOS 

São apresentados os resultados numéricos obtidos quando da 

aplicação da metodologia desenvolvida na parte I a três exemplos 

numéricos: dois problemas com solução exata conhecida e ao 

clássico problema da cavidade.Todos os problemas apresentam 

viscosidade unitária e termos fontes nulos(~= 1.0. g(x) =t;(x)=O.O).Os 

exemplos foram executados em micro-computador 486DX2-66, 

sobre o sistema operacional OS/2, com a utilização do compilador 

WATCOM C\C++. Foram utilizadas malhas bidimensionais 

uniformes de elementos finitos com 16 elementos quadriláteros 

bilineares(com 2x2 pontos de integração de Gauss) em cada direção 

e o sistema de equações lineares resultante foi resolvido através de 

um solver direto do tipo frontal(Berry ( 1991 )).0 tempo médio de 

execução de cada exemplo foi de dezoito segundos(incluindo todo 

o tempo de execução do programa e entrada e saída). Foram 

utilizados, a menos que se diga explicitamente o contrário os 

seguintes valores para os parâmetros de estabilização e penalização: 

81 =I .0, 82 = 0.0, ac =a= I. OE- 5 . Devido a utilização de pressão 

descontinua obtemos mais de um valor de pressão para cada nó, de 

forma que devemos utilizar alguma técnica de pós-processamento 

de forma a obter um campo de pressão continuo para a apresentação 

gráfica. Em virtude da limitação de tempo foi utilizada a técnica de 

pós-processamento mais rudimentar possível para a pressão, que é 
a média aritmética dos valores da pressão(interpolada de forma 

descontínua) incidentes em cada nó de forma a obter um campo de 

pressão continuo como resultado final. Tal técnica é muito deficiente 

por não considerar os aspectos da discretização do problell'a. 

y 

o 
X 

figura I: Geometria dos problemas 
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u 

... 

0.75 

0.50 

(PEI) - Problema Exato 1 
-condiçõe~ de contorno 

U(X,O)=X/2 V(X,O)=X'/2 
U(O,Y)=Y/2 V(O,Y)=-Y/2 

U(X,l)=(X+I)/2 Y(X,I)=-I/2+X2/2 
U(l ,Y)=( I+ Y)/2 Y(I,Y)=-Y 12+ 1/2 

-solução exata 
U(X,Y)=(X+Y)/2 (max. dcwio 5E-T• 

V(X,Y)=o-Y/2+X'/2 (max. desvio 5E-7) 
p(X,Y)=Y (max. desvio 0.2) 

0.7S 
y 

l .OO,.o .~ X 

z 

Ly 

figura 2: Componente U do campo de velocidade (PE I) 

z 

l-· 

v 

X 

figura 3: Componente V do campo de velocidade (PEI) 

z 

J_. 

'·" p 

O lO "' ~CitHlOO '·" X 

figura 4: Campo de pressão (PE I) 



(PE1) - Problema Exato 2 
-condições de contorno 

U(X.O)=O.O V(X,0}=-X'/2+X'/6 
U(O,Y)=Y'/6 V(O,Y)=Y 2/2 

U(X.l )=-X+ 1/2 V(X , l )= l/2-X 2/2+X'/6 
U( l.Y)=Y' /6-Y/2 V( l ,Y)=Y '/2-1/2+ 1/6 

-solução exala 
U(X ,Y)=-XY+Y' /6 (max. desvio SE-7) 

V(X,Y)=Y 2/2-X 2/2+X' /6 (max. desvio SE-7) 
p(X,Y)=XY (max . desvio 0.1) 

u 

y 
X 

figura 5: Componente U do campo de velocidade (PE2) 

0.2S 

X 

figura 6: Componente V do campo de velocidade (PE2) 

p 

figura 7: Campo de pressão (PE2) 

0.75 

y 

0.50 

0 .25 
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(PC) - Problema da Cavidade 
-condições de contorno 

U(X,O)=O.O V(X,O)=O.O 
U(O,Y)=O.O V(O,Y)=O.O 
U(X,I)=I.O V(X,I)=O.O 

U(l,Y)=O.O V(I ,Y)=O.O 

/ - ---~-~-------~-- ' 
/ / -------'"""' 
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\ ' ' ' 

\ \ ' ' -
I \ \ ' , , 

\ \ ' ..... - -
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I I 

/ "' / I 

- ,- / I 

- / / I 

\ ' ' - - "' / I 

' .... ..... - / / 

X 

figura 8: Campo de velocidade (PC) 
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figura 9: Campo de pressão (PC) 
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PNPC- Patologias' Numéricas do Problema da Cavidade 
1), = lOE-5 

1rol > > > > > > >>>>>>>>I 

0.75 

0.50 

0.25 

0.00 ._ ....... ..._...._...__.__.__.___.__._,.__,__ ....... ..._....__. _ _.__.__.___.__. 

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 

X 

figura I 0: Trancamento do campo de velocidades (PNPC) 
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figura 11 : Oscilações espúrias do campo de velocidades (PNPC) 
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CONCLUSÕES 

Uma formulação Petrov-Galerkin para escoamentos 
incompressíveis descrita na parte I é aplicada na solução do problema 

modificado de Stokes. São apresentados resultados relativos a dois 
problemas com solução analítica conhecida na forma de gráficos de 
elevação para as duas componentes do campo de velocidade e para 
o campo de pressão nas figuras 2 a 4 e 5 a 7, respectivamente. 

Observa-se uma ótima concordância para o campo de velocidade e 

uma boa concodância para o campo de pressão com pequenas 

imperfeições no contorno especial mente nos cantos. Tais 
imperfeições são aqui atribuidas a precária técnica de pós
processamento utilizada para o campo de pressão, a utilização de 

uma suavização no senso dos mínimos quadrados como descrita 
em Karam ( 1989) elimina completamente estas imperfeições. Nas 

figuras 8 e 9 são apresentados respectivamente o gráfico vetorial do 

campo de velocidade e a elevação do campo de pressão para o 
problema da cavidade. Tais resultados são mostrados a título de 

comparação com Karam( 1989) apresentando boa concordância, em 

especial a pressão não a presenta imperfeições no contorno neste 
caso. Foi feita para este mesmo problema da cavidade uma simulação 

da fomulação mista de Galerkin clássica fazendo o parâmetro li 1 
render a zero, recuperando-se as patologias numéricas típicas nesta 
situação com trancamento do campo de velocidade e oscilações 

espúrias do campo de pressão, como pode ser observado nas figuras 
lO e li respectivamente. 

SUGESTÕES 

- introduzir um suavizador de tensões no senso dos mínimos 
quadrados como descrito em Karam ( 1989) 

- ativar o parâmetro de estabilização 152 e estudar sua influência 

na precisão do campo de velocidade, especialmente em 

elementos de ordem superior 

-estudar a influência do majorante dos parâmetros de penalização 

no número de condicionamento da matriz do sistema de equações 
lineares a ser resolvido, vislumbrando a possibilidade de 

utilização de solvers iterativos para este fim 
-análise sistemática para confirmação das taxas de convergência. 

ABSTRACT 

A primitive-variahle Petrov-Galerkin formulation for incom

pressihle jlows. hased on Karam ( 1989), presented in the part l is 

aplied in the solution of the modified Stokes problem. This formu

lation accommodates e qual order of interpolationfor pressure and 

velocity, with discontinuos pressure and continuas velocity. The main 

contrihution ova Karam ( 1989) is the possibility to fully elimina/e 

the total pressure a/ the element levei using a diferentiated "pen

alty" per elemento ver tlze average divergent of tlze velocity field at 

element levei. The numerical results presented clear shows tlze good 

properties of stability and precision o.f lhe developed formulation. 
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SUMÁRIO 

Este artigo descreve a implementação da técnica de sub-estruturação no contexto da filosofia de 
programação orientada para objetos. Descrevemos primeiro o ambiente PZ orientado a objetos, para 
desenvolvimento de algoritmos de elementos linitos, e em seguida as classes que pennitem a implementação 
da técnica da sub-estruturação. Resultado deste esforço está um ambiente que permite ao usuário aplicar a 
técnica de sub-estruturação a qualquer cálculo de elementos finitos 

INTRODUÇÃO 

O objetivo deste trabalho é a implementação eficit:nte e 
versátil do método de sub-estruturação dentro de um prograina 
de elementos finitos. Além da capacidade de sub-estruturação, o 
programa terá a capacidade de dividir uma malha grande de 
elementos linitos em sub-domínios. 

A sub-estruturação forma a base da maioria dos algoritmos 
paralelos para resolução de sistemas de elementos tínitos. Após 
dividir o domínio em sub-domínios, estes mesmos são 
distribuídos entre os processadores. No processo de resolução do 
sistema, o máximo de cálculos é leito sobre os sub-domínios, 
comunicando dados apenas pela interface. O desatío da 
computação paralela em elementos tínitos consiste em calcular a 
solução do problema global com o mínimo de comunicação entre 
os sub-domínios. 

Uma das primeiras aplicações da sub-estruturação encontra
se na área de análise dinâmica. Tendo em vista o custo 
proibitivo de calcular autovalores de grandes sistemas esparsos 
de equações, recorre-se a técnica de sub-estruturação, onde os 
vários componentes estruturais são representados por apenas 
alguns modos de ressonância. A terminologia de sub
estruturação tem sua origem na análise dinâmica de estruturas. 

Finalmente, notamos que a técnica de condensação de 
equações por sub-domínios é um método muito etíciente para 
resolução de sistemas de equações lineares. Os algoritmos 
implementados neste trabalho asSt.'lllelham-se a resoluções 
multi-frontais de sistemas de equações. Para certa topologia de 
domínio, a técnica multi-trontal é a mais etíciente, mesmo 
implementada em um ímico processador. 

Neste trabalho, a técnica de sub-estruturação é 
implementada pela criação da classe TSuperEI que é 
simultaneamente derivada da classe TCompGrid (malha 
computacional) e TCompHI (elemento computacional). Assim, 
qualquer objeto do tipo TSuperEI implementa ao mesmo tempo o 
comportamento de um elemento e o comportamento de uma 
malha. Dentro da malha à qual pertence o objeto, não é 
dilcrenciado de qualquer outro elemento da malha. A estrutura 
permite que super-elementos contenham outros super-elementos. 
A implementação da classe J:';;uperEI depende lortemente da 
implementação da classe TMatRed. Esta classe é derivada da 
classe TMatrix e permite a dclínição de dois conjuntos de 
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equações. O primeiro conjunto pode ser condensado sobre o 
segundo. 

Na primeira seção do texto descrevemos o ambiente PZ. 
orientado para objetos para desenvolvimento de algoritmos de 
elementos línitos. Na segunda St.'Ção descrevemos o conjunto de 
classes do tipo matriz utilizado pelo ambiente PZ e, em 
particular, a classe TMatRed que tàcilitou a implementação da 
técnica de sub-estruturação. A terceira seção descreve a classe 
TSuperEI. A quarta seção apresenta as conclusões do trabalho e 
metas para desenvolvimentos futuros 

UM AMBIENTE ORIENTADO PARA OBJETOS PARA 
DESENVOLVIMENTO DE PROORAMAS DE ELEMENTOS 
FINITOS 

A tílosotía de programação . ori1.:ntada para objetos permite 
atingir um alto nível de abstração no desenvolvimento de 
programas. Principalmente o conceito de classe, que une dados e 
operações realizadas sobre os mesmos, pennite a introdução de 
novos tipos de dados. No ambiente apresentado, esses tipos são 
derivados de conceitos vindo da detínição do método de 
elementos tinitos. Detínimos o tipo malha, elemento, nó e 
material e associan10s neles operações naturais. Nosso objetivo é 
o desenvolvimento de uma estrutura de classes que permíta 
simular um máximo de problemas de mecânica computacional e 
incorporar a maioria de algoritmos de elementos tínitos 
(inclusive adaptatividade e paralelismo), St.'lll tomar o programa 
necessariamente inetíciente. O ambiente contém, neste estágio 
do projeto, elementos uni-dimensionais e bi-dimensionais 
triangulares e quadrilaterais. As interpolações são de ordem 
arbitrária, utilizando-se funções hierarquicas de interpolação. Os 
modelos implementados são treliças tri-dimensionais, pórticos 
bi-dimensionais, problema de poisson, elasticidade bi
dimensional e escoamento em meios porosos com interação entre 
a pressão nos poros e deformação elástica da rocha. Qualquer 
sistema de equações bi-dimensional linear pode ser facilmente 
incorporado. 

Estrutura de classes do ambiente de elementos finitos. Um 
ambiente orientado a objctos apresenta-se ao usuário como um 
conjunto de classes. Este conjunto de classes deve seguir uma 
tílosotía de resolução de problemas tal que o usuário 
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familiarizado com o ambiente procure a classe que resolva um 
dado problema. 

Na definição da aproximação de uma equação diferencial, 
distinguimos três itens : a definição da geometria do domínio, o 
espaço de interpolação e a defmição dos coeticientes da equação 
diferencial e/ou condição de contorno. O ambiente PZ contém 
três principais conjuntos de classes com finalidades distintas: 
classes para aproximação da geometria do problema, classes 
para definição do espaço de interpolação e classes para detinição 
da(s) equação(ões) diferencial( ais) e as condições de contorno. 

Aproximação da geometria do problema, O domínio da 
equação diferencial é discretizado por elementos finitos. Cada 
elemento define um espaço parametrizado uni- bi- ou tri
dimensional. Esta parametrização é expressa por um 
mapeamento entre a configuração no domínio (configuração 
deformada) e um elemento mestre. Este mapeamento é defmido 
por funções de interpolação lagrangeanas lineares e quadráticas. 
Estudamos a incorporação de elementos onde o mapeamento de 
cada lado pode ser definido por um mapeamento uni
dimensional arbitrário. A classe principal da aproximação da 
geometria é a classe TGeoGrid. 
• TGeoGrid : É um conjunto de elementos e nós geométricos 
que defmem a geometria da aproximação do domínio da equação 
diferencial. Nota-se que, caso a malha seja refmada de modo 
adaptativo, o elemento mãe e seus sub-elementos estão incluídos 
na lista dos elementos. 

• Proporciona ao usuário a lista de elementos geométricos e 
a lista de nós geométricos. 
• Inclui método para cálculo da vizinhança dos elementos. 
Supõe-se que várias aproximações podem ser feitas baseadas 

em uma único malha geométrica. Este seria o caso de algoritmos 
adaptativos onde a seqüência de malhas são armazenadas 
separadamente. 
• TGeoEl : Define o mapeamento entre o elemento deformado 
e o elemento mestre. O elemento geométrico inclui também um 
dados para definição do número de referência do material c, caso 
o elemento esteja localizado na fronteira, o número de referência 
da condição de contorno. Outros dados do elemento geométrico 
são : vizinhos do elemento e/o número de condição de contorno c 
números de referência do pai e filhos do elemento. Os principais 
métodos são : 

• Método para cálculo do Jacobiano do mapeamento 
• Método para dividir o elemento em sub-clcmcntos 
• Método para criação de um elemento computaçional 
baseado no elemento geométrico atual 
Derivadas da classe TGeoEI são TGeoE/Id, TGeoHIQ2d c 

TGeoEIT2d, que implementam o elemento geométrico um
dimensional, quadrilátero bi-dimensional e triângulo bi
dimensional, respectivamente. 
* TGeoNod : Define o nó geométrico. Contém as coordenadas 
de um nó no espaço tri dimensional ~ um ponteiro para um 
sistema de coordenadas. 

Dclinição do espaço de aproximação. A distinção entre o 
método de elementos finitos e a aproximação de Rayleigh Ritz é 
a lorma sistemática com que o método de elementos linitos 
define as funções de interpolação. No ambiente proposto, as 
funções de interpolação são definidas com base em polinômios 
ortogonais. Isto signitica que as funções de interpolação são 
efctivamente dissociadas das funções de mapeamento. 
Utilizando a nomenclatura usual do método de elementos linitos, 
não temos nem elementos iso-paramétricos o sub-paran1êtricos. 
Chamamos os elementos c nós computacionais, os elementos e 
nós sobre os quais são definidos as funções de interpolação I\ 
cada elemento computacional, associitnt0S um elemento 
geométrico. O elemento geométrico calcula o mapeamento entre 
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o elemento dctonnado e o elemento mestre. e o elemento 
computacional calcula as !unções de lorma e suas derivadas nos 
pontos de integração ~ o elemento computacional utiliza a 
informação do elemento geométrico para calcular a matriz de 
rigidez do elemento. A classe fundamental do espaço de 
aproximação é: 
• TCompGrid : É um conjunto de elementos e nós 
computacionais, materiais e condições de contorno. O usuário 
tem acesso direto às listas da classe. Ao contrário da malha 
geométrica, a malha computacional particiona o domínio. Além 
dos métodos de acesso e auxílio, a malha proporciona métodos 
para: 

• Calcular o número de equações do modelo 
• Calcular a largura de banda do sistema 
• Renumeração dos nós seguindo o algoritmo de Cuthill
McKee 
• Calcular o tamanho dos blocos do sistema de equações 
(ver definição das classes matriz) 
• Montar o sistema de equações globais e o vetor de carga 
• Carregar um vetor de solução nos graus de liberdade 

• TCompF.I : a classe TCompF.I dctine o comportamento que 
um ekwento computacional precisa implementar para 
enquadrar-se no ambiente PZ. I\ maioria da implementação 
desses métodos é feita nas classes derivadas. Caso a classe 
derivada não implemente algum desses, o método implementado 
pela classe T<.'ompF.I resultará em mensagem de aviso e/ou saída 
do programa. Em terminologia de programação orientada para 
objctos, a classe TCompEI é detinida como abstraia. O 
comportamento da classe TCompEI é amplo e inclui os seguintes 
métodos: 

• Definição da ordem de interpolação nas várias direções. 
Isto define o comportamento da adaptatividade tipo p 
• Definição da regra de integração para o elemento. Como 
padrão, o elemento utiliza a· regra suficiente para . a 
integração do quadrado das funções de forma que incorpora. 
Este método pemlit..: a incorporação da sub-integração 
• Cálculo da tünção de lonna em um dado ponto 
paramétrico. Este método é auxiliar para o cálculo da matriz 
de rigidez 
• Cálculo da matriz de rigidez do demento 
• Aplicação da condição de contorno sobre a matriz de 
rigidez 
• l'mjeção do 11uxo associado a lei de conservação sobre o 
espaço de interpolação 
• Cálculo do erro de aproximação baseado na !unção 
interpolada do lluxo (implementação do ..:stimador de 
Zienkiewicz e Zu) 
• Montar a estrutura de dados para eliminar os graus de 
libenlade dos nós internos do elemento. Este método é 
impkmentado apenas na classe l'SuperEI 
Da class..: TCompEI são derivadas as classes TCompH/ld, 

TCompE/2d, TCompEIQ2d, TCÓmpEIT2d, que impleml-·ntam o 
comportamento para aprox1maçôes uni-dim..:nsionais, bi
dimensionais, bi-dimensionais quadrilaterais e bi-dimensionais 
triangulares respectivamente. 
• TDofNod : Define um conjunto de graus de liberdade da 
malha computacional. Os obj..:tos incluem o número da equação 
associada aos graus d..: liberdade, os valores da solução aluai e o 
número de elementos conectados aos mesmos. 

IJclinição dos coeticientes da equação dilercncial c as 
condições de contorno. No conceito do progrmna, a matriz de 
rigidez é vista como o integral de uma função cujos argumentos 
são os valores das funções de fom1a e suas derivadas c cujo 
resultado é um valor matricial. A class..: que implem..:nta esta 
!unção é a classe 7Material. Este nome loi escolhido porque é 



nesta classe que são annazenados os coeficientes do material 
correspondentes a um problema de mecânica computacional. 
• T!l.faterial : A principal função desta classe é calcular a 
contribuição para a matriz de rigidez dos nós internos e das 
condições de contorno. Tendo em vista o lato que as respostas de 
materiais uni-dimt-'llsionais é diferente da resposta de materiais 
bi-dimensionais (um utiliza uma derivada, o outro utiliza duas 
derivadas), toram incluídos métodos para verificar se o objeto 
pertence a uma classe derivada de classe raiz apropriada. 
* TBndCond Implementa a definição da condição de 
contorno. Os objetos do tipo TBndCond não implementam a 
condição de contorno. Apenas armazenam os dados utilizados 
pelos o~jetos do tipo TMaterial para aplicação das condições de 
contorno. Para garantir a compatibilidade com o objeto do tipo 
T!l.faterial o construtor dos objetos é acessível apenas aos objetos 
tipo TA !ateria/. 

CLASSE TMA TRIX ORIENTADA A OBJETOS 

Existem atualmente muitas bibliotecas que manipulam 
matrizes com muita eficiência tais como LAPACK, LINPACK, 
EISPACK. Porém, estas bibliotecas toram concebidas com uma 
filosotia estmtural, o que as torna dificil de manipular e 
estender. Suas novas versões ''Orientadas a Objeto" como por 
exemplo LAPACK++ são adaptações das versões estmturadas e 
não incorporam as vantagens oterccidas por um projeto orientado 
a objetos. Outro inconveniente destas bibliotecas é usar 
demasiados argumentos na chamada de suas fimções, tornando 
seu uso tedioso. 

Nosso objetivo é criar uma biblioteca de alto desenmenho, 
orientada para objetos que: 
* Manipule matrizes com diferentes padrões de 
armazenamento 
• S~ja tàcil de usar e portátil para diferentes plataformas 
* Que use os conceitos de encapsulação, herança, abstração de 
dados 
• Que seja sobre tudo de tàcil manutenção 

Os cálculos de elementos finitos geram sistemas lineares de 
equações IKJ[u]=[F], onde a matriz de rigidez (K) pode ser 
simetrica ou não, dependendo da equação diferencial modelada . 
Também segundo a estmtura da malha, K pode ser melhor 
armazenada em estmtura de Banda ou Skyline, isto mostra a 
necessidade de ter uma biblioteca que manipule digerentes tipos 
de matrizes. A biblioteca chamada de TMatrix contem as 
seguintes matrizes: 
l. Matrizes não simétricas: 

• Matriz Cheia. 
• Matriz Banda 
• Matriz Esparsa 

2. Matrizes simétricas: 
• Matriz Cheia 
• Matriz Banda 
• Matriz SJ..:yline 
• Matriz Esparsa 

3. Condensação estática: 
• Matriz reduzida. 

Estmtura das classes. 
• Classe Bfatrix (classe base; arquivo header tmatrix.h): Esta 
é a classe base da qual os diferentes tipos de matrizes toram 
derivadas. Nesta classe definimos o comportamento que será 
implementado pelas classes derivadas. Na classe TMatrix 
tamocm !()ram definidos vários tipos de ''tlags'' que contém 
intonnaçoes sobre o ·'cstado'' da matriz, como por ext-'lllplo se a 
matriz foi dccomposta c qual decomposição .loi utilizada. !\ 
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obtenção deste dado justifica-se porque a matriz resultante de 
urna decomposição (Cholesky, LU, LDLt, etc.) é guârdada na 
própria matriz. 

Também foi assumido que qualquer operação algébrica 
entre matrizes vai retornar urna matriz cheia. Esta limitação 
cobre 99% dos casos e evita a implementação de um grande 
número de métodos virtualmente inúteis (e.g. multiplicação 
matriz skyline com matriz esparsa, banda com skyline, etc.). 

Várias operações com sub-matrizes estão disponíveis, tais 
como: colocar urna sub-rnatriz dentro de urna matriz, copiar urna 
sub-rnatriz para urna matriz e somar urna sub-matriz com uma 
matriz. As mesmas operações com sub-rnatrizes também 
poderiam ser teitas com objetos do tipo TBlock , porém foram 
implementas para rnatrices para que o programador não precise 
definir um objeto do tipo TBlock se for realizar uma operação 
simples com uma sub-matriz. 

A classe T!l.fatrix não aloca memória para annazenar os 
elementos : ela é urna classe virtual. Mesmo assím, utilizando os 
métodos GetVal e PutVal (ou o operador () sobrecarregado), 
vários métodos de decomposição foram implementadas. Isto 
implica que qualquer classe derivada da classe TAfatrix dispõe 
de um conjunto de algoritmos de decomposição. Porém, para 
melhorar a eticiência da implementação, a maioria dos métodos 
de decomposição são redefmidos nas classes derivadas. 

Na Figura I podemos observar a estrutura desta classe. 

,[;M~~ix J 
' ~ --- - - l 

/ ,..-LTFBMatrix j / _/ ··--·- --

F~;:-1/-- TFMatrix l 

Figura l Estrutura das classes derivadas de TMatrix 

* TFMatrix: Implementa o esquema de armazenamento de 
matrizes cheias. Os elementos desta matriz são alocados 
dinamicamente e am1azenados por vetor. Este tipo de 
armazenamento incluí matrizes quadradas e retangulares. 
• TFBMatrix: Armazena os elementos da matriz sob forma de 
banda não simétrica. Por exemplo, uma matriz quadrada com 
banda de tamanho 2 é declarada como TFBMatrix a(6,2). 
* TSpMatrix: Esta classe utiliza esquema de armazenamento 
do tipo esparsa não simétrica. Para a alocação dos elementos 
deste tipo de matriz foi l.TÍada a classe Tlink, que implementa 
uma lista ligada com número indefinido de elementos. Na classe 
Tlink são feitas operações de inserir, adicionar, remover e 
retornar elementos da lista. O tempo de busca de um elemento 
da matriz é otírnizado pela utilização da função "GetLast" que 
retoma o último elemento pedido. Este artificio aumenta o 
desempenho, principalmente na decomposição de matrizes. 



• TMatRed: esta classe é usada para condensação estática . 
Maiores informações encontram-se na seção sobre condensação 
estática. 
* TSMatrix: Esta dasse é derivada da dasse base Blatrix. 
Esta classe serve de base ,para as matrizes simétricas 
TSFAfatrix (Symetric Full Matrix), TSB.\Iatrix (Symctric 
13anded Matrix), TSSpA!atrix (Symetric Sparsc Matrix) c 
TSSJ.yL\Iatrix (Symetric Sky·-Line Matrix). Assim como nas 
matrizes não simétricas, a classe abstrata TSA!atrix implementa 
métodos genéricas de decomposição que podem ser redefinidos 
nas classes derivadas para melhorar a eficiência. 
• TSFMatrix: Esta dasse implementa esquema de 
annazenamento para matrizes cheias e simétricas 
• TSBMatrix: Esta classe implen1enta esquema de 
annazenamento para matrizes de banda simétrica. 
• TSSpMatrix: Esta classe implen1enta matriz~ esparsas 
simétricas. A filosofia utilizada para a alocação deste tipo de 
matriz é igual à da classe TSp.Hatrix (Matrizes esparsas não 
simétricas), porém nesta classe as listas ligadas partem dos 
elementos da diagonal da matriz. 
• TSkyiMatrix: Esta classe implementa esquema de 
armazenamento para matrices do tipo skyline ou b:mda variável. 

Tratatmento de blocos. A classe TB/ock implementa uma 
divisão ·lógica da matriz em blocos de tamanho variável. O 
construtor tem três argumentos: um ponteiro para um objeto tipo 
TA!atrix, outro inteiro que é o número de blocos que a matriz vai 
ter na diagonal, e um que é a dimensão de cada bloco na 
diagonal. A classe TB/ock não modifica a matriz. Ela acrescenta 
a capacidade de endereçar os elementos da matriz por blocos. 

O objeto TB/ock contem duas infonnações básicas: A 
posição do bloco na diagonal e sua dimensão. A Figura 2 é um 
exemplo de uma matriz dividida em três blocos de diferentes 
dimensões: o bloco numero ''O" de 2 X 2. o bloco número ''I"" de 
3 X 3 e o bloco número "2" de 2 X 2. As básicas inforn1ações 
mostradas na Figura 3 são suficientes para calcular também a 
posição de qualquer bloco fora da diagonal. 

li! 11 [I ) I. I il f i_ i]l 
!I r iJ ! ! 1 , IJ [i i t 

,Í! ) i i·: I I i ;_t r' i 'fj 
• I :· .1.! l ii I I! 

I
[; i] [i j I. j .~J .. i ~. :· i·jj: r, 11 r1 , , i ,

11
, 'I 

LLI l] \i J ( j ) I 'J 

Figura 2 Matriz dívida em três blocos 

Figura 3 Informações contidas no objeto TBiock 

Outra funcionalidade da classe TB/ock inclui a extração de 
um dado bloco da matriz. 

CONDENSAÇÃO ESTAilCA 

A classe HfatRed implementa sistemas de equações 
lineares quadrados com vetor de carga e oferece ao usuário a 
opção de dividir as equações em dois conjuntos : um conjunto de 
equações internas c um conjunto de equações externas. O objeto 
do tipo 1"'-'latRed tem dois estados principais : o estado de matriz 
comum e o estado de matriz condensada. No estado de matriz 
comum os objetos tipo TMatRed comportam-se como ohjetos do 
tipo TMatrix. A transição do estado de matriz comum ao estado 
de matriz condcnsada reduz a matriz correspondente ao conjunto 
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de equações internas sobre a matriz do conjunto de equações 
externas. 

Os objetos do tipo B falred contêm I ponteiro para um 
objdo 7:\/atrix c 5 ponteiros para objdos tipo TF\JatrLt: ondc 
são annazí.:nados as submatrizes KIJ e FI (ver Tabela I). 
Observa-se que o ponteiro para o objeto KOO pode S<..>r 

inicializado com o endereço do objcto de qualquer tipo derivado 
do T!!falrix . 

*TMatri:-.: KOO I *TFMatrix KO I *TFMatrix FO 
*TFMatrix K 10 I *TFMatrix K li *TFMatrix FI 

Tabela I Ponteiros contidos no tipo TMatRed 

Este novo sistema de equações definido por sub-ni.atrizes, 
pode ser resolvido com operações de submatrízes. como 
excmplo: 

[
(K(O.O)) (K(O.I))lr[l 'OJ] = [[FO]] 
(K(I.O)) (K(LI)) [l'l] [FlJ 

A condensação dos graus de liberdade UO sobre os graus de 
liberdade lJ I segue as seguintes relações: 

[ Kll]RED = [ !.:(1.1)] - 1 !.:(1.0)11 1.:(0.0)] 
1
[ !.:(0.1)] 

[n] [F1] [Ktt.O)JI!.:(U>]
1
[Fo] 

RJ![l 

Após o cálculo dos valores UI. os valores UO são calculados 
com base em . 

[uo] [~.:tt.l)] 1([Fo] /,.(0.1)1.' 1) 
O sistema que contribui para o sistema global de equações é 

( K(l,I))Rfn e (F(l))RW. 

A CLA~"'E SUPER ELEMENTO (TSuperEI) 

A classe TSuperEI é derivada das classes TCompEI e 
TCompGrid, isto porque, por definição, um subdomínio é uma 
parte do domínio que contem uma malha interna. Para a malha 
que contem o super-elemento, os objetos 'JSuperl'.l têm 
comportamento de elemento. Neste qt1adro é possível criar 
super-elementos dentro de outros super-elementos. A Figura 4 
mostra um e:-.:cmplo onde a malha é dividida em quatro super
elementos e onde o objeto do tipo TSuperEI S l contém outros 
quatro SUJX.'T elementos (SsO, Ss I, Ss2, SsJ) 

SsO Ss1 

- -·-
Ss2 • Ss3 

S1=SsO+Ss1+Ss2+Ss3 

Figura 4 Malha com Super Elementos 



Uma característica importante do super-elemento é que no 
comportamento como elemento ele acusa apenas os nós de 
fronteira (nós externos)_ Assim a malha ao qual o super
demento pertence não enxerga os nós Ültemos do mesmo_ 

Internamente, o objeto do tipo TSuperEI tem como variável 
membro um ponteiro para um objeto do tipo TAiatRed, que 
implementa todas as operações algébricas neçessárias para a 
condensação estática do sistema de equações_ 

Os objetos de TSuperl.;/ tem dois estados. O estado inicial é 
o estado não condensado, em que a malha à qual o objeto 
pertence enxerga o super -elemento como um elemento com 
grande número de nós e equações. O outro estado é o estado 
condensado onde o super elemento toma apenas os nós com 
coneçtividade exh:rna visíveL Neste estado a malha ao qual o 
super-elemento pertence enxergua apenas os nós de interface do 
sub-domínio. A transição de mn estado para outro é feito pelo 
método Reducelntema/Nodes(}, método da classe TCompHI, mas 
apenas implementado na classe TSuperEI. 

Funções Membro.O comportamento de TSuperEl precisou 
ser adequado, para mn comportamento de malha e elemento ao 
mesmo tempo. Os métodos e características do TCompGrid 
foram herdados sem modificação, já o comportamento de 
elemento proveniente de TCompEI precisou ser implementada. 
* NmnNodes(): Dependendo do estado do objeto, este método 
n.:torna o número total de nós contidos na sub-malha ou o 
número de nós externos do sub-domínio. 
* Node(i): Retoma um ponteiro do tipo TDojNod. do no i do 
SUJX."f elemento 
* Print: Este método imprime as caracteristicas do objeto 
7SuperHI. 
* CalcStiff: Esta função calcula a matriz de rigidez de mn 
objeto TSuperEI. Esta operação envolve a montagem do sistema 
de equações da sub-malha (O super elemento wmporta se como 
malha), a condensação estática dos nós internos (Dependendo do 
estado do o~jeto ), e devolve como resultado a matriz condensada 

[ K(l,l)]RED e [FO)]RED. Na montagem do sistema de equações, 

vários métodos herdados do TCompGrid são utilizados, por 
exemplo, NumEquations(), BandWidth(), Assemble()_ 
~ Rcducelnterna!Nodcs: Neste método avalia-se quais nós são 
internos ao sub-domínio e quais nós têm conexões externas. Os 
nós internos são removidos da malha à qual o super-elemento 
pertence e armazenados na estmtura interna do elemento. 
• ComputeNodElCon: Este método redefine o método 
correspondente da classe TCompGrid, incrementando uma 
conectividade a mais aos nós externos da sub-malha. Deste 
truque resulta que os nós externos da sub-malha são enmnerados 
por último no algoritmo de Cuthiii-McKcc herdado da classe 
TCompGrid. 

CONCLUSÕES 

A técnica de sub-estmturação é implementado de forma 
consistente no âmbito da filosofia de programação orientada para 
o'[)jctos. Duas classes tormam a base desta implementação. A 
classe TMatRed permite particionar as equações que representa 
em dois grupos : as equações dependentes c as equações 
externas_ Esta classe implementa as operações algébricas da 
condL'!lsação estática de sistemas de equações. A classe 
TSuperEI implementa a interlàce com o programa de elementos 
tinitos : ela determina quais são os graus de liberdade internos c 
externos c apresenta uma interface consistente com a malha a 
qual pertL"llCC. 
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Trabalhos futuros. Pretende-se avaliar o ~sempenho 

nmnérico da implementação da técnica de sub-estmturação e 
explorar as diversas aplicações da técnica. Percebe-se que a 
técnica de sub-estmturação tem semelhança com a resolução 
multi-frontal. A principal motivação para o desenvolvimento 
deste trabalho é o desenvolvimento de algoritmos paralelos para 
elementos linitos. 
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Al3STRACT 

This paper deseribes the implcmentation of teclmique of 
sub-stmcturing implcmcnted within the object. oricnted 
progranuning philosophy. First, the object oriented environment 
for thc development of fmite element algorithms (PZ) is 
describcd. Then the sct of classes which implement different 
matrix stmctures are described. Finally the c!ftsses Which 
implement the sub-structuring teclmique are desciibed. The 
result ofthis et1ort is an envirorunent which allows tor the use of 
thc sub-structuring techniquc applied to virtually any fmite 
clemcnt simulatíon. 
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RESUMEN 

En este trabajo se presenta un esquema de refinamiento de ma/la adaptable para e/ problema de 
Transferencia de Calor en una placa plana, cuando la temperatura de sus lados son conocidas (problema 
de Poisson en una región bidimensional). Se parte de la modelación matemática dei problema por media de 
un funcional y e/ refinamiento adaptable se implanta en base a la variación dei funcional en la dirección 
dei gradiente. 

INTRODUCClON 

En este trabajo se analizará un criterio para evaluar la 
solución aproximada y proceder a! refinamiento. Este lTiterio 
surge cuando e! problema es modelado por la minimización de 
un funcional, la malla se modifica en fimción de la magnitud de 
las variaciones de! fi.mcional a refinar en cada elemento de la 
malla Gonzalez(l993), Gonzalez(l991 ). El MEFA se aplicará 
sobre e! problema particular de POISSON. 

Existen varias publicaciones a nivel internacional Babuska y 
Miller ( 19R4 ), Babuska y Rheinboldt ( 197R), Kelly y otros 
(19R3), Babuska y otros (19R6), Zienkiewcz y Zhu (19R7), 
Gonzalez y otros ( 1994) que eniócan el MEF A en timción de 
estimaciones de error y en base a ellas establecer un criterio de 
reiinamiento. Esto constituye una fuente de investigación 
abierta. 

Este trabajo pretende dar un esquema alternativo 
necesita disponer de la estimación dei error y de 
importancia en esta área. 

que no 
allí su 

REFINAMIENTO EN LA D!RECCION DEL GRADIENTE 

Este tipo de relinamiento es aplicable cuando e! modelo 
matemático dei problema esta representado por la minimización 
de un funcional. 

Se considera un espacio H de fi.mciones V definidas en cl 
domínio dei problema y que satistagan las condiciones de 
contorno prescritas. Sea ./ un funcional real definido en H, 
que generalmente es la energía de un cierto sistema Hsico. 

Un problema clásico de minimización en e] cálculo de 
variaciones, es encontrar una fimción U de! espacio funcional 
H en la cual e! funcional ./ asume su menor valor. En otras 
pala bras "U es la minimización de J sobre H " ; es decir que: 

J(u) ~ J(v) \fv EH (I) 

La expresión (I) es denominada ümnulación variacional y 
constituye un camino natural para encontrar una solución 
aproximada. Podría plantearse como solución aproximada la 
íunción U h que minimiza a! fi.mcional ./ (V) en el sub-cspacio 

de aproximación H
11 

de H. 
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El espacio H h puede construirse por el Método de los 

Elementos Finitos y en este caso se !e asocia una malla r: h. AI 

variar la malla Th, se obtiene un nuevo espacio H h y una 

nueva solución aproximada Uh que corresponde al punto 

estacionario de J (v) en el nuevo espacio H,. En consecuencia, 
surge así e! concepto de variación de un funcional a! variar e! 
espacio de aproximación H h . 

Deíinición I Sea .f ( U) un funcional definido en e! espacio 

H sea Hhu un espacio de elementos finitos obtenidos a través 

de una malla Thu, figura I a. Siendo Hhu un sub-espacio de 

H. Sea Hhv e] espacio de elementos finitos obtenidos ai 

refinar la mal! a en el elemento i de la mal! a T hu , figura I b. Sea 

l{h la solución de elementos finitos en la malla Thu y sea V h la 

solución de elementos finitos en la malla Thv. La variación 

de J ( U) evaluada en Uh en la dirección (v" - u h) es 

definida por: 

J' (uh)(v.- Uh) =fim 
a~O 

J[Uh +a (Vh- Uh)]- J(Uh) (2) 
a 

En el cálculo de variaciones clásico tanto el punto (función) 
donde se evalúa la variación como la dirección en que se evalúa, 
pertenecen ai mismo espacio. 

a) Malla T hu , define H hu b) Malla T hv , define H hv 

FIGURA I - Refinamiento de malla, en e! elemento i. 



I ..._ 

La variación dei funcional como es indicada por la Ec. (2) 
involucra funciones Uh , Vh pertenecientes a espacws 

diferentes H hu, H h v. Por lo tanto en la definición de variación 

de un funcional ai variar el espacio de aproximación, la 
magnitud de la variación .!'(uh)(vh- uh) es indicativa de la 

calidad de la aproximación Uh y dará información sobre la 

convenicncia de refinar o no en esa dirección, en este concepto 
se basa e] retinamiento adaptable. 

Para implantar el refinamiento adaptable, fue necesario 
diseiiar un generador de mallas con características adecuadas al 
esquema planteado. El esquema de refinamiento sigue los 
siguientes pasos: 

Dada una tolerancia 1J en e] sentido de I J ' ( u ) I/ y 
/ IJCuJI 

dada una región n , de definición de] problema, definir una 

mail a elemcntal con N n nodos, N e elementos. 

PI-Resolver el problema de elementos finitos en la malla, 
obtenü!ndo la solución Uh , luego evaluar el funcional .!(uh) 
que se denorrúnará .J ( U h) vieJo . 

P2-Utilizando esta malla, para cada elemento i: 
P2-l Refinar en cada elemento, con lo cual se obtiene, en 

cada caso , un nuevo espacio de aproximación 
Hhi (i = 1, 2, .... , N.) y calcular la solución de 

elementos finitos V hi en cada espacio Hhi 
P2-2 Aplicar la Ec. (2) para obtener la variación dei 

tuncional : 

.J'(uh)i 
.!'(uh)(vhi -uh) 

lhi-uhll 
( 3) 

esta sería la variación dei funcional evaluado en 
Uh al retinar en e! elemento i. 

P2-3 Calcular la variación permisible: 

, IJ(uh)l 
J(uh)permisible =T] N (4) 

e 

T]I.J ( U 1.)1 representa la variación global dei 

funcional , de allí que para reOejarla a nivel de 
cada elemento sea necesario dividir entre N •. 

P2-4 En cada elemento calcular: 

Ç, 
IJ'(uh)ii 

(5) 
.]' ( U h) permisih/e 

P2-5 Refinar o desrefinar en cada elemento según : 

hi -nuevo 

h; -viejo 
(6) 

ç(P 
donde fJ es el orden de convergencia de la 

solución aproximada que depende dei grado de los 
polinomios utilizados en las funciones bases y la 
regularidad de la solución exacta. 

Finalizado este paso P2 se tiene definido para cada elemento 

un tamafío de mail a hi _ nuevo; que será la base para el 

esquema de refinamiento. 
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P3- Calcular U h en la nucva mail a y evaluar .J ( U h) que se 

denomina Jnuevo, si : 

jnuevo - ,}viejo 
5 1] (7) 

.Jnuevo 

parar, en caso contrario repetir e! proceso con esta mail a. 

RESULTADOS NUMERICOS 

EJEMPLOUNO 

Sea Q la región mostrada en la figura 2 y sea e!" siguiente 
problema de Foisson, con las condiciones de contorno indicadas 
en la figura. La malla inicial es dada en la figura 3. 

~ u=lOO"C 

u=O'C Q Ly I u=O'C 

L.x 

u=o·c 

Figura 2 - Región bidimensional. 

ô ( &) ô ( ôuJ 
àç kx àç + ~ ky ~ +Q =O 

U =O en x=O 

u =O en x=L" 
u.=Oen y=O 

u = 100 en y= LY 

8 

G 

G 

8 

8 

8 

8 

0 

Figura 3 - Malla inicial. 

~ 

7 

(8) 

(9) 
(lO) 

(II) 
( 12) 

Este es un problema con una singularidad fuerte originada 
porei salto de la variable en e\ contorno. 



El timcional correspondiente a la ecuación general Ec. (S) es 
dada por: 

(LI) 

La variación de este timcional se determina e11 base a lo 
antes cxpucsto, resulta!ldo: 

.l'(uh)(~\ -uh)= 
Ük)1,,J v,.,. -111 .. } +k,u,,..( v,,., -u,.,)-Qvh -uJ~ 

( 14) 

La solución u consiste en minimizar cl timcional dado en la 
Ec. ( 1 :1) y definido en la región Q Las variaciones dei timcional 
son obtcnidas de la E c. ( 14 ). En el caso particular de L,{ = 1, 

jLy 
k, = kv , Q =O, las figuras 4, 5, 6 y 7 indican la secuencia 

de mallas ohtenidas por cl rclinamiento adaptahle en timción de 
la variación dei funcional. Este es un problema con una 
singularidad fucrte originada por cl salto de la variable 11 en el 
contorno. En las figuras se puede observar que el método tiende 
a generar una malla que se refina siguiendo la singularidad. 

Figura 4 - Malla uno. 

Figura 5- Malla dos 

Figura (, - Malla tres. 
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Figura 7 - Malla cuatro. 

Figura 8 - Malla cinco. 

EJEMPLODOS 

Sea e! mismo problema anterior pero sometido a las 
condiciones de contorno mostrada en la figura 9. La solución 
exacta u en este caso toma la forma : 

senh( ny I LY) senh( 7tX I Lx) 
u- (15) 

- senh( nLY I Lx) 

El valor exacto dei funcional correspondiente es dado por: 

( ) 
7t cosh 1t 

.I uh = =0. 78832716 
4 senh 1t 

(I lí) 

li\ 
u= sen JCX/Lx 

u=O"C Ly u=O"C 

Lx 

u=O"C 7 

Figura 9 - Región bidimensional. 

La solución por el refinamiento adaptable es presentado en 
las figuras 1 O, 11, 12, 13 y 14 y es dada en la tabla I. 



"" 

~ 
.""""""·""' 

.""""""""" 

Figura lO - Malla uno. 

Figura 11- Malla dos 

Figura 12 - Malla tres. 

Figura 13 - Malla cuatro. 
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Figura 14- Malla cinco. 

TABLA 1 

MALLA NODOS ELEMENTOS J(Uh) J(Uh)teórico 

8 9 0.8750000 0.788327 

2 16 13 0.7187500 0.788327 

3 32 25 0.8236400 0.788327 

4 64 41 0.7812020 0.788327 

5 128 81 0.7982294 0.788327 

CONCLUSIONES 

Analizando las figuras 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13 y 14, se 
puede afirmar que utilizando el criterio de la variación dei 
funcional en la directión dei gradiente para refinamiento 
adaptable, se obtienen resultados satisfactorios, se observa que 
e! refinamiento se orienta hacia el sitio donde están las 
singularidades, esto era predecible puesto que en estos sitios la 
solución tiene singularidades y la variación dei funcional será 
mayor. 

Este método tiene la ventaja que no necesita conocer 
estimaciones de error, indispensables en los métodos 
desarrollados hasta ahora. Se pretende dar un esquema 
alternativo contiable. Los resultados obtenidos son satisfactorios 
y haciendo los ajustes pertinentes se puede aprovechar su 
potencial utilización en la localización de falias geológicas ai 
interpretar registras sísmicos, de gran importancia en la 
acumulación de petróleo. 

Este retinamiento en la dirección dei gradiente permite 
refinar mas donde la función solución dei problema o sus 
derivadas tengan fuertes variaciones. Esto debido a que en la 
detinición de la variación dei funcional J' (uh)(vh- Üh) 
dada en la Ec. · ( 14 ), ai existir mayor diferencia entre las 
iimcioJ,leS U h, V h mayor será e) valor de éste. 

El cjemplo dos, permite verificar que el esquema planteado 
para obtener la solución numérica por e! método de los 



elementos finitos es adecuado scgún se desprende de la tabla I , 

.J(u)- J(u,) 
siendo e! em1r menor dei 15% . 

.!(u) 
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ABSTRACT 

ln this work a scheme of reflnemenl of adaptive 
mesh for lhe problem of Transfer of Heal in a plane badge is 
inlroduced, when the lemperature of their sides is known 
(problem of Poisson in a region bidimensional. !t leave of the 
matlzematical helzaviour (if the problem by means of a 
fimcfional and the adaptive rejinement is implanted in base to 
the variation ofthefunctiona/ in the address ofthe gradienf. 
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SUMMARY 

The great developmen/ o( numerical calculation leads to a variety of numerical methodv, which are 
diflerent in their solution algorithms as we/1 as in their discretization of the governing equations. Despi/e 
this development, much work sti/1 remains to improve them towards afasl, accurale and stable convergence. 
This work employs a numerical method to solve compressible and incompressible .fluid.flows using a .finile
volume, explicil l?unge-Kutta multistage scheme, with central spa/ia/ di~Ycretization in combination with 
multigrid and preconditioning. Numerical lesls are carried ou/ .for lhe NA CA 001 2 aitjoil and a three 
dimensional channel.for the Ruler equations. Mach number 1~v varied between 0.8 and 0.002. 

INTRODUCTION 

The rapid evolution of computational fluid dynamics has 
been driven by the need offaster and most accurate methods for 
the calculation of flow fields around configurations of technical 
interest. Numerical simulation plays nowadays an important 
role to predict the flow field in many situations. To design a 
new mechanical device involving fluid dynamics, a numerical 
simulation is weli accepted and justified. lt is already possible 
to solve the flow over a complete and complex geometry for 
special flow regimes. 

Numerical methods aliow us to analyse some important 
phenomena, where experiments are usualiy too expensive or 
even impossible. ln this way, the interest is the development of 
efficient methodologies that can be employed to solve 
compressible and incompressible fluid flows. As the used 
methodologies are limited in what concems to accuracy, cost 
and applicability, they must be investigated in order to design at 
low costs. 

Extensions of the numerical methodologies employed to 
solve compressible (Choi and Merkle, 1993) (De Bortoli, 1994) 
and incompressible (Van Doormaal, 1985) (Maliska and Silva, 
1989) fluid flows have been applied, with success. for the 
solution of ali speed flows. However, there are no general 
methods for ali situations. 

The potential set of equations (simplified equations) were 
and sometimes are still used to solve compressible and 
incompressible fluid flows. This is done in order to simplifY the 
analysis and to reduce the computational costs. However, the 
only adequate model for non viscous flows are the Euler 
equations. in which mass, momentum and energy are 
conserved. 

Techniques to accelerate the convergence are important 
tools to analyse problems which require fine grids. Some of 
these approaches. namely the local time-stepping. residual 
averaging and multi!,>rid techniques are widely applied (Brandt. 
1981). (Jameson. 1985), (Radespiel, 1989). The local time
steppi.ng aliows to obtain steady-state solutions with less 
computational effort. Residual smoothing is employed to 
i.ncrease the CFL number of an explicit multistage scheme and 
consists m replacing the residuais by an average of 
neighbouring residuais. TI1e idea of the multi&>rid approach is 
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the use of a sequence of successively coarser meshes to 
efficiently damp disturbances through the flow field. 

Common methods employed for the solution of flow 
problems are the finite differences, fmite volume. finite 
elements and boundary elements. Each ofthese methods has its 
advantages and disadvantages. 

The standard compressible method is employed for the 
solution of compressible and incompressible fluid flows. lt 
consists in the use of the momentum equations to calculate the 
veloc;ty components, the energy equation to calculate the 
energy , the mass conservation equation to calculate the density 
and the state equation to calculate the pressure. 

ln order to eliminate numerical difficulties solving mixed 
flows , preconditioning is employed (Choi and Merkle. 1985) 
(Choi and Merkle, 1993). lt consists in the transformation ofthe 
goveming equations into a form that is numericaliy better 
conditioned, ensuring rapid convergence (De Bortoli, 1994). 
The preconditioning system has a rate of convergence almost 
independent from the Mach number. Moreover. the discrete 
solution is highly improved, eliminating spurious osciliations 
frequently encountered in incompressible flows (Storti et ai , 
1995). 

This work shows the numerical method employed for the 
solution of compressible and incompressible fluid flows based 
on the finite volume explicit Runge-Kutta (Jameson et ai, 1981 ) 
multistage scheme with central spatial discretization in 
combination with multi!,>rid and preconditioning. Numerical 
tests are carried out for a three dimensional channel and the 
NACA 0012 airfoil. Mach number. is varied between 0.8 and 
0.005. Results obtained with the Euler equations are validated 
using the potential (analytical) equation solutions or 
experimental data found in the literature. 

GOVERNING EQUATIONS 

The goveming equations for non viscous flows are the Euler 
equations. The three dimensional Euler equations for unsteady 
compressible inviscid flows in integral form read (Kroll and 
Jain. 1987): 



l 

where 

- - - -
éW a<] õF2 õF3 
-+-+- +-=0 a ôx 0t & 

J

p 

pu 

W= pv 

l;; 

r - 1 
I pq - I 
I puq+p.i I 

F = ~ pvq + p.] ~ 
I -1 

l pw~+p. kJ 
pHq 

The total energy and total enthalpy are 

u2 2 
E=e+ +v +w2 

2 
H=E+.f_ 

p 

and q = u. T + v.]+ w. k is the velocity vector. 

(I) 

To close this system of equations the state equation for a 
perfect gas is employed (Kroll and Rossow, 1989) 

.D 2 2 2 

p = PJ\ T = (y - 1) p[ E - u + v 2 + w ] 

where R is the gas constant, p the fluid density , u, v and w the 
velocity components, p the presslU"e and T the temperaturp Eq. 
(I) can be cast into the integral form (Kroll and Jain, 1987) 

f OW dV + f (F.ii)dS =O 
v õt s 

It is well known that when the magnitude of velocity 
becomes small, in comparison with the acoustic speed, the 
time-marching schemes converge very slowly. Therefore 
preconditioning is employed. The used one consists basically in 

multiplying the vector W by a special matrix, which modifies 
the form of the goveming equations (Choi and Merkle, 1985). 
Based on the conservative variables, the following 
preconditioning matrix is employed: 

r7W oft, oF2 r7F, . 
r - +-+- +-· =o 

rlt à r~ rl: 

where (Choi and Merkle, 1985) 

and 

I o 
r=! o 

I o 
l ~2 

o 
I 

o 
o 

uf, 

o 
o 
I 

o 
vf, 

o 
o 
o 

wf, 

o l 
o I 
o I 
o I 

I 
M~2 J 
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q=u2 +v2 +w2 
/,=1-M-2 

f - M-2 -I 2-

Inspection of this preconditioning matrix indicates that the 
energy equation is transformed into an equation for 
temperature for low Mach-numbers. Thus. the eigenvalues of 
the resultant system of equations will be very similar when the 
Mach-number goes to zero, laying the basis of construction of 
efficient solvers (Choi and Merkle, 1993) also to solve 
incompressible flows (De Bortoli, 1994). 

DESCRIPTION OF THE NUMERICAL METHOD 

One of the differences among the various fmite volume 
formulations known in the literature is the arrangement of the 
control volnme and update points for the flow variables (Kroll 
and Jain , 1987) (Kroll and Rossow, 1989). The most frequently 
used schemes are the cell-centered, cell-vertex and node
centered approach. Each of these schemes has its advantages 
and disadvantages. The discretization used in this work is based 
on the node-centered and cell-centered arrangements (Biazek. 
1994) (Kroll and Rossow. 1989). 

Fig. I Node-centered and cell-centered arrangements 

As Eq . (I) is valid for arbitrary control volume. it is also 

valid for vi.j.k • that means 

ôW;.j.A = _ _I f (F.ií)dS 
rJt vi.j.k s 

The finite volume discretization based on the central 
averaging is not dissipative (Kroll and Jaín. 1987) The 
numerica l procedure does not converge to the steady state 
solution when the high frequency oscillations of enor in the 

solution are not damped. The dissipation vector Di .j.k is 



introduced by adding dissipative tluxes (Jameson et ai. 1981) as 
follows 

OW. .;.k 1 -
- - + - -[Q. ,-D ,]=0 {:1- v I,J . • I . .J.• 

i.j .k 

This dissipation operator is a blend of second and fourth 
differences and is defined according to (Radespiel, 1989) 

D , = d 112 ·,- d . 112 · , +d · 112, l.J.It 1+ ,).n 1- . .J.Il. l.J+ , lt 

-di.j-1!2.k + di .j .k+1 12 -di.) .k - 1/2 

whose dissipation coefficient is given by 

di+1 12 .j .k 
- {.<2> "W-
- a+1 / 2 . ' é. 1/2 . kU .. ' I .J.It I+ .J. X 1.) . 1\ 

- t.:(4
) . o w . } 

t+lf2.}.k XXX t- l.}.k 

The difference operators of first and third order are O and .• 
oY.H. respectively , and (X is the SCaling factor, which is WfÍtten 
for the i direction as (Biazek, 1994) 

a i+1 12.J .k 
= _!_( 1i* . 1i* ) 

/1. k + /1. i+I._,.k 2 I • .J. 

where 

I( .i )"r k )"'l 
,J.,i = 1 ·1lk ) li0_) J 'f';.; .k +m ~ ' ~ . 

.) .k .j.k 

The coefficients adapted to the local pressure gradients 6'(
2

) 

and é 4
l . needed to obtain the dissipation coefficient, are 

written as 

s< 2
> = k< 2>nzax(u ) 

i+l/2 .) .k. IIULY ~ 

where 

Pi+I.J .k -2p k I .J. + Pi-! .J .k 

u;.;. A = 
pi+l.;.k + 2pi.j .k + P;-I.; .k 

and 

0.5:S:k (2
) :S:0.6, 

I I 
- -::; k(4) ::; -. 

I28 48 

The spectral radius À is defined for the i direction 
according to (Choi and Merkle. 1985) 
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It is well known that for a central difference scheme zero 
artificial dissipation viscosity creates numerica l difficulties. 

Therefore /f is chosen according to (De Bortoli, 1994) 

where 

0.1 ::; ((J ::; 0.6 

TIME-STEPPfNG AND ACCELERATION TECHNIQUES 

ln order to obtain numerical solutions of high accuracy, lhe 
Runge-Kutta method is chosen (Kro\1 and Jain. 1987). This 
method is characterised by its low operation count. More than 
two stages are employed in order to extend the stability region . 
The classical fourth order Runge-Kutta method requires the 
evaluation of many coefficients- and dissipative terms. what 
leads to storage problems. Therefore. the following multistage 
scheme, which requires few computational storage. IS 

employed (Jameson et ai, 1981) 

where 

VJ (O) = wn 
i.J .. k I k .J. 

- a,M R..<' -'l 
v.. I.J.k 

I,.J.k 

w<n+l) = w<•l 
I.J.k I,J .k 

R_l') = Q(r) . - D (r) Ü I 2 
• . .J. k I.J.k •. ,~ . k • r= , , , · · ·, In 

Efficient methods to solve flow problems are well accepted 
and justified. Among the used approaches the local time
stepping, residual averaging and its combination with multigrid 
are widely used. 

Local timc-- stepping allows to obtain steady state solutions 
with less computational eff01t. lt IS cquivalent to 
preconditioning the residual by a scalar value in each cell. lt 
can reduce the computational time needed to obtain the steady 
state solution by an order of magnitude. A weighted average of 
residuais is employed to increase the Courant-Friedrichs-Lewy 
number of an explicit multistage scheme. ln this way the 
residuais are replaced by an average of neighbouring residuais 
(Kroll and Jain . 1987). 

The slow asymptotic convergence behaviour of numerica l 
methods is associated to the smooth error components. The 
good smoothing properties of the Runge-Kutta method . 
specially of the 5-stage scheme, are ve1y important to be used 
in a multigrid solver. 

The computational procedure to illustrate lhe FAS (Full 
Approximation St01·age) scheme for two grids 1s written as 
follows (Brandt, 1981 ): 

I. Improve the solution on the finest grid 
2. lnject the flow variables from the fine to the coarse grid 
3. Transfer the residuaIs fi·om the fine to the coarse grid 
4. Solve the problem on the coarse grid 



5. lnterpolate the solution correction from the coarse to the 
fine mesh 

6. Update the solution on the finest grid 

For low Mach-numbers difficulties appear to smooth the 
low frequencies of error and, consequently. to obtain good 
convergence. 1l1is occurs because the eigenvalues of the 
compressible equations are very different when the Mach
number. goes to zero. To alleviate this problem more work is 
done in the coarse meshes. using a W-multib'Tid cycle with two 
steps at each grid. 

The success ofthe multigrid method depends on the use of a 
relaxation algorithm (Brandt. 1981 ). which rapidly reduce the 
high frequency error components. The low enor frequencies in 
fine meshes are transformed in high frequencies in coarse 
meshes. where they can be smoothed. 

NUMERICAL RESULTS 

ln the following. numerical results for a three dimensional 
channel and the NACA 0012 airfoil are presented and 
compared. One way of proving the validity of the numerical 
Euler solutions is to compare them with potential solutions. 

The boundary conditions are far field at the inflow and 
outflow bow1daries (Whitfield. 1983 ). 1l1e approach of 
Withfield to implement the far field boundary conditions is 
based ou the characteristic form of the one dimensional Euler 
equations normal to the bow1da1y. Although there is circulation 
arotmd lifting bodies. the far field botmdary conditions assume 
zero circulation. 1l1erefore the boundaries have to be placed 
sufficiently far away from the airfoil (20 chord lengths) so that 
the flow field remains tmdisturbed. Although the far field 
potential is strictly valid in subsonic flows, the correction ofthe 
free stream conditions is applied in transonic flows and has 
been proved helpful in this regime also. 

On a solid body the physical condition of no-n01mal-flow 
can be imposed. Using a body-fitted coordinate system. the 
body coinciding with a coordinate line is approximated by 
straight lines in the finite volume approximation. Hence, the no
normal flov.' condition reduces to zero flux velocity through the 
faces ofthe cells aligned with the body. 

First computations were perf01med for channel submitted to 
incompressible flow. A channel is chosen because it represents 
a class of incompressible intemal flow problems. A grid 
containing 98xl4xl4 cells is used. as shown in Fig. 2. This 
channeL the wind ttmnel of Department of Mechanical 
Engineering of Federal University of Rio Grande do SuL is 
chosen in order to analyse its design . lntemal honeycombs are 
not taken into consideration in this first approximation. 

Fig. 2 Grid for channeL 98xl4x 14 cells (wind twmel) 
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Fig. 3 shows the Mach contours computed for intlow Mach
number 0.05 . The corresponding vector field is presented in Fig. 
4. The analysis of these results indicates good agreement with 
the expected solution (potential flow). lt can be seen that the 
velocity increases with the duct reduction and the constant 
Mach lines remain on it. 

1
~(- - - ---r ·-...,.. . __ 

I I ~-, . 

·J _.- --· , L'·' ''' 11 ,L (~
1 

.. '! i ( . n T i~! 11

1 vp ' 
1

1 hf· o ' 
0 

1 Jc/- , ., J 

~ 
- ~.;. \_.· 

----- ~- - ~- ----- ~~ ~ '>>-~·/ 
~-- _.>--- ' '\// ./ 

- ~-----~___..--

Fig. 3 Mach contours for channel. Mach = 0.05 

Fig. 4 Vector field for channel. Mach = 0.05 

ln the following. compressible and incomprt.ssible flows 
over the NACA 0012 airfoil are presented. Results were 
obtained using a C-grid topolob'Y which consists of 256x64 
cells, as presented in Fig. S. The position of the outer boundary 
is around twenty chord lenb>ths away from the airfoil and the far 
field bow1dary condition is modified due to a vortex (Kroll and 
Jain , 1987) (Biazek. 1994). Five grids anda W-cycle were used 
in the multigrid process. 

Fig. <; Grid for NAC A 0012. 256x64 cells 



Fig. 6 shows the pressure contours computed for Mach = 
0.8 anda = 0°. Fig. 7 shows the pressure coefficient computed 
for Mach 0.005 and a = 5° The pressure contoms for the 
NACA 0012, Mach = 0.2 and a= 0°. are presented in Fig. 8. 

\ 
o 
"<(, 

o 

Fig. 6 Pressure contours for NACA 0012, Mach=0.8 and a=oo 
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Fig. 7 Pressure coefficient for NACA 0012, Mach = 0.005 and 
a '~ 5° 
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Fig. 8 Pressure contours for NACA 0012. Mach 
a = oo 

0.2 and 
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Fig. 9 compares the convergence history for Mach = 0.1 
with and without the use of multigrid techniques. Finally, Fig. 
I O shows the convergence history of the lift coefficient obtained 
for Mach = 0.1 anda = 5° with and without multigrid. It tums 
out that the multigrid technique helps to accelerate the 
convergence to obtain steady state solutions. 

(C 

~ · 1 

a: 
w 
(9 
o ·2 
...J 

-3 

-4 

-5 

1 • WITH MUL TIGRID (2 STEPS) 

2 • WITHOUT MULTIGRID (w = 0.0667) 

500 1000 1500 2000 2500 3000 

CYCLES 

Fig. 9 Convergence history for NACA 0012 with and without 
multigrid techniques, Mach = O. I 

_J 

o 

1.50 

1.00 

soo 

1 - WITH MUL TIGRID 

2- WITHOUT MUL TIGRID 

2 

1000 1500 2000 2500 3000 

CYCLES 

Fig. I O Convergence history for ditferent grids for NACA 0012, 
Mach= 0.8 anda = 1.25° 

The ana1ysis of these results indicates that the present 
methodology can be employed to solve compressible and 
incompressible tluid flows accurately. 

CONCLUSIONS 

Extensive numerical tests have shown that a nwnerical 
methodolob'Y based on the finite volume spatia l discretization 
and the Runge-Kutta time-stepping scheme and on 
preconditioning can be used to solve compressible as well as 
incompressible tluid flows. Accuracy and reliability ofthe code 
have been tested in computing subsonic and transonic flows 
around airfoils. ln this work, numerical results for a three 
dimensional channel and the N ACA 00 12 are presented and 
compared. 



\) 
I 

The preconditioning (Choi and Merkle, 1985) is applicable 
not only to incompressible flows. but also to compressible 
flows with incompressible regions. Such a method allows to get 
the goal of compressible and incompressible solution of fluid 
flows. 

Special care has been taken on the treatment of influence 
coefficients used to obtain lhe time-step, the artificia I 
dissipation and to evaluate the far field botmdary conditions. 

Obtained results indicate that it is possible and preferable to 
accelerate the convergence to obtain steady state solutions 
using the multi!,,'l'id technique. However, for low Mach flows the 
efficiency of this technique was not so big as for transonic 
flows. Besides. two time-steps were necessa1y at each grid, in 
order to efficiently use the multigrid for the solution of low 
speed flows . 

It is the author opinion that the comparison between the 
theoretical and numerical solutions is encouraging. Especially 
lhe use of multigrid techniques and its combination with 
preconditioning present good convergence rates. Therefore. the 
same code can be employed to solve compressible as well as 
incompressible flow problems. 
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A Marker-and-Cell Technique for Solving Axisymmetric 
Free Surface Flows 
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SUMMARY 
Free surface flow s appear in various industrial applications such as cavity filling and injection 
moulding products. A number of researchers h ave tackled this class of problems but the development 
of efficient algorithms for simulating such flow s yet present some challenges: the flow is transient, 
non-isothermal, non-Newtonian, t.hree-dimensional and involves free surfaces in complex geometries. 
In this work we present a finite difference technique for solving axisymmetric free surface flows based 
on the SMAC (Simplified-Marker-and-Cell) method. The methodology ernployed is an extension 
to that embodied in the GENSM AC code for solving two-dimensional free surface flows in general 
dornains. Results demonstrating the applicability of the rnethod for solving complicated cav ity 
filling problems are presented. 

l. INTRODUCTION 

Modelling of injection moulding has been an arca 
of intensive research over the past two decades, and yct. 
present various challenges: the flow is unsteady , non
isothcrmal , non-newtonian and involvcs multiple free sur
faces moving through cavities of complex shape. How
ever research has resulted in a variety of computational 
techniques which have improved the design and manu
facture of injection-moulded products. Among the var
ious techniques employed for solving free surface prob
l ~ms, the Marker-and-Cell method (MAC) [1] was one of 
thc first techn iques to successfu!ly simulate free surface 
flow. It is a finit e difference solution technique based on 
a staggered grid for investigating the dynamics of an in
compressible viscous fluid . It employs the primitivc va.ri
a.bles of pressure and velocity, and has particular appli
cation to the modelling of fluid flows with free surfaces. 
It h as been developed by var ious researchers [2], [3], (to 
cite a few) a.nd a detailed description of the tcchnique 
can bc found in Tome (1993). Recently Tome and Mc
Kec (1994) have developed the GENSMAC code which 
is an updated Ma.rker-and-Ccll methodology for solving 
free surface ftows in general domains. It is an extention 
to the SMAC (Amsden and Harlow, 1971) (Simplified 
Mark-and-Cell method) for calculating time-dependent 
free surface fl ow problems employing pressure and ve
locity as the primary dependent variables. More specifi
cally, G ENSMAC calcula.tes incompressible fluid flows in 
Cartesian co-ordinates within a general two-dimensional 
domain.The code is designed to deal with free surfaces 
flows having free-slip or no-slip rigid boundaries; a num
ber of inflows and outftows can be handled as can any 
number of internal obstacles . However, although GENS
MAC has a wide range of applicability it cannot dea.l 
with axisymmetric flows which are often encountered in 
many industria l applications. ln this work we descr ibe 
the implementation of cy lindrical coordinat.es int.o the 
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GENSMAC code with the aim of simulating axisymmet
ri c free surface ftows. Results demonstrating the applica
bility of the code to industri al applications are presented. 
ln addition , a graphic interface for providing ftow visu
alization for the code h as been developed. 

2. BASIC EQUATIONS 

We consider incompressible axisymmetric Newto
nian flows. The governing equations are the mass and 
momentum equations which in non-dimensional Cylin
drical coordinates conservat ive form can be written as 
(Amsden and Harlow, 1971) 

~ ô( ru) + ôv = O 
r 8r ôz 
811 1 ô(ru2 ) ô(uv) Ôp -+---+--=--
ôt r Ôr ôz 81· 

1 ô (ôu Ôv) 1 +-- --- +-g 
Re Ôz Ôz ôr F? r 

ôv 1 ô(ruv) ôv2 Ôp 
_ __!__ ___ +-=--
ôt · r ôr âz Ôz 

1 1 ô ( ( ôu Ôv ) ) 1 
- Re-:;: Ôr r ôz - ôr + F? gz 

(1) 

(2) 

(3) 

wherc Re = U L/ v and F,. = U / ,jL'ij denote the Reynolds 
number and the Fraude number respectively. L and U 
are the length and velocity scales respectively, v is a ref
erence viscosity and g = jgj . Further, u = (u, v? are 
the radial and vertical components of velocity while p is 
the non-dimensional pressure per unit density. 

3. METHOD OF SOLUTION 

For solving eqs . ( 1 )- (3) we employ the GENSMAC 
methodology. A full description for two-dimensional flows 
can be found in [7]. 



lo.i 

It is supposed that at a given time to, · t he velocit.y 
field u(r, z, to) is known anel boundary conditions for the 
velocity and pressure are given . The updated velocity 
field u( r, z, t) at t. = t 0 •+ bt is calculated as follows: 

1. Let p(r, z, t) be apressure field which sat isfies the 
correct pressure condition oa~tbe free surface. This 
pressure field is computed according to the stress 
conditions given in Section 4.2. 

2. Cal<;,ulate the intermediate veloci ty fi eld ü( r, z , t) 
from the explicity discretised form of 

âii 
ât 

ôv 
ôt 

[_! â(ru2
) - o(uv) - op + _!_g,. 

r or oz or F? 

1 a (ou ov)] 
+ Re oz oz - Ôr t=to 

[
_! ô(ruv) _ ô(v2

) _ ôp + _1 g 
r ôr ôz ôz F( z 

1 1 ô ( ( ôu ôv ) ) ] 
- R e ~ ôr r oz - ôr t=to 

(4) 

(5) 

with ü(r, z, t 0 ) = u(r, z, t 0 ) using the correct bound
ary conditions for u(r, z, t 0 ). It can be shown (Tome 
et ai., 1996) that ü( r, z, t) possesses ~h e correct vor
ticity at time t. However , ü(r, z , t) does not satisfy 
(1). Let 

3.1 Boundary Conditions 

Boundary . condi t ions must bc imposed both on 
fixed boundaries and on free surfaces. On fixed bound
aries we can impose no-slip , free-slip , prescr ibed inflow , 
prescribed outftow anel continuative outftow (for details 
see Tomé [3], [4)). The implementation of these bound
ary conditions is performed in the sarne way as in the 
GENSMAC code. The appropriate free surface bound
ary condi t ions a re the vanishing of the normal and the 
tangenti al stresses which in the absence of surface ten
sion are (see [G]): 

ll·O"·ll 

m ·O"· n 

o 
o 

(8) 

(9) 

where n and m are local unit normal anel tangenti al vec
tors and O" is the stress tensor. These conditions are ap
plied by making accurate local finite difference app roxi
rnations on the free surface (Tome and McKee, 1994) anel 
will be given in Section 4.2. T he appropriate boundary 
condition for th e Poisson equation (7) (see Amsden anel 
Harlow , 1971) is 

ôlj; 
ôn = O on fixed boundaries anel 1/• = O on free surfaces 

u(r, z, t) = ü(r, z, t)- \11/J(r, z, t) (6) 4. BASIC FINITE DIFFERENCE EQ UAT IONS 

with 
\12'1j; (r, z, t) = \T.ü(1·, z, t) . (7) 

Thus, u(r, z, t) now satisfies (1) and the vorticity 
rem ains unchanged. Therefore, u( r, z, t) is identi
fied with the updated velocity fi eld at time t . 

3. Solve the Poisson equation (7) 

4. Compute the velocity (6) 

5. Compute the pressure. It can be shown (see Tome 
et ai. , 1996) that the pressure is given by 

p(r, z, t) = p(r, z, t) + 'lj;(r , z, t) /bt 

6. Update the marker-particles positions 

The last step in the calculation involves moving 
the marker particles to their new positions. These 
are virtual particles whose coordinates are stored 
and updated at the end of each cycle by solving 

dr dz 
dt = u ' dt = v 

To implement the method presenteei in Section 3 
we employ thc finite difference method as follows. 

A staggered grid is employed. A typica l cell is as 
shown in Fig. 1. 

"i· li2J ID 

viJ+I/2 

t:::J 

pij 

• 'Vi j 

viJ·I/2 

ui+lJ2J 

Fig. 1. Computational cell. 

The variables pressure Pi ,j and the added velocity 
potential 'lj;i,j are positioned at the ce ll centre while u;,j 
and v;,j are st.aggered by a translation of {11'/2 and óz/2 
respectively. 

The momentum equa tions ( 4) and ( 5) are discrct ized 
and applied at the 11-nodes and v-nodes respectively. A 
forward difference intime is used for the time derivatives 
and the linear spatial terms on the right-hand side are 
approximated by central differences; for the convection 
terms in (4) and (5) the ZIP (see (2]) form is adopted. 

by Euler's method . This provides a particle with For the ftux terms (vv) , simple averages are performed , 
its new coordinates, allowing us to determine whethcrfor instance 
or not it moved to a new computational cell or if it 
leaved the containment region t hrough an outlet. 
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11i+!; ,j + 11i+!; ,j+l vi ,j+!; + 11i +I ,j +!; 
(uv)i+~.i+~ = - 2 - - 2 -



Thus, the finite dif[erence approximations to ( 4) and (5) 
becom e (Amsden and Harlow, 1971) 

u;+~.j = u;+~.j +bt [: i +1~b~ (r;11;-~,j -1'i+1 ui+%.)) 
•+2 

+ 4L ((u ;+~ .j + 1t;+~.j- 1 )(v;,j-~ + V; + 1 ,j - ~) 

-(u;+ ~.j + u ; +~ ,j + 1 )(v; ,j +~ + vi+J ,j+ ~) ) 
+ ',) ' ,] + - 2 ' l ' 2 ' P- . . - p-·+1 . 1 (1ti+.!. ;'+1 + u;+.!. ;· -1- 2u;+.!. ;· 

6r Re 6z2 

_ 11 i +1 ,J+ ~ - vi+1 ,j - ~ - vi,J+~ + 11i,j - ~) + _1_ ] 
6r6z F'2 Yr ' (lO) 

r 

_ r [ vi ,j+~( v; ,j-& - vi ,i+%) 
V· ·+1 =V· ·+1 + uf • ,J 2 •,J 2 6z 

+ _l_ (1' 1 ( 1t 1 . + 1l 1 + d (v. 1 + 1 + v. . + 1 ) 4r;Ó1' ,_2 •-2,J •-2 ·1 ,_ ,J 2 <,J 2 

-r;+~(u; +~ j + 1t;+&.J+1)(v;+ 1 .i+&+ vi,J+&)) 

Pi,j- Pi,j+! __ 1 ___ 1_ (r· 
1 
(1ti+~,j+1- U;+&,j 

6z R e r;Ór •+2 6z 

' + l ,J + 2 ',) + 2 '- 2 ,J + '- 2 ,J V· · 1-V· · 1) (U · 1 · 1 -U· 1· 

- 6r -r;_ & 8z 

vi, j+&- vi-l ,i+&)\ 1 ] 
- 61· ) + F? Yz . ( 11) 

The Poisson equation (7) in Cylindrical coordinates be-
comes 

(12) 

where 
jj = ~ o(ru) + ov . 

r· âr az 
At this point we point out t.hat. the direct discretiza
tion of (12) would lead to a nonsymmetric linear sys
tem which would be solved by the bi-conjugate gradient. 
m ethod. However , by rewriting (12) as 

o ( 81/; ) 8
2

1/; -- 1·- +1·-- = rD ar ar oz 2 ( 13) 

and discretizing ( 13) at the snrface cell centre we obtain 

where 

Di. =- z 2 z 'i,J z-2 1.- 2 ,1 + '· ,J 2 z,J - 2 _ 1 (r ·+ 1 Ü·+ 1 . - 1'· 1 ü- 1 . ) v· .+ 1 -v . 1 

,J r; br li z 

It is easily seen that now ( 11) lcads to a lin ear system 
possessing a. symmetric positive defini te m a.trix. We h ave 
employed the conjuga t.e gradient rneth od as implernent.ecl 
in GENS}\'IAC for solving this linear syst.em . 

4.1 Cell Flagging 

As the fluid is continuously rno ving, a procedure 
for identifying the Ouid region and the free surface is 
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employed. To accommodate this , the cel ls within the 
m esh are flagged according to whether they are surface 
cells (S) , full cells (F), empty cells (E) , boundary cells 
(B) , inflow cells (I) and outflow cells (0). A detailed 
clescription can be found in Tomé [6]. Figure 2 illustrates 
these types of cells within the mesh. 

I I 

B\ E E E s F F s E E E B 

B I\ E E E Sf F F s E E Fj B 

B ~ E s ~· F F \_s E E 1/B B 

B a\ s/ VF F F F F 8---~ B B 

B B i\'F F F F F F F ij B B 

B B à. F F F F F F /B B B 

B B B B B B B B B B B B 

Fig. 2 . Types of cel ls whithin the m esh. 

4.2 Free Surface Stress Conditions 

The stress conditions (8)-(9) can be written as 

ln arder to apply these conditions we follow the approxi
mations adopted by GENSMAC [6] ; namely we consider 
two types of free surface orientations as foll ows: 

a) Horizontal/vertical surfaces: These surfaces 
are icl entified by surface cells having only one side 
contiguous with empty cells. For these cells we as
sume the normal vector is pointing to the empty 
cell in which case we take n = ( nr, O) or n = 
(0 , nz). The choice is m ade according to which side 
is contiguous with the empty cell. For jnstance , if 
a surface cell h as only the top side contiguous with 
an empty cell (see Fig . 3.) then we take n = (0, 1). 
Equations (15) and (16) then reduce to 

p - 2.. (o v) = o , 
Re oz ( 17) 

( ou av ) oz +ar =o. (18) 

It can be seen that when computing the tilde ve
locities through eqs. (10) and (11) the pressure Pi ,j 
anel the values of U;+ &.H 1 anel vi ,j+& at the empty 
cell faces are required (see Fig. 3) . These can be 
obtained from eqs. (17) , (1 8) a.nd the mass conser
vation equation (1) as follows: First, by applying 
( 1) at the surface cell centre we get 

V · · 1 -V· · 1 t ,J+-, t,J-" o + - = 
{j z 



""" 

E E 

s 

Fig. 3 . Surface cell with only t he top sidc 
contiguous with an empty cell . 

which gives 

óz 1 ( ) V· . l =V · . l --- r. lU· l . - 1'· I U.· I . •,J+., •,J -2 ór r; •+., •+.,,J ,_, •- .,,J 

Now , discretizing (18) at position (i+ ~,j + ~) we 
obtain 

U· 1 · - U·+ l · V·+l ·+ 1 -V · · I 
•+ ,,J +l ' ,,J + ' ,) 2 t ,J+, =o 

óz ór 

which yields 

U·+.!. ' +1 = U·+.!. . - Óz (v·+l '+.!.-V· '+.!.) 
' 2 ,J 1 2 ,J ó r ' ,J 2 ',J 2 

Once the veloc ities have been computed t he pres
sure Pi ,j follows from (17) applied at the surfacc 
cell centre, giving 

Pi,j = ~e ci,i +~ ~ vi,j-~) 

Other types of configurations of surface cclls hav
ing only one side contiguous with empty cells are 
treated similarly. 

b) 45°- sloped surface: These surfaces are ident.i
fi ed by surfacc cells hav ing two adjacent faces con
tiguous with empty cells . For these cel ls we assume 
that the normal vector makes 45° wi t h the axes in 
which case we take n = (±V?,± V?). Thc sign 
is chosen accord ing to which faces are contiguous 
with empty cells. For instance, let us considcr thc 
surface cell in Fig. 4. 

E 

viJ•ll2 

E 

u i+ll2j 

Fig. 4. Surfacc cell having the t.op and ri ght 
sides contiguous with ern?ty ccl ls. 
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For thi s cell we t.a ke n = (:{!I , :{fi.) and int.roducing 
it. int.o (I5) and (16) we obtain-

__ I [ou Dv (ou a v ) ] _ 
p ] ) ;:) +,:)+ ,+,:) - 0, 

le u1' uz uz u1' 
(19) 

--- _() 
(

{ht 01.!) -
01' ()::; ' 

(20) 

respect. ively. As we can see in Fig . 4, t.he values of 
lt;+J;,j and vi,j +./; are requircd. These are obtained 
by ~ppl y ing (20f anel t.h e mass conservat. ion ( l) at 
t.he surfacc ccll centre which gives 

1/.i+& .i - 11 i - ~,j 

li1' 
ui,j+~- vi,j-~ = O' 

6::: 
I (7';+lH; +lJ· -l'; _ lU; _.!. J' ) 

- :! :!' 2 2 1 

1'; 67· 
- V· . .!. vi,j+~ 1,1 - o = 0 + 

(2 I) 

(22) 

Eqs . (21) anel (22) provide a (2 x 2)- linear system 

for u;+~ .i a.nd vi,J+~· yielding 

ll;+./;,j 
1'i + 1'i-~ (· I . 

l 1- c;,) 
1' ; +~'i+~ -

fl::: ( ) 
V; J· +l = V; J-l + "· U;+l 1· - 1/. ; _ l 1· , 2 . , 2 ur . 2, . :2 , 

. (23) 

Once t hc veloc ities at. the cmpty cell faces have 
been computed, the pressure follows from (1 9) a p
plied at the surface cell centre, giving 

p -- 2' 2' + ' 2 ' 2 
1 [ 7t ;+lj-u.; _.!.j vij +l-. vij -1 

'·1 - R.e ór ó::: 

1 ('1/. i +~ ,j + Ui - ~,j- U;+~,j - 1 - Ui-~,j - 1 
+2 ti::: 

vi,j + ~ + 7\,j - ~ - vi-l,i+& - vi -l ,j - ~ )] (.
24

) 
+ ÓJ' 

Other configu ratio ns of surface cel ls hav ing two ad
jacent sides contiguo us with empty cel l the values 
of 1t , v a nd fi a re ob t.ained similarly. 

c) Surface cclls with three sides or two oppo
site side s contiguous with empty cells: These 
cells do not provide enough informat ion to obtain 
an appox im at.ion for the unit norma l n. If they 
appear rluring a calculat.ion we set t.he pressure 
equal to zero and adjust at. least Olle veloc ity on 
one of t. he empty cell faces so th at m ass is con
served. To avoid the appearence o f such cells a 
finer mesh should be ernployed. 

4.3 Particlc Movement 

ln accessing t he most time consuming pa rts of 
GENSMAC it t.urned out that the partidc movement 
routinc t.ook a bo ut fourty percent. of the total time . This 
is duc l.ü thc st.aggering number of part.i clcs needed to 
represent t.h e fluid properly. A new techniquc was de
visco hascd 0 11 rcprcsent.ing t.he fluid by it.s boundary 



usmg a sd. of ordcred lists which defin es the interior 
anel exterior of the region cont.aining thc ftuid. Each li st. 
stores a conn ected componcnt of th c ftuid anel cach of 
its nodes stores inforrnation concerned with the position 
of the pa rticle the type of the cell it is loca ted in and 
the type of movement it can be performed on it. For 
instance a na de of type "inftow" cannot move, wh creas a 
node of type "surface" can move freely according to thc 
velocity fie ld. The ftuiel movernent is obtained by solv
ing the equat ions 1~ = u(r , .:: ) , i = v(1· , z ) , where 7t, v are 
the velocit ies in the 1' and z dircctions respectivcl y. As 
u an d v are defined on a staggercd griel , the velocity in 
each nade is obtained from bilinear interpolation using 
t he 4 ncarest velocities. 

5. VISFREEFLOW 

Computational Fluid Dyna mics is characteriseel by 
the arnple use of Computer Graphics resources in arder 
to analyse and validate resul ts frorn its simulat ions. ln 
connection with t he GENSMAC ftuid ft ow code devel
oped by Tome anel Mckee ((4]), a visualisat.ion package 
has been implemented th at provides facili t ies for collect.
ing dorn ain dat a. and ft ow parameters as well as display
ing m any results of t he simulation graphically. 

The package we h ave developed (VisFreeFlow) com
prises modules for modelling the fl ow domain, for pa
rarneter reading , anel for visu alisation of t.he results. 

T he rnodelling module allows for dcfinit.ion of t he fl ow 
dom ain . This is realised by a graphi cal editor comprising 
a drawing area , comrnand buttons for int.eraction with 
the rnodel, configuration options, anel fil e management 
tools. Each fl ow domain m ay be dcsigned using poly
lines anel ares . Inftows and outflows are spccified anel 
displayed using specific colours . Additional interaction 
techniques a re a.vaila ble (likc " dragging", " rubberband
ing" , and referen ce grid) . Domain data can a lso be input 
by typing segments in the form at accepted by GENS
MAC. The dom ain editor works independ ently of t lH' 
s imulation process , therefore allowing the same mould 
to be used in connection with distinct simula tions. 

The parameter reading module of VisFreeFl ow pro
vides a graphical user interface for input.ing data , like 
viscosity, length anel velocity sca les, etc. This module is 
based on t he X Windows windowing systcm, with Mot if
like dialogue struct.ures . Data validation, data filing, 
data retrieving , changing and association of ft ow da ta 
options are features readily available within this reading 
module. This program is a.lso responsible for triggering 
the simulation process. 

The outp ut of the simul ation can bc graphically dis
played with the visua lisation module of VisFrceFiow. 
T he possible visualisations include time varying displ ay 
of ft ow parti eles, pressurc , temperaturc anel veloc.ity, as 
well as the cell grid . The ftuid ft ow is visualised usin g 
severa! techniqucs: par ticlc tracing, boundary t.rac ing 
anel space-filling. Pressure can be visu alised using iso
lines , as well as colour m apping of pressure ranges. T he 
velocit.y fiel d is visualized by vector plot.s t.h a t rcpresent 
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direct ion and in tensity. lntensi ty can also be visualiseel 
using isolines as for prcssure plots. The pararneters for 
ali the visualisation options can be interactively changed 
to achievc a goo el display. Multiple viewing is available 
by use of different windows or by " layering" plots to
gether. Zoom in and ou t can also be obtained to support 
analysis of details. 

6. NUMERICAL CALCULATIONS 

As wc can sec in t he procedu re described in Sec
tion 3, the inclusion of Cylindrica.l coordinates into the 
G ENSMAC code will only affe ct. steps 1, 2 and 3. Steps 
4, 5 and 6 remain the sarne as the equa.t ions do not 
change from those for two-dimensional flows . Thus, a 
rou tine for calculatíng the pressure fi eld p( r , z , t) accord
ing t.o t he equat ions for t he stress conelitions (see Section 
4.2) was written as well as a routine for computing the 
tilde velocit ies t hrough eqs . (10) and (11) . The dis
cret izcd Poisson equation (14) has been solved by the 
conjugate gradient routine employed by GENSMAC; for 
this it was necessary to wri te a routine for assembling the 
mat rix anel the corresponding right hand vector. Finally, 
regarding the boundary conditions for u( r, z , t) , a routine 
for comput ing the velocities on empty cell faces accord
ing to t he equations described in Section 4.2 was wri t ten. 
The equations for calculating the t angential velocities at 
the free surfa.ce are the same for two-dimensional ft ows. 
The boundary conditions on rigid boundaries have been 
handled in the sarn e manner as for two-dimensional free 
surface flows as irnplemented in GENSMAC (for details 
see (4]). 
To illustrate the applicabili ty of this new technique im
plemented in GENSMAC being able to handle compli
cated ft ow regimes we have applied the code to simulate 
the cavity fillin g of a "circular tub" . This is a common 
problem encountered in thc food industry anel there is in
terest. in predicting the flow behaviour during the filling 
stage . For circular t ubs, a circular nozzle from which the 
fluid is injected into the tub is employed (see Fig. 5a). 
The fl ow is assumed to be axisymrnet ric anel the ftow 
domain is taken to be as shown in Fig. 5b. 

a b 

__ , 
~L~ --

[ 
H 

l 
- - L•-

Fig. 5. The fillin g of a circula r t ub. 

To simulate the filling of the tub we have run the code 
wi t h the following input data: U = 1.0 ms- 1 (nozzle 
velocity ), v = 0.01 m 2s, D = 16 mm (nozzle diameter) . 
This gives a Reynolds number of R e = U D / v = 1.6 anel 



1/ F? = 0.01. The fl ow domain was defined by sett.ing 
(see Fig. 5b) Lt = 5 cm, L2 = 6 cm and H= 6 cm. 
The nozzle is set a t a distance of 1 cm above thc t.ub. A 
mesh spacing of ór = Óz = 1 mm was employed, giving a 
mesh size of 50 x 80 cells. Thermal effects were neglected. 
Usually the fluid is non-Newtonian; the extcnsion of t.his 
technique to non- Newtonian fluids (eg. power-l aw, Cross 
model) is under development. Figure 6 displays severa! 
snapshots of the fl ow configuration (with a mirra r image 
to the left to give a complete picture) a t difl"erent t imes. 

To further demonstrate the code can cope wi th com
plex geometries we have simulated the filling of the con
tainer shown in .Fig. 7. The data employed for this run 
were: U = 1.0 ms- 1 (nozzle velocity), I/ = 0.005 m 2s, 
D = 12 mm (nozzle diameter). Figure 7 displ ays the 
flow configuration at different times. 

Fig. 6. The <:tJing of a circular tub: Fluid plots. at 
riifferent times. 

Fig. 6. Continued. 

Fig. 6. Continued. 

J 

Fig. 7. The filling of a cornplex sh apcd contain er: 
Fluid plots at different times. 
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Fig. 7. Contiuued. 

Fig. 7. Continued. 
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SUMMARY 

This paper applies a recently developed iterative method to solve the system of equations obtained from 
the discretization of non-linear two-dimensional field problems. This method is the modified strong impli cit 
procedure with an adaptive optimization algorithm applied to its iteration parameter, which eliminates the 
" trial-and-error" method usually necessary to determine its optimum value. Four non-linear heat tran~ fe r 
problems are used to test the new method. The res ults show that the optimized MSI procedure is usually 
faster than the original method even when the latter is used with the best value of its iteration parameter. 

INTRODUCTION 

The finite-difference or finite-el ement discretization of two
dim ensi onal field problems leads to large sparse systems of 
algebraic equations that have to be solved by iterative methods. 
Arnong the existing iterative methods (Aziz and Settari, 1979), 
the modified strong implicit procedure (MSIP), developed by 
Schneider and Zedan (1981) is usually considered the one with 
best convergence behavior. 

Like other methods, the MSIP has an iteration p• ·ameter 
which has to be previously chosen. The convergence 
characteris ti cs of the iterative methods is strongly influenced hy 
the value (or values) chosen for the iteration parameter, which 
usually shows an optimum value (or a sequence of optimum 
values during iteration) for each problem. Although the MSIP is 
the least sensitive to the value of its iteration parameter, its 
optimization can accelerate the convergence appreciably. Since 
the search of the best value for the iteration parameter has been 
done by a trial-and-error procedure, its is not worthwhile unless 
the problem has to be solved severa! tim es . Besides, for non
linear problems , its optimum value may vary during problem 
solution. This expl ains why some implementations of the MSI 
procedure hold lhe iteration parameter constant for every 
problem (G üçeri, 1991). 

Recently, Lage (1996) developed an adaptive optimization 
algorithm to search for the best value of th e iteration para meter 
during th e probl em solution using lhe M'SIP. Hi s results for lhe 
soluti on of five linear heat transfer probl ems show that the 
optimized MSI procedure (OMSIP) is a lmost as fast as the 
original MSI procedure with its best iterati on parameter. For a 
non-optimal value of the iteration parameter, the OMSIP was 
faster than the MSIP in almost ali the cases ana lyzed. 

The present work appli es the oplimized MSI procedure to 
four non-linea r two-dimensional hea t transfer problems . Two of 
them are steady-state probl ems and the other two are lhe 
corresponding time-dependent probl ems. The res ults will be 
com pared to those obtained by using th e original MSI procedure. 
Thi s compari son demonstrates the advant::t ges of the application 
of th e MSI procedure with adaptive optimiza tion over thc 
standard MSI procedure for non-linea r fi e ld problems. 
Moreover, it is shown that, for steady-state problems, lhe 
optimized MSI procedure is faster than the ori ginal procedure 
with its optimum iterati on parameter. 
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TH E STANDARD MSI PROCEDURE 

The MSI procedure developed by Schneider and Zedan 
(198 1) will be outlined in this secti on. Further details can be 
found in the original work. The di screti za ti on of lhe two
dimensional fi eld problem will lead to the system of algebraic 
linear (or linearized) equations 

A ·x-b (1) 

w here lhe coeffi cient matri x A is pentadiagonal or mne
di agonal. The MSI procedure consists of the definition of an 
auxili ary matrix B, which is chosen in arder that the modified 
coefti cient matrix A+ B has an LU factorization where lhe 
upper and lower triangular matrices keep the sparse structure of 
A. The definition of B includes a parti a! ca ncellation factor, a, 
whi ch tri es to minimize the difference between lhe modified and 
original systems of equations. This is the iterati on parameter of 
the MSI procedure. lt should be noted that the LU decomposition 
of the modi fied matrix is ca lculated by a very fast algorithm. 
Once a is chosen, B is determined and lhe following iterati ve 
procedure is applied 

(2) 

Since A+B·L·U and defining lh e difference vector 

õn+I. xn+I- x" and the residual vector R"= b-A·x", the 

iteration step consists of the solution of 

(3) 

which is obtained by a two-step process consis ting of a forward 
substituti on followed by a backward substituli on. 

MSIP ASYMPTOTIC RATES OF CONVERGENCE 

ln order to optimize the ileration paramcter of lhe MSI 
proccdure, it is ncccssary to define a measure of the convergence 
characteri sti cs of lhe MSI procedure for a given value of its 
itcration paramcter. It has been found (Lage, 1996) that there 



11111 

exists an asymptotic convergence rate for the sequence of the 
arithmetic means of the •norm of the residual vector 

F(a)• fim &n 
·-~ 

where 

1 n 

g. t.-~fk 
0 

k-t 

and 
IIRkll 

fk -~Rk-111 

(4) 

(5) 

Since sequence of arithmetic means converges too slowly to be 
used in an adaptive optimization procedure, a faster estimate of 
the asymptotic convergence rate has been obtained through a 
smoothed value of fn after a few iterations 

F(a) • fim g~ where 
·-~ 

N 1 ~ 
g. -"N L. fk 

k•n+l-N 

(6) 

where N = 4 has shown to be a good choice (L.age, 1996). The 
procedure for lhe estimation of the asymptotic rate of 
convergence is expiai ned elsewhere (Lage, 1996). 

THE ADAPTIVE OPTIMIZATION PROCEDURE 

Once estimates of the asymptotic convergence rate become 
available for some values of the iteration parameter, an 
algorithm should be used to determine a better value for the 
iteration parameter for the next LU decomposition. The details 
of this algorithm are described by L.age (1996). lt has been found 
in the present work that, for non-linear problems, the algorithm 
performs better if lhe tolerances for F(a) determination (r.) and 
for accepting a new a value (E") are increased from 0.001 to 
0.01. The interval for searching the best a value is still (0.01, 
0.99]. 

DESCRIPTION OF TEST PROBLEMS 

ln order to test the OMSIP for non-linear problems, Test 
Problems 1 and 4 of L.age (1996) (originally presented by Stone. 
1968, and Schneider and Zedan, 1981, respectively) are 
modified by adding a temperature-dependent thermal 
conductivity to give our present steady-state non-linear problems 
1 and 2, respectively. Then, the corresponding transient 
problems are also solved . For the sake of completeness, these 
test problems are described below. 

The basic equation to be solved is thc heat transfer 
equation in Cartesian coordinates in a two-dimensional domain 
with a medium that might have l<:!mperature-dependent thermal 
conductivity, given by 

pc --- k- +- k- +Q àT iJ ( OT) a ( cJT) 
P àt àx àx ày ày 

(7) 

which is discretized using the control-volume technique. The 
above equation is assumed to be in a dimensionless form. 

Steady-state Problem 1. The domain is a square with sidc length 
one completely insulated. There are point heat sources located at 
(0.1,0.1), (0.1, 0 .9), (0.767,0.133), (0.467,0.5) and (0.9,0.9) 
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with strcngths · 1.0, 0.5, 0.6, -1.83 and -0.27, respectively. 
Besides, 

k(T) = exp(-0.23T) (8) 

which corresponds to a dimensionless iron conductivity between 
200 and 1000K. The initial guess for the temperature field is the 
uniform field with T = O. 

Steady-state Problem 2 . The domain is O < x < 2, O < y < l. 
The two vertical sides at x =O, 2 are insulated. Thc side at y =O 
is insulated for 1 < x < 2 and receives a uniform heat tlux qy = l 
for O < x < l. The upper boundary at y = 1 is subjected to a 
boundary condition of the third kind, with a convective heat 
transfer coefficient of 5, loosing heat to an ambient at zero 
temperature. Besides, the thermal conductivity is given by Eq. 
(8) and the initial guess is the uniform field with T =O. 

Transient Problems l and 2. They are the transient problems of 
the above steady-state problems for an initial uniform 
temperature field of zero and with pep = I . The fully-implicit 
scheme is uscd in thc control-volume discretization . 

These test problems havc been solved in a fixed 30 x 30 
mesh (identical to the one used by Stone, 1968). For the 
transient problems, the time interval in thc finite-diffcrence 
discretization was varied, for each problem, in order to give 10, 
20 and 100 time points during the transient solution. The time 
necessary to practically reach the steady state was found to be t 
= 2 for the first problcm and t = 8 for the second one. 

During lhe solution of ali problems, the following 
convergence criterion was used 

rr(n) - T(n-1) I 
f fr(n)l <I 
rj' + Ea 

(9) 

for every point in lhe ficld, where E,= 10'4 and Ea = 10'6 Since 
these problems are non-linear, the coefficient matrix of the 
discretized system of equations has to be updated during the 
solution of the steady-state problems or during a time-step fully
implicit integration of the transient problems . The iteration 
scheme applied to both cases, using either thc MSIP or lhe 
OMSIP, is given in Fig. L ln lhis figure, lhe iterative method 

.. 
~J., 

Store field as last field j 

Coefficient matrix 
calculation K .... , 

lterative method: ew a: 
convergence chcck ••• -)o 

E- convcrgence check: 
field x last field 

Figure 1 - Iterative schcmc for non-lincar problem solution (lhe 
path with dashed line occurs only when using thc OMSIP). 
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Figure 2- Asymptotic convergence rate for the steady-state test 
prohlem I. 

(MSIP or OMSIP) is applied until the convergencc criterion 
given by Eq. (9) is met internally. Then, the temperature field is 
checked agai nst the temperature field in the beginning of the 
iteration. lf th e convergencc criterion given by Eq. (9) is not mel 
a new iteration is startcd, otherwise the steady-state problems 
are considered to be solved and, for the transient problems, a 
new time-step integration is then started. The only differencc in 
the itera live scheme is that the OMSIP recval uate tL coefficient 
matrix each time it chooses a new alpha value. 

RESULTS 

Since lhe OMS! procedure is based on the evaluation of lhe 
asymptotic rate of convergence, our first aim is verify its 
behavior during the solution of a non-linear problem. Since lhe 
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Figure 3- Asymptotic convergence rate for the steady-state test 
problem 2. 
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Figure 4- Asymptotic convergence rate for the transient test 
problem I. 

coefficient matrix changes during solution of a non-linear 
problem, a unique F(a) curve does not exist. However, if lhe 
linearity is not too severe one should expect that most of the 
(a,F) values obtained during problem solution belong 
approximately to a single curve. For a li the problems analyzed, 
thi s fact has been verified, as can be seen in Figures 2, 3, 4 and 
5, for the steady-problems l and 2 and the transient problems 1 
and 2, respectively. Figures 2, 3, 4 and 5 show the F(a) values 
obtained during problem solution with lhe OMSIP for severa! 
initi al a values. From these figures, it is clear that there is 
considerable data scatter dueto two factors: (i) the problem non
linearity and (ii) the large tolerance used in F(a) estimation. The 
sarne a data is plotted against the tota l number of iterations 
(number of times Eq. (3) is solved) in Figures 6, 7, 8 and 9, for 
the steady-problems l and 2 and the transient problems l and 2, 
respectively. lt should be noted that only lhe first 200 iterations 
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Figure 5- Asymptotic convergence rate for the transient test 
problem 2. 
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Figure 6 - Behavi or of the iteration parameter during solution of 
steady state test problem I. 

are shown in Figures 8 and 9 for the solutions of the transient 
problems. From these figures, it is clear that the optimization 
algorithm is able to bring the a value dose to its optimum for 
both problems, even though some oscillations occurs, most of 
them during lhe first itera tions . C.arefully comparing the data on 
these figures, we find out that the points out of the F(a) curves 
of Figures 2 and 4 are exactly those obtained for the first 
iterations as shown in Figures 6 and 8. Thus, the points out of 
the F(a) curves for the tes t problem 1 are mainly due to the 
change in the coefticient mat rix during problem soluti on, even 
though there exists some errar in the eva luati on of the 
asymptotic convergence rates as shown below. This errar is 
much larger for th e steady-state and transient solutions of the 
test problem 2 as can be seen from the large data scatter in 
Figures 7 and 9 . 

Figure 10 shows the behavior of f. during solution of the 
steady-state problem 1 using the MSI and OMSI procedures, for 
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Figure 7- Behavior of the !teration parameter during soluti on of 
steady state test problem 2. 
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Figure 8 - Behavior of the iteration para meter during soluti on of 
transient test probl em 1. 

an initial a value of 0.5. lt is clear that the asymptotic rate is 
reached for the first two calls of the MSI procedure. Those 
determined by the OMSI procedure have some errar, due to the 
increase in the t: value used in lhe algorithm. This can be noted 
by comparing the first call of both procedures and by verifying 
that the curves for the OMSIP calls barely flatten before the 
algorithm interrupts the process to choose a new a value. The 
corresponding res ults for the steady problem 2 shows a s1mila r 

behavior but with a somewhat larger error in F(a) estimation. 
The compari son between the two methods is shown in 

T:!bles 1, 2 and 3, for the steady-state problems, trans ient 
problem 1 and transie nt problem 2, respectively. N;ter is lhe tota l 
number of iterations (solutions of Eq. (3)) , NLU is the total 
number of coefticient matrix evaluations followed by its LU 
decomposition and t,c1 is the relative CPU tim e spe nt for the 
problem solution. This relat ive CPU time is based on the fastest 
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Figure 9- Behavior of the iteration paramcter during soluti on of 
transient test problcm 2. 
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result for the MSIP for each problem, which was obtained by 
using a= 0.9 for ali problems. 

For the steady-state problems, as can be seen from Table I, 
the OMSIP needs less iterations and is faster than MSIP eveu for 
the best a in this table . This direct comparison might not be 
quite fai1 because the aigorithm of lhe OMSIP evaluates the 
coefticient matrix more often than the MSI iterative procedure . 
That is, during problem solution using lhe OMSIP, time is saved 
by not requiring high convergence for non-mnverged coeflicient 
matrices. For the steady ·"late problem I and a = 0.9, both 
methods evaluate the coet .cient matrix seven times, but the 
0\iSIP is stil: superior to the MSIP. ln arder to minimize the 
effect of requiring high convergencc before the coefticient 
matrix converge, thc iterative procedurc givcn in Figure I is 
modified by startir 6 it with E,= t, = 0.05 and decreasing these 
values one ordcr of magnitude for every new itcration until the 
final tolerance valucs, Er = 5 X 10'5 and E8 = 5 X 10'7, have been 
reached. TI.~ .,,.:.aJy-s:~te problem has bcen solved by both 
methods using this modified iteration algorithm and a = 0.9 . 
Both methods need 8 LU dccompositions to nbtain the solution, 
whereas the OMSIP needs only 80 iterations while lhe MSIP 

Table 1 - Comparison between methods for lhe steady-state test 
problems I and 2. 

a MSIP OMSIP 
tI;,., NLU lu·! Nih'r NUJ lrd 

Steady State Problem I 
0.10 36R 7 I.R95 107 12 0.641 
0.30 327 7 1.702 91 10 0.53R 
0.50 276 7 1.448 91 9 0.536 
0.70 212 7 1.128 120 10 0.678 
0.90 185 7 1.000 129 7 0.690 

Steady State Problcm 2 
0.10 743 6 2.965 110 19 0.630 
0.30 667 6 2.663 125 21 0.70R 
0.50 576 6 2.313 114 jl) 0.640 
0.70 448 6 1.820 106 16 0.573 
0.90 240 6 1.000 96 16 0.540 
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Table 2 - Comparison between methods for the transient test 
problem I. 

a MSIP OMS lP 

Transient Problem 1 (I 00 time steps to steady state) 
0.10 1741 307 1.363 1066 317 0.997 
0.30 1617 308 1.298 1072 316 1.001 
0.50 1463 308 1.216 1081 316 1.007 
0.70 1268 312 1.118 1089 316 1.010 
0.90 1037 315 1.000 1191 314 1.067 

Transient Problem 1 (20 time steps to steady state) 
0.10 1502 81 1.671 733 85 0.954 
0.30 
0.50 
0.70 
0.90 

0.10 
0.30 
0.50 
0.70 
0.90 

1354 Ri 1.527 889 86 1.117 
1184 82 1.365 741 84 0.960 
953 83 1.1 ' I 727 89 0.957 
796 87 1.000 684 90 0.915 

Transient Prob!em 1 {10 time steps to stead~ state} 
1468 
1324 
1147 
926 
718 

48 
48 
48 
48 
49 

1.881 
1.714 
1.504 
1.242 
1.000 

622 
615 
609 
617 
629 

50 
50 
49 
48 
49 

0.920 
0.910 
0.901 
0.907 
0.917 

needs 95 iterations. The relative computation time is t,c1 = 0.856. 
These results obtained show that the OMSIP is 15% faster than 
the MSIP, requiring 15% less iterations to achieve convergence. 
Since both methods evaluate the coefticient matrix lhe sarne 
number of times and the value of a used in both methods vary 
only slightly (0.88 to 0.90J, t11e difference in performance must 
be given by the points chosen by the OMSIP to reevaluate the 
coefficient matrix. 

Thus, the differcnce in performance between the methods is 
dueto two factors: (i) the optimization of a and (ii) the fact that 
the algorithm used by the OMSIP to choosc the points to 
reevaluate the coefticient matrix is highly effective in redu .. rng 
the computational time. The reason for this effectiveness is that 
the cocfficient matrix is reevaluated when a new a value is 

Table 3- Cümparison between methods for the transient test 
problem 2. 

a MSIP OMSIP 

Transient Problem 2 (100 time steps to steady state) 
0.10 1909 255 1.570 911 264 0.975 
0.30 1761 257 1.487 933 264 0.986 
0.50 1575 256 1.374 897 264 0.964 
0.70 1330 259 1.235 935 262 0.986 
0.90 929 261 1.000 911 263 0.971 

Transient Problem 2 (20 time steps to steady state) 
0.10 1585 72 2.218 522 106 1.026 
0.30 1443 72 2.042 509 104 1.003 
0.50 1269 74 1.835 513 105 1.011 
0.70 1017 73 1.519 500 103 0.981) 
0.90 604 71 1.000 518 106 1.023 

Transient l'roblem 2 (lO time steps to steady state) 
0.10 1452 43 2.438 378 71 0.914 
0.30 1321 42 2.235 381 74 0.938 
0.50 1154 42 1.970 387 75 0.948 
0.70 923 42 1.617 374 71 0.910 
0.90 530 41 1.000 366 67 0.877 
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chosen by the algorithm, which only happens when the system is 
fairly converged. But this is exactly lhe best point to update the 
coefficient matrix. Therefore, the comparison of both methods by 
the results given in Table I is really fair. Thus, we can conclude 
that the OMSIP, for a li a vai ues i n Table I, is 30 to 45% faster 
than lhe fastest MSIP run (a= 0 .9). For lhe sarne initial value of 
a, the OMSIP can be 4.7 times faster than the MSIP. 

For the transient problems, the initial guess for every time 
integration is not too far from the converged solution for the next 
time point. This eliminates part of the effed of lhe choice of the 
points to reevaluate the coeffici enl malrix . Of course, this effcct 
should decrease with the time step, because the initi al guess 
becomes better. Therefore, it is not expected that the OMSIP 
would be much faster than the MSIP with its besta value due to 
the extra computational overhead, especia lly for small time 
steps. These lrends ca n be seen in Tabl e 2 and 3, where the 
results for the trans ient problems I and 2 are shown for thrcc 
differenl time steps, corresponding to 10, 20 and 100 time 
integrations before the systems reach their steady-states. 

I Accordingly, the results show that, for 100 time steps, lhe 
OMSIP is basically equivalent to the MSIP with its optimum 
value of itera tion parameter, that is, only the optimiza tion of a 
contributes to lhe better performance of the OMSIP, which is up 

to 61 % faster than lhe MSIP for the sarne initial value of a. As 
the number of time steps decreases, and so lhe time step 
increases, the effect of lhe choi ce of the points for lh e coefficient 
matrix reevaluations becomes appreciable . For lO time stcps the 
OMSIP is about 10% faster than the MSIP with its besta value. 
For lhe sarne initial avalue, lhe OMSIP is up to 2.6 times faster 
than the MSIP. 

It is worthy to note that, in ali the cases analyzed, the 
computational time spent by the OMSI procedure to solve a 
given problem vary less than 25% for O. I s a s 0 .9, being of 
lhe arder of, or small er than, lh e computational time used by lhe 
MSI procedure with its optimum value of a. 

CONCLUSIONS 

The recently developed optimized MSI procedure is applied 
to non-linear heat transfer problems in this work. From the 
results obtained, the following conclusions ca n be drawn: 

5.14 

(i) the OMSI procedure is able to roughly es timate the 
asymptotic rate of convergence of the residual norm of the 
system of equations obtained by th e di scretizati on of a non
linear problem, during probl em soluti on; 
(ii) the F(a) curve can be approximately obtained for 
problems with weak non-lin~arity; 
(ii) for steady-state probl ems, th e OMSI algorithm also 
chooses good points to re-eva luate the coefficient matrix; 
(iv) due to above item, the OMSIP has shown to be 30-45% 
faster than lhe MSIP for lhe steady-sate problems analyzed; 
(v) for transient probl ems, the OMSI procedure is still 
effective in optimizing the avalue, with a computational time 
within xlO% of that used by the MSI procedure with the 
optimum value of its iteration parameter. 

ACKNOWLEDGMENTS 

Thc author would like to acknowledge lhe financia l support 
from CNPq, Grant No. 523777/94-9. 

REFERENCES 

Aziz, K. and Settari, A., 1979, ''Petroleum Reservoi r 
Simulati on", 1st ed., Elsevier, New York . 

Güçeri, S . 1., 1991, "Finite Difference Soluti on of Field 
Problems", in C. L. Tucker III (ed.), Fundamentais of Computer 
Mode/ing for Po/ymer Processing, chap. 5, pp. :2 17-229, Hanser 
Publishcrs, Muni ch. 

Lage, P. L. C., 1996, "Adaptive Optimi za tion of the 
Iterati on Parameter in the Moditied Strong Implicit Procedure'', 
accepted for presen tation in thc ENCIT/LATCYM 96. 

Schneider, G. E. and Zcdan, M., 1981, ''A Modificd 
Strongly Implicil Proccdurc for the Numcrica l Soluti on of Field 
Probl ems", Numerical lleal Tramfer, vol. 4, pp. 1-19. 

Stonc, H. L., 1968, " Itcrative Solution of Impli ci t 
Approximation of Multidimensional Partia! Differcntial 
Equations'', SIAM 1. Numer. Anal., vol. 5 , pp. 530-558. 



VI ENCIT I VI LA TCYM Florianópo/is, SC BRAZIL (November, 1996) 

ADAPTIVE OPTIMIZATION OF THE MODIFIED STRONG 
IMPLICIT PROCEDURE FOR LINEAR FIELD PROBLEM SOLUTION 

Paulo L. C. Lage 
Programa de Engenharia Química 

COPPE, Universidade Federal do Rio de Janeiro 
Ilha do Fundão, C.P. 6g502, CEP 21.945-970 

Rio de Janeiro, RJ. Brazil 

SUMMARY 

Tlzis paper dcvelops an algorithm to estima/e the aswnptotic rates of convergence of the residual vector 
nonn of a svstem of equations when it is solved h\· the MSI procedure. Tlzis algorithm is used in an adaptive 
optimizatirm procedurc in order to improve tlze MSIP petformance during problem solution. Tlzis eliminates 
the trial-and-crror method usual/v necessary to determine tlze optimum value of the iteration parameter. Five 
problems are used to testthe new algoritlzm. The results slww that the optimized MSI procedure can be many 
times faster tlwn lhe original procedure for a non-optimal value of its iteration parameter. 

INTRODUCTION 

The numerical solution of ficld problcms using finitc
diffcrcncc or finite-element proeedures leads to systems of 
algcbraic equations that have a sparsc structure . ln thc case of 
two-dimensional problems a pentadiagonal or nine-diagonal 
cocfficicnt matrix is obtained, depending on the use of a fivc
point or ninc-point diserctization schcmc, respectively. Since thc 
number of cquations in thcse systems is largc , dircct mcthods of 
solution are usually too costly to be uscd. and then itcrativc 
mcthods of solution should be choscn. 

Sevcral iterative methods are availablc throughout the 
litcraturc (Aziz and Sctlari , 1979). Among them, the most 
commonly used are: the point succcssivc ovcr-relaxation method 
(SOR); the linc successivc over-rclaxation mcthod (LSOR); the 
altcrnating dircction implicit method (ADI), originally developed 
by Pcaccman and Rachford ( 1955); thc strong implicit proccdurc 
(SIP). devcloped by Stone ( 1968); and thc modified strong 
implicit proccdure (MSIP). dcvcloped by Schneider and Zcdan 
( 1981 ). The implicitness of the solution method increases in the 
order of presentation given above, and this is responsible for thc 
better convergence characteristics of thc lattcr methods. Ali of 
thesc methods havc an iteration parameter that c:m be a relaxation 
factor (SOR. LSOR and ADI) ora partial canccllation factor (SIP 
and MSIP) . The convergence characteri stics of each of these 
methods are strongly inlluenced by lhe valuc (or values) choscn 
for the iteration parameter, which usually shows an optimum 
value (or scqucnce of values during itcration) for cach problem. 
The modificd strong implicit procedurc is the least scnsitive to its 
iteration parameter, even though its oplimization can cause an 
order of magnitude reduction in computer time for some 
problcms. Moreover, the oplimum value of the MSIP iteration 
parametcr is relatively insensitive to prohlcm parameters. Those 
advantagcs over the origin<:~l strong implic it method have been 
pointcd out by Schneider ;md Zedan ( 19R I) and are the basis for 
some implemcntations of the modificd strong implicit procedure 
whcrc thc itcration parameter is hcld constant for every problem 
(Güçcri , 1991 ). 

Dueto thcse fealures. the modificd strong implicit procedure 
is usually considered the best mcthod available for the solution of 
discrctized two-dimensional field problcms. However, the 
optimum value of its iteration parameter has to be obtained by a 
trial-and-error method for each problem. This involves the 
solution of lhe problem for several values of the itcration 
parametcr which is costly and becomes prohibitive if the solution 
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is needed for only a few groups of problem para meter values. 
The present work develops · a method for the adaptive 

optimization of the iteration parameter in the modified strong 
implicit procedurc, eliminating thc trial-and-crror optimization 
method. The method is based on the fact that, for each value of 
the iteration parameter, an asymptotic convergence rate of lhe 
residual vector norm can be determined. ln a choscn closed 
interval for the iteration parameter, inside [0, I J, there is a 
minimum for the asymptotic convergcnce rate , which corresponds 
to the opt:mum value for the iteration parameter. The adaptive 
optimization of the iteration paramctcr consi sts in two steps: (i) 
an estimate of the asymptotic convergence rate for the currenl 
value of the itcration paramcter and (ii ) an 
interp'Jiation/extrapolation procedure, based on the previously 
obtained asymptotic convergcncc rates , for choosing a new value 
for the iteration parametcr closer to its optimum value. 

ln the following sections of the paper, the MSI proccdure 
with adaptive optimization of its iteration parameter will be 
explained in detail. lts results will bc compared to those of the 
standard MSI procedure for five heat transfer test problems. This 
compari son dcmonstrates the advantages of the application of the 
MSI procedure with adaptive optimization ovcr the standard MSI 
procedure. 

TH E STANDARD MSI PROCEDURE 

The MSI procedure developed by Schneider and Zedan 
( 1981) will bc outlined in this section. Further details can be 
found in lhe original work. Thc discretization of thc two
dimensional field problcm will lead to the syslcm of algcbraic 
linear (or linearized) equations 

A x=b ( I) 

wherc the cocfficient matrix A is pentadiagonal or nine-diagonal. 
The MSI procedure consists of the dcfinilion of an auxiliary 
matrix B, which is chosen in ordcr that the modilied coefficient 

matrix A + B has an LU factorization where the upper and lowcr 
triangular matriccs kecp the sparse strueture of A. The definition 
of B includes a partial cancellation factor, a, which trics to 

minimize the differencc between thc modified and original 
systems of equations. This is the iteration paramcter of the MSI 
proccdure. lt should be noted that the LU decomposition of the 
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modified matrix is calculatcd by a very fast algorithm. Once a is 
chosen , B is determined and the following iterative procedure is 
applied 

(A+B) x".,. 1 =(A+B)_ ~"-(A x"-b) (2) 

Since A+ B =L · U and defining the difference vect9r 

õ"+1 =x"+1 -x" and the residual vector R" =b-A · x", the 

iteration slep consists of the solution of 

(L· U) õ"+ 1 =R" (3) 

which is obtained by a two-step process consisting of a forward 
substilution followed by a backward substitution. 

MSIP ASYMPTOTIC RATES OF CONVERGENCE 

ln order to optimize the iteration parametcr of lhe MSI 
procedure, ii is necessary to define a measure of the convergence 
characteristics of lhe MSI procedure for a given value of its 
iteralion parameter. lt has been found that there usually cxists an 
asymptotic convergence rate for the norm of the residual vector. 
F, which is defined as 

F(a) =fim f
0 

n -.~ 

where f - IIR "li 
" -IIR n- 111 

where f" is the convergence rate for the last iteration. 

. (4) 

Sometimes, this limiting process does not converge bccause 
some oscillatory behavior occurs. Thus, it is necessary to 
generalize the definition of the asymptotic eonvergence rate to be 
the limit obtained for lhe sequence of arithmetic mcans. that is 

F(a) = fim g" where 
l " . 

g.=-Itk 
n k= l 

(5) 

where g" is the convcrgence rate of lhe sequence of arithmetic 
means. 

Although malhematieally correct, the impleri1~ntation of Eq. 
(5) shows that lhe sequence of arithmetic means converges too 
slowly to be used in an adaptive optimization proccdure. A faster 
estimate of the asymptotic convergence rate has been obtained 
through a smoothed value of f11 after a fcw iterations 

F(a) == fim g~ 
n->~ 

I " 
whcre g~ =- I, r, 

N k =n+ I-N 
(6) 

The value of N depcnds on the dcgree of smoothncss needed 
for a specific problem, but a value between 4 and 8 has been 
proved to be enough for ali the cases analyzed. Thus, the first 
step in the algorithm for adaptive optimization of a , which is the 
estimation of the asymptotic rate of convergence, has been 
carried out through the following procedure: 

(i) choose an avalue and decompose the modified matrix 
(ii) iterate to obtain new valucs of the unknowns, that is, solve 
Eq. (3) 
(iii) determine f11 

(i v) chcck for divergencc (f11 > l) after the sccond iteration , 
stopping the iteration process (for lhe currenl a value) if it is 

found 
(v) after N+ l iterations check if the asymptotic rate h as bccn 
reached 
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~g~- g~-~~ <E ~ jf"- fn-NI < NE 

where E is lhe lolerance in F(a) estimation . 
(vi) if thc assertion of Eq. (7) is true let that 

converged value be the estimate for F(a) 

THE ADAPTIVE OPTIMIZATION PROCEDURE 

(7) 

smoothed 

Once eslimates of the asymptotic convergence rate become 
available for some values of lhe iteration parameter. an algorithm 
can be used to determine a better value for lhe iteration parameter 
for lhe next LU decomposition . This algorithm must have the 
following characteristics: 

• ii should try lo determine lhe a value which gives the 

minimum of F(a), that is, il is an optimization procedure: 

• it should use only the latest information for F(a) in order to 

compensate estimation errors in past F(a) values and 
coefficient matrix updates in lhe case of non-linear problems. 
that is, it is an adaplive algorithm; 
• it should be fast enough in order not to cause excessive 
ovcrhead in lhe computational implementation of the method. 

Thus, a simplc second order curve litting for F(a) was 

d.osen for lhe adaptive optimization of a. This method sati sfíes 
lhe characleristics cited above because ii is fast. uses only the last 
three values of F(a) and allows lhe determination of a minimum 

for F(a). Therefore, lhe adaptive optimization is carried oul by 
the following procedure: 

(i) for the given initial value of a , a~o decompose de modified 

matrix and itera te until an eslimate of F(a 1) could be made; 

(ii) choose anolher a value, a", using the heuristic procedure: 

a 2 = l - (I - a 1)/2, then, if a 2 > 0.9 let a 2 = a 1 - 0.02: 

decompose the modified matrix and iterate until F(a2) is 
estimated; 
(iii) using the values of F(a1) and F(a2) obtain. by a linear 

extrapolation. the a _1 value. using lhe heuristic condition F(a3) 

= 0.98 min [F(a1) • F(a2)) - 0.02; decompose lhe modified 

malrix and iterate until F(a3) is estimated: 

(iv) using the last three estimates for F(a). fit a sccond degree 

polynomial in terms of a and determine Fm111 = min [F(a,). 

F(a •. 1l. F(a,.2)] and lhe corresponding a 11111, ; 

(v) find the new avalue, ak+l• as following: 

• if lhe polynomial lit has a minimum inside lhe interval of 
interpolation. choose ak+l as the minimum point; 

• otherwise. if there are real roots for F(a) = 0.98 F111111 -

0.02, choose lhe one nearesllo a 111 , as the a,+1 value: 

• if there is no real root, choose lhe point of minimum 
outside lhe interval of interpolation as the ak+l value (note 

thatlhe extreme point must be a minimum when F(a) = 0 .98 

F"""- 0.02 has no real roots); 
(vi) check if ak+l is inside lhe interval of allowable a values. 

[a11 ,a1], if it is greater than a 1. let a,+1 = (a• + a 1)/2, it is less 

than a 0
, let a,+1 =(a,+ a 11)/2 

(vi i) if I ak+l -a. I> E.,. perform lhe LU decomposition of the 

moditied matrix and iteratc until F(a,+ 1) is estimated: 

otherwise continue to iterate with the current a. valuc; 
(viii) return lo slep (iv) whilc the dcsired convergence critcrion 
is not mel. 

lf, by any chance, two out of lhe three a values are equ al in 
step (iv). a linear extrapolation is used, as described in step (iii) . 
The heuristic criterion used for extrapolation simpl y try to 
increase lhe convergence rate. decreasing the value of F(a). ln 



lhe presenl implemenlalion, lhe fo llowing values have been 

choscn : a 0 = 0.0 1. a 1 = 0.99 and E= E,. = 0.001 . 

DESC RIPTION OF TEST PROBLEMS 

ln order lo lesl the new proccdure , l'ivc hcal lransfcr 
problcms havc bcen sclccled from lhe cxisling lileraturc. Slonc 
( 1968) givcs four lwo-d imensional heal lransfcr problems in a 
squarc insul atcd domain wilh point heal soun;cs and sinks. Hi s 
firsl lhree prohlcms in a grid wilh 31 x 3 1 nodes are our currenl 
Test Problcms I. 2 and 3 , in lhe same o rdcr . Schncider and Zedan 
( 1981) give lhree hcal lransl"cr problcms. Onc of thcm is a onc
dimen si onal prohlcm in a square grid wilh lwo insulaled 
boundaries which will a lso he used . Our fin al lesl problcm. 
numbercd as 4, is lhe lasl hcal lran sfer probl em prcsenled by 
Schnei der and Zedan ( 1981 ), which is a problem in a rectangul ar 
domain with houndary condilions of mi xed kinds. Since 
Schncider and Zedan ( 1981 ) vcrify lhat, for lhe MSI procedure, 

the opti mum va lue of a is inscns itive to probl cm paramclers , wc 

will not analyze lhe hchavior for dillcrenl meshcs. For lhe sakc o f 
complcleness, thc rivc lcsl prohlems used in lhis work are 
dcscrihcd bcl ow. 

The basic equalion to hc solved is lhe slcady hcal lranslcr 
equ ation in Cartesian coordinatcs in a lwo-dimcr.:;ional domain 
wilh a medium lhal might havc anisolropic lhcrmal conduclivily, 
given hy 

a( aT ) a( aT) - k- +- k- =-Q 
ax ' dX dy y (Jy 

(8) 

whcr.:: T is lhe tcmpcralurc . x and y are lhe Cartcsian coordinatcs. 
Q is lhe hcat sourcc lenn and k is thc lhcrmal conducli vily. 

T hi s equ al ion is considcrcd here to bc in a dimcnsionlcss 
form . Thc problems are characteri;r.cd hy lhc ir source te rms, 
bound ary condilions and ani solropic lhcrmal conduclivily ficld . 
Thc he;H lransl'cr cqu alion is discrelized using the control-volume 
rechnique . 

One-dimensional Tcsl Problcm. The domain is a squnre with 
sidc length o nc, therc are no hcal sources, the two horizont al 
sidcs (y = O. I) are insul atcd. the two vertical sidcs have 
prescri hcd temperature leveis . T = O nt x =O and T = I al x = I 
and k, = kv = I . 

Tcsl Prohlem I. Thc domain is a lso a squarc with side length 
onc hut complctely insul ated. There are point hcat sourccs 
locatcd al (0. 1. 0.1). (0.1. 0 9), (().767 . 0.13 3). (0.467 . 0.5) and 
(0 9 , O 9 ) with strengths 10. 0 .5 . O 6. -183 and -0.27 , 
respcctivc ly. Bcsidcs. k, = k, = I . 

Tcst Problc m 2. lt is basically equal to Tcst Prohl cm 1. hut 
wit h ky=0 0 1, k,= I . 

Tcst Prohlem 3. h is simi lar to Tcst Problcm I . but with a 
dillcrcnt thcrmal conductivity fic ld givcn as: k, = k, = I, cxccpl 
in the following rcgions: 0.467 < x < I andO< y < 0.533. whcrc 
k, = 100. k, = 1: 0.167<x < 0.4 and 0 . 167<y<0.4. whcrc 
kv= I . k,= 100 and 0.4 < x < 0.633 and 0.7 < y < 0.933, whcrc 
k, = k, = 1 0'1' (bc ing practicall y a harricr for hcat tlow ). 

Tcst Problcm 4. Thc domain is O < x < 2, O < y < I. Thc 
two vertic al sidcs at x = O, 2 are insulatcd . Thc sidc at y = O is 
insul ated for I < x < 2 and rcccivcs a uniform hcat !lux qy = I for 
O< x < I. Thc uppcr boundary at y = I is subj cc ted to a boundary 
cond ition of the lhi rd kind . with a convcctivc heal transfcr 
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coc ftici cnt h = 5, loosing heat to an ambicnt at zero tempcrature. 
Besides, k, = ky = I . 

Ali lhesc l(;sl problems havc bcen solved in a l'ixed mesh 
with 31 x 3 1 contro l volumes (simil ar to thc one uscd by Stonc 
( 1968)) and for initial gucsses of zero for a li problcm variables. 
Since al i thesc problems are linear, thc coefficicnt matrix of thc 
discrctized systcm of equations is calculated on ly once. 

AS YMPTOTIC CONVERGENCE RATES OF MSIP 

The corncrstone of the optit i'l ization procedu re is the 
cxistencc o f asymptotic convergence rates for lhe MSI procedure 
and lhe ab ility of their estimation during the problem solution. A 
numerical study of the convergencc rates of ali test problems has 
becn carried oul in ,order to determine their behavior. The 
convergence rate characteristics of ali test problems have proven 
to be very similar and only the results for the tesl problem I are 
shown in Fig. I. Figure I a shows the norm of the residual vector 
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Figure I - Asymptotic convergcnce rate of lhe MSI proecdure: (a) 
norm of residual vector during iteration, (b) behavior of severa] 

convergence rates during itcration 
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during the iterative solution of the problem using the MSIP for 
several values of the iteration parameter. It can be seen that the 
convergence rate of the residual norm achieves an asymptotic rate 
very quickly, usually within 20-30 iterations, where the residual 
norm is still in the range w-'-to-2

• Figure lb shows the 

convergence rates fn, gn and g~ , with N = 4, 6 and 8, for three 

values of a. It is clear that the sequence of arithmetic means 
reaches the asymptotic convergence rate much slower than the 
original series. Although it may sometimes present an oscillatory 
behavior, the sequence of fn reaches the asymptotic rate for each 

a value in Fig. I b in less than 20 iterations. The sequencc of g ~ , 

for each value of N, also reaches the asymptotic rate quickly (20-
30 iterations) with no oscillatory behavior. Since the asymptotic 
rate of convergence has to be estimated quickly, a sequence of 

smoothed fn values ( g~ ) was chosen for its eslimation, as 

described previously . 
The proposed procedure for the estimation of lhe asymptotic 

convergence rate has to be verified. Figure 2 shows lhe 
asymptotic convergence rate, F(a), as obtained by the MSIP 
simulations for test problem I. This figure also shows lhe 
estimated values of F(a) using Eq . (6) with N = 4, 6 and 8, for 
the optimized MSIP (OMSÍP) run for test problems I with an 
initial avalue of 0.10. The predictions of F(a) are fairly good, 
except near the point of minimum, where the estimated 
asymptotic convergence rate is usually smaller than F(a). This 

error, however, do not affect appreciably the optimization of a, 

because the point of minimum of F(a) is estimated with a small 

error. Besides, as we shall see later, the sequence of different a 
values during an OMSIP run may lead to a faster convergence 
than the MSIP run with the best a value. Similar results have 
been obtained for the other test problems. From Fig. 2, it is clear 
that there is no difference among the F(a) predictions for the 
three values of N for this problem. Since a small N value implies 
a larger number of a values, and thus LU decompositions, during 
lhe OMSIP run, the choice of the N value is then a compromise 
between the need of estimated F(a) values to perform the 
optimization and the overhead necessary for the extra LU 
decompositions . 
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Figure 2 - Comparison between asymptotic convergence rate and 
its estimated value by the proposed algorithm for test problem I. 
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APPLICATION OF THE OPTIMIZED MSIP 

The optimized MSI procedure (OMS lP) has been applied for 
the five test prohlems described previously, using different initial 
values of a and for N = 4, 6 and 8. It should be noted that the 
particular choice of initial guesses for the variables does not 
affecl the procedure appreciably because wl)en the first 
estimation of F(a) is made, the norm of the residual vector has 
already reached a reasonahly small v alue (around I O\ that is, 
the problem variables are partially converged. 

Figure 3 shows lhe convergence characteristics of the MSI 
and OMS! procedures applied to tesl problem I. These results are 
lypical for ali the cases analyzed. Figure 3a shows the reduction 
of the residual vector norm during problem solulion for N = 4 
and for initial a = 0.1 O, 0.50 and 0.90. The v alue of a remains 
constant during the iterations for the MSI proccdure. For this 
problem, lhe minimum value ofF(a) is for a= 0.90. The abscissa 
is lhe number of iterations, lhat is the number of times thc system 
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given by Eq. (3) has been solved. From this figore , it is clear that 
thc OMS! procedure dramatically increases the convergence rate 
when the iteration parameter is far from its optimum value. For 

ali initial a va lues. the convcrgence rate of thc OMSIP tcnds 

quickly to thc asymptolic convergence rate of lhe MSI proccdure 

with ils optimum a valuc (0.90, in this case). For the worst case 

(a= 0.1 0 ), the OMS I proccdure reaches a convcrgence rale elo se 

to the optimum asymptolic convcrgcncc rate of thc MSIP for a 
residual vector norm value of 10··'. lt shou ld bc notcd that the 
OMSI proccdurc can achievc a givcn convergcnce in a smaller 

number of itcrations than thc MSI procedurc with its optimum a 

value. This is shown in Fig. 3a for the solution wilh initial a = 

0 .50. when the residual norm is below I o·4 • and for thc solulion 

with initial a = 0.90, when the residual norm is below I O c_ 

Fi gure 3b shows lhe convcrgcnce rates for the solution of test 
problem I using thc OMSIP for the same cases prcscnted in Fig. 

3a . Thc convcrgence rate behavior of the MSIP for the besl a 
va lue (0.90) is also shown in Fig. 3b. lt can be seen that lhe 
OMSI procedure keeps the eonvergence rale close to the 
optimum asymptotic rate of thc MSIP, cvcn though it cannot 
reach exactly this asymptotic rale duc to its adaptivc 

characterisl!cs and the crrors in the F(a) prediction. 
Thc convergence of the OMSIP in fewer iterations, as shown 

in Fig. 3a for the test problem I , is not uncommon, as can be seen 
from Table I. where the number of iterations for a given 

Tablc I - Comparison of solution melhods in tcrms of the number 
of iterations. 

a MSIP OMSIP 

N =4 N =6 N=8 

1-D test problem (tolerance of the residual norm = I o·' ) 
O. I O 500 I 19 121 126 
0.50 347 110 116 121 
O.X9 113 94" 97 101 
0.90 lOS" 96 97" 101 
0.91 119 97 97 99" 

Test problem I (tolerance of the res idual norm = 2. 1 x 10"12) 

0.10 4 17 118 120 127 
0.50 292 98 I I O I 18 
0.80 160 99 96" I 02 
O 85 13 I 96" I 00 I 05 
0.00 I~ 100 IM 100 
0.91 149 103 100 101" 

Test problem 2 (tolerance of the residual norm = 2. I x I o·'11
) 

0 . 10 2278 264 251 319 
0.50 1904 262 250 271 
0.90 852 247 253 265 
0. 98 291 219 221 225 
0.99 180" 201" 203" 205" 

Test problem 3 (to lerance of the residual norm = 2. I x I o·"') 
0.10 471 158 168 168 
0.50 338 199 148 156 
o 87 146" 132" 132 139 
0.90 diverge 137 131" 136" 

Tcst problcm 4 (tolerance of the residual norm =I o·' 2
) 

0. 10 724 140 149 147 
0.50 SIR 132 140 148 
0.90 172 121 128 130 
0.92 146 121 125" 117" 
0.93 132" 117 126 128 
0.94 154 116" 125" 128 

"smallcst number of iterations in the corresponding method 
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tolcrance in the residual norm is presented for the two solution 

procedurcs for different avalues and for ali test problems. For ali 

test problems but test problem 2, and for ali N values used in the 

present analysis, the OMS! procedure with its best a value 

converges in fewer iterations than thc MSI proccdure using its 

best a value. This is not true for test problem 2 because its point 

of minimum of F(a) in the [a0,a 1
] interval is the chosen a' value 

(0.99). Actually, the minimum of F(a) is somewhere inside the 
interval (0.99, I], which makes the adaptive optimization worse. 
However. this minimum is quite sharp which makes the OMSIP 

better than the MSIP for any avalue below 0.98 (see Tablc I) . 

Since thc extra LU decompositions of the modified matrix 
have some computational cost, it is not quite fair to compare the 
MSIP to thc OMSIP by the number of iterations needed to 
achieve a given convergence. Thcrefore, the computer time spent 
by each method to solve eaeh one of the test problems for a givcn 
accuracy must be compared. The 1/0 operations used to monitor 
the intermediate results are eliminated to avoid any effect in the 
actual computation time needed for each calculation. Ali the 
results shown above have been obtained by using strict 
convergence criteria for the residual norm. Although this is 
desirable to fully test the optimization procedure, it is unrcalistic 
for the usual solution of lield problems. Therefore, a series of 
calculations using the MSI and the OMS! procedures are also 
made for ali test problems using the following convergence 
crilerion for every point in the field 

!T(n) - T(n-1)1 
.;__..,----;---' < I 
f,IT (n)l+fa 

(9) 

where the relative and absolutc tolerances are E, = 10·4 and 

Ea = 10-fi, respcctively. 

Figures 4 shows the rclative time necessary to satisfy thc 

prescribed convergence crite rion as a function of a, for test 

problem I. The rcsults for thc other tcst problems are similar to 
those for lhe test problem I and are not shown. The relative time 
is thc computational time for a given case divided by thr 

computational time spent by the MSIP, using its bcst a value, tv 

solve the same problem. Results for both convergence criteria, 
that is the strict tolerance in lhe residual norm and that givcn by 
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Figure 4- Comparison betwecn thc MSIP and the OMSIP. 
Relative time spent in computations for thc test problem I. 
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Eq. (9), are shown. From this figure, it is clear that, in general, 
the OMSIP is faster than the MSIP for ali range of a values but 
those very close to the minimum point. It can also be seen that 
the OMSIP is quite insensitive to the initial a value used to start 
the algorithm. Nevertheless, the OMSIP has an optimum value 
for the initial a which sometimes gives a smaller calculation time 

than the MSI procedure with its best a value (which occurred for 
test problem 4). Finally, the results for ali test problems show that 
the computational time spent by the OMSIP to solve a given 
problem do not depend much on the value of N used in Eqs. (6) 
and (7). Small values of N are slightly better for simple problems 
(one-dimensional test problem, test problems I and 4) while more 
difficult problems seem to behave better with larger N values 
(test problems 2 and 3). 

A comparison can be made between the computational time 
needed to solve e1ch one of the test problems using the MSIP and 
the OMSIP with their best a values. Of course, we should not 
expect that the OMSIP performs better than the MSIP because of 
the existing overhead of the optimizing algorithm. Although there 
are some cases where the OMSIP is really fasler than the MSIP, 
the difference in computational time is small, being around I 0% 
(test problem 4). ln general, the OMSIP is 5-10% slower than the 
MSIP when both procedures are started with their best values 0!' 

a. For test problem 2, which has a sharp maximum for F(a) 
outside the search interval, the OMSIP is 20-30% slower than the 
MSIP. However, it is not fair to compare these algorithms at their 
besta values for a given convergence crilerion, because the trial
and-error procedure of finding the best value of the iteration 
parameter is exaclly what the OMSJP is trying to avoid. 
Therefore, one should use a fixed initial value of the iteration 
parameter to compare the relative performance of the algorithms. 
Thus, a = 0.5 is chosen, as used by some implementations of the 
MSIP (Güçeri, 1991 ), to compare the MSI proce'' ;·e to lhe 
OMS! procedure. Table 2 shows the relative computation time 
(time spent by the OMSIP over time spent by the MSIP) for ali 
the cases analyzed. It can be seen that the OMSJP is faster than 
the MSIP by a factor of 1.47 to 7.09 for those cases. ln general, 
the OMSIP is about twice faster than the MSIP. 

CONCLUSIONS 

This paper numcrically demonstrates the existence of 
asymptotic rates of convcrgence of the residual norm of a system 
of equations when it is solved by thc MSI procedure, developing 
an algorithm to their estimation. Based on the prcdictions of thc 
asymptotic rates of convergence, an algorithm for the adaptive 
optimization of the iteration parameter is devcloped to improve 
the MSIP performance during problem solution. This eliminares 
the trial-and-error procedure usually nécessary to determine the 

Table 2 - Comparison of computation times of the MSIP and the 
OMSIP with a= 0.50 

Time Convergence of the Convergence given by 
r a tio residual norma Eg. (9) 

OMSIP N =4 N =6 N = 8 N=4 N =6 N =8 
MSIP 
1-D 0.377 0.390 0.398 0.542 0.585 0.609 

I 0.385 0.432 0.457 0.457 0.581 0.571 
2 0.150 0.141 0.155 0.220 0.178 0.219 
3 0.679 0.490 0.513 0.669 0.634 0.642 
4 0.284 0.299 0.306 0.417 0.406 0.421 

see Table I for residual norm tolerances used in each test 
problem. 
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optimum value of the iteration parameter. Five heat transfer 
problems are solved by the optimized MSIP, called the OMSIP, 
to verify its performance. From the results shown above, thc 
following conclusions can be drawn. 

• The OMS! procedure is about 5-l 0% slower than the MSIP 
when both are used with their best values for the iteration 
parameter. That is, even if one choose the best values for both 
procedures, the time spent by the optimization algorithm and 
extra LU decompositions is almost completely compensated by 
thc reduction in the number of iterations necessary to achievc 
convergence. 

• The performance of the OMS! procedure is only slightly 
dependent on the value of the iteration parameter uscd to start 
the algorithm and on the value of N used in the smoothing 
process necessary to estimare the asymptotic rate of 
convergence. 
• For a fixed value of 0.5 for the iteration parameter. the 
OMS! procedure is 47 to 700% faster than the MSI procedure 
in the cases analyzed. ln the mean, the OMSIP is about twice 
faster than lhe MSIP. 

Furthermore, the adaptive charactcristic of the optimization 
algorithm of the OMSIP allows its usage in non-linear or time
depcndent tleld problems that require iterative solution of 
linearized systems of equations. It is believed that the OMS! 
procedure using the idea of optimization of the iteration 
parameter during problem solution is a signitlcant contribution to 
the state of the art of field problem solulion. 
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RESUMO 

Neste trabalho são comparados três métodos para o acoplamento pressão-velocidade amplamente uti
lizados na solução das equações de Navier-Stokes, a saber, SIMPLE, SOLA e Vorticidade Função-Corrente, 
os quais foram empregados na solução de dois problemas clássicos: a cavidade hidrodinâmica e a cavidade 
aquecida lateralmente. Os perfis dos componentes da velocidade e outros parâmetros característicos relevan
tes são comparados com soluções de referência da literatura. Como resultado é possível determinar qual o 
método que melhor se aplica em cada caso estudado. 

INTRODUÇÃO 

Este trabalho compara o desempenho de três métodos para o 
acoplamento pressão-velocidade, comumente utilizados na solu
ção de problemas de escoamento de fluidos e transferência de 
calor, os quais são: SIMPLE, SOLA e Yorticidade-Função Cor
rente (VFC). 

des físicas constantes, escoamento laminar e bidimensional. Para 
os métodos SIMPLE e YFC, também é feita a hipótese de escoa
mento permanente. Desse modo, as equações de conservação da 
massa, quantidade de movimento e energia na forma adimensio
nal podem ser escritas em variáveis primitivas como: 

A avaliação dos métodos é feita resolvendo-se dois proble
mas clássicos: a cavidade hidrodinâmica e a cavidade térmica. A 
solução do problema da cavidade hidrodinâmica usada como 

. referência foi feita por Ghia et ai. ( 1982), que utilizou a formula
'ção da Yorticidade-Função Corrente e o método de multi-grid, 
obtendo refinadas soluções para altus valores de Re no interior da 
cavidade. A cavidade hidrodinâmica é mostrada na Figura I. 

A solução da cavidade térmica com as paredes verticais 
3ubmetidas 11 diferentes temperaturas e as horizontais adiabáticas 
foi feita por G. de Yahl Davis ( 1983), utilizando a formulação da 
Yorticidade-Função Corrente, obtendo soluções para os números 
de Ra = I 04

, I 05 e 106
• A cavidade térmica é mostrada na Figura 

2. 
Os métodos de acoplamento pressão-velocidade comparados 

neste trabalho foram escolhidos devido as peculiaridades ineren
tes a cada um. O método SIMPLE (Semi-Implicit Method for 
Pressure-Linked Equation), popularizado por Patankar ( 1980), é 
amplamente utilizado, apresentando resultados satisfatórios. O 
método SOLA descrito por Hirt et ai. ( 1975), é baseado num 
aprimoramento do procedimento transiente de Harlow e Welsh 
( 1965). O método da Vorticidade-Função Corrente (VFC) é 
atrativo para escoamentos bidimensionais, simplificando o siste
ma de equações a ser resolvido. 

Os resultados obtidos para a cavidade hidrodinâmica foram 
paraRe = 400, 1000 e 3200. Para a cavidade térmica os resulta
dos foram paraRa= I 04

, I 05 e I 06
, com o número de Prandtl fixo 

em 0.71. 
O desempenho de cada método é testado para cada situação, 

podendo-se através de uma análise decidir qual a melhor opção. 

EQUAÇÕES DE TRANSPORTE 

Para a solução dos problemas descritos, são feitas as hipóte
ses dp escoamento incompressível, fluido newtoniano, proprieda-
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au+av= 0 (I) 
élX av 

(4) 

lg 
H 

y, v 

X, U .. 
H J 

Figura I: Geometria da cavidade hidrodinâmica. 



lg 
H Th TC 

y, v 

L! <·" I 
H 

Figura 2: Geometria da cavidade térmica. 

As variáveis adimensionais mostradas na tabela abaixo, para 
a cavidade hidrodinâmica são dadas por White ( 1991) e para a 
cavidade térmica por Lage e Bejan ( 1991 ). 

Tabela I:· Variáveis adimensionais 

Variáveis Cavidade Cavidade 
adimensionais Hidrodinâmica Térmica 

(X,Y) (x,y)/H (x,y)/H 
(U,V) (u, v)/U_j)_ (u, v)/( a/H)(RaPr)'" 

' U0 t/H a(RaPr)"" t!H" 
p p/pU"o (H" /pa")[(p+pgy )/(RaPr)] 

8 ------ (T- (Th + T,)/2)/ (Th- T,) 

cdh 1/Re (Pr/Ra)"" 

Cd, ------ 1/(RaPr)'" 

Se ------ 8 

Condições de Contorno. Na forma adimensional, podem ser 
expressas da seguinte forma para a cavidade térmica: 

a:! 
Y=O=>U=V=O e -=0 

8Y 

êX) 
Y=l=>U=V=O e -=0 a v 

X= O=> U =V= O e 8 = -0.5 

X = I => U = V =O e 8 = +0.5 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

Para a cavidade hidrodinâmica, o valor da condição de con
torno do componente horizontal da velocidade para Y=l é U=Up. 

Para o método da VFC, as equações são: 

ac, ac, ( 82(, 8z(,) a:~ 
u 8X +v 8Y = cdh 8X 2 + 8y2 + 8X 

(
82\jl + 82 \jl) = -(, 
8x2 8y2 

(9) 

(lO) 
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As condições de contorno para a cavidade hidrodinâmica em 
Y=l são: 

8\jl 2 
Y = l=>-=1 e (, = (-8\jl;m-J+\jl;m- 2 -My)/2L'.y (11) 8Y . . 

Os grupos adimensionais Re=UPH/v, Ra=gPH\Th - Tc)/av e 
Pr=v/a representam os números de Reynolds, Rayleigh e Prandtl, 
respectivamente. 

SOLUÇÃO NUMÉRICA 

Método. As equações são discretizadas pelo método dos 
volumes de controle finitos c resolvidas numericamente utilizan
do-se os três algoritmos mencionados: SIMPLE, SOLA e VFC. A 
discretização numérica dos termos convectivos foi feita utilizan
do-se o esquema exponencial, largamente difundido por Patankar 
( 1980) na forma do esquema "power-law". Os termos difusivos 
são calculados com o esquema central. 

Os métodos utilizados neste trabalho são descritos brevemen
te a seguir. 

SIMPLE: das equações do movimento (2) e (3) são obtidas as 
equações para a correção dos componentes da velocidade. O 
processo inicia-se estimando-se os valores iniciais para a veloci
dade e pressão. Resolve-se em seguida a equação da quantidade 
de movimento e obtem-se o fator de correção da pressão, que 
satisfaz a equação da continuidade (I). A nova pressão é obtida 
somando-se o valor inicial com o làtor de correção, este último 
normalmente sub-relaxado. O processo é repetido até satistàzer o 
critério de convergência. 

SOLA: consiste basicamente em extrair os fluxos de massa das 
equações da quantidade de movimento (2) e (3) e transportá-los 
para a equação da continuidade (I), obtendo-se uma equação para 
a pressão. A matriz de rigidez gerada é de banda, simétrica e 
definida positiva, podendo, portanto, ser decomposta pelo méto
do direto de Cholesky (Golub e Loan, 1985), o que é feito uma 
única vez antes do início do processo iterativo. Após isso é feito 
o avanço no tempo (nível n+ /) da pressão e velocidade a partir 
de prévios valores da velocidade (nível n), até atingir o regime 
permanente. 

Y.FC: obtém-se a equação de transporte da vorticidade (9) elimi
nando-se a pressão das equações (2) e (3) e subtraindo-as. A 
equação (I 0) é obtida substituindo-se a definição de função 
corrente na equação da vorticidade. São admitidos valores inici
ais para a vorticidade e o processo iterativo começa obtendo-se a 
função corrente a partir da equação (I 0). O campo de velocidade 
e a vorticidade na parede são calculados. A equação da energia 
(4) é resolvida e posteriormente a equação da vorticidade (9). 
Retorna-se ao primeiro passo agora com o valor do campo de 
vorticidade. O processo iterativo continua até que os valores das 
variáveis comecem a se repetir, dentro de determinado critério, 
ao fim de cada iteração. 

Malha. Foram utilizadas na comparação malhas regulares 
20x20, 40x40 e 80x80. 

Desvio percentual é,(%). É calculado da seguinte maneira: 

I;(%) =I<P<C,-<Pa.,,,too 
~rcf 

( 12) 
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Figura 3: Perfil do componente U da velocidade no centro da 
cavidade para Re = 400. 

Figura 4: Perfil do componente U da velocidade no centro da 
cavidade para Re = I 000. 

1.00 

0.80 -

060 -

0.40 -

0.20 -

o 00 

-1.00 

.- 'ri" ' Ghia ct ai. ( 1982) I 
I 

SIMPLE 

SOLA 

VFC 

I " 

I 
I 

,; 
i 

# 
Ir 

" 'I 
i i /1 

I 

-0.50 

•I 
) 

/ 
' 

~~ ~ ~ t K'; 

T 

o 00 
u 

I 

0.50 1.00 

Figura 5: Perfil do componente U da velocidade no centro da 
cavidade paraRe= 3200. 
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Figura 6: Evolução do desvio percentual de U com o refinamento 
da malha paraRe= 400. 
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Figura 7: Evolução do desvio percentual deU com o refinamento 
da malha para R e= I 000. 
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Figura 8: Evolução do desvio percentual deU com o refinamento 
da malha paraRe= 3200. 
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Convergência. Foi adotado como critério de convergência do 
processo iterativo a seguinte condição: 

I ~'"' .h"l max -'I' :$ 10- 4 
~n 

(13) 

onde ~= u, v ou T 

Nusselt médio. Determinado através do acoplamento das 
equações de condução-convecção na parede vertical esquerda, 
rcs11ltando: 

I 

- f i.B 
Nu= - àX dY ( 14) 

Estabilidade Numérica. No método SOLA é garantida pela 
limitação do passo de tempo t,t (Villand, 1986, .Jaluria e Torran
ce, 1986) 

RESULTADOS 

Cav idade hidrod inâmica 

Os resultados obtidos para o problema da cav idade hidrodi
nâmica foram paraRe = 400, 1000 e 3200. 

O componente U da velocidade utilizada nos cálculos é to
mada na linha vertica l que passa através do centro geométrico da 
cavidade. O desvio percentual é calculado no ponto de máx ima 
velocidade no fluxo reverso, local onde as variações com o refi 
namento são mais destacadas. 

Nas Figuras 3, 4 c 5 são mostrados os perfis do componente 
U da velocidade para os valores de Re = 400, I 000 e 3200, res
pectivamente. Os resultados são comparados com valores do 
perfil forn ecidos por Oh ia et ai. ( 1982), que utiliza uma malha 
regular 129x 129 e diferenças finitas para a discretização das 
equações. Na Figura 3, que expressa um valor relati vamente 

baixo do mi mero de Rc, os três métodos são coincidentes. Na 
Figura 4, os perfis resu ltantes também são praticamente coinci
dentes. Na Figura 5, a diferença mais significativa ocorre na parte 
infe rior da cav idade, onde o método SIMPLE demonstra melhor 
aprox imação com re lação ao perfil de referência. 

Os gráficos mostrados nas Figuras 6, 7 e 8 são interessantes 
no sentido de caracterizar a relação entre o decaimento do desvio 
percentual e o refinamento da malha. 

Na Figura 6, os resultados do método SOLA c VFC são 
muito próxi mos, sendo que a inclinação da curva é menor para o 
método SIMPLE. Na Figura 7, o melhor resultado é o obtido 
pelo SIMPLE, seguido pelo SOLA. Na Figura 8, ocorre o mesmo 

comportamento descrito para a Figura 7. 
Para todos os casos estudados, o método que apresenta a 

melhor pcrformancc cm termos do decaimento do desvio percen
tual com o refin amento da malha é o método S IMPLE, seguido 
pelo SOLA c finalmente o VFC, sendo que a diferença mai s 
significativa ocorre para Rc = 3200. 

Cav idade térmica 

Os resu ltados para a cavidade térmica com um grad iente 
horizontal de temperatura e paredes horizonta is ad iabáticas foram 
obtidos para R a = I 04

, I O; e I 06 A solução utilizada como refe
rência foi a de G. de Vahl Davi s ( 1983), que utilizou o método 
das diferenças finitas, malha regu lar 80x80 c extrapolação de 
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Richardson rara tornar os resultados independentes da malha. Os 
resultados mostrados abaixo são para malha 80x80. 

Nas Tabelas 2, 3 e 4 são mostrados os resultados para Ra = 
1()

4
, I os c I O"· respectivamente. C inco parâmetros característicos 

relevantes do problema foram escolhidos com o objetivo de 

comparação, a saber, U,.a, , V max· Nu , Numax e IWmaxl· Nas tabelas 
2, 3 e 4 e les são mostrados para Ra = I 04

, I O; e 10", respectiva
mente. É possível observar a comparação qualitativa entre as 
so luções obtidas com os três métodos e a referência. 

Tabela 2: Parâmetros característicos obtidos para Ra =I 04
. 

Parâmetros SIMPLE SOLA VFC G. de Vahl 
característicos Davis ( 1983 ) 

Urnax 15.85 17.13 16. 16 16. 178 

vlll :l.'( 19.03 20.53 19.55 19.6 17 

Nu 2. 155 2.290 2.244 2.238 

Nurnax 3.328 3. 572 3.53 5 3.528 

llflmaxl 4.919 5.329 5.073 5.071 

Tabela 3: Parâmetros característicos obtidos para Ra = I 05 

Parâmetros SIMPLE SOLA VFC G. de Vahl 
caracterí sticos Davi s ( 1983) 

Uma:" 13.64 35.25 34.66 34.73 

vlll:\.'1: 65.45 68.54 67.98 68.59 

Nu 4.197 4.539 4.521 4.509 

Numax 6.823 7.840 7.767 7.717 

IWma,l 9.244 9637 9.625 9.6 12 

Tabela 4 : Parâmetros característicos obtidos paraRa = I 0''. 

Parâmetros S IMI'LE 
caracterí sticos 

U,.,, 60.63 

Yma.x 202 .87 

Nu 7.711 

Num;Lx 13 .501 

llflma, l 15 .678 

l(Xl.OO 

10.00 -

~ 
H, /' 

1.00 -

0.10 

0.01 

SOLA VFC 

65 .60 64.70 
21lU6 216.02 
8.975 8.836 

18.737 18.22 1 
16.969 16~ 

L'.x 

G. de Vahl 
Davi s (1983) 

64.63 
219.63 
8 817 

17.925 
16.750 

SIMPLF 

SOLA 

VFC 

0.1 

Figura 9: Desvio percentual de Nu com o retinamcnto da malha 
paraRa = Hl1. 
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Figura I 0: Desvio percentual de Nu com o refinamento da ma
lha para Ra = I O". 

Nas Figuras 9 e I O, são mostrados os gráficos da evolução do 

desvio percentual de Nu com o refinamento paraRa= I 05 e 1 O", 
respectivamente. Observa-se que o método SIMPLE é o que 
apresenta a menor inclinação da curva, sendo do método VFC os 
melhores resultados. 

A evolução do desvio percentual de 1\jlmaxl com o refinamento 
para Ra = I 05 e I O" é mostrado nas Figuras li e 12, respectiva
mente. Novamente o método SIMPLE é o que mais se afasta, 
contudo, apresenta sempre a tendência monotônica para o valor 

de referência. Os resultados dos métodos YFC e SOLA são pró
ximos, com vantagem do YFC para malhas refinadas. 

As so luções obtidas pelo método YFC são as que mais se 
aproximam da solução de referência. Em geral, as soluções obti
das pelo métodos SIMPLE e SOLA, são ligeiramente inferiores e 
superiores, respectivamente, sendo que o método SIMPLE é o 
que mais se distância. 
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Figura II: Evolução do desvio percentual de 1\jlmaxl com o refi
namento da malha paraRa= 105

. 
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Figura 12: Evolução do desvio percentual de 1\jlmaxl com o refi
namento da malha paraRa= I 0". 

No entanto, para Ra= I O" e malhas mais refinadas, como 

160x 160, o erro no Nu e 1\jlmaxl são, respectivamente, de 6.3 e 
3.1 %, mostrando que embora mais lento que os outros dois 
métodos, o SIMPLE tende a convergir para a solução padrão. 

COMENTÁRIOS E CONCLUSÕES 

No problema da cavidade hidrodinâmica todos os três métodos 
de acoplamento pressão-velocidade convergem monotonicamente, 

sendo que o menor desvio percentual, para o mesmo nível de refi
namento, obtém-se com o método SIMPLE, seguido pelo SOLA e 
finalmente o VFC. O comportamento do método VFC deve-se em 
parte ao erro cometido na determinação da vorticidade na parede, 
que não pode ser determinada com precisão enquanto os resultados 
forem dependentes do refinamento da malha. 

Na cavidade térmica, os resultados obtidos mostram que o 
método VFC é o que apresenta o melhor desempenho, seguido pelo 
SOLA e SIMPLE. 

Os métodos apresentaram, em geral , bons resultados. O método 
SIMPLE, apesar de na cavidade térmica apresentar convergência 
mais lenta que os outros métodos, com o refinamento da malha ele 
tende para os valores da solução de referência. 

É interessante notar que o método SOLA, para ambos os 
problemas, apresenta resultados satisfatórios, tendo menos sen
sibilidade às mudanças das condições de contorno que os méto
dos SIMPLE e YFC. 

NOMENCLATURA 

Letras Latinas 

aceleração da gravidade [ms. 1
] 

altura/largura da cavidade [m] 
coeficiente de difusão [m2s- 1

] 

coeficiente de difusão [m2s-1
] 

pressão [Nm-2
] 

pressão [adimensional] 
termo fonte [adimensional] 



t tempo [s] 
T temperatura [K] 
u componente horizontal da velocidade [ms-1

] 

U componente horizontal da velocidade 
[adimensional] 

umax máxima velo~idade horizontal no plano médio 
vertical da cavidade [adimensional] 

v componente vertical da velocidade [ms-1) 

V componente vertical da velocidade [adimensional] 
Vmax máxima velocidade vertical no plano médio 

horizontal da cavidade [ adimensional] 
x coordenada horizontal [m] 
X coordenada horizontal [adimensional] 
y coordenada vertical [m] 
Y coordenada vertical [adimensional] 

Letras gregas 

~X 

~y 

a 

13 
cjl 
v 
8 
p 
't 

ljl 

ç 

espaçamento regular entre os nós da malha na 
direção x[m] 
espaçamento regular entre os nós da malha na 
direção y[m) 
difusividade térmica [m2s- 1

] 

coeficiente de expansão térmica [K- 1
) 

u, v ou T 
viscosidade cinemática [m2s-1

) 

temperatura adimensional 
densidade do fluido [kg m·3

) 

tempo adimensional 
funcão corrente [adimensional] 
vorticidade [adimensional] 

Subscritos 

c frio 
cale valor calculado 
h quente 
m número de pontos na direção y 
max valor máximo 
p parede 
ref valor de referência 

Superescritos 

n enésima iteração 
- valor médio 
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ABSTRACT 

ln this work three numerical methods of pressure-velocity 
coupling spreadly used in the solution of the Navier-Stokes 
equations, namely, SIMPLE, SOLA and Vorticity
Streamfunction, are compared in the solution of two classical 
problems: the lid-driven cavity tlow and the cavity heated from 
the side. The profile of lhe component velocity and other rele
vants characteristics parameters are compared with bench-mark 
solutions found in the literature. As results of this study is possi
ble evaluate the performance ofthe methods in each situation. 
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RESUMO 
Este traba/lw preocupa-se em realizar uma avaliaçclo crítica de três esquemas d((erentes de discretizaçc/o 
espacial para cálculo de escoamentos hipersônicos. Os campos de escoamento selo simulados usando as 
equações de Euler 2-D. discretizadas num procedimento de volumes finitos "cell centered" em malhas nclo
estntturadas. Os fluxos na intetface são calculados ou por um esquema de diferenças centradas, ou por um 
esquema de separaçao de vetores de fluxo de van Leer, de primeira e segunda ordem. Estes esquemas foram 
aplicados para solução de escoamentos em uma cmifiguração típica de uma entrada de ar hipersônica. 
Resultados indicam que ambos os esquemas foram capc::t.es de reproduzir adequadamente as características 
do escoamento. 

lNTRODUÇÃO 

Algoritmos de simulação de escoamento que empregam 
técnicas de malhas não estmturadas vêm cada vez mais sendo 
utilizadas cm problemas práticos de aerodinâmica. 

No presente trabalho, o campo de escoamento é simulado 
usando as equações de Euler 2-D, discretizadas num 
procedimento de volumes finitos "cell centcrcd" em malhas 
não estruturadas. Os fluxos na Interface são calculados por 
três algoritmos diferentes: mn esquema tipo diferenças 
centradas (Jamcson ct ai., I 98 I), e dois esquemas de 
separação de vctorcs de 11uxo de van Lccr, de primeira c de 
segw1da ordem (van Lccr, I 982). No caso de diferenças 
centradas, os 11uxos na interface são formados a partir de um 
vctor médio na interface que, por sua vez, é obtido como uma 
média aritmética simples dos vctorcs de variáveis conservadas 
dos volwncs de ambos os lados da interface. Como este 
esquema não possui tcnnos de dissipação numérica para 
controlar instabilidades, são explicitamente colocados como 
termos de dissipação nwnérica os operadores bihannônico c 
Iaplaciano. Para o caso de separação de vctorcs de fluxo, 
utilizou-se o esquema de van Lccr, de primeira c scgw1da 
ordem. A marcha no tempo é feita pelo esquema de Runge
Kutta de 5 estúgios, explícito c de scgm11la ordem de prccisiio. 
Neste trabalho considerou-se apenas o caso de estado 
estacionário c, para acelcraçiio de convergência, utilizou-se 
passo no tempo variável c procedimento implícito de 
suavização de resíduos. 

Os três esquemas de discretização espacial foram aplicados 
para cálculo da solução em escoamentos em mna entrada de ar 
hipcrsônica. Foram variadas as condições de entrada nesta 

configuração de M00 =4 até M00 =16, a fim de testar a 

grande variedade de condições de operação na entrada de ar. 
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O 11uido foi tratado como gús perfeito. Uma justificativa 
para este procedimento é também apresentada cm Azevedo 
(1992). 

ALGORITMOS DE DISCRETI/.ACÃO ESPACIAL 

Esquema Centrado. As equações de Euler 2-D podem ser 
escritas na fonna integral, para sistema cartesiano 2_0 
(Azevedo, 1992) como 

a 
at Hv Qdxdy + f8 (Edy- Fdx) =O, (I) 

onde V representa a área do volume de controle c S o seu 
contorno. Para mna malha estacionária, o vetor de quantidádes 
conservadas Q c os vetores de fluxo convcctivos são dados por: 

Q = [p pu pv e], 

E= 

pu 

pu2 +P 

puv 

(e+ p)u 

F= 

pV 

pUV 

P v2 +P 

(e+ p)v 

(2) 

(3) 

A nomenclatura utilizada neste trabalho é a padrão, ou 
seja, p é a densidade, u c v são componentes de velocidade 
cartesiana, 'e' a energia total por unidade de volume. A 
pressão p é dada pela equação de estado de gases pcrteitos 
como: 



p=(y-1{e-~p(u2 +v 2 )]. (4) 

govcmantes são discretizadas num contexto "ccll ccntcrcd" no 
qual o onde y é a razão de calores específicos 

As equações vetor de variáveis conservadas para o i-ésimo 
volume é definido como: 

1 
Qi = -ffv. Qdxdy vi , (5) 

As equações de Euler podem ser então re-escritas para 
cada i-ésimo volume de controle como: 

aa (ViQi) + fs (Edy- fdx) =O 
t I 

(6) 

Deve-se observar que, para a abordagem "cell ccntercd", 
o volume de controle utilizado paru integração das equações 
govcmantes é fonnado pelo próprio elemento triangular 
(Batina, 1991 ). 

No esquema centrado o operador convectivo, C(Q i ), que 
aproxima a integral de superfície na equação (6), é definido 
como: 

3 

C(Qi) = L[E(Qik)~yik -F(Qik)áxik]. (7) 
1 

Nesta expressão Qik é a média aritmética das 
propriedades conservadas dos volumes que fazem fronteira 
com a interface ik. 

O procedimento de discretização espacial apresentado na 
equação (7) é equivalente ao esquema de diferenças centrado. 
Por isto, os tcnnos de dissipação artificial devem ser 
adicionados para controlar instabilidades não-lineares 
(Jameson and Mavriplis, 1986). No presente caso, o operador 

de dissipação artificial, D(Q i ), é formado pelos operadores 
bihannônico c laplaciano (Mavriplis, 1988, e Mavriplis, 
1990). Estes operadores imitam, num contexto não
estruturado, o conceito de utilização dos termos de diferença 
segunda c quarta, como apresentado por Jamcson ct ai. ( 1981) 
e Pulliam (1986). 

Esquema "Upwind"dc Primeira Ordem. A versão 
"upwind" do algoritmo implementado no presente trabalho 
calcula o fluxo na interface usando o esquema de separação de 
vctorcs de fluxo de van Lccr (van Lcer, 1982). O operador 

convectivo C(Q i ), rode ser escrito como: 

3 

C(Qi) = L(Eik~Yik - Fikáxik). (8) 
k=1 

No presente caso, os fluxos na interface Eik c F ik são 
definidos como: 
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{
E' +Ek 

Eik = E~ +Ei 

Fik 
={Fi+ +F~ 

F; +Fi-

',1yik 2: o 
,,1yik <o 

I áxik ::;; o 
'áxik >o 

(9) 

(I O) 

Nas equações (9) c (10), E~ c F: são lluxos .calculados 
usando as fónnulas de van Lccr c as propriedades conservadas 
do i-ésimo volume de controle. Maiores detalhes sobre a 
avaliação dos vclorcs de fluxo no contexto de van Lccr podem 
ser obtidos cm van Lccr (1982 ), Andcrson ct ai. ( 198(, ), c 
I lirsh ( 1990 ). 

Esquema "upwind" de Segunda Ordem. A versão 
"upwind" do algoritmo de segunda ordem implementado neste 
trabalho considera uma abordagem MUSCL para definição 
dos vctorcs de lluxo de van Lccr (van Lccr, 1982). O operador 

convcctivo C(Q i ) é como o operador apresentado na cquaçiio 

(8), onde os fluxos na interface, E ik c F ik são definidos 

como: 

Eik =E·(o- )+E-(Q+), ( 11) 

Fik =F' (Q )+F (Q'), ( 12) 

onde Q + c Q- são estados u direita c ú esquerda, 
respectivamente, reconstruídos Iincanncntc utilizando um 
limitador do tipo "minmod" (llirsh, 1990). 

DISCRE117ACÃO DO TEMPO 

As equações de Euler discrctizadas no espaço são escritas 
como: 

dQi =-__!_[C(QJ-D(Qi)], 
dt vi ( 11) 

onde o operador D(Q i ), que adiciona explicitamente os 
tcnnos de dissipação artificial, é identicamente nulo quando se 
utiliza a discretização espacial upwind. Para avançar as 
equações no tempo utiliza-se neste trabalho um esquema de 
Rungc-Kutla de 5 cs!úgios, explicito, scglmda ordem de 
precisão (Mavriplis, 1988). O esquema de integração no 
tempo pode ser escrito como: 



Q(O) = Q" 
I I I 

f1t. 
Q(1) = Q(O) -a _1 [C(Q(O))-D(Q(O))] 

I I 1 v. t I 1 

I 

f1t. 
0~2> :-: Q~o> -a2 v' [C(Q~1>)-D(Q~1l)], 

I 

f1t. 
Qts> = Qto> -a _I [C(Ut4>)-D(Q<1>)] 

I I 5 v. I I I 

I 

Q nd = Q~S) 
I I ' 

( 12) 

onde o~ ~ub~crito~ n c n+ I indicam que estas propriedades são 
avaliadas no início c no fim do n-ésimo passo. Os valores 
utilizados para os coeficientes a foram: 

Dcvc-~c ob~ervar que o operador convcctivo, C(Q), é 
avaliado cm cada estágio do processo de integração, mas o 
operador de dis~ipação artificial, IJ(Q), é apenas avaliado no~ 
dois primeiros estágios. Para problemas de estado 
estacionário, a opção de passo no tempo local foi 
implementada para acelerar a convergência. Detalhes da fonna 
de implementação do passo no tempo real podem ser 
encontrados, por exemplo, cm Azevedo ( 1992 ). 

Figura 1. Malha para a entrada de ar hipcrsônica 

Figura 2. Contornos de número de Mach - centrado 
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RESULTADOS 

Neste trabalho utilizou-se uma configuração típica de 
entrada de ar hipcrsônica. Na Figura I apresenta-se uma 
malha típica elaborada para esta geometria. Esta malha 
contém 833 nós c 1450 triângulos. Porém, a malha utilizada 
para obtenção dos rc~ultados aqui apresentados possui 4457 
nós c 8031 triângulos. 

Experimentos numéricos comprovaram que esta malha 
mais refinada apresentou wna melhor solução, assim como 
propiciou mna convergência mais rúpida c com menos 
oscilações na queda do resíduo. Todas as soluções 
apresentadas !oram obtidas com um número de Mach na 

scção de entrada M00 =12. 

A Figura 2 apresenta os contornos de Mach obtidos com o 
algoritmo centrado. Observa-se que as características do 
escoamento são bem captm·adas, com cxccção de algumas 
oscilações no choque que aparece na parede superior da 
entrada de· ar. Estas podem ser vistas na Figtm.l 3, que 
apresenta os contornos de densidade. Estas oscilações se 
tomam mais evidentes na Figura 8, que apresenta a variação 
de pressão nas paredes da entrada de ar. A pressão cm ambas 
as paredes, superior c inferior, é mostrada na ligura. Embora 
o esquema entrado apresente estas oscilações, este esquema é 
capaz de calcular precisamente reflexão c intcração de 
choques, que ocorrem no interior da configuração c, cm 
particular, na parcela mais à jus;mtc do domínio de cálculo. 

MACH 

13.5442 

12.8384 

12.1327 

11.4269 

10.7211 

10.0154 

9.3096 

8.60384 

7.89807 

7.1923 

6.48654 

5.78077 



Resultados correspondentes foram obtidos com o esquema 
"upwind" de primeira mdcm. Estes estão apresentados nas 
Figuras 4 c 5, as quais apresentam contornos de ním1ero de 
Mach e densidade. As oscilações encontradas no esquema 
centrado praticamente desapareceram neste esquema. 

Figura 3. Contornos de densidade -centrado 

Figura 4. Contornos de número de Mach- van Leer l?ordem 

Figura 5. Contornes de densidade- van Leer I~ ordem 

Figura 6. Contornos de níunero de Mach- van Leer 20 ordem 
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Observa-se também destas figuras que os gradientes 
espaciais foram suavizados pela dissipação artificial 
adicionada intrinsicamcntc pelo método "upwind" de primeira 
ordem. Maior comparação de resultados pode ser observado 
na Figura 9, que apresenta a distribuição de pressão nas 
paredes da entrada de ar. Observa-se que o esquema "upwind" 
também apresentou oscilações na presença do choque, porém 
estas foram bem mais suaves que as encontradas com o 
esquema centrado. Isto já era esperado, visto que utilizou-se a 
mesma malha para obtenção de resultados c o esquema 
centrado é nominalmente mn esquema de scglmda ordem de 
precisão. 

MACH 

11.1526 

10.3051 

9.45767 

8.61022 

7.76278 

6.91533 

6.06789 

5.220H 

RHO 

8.12415 

7.31531 

6.50646 

5.69762 

4.88877 

4.07993 

3.27108 

2.46223 

1.65339 

0.844545 

MACH 

11.2824 

10.5647 

9.84709 

9.12945 

8.41182 

7.69418 

6.97655 

6.25891 

5.54127 

4.82364 

RHO 

6.48272 

5.93444 

5.38615 

4.83787 

4.28959 

3.74131 

3.19303 

2.64475 

2.09646 

1.54818 



De · maneira análoga apresenta-se nos gráficos 6 c 7 os 
contomos de Mach c densidade, respectivamente, obtidos com 
o esquema "upwind" de segunda ordem de precisão. Observa
se que este esquema lambem consegue capturar bem as 
características do escoamento, embota' também apresente 
oscilações na solução. Isto toma.:se .bastante;pítido na Figura 
10, que apresenta a distribuição de pr!!$SJ(I~ nas paredes da 
configuração. 

Com os três esquemas de discretização espacial foram 
testados outros valores para o Mach na entrada de ar, c 
observou-se que, quanto maior o número de Mach, mais 
oscilações aparecem, cspecialmcte para o esquema centrado. 
Para o esquema "upwind" observou-se que para baixos valores 

de Mach, por exemplo, M00 =4, a solução praticamente não 

apresenta oscilações. 
Vale observar que as simulações reali:!Ãldas no presente 

trabalho cstavan1 inseridas cm um contexto de mn trabalho 
mais amplo, que previa inclusive a realização de ensaios 
experimentais para a configuração de interesse. Entretanto, 
por razões além do cscoppo da presente discussão, o projeto 
loi intciTompido c os testes experimentais nunca chegaram a 
ser realizados. 

Figura 7. Contomos de densidade- van Lecr 2~ordcm 

parede superior 

25.00 
parede inferior 

20.00 -

15.00 

10.00 -

5.00 -

0.00 

0.00 .. 0 .00 80.00 120.00 160.00 

Figura 8. Pressão na Parede - esquema centrado 
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Porém, o escoamento na entrada de ar considerada é 
extremamente interessante, sob o ponto de vista de 
desenvolvimento de técnicas numéricas . para escoamentos de 
alta velocidade, ·uma vez que contém 'mui.tos knômcnos de 
interesse no caso, como choques Jortcs, intcrações de ondas de 
choque c expansões rápidas. Por este motivo, os autores 
julgaram conveniente apresentar os resultados computacionais 
obtidos, mesmo sem a comprovação experimental e, 
principalmente, porque provàvelmente os ensaios 
experimentas para esta configração não serão mais 
realizadods. Além disso, os diversos fenômenos presentes no 
escoamento nesta configuração são muito adequados para uma 
avaliação comparativa de possíveis esquemas numéricos para 
a solução do mesmo problema. Na realidade, esta comparação 
de esquemas diferentes é o propósito principal de presente 
trabalho. lnfonnaçõoes extremamente úteis sobre o 
desempenho relativo dos algoritmos podem ser obtidas apenas 
da comparação qualitativa dos reesultados, que foi aqui 
apresentada. 

Portanto, os autores acreditmn que as comparaçõocs 
qualitativas apresentadas contribuem efetivamente para a 
avaliação dos métodos propostos, mesmo sem uma validação 
experimental. 

40.00 

30.00 

20.00 

../"'..-. 

RHO 

7.37549 

6.56798 

5 .76047 

4 .95296 

4 .14544 

3.33793 

2 .53042 

1.72291 

parede superior 

parede inferior 

------------ -----

0.00 +------.--,----,---·~--~- --.-·· ] 

0.00 40.00 80.00 120.00 160.00 

Figura 9. Pressão na Parede - van Lccr 



.... 

parede superior 

30.00 
parede inferior 

20.00 -

~~-

\ 10.00 -

o.oo - •-- -,.------- T ---.,-- --T ····-· -r ·---r -----, -·- ----1 
0 .00 40.00 80.00 120.00 160.00 

Figura 10. Pressão na Parede-van Lecr 2"ordcm. 

CONCLUSÕES 

O trabalho apresentou uma avaliação comparativa de três 
esquemas de discretização espacial para . solução de 
escoamentos supcrsônicos c hipcrsônicos cm uma 
configuração bidimensional representa li v a de entrada de ar de 
veículos lransalmosféricos. Foram considerados um esquema 
centrado e duas versões do esquema "upwinJ" de separação 
de vclorcs de fluxo de van Lccr. O código utilizado foi 
implementado no contexto de volumes finitos com 
propriedades centradas nas celas para malhas não eslmturadas 
triangulares. 

-Os resultados indicam que é possfvcl obter soluções com o 
esquema centrado, mesmo para escoamentos com alto número 
de Mach. Porém, estas soluções tipü:amente apresentarão 
oscilações na presença de descontinuidades fortes. A fim de 
evitar estas oscilações espúrias, pode-se utilizar um método 
"upwind" . No presente caso, a utilização de wn esquema 
"upwind" de segunda ordem de precisão levou a wn método 
que converge rapidamente para a solução de estado 
estacionário, se comparado aos demais. Entretanto, mesmo as 
soluções obtidas com este método também apresentam 
algwnas oscilações espúrias, apesar da utilização de um 
limitador de fluxo do tipo "milm10d". No contexto do presente 
trabalho, o esquema "upwind" de primeira ordem foi aquele 
que se mostrou mais apto a rejeitar oscilações na presença de 
descontinuidades, como provavelmente seria de se esperar. 
Entretanto, este aspecto positivo do método de primeira ordem 
é acompanhado por wna suavização excessiva dos gradientes 
espaciais da solução~ o que acarreta a necessidade de um 
maior refinamento para se recuperar resolução espacial. 

No caso do esquema "upwind" de segtmda ordem de 
precisão, o presente estudo não explorou o efeito limitador de 
t1uxo na qualidade da solução. Este é certrunentc wn estudo 
muito ilnportanle para caracterização completa de tais 
esquemas, c deverá ser empreendido cm wn futuro próximo 
como continuação deste trabalho. Porém, como o problema 
abordado envolve essencialmente ondas de choque, c a 
inleração destas, acredita-se que o limitador do tipo "mirnnod" 
fomeça resultados comparáveis a outros limitadores mais 
sofisticados c mais complexos. 
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SUMM!\RY 

ll1c prcscnl work is conccmcd wilh pcrfonning a 
criticai evalualion of thrcc dilfcrcnl spalial discrclizalion 
schcmcs for U1c compulalion of high supersonic ru1d 

. hypcrsonic flows. Flowficlds are simulalcd using lhe 2-D 
Euler equalions wich are discrelizcd in a ccll ccntcrcd bascd 
finile volume proccdurc on unslructurcd triangular meshcs. 
Interface lluxes are calculalcd hy cithcr a central d;m:rcnce 
typc schc:ne or a v~m Lcer lypc llux vector splitling schcme. 
Botl1 schemes were applicd to tl1c solnlion of cold gas inlet 
flows of lypical transatmosphcric vchicles. Rcsulls indicalc 
that bol11 schemes were able to adeqnalcly rcprodncc lhe 
expected flow features . 
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RESUMO 

No presente trabalho é apresentado um método numérico para a solução das equações de 
N avier-Stokes bidimensionais com média de Reynolds, para todos os regimes de velocidade, em 
malhas não-estruturadas. Dois tipos de operadores de dissipação artificial são avaliados e os 
resultados são comparados com resultados analíticos e outros resultados numéricos obtidos com 
o F LU ENT /UNS. As configurações estudadas foram a de escoamento laminar compressível e 
incompressível sobre uma placa plana e uma geometria automotiva tipo "cavalo-baú". 

INTRODUÇÃO 

A mecânica dos fluidos computacional tem se empenhado em 
resolver problemas de escoamento tanto em regime compressível 
quanto em regime incompressível. Vários métodos foram e conti
nuam sendo desenvolvidos pela comunidade científica relacionada 
com este tema, buscando cada vez mais eficiência e robustez. Es
tes permitem estudar problemas de escoamentos cada vez mais 
complexos, tanto em termos de configuração geométrica quanto 
da física do escoamento, incluindo casos com regiões ext.ensas 
de separação. Entretanto, tipicamente a comunidade d,__·,nvol
veu métodos que se propõem a resolver exclusivamente problemas 
para escoamentos em regime compressível ou exclusivamente para 
regime incompressível. 

O método mais popular para tratamento de escoamento incom
pressível é o apresentado por Patankar e Spalding (1972) e Patan
kar (1981), sendo baseado na solução das equações de Navier
Stokes de forma segregada e usando procedimentos de correção 
de pressão com formulação de volumes finitos . A discretização do 
domínio de cálculo é feito com malhas desencontradas ("stagge
red"), para evitar problemas de oscilação nos valores de pressão. 
Outra abordagem para calcular escoamento incompressível é a 
solução da equação de Poisson para pressão, buscando satisfazer a 
continuidade, como aborda o trabalho de Sotiroponlos e Abdallah 
( 1992), empregando a formulação para variáveis primitivas (velo
cidade e pressão). Ainda com respeito a métodos que empregam 
a equação de Poisson para pressão, o trabalho apresentado por 
Gresho ( 1991) faz um estudo sobre alguns aspectos das equações 
de Navier-Stokes incompressíveis. Estes autores também mostram 
o cuidado existente na definição das condic6es de contorno para a 
equação de pressão. 

Buscando resolver também escoamentos compressíveis, vários 
autores aperfeiçoaram estes métodos para permitir o tratamento 
deste tipo de escoamento, como Karki e Patankar (1989). Outros 
autores modificaram o método de correção de pressão citado, vi
sando trabalhar com variáveis colocalizadas (por exemplo, Marchi 
et ai., 1989 e 1990). Estes métodos possuem uma boa eficiência, 
observando o aspecto de razão de convergência, porém tornam
se sensíveis quanto a qualidade da discretização e os gradientes 
presentes. 

É sabido que os métodos de correção de pressão possuem uma 
dissipação numérica embutida no próprio método e não permitem 
um controle desta dissipação de maneira direta, isto é, não existe 
um coeficiente ditado pelo usuário que permita uma maior ou me
nor quantidade de difusão numérica. Este controle é realizado 
via discretização numérica simplesmente, o que acaba gerando 
um número de pontos elevados e, no caso de malhas estrutura
das, gera uma discretização elevada em regiões desnecessárias. 
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Como consequência, o tempo de processamento e a capacidade 
de armazenamento tornam-se elevados, podendo tornar inviável a 
sua aplicacão. 

Para aplicação em escoamentos transõnicos e supersónicos, fo
ram desenvolvidos métodos que resolvem o sistema de equações 
de Navier-Stokes para variáveis conservadas , e adotam a equação 
constitutiva do gás perfeito e da energia total (ou entalpia) para 
o acoplamento pressão-velocidade. Um dos métodos mais popu
lares com esta abordagem é o de Beam e Warming (1978), onde 
o sistema de equações é resolvido por um método implícito. A 
dissipação artificial foi abordada por vários autores como Pu
lliam e Steger (1980) e Pulliam (1986) para os métodos de dife
renças finitas. Na abordagem de volumes finitos para escoamentos 
compressíveis os trabalhos de Jameson et ai. (1981) e MacCor
mack (1985) são tomados como referência e mostram eficiência 
e simplicidade para o tratamento deste tipo de escoamento. To
dos os métodos que se baseiam nestes citados aqui resolvem as 
equações de Navier-Stokes de forma acoplada e usam variáveis co
localizadas. Isto permite uma simplicidade do código, tornando
os, por consequência, mais eficientes. A precisão e a boa definição 
de descontinuidades severas como choque é incontestável para es
tes métodos, permitindo tratar até escoamentos supersónicos com 
uma discretização relativamente modesta. Estes métodos, errtre
tanto, tendem a apresentar dificuldades de convergência quando o 
número de Mach se ô .. Qrna muito baíxo, e o escoamento se aproxima 
do limite incompressível. 

O cálculo de escoamento incompressível, isto é, com número de 
Mach menor que O, 15, torna-se muito difícil com estes métodos 
que a equação da continuidade é resolvida com base na densidade. 
Este e outros motivos são apresentados por Chen e Pletcher (1991) 
para explicar porque as formulações usuais baseadas em variáveis 
conservadas nãQ. são adequadas para tratamento de escoamentos 
incompressíveis. Tendo em vista os pontos apresentados, esses au
tores propõem um método para solução de escoamentos para toda 
a faixa de velocidade. O método proposto pode ser classificado 
como um método de correção de pressão, da mesma forma que 
o esquema de Karki e Patankar (1989) . Como consequência, a 
difusão numérica intrínseca no método não permite uma solução 
precisa para escoamentos transõnicos e supersónicos. 

Os trabalhos recentes de Martins e Azevedo (1993) e Martins 
(1994) mostraram uma forma viável de se ter t.m único código 
capaz de tratar tanto escoamento incompressível, com número 
de Mach ao redor de 0,05, até escoamentos transônicos e su
persónicos. O método apresentado por estes autores tem como 
base as equações de Euler na forma conservativa, sendo , porém , 
resolvidas para as variáveis primitivas p, u, v e T. A densidade é 
substitufcla pela equação constitutiva dos gases perfeitos, ou seja, 
p =: b. O processo de integração temporal é baseado no método 
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de Beam e Warming (1978), adotando uma discretização espacial 
em malhas estruturadas. 

O trabalho que os autores apresentaR\ aQui consiste em adotar, 
basicamente, a filosofia de malh&.s não-e510ruturadas para o método 
proposto anteriormente. Porém, .::ornO" um processo implícito 
de integração temporal na forma como é proposta por Beam e 
Warming (1978) acarretaria na solução de uma matriz de blo7 
cos esparsa, foi adotado um método de integração explícito do 
tipo Runge-Kutta, seguindo os trabalhos de Jameson e Mavri
plis (1986) e Mavriplis (1988), entre outros. A filosofia de volu
mes finito~ adotada baseia-se naquela apresentada por Jameson 
et al. (1981), empregando-o para discretização não-estruturada 
na forma proposta pelos autores citados anteriormente, com as 
variáveis centradas nos nós. 

O método proposto foi avaliado neste trabalho quanto a sua 
aplicabilidade em soluções de engenharia, simulando o escoamento 
em tomo de uma configuração típica automobilística do tipo 
"cavalo-baú". Os resultados foram comparados qualitativamente 
com os de um código comercial (FLUENT /UNS), que emprega o 
método de volumes finitos baseado em correção de pressão para 
malhas não-estruturadas. 

EQUAÇÕES GOVERNANTES 

As equações adequadas para simular os escoamentos de inte
resse no presente caso são as equações de Navier-Stokes com
pressíveis com média de Reynolds. Uma vez que os problemas 
de interesse serão tratados como bidimensionais, estas equações 
podem ser escritas em forma adimensional, com a densidade subs
tituída pela equação de estado p = -/r, como ~egue. 

onde 

âQ (g) + âE (g) + âF (g) = âEv (g) + âFv (g) (
1

) 
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(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

O método desenvolvido neste trabalho é de volumes finitos, 
logo as equações de Navier-Stokes devem ser colocadas na forma 
integral. Desta forma, integrando a Eq. 1 no volume e aplicando 
o teorema de Green, tem-se 

!!_ jj QdV + r C. ndS = r fJ · ndS, (12) 
ât v Js J s 
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onde 
C= Ei+ F), (13) 

D = Evi+ Fv) (14) 

e 
ndS = dyi- dx). (15) 

Baseado em Jameson et ai. (1981), é possível aplicar o con
ceito de média ponderada no volume, resultando em um vetor de 
propriedades conservadas médio, Q, expresso por 

Q= ~ J l QdV. (16) 

Substituindo, então, as expressões acima na Eq. 12, esta resulta 
em 

âQ 1 1 1 1 - +- (Edy- Fdx) = - (Evdy- Fvdx) 
ât v s v s 

(17) 

A formulação apresentada para as derivadas contidas nos veta
res de fluxo viscoso Ev e Fv é baseada naquela apresentada por 
Barth e Jespersen (1989), onde o gradiente de uma propriedade 
é obtido por integração ao longo da superfície que circunda o vo
lume de controle. Estes autores discutem as condições e restrições 
deste tipo de abordagem para o cálculo do gradiente. 

MÉTODO NÚMERICO E MARCHA-NO-TEMPO 

Embora a formulação esteja escrita em forma conservativa, Eq. 
1, deseja-se resolver estas equações em termos do vetor de pro
priedades primitivas, g. A forma encontrada para permitir esta 
transformação de variáveis é apresentada por Martins (1994) e 
Martins e Azevedo(1993), e consiste na aplicação de uma matriz 
jacobiana propriamente desenvolvida para esta finalidade, trans
formando a solução baseada em variáveis conservadas para solução 
em variáveis primitivas. Esta matriz jacobiana é representada por 

D= âQ 
âg . (18) 

Usando as propriedades do cálculo diferencial, pode-se obter o 
valor de AQ pela expressão 

âQ 
AQ= -Ag, 

âg 
(19) 

e seu inverso tan1hém é obtido diretamente, resultando na ex
pressao 

Ag = D- 1 AQ. (20) 
A matriz jacobiana D e sua inversa D-1 é apresentada por Mar
tins (1994). 

A discretização temporal de forma explícita é simples e direta. 
Os valores das propriedades no instante de tempo seguinte podem 
ser obtidos por 

9n±1 = gn + At (âg)n 
Dt . (21) 

Para efetuar a integração temporal foi utilizado um caso parti
cular de urna vasta gama de métodos de Runge-Kutta, tendo
se escolhido um esquema de cinco estágios que proporciona forte 
amortecimento dos erros de alta frequência, conforme sugerido por 
Mavriplis (1990). Conforme este autor, o método com os coefi
cientes sugeridos permite trabalhar com malhas múltiplas, sendo 
este tipo de abordagem desejável para acelerar a convergência em 
malha fina para o estado estacionário, embora o trabalho apresen
tado aqui ainda não tenha implementado tal processo. Com base 
no exposto, o método de marcha no tempo fica 

9o = 9n 

i o . 8(q1-l) . 
g = g + a,At Bt , t = 1, ... , 5 
gn±1 = 9s , 

(22) 

onde os valores de <>k são dados por Mavriplis (1990) e por Aze
vedo e Dourado (1991). 

A expressão final para cada um dos estágios do método de 
Runge-Kutta, após a substituição conveniente das equações ante
riores 

g' o ( , 1)-1 cv,At [ r 
g - D- ---y- Js (Edy- Fdx)-

1 (Evdy- Fvdx)] . (23) 



DISCRETIZAÇÃO ESPACIAL E DISSIPAÇÃO ARTIFICIAL 

O m étodo de discretização espacial adotado neste trabalho é 
equivalente a um esquema de diferenças centradas. Uma vez que 
o trabalho adota o conceito de volumes finitos com propriedades 
centradas nos nós (Mavriplis, 1990), isto significa que as integrais 
ao longo da fronteira do volume de controle, indicadas na Eq. 23, 
são avaliadas pela regra do trapézio. 

O uso de uma formulação centrada causa o mesmo problema 
de desacoplamento das equações existente nos métodos estrutura
dos. · Para coutornar este problema, é acrescentado à Eq. 23 um 
termo de dissipação artificial consistindo de uma combinação de 
operadores harmónicos e bi-harmônicos, responsáveis pelo amor
tecimento de erros provocados por choque e por desacoplamento, 
respectivamente (ver Jameson e Mavriplis, 1986, Mavriplis, 1988 e 
Dourado e Azevedo, 1992). Os termos de dissipação artificial são 
idênticos àqueles apresentados por Dourado e Azevedo (1993), ex
ceto que no presente contexto de propriedades centradas nos nós o 
volume de controle para integração é formado pela união de todos 
os triângulos que concorrem para o nó em quetão. 

CONDIÇÕES DE CONTORNO E INIC IAIS 

As restrições impostas pelas condições de contorno, principal
mente no cálculo da condição de contorno de parede do tipo sem 
escorregamento, motivaram o uso da formulação com proprieda
des centradas nos nós . Basicamente quatro tipos de condições de 
contorn o foram implementados para simular os casos estudados, 
sendo eles: condição de parede sem escorregamento, condição de 
parede com velocidade imposta, entrada subsônica (ou componen
tes de velocidade e temperatura prescritas) e saída subsônica (ou 
pressão prescrita). Nesta primeira etapa do desenvolvimento do 
método , as condições de contorno não-reflexivas baseadas nos in
variantes de Riemann, sugeridas por Jameson e Baker (1983) e 
Long et ai. ( 1991) , não foram implementadas. 

A condição de contorno do tipo parede sem escorregamento 
deve ser tal que não exista velocidade do fluido na parede. Esta 
condição é facilmente obtida com volume de controle centrado no 
nó, fazendo simplesmente as componentes de velocidade nulas nos 
nós sobre a fronteira deste tipo de contorno. A condição de parede 
adiabática também foi associada à parede, e o gradiente de pressão 
normal foi admitido nulo. Deve ser observado que a imposição de 
velocidade nula nos nós sobre a parede automaticamente satisfaz a 
condição de fluxo nulo para os termos convectivos e a condição de 
não escorregamento nos termos viscosos. Caso tivesse sido ado
tado a abordagem de volumes centrados nas celas, a imposição 
desta condição dependeria de cálculo de componentes tangenciais 
e normais à parede, não implicando em uma formulação robusta 
(ver Mavriplis 1990) . Resumindo , as condições de contorno utili
zadas na parede ficam expressas por 

8p 8T 
u = o, v = o, - = o, - = o . 

81) 8ry 
(24) 

A condição de contorno do tipo entrada (subsônica) consiste na 
imposição dos valores das componentes de velocidade e da tempe
ratura nos n ós definido" com este tipo d e condição de contorno, 
enquanto que a pressão é calculada diretamente pelo método, se
melhante ao apresentado para a condição do tipo parede. Quanto 
à condição do tipo saída (subsônica), es ta consis te na imposição 
da pressão nos nós posicionadosna fronteira de saída. Para este 
tipo de condição de contorno, as componentes de velocidade e 
temperatura são obtidas diretamente do cálculo das equações dis
c re tizadas, como nos casos anteriores. Raciocínio semelhante é 
empregado para a condição de fronteira móvel, onde as componen
tes de velocidade são impostas e as demais variáveis são mantidas 
com o valor calculado pelas equações discretizadas. 

RESULTADOS 

Duas configurações básicas foram estudadas no presente traba
lho, a primeira configuração consistindo d e uma geometria bidi
mensional automobilística básica do tipo "cavalo-baú", tendo seus 
resultados comparados com os obtidos com FLUENT /UNS (para 
malhas não-estruturadas), e a segunda consistindo do escoamento 
laminar sobre a placa plana com os resultados comparados com 
resultados analíticos. 
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Figure 1: Malha sobre a configuração Cavalo-baú gerada 
pelo 1-Deas. 

Figure 2: Campo de velocidade com a malha veicular 
# 1 obtido com o presente método. 

Para simular a presença do solo em movimento relativo ao 
veículo, no caso da configuração "cavalo-baú", uma condição de 
parede móvel foi aplicada na fronteira inferior do domínio. O 
veículo foi colocado em um escoamento livre com velocidade igual 
a 25mfs, pressão igual a 105 Pa e t emperatura ambiente igual a 
293K. O comprimento de referência foi a altura do baú, igual a 
3m, resultando em um número de Reynolds igual a 4, 92 X 106 . As 
equações apresentadas nas Eqs. 1 à 11 foram adimensionalisadas 
conforme apresentado por Chen e Ple t ch er (1991), enquanto as 
equações resolvidas pelo FLUENT /UNS foram usadas na forma 
dimensional. 

A primeira malha computacional que discretiza o domínio, 
apresentada na Fig. 1, foi gerada pelo programa de modelamento 
geométrico I-DEAS , largamente empregado para as finalidades de 
CAD e CAE na área de análise estrutural. Esta primeira malha 
será chamada de malha veicular #1. Pode-se notar nesta figura· 
que a concentração de nós se dá na região próxima ao veículo 
d e forma uniforme, próprio de um código destinado à análise de 
tensões e que não sofre nenhuma espécie de informação de redis
tribuição de nós e de refinamento. Esta malha foi utilizada tanto 
pelo método apresentado aqui quanto pelo FLUENT /UNS. 

O primeiro resultado com a malha veicular #1 foi obtido com 
o método apresentado neste trabalho , e o campo de velocidade 
nas proximidades do veículo é apresentado na Fig. 2. Neste caso, 
os coeficientes de dissipação artificial de quarta ordem e segunda 
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Figure 3: Malha sobre a configuração Cavalo-baú gerada 
pelo GEOMESfi+FLEUNT/UNS. 

ordem tiveram seu valores iguais a 3/256 e O, 5, respectivamente . 
O número de CFL para cálculo do incremento temporal foi im
posto igual a O, 5 para este primeiro resultado. Na Fig. 2 pode
se observar o escoamento com recirculação na parte traseira do 
veículo, um escoamento preferencialmente ascendente entre o "ca
valo" e o "baú", urna vista parcial da recirculação na parte supe
rior do "baú" e um fluxo reverso sobre o "cavalo". Os contornos 
de número de Mach mostraram a suavidade dos resultados obti
dos. Pôde-se notar também a representação do vórtice na parte 
traseira (escoamento de base). Os contomos de pressão sobre o 
veículo mostraram suavidade desta propriedade, apresentando en
tretanto oscilações na região da esteira mais afastada do veículo 
devido a cüscretização mais reduzida nesta região. Os contornos 
do rotacional da velocidade mostraram cuavidade e elevada in
tensidade na região próxima à paredf·. , >rincipalmente onde existe 
descontinuidade da geometria. 

Esta malha também foi utilizada para solução do escoamento 
pelo FLUENT /UNS. Os resultados com o FLUENT /UNS não 
es tão apresentados aqui devido às restrições de espaço. Entre
tanto são qualitativamente bastante semelhantes aos obtidos com 
o método proposto no presente trabalho, exceto que apresentam 
estruturas vorticais mais intensas. 

Para gerar urna malha com refinamento localizado, própria 
para tratamento de escoamento viscoso, foi escolhido a opção de 
obter urna malha gerada pelo GEOMESH e refinada pelo FLU
ENT /UNS após urna primeira rodada, ao invés de produzir um 
conversor de dados para o 1-DEAS para usar a sua capacidade de 
refinamento adaptativo. A malha obtida pelo processo baseado no 
GEOMESH e FLUENT /UNS é apresentada na Fig. 3, sendo utili
zado o Txy como critério de refinamento. Esta malha será denomi
nada de malha veicular #2. O campo de velocidade calculado com 
o método apresentado, com esta discretização, é apresentado na 
Fig. 4, enquanto que o campo de velocidade obtido empregando
se o FLUENT /UNS. é apresentado na fcig. 5. Pode-se constatar 
em ambos os resultados a presença de vórtices no escoamento na 
traseira do veículo. As maiores diferenças, neste caso consistem 
em: o presente método captura uma circulação reduzida entre o 
ucavalo" e o "baú", enquanto o código cornercial captura un1 es
coamento do tipo cavidade aberta; na parte inferior do "cavalo" 
observa-se uma pequena recirculação no resultado apresentado no 
detalhe da Fig. 5, enquanto que esta recirculação não está pre
sente na Fig. 4; e as recirculações presentes na parte superior 
traseira do "cavalo" são mais intensas no resultado da Fig. 5 que 
naquele da Fig. 4. Nos contornos de número de Mach empregando 
o método ápresentado, é observada uma distribuição suave desta 
propriedade, semelhante ao obtido com o código comercial, sendo 
observadas, inclusive , as regiões de recirculação e esteira. Os re
sultados obtidos com esta malha assemelham-se àqueles obtidos 
com a primeira, utilizando o mesmo nível de dissipação artificial 
adotado para o primeiro caso. 

O campo de velocidade obtido sobre a configuração veicular 
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Figure 4: Campo de velocidade com a malha veicular 
#2 obtido com o presente método. 
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Figure 5: Campo de velocidade com a malha veicular 
#2 obtido com FLUENT/UNS. 

Figure 6: Campo de velocidade com a malh a veicular 
#2, obtido com o presente método e o segundo rnodelo 
de dissipação artificial. 



Figure 7: Contornos de número de Mach com a malha 
veicular #2, obtido com o presente método e o segundo 
modelo de dissiração artificial. 

zs ... __ , 
75 

Figure 8: Malha sobre a placa plana. 
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com o método presente, tendo o termo de dissipação artificial 
moclificado para ser ponderado pela velocidade característica, é 
apresentado na Fig. 6, onde a malha computacional é aquela em
pregada nos últimos resultados apresentados. Esta modificação 
foi realizada porque os resultados anteriores pareciam indicar a 
existência de dissipação artificial excessiva, o que estaria des
truindo a intensidade das estruturas vorticais presentes no escoa
mento. Desta forma, baseado nos resultados de Marcum e Agar
wal(1992), implementou-se também um procedimento de pon
deração dos termos de dissipação artificial pelo maior autovalor 
das matrizes jacobianas. Este procedimento é também semelhante 
ao apresentado por Mavriplis (1990) . Estes novos termos de dis
sipação artificial serão utilizados nos resultados apresentados a 
seguir. 

Pode ser vista na Fig. 6 uma esteira bem mais longa na parte 
traseira do veículo, com vários vórtices caracterizados, regiões de 
recirculação na porção inferior do espaço entre o "cavalo" e o 
baú, na parte superior do ucavalo" e duas regiões conl vórtices na 
p~~orte superior do "baú". Fica nítida a considerável melhora dos 
resultados obtidos com este termo de dissipação. Outro detalhe 
que deve ser apontado é referente ao nível de dissipação artific ial 
utilizado neste resultado, sendo igual a 1/256 o valor da constante 
de quarta ordem e igual a 0.1 o valor da constante de segunda 
ordem. A configuração da distribuição suave do número de Mach 
é apresentada na Fig . 7, sendo possível facilmente identificar as 
regiões de recirculação e do escoamento na esteira e camada limite. 

A segunda configuração avaliada como presente método consis-
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Figure 9: Perfis de velocidade U versus 11 para o primeiro 
e segundo caso. 

tiu do escoamento sobre uma placa plana, em regime laminar, com 
número de Mach no infinito igual a O, 05 e O, 5. No primeiro caso 
a placa possuía um comprimento tal que o número de Reynolds 
em x encontrado no final da placa era de 105 . No segundo caso o 
número de Reynolds em x para o final da placa estava em 106 . A 
malha computacional utilizada é apresentada na Fig. 8. 

Na Fig. 9 é apresentado o resultado normalizado e comparado 
com a solução de Blasius, para o primeiro caso nas estações com 
o Rex indicado na figura, juntamente com um resultado do se
gundo caso. No primeiro caso, os termos de dissipação artificial 
não possuíam ponderação pelo maior autovalor, enquanto os resul
tados do segundo caso pos~uem os termos de dissipação artificial 
ponderados pelo maior autovalor. Po<. l.'hservar o maior afas
tamento dos resultados '>ara Rex maio,·es para o primeiro caso. 
Um motivo para esta variação consiste: no fato que a fronteira su
perior da malha computacional não possue altura suficiente para o 
número de Reynolds em questão, provocando interferência com as 
condições de contorno. Porém isto não invalida os resultados mos
trado aqui pois eles são comr uados a outras estações semelhantes 
com o segundo resultado. 

A comparação com o segundo caso mostra que o termo de dis
sipação melhor ponderado resulta em um perfil de velocidade mais 
próximo do teórico. Se for observado o comportamento do perfil 
de velocidade ao longo de várias estações nos resultados apresen
tados na Fig. 10, esta influência do modelo de dissipação pode s"r 
continuada. Nesta figura estão colocados os resultados obtidos 
com o segundo raso para várias estações, sendo facilmente obser
vado a sobrevelocidade existente na região próxima à borda da 
camada limite. Este problema também é percebido por Marcum 
e Agarwal (1992), devido ao problema de dissipação artific ial e 
método de marcha-no-tempo. 

CONCLUSÕES 

Os resultados apresentados mostram a viabilidade do método 
ser empregado para o estudo de aerodinâmica de veículos, pos
sibilitando trabalhar na região de baixa velocidade onde o esco
amento é praticamente incompressível. A versatilidade da dis
cretização com malhas não-estruturadas mostra também a vanta
gem de uma discretização localizada, permitindo tratar facilmente 
geometrias complexas e escoamentos com gradientes bastante lo
calizados, como os existentes nos problemas de camada limite e 
esteira. A grande contribuição deste trabalho foi justamente apre
sentar um métor'.:> que permite atacar problemas de escoamento 
incompressível e compressível ao mesmo tempo e com o mesmo 
código, e permitir uma discretização localizada de modo fácil e 
direto, que viabilize facilmente o refinamento auto-adaptativo. 

Porém as discrepâncias com os resultados obtidos com códigos 
comerciais e resultados teóricos sugerem a necessidade de um 
maior estudo nos fatores que influenciam este método, bem como 
a avaliação de termos que possam melhor r epresentar a física do 
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Figure 10: Perfis de velocidade U versus TJ para o se
gundo caso. 

problema. Estudo de termos de dissipação artificial mais adequa
dos, comportamento do método com o refinamento da malha e 
com os coeficientes de dissipação artificial devem ser vistos como 
tópicos para trabalhos futuros. 
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ABSTRACT 

A numerical method is presented for the solution of the 2-D, 
Reynolds-averaged Navier-Stokes equations . A formulation for 
ali speed regimes is implemented in an unstructured grid context. 
Two types of artificial dissipation operators are evaluated, and the 
results are compared with analytical data and numerical results 
obtained with the FLUENT /UNS code. Laminar compressible 
and incompressible flow over a flat plate and truck-like configura
tion were studied in the present work. 
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SUMARY 

An unstructured mesh generator using triangular elements, based on the Advancing Front Method, is presented A diagonal 
clzanging criteria and two smootlzing methods are discussed Tlz e jirst, referred as Method of the Triangles, "pulls and puslzes" lhe sides 
of the triangles decreasing deformation and approaching to equilateraltriangles. The second, referred as Method of the Polygons, takes 
polygom made of neighbours triangles. One node of the mesh lavs inside the polygon and this smoothing method moves that nade to tire 
centre of the polvgon. The limits of smoothing are shown. Some results illustrate the whole process. Examples are shown of meshes 
ohtained in lhe inferior region of a wind tunnel and also in lhe exterior region of a group of cylinders. A qualitative analysis of 
genera!ed wtstructu red meshes is proposed, in analogous way to lhe cri teria presented by Meneghini and Pimenta ( 1989) in respective 
lo the onhogonalitv ofstruc/Ured meslzes. 

INTROD UCTION 

Thc development of algorithms based on un structured meshes 
ts becoming one of thc most importan t arcas of research in 
modem Computalion Fluid Dynamics (CFD). ln an unstructured 
mesh, the number of nodes surrounding a particular one is not 
necessari ly constant throughout the grid. Thi s property is 
particularly useful when dealing with complex geometries and 
when one is concerned with automatic adaptivety. Examples of 
cases where much atten tion must be paid to mesh generation can 
be found in simulations of tlow induced vibration in cross-tlow 
heat exchangers, and wave and vortex-induced vibration 
problems in Marine Technology. Thi s later ca,e, has been 
extensively studied in University of São Paulo (USP), and CFD 
has recentl y paid an important role in research projects in thi s 
arca. 

ln this paper, the Advancing Front Metlwd, as defi ned by 
Peraire et ai.( 1990), is presented in a detailed manner and some 
smoothing techniques applied to generated meshes are di scussed. 
Results of generatcd meshcs in thc interior region of a wind 
tunnel and the externa! region of a group of circular cylinders are 
discussed. Thesc examples are related to those research projects 
being carried out in USP. ln thesc projects the main objective is 
to use CFD to simulate the llow through passages with arbitrary 
geometry and vortex-induccd vibrati on in group of ci rcular 
cylinders. ln thi s paper only thc aspects of mesh generation are 
discussed. ln the first o f those projects a finite volume based 
method is used with tri angular volumes and mesh points ccntred 
at the circumscripted point of each trianglc. ln the second one, a 
hybrid finite volume and a discrete vortcx method, Le. an 
Euleri an-Lagrangian Method, is used. The reader is referred to 
the book by Maliska ( 1995) fo r more information about the use 
of finite-volume method with unstructured meshes. 

The unstructured mesh generation process is given in three 
steps. The first step is the generation process itself, that consists 
of filhn g up a domain with elements, here triangles. The second 
step consists of analysing the original mesh generated in the first 
step and making small arran)!ements through changes of some 
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connectivity relations. And the third step is the smoothing of the 
mesh, that is obtained by moving the nodes to different positions 
that confers to the whole mesh a better configuration . 

Following the sarne order, thi s text explains how to generate 
an initial unstructured mesh. Then, the diagonal changing process 
is shown, and some connectivity relations and the preparation of 
the mesh to be smoothed is discussed. The next section explains 
the smoothing process itself. Two methods are shown. A brief 
desuiption of the limits of the smoothing process is given before 
showing and discu ssing some results. ln the last section , the 
quality of generated meshes are discussed based on a quantitative 
measurement of a integral property, which is defined in that 
section. Thi s concept is analogous of that suggested by 
Meneghini and Pimenta ( 1989) to quantify the orthogonality 
property of a structured mesh. 

UNSTRUCTURED MESH GENERATION 

The unstructured mesh generation method presented here is 
based upon the Advancing Frmll Method, fo llowing Peraire et 
ai.( 1990) and George ( 1991 ). Thi s is a cychc method that fills 
with triangles a determined arca (The Domain). The advance is 
given towards the central region of the domain forcing it to be 
complctely full of tri angles. The triangles will he taken as control 
volumes for the apphcation of the numerical code. 

The contour of the domain is the starting point for the mesh 
generation process. The first step to be taken is to discretize the 
contour line in singular points. These poims, linked by line 
segments, defi ne the polygonal contour of the domain. This 
polygonal contour corresponds to the initial front (Fi gure I). 

00 
Figure I - The domain contour discretization. 

1 



The creation of the triangles (or elements) is given from the 
initial front. The segments of the front are the sides of the 
triangles. Each time a triangle is created the front ha:; to be 
updated. The contour of the domain never changes, but lhe front 
advances towards the centre as a spiral. 

Each two consecutive segments of the front define an angle a 
Depending on the measure of this angle, there are three different 
ways to follow on the triangles creation procedurc. Givcn IL and 
SL, Inferior Limit and Superior Limit, respectively, these ways 
are defined as: 

(a) for IL <::a <:: SL 

~5 

Figure 2- Trianglcs generation for case (a). 

Two trianglcs are generated in this case as the dashed !ines 
show in Figure 2. Noticc that S belongs to the bissetrix of a. 
George ( 1991) gives the fol!owing rccommcndation for lhe 
triangles to bc approximately equilateral: 

I 
dSS1 = Ó(2dS,S, + 2dS,S 4 + dS 1S 2 + dS 4 S,). 

George also says that it is necessary to ensure' that 

n n 
-<::P<::(2n--) 
5 5 

n n 
-<::y<::(2n--). 
5 5 

and 

(b) fora> SL 

~-
~ ~ 

Figure 3- Triangles generation for case (b). 

Onc trianglc is created as the dashed !ines show in Figure 3. 
The ratio betwcen the height and the base of the triangle h as to be 

.J3 to assure the trianglcs crcated are equilateral. 
2 

3 
(c) for a <::_rr (Figure 4) 

5 

-v--
Figure 4- Triangles generation for case (c). 

One triangle is obtained through the union of the two 
segmcnts, as showed by the dashed line in Figure 4. However, it 
is first necessary to verify the possibilities of creating triangles 
according to case (a) and (b). lf it is not possible, then this case 
should be verified. 

As seen in cases (a) and (b), to generate a triangle is 
necessary to define a new point inside the domain. The 
determination of this point follows the geometric criteri :1 sccn in 
cases (a) and (b). Howevcr, to assure that this new point is not in 
a bad position, it is necessary to make a verification. This 
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verification finds out if the new element is overlaying any 
existing element or if it crosses the borders of the domain. 

lf, in spite of the conditions in cases (a) and (b) be satistled, 
an irregular position for the new point is verified, the new 
triangle(s) cannot be created. Otherwise the triangle(s) are created 
and the front updated. 

After the creation of a new element in the mesh, the front 
nceds to be updated. For cach one of the three cases of generating 
triangles, (a) through (c), thcrc is one different process of 
updating the front. The processes I, II and III below refers to lhe 
cases (a), (b) and (c) respectively. 

1- This is the simplest of the thrce processes. Two triangles are 
crcatcd, and the segments of thc front that wcre used to settle the 
triangles. are not part of the front anymorc. The two new 
scgments that carne from the creation of the triangles assume their 
positions in the front (Figures 5 and 6). 

~ 
Figure 5 - Front beforc updating for case (a). 

~ -, i ,' 
-._i_,' ',,, 

Figure 6- Front after updating for case (a). 

An example of this procedure can be seen in Figure 7: 

2 2 

0 3 WJ 
8 ~ 8 4 

5 6 5 

6 

before after 

Figure 7- Updating of the front for case (a) . 

II- ln this process one triangle is created over a segment of the 
front. The front bcforc the trianglc crcation can be seen in tigure 
8. 

~ 
Figure 8- Front before updating for case (b) . 

After the trianglc creation the front turns into that of Figure 9. 

A ;/ ........ "" 
Figure 9- Front aftcr updating for case (b). 



ln this proccss onc scgmcnt was added to the front. Because 
of it. the front updating process is more complex. ln Figure 9, the 
first side of the ncw trianglc hccomes scgmcnt 2. From therc on 
the scgmcnts are renumhcred until scgmcnt I , which is not 

clwnged. Figure I O shows I h is updaling of lhe front. 

I 

91~~ 
~ 

before af"'r 

Figure I O- Updating of thc front for case (h). 

III - This process is opposite to process 11. Onc segment is 
suhtracted from the front (figures I I and 12). 

Figure li - Front hcfore updating for case (c). 

1 2 ] 

~ · .. _ ... 

Figure 12 - Front artc r updating for case (c) . 

Thc new scgmcnt from lhe trianglc creatcd hecomes scgment 
2. From therc on thc segments are renumbercd unlil scgment I 
which is nol changcd. An example can bc seen in Figure 13 . 

before after 

Figure 13- Updating of thc front for case (c). 

The mesh generation is made through successive triangles 
creation . Therc is a pointer that indicates thc segmenl that is 
heing uscd. Arter the creation or not of a ncw triangle this pointer 
points to the next segment of the front. ln this way, lhe front is 
roamed, the elements are created and the front updated. When the 
front is made only of three segments , these segments are the sides 
of thc last created trianglc and lhe mesh gencration process is 
over. An example can be found in Figure 14. 

Figure 14 - End of the mesh generation 
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DIAGONALS CHANGING 

At this point the mesh is gencrated and before smoolhing it i~ 

desirahle to adjust some aspects. Two triangular element> 
together make a quadrilateral (Figure 15). 

Figure 15 - A quadrilateral and a diagonal. 

The dashed line is lhe diagonal of the quadrilateral. Thi; 
diagonal is what defines the two lriangles. There is anothe1 
possihility for thc diagonal that is shown in Figure 16. 

Figure 16- A different possibility for the diagonal. 

Notice thal none of the nodes are moved. Ali the coordinates 
data are kept intact, only what changes is the coneclivity relation 
betwecn the nodes. Howevcr, there is an improvement in lhe 
quality aspect, what is exactly desirable. The criteria used lo 
detinc which diagonal is thc best is based on the angles of the 
quadrilateral. The diagonal musl be in lhe biggest angle of ali. 

SMOOTHING: THE METHOD OF THE TRIANGLES 

Smoolhing the mesh consists in moving the nodes to enhance 
the qualily of the elements. The conneclivity relations are kept 
intaet, but the coordinates of the nodes are changed . 

. The Method of the Triangles is based upon the ratio between 
the triangles sides. An equilateral triangle has ratio I because ali 
the sides are equal. Triangles with grcat distortion need to bc, 
rearranged in order to obtain near to equilateral triangles. This is 
done by moving the nodes of the mesh (Figure 17). 

~ .. ········· ····· ... 

~ ·· · ·····----·. 

Figure 17 - A disturted triangle heing smoothed. 

This procedure is adoptcd for ali triangles , one after the other. 
The movement of the nodes is slow in arder to protect thc 
integrity of the mesh. lt is an itcrative method that tinishes when 
the nodes moverr.ent does not affect the quality of the mesh 
anymore. 

SMOOTHING: THE METHOD OF THE POLYGONS 

ln this case the smoolhing is based upon a polygon that 1s 
composed by ali elements that have one same node in common or 
neighbour elements (Figure 18). 

j 
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Figure 18 - A polygon formed of neighbour clcmcnts. 

The common node is the central node of lhe polygon. The 
process consists o f moving this node to lhe gcomctric centre of 
the polygon (Figure 19). 

o-o 
Figure 19 - Moving the central node. 

Thc only nude moved is lhe central one. The rest remain 
intact. Thc procedure is appli ed for ali lhe polygons 10 the mesh. 
Similar to the method be fore, the movement must be done in 
small increments to ensure the integrity of the mesh. Also this is 
an iterative method and fini shes when the nodes movement does 
not affect the mesh quality anymore. 

THE LIMITS OF SMOOTHING 

The process of smoothing thc mesh is like a dispute bctwecn 
the elemcnts in the Method of lhe Triangles and bctwccn the 
polygons in the Method of the Polygons. The proccss scarchcs 
for an cquilibrium of thc strengths and when thi s is achieved, 
nothing cise ean bc donc, thc mesh is ready. 

The original mesh generated establishcs the limits of the 
smoothing procedures and consequently the quality that can be 
obtained in the final mesh . Only polygons that have six sidcs 
allows the construction of equilateral trianglcs. Otherwise the 
triangles must have a distortion. 

Different local refinements also brings some distortion for lhe 
triangles. The interface bctween elements of variable sizes does 
not allow thc construction of equilateral trianglcs. 

DISTORTION FACTORS 

lt is important lo measure the quality of thc mesh generatcd. 
To do this it is necessary to establish some parametcrs to define 
the distortion factors. The ratio between lhe smallest and the 
biggest side of a triangle determines lhe distorlion of this 
clcment. Thc mesh is composcd by elements with dillerent arcas. 
So it is important to take into account thc inlluence of une 
clement over lhe mesh , considcring its art:a. 

The following equation can hc used to determine the Mcsh 
Dislortion: 

L,A, · D, 
MD= ' · 100 (%) 

A 

where 

MD is lhe mesh distortion factor; 

A, is lhe arca of element i; 

D, is lhe ratio betwccn the smallcst and the biggest si de of 

elcment i; 
A "' is thc arca o f thc mesh. 
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Anothcr factor that is important to evaluale is lhe Maximum 
Elemenl Distortion and rcpresents thc distortion of the most 

distortcd elcmcnl according to the ratio D, . This factor is 

rcferenccd as MED and is prcscntcd in a percentile value . 
It is desired thal ' oth factors approach I 00%. what means 

that lhe elcments are equilateral. Low values rcprescnt distorted 
clcments. Su high quality mcshcs havc highcr factors. 

RESULTS 

Two profilcs are shown herc to illustrate lhe process. lt is a 
half diffuscr (scction !PT wind lunncl) and a multiple connccted 
domain formcd hy a group or circular cylinders. The mcsh 
distortion (MD) and thc maximum clement üis,Jrtion (MED) 
factors are cvaluatcd. Thc figures show cach step or lhe 
generation proccss. 

Thc first step is the mcsh gcncration : 

Figure 20- MD 92,21 <Ji, MED 32,51 %. 

The second step is thc diagonal changing process: 

Figure 21 - MD 92,42 % MED 32,51 %. 

The last stcp is thc smoothing. Thcrc are two possible 
processes as discusscd hcfore. thc Triangles Methód and the 
Polygon Mcthod . Figure 22 shows thc mcsh smoothed according 
lo thc Trianglc Method and figure 23 shows the mesh smoothcd 
according lo thc Polygon Method. 

Figure 22- MD 94 ,36 % MED 38,62 %. 

Figure 2:l- MD 94,03% MED 59,71 %. 



Thc ncxt figure shows the ditluser made with a horizontal 
mirror of figure 23 illustrating how to obtain a mesh over lhe 
whole ditTuser using blocks construction. 

Figure 24- Horizontal mirror image of figure 23 . 

A mesh of multi pie connected dornain is obtained in the same 
way. The first step is the mesh generation: 

Figure 25- MD 85 ,06 % MED 34,28 %. 

Thc second step is thc diagonal changing process: 

Figure 26- MD 85.38 % MED 34,50 %. 

The mesh smoothed through the Triangles Method: 

Figure 27- MD 89,93% MED 27,53 %. 

The mesh smoothed through the Polygon Method: 
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Figure 28 - MD 88,27 % MED 46,17 %. 

CONCLUSlONS 

The concepts of rnesh generation and the definition of the 
distortion factors were applied to a half diffuser profile and a 
rnultiple connected domain. The smoothing methods used show 
diiTeren.t valucs for the distortion factors as shown in figures 22 , 
23 and 27, 28. lt can be noticed that the smoothing process 
improved the distortion factors for both methods. 

Factor MD gives an avcrage of thc mesh quality and factor 
MED givcs the range of the elements distortion. Depending on 
lhe problcm to be solveu and the · nurnerical code involved, one 
factor can be more irnportant than lhe other. Future works rnay 
bring a better understanding of the importance of each factor to 
the mesh quality as a whole. 
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RESUMO: Usando diagramas de Voronoi , juntamente com o Método de Volumes Finitos, a solução numérica 
de un1 problema de condução de calor é comparada com a sua solução analítica. O objetivo é o de se anali sar a 
influência da malha na precisão da aproximação do Laplaciano. Uma análise sobre a origem dos erros é apre
sentada. ú luz de trabalhos que tratam de acurácia de Volumes Finitos, revelando s itua~·õcs onde a aproxima
ç;lo do Laplacia!10 ê feita de maneira loca hncmc inconsistente c investigando suas conseqüências. 

INTRODUÇÃO 

A aplicaçào de malhas nào-estruturadas. no úmbito do méto
do de Volumes Finitos. tem aparecido na literatura cm quantida
des crescentes. Ci ta-se os trabalhos de Taniguch : c Kobayashi 
( 1991 ). Taniguc hi et a/ii ( 1991) c Marcondcs et a/ii ( 1994) c o 
livro de Maliska ( 1995 ). como exemplos. 

É pro vúvcl que no futuro muitos dos usu<irios que atualmcnte 
empregam o Método de Volumes Finitos usando malhas ~·egula
res passem a adotar malhas nào-cstruturadas cm seus algoritmos. 
As razôcs sào claras. Malhas não-estruturadas oferecem uma 
grande tlcxibilidadc na discretização de domínios irregulares. 
Outra grande vantagem é a ti1c i!idadc de refinamento local , habi
lidade que torna o programa computacional mais rúpido c mais 
económico no uso dos recursos computacionais. 

Os trabalhos supracitados t~JZcm uso de um tipo especifico de 
malha nüo-cstruturada. Trata-se de malhas que süo geradas atra
vés de um diagrama de Voronoi. 

E 

Figura I - Exemplo de diagrama de V oronoi 

A escolha deste tipo de malha\: motivada por uma caracterís
tica singular que ela apresenta c que a torna cspc~.:i a lmentc indi
cada para problemas envolvendo Mccúnica dos Fluidos ou 
Transferência de Ca lor. Malhas dc Voronoi s;lo localmente orto
gonais. ou seja. a interface entre dois volumes \: ortogonal à linha 
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que une os centros destes vol umes. Além disso. esta linha é divi
dida ao meio pela interface. contribuindo para a precisão de 
derivadas numéricas. ao longo da normal da interface. Estas 
características são válidas para todos os volumes do domínio. 

Mais ainda. esta ortogonalidadc local a torna especialmente 
interessante quando se deseja obter numericamente uma derivada 
normal à essas fronteiras. Esta si tuação surge quando utilizamos 
o 1corcma da divergência para obter aproximações de algumas 
formas simplificadas da equação da energia c da equação de 
Navier-Stokcs. onde aparecem termos envolvendo o operador 
Laplaciano. 

Procura-se neste trabalho fazer uma análise sobre a influência 
do tipo de malha de Voronoi na precisão do calculo do Laplacia
no. Pretende-se. com isto, provocar discussões mais profundas 
sobre as aproximações utili zadas nas soluções numéricas por 
Volumes Finitos. 

CARACTERÍSTICAS DO DIAGRAMA DE VORONOI 

O diagrama de Voronoi é a discretizaçào de uma geometria 
onde cada volun~<' discreto gerado é representado por um ponto 
gerador. A definiçüo de um Volume de Voronoi para o espaço 

~~~2 é: 

Dado um conjunto de n pontos p c uma rcgiélo do espaço ~11 2 • 
o volume de Voronoi para o gerador i é o conjunto de pontos 

( x. y) E ~11 1 que obedecem a: 

onde d[(x. y) - p i ] representa a distância de (x , y) ao i-ésimo 

ponto gerador. 

A Fig. I apresenta um exemplo de um diagrama de Voronoi. 
Pode-se observar que: 

• O segmento de reta AB é ortogonal ao segmento de reta 12 ; 

• A reta que passa por 12 passa no ponto médio de AB; 
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• Qualquer ponto escolhido dentro do polígono 12:14 e~tú mais 
prúx imo do ponto A do que dos outros pontos geradores dados. 

Existem na literatura apresentadas diversas maneiras de se 
obter um diagrama de Voronoi. O algoritmo usado no presente 
trabalho pode ser encontrado em Maliska Jr. ( 1993 ). 

• 

~""' 

\ 
\ \ 

/ 
' i 

• • \., ' . ,,\\·· \ , ' I , 

I \ •. \ . ·· . . ( t>.,\.., .. ·. / ~ 
~"'-. ·\ __ /-í_ P; 

I . 

Figura 2- Volume de controle de integraçi\o 

ANÁLISE DE UM PROBLEMA DE CON DLJÇÀO 

A anúlisc da aeurácia da aproximaçi\o do Laplaciano foi feita 
atravcs do estudo de um problema de conduçüo de calor. 

A cquaçüo que governa o problema de conduçüo c dada por 

- Kv 2T s (2) 

onde K representa a condutividade térmica c S a geraçào de 

energia. 
A equaç;io anterior pode ser integrada cm um volume de Vo

ronoi. como o apresentado na Fig. 2. Ut ilizando-se o Teorema da 
divergência c as seguintes aproximações: 

f [ ?T) (T - r) 
- K -~. dA~A · K-

1 

_.r 
(·n i .i Lp · 

A I J 

JSdV ;: S;V; 
\j 

obt0m-sc a seguinte equaçüo: 

nb A i (T;- T
1

) , 

L ·- · K = Si 
i Y; Lp; 

( .I) 

(4) 

(5) 

onde nb representa o número de vi zi nhos c as demais vari<iveis 
cstüo detalhadas na Fig. 2. 

Uma equaçüo coJno esta c obtida para cada um dos vo lumes 
finitos do domínio e entüo um sistema de equações lineares deve 
ser reso lvido para se obter o va tor da temperatura em cada um 
dos centros dos volumes de Voronoi. 
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Usando~sc sêric de Taylor. pode-se expressar os va lores de 

Ti com sendo: 

Ti = T; +a(xi - x;) + b(y1 - Y;)+c(xi - x;){y1 - y,) + 
(ó) 

d(xi- x;)
2 

+c(y1 - Y;)
2 

+ü(xi - x,f + ... 

onde "a'". "b"'. '"c"'. '"d"' c '"c"' representam os coeficientes de 
Taylor. 

+ 
L/3 ! 

L/3I 
L/3 ! 

• L/3 ! I • 

j = 3 

• 

... 
L/3 

i 
... t... 

j = 2 
III 

..: ... 
L/3 L/3 

I 

...t... 

L3 

... 

Figura .l-Volume de controle usado na primeira anúlisc 

Sem perda de generalidade, pode-se localizar a origem do 
sistema de coordenadas no centro do volume i. para E1cilitar a 
anú li sc que se segue. obtendo: 

'lj = T; + axi + byi + cx_~yi + dx/ + 

o ( 1 o o ' ) cy
1
- +0 x ,x-y , xy-.y.> 

(7) 

A Fig. :l representa um volume de controle que scrú usado 
para titzcr a anúlisc de consistência neste trabalho. Uma malha 
contendo vo lumes como este pode ser vista na Fig. 4. Da Fig. :l 
pode-se obter todas as informaçües ncccssiirias para elaborar a 
Tab. I. 

Tabela I -Características (icomêtricas da malha da Fig . . \. 

x, Y, A, Lp, 

1./.\ -II > /ii. J'!.L/.1 

2 I () 2L!.\ l. 2L!J 
.I -:! 1../3 () L 2L!3 

Considerando o volume '" i". Fig .. \. construiu-se a Tab. 2 .. lit
zcndo uso da Eq . (7). 

Substituindo os valores de T 1 - T, na Eq. (5) c lembrando 

que para todos os vo lumes da malha cm qucstüo V; = L2 1 2 . 

tem-se cntào: 



1 
- 2K(d + c) + 0(1.) = S; _:::_Kc 

:\ 
(X) 

Tabela 2- Valores das temperaturas usando série de Taylor 

J Ti -- T; 

I 
L I ~ · 1) -(a - b) + -(d +c - c)+ O( L 
3 ') 

2 2 4 ) ( 1) -:;- bL +-c L- + O L _, ') 

J 2 4 ) ( 1) --aL+-dL- +0 1: 
.l 9 

Mas. substituindo a Eq. (7) na Eq. (2), cm x, teremos: 

-2 K(J + c) = S (9) 

Comparando-se as duas equações anteriores pode-se observar 
a presença do termo 2/3 Kc que não ini desaparecer quando 

L --) O. Note-se, também, que ··c" é uma derivada cujo valor 
tcndcrú a um valor nüu-nulo com a diminuiçüo do valor de L 
Logo. em tal volume sempre irú existir um erro independente do 
refinamento da malha. 

Outros trabalhos que tratam sobre acurúcia d.:: Volumes Fi
nitos utilizam procedimentos semelhantes ao mostrado aqui. Arts 
( 19X4 ). Turkel (I <JX5 ). Turkcl c colaboradores (I <JX5) c Rossow c 
colaboradores ( 19XX) trabalharam sobre malhas estruturadas. Roc 
( 19X7) discutiu aproximações semelhantes à aqui utilizada, mas 
não ficou restritos às malhas de Voronoi. Nos trabalhos supraci
tados foram discutidas basicamente as equações de Euler. 

EXPERIMFNTACÀO NUMÉ:f~ICA 

De posse da anúlise anteriormente apresentada. implementou
se um programa desenvolvido para a soluçiio do problema de 
conduçüo. 

O problema escolhido rara real izar esta anúlisc foi o de con
dução de calor bidimensional cm um quadrado de lado unitúrio. 
Não há geração de calor c a tcmrcratura é prescrita em toda a 
fronteira do domínio , sendo que para todas as fronteiras foi pres
crito temperatura nula, com cxccçüo da l~tcc superior onde pres
creveu-se a seguinte cundiçüo de contorno 

T(x .y = L)= scn( rrf:-J (lO) 

Este problema foi especificamente escolhido por ser bidimen
sional c por possuir uma soluçàu analítica relativamente simples, 

senh( 7l r~ }en( 7l f:) 
T(x,y) = (li) 

senh( rr) 
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1/ 

Figura 4- Malha triangular I 

No estudo realizado usou-se quatro tipos de malhas distintas. 
A primeira. uma malha cartesiana escolhida por levar a um<t 
aproximaçào reconhecidamente consistente c duas malhas trian
gulares distintas, representadas nas Figs. 4 c 5. A aproximação 
(5) sobre ambas as malhas triangulares é inconsistente, segundo a 
análise previamente realizada. Por último, uma malha contendo 
volumes gerados de forma aleatória foi analisada. Uma malha 
contendo pontos gerados de maneira aleatório pode ser vista na 
Fig. 6. 

/ 

Figura 5 - Malha triangular 2 

Para o cúlculo do erro de cada lll<tlha, primeiramente avaliou
se o erro que cada um dos vo lumes através da Eq. ( 12). A seguir 
determinou-se o erro associado ii malha usando-se a Eq.( I J ). 

Erro; = I OO(l:,nalitiw - Tnumcnco) ( 12) 

Erro'X, = 
N 

( 13) 



J 

I II 

<f 
o 0.1 
a: 
a: 
w 

O.tll 

Figura 6- Malha aleatória 

-· ,../. 
,.;-· -· 

• .. " 
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/ •.' " 
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-·-•-- Malha ('artes ia na 
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• - Malha Tri;mgular 2 

• - Malha Alealória 

0.110 1 '--~~~~~.._1_-~-~~~-'-'-'--~~~~._._,_j 
11310] I)_()] 0.1 

N -112 

Figura 7 - Resultados obtidos 

O algoritmo usado para a solução do sistema de equações li
neares formado quando a resolve-se a Eq. (5) é escrita para todos 
os volumes do domínio, está descrito cm (Pozo e / a/ii, I 995). 

Os resultados para cada uma das malhas citadas são apresen
tados na Fig. 7. 

t 
i 
1 

L/3 : 

I 
I./3 

I 
L/3~ 

L/3 

j=3 
... 

I I . 
~ _J. ___ _ l 

L/3 L/3 L/3 

j=2 
• 

I 

I 
I 

, I 
~-----.. 

L/3 

Figura R- Volume de controle usado na segunda análise 
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Tabela 3- Características geométricas da malha da l'ig. X. 

J . Xi y .I A I L pi 

I -L/3 -l n J2L J2 L/3 

2 2L./3 o L 2L./] 

3 o 2L./3 L 2L./] 

Analisando a figura 7, claramente se vê que, apesar do resul
tado da análise anterior. cm todos os casos apresentados, c cm 
alguns outros que não estão aqui presentes, a discretização discu
tida se mostrou sempre eficaz. 

Para entender o acontecido, fez-se a mesma anúlisc no volu
me apresentado na Fig. X, de onde pode-se obter os dados para a 
elaboração da Tab. 3. 

Usando-se a Eq. (7). c os dados da tabela anterior. determina

se os valores de T 1 -Ti para o novo volume escolhido. 

Substituindo os valores de Ti - Ti na Eq . (5 ) obtém-se: 

2 
- 2K(d+c) + O(L) = Si +-Kc 

3 
( 14) 

Assim. pode-se observar que o erro independente de malha 
continua presente na aproximaçào sobre este segundo volume 
analisado, mas com sinal oposto ao que aparecia naquela feita 
sobre o volume da figura 3. 

Corno nas malhas triangulares analisadas ambas os volumes 
aparecem lado a lado, c como ambos possuem as mesmas dimen
sões, é natural se esperar que o erro da aproximaçüo sobre cada 
um deles seja semelhante. mas com o sinal invertido. Na média os 
efeitos desses erros se cancelam. Certamente uma cxplicaçüo para 
a malha aleatória teria de ser mais sofisticada. 

Para diagramas de Voronoi sobre polígonos rcgu lares uma 
análise similar mostra a ausência de termos de erro independc~llc 
da malha. Excelentes resultados podem ser encontrados na I itc
ratura usando malhas híbridas de Voronoi, resultantes da combi
naçüo de tipos distintos de malhas de Voronoi regulares 
(Marcondcs. 1996) c ( Palagi , 1992). 

Tabela 4- Valores das temperaturas usando série de Tay lor 

.i Ti -Ti 

L L~ 
I -(b- a)+ -(c+ d +c)+ O(L1) 

3 9 

2 ? 4 ' ( 1) -=-a L+ -dL- +O L 
3 9 

3 -~bL+~cL" +O(L}) 
3 9 

A partir de gráficos, como o mostrado na Fig. 7. pode-se ava
liar a ordem do erro de truncamento presente na aproximação da 
equação diferencial. Considerando-se que o erro de truncamento 
.E 1 é proporcional à potência n-ésima do tamanho dos volumes 

de controle 

c,= c(~x)" ( 15) 

sendo n a ordem da aproximaçào. Tem-se, então, que n é o coefi
ciente angular das curvas mostradas da Fig. 7 (na escala log-log). 
Estas curvas devem tender a retas para 

L'.x"' N - 1/~ suficientemente pequenos, p.:rmitindo. desta timna. a 



dctcrminaçào inequívoca de n. Para as curvas apresentadas na 
Fi g. 7. os va lores de n sào os seguintes: 

Tabela 5 -Ordem dos r~sultados apresentados na Fig. 7 

·rjQo de Mal~· n 
Cartesiana 1.99XX 

Triangular I 1.4X35 
Trian~!_ular 2 1.9'J74 

De fato ç_sscs valores mio sào uma medida absoluta da acura
ria da discrctizaçào discutida. A medida de erro utilizada aqui é 
um a das que estão presentes na literatura. 

Poder-se-ia ter tomado. por exemplo, o erro máximo no con
junto de pontos da malha. Por esta medida o comportamento da 
malha aleatória mostrou-se ainda mais irregular. Os valores de n 
se alteraram levemente para as demais malhas. 

Poder-se- ia. ainda, realizar uma avaliação mais precisa da 
norma da funçüo resíduo fazendo-se uma integral dessa funçào 
sobre o domínio. 

De qualquer forma esses resultados já constituem um ponto 
de partida para outras discussôes. 

CONCLUSÕES 

Inferi mos desta experiéncia que o desaparecimento dos erros 
parece ter uma forte ligação com a regu laridade da malha. Esta 
parece ser uma característica de varias aproximações localmente 
inconsistentes. revelada jú no clássico exemplo do método de 
DuFort-Frankcl (Richmeycr c Morton . 1967) c mais claramente 
na interessante discussào da discretização de bloco centrado para 
a eq uação de Laplace sobre malha irregular feita por Aziz e Sena
ri (I ')79). 

Sobre os resultados obtidos com a malha aleatória deve-se 
tomar um certo cuidado ao interpretá-lo. Como os pontos gerado
res foram distribuídos de forma aleatória no domínio. não há 
nenhuma l!.a rantia que exista uma homogeneidade na sua distri
buição. Nao ha uma relação clara entre o número de pontos c um 
t.x como ex iste para as outras malhas. Mas certamente o resulta
do apresentado reforça a tese de que malhas regulares favorecem 
o desaparecimento de erros. 

Aparentemente o uso de diagramas de Voronoi evita o pro
blema (soluçào incorrcta c independente de malha) encontrado 
por Bruschkc c Advani ( 1994) na utilização de aproximaçôes 
semelhantes ús que levaram à equação (5) cm malhas mats gene
ricas. Pode-se dizer que o objctivo princi pal deste trabalho é levar 
aos leitores a dúvida dos autores sobre as condições necessárias 
(sobre a forma das equações que se pretende aproximar c sobre a 
geometria da malha) para a validade deste tipo de aproximação. 

O estudo aqui é. ainda. um tanto inconclusivo. Percebe-se, 
por enquanto. claros sinais que uma certa regularidade da malha é 
desejável. por tltvorcccr um comportamento monótono da con
vcrgéncia dos resultados com o retino da malha. Esta é uma 
car;ctcrística importante para a rcaliZ<tÇào de uma boa avaliaçào 
dos erros de uma soluçào numérica (Roachc, 1993). 

Este estudo sugere a real izaçào de um trabalho matematica
men te mais profundo c mais interessante do que este. Ao longo 
deste trabalho a análise da acurácia de uma metodologia mostrou
se mais complexa do que a obtenção de uma expressão para o 
erro de truncamento local de uma aproximação para a equação 
diferencia l de interesse, utilizando séries de Taylor tão simples
mente. 

Um caminho. diferente do seguido neste trabalho. foi mostra
do por Palagi ( 1992). que cm apêndice da sua tese. trabalhou 
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sobre as semelhanças entre o CVFEM (Control Volume Finilc 
Element Method) c o tipo de aproximaçôes discutido aqui (que 
aquele autor utilizou no seu trabalho. com a denominação de 
CVFD, Co111rol VPiume Finile l>iffi!rence). para justificar a 
confiança neste tipo de método. quando a discrctizaçào do domí
nio é feita por diagramas de Voronoi. 
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ABSTRACT 

ln this paper numcrical solutions of a hcat conduction problcm, 
obtaincd using Finite Volume approach anú Voronoi grids are 
compared with analytical solution. The purposc of this compari
son is to analyzc thc grid influcnce on the numerical crrors. An 
analysis ofthe sourcc ofthis errors is also made. 
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RESUMEN 

Este artículo presenta un método que permite discretizar en mallas irregulares generales las ecuaciones de 
transporte en dos y eventualmente en tres dimensiones. E! método utiliza soluciones locales cerradas de la 
ecuación de transporte para generar las ecuaciones discretizadas apropiadas a! cálcllfo de! transiente. sin 
requerir de la evaluación de series para el cálculo de las coeficientes de ellas. Los puntos de la malla de 
organizan en "estrellas "compu estas de un punto central que hace de origen local y otros en la vecindad. L 'Is 
ecuaciones se obtienen mediante la aplicació1Í de !as soluciones en las estrellas. 

INTRODUCCIÓN 

La modelación numérica de Ias ecuaciones de transporte ha 
recibido considerable atención en las últimas décadas (Roache, 
1976 ). En particular las ecuaciones de Na vier Stokes 
(Temam, 1979), las de Reynolds para flujo turbulento y las 
derivadas de los numerosos modelos disponibles para la 
representación de los efectos turbulentos (Ferzigea, i 9&3). 

Para el caso de ecuaciones de transporte en mallas 
regulares los desarrollos se han perfeccionado hasta poder 
incorporarias en códigos comerciales como PHOENICS, 
FLUENT, FLOW3D, CFD200/STORM,etc. Estas mallas 
incluyen las rectangulares, formadas con líneas paralelas con 
distancias no necesariamente iguales entre sí, y mallas 
ortogonales ya sean las correspondientes a mallas cilíndricas o 
esféricas o las generadas mediante transformación conforme 
para adaptarse al c, ·ntomo. 

La utilización de mallas iregulares Iibres de las 
restricciones de las mencionadas presentan ventajas en la 
utilización de los recursos comJ.:.: •tacionales pues su refinación 
puede efectuarse exclusivamente en Jas zonas que lo requieran 
sin q"ue se produzcan refinaciones donde no se necesite. 

y punlas 

c ent-o 

6 

5 

• 1 

X 
7 
punlas 
8 
pun los 

Figura 1 - Elementos de la estrella. 
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Perrone (1975), Chung (1981), Tseng (1984) y otros han 
presentado tratamientos de mallas irregulares generales. En 
general su aplicación se ha limitado a problemas con efectos de 
convección pequefí.os. Su desarrollo, basado en el truncamiento 
de la serie de Taylor presenta los inconvenientes típicos de los 
esquemas de diferencia centrada para números de Peclét 
elevados. 

El presente método utiliza soluciones locales cerradas de la 
ecuación de transporte evaluadas en las puntas de las estrellas 
para generar las ecuaciones discretizadas apropiadas ai cálculo 
dei transiente. De este modo no se hace necesario Ia evaluación 
de series para calcular los coeficientes de las ecuaciones como 
es el caso en el método de Chen ( 1980). 

DESCRIPCIÓN DEL MÉTODO 

Agrupación de Nodos en Estreitas. La malla se defme 
mediante las "estrellas", ilustradas en la figura I, conformadas 
por un punto central y N puntos próximos o "pÚntas de la 
estrella ". Cada estrella genera una ecuación utilizando un 
sistema local de coordenadas (x, y). Las coordenadas dei punto 
central son xo =O e yo=O, y las de las puntas Xk e Yk con k = I, 
... ,N. 

Ecuaciones Discretizadas. Considérese un set de N+ I 
funciones independientes entre sí (/li (x,y) con i=O, ... ,N para 
dos dimensiones (o bien <fJi (x,y,z) para tres dimensiones) de 
las cuàles las primeras N son soluciones de la ecuación de 
transporte homogénea (ver tabla I) 

-~(pu9}) -~(pv9}) +~(r qs) +~(r ap) =o (I) ox cy OX ox cy cy 
y donde la N+l ésima función <p N es una solución particular de 
la ecuación no homogénea 

-~(pu9})- !!._(pv9}) +!!._(r ap) +!!._(r ap) = Cte (2) 
O X cy 0x 0x 0y 0y 

La expresión siguiente, que no incluye la solución 
particular cp N. 



~ 

N - 1 

rph(x,y)= :LC, *rp,(x,y) (3) 

es solución de la ecuación estacionaria (I). 
Si en Ia ecuación de transporte transiente 

ô ô ô ~ ô ~ ô 
--{pu~)--{pv~)+ -(r-) + - (r-)= -{p~) (4) 

ôx ôy & & ôy ôy à 

se sustituye la expresión 

N 

t/J(x,y) = rph(x,y) +r/JP(x,y) = LC!pi(x,y) (5) 
i=O 

donde <J>N es la solución particular de (2), se obtiene una 
expresión para la derivada respecto ai tiempo (miembro 
derecho de la ecuación transiente) en función dei coeficiente 
CN de la solución particular <J>N 

[:, (prp)] 
' .y 

p'V'_cte eN - -r- - (6) 

AI evaluar (5) en los puntos k de una estrella, se genaran 
N+ I ecuaciones para determinar las constantes Ci 

N 

tPt =4J(xt,Yt) = LCtiP (x 1 ,Y1 ) k=O, ... ,N (7) 
i= O 

donde ~ k representa e! valor de la función ~ en el punto k de 
la estrella en un instante dado. Definiendo <po =I, la expresión 
(5) puede reescribirse: 

N 

LC,*(rp,(x1 ,y1 )-rp/0,0))=~1 -~0 k=l, ... ,N (8) 
i=l 

De este sistema de ecuaciones se determina e! coeficiente 
de la solución particular CN en función de los valores ~, e! 
que sustituído a su vez en (6) permite generar los diferentes 
algoritmos de integración que se seiialan más adelante. El 
sistema de ecuaciones indicado en (8), se muestra escrito más 
compacto en (9) para defmir las matrices M, C y M· 

(rp,(k) - <p,(ü)] (C,] = [~t- ~o ] (9) 

MC = ~tP (I O) 

c = M -1 ~r/J (I I) 

M -l=[gi,j] (I 2) 

CN se obtiene de (II) resultando la expresión 

N 

CN = LgN.J *(~J -~o) (13) 

si M-1 existe. 
Sustituyendo ( 13) en (6), expresando la derivada respecto 

ai tiempo según e! método de Euler con los superíndices n y 
n+l para e! tiempo en los esquemas de tiempo atrasado y 
tiempo ade Jantado se obtienen las expresiones (14) y (I 5) las 
que en conjunto con las expresiones obtenidas de las otras 
estrellas , generan los algoritmos implícito y explícito 
respevtivamente. 
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-t.{V:N gN.ttP;'1+ r/J;;'1[1 + t.pV:~gN.k] = tP~ (14) 

-fpV
2
N n A.n[ -fpV

2
N ] .4.n+1 (15) + f.-r--gN.kr/J * + Y'o I- f.--r-gN.k = Y'o . 

El análisis de las bondades dei método pasa por e! examen 
de la dominancia diagonal de las matrices dei esquema de 
iteración resultante y de los signos de sus elementos para la 
convergencia a perfiles "realistas". Esto está principalmente 
determinado por los gNj , elementos de la matriz en ( 12) que 
a su vez es la inversa de la matriz M de elementos <pi 
(x k , Yk ) - <pi ( O, O ) o en otros términos dependeu 
principalmente de las soluciones <p utilizadas y de las 
coordenadas locales de las punias de estrellas o puntos de 
evaluación k. 

Tabla I - Soluciones <p de la ecuación de transporte. 

i Funcion rp 1 

o I 

I my- nx 

2 exp(mx + ny) 

3 (my+nx)expmx 

4 (my + nx) exp ny 

5 (my- nx)exp(mx + ny) 

6 expmx 

7 expny 

8 mx +ny 

De estas nueve funciones, sólo la última <pg , es solución 
particular. En la tabla I, m, n y V2 representan 
respectivamente pu/r , pvlr y u2 + v2 

. 
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Figura 2 -Región y malla dei problema 

EL PROBLEMA MODELO 
El caso en estudio representa el transporte de la variable ~ 

en la región indicada en la figura 2. Los valores iniciales de ~ 



se definen iguales a I en la zona por sobre el trazo AB y cero 
en la inferior. En el contorno los valores de ~ pennanecen 
constantes. La velocidad V es unifom1e en toda la región, 
paralela a AB, pennaneciendo constante en el tiempo. El trazo 
AB está ubicado tal que pasa por el centro de la región. 

y 
y 

punlas 2 

X 

4 punta s 
5 p11nt os 

Figura 3 - Estrella de 5 puntos tipo a 

X 

Se ha experimentado en una región cuadrada con una 
velocidad unifonne V inclinada en un ángulo a respecto dei 

y 
puntas 

7 
/~/ 

X 

4 puntas 
5 puntos 

X 

Figura 4 -Estrel!.i de 5 puntos tipo b 

eje horizontal X. Este caso ha sido empleado por Leonard 
(1979), Raithby ( 1975) y Pattel ( 1988) entre oiros, pues 
pennite algún grado de comparación con soluciones analíticas. 

Se han utilizado estrellas de cinco puntos con las 
soluciones homogé:1eas <J>o. <p1 , <j>2 , <p5 y Ia no homogénea <ps. 

Se han utilizado además dos configuraciones de estrellas las 
que se muestran en las figuras 3 y 4. 

Se han empleado también los métodos explícitos e 
implícitos sin detectar mayores diferencias cuando ambos 
funcionaron. Por esta razón junto a su mayor rango de 
convergencia, se trabajó con el método implícito. Si bien el 
método aplica ai desarrollo dei transiente, la experimentación 
se ha desarrollado principalmente hasta alcanzar el estado 
estacionaria. 

RESULTADOS 
Los valores de ~ que se muestran a continuación en Ia 

figura 5, corresponden a puntos sobre Ia recta CD calculados 
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sobre mallas regulares con lO divisiones iguales, para nÚilleros 
de Peclét, Pe= pV LU<:tr, iguales a I, 5, 10, 20 y 50. Para la 
figura 6 se mantienen todas las condiciones con la sola 

1-- P~ = I + Pe = 2 * Pe = 5 ... Pe ~ I O * Pe = 50 I 

1.2 

Phi P~rftle _& sobre ll!l e a CD 

0 .6 

0.6 

0.4 

0.2 

o 2345 6 76 

Figura 5 Perfiles de Phi en malla regular 

diferencia que se trabaja sobre la malla irregular. De Ia malla 
irregular, sólo los siete puntos centrales están sobre la línea 
CD. Los cuatro restantes, en los extremos, están algo 
desplazados. Los tres puntos centrales de la malta regular 
coinciden con tres puntos de Ia malla irregular. El ángulo a es 
11 .309932 en todos los casos. La estrella es la mostrada en la 
figura 3. Nótese el perfil " irreal" resultante para V=SO. 

En Ia figura 7 se sobreponen resultados eu la malla regular 

1-- Pe ; I + Pe = 2 * Pe = 5 • Pt> ;:; I O * Pe = ~O I 

1.2~--~-------------, 

Perfiles sobre Hnea CD 

0.2 

o 

Figura 6 - Perfiles de Phi en malla irregular 

para V=SO (Peclét=SO), para los casos de estrellas a (figura 3) 
y estrella B (figura 4). Además se incluye e! resultado para Ia 
malla irregular con V=SO utilizando la estrella B (figura 4). 
Nótese ahora que e! perfiles "real". 

En la figura 8 se muestran resultados de la solución 
analítica dei problema modelo utilizado por Raithby ( 1975). EI 
caso contempla · difusión só lo en el sentido perpendicular ai 
flujo (igual a cero en la dirección dei flujo) de ecuación 

( 16) 



la que se puede considerar equivalente en puntos 
suficientemente alejados dei contorno y números de Peclét 
elevados, ai problema de conducción transiente unidimensional 
en una región infmita donde el tiempo se ha reemplazado por 
rN, y con la función escalón como condición inicial. En la 
misma figura aparece también el resultado en la malla 
irregular empleando la estrella b de la figura 4 con V igual a 
50. 

DISCUSIÓN 

De acuerdo a Ia ecuación ( 14 ), generada en una estrella, el 
método implícito es convergente a valores realistas si los 
elementos de Ia matriz local gNj son positivos pues así resulta 
que la matriz asociada es diagonal dominante para L'>t positivo. 
AI aplicar el método a ma11as regulares cuadradas utilizando 
las mismas funciones q> referidas anteriormente y la estrella 
tipo a, puede demostrarse que el coeficiente CN de la ecuación 
(13) resulta 

C tfV' m n [1(é'"'+1) n(é'""+l)] 
NY =-l6..c; &(é"" -I) !6.;+1 4(é'"' -I) +!6, 4(.f'>' -I)+ &(em"' -I) -

mi""' né'"' 
-!6.-l.j &(é""-1) !6.;-·---·-· (17) 

lo que sustituído en (6) da para los elementos gNj (i ;tj) sólo 
valores positivos. 

En mallas irregulares se detectó la existencia de elementos 
!W negativos, lo que ilustra en la figura 6 el perfil con V=SO, el 
que converge a un perfil "irreal". Nótese que en este caso 
(algúnos gNj negativos) la diagonal dominancia de Ia matriz 
asociada depende dei valor de L'>t. 

---Malta reg.el'll. a +Mal la reg.est.b * Ma11a irr.est.b 

1.2,-~-~-------~~---------. 

Malla irregular-esl.tipo b 

J 1-Malla- reiuJar;_eet :upo- ~b 

Malla ro~tular_•st.tipo a 
O.B 

f o 6 

0.4 

0.2 

2 

v = ~o 

6 7 6 9 10 

Figura 7 -Perfil en ma11as reg. e irregulares 

Los signos (y los valores) de los gN.k dependen además de 
Ia distribución de las puntas de Ia estrella alrededor dei centro. 
Es así como la aplicación de la estrella b en la misma malla 
genera gN.k positivos dando los resultados en la figura 7 los que 
apareceu notoriamente más realistas. 
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En base a la expresión de Van Davis y Mallinson (1972) 

I+ Caso Modelo * Estrella ~ 

1.2,-------------------, 

e~treiJa tipo b 
v = 50 

/ 

0.61 caso modelo 

f06 

0.4 

0.2 

o 6 7 JO 

Figura 8 - Comparación con el caso modelo 

en relación a la falsa difusión que aparece en algunos 
eaquemas numéricos de la que se deduce la conveniencia de 
orientar un eje coordenado con Ias líneas de flujo, se 
experimentá con la estrella tipo b de Ia figura 4. que utiliza 
puntos más alineados en el sentido dei flujo. Resultados 
comparativos con Ia estrella inicial se muestran en la figura 7. 
Como ya se indicó se verifica además la eliminación dei perfil 
inconveniente para V=SO. El mejor comportamiento respecto a 
Ia difusión falsa se aprecia en Ia figura 8 donde el perfil 
aparece con una tendencia mucho más aproximada a la 
solución modelo que también se muestra. 

En la actualidad el autor está estudiando la influencia que 
tienen factores como Ia geometria de Ia estrella, las diferentes 
funciones q>, el número de funciones q> (o lo mismo, el número 
de puntos de la estre1la) y el número de Peclét sobre la 
diagonal dominancia de las matrices relacionadas y los signos 
de sus elementos. 

* Este tr:1bajo se ha desarrollado en el marco dei proyecto 
Fondecyt n° 1960531/96 
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SUMÁRIO 

As metodologias desenvolvidas recentemente para solucionar escoamentos de fluidos a qualquer número 
de Ma c-h. usando a técnica de volumes finitos, apresentaram algumas dificuldades na solução de escoamen
tos em regime transônico com onda de choque. Este trabalho apresenta um algoritmo para a solução numé
rica de.sse.s tipos de problemas, propondo técnicas de re.dução da excessiva difosão artificial na região pró
:lima ao choque, aprese.ntada nos outros métodos. obtendo-se resultados mais precisos. O método é verifica
do em dois problemas distintos, através da comparação com soluções analíticas e numén·cas da literatura. 

INTRODU CÃO 

Recentemente vários trabalhos surgiram para solucionar 
es<..."'amentos de fluidos a qualquer velocidade em geometrias 
irregulares, por exemplo, MacCormack (I 982), Eidelman et ai. 
(1984), Silva c Maliska (1987) c (1988), Maliska c Silva 
(1989), Karki e Patankar (1989), Marchi et ai. (1990), 
Dermirdzic et al. (1993) e Marchi e Maliska (1994). Eles 
estenderam a aplicabilidade de metodologias concebidas para a 
solução de escoamentos a altos números de Mach para ~ solução 
de escoamentos a baixos números de Mach c vicc-versa, permi
tindo a solução de escoamentos cm regime transônico. Nesses 
casos a dependência da massa específica com a velocidade toma
se tão significativa quanto com a pressão. As fi.)rmulações mais 
recentes consideram a pressão como uma variável principal e a 
massa espt..>cífica é acoplada à pressão através de uma equação 
de estado. Esta escolha permite o uso das mesmas variáveis cm 
todos os tipos de escoamentos, já que as variações da pressão 
são sempre finitas a qualquer número de Mach. 

Para solucionar numericamente escoamentos de fluidos com
presslveis em regime transônico com onda de choque alguns 
trabalhos usaram esquemas de primeira ordem. Estes apresenta
ram resultados imprecisos devido a difusão artificial surgida na 
solução numérica, produzindo excessiva dissipação na região do 
choque, atenuando cm demasia as variações e a de:;<...\mtinuidade 
característica desse fenômeno. Outros trabalhos usaram esque
mas de segunda ordem, obtendo resultádos satisfatórios na re
gião do choque. Porém, os esquemas numéricos de ordem supe
rior são de dificil convergência e podem apresentar oscilações 
irreais na região pós-choque. Alguns pesquisadores tentaram o 
refinamento da malha para reduzir a difusão artificial. Esta prá
tica resultou em choques mais acentuados porém com conver
gência mais dificil e lenta. 

Neste trabalho é apresentado um método de solução numéri
ca de problemas de escoamentos de fluido a qualquer número de 
Mach em gt\lmetrias complexas, usando um sistema de coorde
nadas não-ortogonais. A té<...'Ilica de volumes finitos é usada com 
uma configuração de malha co-localiz.ada para todas as variáveis 
dependentes. Para melhor solucionar escoamentos de fluidos em 
regime transônico com onda de choque utili7..a-se um método 
especial de interpolação da massa especifica na face do volume 
de controle. Esta é necessária à avaliação do termo convectivo 
das equações de conservação e dos fluxos de massa da equação 
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da continuidade. A massa especifica é imerpolada dos valores 
nos pontos nodais vizinhos através de uma média ponderada en
tre a interpolação linear e uma aproximação "upwind". Este mé
todo de interpolação reduz a excessiva difusão artificial na re
gião próxima ao choque, apresentando resultados mais precisos. 

EQUACIONAMENTO 

As equações diferenciais que governam a <...\lnservação da 
massa <+= 1), quantidade de movimento linear para os compo
nentes cartesianos (cpc~ u, v), energia($= T) podem ser resumidas 
cm wna forma geral como: 

onde: J = p V cp - r v+ (I) 

Nestas equações, cp é uma variável dependente qualquer ge

ral, p é a m?·sa especifica, r é o coeficiente de difusão efeti-

vo, V - V (u, •) é o vetor velocidade e Sindica a fonte (ou sumi

douro) volumétrica de cp . J é o fluxo total de + , isto é: inclui 

tanto o fluxo ccnvectivo quanto o difusivo. 
Além das equações diferen<...'iais apresentadas, é na--essária 

mais uma equação de estado para solucionar os pmblcmas de 
escoamentos de fluidos compressiveis que tem a forma: 

p = p (P, T) (2) 

Neste tr41balho utiliza-se um sistema bidimensional de coor
denadas para descrever e transformar as equações de conser
vação relacionadas aos princípios fisicos. A idéia básica do uso 
de um sistema de l~oordenadas curvilíneas não-ortogonais ( Ç, TJ) 
ajustado ao domínio fisico consiste em coincidir alguma linha, 
de Ç ou T] constante (superficies coordenadas), com cada contor
no da região tisica do problema. Com os valores das eoordenadas 
curvilíneas especificados sobre os contornos, a região interna 
fica com valores gerados por essas coordenaàas. Em conseqüên
cia, o espaço tisico fica determinado por coordenadas curvilíneas 
(Ç,T]), como variáveis dependentes, e as coordenadas cartesianas 
(x,y), como variáveis independentes, isto é, Ç (x,y) c T] (x,y). 

Condições de Contorno. Em regime transônico as perturba
ções de pressão originadas em qualquer ponto do escoamento 
propagam-se em todas as direções com velocidade finita. Em 



consequencta, as propriedades na entrada do fluxo dependem 
das variações a jusante do escoamento. É mais conveniente 
empregar as propriedades de estagnação isoentrópicas locais , 
especificamente a pressão e temperatura de estagnação na entra
da do escoamento. 

No contorno de saída do fluxo há necessidade de especificar 
uma condição de contorno, já que a região de influência das per
turbações é ilimitada e o valor na saída do fluxo afeta o interior 
do domínio. A prática mais comum é assumir que a pressão está
tica seja conhecida. 

MÉTODO DE DISCRETIZAÇÃO 

O domínio computacional, para facilitar a solução numérica, 
é obtido por uma transformação de coordenadas, em que as 
coordenadas cartesianas (x,y), usadas para descrever o domínio 
tisico, tomam-se variáveis dependentes e as coordenadas curvilí
neas (/;,TJ) tomam-se variáveis independentes. Desde que um 
valor constante de uma coordenada curvilinea tenha sido especi
ficado em cada contorno, segue-se que esses contornos no 
domínio tisico L-orresponderão a linhas horizontais ou verticais 
no domínio computacional. Assim, se o incremento da coordena
da curvilinea for o mesmo em todos os segmentos, o domínio 
computacional será composto de figuras retangulares elementa
res. .. 

As equações discretizadas são obtidas através da técnica de 
volumes finitos proposta por Patankar ( 1980), integrando .as 
equações de conservação em coordenadas curvilineas sobre o 
volume de controle elementar regular, do domínio computa
cional, ô. V= Ja ô.Ç Ô.TJ , mostrado na Fig.( I), onde os pontos 

nodais principais são indicados por letras maiúsculas e as faces 
do volume por letras minúsculas, isto é, 

f 1 j o [ ( n iJ t)] a [ ( . 22 o+J]j 
6/a a; pU+-Je:~:: ~ + 0 11 pV+- J:::J: Btl dli= 

f...!_r.}_(r.lag12 o+) +~(r.lag21 o+)]dli+ Jsdlt (3) 
.la oé, a11 a11 oé, 

(', \/ JSeouJSw ~ .fc.'if 

Onde o jacobiano é Ja= x ~ y~ - x~ y~ e gil os componentes do 
tensor conjugado ou recíproco do tensor métrico, definidos na 
forma gtt = (x,/ + y~2 )/ Ja2; gt2 = g2t = - (x~; x~ + Yl; Y~ )/ Ja2 e 
l 2 

= (x~;2 + YÔ I Ja2
. As derivadas parciais de x (ou y) ao longo 

das linhas coordenadas Ç e lJ são representadas por x~ e x~ (ou y~ 
e y,J, respectivamente. Os componentes contravariantes são 
definidos nas formas : U = y11 u- x11 v e V= x; v- Ys u. 

A primeira e segunda integrais de volume na Eq.(3) são 
transformadas em integrais de área usando o teorema da diver
gência de Gauss, em seguida utiliza-se em todas as integrais o 
teorema do valor médio, obtendo-se a equação discretizada na 
forma: 

-'e-.Tw+.Tn-.ls-LS +S!>.V - [ •] - (4) 

Onde: 
• Os J representam os fluxos totais principais nas faces leste 

(e), oeste (w), norte (n) e sul (s). 
• O operador L [ 1 denota uma aproximação numética do 

termo no interior dos colchetes e s$ engloba os termos de 
fluxos difusivos oriiUldos da transformação de coordenadas 
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• 

não-ortogonais denominadas de fluxos scciUldários (JS) e são 
tratados explicitamente no termo fonte. 

s$ ·.- .TSe - .fSw I .lSn - JS, (5) 

O valor médio da lonte no voltune é representado por S , 

podendo ser linearizado como S = Se + Sp 4l p , com Sp ::; O , 

como proposto por Patankar ( 1980). 

r· • • • · , •-- • :' - - · • • , · - • • - '1 • • • • • 

NW N NE 

n 

Ale W: wl Po ' 
E 

sw s SE 

.. L11 ~ ----

ç 
Figura I - Volume de controle no domínio computacional. 

Para as equações da quantidade de movimento linear, no 
segundo membro da Eq.(4) acrescenta-se o termo L [P$] relativo 
à implementação numérica do gradiente de pressão. Optou-se 
por avaliar os termos devido à pressão separadamente do termo 
fonte, já que há necessidade de calcular o campo de pressão na 
solução de escoamentos. 

Para completar a discretização das equações é necessário 
avaliar os fluxos principais e seclllldários nas faces dos volumes, 
já que todas as variáveis estão am1azenadas nos pontos nodais 
no centro dos volumes. Neste trabalho optou-se por um esquema 
de primeira ordem, o esquema "Power-Law" descrito por Patan
kar ( 1980), devido à fiUldamentação tisica mais consistente que 
os outros esquemas. E, também, por um esquema de segunda or
dem, o esquema "QUICK", proposto por Leonard (1979), usado 
para minimizar o efeito da falsa difusão e resolver o problema da 
atenuação em demasia das variações das variáveis na solução de 
escoamentos compressíveis com choque, causada pelos esque
mas de primeira ordem. 

O fluxo principal é avaliado na face em fllllção dos valores 
obtidos nos pontos nodais, usando os dois tipos de esquemas 
mencionados, da seguinte forma: 

Esquema "Power-Law". 

J.= Fe h +lD!1 A(jre.l)+ Max[O ,-F.J) (h-h) (6) 

onde: F=pU~11; D11 =rJag11 L'\11/~ ; Pe=F/011 

A(IPcj)= Max[ O, ( l-O,ljPcj)
5

] 

Esquema "QUICK". 

10 = Fe h + D! 1 A(iPeel)(-q.p- +d + Max[O , Fe 18J{+r- +w)- s1
• 

(7) 
onde: A( jP~)= I + Jj P~ I 4 ; 

S10 =Max[o , 9F0 !8](4>r-4>E)+Max[o, -Fe 18](4>r -+EE) 

Substituindo as Eq.(6) ou (7) e as similares para as outras 



faces do volwne na Eq.· (4) obtém-se a equação de discretização: 

ap ~P = aE ~E + aw ~ + aN ~N + as ~s + b 

onde: aE=D: 1A(jPeei)+MaxiO . -Fiowe] 

ap = aE + aw + aN + as - Sp Jap !11; M] 

b = Se Jap L1Ç l1TJ + L I S~ l + SQ 

ACOPLAMENTO DENSIDADE-PRESSÃO-VELOCIDADE 

(8) 

A velocidade e a massa específica devem ser corrigidas em 
função da variação da pressão (P') para satisfazer à conservação 
da massa. A equação para essa variação (P') é obtida através da 
equação da continuidade. Está equação é escrita usando os com
PI-mentes covariantes da velocidade, devido ser mais simples sua 
implementação. 

A equação da quantidade de movimento para o componente 

covariante da velocidade (u~) na face leste (e) do volwne pode 

ser es<.:rita usando a Eq.(8) para os componentes cartesianos u e 
v da velocidade, avaliados nos pontos nodais P e E, vizinhos à 
face leste, isto é, 

(9) 

onde os valores obtidos nos pontos nodais P e E são: 

ap ap 

As barras sobre os termos da Eq.(9) denotam que os mesmos são 
obtidos por interpolação linear dos valores nos pontos nodais 
vizinhos à face, conforme proposto por Rhie (1981 ), Peric 
(1985) e Peric et aL (1988). 

Os fluxos de massa calculados com base nas velocidades 
obtidas através das equações similares a Eq.(9), nos campos de 
pressão (P) c de massa especifica ou densidade (p) disponíveis 
não satisfazem necessariamente à conservação da massa. Há 
necessidade de corrigir esses fluxos para satisfazer a equação da 
continuidade, a qual é 

( poç u;)e -( ro; u;t +( p<pl] vl]t -( p<pl] vl])s = bno (lO) 

onde: hno=(p<pçvTJ) -(p<pçvTJ) +(põTJu;) -(pi\TJu;) é o 
e w n s 

termo fonte obtido devido à não-ortogonalidade e 
8; , 8TJ , <f>E, e <pTJ são os termos métricos. 

Os fluxos de massa devem ser obtidos através da <.:orreção 
tanto do campo de velocidade quanto do can1po de massa especi
fica, isto é, os campos de 11s , v~ c de p podem ser associados aos 

campos de u~ , v~ e p • , isto é, dos valores mais atualizados 

durante o processo iterativo, através das equações de correção: 

p=p*+p', u;=u~+u'e, e v 11 =v~+v'11 • Usando estas 

equações pode-se linearizar os fluxos de massa da Eq.(IO). 

(II) 

onde o termo p'&ç u"s foi desprezado por ser considerado pe

queno em relação aos demais . 
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A correção da velocidade ( u'ç) pode ser expressa em termos 

de P' usando wna forma truncada da Eq.(9). 

(12) 

Na presente formulação utiliza-se a equação, P - P* + P', 
onde P* é o valor mais atualizado da pressão no processo 
iterativo e P' é sua correção. 

A equação de estado, p = p (P , T), pode ser linearizada na 

tl.)rma, p= K P +C , onde K =(ar I oP)T e C é wna constante. 

Então, a correção da massa específica em fimção de P' é: 

p' = KP' (13) 

Os termos de fluxo de massa da equação da continuidade, 
Eq.(lO), requerem os valores da massa especifica nas fàces. 

Logo a massa especifica no fluxo de massa ( põ ~ ur; ). , por 

exemplo, pode ser obtida usando os seus valores nos pontos 
vizinhos P e E. Então, propõe-se a seguinte intefP~-)lação: 

(14) 

Onde 13 é o fator de interpolação da massa específica, trata-se de 
wna constante empírica de valor entre O e 1, dependendo do tipo 
de problema. Para obter a massa específica na face a literatura 
utiliza a interpolação linear dos valores nos pontos adja<.:entes 

( plineu ), se essa não varia com a pressão. Para o escoamento de 

fluido compressível usa-se a aproximação "upwind" ( pupwind ), 

logo a massa específica na làce asswne o valor igual ao do ponto 
à montante do escoamento. Esta aproximação normalmente é 
utilizada para garantir coeficientes positivos nas equações dis
cretizadas e solução estável. Neste trabalho propõe-se wna mé
dia ponderada entre os dois métodos <.:om a fmalidade de obten
ção de soluções estáveis e resultados mais precisos. 

A função do fator 13 é ponderar a influência dos valores 
conhecidos nos pontos vizinhos à face para avaliar a massa espe
cífica nesta posição. Ao estabelecer um valor de 13 igual ou pró
ximo de wn, os valores da massa específica à montante e à 
jusante do escoamento tomam-se significativos no cálculo. Para 
solucionar escoamentos transônicos há necessidade .de espa.-í.fi
car os valores das propriedades no contorno de entrada e, tam
bém, no de saída do fluxo, propiciando soluções menos estáveis 
no cálculo dos valores no interior do domfnio, já que elas têm de 
satisfazer as condições estabelecidas à montante e à jusante do 
escoamento. À medida que surge instabilidade na solução o 
valor do fator 13 é ajustado, a fim de introduzir mais dissipação 
artificial. 

Substituindo-se as Eq.(l2) e (13) na (II) e esta na Eq.(lO) 
resulta na equação de correção da pressão, isto é, 

ap P~ =aE P~ +aw P~ +aN P~ +as P~ +bc +bno (15) 

onde bc é a equação da continuidade com os valores da 
velocidade e massa específica mais atualizados. 

Neste trabalho utiliza-se o algoritmo de duas equações de 
correção da pressão, como proposto Pl-)f Karki e P atankar ( 1989). 
Estas equações são obtidas da mesma maneira apresentada para 
a Eq.(l5), a diferença entre as duas está na fonna de obter a 

velocidade (u~) . A Primeira Equação de Correção da Pressão, 

que corrige a pressão e a massa específica, avalia a referida 
velocidade usando a equação da quantidade de movin1ento, 
Eq.(9). A Segunda Equação, que corrige o fluxo de massa e a 



velocidade, obtém o componente covariante em função dos CQm
ponentes cartesianos, recém-calculados das soluções das equa
ções da quantidade de movimento. 

SOLUCÃO DAS EQUAÇÕES 

As equações de conservaçã1.1 da massa, da quantidade de 
movimento linear c da energia são não lineares c acopladas . O 
procedimento de linearização e desacoplamento das equações 
usado neste trabalho é um método de solução seqüencial. O 
sistema de equações algébricas é solucionado usando-se o algo
ritmo TOMA linha por linha, proposto por Patankar (1980), e 
um algoritmo de correção por blocos é utilizado para acelerar a 
convergência, similar ao proposto por Settari e Aziz ( 1973). 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Escoamento em duto convergente-divergente. O escoamento 
transônico calculado desenvolve-se através de um duto com a 
seguinte variação de área na direção axial: 

2 
A(x) = Ag + (A,- Ag) [ I - (x I 5) ] , para x :õ; 5 

2 
A(x) = Ag + (A. - Ag) [ (x-5) I (L-5) ] ,para x > 5 

(16) 

onde L é o comprimento do duto e (O :õ; x :õ; L); A.,, Ag, A. 
são as áreas das seções de entrada, garganta e salda do duto, 
respectivamente. Na presente solução numérica, os seguintes 
valores foram usados: L = lO; A, = A. = 2,035 e Ag = I . 

As equações de conservação utilizadas para solucionar o 
problema foram as mesmas obtidas por Shapiro (1953). 

Os resultados foram obtidos usando-se 50 volumes igual
mente espaçados na direção axial e comparados com as soluções 
teóricas de Shapiro ( 1953) e numéricas de Karki e Patankar 
(1989). 

Para as condições de contorno estabeleceu-se na entrada do 
duto a pressão e temperatura de estagnação, Po = 1,064 bar e 
To = 305,4 K, e a pressão estática foi extrapolada do interior do 
dominio computacional. Como valor inicial para o número de 
Mach na entrada do escoamento, especificou-se M= 0,3 . Para o 
escoamento transônit-'0 é necessário especificar uma condição de 
contorno na seção de saída , logo usou-se a pressão estática igual 
a 0,852 bar para obter uma situação de choque médio na seção 
divergente do duto, em seguida testou-se a situação de choque 
forte com a pressão de 0,636 bar. 

Quanto ao critério de t.'Onvergência, o processo iterativo foi 
interrompido quando o maior somátorio dos resíduos absolutos 
das equações de conservação, normalizado pelo inicial, tomou
se menor do que 10-7 Foi assegurado, também, que as variações 
máximas da velocidade e da pressão tivessem valores menores 
que 10-6% ao interromper o processo iterativo. 

As Fig.(2) e (3) comparam os resultados numéricos do núme
ro de Mach com o teórico e com os de Karki e Patankar (1989) 
para o escoamento com choque médio e forte. Nesses exemplos, 
a posição do choque foi bem posicionada pela solução numérica 
e o número de Mach na saída (portanto a perda da pressão de 
estagnação) resultou em excelente valor. Observa-se que os 
valores numéricos na região do choque tendem a amenizar a 
descontinuidade da curva, em conseqüência do esquema "Power
Law" usado na solução que atep.ua em demasia as variações. O 
uso do valor P= I melhora o resultado e aproxima mais os dados 
numéricos dos teóricos na região do choque, sem contaminar a 
solução com oscilações irrealisticas pré e pós-choque. A melhora 
na solução com P= I foi mais significativa no caso do choque 
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forte. Observa-se nas Fig. (2) e (3) a necessidade do uso de 
esquema de ordem superior para melhor capturar o choque. 

A influência do processo de interpolação da massa específica 
nas faces dos volumes na solução do escoantento com choque é 
mostrada nas Fig.(4) c (5) . Verifica-se que, ao aumentar o valor 
de beta a descontinuidade é melhor representada. Ao usar o 
esquema "Power-Law" e o processo "upwind" (p ~ O) na interpo
lação da massa específica tem-se uma atenuação maior das 
variações dos dados, gerando um amortecimento muito severo, já 
que naturalmente os esquemas de primeira ordem limitam as 
variações, e com a adoção do processo "upwind" esta atenuação 
tende a ser mais intensa. Ao usar a interpolação linear (P= I) o 
amortecimento é amenizado, pois somente o efeito do esquema 
"Power-Law" permanece. 
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Figura 2 -Número de Mach para a situação de choque médio. 
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Figura 3 - Número de Mach para a situação de choque forte. 
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Figura 4 - Influência de beta na situação de choque médio. 

Para melhor capturar as variações das propriedades através 
do choque, investiga-se o desempenho do esquema "QUICK". 
Os resultados com o uso deste esquema na solução dos escoa
mentos com choque são mostrados e comparados com o esquema 
"Power-Law" na Fig.(6). Corno o esquema "Power-Law" apre
sentou melhores resultados para ~ -~ I , este caso foi selecionado 
para a apresentação. Verifica-se que um esquema de ordem 
superior lbmece melhores valores do que um esquema de 
prin1eira ordem, já que não atenua em demasia as variações dos 
dad<JS na região do choque. Constata-se que, ao aumentar o valor 



de beta, a solução fica contaminada por oscilações excessivas 
nas proximidades da descontinuidade da curva. Estas oscilações 
irrealísticas pós-choque são mais acentuadas na solução do 
escoamento com choque forte, resultados não mostrados aqui. 
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Figura 5 - Influência de beta na situação de choque forte. 
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Fig. 6 - Esquemas "Power-Law" e "QUICK" no choque médio. 

Escoamento através de canal com obstáculo. O escoamento 
de fluido compressível (ar), não-viscoso, regime transônico, 
através de um canal com um obstáculo semicircular na superflcie 
inferior tbi escolhido por ter sido utilizado por muitos pesquisa
dores para -verificar a precisão e estabilidade do método numé
rico empregado, como por exemplo, MacCormack ( 1982), Ni 
( 1982), Eidelman et al. ( 1984), Karki e Patankar ( 1989), Morton 
e Paisley ( 1989) e Dermirdzic et al . ( 1993). A largura do canal é 
igual ao comprimento do obstáculo (Lb= I), e demais dimensões 
são mostradas na Fig.(7). A altura do obstáculo é 10% da distân
cia entre as paredes do canal. 

A solução do escoamento não-viscoso foi desenvolvida usan
do-se as equações de Euler e de estado do gás ideal. 

Foi usada a malha de 60x20 volumes. Na direção longitudi
nal a malha foi refmada na região do obstáculo, e na transversal 
foi uniformemente espaçada, conforme mostrado na Fig.(8). 

O mesmo critério de convergência da solução do problema 
anterior foi utilizado neste caso. 

parede do canal 

~1 !----o-b's ....,...tácu.lo to.~ 
i.. ..,.. T .. """", .. ---.. -~, 

saida 

L.. L.. L.. 
Figura 7 - Canal com obstáculo na superflcie inferior. 

Estabeleceu-se como condição de contorno na entrada do 
canal a pressão e temperatura de estagnação (P" = I, 4926 bar e 
T., = 327,32 K), e a pressão estática foi extrapolada do interior 
do dominio computacional. Na entrada do escoamento, utilizou-
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se como valor inicial o número de Mach igual a 0,675. Na saída ·~ 
do canal prescreveu-se a pressão estática média de 1,005 bar. 
Nas superficies superior e inferior, a condição tangencial e fluxo 
de massa nulo foram especificados. 

Figura 8 - O dominio fisico com a malha de 60x20 volwnes. 

Os resultados numéricos do número de Mach ao longo das 
superflcies superior e inferior do canal obtidos por Eidelmau et 
al. (1984), os de Karki e Patankar ( 1989) e os dados pelo pre
sente trabalho são mostrados e comparados na Fig.(9). Uma 
região supersónica surge no canal, a qual é finalizada por um 
choque normal. O método proposto foi capaz de predizer o 
choque estendido em wna região com cerca de 5, 7% (~= O) e 
4,5% (~= I) do comprimento do canal, resultado melhor do que 
o de Karki e Patankar (1989) que obtiveram 10%. O número de 
Mach máximo imediatamente antes do choque e sua localização, 
obtidos pelo presente método ("Power-Law") foram M= 1,26 e 
X= 0,572 (~= O) eM= 1,38 e X= 0,584 ( ~= 1), respectivamen
te. Eidelman et al. ( 1984), Karki e Patankar ( 1989) e 
Dermirdzic et al. (1993) obtiveram M= 1,20; 1,10 e 1,43 e 
X= 0,546 ; 0,551 e 0,567, respectivamente. Todos estes usaram 
esquemas de primeira ordem, porém Dermirdzic et al. utilizaram 
uma malha mais refinada (224 x 56 volumes). Ni ( 1982) e 
Morton e Paisley (1989) obtiveram a mesma posição e número 
de Mach antes do choque que Dermirdzic et al. 

A influência do tipo de interpolação da massa específica (~) 
só foi significativa na vizinhança da onda de choque. Tem-se 
duas causas de difusão numérica na solução do escoan1ento tran
sônico, wna devido ao uso do esquema "Power-Law" e a outra 
da utilização do processo "upwind" (~= O) para obter a massa 
específica nas faces dos volumes, isto é, esquema "upwind" para 
obter os termos convectivos das equações da quantidade de 
movimento nas faces e a massa especifica na equação da conti
nuidade. Essa difusão nwnérica produz excessiva dissipação na 
região do choque. Estes efeitos estão provavelmente produzindo 
mais dissipação do que seria necessário para estabilizar a solu
ção próximo ao choque. Essa difusão pode ser amenizada através 
do valor de~ ou c:.:om um esquema de segunda ordem, por exem
plo o esquema "QUICK". Porém, o uso de um esquema de 
segunda ordem, tais como de Gudonov, Eidelman et al. (1984), e 
MacCormack ( 1982) resultaram em um choque mais fraco que o 
obtido neste trabalho com o esquema "Power-Law" e ~= I, 
obtendo número de Mach máximo de aproximadamente I ,32. A 
Fig.( 1 O) mostra os resultados obtidos pelo presente método 
usando o esquema "QUICK" (segunda ordem), comparando com 
os fornecidos pelo esquema "Power-Law" (primeira ordem). 
Selecionou-se para cada esquema o melhor fator de interpolação 
~. isto é, especificou-se ~= O para o esquema "QUICK" e ~= I 
para o "Power-Law". Com o uso do esquema "QUICK", verifi
ca-se que surge wn choque mais forte e mais nitido, estendendo
se em uma região menor, cerca de 4, I% do comprimento do 
canal, em relação à solução com o esquema "Power-Law". O 
número de Mach máximo foi de 1,48, localizado a X= 0,608. 
Nas regiões distantes do choque os resultados obtidos com 
diferentes esquemas apresentaram boa concordância entre eles. 
Note-se, no entanto, wna pequena oscilação na solução obtida 
com o esquema "QUlCK" na região de saída. 

As isolinhas para o número de Mach são mostradas na 
Fig.( II). Um choque normal surge na região de saída do obstá-



culo, como obseiVado na figura pela aproximação das _isolinhas, 
indicando grandes v~ações do nlu®ro de Mach ao longo de 
uma estreita região. · 
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Figura 9 -Número de Mach para o escoamento transônico. 

M 
1.7 ..--.---.--.,---.--.---.--,---.---,,--.. 

1.5 
Pewer· Law 

1.3 Qulck 

...... -4. .. 

1.1 

0 .9 

0 .7 ------........ 

SUP'ERIOR 
I 

\ 

--- ,=-=---=:_-

\1 ,.ç-.:-=·· 
\('~NFERIOR 

0 .3 XI 
o~ o2 o.4 o6 o8 1.0 L 

Figura lO- Esquemas "Power-Law" e "QUICK". 

Figura II - Isolinhas do número de Mach para 
M = 0,5, (0,05), 0,8 e 0,8, (0,025), 1,25 

CONCLUSÕES 

Na solução numérica de escoamentos de fluidos em regime 
transónico com onda de choque propôs-se um método de interpo
lação da massa específica nas faces dos volumes, como uma mé
dia ponderada entre a interpolação linear e a aproximação "up
wind". Amenizou-se a excessiva dissipação do choque, causada 
pela difusão artificial. O algoritmo proposto obteve resultados 
mais precisos e melhores taxas de convergência. 
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ABSTRACT 

This paper presents an algorithm for the numerical solution 
ali spced Oows. lt's based on the finite volume, with a co-loca
ted mesh. Transonic flows with chock are well predictcd with 
both fust and second-order schemes. A interpolatíon method of 
the face density is used to reduce the cxcessivc artificial diffu
sion near thc chock. 
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Abstract 
A parallel technique based on domain decomposition for solving the Navier-Stokes equations in two 
dimensions with free surfaces is described. It is based on the code by Tome & McKee [1994] and 
Tome [1993], which in turn is based on the SMAC method by Amsden & Harlow [1971], which 
solves the N avier-Stokes equatiom; in three steps: The momentum equation and Poisson solvers 
and particle movement. These equations are discretized by explicit and 5-point finite diferences, 
respectively. The parallelization is perforrned by splitting the computp.tion domain into vertical 
strips and assigning each of these to a processar . All the computation can then be performed using 
nearest neighbour communication. We present run tests comparing the performance of the parallel 
with the serial code, and discuss load balancing strategies for improving its performance. 

Introduction 

The marker-and-cell (MAC) method, introduccd by 
Harlow and Welch [1965] is particularly suited for the 
modeling of fluid flows with free surfaces. One of its 
important features is the use of virtual particles which 
move from one cell to the next as a function of the ftow 
velocities. If a cell contains a number of particles it is 
considered to contain ftuid, providing the localization of 
the free surface. It is thus, a special feature of the MAC 
method that the domain is split into a number of cells 
which are denoted to be either empty, fui!, surface or 
boundary cells, and one has to keep track of these cells 
as time evolves. 

Amsden and Harlow [1971] developed a simplified 
MAC method (SMAC) where the calculation cycle is 
split into two parts: a provisional velocity field calcu
lation followed by a v~locity update using a potential 
function which is the solution of Poisson's equation and 
ensures mass conservation. 

Tome and McKee [1994] developed this technique fur
ther by adding a number of specially designed devices to 
deal with general domains and multiple inl~ts/outlets. 
They called it GENSMAC. This code has been success
fully used to simulate different types of 2D free surface 
ftows, such as: jet filling of cornplex shaped cavities, pen
stock head-gate closure, jet buckling and die swell prob
lems, see Tomé & McKee [1 993]. The generalization of 
their code to cope with 3D problems is not feasible on 
a serial computer due to the staggering amount of par
ticles needed to represent the 3D ftow properly. Particle 
representation of the ftuid makes it too expensive to ob
tain the ftuid boundaries for visualization as we have to 
do a Delaunay triagularization which is very costly. An
other difficulty GENSMAC faces is in coping with slow 
ftow of very viscous ftuids because in this case stability 
restrictions make the time step very small, leading to 
unrealistic run times. 
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Jn this work we present modifications to the ongi
nal SMAC technique implemented in GENSMAC and 
describe a parallel algorithm based on domain decom
position for the implementation of the SMAC rnethod 
which does present the sarne difficulties in coping with 
the three dimension problem. At this moment we have 
implemented the 2D version only. Efficency tests relating 
to load balance and communication will be presented. 

The SMAC Method 

The SMAC method is based on a staggered grid finite 
differences discretization of the equations arising from 
the following procedure used to solve the Navier-Stokes 
equations: 

Assume that at time t0 the velocity field u(x, t 0 ) is 
given. Calculate u(x, t), t =to+ b..t from the following: 

1. Let p(x, to) be an arbitrary pressure field satisfying 
the correct pressure conditions on the free surface. 

2. Calculate the intermediary velocity field ü(x, t) from 

ov ouv ov 2 op 1 (82
v 82 v) 1 

ot =- ox -fii- oy + Re 8x2 + oy2 + Fr2 9Y 

(2) 
where Re = U L/v and F1· = U/VLfi with U and 
L typical velocity and length scales, g gravity and 
v viscosity. 

3. Solve the Poisson's equation 

zn n 



4. Update the velocities and pressure from : 

u(x, t) = ii(x, t)- \1 1/; (x, t) (3) 

p(x, t) = p(x, t) + 1/;(x, t)/ flt (4) 

5. Update the particles position by solving the ODE 's: 

dx 
dt = u 

dy =v. 
dt 

(5) 

A number of boundary conditions can be applied at the 
rigid boundaries, namely: no-slip , free-slip, prescribed 
inflow, prescribed outflow and continuative outflow. At 
the free surface the usual free surface stress free condi
tions apply: 

2 [ ou (ou ov) ov] 
p- R e nxnx ox + nxny oy + ox + nyny oy =O 

ou (ou ov) ov 
nxmy ôx + nxmy oy + ox + nymy oy =o 

(6) 

(7) 

where n = (n x , ny) is the outward unit normal vector to 
the surface and m = ( mx, my) is the t angential vector. 
For the Poisson equation the boundary conditions are of 
mixed type, at the free surface a homogeneous Dirichlet 
boundary condition applies and at the rigid boundary 
the boundary condition is of Neuman type. 

The implementation of the SMAC method effected 
in GENSMAC constitutes then of three main parts: 

1. The velocity solver based on explicit finite differ
ences 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

-n+l n 
ui+~,j - ui+~ ,j 

!lt 
Pi ,j- Pi+t ,j 
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+ [ 

vn 3 . - 2v" , . + v" 1 . _1_ •+2,) •+ 2 •) ,_ '2•1 

R e fl:!x 

+ v . -+_;; , J+ '> ,J o + --gy n _ 2v" . 1 + v;• · _ .!.] 1 
z,J 2 • - p

1
.2 

fl 2y (9) 

2. The Poisson Solver Based on 5-point FD 

41/;; ,j -1/;;+t .i -1/.'i-t ,i -1/Ji ,Ht - 1/.'i ,j-t = -h
2 
D;,i 

3. Particle Movement 

xn+l = x" +uM 

y"+ 1 = y" + vtit 

Parallel Solver 

At a given time t the solution domain will resemble 
thc onc depictcd in figure 1 below , w h te re S denotes the 
cells forming the free surface, B denotes the rigid bound
ary and F denotes the fluid. The algorithm described in 
steps 1 and 2 is to be applied to the cells marked with F . 
Step 3 applied also to cells marked with S and B. On 
the cells marked with S the velocities are updated using 
the fr ee surface stress free conditions (6-7). On the rigid 
boundary, inlet and outlet thc vclocitics are calcula ted 
from the appropriate boundary conditions applicable to 
each case. 

S F F F F F S I 
1\ S F F F F F S ! 
1 r s s ~ S F F F F F S s --s s IS. I 

I II. /F F F Ir\ s s lJ' F F F F F I~ s SVF F F F ~ 
B F F F F F F F F F F F F F F F F F F F B 

B F F F F F F F F F F F F F F F F F B 

~ F F F F F F F F F F F F F F F F F rf 
lj F F F F F F F F F F F F F F F F F \4._ 

El, F F F F F F F F F F F F F F F F F ~ 
B F F F F F F F F F F F F F F F F F B 

B F F F F F F F F F F F F F F F B 

iJl F F F F F F F F F F F F F F Filf 

I~ F F F F F F F F F F F F F F FI~ 
lEI, F F F F F F F F F F F F F F FI~ 
B B B B B B B B B 8 8 8 8 8 B B 8 

Figure 1: Domain O and types of Cells in GENSMAC 

The region containing ali the cells is split into a num
ber of vertical paneis . Thesc paneis are then assigned to 
each of the availa.ble processors, whiclt gocs on to apply 
the velocity solver to its grid points whi ch are full cells , 
see figure 2. For the cxplicit. finite differen ces scheme this 
step presents no difficulties for the par a liei algorithm, 
but, as mentioned in thc introduction , for some prob
lems, stability constraints ma.ke the time step extremely 
small, so that an implicit method is in order. Figure 2 
shows the stencil for the momentum equa tions. 
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Figure 2: Stencil for the momentum equations 

After having calculated the tilde velocities from equa
tions (8-9) each processor communicates the first and 
last columns of both u and v, see figure 2, to the right 
and left neighbour processors , rcspectively. Obviously 
the first and last processor communicates, only the last 
and the first colummns, respectively. The next step is 
the solution of Poisson 's equation through the 5 point 
finite difference scheme of step 2. This step is effected 
using the sarne processor topology used for the momen
tum equations. We use a parallel implementation of 
the conjugate gradiente method presented in (Cunha 
(1992,1992a]) and distributed in the package Parallel It
erative Methods (PIM) , see (Cunha & Hopkins (1993]). 
PIM implements ali the code necessary for the iteration 
of the CG method, apart from the routines for matrix
vector products and inner products, which are supplied 
by the use r. ln this context this is one of the major diffi
culties, because the matrix-vector products are quite in
volved and requires careful coding. One step of the con
jugate gradient solver requires the computation of the 
matrix-vector product y = Ax, where for a grid point 
( i',j) the corresponding Yi,j is calculated from 

Yij = O:ij Xij + {3;j Xi+1 ,j + /ij Xi-1 ,j + Dij Xi ,j +1 + Cij Xi,j -1 

(10) 
and o:, {3, 1, t5 and c are the coefficients corresponding to 
the center, north, south, east and west locations, respec
tively. These coefficients are derived from the PDE and 
boundary conditions. 

The main difficulty in performing this matrix-vector 
product is associated with the domain being irregular. 
This is clone in such a way that only points falling in
side the region n will be included in the calculations. To 
achieve this, indirect addressing has to be used in order 
to cope with the contribution of the farthest points (east 
and west in our case because we are numbering the un
knowns by columns) and to minimize cornmunication, as 
we do not wish to cornmunicate the coefficients of points 
which are not going to be used to form the product. 
For points inside n with neighbours not in n, the cor
responding coefficient is set to zero. To implement the 
correct boundary conditions it is necessary at this stage 
to modify the coefficients and/or the right-hand side vec
tor as appropriate. Note that the coeffici ents are formed 
only once, and are kept fixed during the iterations of 
the iterative method. This arrangement permits the use 
of non-uniform meshes. The generality of the geometry 
rnakes the next neighbour r.ommunication pattern rnuch 
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more involved than the case of a square region, because 
the length and positions of the vectors to be exchanged 
depend now on the geornetry. 

The parallel irnplementation of the particle move
rnent is clone likewise. Each processor having upgraded 
the velocity and pressure fields applies the ODE (5) to 
find the position of its particles at that time. Particle 
movement across processor boundaries will be necessary 
and will only involve next neighbour communication. 
The position of the fluid is updated with each proces
sor communicating the possible particles which are to 
be moved across the boundaries. At the end of a com
puting cycle ali processors hold the correct inforrnation 
for performing the next step. The calculation cycle can 
be summarized by the algorithm: 

• Call REFLAG , this routine relabels the cells ac
cording to movement of the particles . 

• Comunicate the cells flagging and the velocities u 
and v 

• Call SUREMP, TANOUT, BCOND , these routines 
apply the boundary conditions on the free surface, 
SUREMP applies equation (6) , TANOUT applies 
equation (7) and BCOND applies the boundary 
conditions on the rigid boundary. 

• Call PSEUDPRESS, this routine calculates the 
pressure. 

• Cornmunicate the pressure. 

• Calculate the tilde velocities. 

• Cornmunicate the tilde velocities. 

• Apply the conjugate gradiente solver to calculate 
1/J. 

• Communicate 1/J. 

• Update the velocity field and the pressure field 
equations (3-4). 

• Communicate the updated velocities. 

• Call SUREMP, TANOUT, BCOND , again to up
date the velocities on the boundary using the newly 
calculated velocity filed. 

• Cornmunicate the updated boundary velocities. 

• Call PACKIN, this moves the particles to the new 
positions. 

• Communicate the cells flagging. 

The routines that update the velocities on the boundary 
need to comunicate the velocities on the bounda.ry only 
instead of the whole line. 



Test Problems 

The serial code has been thoroughly tested throughout 
years of use, including validation against experimental 
tests. Severa! problems has been solved using it includ
ing jet filling of complex shapes, see Tome[l993]. We 
tested our code against two test problems as described 
below. 

Problem 1: Droplet Into a Circular Cavity 
This example shows the motion of a square block 

of fiuid u;!der the force of gravity as it falis into a cir
cular cavity. No-slip boundary conditions are applied 
at the cavity wall while free-slip conditions are applied 
at the other walls. This example was considered by 
Viecelli [1969], with free-slip conditions imposed on the 
cavity wall. ln this example we used the diffusion coef
ficient (1/ Re = 0.15) and the gravitational force in the 
y-direction was (gy / Fr 2 = -1.0). The distribution of 
particles per cell is t aken as 16 particles in each cell. 
Figure 3 displays the particle configuration at different 
time intervals. 

Cycle • 995 t - 6.264000 Cycle- 1466 t- 9.396000 
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Cyc le .. 2171 t •1't094000 Cycle- 2876 t- 18.792000 

Figure 3: Particle plots for the droplet problem at 
different times. 

Problem 2: Waterfall Onto a Step 
This example simulates the fiow of water onto a step 

in the p~esence of infiow and outfiow boundaries . Fluid 
enters an empty system starting at t = O, falis under the 
infiuence of gravity onto a step, and proceeds out a con
tinuative outfiow boundary. The conditions on the walls 
of the container and on the step are no-slip boundary 
conditions. The plots display the particle configuration 
for different times . The parameters used with this ex
ample are (1/ Re = 1.0), gy / Fr- 2 = -0.25). 

Cycle- 2167 t .. 24 .000000 Cycle - 2528 t- 28.00000 0 



Cycle - 2889 t - 32.000000 Cyde - 3611 t - 40.000000 

Figure 4: ParLcle plots for the waterfall problem at 
different times. 

Performance of the Parallel Code 

We applied the parallel code to solve the sarne two prob
lems described in the previous section . 

Table 1 below displays the wall clock times taken 
to run the code for one processor Ts, four processors T4 
and eight processors T8 for different sized problems. T he 
number under the heading n eq represents the number 
of cells containing ftui d. As could be antecipated from 
a carefull analysis of the parallel algorithm the perfor
mance of the code degrades with increasing number of 
processors , for a fixed problem size. This is because in 
keeping the problem size fixed and increasing the num
ber of processors the number of equations each processo r 
is assigned decreases and the amount of communication , 
on the other hand, increases, so that t he ratio compu
tation/ communication tends to zero. However, the total 
time taken to run the code gets smaller, as a proportion 
of the serial time, as the size of the problem increases. 
For a problem size of 556 equations the time taken on 
4 processors is about half th at of the serial code, but 
the performance is not much better with 8 processors, 
that is , 556 equations is not a big enough problem to be 
solved with 8 processors. This prcsents a li mitation of 
the parallel code which is related to the nature of the 
free surface transient problem . No te that, in t his ex
ample, the amount of fluid is constant throughout. the 
simulation so if we in crease t he number of processors 
beyond a certain threshold the performance of the code 
does not respond because the size of the problem being 
solved in each processar is too small to make up for the 
communicat ion. 

Table 1: Wall-clock times in seconds 

I neq I 7~( s ) I 74(s) I Ts(s) I 
144 56.55 60 .82 66 .29 
196 168.75 147.88 162.66 
246 311.49 249.05 24 1.98 
271 446.00 328.26 286 .09 
385 872 .15 507.55 443.27 
450 1185.9 623.78 510 .77 
556 1953.7 949.43 707.47 

Table 2 displays the effi ciency of the code with the 
increasing problem size. T he expression E = ~ repre

r • 
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sents how efficient the parallel algorithm is in uti lizing 
processar time. Note that if the time taken by the p 

processors were } of that of the sequential code t hen 
E would have been 1. ln this case the effi ciency of the 
parallel code is the best one can hope for. Observing 
the last column of table 2 we see that the performance 
of the code for 8 processors is not particularly good, as 
already commented on this issue before. However, one 
should note that the efficiency is growing with problem 
size, and this is very encouraging in the sense that we can 
hope solving really large problems with the right number 
of processors. As already mentioned this problem does 
not present a good example where the performance of 
the code is best , because of the fixed amount of ftuid in 
the simulation. 

Table 3 shows the sarne data as table 2 for the wa
terfall problem . Here despite of the problem having an 
inftow and outftow, meaning that the number of parti eles 
vary during the run, the performance of the code as the 
number of processes increase degrades. 

Table 2: Efficiency for the droplet problem 

I neq I -k I #- I #- I #- I ~ 6 8 

144 0.57 0. 23 0.1 4 0.11 
196 0.67 0.28 0.19 0.13 
246 0.71 0.31 0.24 0.16 
271 0.77 0.34 0 .25 0.1 9 
385 0.85 0.42 0.31 0.25 
450 0.88 0.48 0. 37 0.29 
556 0.93 0.51 0.41 0.35 

Again this is mainly due to t he fact that the number 
of equations is not large enough to be worth the dis
tribuition. ln fact at the start of the process the number 
of equations is very small. The average number of equa
tions is smaller in this problem than it was in problem 
1. But again as can be deduced from the entries in table 
3 the effi ciency is growing with the number of processes 
as the size of the problem increases. This is particularly 
encouraging because we can hope that in the 3D prob
lem the efficiency is going to be much better because 
then the amount of work is g~ing to be very large, and ' 
we shall be able to solve really large problems using a 
cluster of workstations . 

Table 3: Efficiency for the waterfall problem 

8 

173 0.43 0.20 0.11 0.08 
246 0.47 0.25 0.13 0.1 0 
346 0.49 0.30 0.17 0.12 
414 0.52 0.32 0.19 0.13 
500 0.57 0.37 0.22 0.1 6 
635 0.60 0.42 0.25 0.18 
789 0.61 0.48 0.29 0.21 
913 0.63 0.53 0.32 0.23 
1339 0.66 0.57 0.37 0.29 
1625 0.69 0.63 0.44 0. 33 
2812 0.79 0.71 0.60 0.45 



Load Balance 

The load balance presents a major difficulty for problems 
with free surfaces, because the domain chauges as time 
evolves. This is.·specià.lly so for the type of problems we 
are dealing with in this work, as the free surface can take 
arbitrary geometries and :6~n change shape dramatically 
with time. For instance, in a problem with inflow , in the 
initial phase the region occupied by the fluid is sma'Jl, 
and so is the computation involved, so that it is not 
worth distributing it. As the domain grows more work 
needs toõe performed and it is then distributed amongst 
the available processors. The strategy we adopted in the 
parallel version of GENSMAC is a follows: 

• As the code stands at the moment the domain is 
split into a number of paneis each of which is as
signed to a processo r . If this panei contains no fluid 
the processor is idle up to the moment fluid arrives 
at it. This can take a considerable number of time 
steps, but when the amount of fluid is small the 
number of equations to be solved is also small, and 
it not worth distributing it. This strategy is not 
as bad as it may look at first, because processors 
with no fluid have no activity so that they act as 
they were asleep, and are weakened up on ly when 
fluid arrives at them. From the polnt of view of the 
user the code behaves as if one processor is added 
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RESUMO 

O objetivo deste trabalho é estudar esquemas de discretização de termos convectivos que possam 
ser aplicados à simulação direta do transporte passivo de energia em escoamentos turbulentos com 
recirculação. Oscilações não-físicas no campo de temperatura foram encontradas em testes iniciais 
com o esquema Qlfl('fl' de Leonard. Aqui, apresenta-se os resultados de tentativas de se limitar 
estas oscilações com os esquemas SMART de Gaskell e Lau, ULTIMA TE de Leonard e NOTABLE 
de Pascau c Pérez. 

INTRODUÇÃO 

t:ste trabalho faz parte de uma pesqmsa sobre a si

mulação numérica do transporte passivo de energia em es
coamentos turbulentos com recirculação. Pretende-se com 
esta pesquisa melhorar a compreesão de mecanismos físicos 
que ligam os campos dinâmicos c térmicos, obter dados es
tatísticos sobre as diversas variáveis turbulentas e, assim, 

aperfeiçoar os modelos de turbulência utilizados a nível in

dustrial, principalmente no que diz respeito às preau;ês de 
transferências térmicas parietais nestes escoamentos. Atual

mente, com o desenvolvimento dos supercornputadores, as 

sirnulaçôcs numéricas se apresentam como ferramentas im
portantes para a compreensão de escoamentos turbulentos, 

principalmente em regiões próximas de superfícies sólidas 

devido às dificuldades práticas encontradas no caso das téc
nicas experimentais. 

O programa de simulação utilizado neste trabalho é o 
CUTEFLOWS (Computing Unsteady Three Dimensional 
Flows) que foi desenvolvido por Humphrey et ai.( vide Schu

ler et al.,199l) na Universidade de Berkeley. Este programa 

foi aplicado ao caso do escoamento incompressível em torno 
de um degrau ( backward facing stcp flow) seguindo a mesrna 
geometria e condições de contorno das experiênci'ls realiza

das por Vogel e Eaton(1985) que, no que diz respeito ao 
aspecto térmico, estão muito bem documentadas. 

Os primeiros testes com este programa mostraram que 

os perfis de temperatura, devido a oscilações numéricas, a
presentavam níveis abaixo (" u ndcrshoots") e acima (" un
dershoots") de níveis físicos. Este problema se deve ao es

quema numérico para os termos convectivos QUlCK (Qua
dratic U pstream lnterpolation for Convective Kinematics) 
de Leonard(l979) utilizado no ('\JTEFLOW5 e ele aparece 

quando se utiliza aproximaçôes de ordem elevada. como o 
QUICK, quando os termos convectivos são dominantes em 

regiões onde existem fortes gradientes( M aliska, 1995). As
sim, apesar do esquema QUI C 1\ apresentar características 
atrativas no que diz respeito à difusão numérica, estabili
dade (no que se refere à convergência do algoritmo- "up

winded") c simplicidade de algoritmo, existe a possibilidade 

do aparecimento ele oscilações espúrias nos casos em que a 
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convecção domina corno apontado pelo próprio Lconard
(1988a). 

Smith e Hutton(1982), após estudar os resultados de di

versos autores concluíram que o modelamento da convecção 

é a arte do compromisso entre os erros de difusão e de os
cilação numéricos. Geralmente, para evitar os problemas de 
oscilação existem dois métodos: 

• i) combinação local de um esquema de ordem elevada, 
mas dispersivo (provocando oscilações) e de um es

quema de ordem inferior, mas difusivo. Como exem

plos, podemos citar o esquema FCT IF!ux Corrected 
Transport) de Boris(1973) qlie combina um esquema 

de primeira ordem e um de segu .c' 'L e o esquema 

LODA (Local Oscillation Damping A• uithm) de Zhu 
e Leschziner( 1988) que combina um esyuema de pri
meira ordem e o esquema QUICK. 

• ii) satisfação do critério de limitação dc,s fluxos con
vectivos que é o caso, por exemplo, dm, esquemas 

SMART (Sharp and Monotonic Algorithm for Realis
tic Transport) de Gaskell e Lau(1988), ULTIMATE 

(Uni versa! Limiter for Transient lnterpolation Mode

ling of the Advective Transport Equ,,tions) de Leo
nard(1988b) e NOTABLE (New Option for the Trcat
rnent of Advection in the Boundary Layer Equations) 

de Pascau e Pérez(1993). 

Neste trabalho optou-se pelo segundo método, começan

do pelo esque,na SMART, pois o mesmo já foi utilizado em 
simulações de escoamentos turbulentos similares ao estu
dado neste trabalho como relatado na literatura (vide, por 
exemplo, Neto et ai., 1993 e Gaskell e Lau, 1987). Os ou
tros esquemas ULTIMATE c NOTABLE foram escolhidos 

pela simplicidade de aplicação a partir do algoritmo para o 

SMART. 
Portanto, relata-se aqui resultados de experiências de se 

limitar as oscilações provocadas pelo esquema QUICK com 

os esquemas SMART, ULTIMATE e NOTABLE no caso do 
transporte passivo de energia num escoamento bidimensinal 
fortemente convectivo em torno de um degrau (N lÍmcro de 

Reynolds- baseado na altura do degrau e na velocidade, lfo 

na entrada antes do degrau- da ordem de 10 4
). 



DESCRIÇÃO DO PROGRAMA DE SIMULAÇÃO 

O programa CUTEFLOWS foi desenvolvido a partir 
de modificações sucessivas de programas da familia do já 
bem conhecido programa TEACH (Teaching Elliptic Axi

symmetrical Characteristics Heuristically) que foi desenvol
vido no Imperial College, Londres. Nas teses de Schuler
( 1990) e Treidler( 1991) encontram-se os principais desen

volvimentos que caracterisam a versão utilizada aqui. Ele 
foi validado nos casos de simulações de escoamentos lami

nares e não-estacionários com separação (convecção forçada 

e mixta). 
Na referência Schuler et ai. ( 1991) pode-se encontrar uma 

descrição detalhada do programa CUTEFLOWS. Apresenta
se, em seguida, as suas principais caracterfsticas, as equações 

resolvidas para o caso bidimensional, o algoritmo para o 

avanço no tempo e as condições de contorno para o caso do 
degrau. 

O procedimento numérico resolve diretamente os cam

pos de velocida.de e temperatura em termos de suas variáveis 
primitivas. As equações discretizadas são obtidas pela Téc
nica de Volumes Finitos utilizando malhas cartesianas de
sencontradas. Para os termos de difusão emprega-se o es
quema Centrado e para os termos de convecção o esquema 
QUICK. Resolve-se o sistema de equações resultante em
pregando-se um esquema explicito preditor corretor do tipo 
Runge-Kutta de segunda ordem. O campo de velocidade a 

divergência nula é decomposto, segundo o Método de Chorin 

(Maliska, 1995), em um campo de velocidade (pseudo) que 
é independente da pressão mais um termo que representa 

a contribuição da pressão. A equação discretizada para a 
pressão é obtida a partir das equações de Continuidade e 
de Movimento discretizadas. Esta equação é resolvida pelo 

Método dos Gradientes Conjugados. No que diz respeito às 
condições limites, pode-se impor condições do tipo Dirichlet, 
Neumann, periódicas ou "saída livre". 

E,tuações 
-----

-\s equações de Continuidade, de Quantidade de Movi
mento nas direções x e y e de Energia são, respectivamente: 

ou éJv 
-+-=0 
éJx éJy 

éJ(pu) éJ(puu) a(pvu) 
----ai + ----a;;- + ----ay = 

ap a -+
ax ax ( au) a ( au) 

J.L éJx + éJy J.L éJy 

éJ(pv) éJ(puv) éJ(pvv) 
----ai + ----a;;- + ----ay = 

- éJp + .!!__ (J.L a v ) + .!!__ (J.L éJv ) 
éJy éJx éJx éJy éJy 

â(pT) éJ(puT) â(pvT) 
[ii+ ~ + ----a:;- = 

a ( aT ) a ( ar ) 
ax O' ax + ay Cl' éJy 

( 1) 

(2) 

(3) 

(4) 
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onde ; é a difusividade térmica. 

Avanço no tempo: Algoritmo 

Descreve-se abaixo o procedimento para se obter a com

ponente de velocidade na direção x - u e a temperatura 
T utilizando o esquema explicito preditor-corretor do tipo 
Runge-Kutta de se,;unda ordem. Para a componente v, o 

procedimento é análogo ao da componente u. 
Pode-se colocar as equações discrct.iz;tdas para u c T na 

forma: 

ânp [.iíp (u) +li" (z7)] 
(é>) 

ât pD.\/" 

ai;,_ hp (u, T) 
(fi) 

iJt D. v' 

onde [jp e hp representam as aproximações em diferenc;as 
finitas para os termos de convecção ou de difusão, II" ( lt) 
o termo de pressão intc,;rado sobre o volume de controle c· 

D. V" e D. v~ os volumes das lllitlhas para u c para ilS variáveis 

escalares, respectivam<ente. 
O procedimento se decompõe cm oito passos cousccu

tivos a partir dos campos de temperatura e de velocidade 

satisfazendo a Equação de Continuidade no instante t ( que 
corresponde ao enésimo passo de tempo- D.t). 

1 . :_,.71+ 1/'2 
• Passo 1: Calcula-se as pscudo-veloctdades, u 

no instante t + ";' ignorando o termo de pressão na 
equação 5: 

, n+ I /2 _ . n til [.<Jp ( u" )] 
1l p - u ' + - "--'--'---'-"-

) 2 pD.V" 
(7) 

• Passo 2: Determina-se o campo de prcssãc no instan
te t a partir de um sistema de equações lineares que 
. - . "d d d l "d d ::_n+l/ 2 
unpoe a contmm a e ao campo e ve on a. e u . 

• Passo 3: Utiliza-se a equação 5 c a pressão no instan
te t, p" para calcular a vdocid;ulc no instante I+ ~' 

11
n+l/2 _ -n+l/2 D.l IT'" (u") 
p - ILP +- --

2 pD. v u 
(.'\) 

• Passo 4: Calcula-se o campo de temperatura no Ins

tante t + ~' a partir dos campos no instante 

]·m+ I /2 ' '" D.l h ( lt" -["' ) 
p = [1' +- p . ' 

2 D.V' 
(9) 

• Passo 5: Calcula-se as pseudo-vclocidades no instan

te t + D.t 

-n+l . [- ( UI' = u;: + D_f gp lt"+ I /2) l 
pD.V" 

(lO) 

• Passo 6: Determina-se o campo de prcssào no Ins
tante I+ D.t impondo-se a cont.inuicbule ao campo de 

:..,.n+J 
velocidade u 



• Passo 7: Utililía-se o campo de pressão pn+I/Z para 
determina r a velocidade no instante t + 6t 

(II) 

• Passo 8 : Finalmente, calcula-se a temperatura no 
instante t + 6t 

( 12) 

Os passos até o de número 4 constituem a. etapa de 
predição e os seguintes fazem parte da etapa de co rreção . 
do Método Runge-Kntta. 

Nos passos 2 e 6, para. resolver o sistema de equações 
lineares, o processo ite rativo co m o Método dos \.radient.es 
Conjugados termina quando o erro é menor qu e um valor 
fixado inicialmente (1 x 10-6 neste trabalho). 

Conditições Limites 

Conforme dito ant.eriorment , a plica-se o programa CU
TEFLOWS ao caso do escoamento incompressível em torno 
de um degrau (backward facing step flow) seguindo os dados 
das experiências de Vogel e Eaton(1985), cujas condições de 
referência são: 

• ReH = 28000 ; h2/hl = 1. 25 

• fluxo de calor- q, - constante na pared e inferior após 
o degrau tal que: (Tw - T , )maT é da ord em de 1.5K 

Na figura I, most ra-se o dorn(nio de cálculo (cujo com
primento é aproximadamente 3.6 vezes o comprimento médio 
da zona de recircu lação) c as co ndições limites. 

~+ à(uu) _ 0 àt àx -
j)__y__ - o à X - b2 

H 

.i!_- o à x2 -U=V = 0 
q =o .. q .:: coul. 

··-··---·--J 
4H 20 H 

Fi~11ra I: Condi ções Limites 

( :o meça-se os cákulos a. partir do repouso para. os pontos 
interiores do meio fluido . Como co ndição inicia l, para a 
temperatura, s upõe-se nm campo uniforme - T( x , y , O)= 'J;, . 

Nas paredes, impõe-se u = v = O. Para a t emperatura, 
impõe-se u~ta t emperatura constante - Ta para a parede 
sup erior , um flux o de calor n11lo nas pared es laterais e a. 
lllOIII.illlt.e do degrilu c 11111 flu xo <lP calor const.;wte - ({ w ll i t 

parede inferior a jusante do dq; rau . 
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Na entrada, impõe-se perfi s uniformes para u ( b = O e 
v=O) e T. 

Na saída, utiliza-se a cond ição de saída li vre para u 

ou a(uu) -o 
at + ax - (13) 

Para satisfazer a condição global de continuid ade, acres
centa-se na saída à componente de velocidade 11 o termo 

J5 udA 
fJu=--

Asaída 

onde S é a superfície do domínio de cálc ulo. 

(14) 

No caso de u, negligencia- se a difusão na saída e, assim : 
pela continuid ade, impõe-se para v um gradi ente longitudi
nal nulo 

( 15) 

e para a t emperatura 

(16) 

ESQUEMAS PARA CONVECÇÃO COM LIMITADORES 

Para descrever as limitações que se impõe aos esquem a.-; 
de discretização para os term os convect.ivos, utiliza-se o di 
agrama em variávezs normalizadas que é mais conveniente 
para este tipo de análise (Leonard, 1988a). A interpolação 
de uma vari ável l/>, sobre urna face de um volume de con
trole centrado em C, é normalizada com os valores nos nós 
a montante (índice U) e a jusante (índice D) do volume de 
controle em relação à direção de convecção (vid e figura 2). 

t t ·t 
u c r D 

X 

Figura :2: Notaçôes para SP Efetuar as NorrnalizaçÕf'S 
dos Esquem as 

A variável l/> normalizada, J é definida por 

(17) 

Deste mod o, l/>-u =O e q;D = 1. Para o esq uema QlliCK , 
o valor na face f de uma malha uniform e vale 

1 1 
1>1 = 2 (rf>D + r/> c )- 8 (<I> v- 2r/Jr· +!/lu) (1 8) 

e em termos de variáveis normalizadas 



· I( ·) I ·) 1> J = 2 1 + r/> c - S ( 1 - 2</lc ( 19) 

Para o esquem a a montante de primeira ordem (upwind) 

</! J = r/> c (20) 

i1 = 1>-c (21) 

e para o esquem a Pm diferenças centrais de segunda ordem 

I 
rPJ = 2 (</JD + rf>c) 

1>-J = 0.75 + 0.5 (lc - 0.5) 

~r 

-····· · -··-- !_ 

~ // 
: ~~/ / / 

: l 

Figura 3: Diagrama em Variáveis Norma lizadas 

(22) 

(23) 

~c 

As interpolações normali zad as apresentadas acima são 
mostradas na fi g ura 3. Segundo Leonard(1 988a) , a partir de 
uma análise do diagrama em variáveis normalizadas, pode
se deduzir as seguintes caracte rísticas para os esquemas de 
discretização: 

• um esquem a é de segund a o rdem se a s ua curva passa 
pelo ponto Q(0.5 ,0.75) e e le é de terceira ordem se, 
além de passar pelo ponto Q, possuir nes t e ponto uma 
inclinação de 3/4 (com o para o esquem a QUICK); 

• se a curva de um esquema passa através do segundo 
quadrante acima do ponto P ~para o caso bidimen
sional) , oscilações pode m ser produ zidas e se a curva 
passa pelo quarto quadrante, o esquem a é difusivo. 

Pode-se co ncluir que um esquema de terceira ordem 
que não é difusivo e que não provoca oscil ações deve , no 
diagrama em variáveis normalizadas , passar pelos pontos 
0(0,0) , Q(0 .5,0. 75) (com um a inclinação de 3/4) e P(l , l ) e 
qu e, assim , i1 de ve ser fun ção não- linear de 1>:-.. . 

Caskell e La u( 1988) mostram que a condição necessária 
e suficientt' para que os flux os r.o nvectivos sejam limitados 
para um esque ma dado é: 

{ 
r/>~c· ~ ~! ~ I 
1> J=1> c: 

se ic: E (o , I] 
caso contrário 

(24) 
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Aparente me nte , se </Jc < O ou </Jc > I não se te m es
colh a: de ve-se utilizar os esqu ema a mon tante de primeira 
ordem (upwind). No entanto, na regi ão mo nóton<t - ,o·c E 
(0, 1] - pode-se vislumbrar diversas possibilidades para sa
tisfazer a condição descrit a acima. O esqu e m a SM A RT de 
Gaskell e Lau( 1988) é linear por trechos (vid e figura 4): 

;{q, (" 
f/!J = r c 

~ (2 </J-,· + 1) 

:ci
o.'-'~ 

: ""~" • ":J~ 

~r 

1 

o 

se 4~c rf_ [O. 1] : 
se 1/!-, E [0 . 1/(i ): 

(25) 
se i, · E (S/ fi, I] ; 
se t/J-, . E [ 1/6. S/6]. 

/ 
p 

Q 

: t 
~( 

Figura 'i : SMA RT: Di agra ma l ' lll Variáveis Normali za
das 

No caso de um avan ço ex plicito no t emp o, dcvc-st: acres
centar na região monóton a a condição (Caskell e Lau. I !!~ti 
c Leonard , 1988 b) 

,p J ~ 1>-c " 
r 

(26) 

onde c = n~' é o NIÍrn ç ro d e Couraut., para qu<" a 

solu ção rf>Z.+ 1 no i~~<>tantc /. + 6.t seja limitada, ou seja 

q,;•+l E [1>;'-,1> /', , r/1~\ ] (27) 

Os valo res d e i,·, 1Jc r c: r/>1> para. o esq ue m a. SMAHT t' os 
apresentados a ba ixo corres po ud e m ao iu s t. ;tut.c t. ( e uésirn o 
passo de tempo) . 

Nos casos dos esquemas NOTABLJ;: de Pascau c P ére~

(1993) e ULTIMATE de Lcouard(l988b) as diferenças c m 

relação ao SMART se encoutram na regi ão mo nótona. Nes ta 
região para o esqu ema NOTABLE , t.e m- st: 

1>.1 = 1>~: ( r/>~: 2 - '2.Sr/>-c · + 2.5) (28) 

o qu e represe nta um a a proximar;ào poliu01nial de t. c r
u :ira orde m passando pelos po ntos 0(0 ,0) , Q(O .S,0.7S) (com 
uma inclina.r;ão de :l j-1) c P( 1. 1 )no di ;tgr a.m a. e m vari áv(' is 
no r m aliz adas . 



No caso do esq uema ULTlMATE calcula-se inicialmente 
o valor de c/1-J utilizando o esquema QUICK. F:m seguida, 
limita-se o seu valor de acordo com o algoritmo 

se c!J_J < c/Jc; 
se c/J 1 > c/Jc; 
se tPJ > 1. 

RESUI:fADOS E DISCUSSÃO 

("29) 

Devido às limitações de tempo de processamento, para 
se poder realizar os testes com os diversos esquemas utilizo u
se um a malha uniforme em x e y de 100 x 100 elementos. Nos 
casos dos esqu emas com limitação es t e tempo é, aproxima
dam ente :w% superior ao do csquem;l QUICK . O passo de 
tempo utilizado fo i de 1.0 x 10-5 s, garantindo-se assim um 
Núm ero de Courant inferior a I em todas as malhas. Para a 
determinação das médias t emporais um intervalo que cobre 
5.0 x 104 passos de tempo foi utilizado. Testes apresentados 
na refe rência (Bortolus, 1995) indicam que es te intervalo é 
suficiente para isto. O tempo de cálculo em média por passo 
de tempo foi de a proximada mente 6 segundos numa estação 
de trab alho HP-700 no caso do esqu ema QUlCK . 

Os tes tes most raram que , praticamente , não há dife rc u
ças en tre os resultados dos esquemas SMA RT , NOTABLE e 
ULTIMATE. Desta maneira, mostra-se aqui apenas os resul
tados com o esqu ema SMART. Apesar de evitar oscilações, 
estes esquemas difundem muito como observado nas figur as 
5 - 8. Na figura 5 para exemplifi car o problema de os
cilação, mostra-se um perfil de temperatura in stantãneo na 
região próxima da parede late ral do degrau (x* == -0.7- ve r 
equação Jl). 

,,_1 
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,0 ~ r~~;;j 
g: l --L. ----
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I 

:>ao -1 --------r ···--· ---r 

y[mJ 

-, 
0 .7 

Figura 5: Perfil de Temperatura Instant.ànea 

Nas figuras 6 e 7 são apresentados os pe rfis de tempera
tura média na região próxima da parede lateral do degrau e 
na zona de recolam ento. Os perfis obtidos com os esqu emas 
SMART e QUl C K são comparados às experiências de Vogel 
e Eaton( 1985). A pesar d a malha relativamente grosseira 
utilizada nos t eses, os perfis obtidos co m o esquema QUIC]( 
são próximos dos perfis experimentais. 

Na figura 8 compara-se as distribuições de Núm ero 
de N usscl t méd io normalizadas pelo Número de N ussdt 
máxim o - N 'Umu x obtidas com os esquemas SMA RT c Q IJ 1-
CK e as obtidas experimentalmente. Nesta figura, o Número 
de N usselt é definido por 

Nn ==· h. H 
k 

(:>0) 

ond e h = q,.,j(1;, - 'C, ;;endo qu e q,. , e 7;, sáo o o fluxo 
de calor e a temperatura parietais e '!; , é t empe ratura na 
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Figura 6: Perfil de Temperatura Médi a Próxim o a 
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Figura 7: Perfil de Temperatura Média na Zon a de 
Recolamcnt.o 

entrada, e x• é a distância relativa ao ponto de recolam ento 
méd io, definid a como: 

x · x- X r 
X r 

(:l i) 

onde Xr é comprimento da zona de recirculação média. 
Neste caso t ambém a dis tribuição obtida com o esquema 

Q lJ IC K está mais próxima da ex perimental qlle a obtida 
com o esquema SMART. O N ltmax experimental vale apro
xitnadamente 6.'i e o dete rminado com o esquema QUI C:K é 
30% infe rio r a es te valor . Esta dife rença é devida em grande 
parte á malha relativamente grossa utili zada nas simulações. 
Nota-se, próximo à parede lateral , nas distribuições obtidas 
num ericamente a presença de um míinimo local. Isto é de
vido à presença de um turbilhão contrarotat ivo (em relação 
à zo na de rec irculação) que é mais intenso nas simulações 
em função da consideração de bidimcnsionalidade do escoa
mento. 
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Um dos principais problema~ co m os esquemas com li
mitadores do tipo dos tes tados nes te trabalh o é a sna 1!,('

nera li zaçã.o. Normalm ente , estes esquemas são desenvolvi-



dos para casos de convecção linear , unidimensional c ve
locidade de convecção constante . De acordo com Leonard
(1988b) , em outras sit uações deve-se ac rescentar condições 
suplementares qu e, no entanto, podem comprometer o al
goritm o no que diz respeito ao tempo de processamento. 
Como visto aqui, o a umento de tempo de processamento 
pode ser considerável. Além disto , também de acordo com 
Leonard(1988b) , nas regiões onde a velocidade muda de sen
tido talvez não seja conveniente se impor a condição de' 
limitação na região monótona. Normalmente, nos casos de 
aplicação do esquema SMART em escoamentos turbulentos 
com recirc~lação a ordem de grandeza da viscosidade efetiva 
(física) é duas ou trés ordens superior à viscosidade mole
cular (vide , por exemplo, Modelo k- r. Gaskell e Lau , 1987 
e LES- Largc Eddy Simulation Neto et al.(l993). 

CONCL USÕES 

Os resultados aqui apresentados indicam que os esq ue
mas SMART, NOTAB LE e ULT IM ATE, quando aplicados 
a escoamentos com recirculação fortemente não- estacionários , 
apesar de evitarem oscilaçes são difu sivos. No que diz res
peito ao cálculo do campo de temperatura médio os re
sultad os com o esquema QUICK sem limitação são m ais 
próximos das experiê ncias q ue os obtidos com aq ueles. 

Como comentado na seção anterior, tentativas de se re
solver o problema estão ligadas à gen e ralização destes esq ue
mas que são desenvolvidos para casos de co'nvecção linear , 
unidimensional e velocidade de convecção constante . Con
tudo para que isto seja viável em simulações desta natureza 
de ve-se levar em consideração o tempo de processamento. 
Além disto, como os três esquemas diferem a penas na região 
monótona e não se enco ntrou aqui diferenças significati va<; 
entre eles, talvez fosse o caso de se reconsiderar a condição 
fora desta região. 
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ABSTRACT 

r7nnvFc l. ive disrTrtizatinn srhr•mr·s fm· the mmzrTicrz l sz
mulatioll of passive .~calat· tmnspm·t i11 recitntlatiw; turbu
lrnt fln ws a n : an olysed. Numr·t·icrtl oscillations an· found 
wh en /,r:onard 's schnrw Q (! /( '/1. ( Quadmtir /ipstrwmt lntrT 

pnlat ion for Co n vcctivc /( iru:m atics) is used. 7'hn:r Howt
dedness schemes- SMART {Gaskt•cl mui Lau}, NOTABLt: 
( Pascou and Pérez) ond ULTIMA TE (Leonard) are applu·d 
to prrvent thr unphysical osr illations. Thr· t-rsults of thcs e 
nwnr:r-ical e:rpet·im ents an' pt·r·sr·ntN{. 



VI ENCIT I VI LA TCYM Florianópoli., SC BRAZIL (November, 1996) 

A a cm ADV ANCES lN CFD SOFTWARE FOR HEAT TRANSFER AND 
COMBUSTION CALCULATIONS 

Sanjay Mathur, Jayathi Y. Murthy and Dipankar Choudhury 
Flucnt Inc. 

Lebanon, NH 03766, U.S.A. 

SUMMARY 

This puper presents a jinite-volume scheme for multi-dimensional reacting jluid jlows. Unstructured 
solution-adaptive meshes are used, with a cell-centered formulation. The SIAIPLE algorithm is used for 
pressure-velocity coupling. Schemes for hanging-node and conformai adaption are presented. For 
comhustion modeling, the eddy-hreakup. and assumed-shape probability density function (PDF) models are 
implemented in the unstmctured-mesh context. The methodology Is applied to two benchmark problems; 
good agreement with experimental measurements isfound. 

NOMENCLATURE INTRODUCTION 

A 

CP 
D 

Deff 

7 
f'2 
F; 

G" 
h 
Ir 
h/ 
Jl 

Jf 
k 
kef f 
L e 

p 

RI 
S,p 
t 
T 
u; 

X; 

( 

4> 
r 
J.1. 

Jlt 

p 

area vector 
specific heat at constant pressure 
diffusive flux 
effect.ive diffusion coefficient 
mean mixture fraction 

mixture fract.ion variance 
body force in direction i 
t.urbulence production 
sensible enthalpy 
total enthalpy 
sensible enthalpy of specie I 
diffusive flux of specie I in the mixture 
mass flow rate on face f 
turbulence kinet.ic energy 
effect.ive conductivit.y 
Lewis Nurnber 
mass fract.ion of specie I 
st.atic pressure 
chemical reaction term for specie I 
source of 4> per unit. v c ' une 
time 
ternperature 
velocity component in direction i 
coordinate direction 
volume of control volume 
turbulence dissipation rate 
transported scalar 
diffusion coefficient 
molecular viscosity 
t.urbulence viscosit.y 
density 
stress t ensor 
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Most ftows of interest to the combustion and corn
m ercial power generation industry are incornpressible in 
nature. For this class of proolems, pressure-based algo
rithms have been the rule; a variety of methods based on 
structured or block-structured body-fitted meshes have 
been developed (Karki & Patankar, 1989; Peric , 1985). 
Though the methodology has been extensively used for 
cornbustion modeling, the topological restrictions inher
ent to structured meshes make it difficult to model in
dustrial geometries. 

ln the last few years, unstructured mesh methods have 
been developed which greatly ease mesh restrictions , 
and which permit solution adaption. Finite-volume 
schernes for incompressible flows were developed dur
ing the 1980's using the control-volume finite-element. 
rnethod (CVFEM) (Baliga & Patankar, 1983; Schnei
der & Raw, 1986; Prakash & Patankar , 1985). Th~se 
schemes were based vertex-based and conservative, and 
used finite element-like shape functions to discretize the 
governing equations. A CVFEM scheme has been used 
to model combustion in (Fiveland et ai. , 1996). Though 
t.h ese schemes relax the rest.ri ct. ions on mesh struct.ure, 
they are ge nera lly quite expensive to use. 

Recently, researchers have att.empted to extend t.he 
pressure-based m ethodology so successfully used for 
structured meshes to unstruct.ured meshes of arbitrary 
polyhedra (M athur & Murthy, 1996) . The present. work 
applies the method described in (Mathur & Murthy, 
1996) to a H2-Air fl ame anel to a swirling-stabilized natu
ral gas flame using commonly used turbulence-chemistry 
interaction rnodels. The objective is to dernonstrate that 
this emerging C FD rnethodology is as robust and accu
rate as conventional structured rnesh methods for corn
bustion app li ca tions. 



GOVERNING EQUATIONS 

The equations for conservation of mass, momentum 
and energy are: 

op o 
8t + ox; (pu;)= o (1) 

D a ap D-r· 
~,,(pll,) + ~(pu;Uj) = --a . + a !] + F; (2) 
v vx 3 x , x1 

a 
at(ph) + fJ o ( oT) -;:;-( pu;h) = -a keff-a 

VXi Xj Xj 

o "'""' Dp ou; 8- L....J hr Jr + Dt + (r;k)a 
X, I Xk 

(3) 

A Newtonian ftuid is assumed , though other theolo
gies can be admitted in the fr amework . Turbulence is 
computed using the k ....:.. é model (Launder & Spalding , 
1972): 

o 
ot (pk) + a o [( 11,) ok] -. - (pu;k) =- Jl +- -

Ôx; OX; Cfk ox; 

+ Gk- pé (4) 

() 
8t (pt) + a a [ ( 111 ) ot ] -. (pu; é) =- JJ+- -

Ôx; ax; r:r , ax; 

( {2 

+ c,T:_ck- c2,P-y; (5) 

For turbulent ftames a variant of the eddy dissi
pation model originally proposed by Magnussen and 
Hj ertager (1976) is used. It involves the solution of 
conservation equat ions for the rnass fraction of species, 
which can be written as follows under the dilute approx-
irnation 

a 
at (pm;) + 8 a ( Dmr) -a (pu; mr) =-;:;- Deff~ 

x ; vx; vx; 

+ Rr (6) 

The reaction rate Rr is computed as the minimum of 
the Arrhenius rate, and that due to turbulent rnixing 
(M agnussen & Hjertager , 1976). 

For turbulent diffusion ftames, the mixture fr action/ 
probability-density-function (PDF) approach is used 
where conservation equations are solved for the mean 
value of mixture fraction , 7, and its variance, f' 2 (Jones 
& Whitelaw, 1982): 
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a - a - a (111 ay) -(pf) +-(pu;!)= - --
at o x; OX; Cft ox; 

(7) 

a (-
at Pf'

2
) + - pu;J2 =- ....----a -: a (JJ' of'

2
) 

Ôx; ( ) o x; Cft ox;-

+ (81)2 (-
C g/-lt - - Cdp- /' 2 

OXj d 
(8) 

For non-adiabatic systems , a total enthalpy equation 
is also solved, which for Le=l can be written as 

a 
at (pH) 

, a a ( k oH) 
+ o X; (pu; H) = OX; Cp OXj 

+ Dp ( ) ou; -+ Tjk
Dt OXk 

(9) 

When the kin etic reaction rate greatly exceeds the rate 
of mixing, instantaneous values of the species mole frac
tions, density and temperature may be computed from 
the instantaneous mixture fraction f and the total en
thalpy by assuming chemical equilibrium . time averaged 
values of the mole fractions, density and temperature, 
can be obtained by weighting the instantaneous values 
with a probability density function , based on the mean 
rnixture fraction and its variance; here a beta-PDF' is 
employed. To speed up computations, the equilibrium 
calculations and the PDF integrations are performed in 
a preprocessing step, and the results are stored in lookup 
tables of time-averaged density, temperature and species 
mole fractions, as function of enthalpy and the mean and 
variance of mixture fraction. 

Figure 1: Control Volume 



NUMERICAL METHOD 

Discretizat.ion. The domain is discretized into arbi
trary unstructured convex polyhedra. Ali transport vari
a bles are stored at cell centers. The governing equations 
are integra ted over the polyhedron. Consider t he differ
ential equation for transport of a sca lar quant.ity </J : 

a a a<P 
-a (pu;</J) = -a r-a + Sq, 

Xi X i Xi 
( 1 O) 

Integration and discretization abou t the contrai vol
ume CO shown in Figure 1 yields: 

L JJ<P! =L D, + (S,p~V)o (11) 
! ! 

where J! is the mass fl.ow ra te and DJ is the diffusive 
fl.ux t.hrough the face f and the summat.ions are over ali 
t.he faces of control volume. 
,for the face f between control volumes CO and C l 

shown in Figure 1 t.he diffusive fl.ux can be written as 

where ds is the distance between the cell centers. 
The primary component (the first tcrrr1 on thc RHS of 

t~e above equation) is treated implicitly. The derivative 
\7 <P at the face is taken to be the a ver age of the deriva
tives at the two adjacent cells . This practi ce is analogous 
to central-differencing on a structured grid. 

The face value <P 1 used in computing the convect ive 
fl.ux can be taken to be t.he value at the upwind cell, 
yielding a first order scheme. To achieve second order ac
curacy, a linear reconstruct.ion procedure similar to t.ha t. 
of Barth and J esperson ( 1989) is used to wri te the face 
value as 

</J f = </J upwind + V' </J r upwind · Cr 

where C.. is the vector directed from the centroid of 
the upwind cell to the centroid of the face . \7 <Pr is the 
reconstruction gradient of <P evaluated using the diver
gence theorem 

where <P-1 is the average of t~e values of <P at the ad
jacent cells and a is a factor used to ensure tha_t the 
reconstruction does not introduce local extrema. The 
limiter proposed by Venkatakrishnan ( 1993) is used in 
the present work . 
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The gradients used in the diffusion terms are com
puted by applying the divergence theorem with the re
construct ed face values <P 1 . 

Linear Solver. The discretization procedure leads to 
a set of linear equations for the values of <P at t he cell 
centers. Since the mesh is unstructured , the number of 
neighbors is not fixed , and famili a r line-iterative solvers 
cannot be used. lnstead, the system is solved using an 
algebraic multigrid procedure (Hutchinson & Raithby, 
1986) . 

Pressure-Velocity Coupling. Pressure and the Carte
sian components of velocity are stored at cell centers. 
A scheme similar to that of Rhie a nd Chow ( 1983) 
is used to interpolate pressure to the cell face and 
avoid pressure-checkerboarding. :fhe SIMPLE algo
ri t hm (Patankar, 1980) is used for pressure-velocity cou
pling. Details are provided in (Mathur & Murthy, 1996). 

Grid Adaption. The solution algorithm described 
above can handle both the traditional h-refinement' as 
well as grids with "hanging-nodes" resulting from non
conformal grid adaption . ln the latter case , cells marked 
for adaption are subdivided by int roducing midpoint 
nodes at edl!;es and/or cell and face centers. Since the 
discretization scheme can be used for arbitrary poly
hedra, the non-conform al interfaces created by hanging 
node adaption require no special treat rnent. 

RESULTS 
Hydrogen/ Air Diffusion Flarne. The first case con-

sidered is the turbulent cornbustion of a round jet of 
hydrogen-argon in co-fl.owing air , shown in Figure 2. The 
conditions are summarized in Table 1. The computed 
refiu)ts are compareci to data taken from (Strahle & Lek
oudis, 1985) . 

Computations are performed using both the mixt ure
fract.ion/PDF and eddy-dissipation models. The equilib
rium mixture is assumed to consist of Ar, H2, 0 2, H20, 
N2, H, O and OH. 

The dom ain was assum ed to be axisymmetric and ini
tially di screti zed wi t h a n unst.ructured grid of 1727 cel ls. 
The grid was then ada pt.ed based on temperature gra
dients using non-conforrnal subdivision resulting in 41 54 
cells . Figure 3 shows t.he det.ail of the adapted grid near 
the fuel inlet . The second-order scheme descr;bed above 
is used for a li transp orted variables. 

a ir 
0 .1580 m 

luol ) 0 .0024 m 
0 .0026 m 

Figure 2: H2-Air Flarne - Schematic 



Table 1: H z/ A ir Diffusion Flarne: Summary of Operatjng Conditions 

Mean Axial Velocity (m/s) 
Inlet Temperature(K) 
Turbulence Intensity (%) 
Turbulence Length Scale (mm) 
Mass fraction 

(b) 

Figure 3 112-Air Flame- Grid 

Figure 4 shows density profiles at two axial locations 
obtained with the PDF and eddy-dissipation models. 
ln addition to the results obtained on the adapted tri
angular mesh, results obtained with a stru..:tured grid 
of 149x29 cells are also shown. Both the triangle and 
quadrilateral mesh results compare well with the experi
mental data. Since dissociation effects are not significant 
in this dilute flame, the eddy-dissipation and PDF mod
els yield similar results. 

Swirl Stabilized Natural Gas Flame. Combustion of 
natural gas in a 300 kW swirl-stabilized burner is consid
ered next. Data for this geometry have been published 
by Fiveland et ai (1996), who have also compared them 
with computations from a CVFEM-based solver. 

The geometry is modeled as two-dimensional and ax
isymmetric . A mesh of 9784 quadrilateral cells was used 
to compute a base solution, and adapted to swirl us
ing hanging-node adaption. This resulted in a mesh of 
22,477 cells . A portion of the mesh is shown in Figure'5; 
the shape of the high-swirl region may be discerned from 
the grid. 

The mixture-fraction/PDF model was used for 
turbulence-chemistry interaction. The equilibrium mix-

Fuel Stream 
75 

Air Strearn 
9.2 

300 293 
4.5 0.5 
52 33 .8 
H2-0.15, Ar-0.85 02-0.23 , N2 0.77 
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Figure 4: H2-Air Flarne - Density Profiles 

Figure 5: BERL Furnace - Det.ail of adapted grid near 
inlet 

ture is assumed to consist of CH4, C2H5, C3Hs, C4Hs, 
C02 , N2 , 0 2, H2, CO, CH, H2 , O, OH and N (Faltsi
SaraYelou et ai. , 1996). Because the fiow is non
adiabatic , the total enthalpy equation is solved. The 
P-1 model (Cheng, 1964; Siegel & Howell, 1992) is used 
to model radiation . An additional transport equation is 
solved for the swirl velocity. The second-order scheme 
described above is used for ali transported variables. 

Streamlines and isotherms are shown in Figures 6 and 
i. The formation of an internal recirculation zone driven 
by swirl is clearly visible. Radial profiles of computed 
tangential velocities at distance of 27 mm from the quarl 
exit is presented in Figure 8, along with experimental 
measurements from (Fiveland et ai. , 1996). A plot of 
mole fract.ion of 0 2 is presented in Figure 9 for the sarne 
location. Reasonable agreement is found between the 
cÕmputations and experiment. The thin reaction layer 
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at x = 27 mm can be seen in the plot of species concen
tration. lnterestingly, the predictions are very similar 
to those obtained by Fiveland et ai (1996) using a 2-D 
axisymmetric domain, with a CVFEM scheme and an 
eddy-dissipatio,n model for turbulence. 
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Figure 6: BERL Furnace - Streamlines 
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Figure 7: BERL Furnace - Temperature Contours 
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CLOSURE 

A nove! conservative finite-volume scherne is used to 
obtain predictions of turbulent diffusion fi ames. Cornpu
tations are performed with unstructured triangular and 
quadrilateral meshes, and the use of solution adaption is 
demonstrated. Reasonable agreernent with experimen
tal data is obtained. The cornputations dernonstrate the 
feasibility of using the scherne for the prediction of corn
bustion in industrial burners anel furnaces. 
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RESUMEN 

Se presenta un modelo general de reactor anaerobio de fecho suspendido para la digestión de materia 
orgánica soluble en fase líquida. Este tipo de reactores es una alternativa de interés tanto en e! tratamiento 
de efluentes líquidos domici/ian·os como industriales. El modelo se construyó en base a las ecuaciones de 
balance promediadas en e! volumen de reacción. E/ modelo general permite analizar distintas variantes que 
se presentan. como así también identificar adecuadamente las hipótesis contenidas en los desarrollos. 

INTRODUCCION 

Se desarrolló un modelo general de reactor biológico 
heterogéneo isotérmico de lecho suspendido para la degradación 
de materia orgânica disuclta en agua. Esencialmente consiste de 
tm sistema de tres fases: tma sólida (la biomasa soportada), la 
fase continua líquida (que contiene el sustrato a eliminar y 
microorganismos libres) y una fase gaseosa (biogas generado en 
la degradación anaerobia). Se considerá un esquema de 
reacción simplificado en el que todo el ecosistema ~'"'lerobio se 
encuentra concentrado en una sola seudo especie, y suponiendo 
que e! sustrato orgânico no es volátil, se obtuvo un modelo 
general utilizando promediación volumétrica para cada una de 
las fases involucradas. Se obtuvo una rcpresentación rigurosa de 
este tipo de reactores con las hipótesis mencionadas, lo que 
pennite analizar distintos casos llpicos, ai mismo tiempo que 
individualiza llnjos interfaeiales a tener en cuenta para una 
representación realista de los mismos. Se destaca la necesidad 
de considerar un llujo de biomasa entre e! "biofilm" y la fase 
continua. 

Se analizaron resultados cxpcrimentales publicados 
(Switzenbaum y Jewell, 1980) para este tipo de reactores para el 
caso de estado estacionaria y dispersión axial despreciable. Se 
realizó un análisis de las variables representativas. 

SISTEMA REACCIONANTE 

Se considerá un esquema de reacción simplificado en el que 
todo e! ecosistema anaerobio se encuentra concentrado en una 
sola sendo especie (X), que va a estar esenciahnente depositada 
sobre e! soporte inerte y que concentra la degradación de carga 
orgánica a biogas: 

Carga Orgânica+.\ -~ BiogtiS +X 

Se supone además que la rcsistencia dcl "biofilm" a la 
transfcrencia de materia cs despreciable, por lo que no habrá 
gradiente de concentraciones en la fase sólida. 
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MODELADO DEL REACTOR 

Un modelo general de reactor biológico trifásico, 
unidimensional, con tlujo pistón se desarrolló en base a la 
aplicación de promedios volumétricos a cada una de las especies 
consideradas en cada una de las fases involucradas. Se tienen en 
cuenta tres fases: una continua (a) formada por e! efluente a 
tratar, y dos discontinuas, una "sólida" (/3) (e! "biofilm" 
soportado), y una gaseosa (/') (fonnada por e! biogas) (Fig. 1). 
Se supone que el sustrato orgánico no es volátil ( en la fase 

o 

o o 

Figura 1 - Rcpresentación general dei sistema 

gaseosa hay sólo biogas), y que no hay gradientes de 
concentración en la !ase gaseosa. 

Suponiendo despreciables las reacciones de degradación en 
el lluido (sólo la biomasa soportada cs capaz de metabolizar y 
degradar carga orgánica) (Negri y otros, 1993 ), la fonnnlación 



.general para Wla especie (i) en Ia fase a se puede representar de 
Ia siguiente forma: 

~ (ca(P;at) + ~ · (ú~a)(P;at) + ~ · (P;a~a) = 

=-V.(;·. )+..!_ ]P· (v· -w p)·n pdA+ - -1a v 1a -la - a -a 
Aap 

:-b J P;a(Y.;a-~ar )~ardA 
A ar 

(I) 

donde s representa Ia fracción volumétrica de la fase 
considerada, ( ) representa una variable o expresión 

promediada en e! volumen total y ( ) a representa Wl promedio 

volumétrico intrínseco (en e! volumen de la fase). Los términos 
integrales tienen en consideración los flujos convectivos 
interfaciales y j_ representa el flujo difusivo de una especie. 

Por último el supraíndice ~ representa la perturbación espacial 
de una variable promediada (Whitaker, 1986). 

La fase continua (a) del modelo considera las especies (i): 
sustrato soluble (S), bacterias Iibres (X') y gas disuelto (Co'): 

o(c~) o ( ) o ( os) · sx 
-_-+oz vsS =oz Dsoz -pxK+ScfJ 

o(caCd) +.!!_(v C·)= .!!_(D oCd)+ 
ot oz s a oz a oz 

SX c -a 
+ (1 - Yx ) Jl x K +S P 

o( c~·)+ .!!_(v , ) = .!!_(D o X') 
ot oz ~ oz x oz 

afl 
+Fx aap 

(2) 

(3) 

(4) 

donde z representa la posición axial dei reactor, t es la variable 
independiente temporal, c representa la fracción volumétrica de 
la fase subindicada, y a es e! área interfacial por unidad de 
volumen de reactor. Se supone una velocidad de reacción dei 
tipo Monod, Wl factor de eficiencia de la reacción biológica (Yx), 

un flujo interfacial de biomasa que pasa dei estado libre al 

soportado y viceversa ( FxaP), y que e! flujo interfacial de gas es 

a. 
La fase sólida (jj) se supone compuesta solamente por la 

biomasa depositada (X): 

o(cpY) +.!!_(v~)= -Fxafl aap+ 
ot oz 

[ p, SX Y, -bX Jefl 
K+S 

(5) 
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La fase gaseosa (y) consiste únicamente de biogas (C a): 

o( crca) + ..!!_ (vaca) = a 
- - oz (6) 

Con las suposiciones adicionalcs de estado estacionaria y 
que no hay dispersión axial se puede obtener el siguiente 
sistema de ecuaciones que caracterizan el modelo presentado: 

d sx 
v s dz S = - Jl x K +S c p 

d sx 
vs dzCo' =(I- Yx) Jlx K+S cp-a 

d afl 
v - X'= Fx aafl 

s dz 

d ( ' ) afl [ SX b ' ] - vxJ\: =- Fx aap + Jlx- Yx- J\: Cp 
dz K+S 

:z (vaca)= c 

(7) 

(8) 

(9) 

(lO) 

( li) 

Las condiciones de contemo de este modelo son elementales 
condiciones de borde que se corresponderán con el esquema de 
flujo dei reactor en consideración. 

MODELO FLUIDODJNAM1CO 

En este tipo de reactor, la fracción volumétrica de las fases 
estará definida por la fluidodinámica dei sistema, ya que 
depende directamente dei grado de expansión dei lecho 
suspendido. Para representar este se ha recurrido a 
correlaciones conocidas (Perry, 1973): 

n 
llts=u,(ca) (12) 

donde n es una función dei número de Rcydnolds de la partíctút 
u1 es la velocidad tenninal de decantación de una partícula únicc: 
que se puede calcular: 

"' = 3269.35 ,/dp [Pp: P l 
(13) 

donde Pp es la densidad de la partícula , p es la densidad dei 
fluido, y la velocidad tcnninal está dada en cm/min. la 
expansión percentual dellccho (e) se puede definir: 

I 
c - ro 

e= 00_3 __ ~a 

1- Ca 

( l ~) 



donde c! supraíndice 0 en la fracción volumétrica dei fluido 
implica la dei lecho en reposo. En general la fracción 
volumétrica de la fase gaseosa en el reactor será despreciable. 

La superficie específica de la interfase "biofilm" - fluido se 
puede calcular suponiendo partículas de diâmetro único, y 
pequeílo respecto a las dimensiones características dei reactor: 

(15) 

donde 'p es el radio de partícula (soportc inerte más "biofihn"). 

APLICACION DEL MODELO 

Se plantea la aplicación dei modelo ai caso de un reactor de 
escala laboratorio de lecho expandido, para el que se dispone de 
información experimental publicada (Switzenbaum y Jewell, 
1980) que pemlite una verificación de los resultados. 

E! esquema propuesto es un reactor con reciclo para 
mantener la expansión dei lecho, constituída por partículas de 
alúmina de pequeílo diâmetro. E! ingreso de material a tratar se 
realiza sobre la corriente dei reciclo. Se utiliza una alimentación 
sintética que no tiene sólidos suspendidos, lo que es de interés 
ya que este parâmetro indica la biomasa libre que genera c! 

reactor. 
Para este sistema, e! aparte a! flujo, en e! interi'or de! 

reactor, de la alimcntación a tratar es prácticamente 
despreciable, por lo que se puedc considerar: i) la fase líquida 
está saturada en biogas (la alimentación no contiene y e! efccto 
de dilución cs relativamente muy pequeílo); ii) la fase sólida no 
se mueve (vx =O) por lo que la ecuación (10) se reduce a una 
ecuacton algebraica. Esta última característica hace 
imprescindible la consideración de la muerte de 
microorganismos, como una fonna de evitar inconsistencias (por 
ejemplo que necesariamente toda biomasa generada pasa a la 
fase líquida donde por hipótesis no se puede reproducir). 

Las condiciones de contorno para e! sistema de 3 ecuaciones 
diferenciales resultantes son: 

QR S(z=L) + Q So 
S=------

QR+Q 

Q X' 
X'= R (z=L) 

QR+Q 

; z=O 

, z=O 
(16) 

' z =o ( 17) 

(18) 

Para los parâmetros de operación de! trabajo mencionado se 
presenta en la Figura 2 la relación dei caudal de entrada a! 

caudal de reciclo (p=Q /(Q+QR)) en función dei caudal de 

entrada. Como puede observarse e! caudal de entrada no alcanza 
sal v o para la condición extrema de máxima alimcntación (o lo 
que es lo mismo máxima carga) a! 3 % dei caudal total en e! 
lecho. Esto apoya la idca de saturación de biogas cn el líquido y 
desvirtúa para estas condiciones e! planteo de flujo pistón para 
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o 0.01 0.02 0.03 

Q (II min) 

Figura 2 - Relación de reciclo en lecho suspendido (Datos de 
(Switzenbaum y Jewell, !980)) 

e! reactor. Esto no invalida e! planteo que para casos con 
dimensiones más realistas debería resultar de utilidad. 

Para e! rango de operación analizado en el trabajo 
mencionado se han calculado utilizando e! modelo propuesto dos 
parâmetros característicos de este tipo de reactores: i) eficiencia 
de eliminación de materia orgânica, y ii) sólidos volátiles 
suspendidos a la salida de! reactor. Este último se calcula en 
base a la concentración de biomasa suspendida (no soportada) 
afectándola de un coeficiente de conversión utilizado en e! 
trabajo original (lmg sólido equivale a 1.42 n~g DQO). Ambos 
parâmetros fueron evaluados en función dei tiempo hidráulico de 
retención (HRT). Como parâmetros cinéticas seutilizaron datos 
promediados propuestos en un trabajo de revisión (Henze y 
Harremoes, 1983 ). Un com pendi o de los da tos utilizados se 
presenta en la Tabla 1. 

En la Figura 3 se presentan los resultados dei modelo para 
los extremos de concentración de sustrato analizados en e! 
trabajo original. Las líneas de trazos gmesas correspondeu a una 
concentración de entrada de 0.2 mg/cm3 y las líneas tinas a una 
concentración de entrada de 0.6 mg/cm3 Los resultados 

experimentales están destacados puntualmente ( • para un s0 de 

0.1 
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0.001 

0.0001 

0.00001 

o 

•• x• 
.~ 

.-

.. - - ~ - - ':' - ~ ~- ": - ~ - - .:-of' -~ - - ...... 

---1--- ---

'r-. .. 
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·-· f---- --
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HRT (h) 

Figura 3 - Eficiencia de remoeión de DQO y sólidos suspen
didos en c! efluente (Datos de (Switzenbaum y Jewell, 1980)) 



Tabla I: Parámetros utilizados en e! modelado. 

Parámetro Fuente 

Px 0.4 (1/d) (Hcnze y Harremoês, 1983) 

KP 0.05 (kg DQO/m3) 

Yx 0.03 (adim) 

b 0.003 (1/d) 

so 0.2-0.6 mg/cm3 (Switzcnbaum y Jewell, 
1980) 

T 30 c 
v,t>rhn 500 cm3 

X 72 mg/cm3 (Shieh, Sutton y Kos, 1981) 

0.2 mg/cm3, x para 0.4 mg/cm3 y • para 0.6 mg/cm3). Se 
puede observar que para los dos parámetros calculados e! 
modelo sigue las tendencias de los resultados experimentales. 
La eficiencia dei proceso calculada resulta inferior a la 
experimental para tiempos cortos de retención . E! modelo 
lógicamente predice eficiencias mayores para e! caso de menor 
carga orgánica en el reactor (sustrato a la entrada mínimo). Es 
de hacer notar que se están usando parámetros cinéticas 
promediados para procesos similares y no datos específicos para 
el sistema dado. Las concentraciones de sólidos volátiles 
suspendidos (X' en e! modelo presentado) muestran una 
tendencia general similar a la experimental. A bajos tiempos de 
retención crecen y luego decrecen suavemente. Considerando la 
evolución de la carga orgánica se puede inferir que a mayor 
carga orgánica (menor tiempo de retención hidráulico para una 
dada concentración) habrá mayor actividad orgánica y por lo 
tanto mayor producción de biomasa libre (la biomasa soportada 
está fija por las imposiciones dei modelo). Para tiempos muy 
bajos de retención se observa un comienzo de "wash-out", se 
pierde relativan1ente más biomasa que la liberada por la mayor 
actividad dei sistema. Nuevamente, si bien las tendencias están 
representadas adecuadamente, se observan discrepancias para 
tiempos cortos. Una adecuada deterrninación de parámctros 
dcbería mejorar los resultados obtenidos. 

CONCLUSTONES 

Se presentó un modelo general de reactor heterogéneo con 
biomasa soportada en tm lecho suspendido para la degradación 
anaerobia de carga orgánica soluble, considerando un esquema 
cinético simplificado. 

Utilizando promediación volumétrica se pueden identificar 
adecuadamente hipótesis de trabajo, y necesidades teóricas en e! 
planteo mismo dei modelo. 

Se utiliza un modelo hidrodinámico para tener en cuenta la 
expansión dei lecho, esto !e da a! modelo versatilidad frente a 
distintas variantes que se pueden presentar. Un estado no 
estacionaria va a presentar una densidad de partícula variablc, 
que afectará la expansión dellecho. 

Se analizaron datas experimentales publicados para un 
reactor con reciclo a escala laboratorio. Para este caso se 
identificaron las hipótesis necesarias para representar e! sistema. 
E! modelo resultante de tipo flujo pistón, no es e! más adccuado 
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para la reprcsentación dei mismo ya que se tiene mucho reciclo y 
se aproxima más a un reactor perfectamente mezclado (c! 
modelo predicc adccuadamente una variación axial muy baja). 

Los resultados dei modelo utilizando parámetros cinéticas 
promedios obtenidos de la literatura aproximan adecuadamcnte 
las tendencias mostradas por la convcrsión dei reactor y su 
producción de sólidos volátiles suspendidos. 

Un planteo generalizado como e! mostrado pucde utilizarsc 
para analizar distintas variantes teórico-prácticas con una 
identiticación rápida de las ncccsidades, por ejemplo cn c! 
desarrollo de experimentos y ailálisis de resultados para la 
dcterrninación de parámetros cinéticas. 
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A.BSTRACT 

MODELING OF SUSPENDED BED REACTORS FOR 
THE ANAEROBIC BIODEGRADA TION OF LIQUIDS 

WITH HEAVY ORGANIC LOADS. 

A general hetcrogeneous suspended bcd reactor model for 
the anaerobic degradation of soluble organic matter is prescnted. 
The development of thc equations based on thc volume 
averaging of the balance equations is presented and discussed 
for a simplitied reaction schcmc. The behavior of thc suspended 
bcd is modeled independently by use of a hydrodynamic model. 
The modd for a simplificd case is prcsented and the hypothesis 
idcntified. Then it is used for thc analysis of published 
experimental results. It is found that the behavior of the 
experimental results are validatcd using avcragcd kinctics 
infonnation. 
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SUMMARY 

The one-dimensional mode/ for gas-solid~ flow hased on continuity and momentum equations using 
experimental data from voidage, pressure gradients and gas and solid superficial velocities was applied for 
obtaining the fluid-particle interphase drag coefjicients in a pneumatic bed with a spouted bed solid feeding 
~ystem . Different corre/atiam· for estimating the ejjective drag coefjicient {Cd) were tested. The best fit was 
obtained using correlations similar to Uhlhlerr and S'inclair (1970) for Cd with new adjusted parameters. 

INTRODUCTION 

ln the pneumatic bed developed by Ferreira and Freire (1992), 
a spouted bed type system was employed for fecding solids in the 
transport tube. Unlike the usual feeders (such as fluidized beds), it 

offers the possibility of operating over a wide range of solid flow 
rates, which may bc varied by changing thc gas flow rates and thc 
distance between the air inlet and the lower end of the transport 
tube. Solids flow rates in pneumatic transport usually do not 

i.epend on the gas flow rates, such dependency l>eing a part.icular 
haracteristic of this feeder. 

Regardless of the solid feeding system employed, analysis of 
fluid dynamics rcported in the literature (Luo and Gidaspow 
(1991), Littrnan et ai. (1993), Garic et ai . (1995), Silva et ai. 
(1996) and Ferreira et ai. (1996)) usually employs the continuity 
and momentum equations for each individual phase, according to 
the classical model proposed by Capes and Nakamura (1973). The 
difficulties related to the solution of this model is the need of 
estimating the magnitude of the interaction forces, wh.ich are the 
fluid-wall and solid-wall friction and the drag force between fluid 
and solids. 

ln th.is work, a two-fluid model similar to that of Capes and 
N akamura ( 1973) is employed to describe the gas-solid flow in the 
pneumatic bed with a spouted bcd type solid feeding system. 

Experimental values of voidage (E), pressure gradients (-dp/dz) 
and gas and solid flow rates were employed for estimating the drag 
forces on the flow. Fluid dynamics analysis of anc-dimensional 
modeling was carried out by comparing the experimental values of 
(-dp/dz) and those predicted by the model. Several correlations for 
estimating the solid-wall friction forces and the drag forces were 
tested. Empirical parameters of some of thc equations were 
estimated by a least squares method. The limitations inherent in 
the use of such correlations in pneumatic transport modeling are 
discussed based on the experimental results. 

Fluid dynam.ics model 

Capes and Nakamura ( 1973) considered pressure drops in both 
phases and neglected thc tcrm corresponding to the gravity loss of 
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the fluid phase. The rcsulting equations for anc-dimensional flow, 
steady state and non-accelerating region are: 

Ps(i - &)v= ws (2) 

(1-&)(dP/dz) = fJ(u-v) 2 +f~+(l-&)psg (4) 

From a linear combination of (3) and (4), the momentum 
equation for the mixture is obtained 

- ( dP I dz) = [ ( l - & ) Ps - &p f] g + Fj + f~ (5) 

ln the equations above, the fluid properties are considered 
constant, since their changes in the transport tube are not 
significant. Interaction forces between the particles are not 
considered, since in dilute phase transport the voidages are vcry 
h.igh (greater than 0.980). So the only significant interaction forces 
are those of friction between solid-wall and gas-wall, and also the 
drag force between the gas and the particles. The friction forces are 
written in terms of friction factors, as in the equations below 

(6) 

(7) 

It is assumed that the fluid dynamic drag force is proportional 

to the square ofthe slip velocity (Fd = PCu-v)
2

) and that frictíonal 
losses can be estimated by considering individual tosses from each 
phase. Thus the gas-wall friction factor (fr) in two-phase flow is 
usually estimated through the equations proposed for a gas flowing 



in a transport pipe without particles. ln such case, it depends on 
both the Reynolds nurnber and on the roughness of the pipe. 
Severa! correlations are proposed in thc literaturc, such as Blasius 
or Colebrook, which yield very good predictions and have wide 
acccptance. Estimating the solid-wall friction factor (fs) and the 

volurnetric drag coefficient <P) is not straightforward and will be 
discussed separately in the following. 

Solid-Wall Friction Factor 

Many correlations are reported in the literature for predieting 
solid-wall friction factors (fs), but large discrcpancies are observed 
among expressions from different works. Some of the most 
common equations will be prescnted here. ln Capes and Nakamura 
(1973 ), fs is correlated as a function of the parti ele interstitial 
velocity only: 

fs = 0.048v -1.22 (8) 

The expression proposed by Y ang ( 1978), in which fs is a 
function of voidage, particle slip velocity and particle ter.ninal 
velocity is usually more accepted. The author correlated 
experimental data reported in severa! works, and obtained the 
following equation, valid for U!Ut < 1.5 

fs = 00102S 1 :
3
& ((1 - e)u1 ) - 1.021 

u - v 
(9) 

Marcus et ai. ( 1990) also reports an equation proposed by 
Stegmaier (1978). which is written in terms of non-dimensional 
numbers : 

( )
-0.

3 
-1 o 25( )-O.l 

f s = 0.52 W5 Jwr Fr Frv · d P j D1 (lO) 

Fluid-Particle Drag Coefficient 

ln the non-accelerating region of dilute pneumatic transport, 

the drag coefficient in a particle <P) can be related to the effective 
drag cocfficient (Cd) in a individual particle by the equation 
obtained by Litrnan et ai. (1993): 

3(1-dp.f ('d 

p = 4d 
p 

(II) 

ln modeling pneumatic transport, the most common approach 
is to assume that the drag coefficients can be obtained from the 
stan~ard drag curve (Arastoopour and Gidaspow. 1979) ln some 
works, such as those of Yang (1973) and Gidaspow (1993), the 
effect of particle conccntration is considered through thc use of a 
correction term which is a function of the suspension voidage. 
Since voidages in pneumatic transport are dose to one, however, 
the corrections provided are usually very small. 
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lt is worth noting that the standard drag curve rcfers to the 
motion of a smooth sphere at constant vclocity through an 
undisturbed fluid, while in pneumatic conveying particles are 
entrained gencrally in a turbulent fluid. There is cvidencc that the 
characteristics of turbulence in the gas stream, such as the relative 

turbulence intensity (IR) and turbulence macroscalc (À.t) can affect 
Cd (Marcus et alíi, 1990). Conccming thc turbulence macroscalc, 
Torobin and Gauvin (1961) found no effcct of this parametcr on 

drag, while Neve (1986) (in Littrnan et alii, 1993) found that À.t is 

as important as IR at high Rep, particularly whcn the macroscale is 
of thc order of the spherc diametcr. 

The intcnsity of turbulence is defined by Torobin and Gauvin 
(1961) as 

IR = V fu -v) (12) 

whcre u · is the axial component of the fluctuating gas velocity. 
The authors reported a sharp drop in the drag coefficient with 

particle Reynolds numbers (Rep) for a constant IR- They found 

that the criticai Reynolds number, (~pkrit· dcfined as the Rep in 
which Cd =0.3, decreases from 2xl0· at IR= O to 400 at IR = 0.4. 
Such a reduction in thc drag coefficients was also reportcd by 
Littman et ai. ( 1993), who estimated Cd from equation (li) using 
voidage values predictcd by the one-dimensional modcl from 
Capes and Nakamura ( 1973), considering Fs = O. Their data were 
obtained in a 2.81 xlo-2 m diameter transport pipe. Ferreira et ai. 
(1996), who used experimental values ofvoidage in Eq. (II) for 
estimating Cd found similar results for a 5.34 x w-2 m diameter 
transport pipe. ln none of these works, however, IR was either 
measured or even estimated for the prevailing experimental 
conditions. 

Uhlherr and Sinclair ( 1970) proposed an expression which 
considers the effect of IR for estimating Cd , valid in the range of 
50 < Rep < 700 and 0,07 < IR < 0.5 : 

1.565 
Cd =0.133(1+150/Rep) + 4/R (13) 

Thc turbulence intensity for a single gas phasc tlowing in a 
pipe can be estimatcd through the correlation proposed by Lee 
( 1987): 

( ,0.86 

D1u' = 0_2lliD1 j 
V.j v! 

( 14) 

It is expected however that the presence of particles affect IR 
(Tsuji et ai., 1984). ln fact , Gore and Crowe ( 1989) showed that 
the turbulence intensity increases sharply for values of the 
parametcr dpflc > O. I. where le is the charactcristic lcngth of the 
most energctic turbulent cddy when only fluid phase is present. 
The lcngth of the most energetic eddy is calculatcd based on the 
work of Hutchinson ct ai. ( 1971 ). who observed that thc le!Dt ratio 
across a pipe in fully developed turbulent flow is approximately 
0.11 , cxcept ncar the wall. Theofanous and Sullivan (1982) 
derivcd the following expression for estimating the turbulent 
intensitics in gas-liquid and gas-solid Oows: 



(u')
2 

{I 2 ( ~ ) Dtfi} - = - f & + y&( 1 - & ) I - s - 2- * 
u 2 f Pf 4u 

( yt t + 15( 1- &) :; j ( 15) 

where y is an empirical constant, estimated by the authors as being 
4.5. 

METHODOLOGY 

Apparatus 

A schematic diagram of lhe apparatus is shown in Figure 

I. The spherical glass particles with Pp =2503 kg/m 
3 

and mean 

diameters equal to 1.00, 1.7, 2.05, 2.40 and 2.85 xlo-3 m were 
transported in a galvanit.ed iron pipe 4.2 m long and with internal 
diameter equal to 8. 14 x I o-2 m. A ir to the system was supplied by 

a 20 HP blower and its volumetric flow rate was measured by 
means of an orifice plate flowmeter. After being pneumatically 

transported, the particles retum through a standpipe ~ilh diameter 

equal to I 0.48 x I o-2 m. The solids flow rates were mea~ured by 
diverting the flow and collecting the solids in the samplc collector 
(3). The static pressures along lhe pipe were measured at seven 

points by pressure taps connected to U-type manomcters. While in 

opcration, the standpipc was kept filled with solids and the gas 
flowrates through it was cstimated from Ergun equation, with the 

pressure drop measured betwecn two points of the pipe. The gas 
flow rates in the transport pipe are then obtained from a mass 

balance which considcrcd the difTcrcnce betwecn the air supplied 

by thc blower and the air deviated through the standpipe. 
The mean voidages at the transport pipe wcre measured by 

means of two pneumatically operated traps which closed ofT a 2.05 
m long section of thc pipe. The solids settlcd in the bottom trap 

were collected by a suction pump and subsequently wcighted, 
providing the average voidagc. 

Theoretical Methodology 

Fluid dynamics analysis of thc flow in the non-accclcrating 

region was carried out using the equatio~s from Capes and 
Nakamura (1973) (Eqs. I to 4), including lhe gravity loss of fluid 

phasc. The gas-wall friction factor (ff) was obtained from the 
correlation proposcd by Colebrook ( 1939), with an cxpcrimentally 

determincd mean rclative roughness. The estimates of solid-wall 
friction factors and drag coefficients were done using the 

functional relationships proposed in the empirical correlations 
previously presented, with their parameters rcadjusted by Gauss

Ne~ton least squares method, using the experimental data. The 

validity of the parameters e~timated were analyzed by checking the 
adjustrnent coefficient, R , the residual distribution bctween 
experimental and predicted values and bias (Seber and Wild. 
1989) for the non-linear equations. 

Once the expressions for prcdicting f5 and Cd were provided, 
lhe resulting system is a set of non-linear algebraic cquations, 

607 

which have been solved using a modified Newton-Raphson 
iterative method (Seber and Wild, 1989). 

- · (2) 

4) 

{_; __ 

(1) 

Figure l - A schematic diagram of the apparatus; (l) flow meter; 

(2) slip valves; (3) solids sampler, (4) pressure taps. 

RESUL TS ANO DISCUSSION 

Experimental values of the drag coefficients in the flow 
estirnated from equations (3), (6) and (li) using the measurcd 

values of E and ( -dp/dz) are presented in Figure 2. 

., 
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-·--c •• 
o dP = 1.00 x1 o·3 m 

" dP=1 .70x10.3 m 

o dP = 2.05 x10·3 m 

x dP = 2.40 x1o·3 m 

• dP = 2.85 x1o·3 m 

2000 2500 3000 

Figure 2 - Experimental drag coefficients vs. particle Reynolds 

numbers. 



As can be seen, most of the data fali above the standard drag 
curve for the whole range of Rep investigated, whích varies from 
about 350 to 2700. The sharp drop of Cd to v alues well below the 
standard drag curve as reported by Littman et ai. (1993) and by 
Ferreira ct ai. (1996) was not detectcd for the conditions of thiE 
work. lt must be noted that the main shortcoming of Littman's 
methodology is that cd is estimated using an equation derivcd 
from the model of Capes and Nakamura (1973) with the 

assumption of F s = O, which may bc leading to unrcalistic 
predictions. ln fact, the use of our measured values of voidages in 
the cquation suggested by Littman et ai. ( 1993) did not pro vide 
good predictions of Cd, which have becn consistently 
underestimated whcn compared to the v alues of Figure 2. V alues 
of Cd abovc the standard drag curve were also reportcd by Garic ct 
ai. (1995) for particlcs of 1.2 and 2.98 x!0-3 m, in a range of Rcp 
varying from 400 to 4000. 

Considcring the cquations invcstigated in the litcraturc for 

estimating Cd, thc only one to predict an increase of Cd to v alues 
above thc standard drag curve was the correlation of Uhlherr and 
Sinclair (1970) (Eq. 13). Hence, this exprcssion was choscn for 

calculating cd in the model with empírica! parametcrs adjusted for 
thc e~perimental data. The turbulence intensities for thc 
experimental conditions invcstigated in this work were first 
calculatcd from Eq. ( 15) It provided, howcvcr, very high v alues 

for IR, rcsulting in Cd values far above lhe experimental ones. 
When that cxpression's parameters were estimated, convergence 
problems were obscrved in lhe mathcmatical proccdurc for 

estimating them, so they could not bc cvaluated for our 
experimental conditions. The turbulencc intensitics were then 
estimated from Eq. (14), derived for a gas flowing without 

particles. Considcring the very low solids concentrations in thc 
suspension (the experimental voidage varied in the range of 0.980 
to 0.999), IR may indeed bc practically unaffected by the presence 
of particlcs. Thc cquation adjusted, similar to that of Ulhlerr and 
Sinclair, is: 

)
2.935 

Cd = 0428( I+ 150/Re p + 41 R (16) 

The use ofEq. (13), with IR cstimated from Eq. (14), provided 
good rcsu1ts. No convergcnce problem w~s detected in thc 
solution, and corrclation coeffícients werc R = 69.5 % for thc 
adjusted correlation of Cd. 

A possible rcason for thc bad cstimatcs provided by 

Thcofanous and Sullivan (1982) cquation (Eq. 15) is that it 
predicts IR increasing with incrcasing particlc diameters, so the 
effect of thc parameter dpllc on IR rcported by Gore and Crowe 
(1989) is not considered and it could be important when IR is 
lower than 0.1 (Clift e Gauvin, 1971). The values of IR cstimated 
from Eq. (14) were bellow this value. 

For solving the theoretical model, a corre1ation like that of 
Y ang (1978) was initially chosen for calculating the particle-wall 
friction factors, since it provided the best adjustments for the 
experimental data obtained in beds similar to ours, as reported in 
Ferreira et. ai. (1996) and Garic et ai. (1995). The equation 

adjusted for estimating fs, again similar to that of Y ang ( 1978) is 
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fs = 0.00626ó 1 :
3
c· (( 1- é' ) 111 ) - 1.139 

11-V 

( 17) 

with R
2 

= 43.84%. A statistical analysis indicated that the 
residuais are randomly distributed but thc biases gf paramctcrs is 
more than 1%, which docsn't rcpresent a satisfactory value 
(Ratkowsky, 1990). 

A comparison between thc experimental v alues of ( -dp/dz) and 
the prcdicted values obtained from thc model solution using Eqs . 
(16) and (17) is shovm in Fig. 3. 
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Figure 3 - Experimental vs. prcdicted gradient pressures. Cd 
calculated from Eq. (16) and fs from Eq. (17). 

As can be seen, thc methodology provided cxcellcnt results and 

estirnatcs lhe pressurc gradients with mean deviations of ±15%, 
even with low R2 obtained for Eq. ( 17). 

For checking thc different approaches from the literaturc for 
estimating Cd, va1ues wcrc also calculated using thc equation for 
thc standard drag curve proposed by Haidcr and Levenspiel 
(1989), including the empírica! corrcction terrn suggcstcd by Wen 

and Yu (1966), Cd = Cds E-
4 7 

The statistical analysis of thc 
prcdictions providcd by such an exprcssion, howcvcr, showcd a 

non-random distribution of the residuais, indicating that the 
adjustment is not good. 

In ordcr to investi gale thc pcrformance of corrclations from the 
litcrature, thc modcl was also solved using thc corrclation from 
Y ang ( 1978) for fs (Eq. 9) and two diffcrcnt cquations for Cd: Eq. 
(15) from Ulhlcrr and Sinclair and an exprcssion from Haidcr and 
Lcvenspiel ( 1989) for the standard drag curve. ln both cases, good 
cstimatcs werc obtained for the pressure gradients, as shown in 
Figure 4. 

Most of thc prcdictions have a mean dcviation of ±20% when 

compared with thc experimental data. The greatcst deviations, 
which lay outside this range, wcre obst:rved for the 1.00 xl0-3 m 
particlcs. lt is interesting to note that thc predictions of voidagcs 
and solid velocitics using this mcthodology presented smaller 
deviations than those observed whcn the Eqs. (16) and (17) were 

applied. 
The cquations from Capes and Nakamura (1973) and from 

Stegmeicr ( 1978) (in Marcus et ai., 1990) for predicting fs werc 
also verified in thc model, but thcy overcstimated thc prcssurc 
gradicnts whatever the equation employed for predicting Cd 



Particularly for thc Stcgmcicr cquation, such bad rcsults are 
somewhat surprising. Bccausc lhe non-dimcnsional numbcrs that 

appear on it scem to be physically consistent, a bctter adjustment 

to the experimental data was expccted. 

(-dP/dz) predicted [Pa/m] 

Fibrure 4 - Experimental vs. predicted pressure b'fadients. 

CONCLUSIONS 

The one-dimensional model for gas-solids flow based on 
continuity and momentum equations with experimental data of 

voidage. pressure b'fadients and gas and solid superficial vclocities 
was applied for obtaining the fluid-particle interphase drag 

cocfficients in a pneumatic bed with a spouted bed solid feeding 
system. Assuming that the particles behave as independent 

entities at the high voidages measured for the flow (from 0.980 to 

0.999), the data of effective drag coefficient determined using 

experimental data of P and E fali consistently above the standard 

drag curve, a behavior which has been also reported by Uhlherr 

and Sinclair ( 1970) for single-particle drag cocfficients. 
Theoretical values of pressure gradients were obtained from 

the modcl solution and comparcd to thc experimental ':alues. 
Corrclations similar to that of Yang ( 1978) for cstimating the 

solid-wall friction factor, and to that of Uhlherr and Sinclair 

( 1970) for the effective drag coefficient, were adjustcd to our 

experimental data. The predietions of ( -dp/d7) using such adjusted 

corrclations in the model provided excellent fit to the experimental 

data. with deviations of ± 15%. The use of the original 

correlations from Y ang ( 1978) and from Uhlherr and Sinclair 

( 1970) also provided good results, with deviations of ± 20%, 

except for the 1.00 X I o-3 m particles. 
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Cd Effectivc drag coefficient for a single particle in a misture 
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u' 

u 

y 

"f 
Pf 

Ps 

Drag cocfficicnt for a single part1cle from the standart drag 
curve 

Particlc diameler, m 

Transporl pipe diamclcr, m 

Fluid-wall friction coefficicnt 
Solid-wall friction coefficient 

Fluid-wall friction, Pa!m 
Solid-wall friction, Pa/m 

Froud number related to air vclocity 

Froud number rclated to particlc velocity 

gravitational aceeleration, m/s2 

Intensity of turbulenee 
Static pressure, Pa 

Reynolds nu~ber related to particle diameter 
Intersticial fluid velocity, m/s 

Axial component of the fluctuating gas velocity, m/s 
Superficial fluid velocity, m/s 

Particle terminal velocity in an infinite medium, m/s 

Intersticial paticle velocity, m/s 
Fluid density tlow rate in transport tube, kg/m2s 

Solid density tlow rate in transport tube, kg/m2s 
Axial coordinate, m 

Greek letters 
Fluid-particle interphase drag cocfficient 

Voidage of suspension in transport pipe 
Constant ofEq. (15) 
Kinetic viscositv of fluid, m/s2 

Fluid density, k~m3 
Particle dens1ty, kg/m3 
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RESUMO 

A tecnologia da vibração, juntamente com a fluidização, pode ser uma altemativa aos sistemas 
tradicionais de mistura presentes em operações unitán·as como a cristalização. O presente trabalho vem 
mostrar a relação existente entre algumas das variáveis relevantes num sistema vibro-jorrado, bem como 
alguns resultados obtidos na cristalização de sacarose por resfriamento no dispositivo operacional. 

INTRODUÇÃO 

A operação unitária de cristalização assume uma posição 
proeminente dentro dos processos industriais que representam as 
atividades de grandes empresas e conglomerados envolvidos no 
recém-estabelecido mercado comum sulamericano. A tecnologia 

. da vibração aplicada a tal operação, juntamente com a 
tluidização, pode trazer melhorias ao processo, e sua utilização 
poderia ser então uma alternativa aos sistemas tradicionais de 
mistura por agitadores rotativos ou por circulação externa da 
suspensão. 

Pesquisas sobre a mecamca de leitos vibrados datam de 
1940, quando Backrnann propôs o primeiro modelo descrevendo 
o comportamento dinâmico de partículas sólidas em um leito 
verticalmente vibrado. Seguiram-se os clássicos estudos de Kroll 
( 1954-55), porém o interesse sobre aplicações práticas de leitos 
vibrados surgiu após o trabalho de Chlenov e Mikhailow em 
1964 e 1972, que usaram vibrações verticais como um meio de 
levitar um leito de partículas sólidas. Desde então, importantes 
operações industriais têm utilizado vibro-tluidização, sobretudo 
na secagem de sólidos granulares, o que envolve cerca de 90% 
de todas as aplicações (Thomas, 1988). 

São poucos os estudos em sistemas sólido-líquidos vibrados 
voltados para operações de transferência de quantidade de 
movimento, calor e massa, e aplicáveis aos processos industriais. 

No fenômeno da cristalização, os movimentos vibratórios 
imprimidos ao sistema intluencia..11 a velocidade de crescimento, 
a fonna e o número de cristais obtidos (Bouron, 1962 ). 

Neste trabalho estuda-se a dinâmica de partículas sólidas 
dispersas em fase líquida em um leito vibro-jorrado, para obter
se subsídios aplicáveis em cristalização, culminando com a 
descrição dos primeiros resultados decorrentes da cristalização 
de sacarose. 

CONCEITOS SOBRE A DINÂMICA DO LEITO 

Os sistemas vibrados possuem dois subsistemas principais : 
o sistema excitado e o sistema excitante. 
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A conexão entre os dois sistemas é efetuada através de 
forças interativas. 

Qualquer sistema que possui massa e elasticidade é capaz de 
vibrar. A Figura I pode ser utilizada para examinar o movimento 
de um sistema massa-mola submetido à oscilação livre 
(Thomson, 1978). 

(a) 

... I . 

Figural. Sistema massa-mola. 
(a) mola em repouso, (h) sistema massa-mola em equihbrio estático, (c) 

sistema massa-mola submetido à oscilação livre. 

Para um sistema com um grau de liberdade, quando o seu 
movimento é deftnido por apena~ uma coordenada y, a 
freqüência natural de oscilação do mesmo, f, , é expressa pela 
Eq. (I), onde ré o período natural de oscilação e k é a constante 
de elasticidade da mola (Thomson, 1978 ). 

fn = _!_ = _I {k 
r 2tr v;; (I) 

A freqüência angular natural de oscilação é defmida pela Eq. 
(2). 

2tr 
(2) 

Combinando ( 1) e (2), obtém-se a Eq.(3) 

(3) 



Para os sistemas mais complexos utiliza-se o conceito de 
massa efetiva, devendo seu valor ser adicionado à massa 
concentrada m, surgindo então uma massa equivalente moq Além 
disso, um.:sistema pode ser excitado por uma força periódica 
externa e, por fim, os casos reais sempre envolvem algum tipo 
de furça de amortecimento. 

O eixo mostrado na Figura 2 (identificado por C) é excitado 
por urna força harmónica F(t). A equação do movimento 
aplicada a este será conforme a Eq. (4), onde Fd é a força de 
amortecimento, y é a aceleração desenvolvida pelo eixo, e k é 
agora a rigidez equivalente do sistema mola-membrana. 

m.,Ji + Fd + ky = F(t} (4) 

O modelo de amortecimento viscoso indica que sua força é 
proporcional a velocidade do agitador, _Y, sendo expressa pela 
Eq. (5). 

Fd =Cy (5) 

É válido inferir aqui que a força de amortecimento depende 
da viscosidade do fluido contido no leito vibro-jorrado; portanto 
a constante C deve depender da viscosidade. 

A força F(t} é dada pela Eq. (6), onde Fo é seu valor 
máximo e w a freqüência angular da excitação. 

F(t) = F0 sen(wt) (6) 

A solução da equação dt[erencial ordinária dada em ( 4) 
apresenta uma parte correspondente a equação homogênea e a 
parte particular devido ao termo não-homogêneo. A primeira 
parte é uma função oscilatória ou aperiódica, mas em an1bos os 
casos anula-se rapidamente. Desta forma , no estado estacionário 
de vibração, a única contribuição é aquela da solução particular. 
Tal solução é da forma da Eq. (7), em que A é a.amplitude de 
vibração conferida ao agitador e ,P a defasagem desta vibração 
em relação à do agente excitador. 

y = A sen(wt - ,P) (7) 

Dos termos de (7) obtém-se a constante A , conforme dada 
pela Eq. (8). 

A 
Fo 

J<k -meqúJ2 )2 +(C(u)l 
(8) 

Substituindo em (8) a constante k a partir de (3), obtém-se a 
Eq. (9). 

A 
Fo 

r 2 z 2 c 2 
vmeq (W,. - CV ) + ( W) 

(9) 

Quando a freqüência de vibração forçada w coincide com a 
freqüência natural de oscilação w, , é atingida uma condição de 
ressonância. Nesta situação desaparece a primeira parcela do 
denominador da eq. (9), e o agitador do leito vibra com 
amplitude máxima, devido à máxima absorção de energia do 
sistema excitador. 

Estes conceitos poderão ser utilizados na interpretação dos 
resultados obtidos nos experimentos com o equipamento de 
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leito vibro-jorrado (V eras, Álvares, Finzer, 1994 ). 

CRISTALIZADOR DE LEITO VIBRO-JORRADO E 
MÉTODOS EXPERIMENTAIS 

O cristalizador de leito vibro-jorrado utilizado neste 
trabalho, assim como seus acessórios, estão esquematizados na 
Figura 2. O cristalizador (A) foi construído em aço inoxidável 
304, chapa 18, e possui duas seções. A seção superior, de 
geometria cilíndrica, tem diâmetro e altura iguais, com valor de 
0,24 m. A seção inferior apresenta geometria tronco-cônica, 
tendo altura de O, 18 m e diâmetro de O, 1 O m em sua região mais 
estreita, onde foi acoplada urna membrana de 0,0032 m de 
espessura (8). A membrana po~sui função dupla, ou seja, esta 
mantém o material no interior do vaso de cristalização e 
transmite quantidade de movimento para o magma presente em 
suas imediações. 

O mecanismo de vibração consta de um eixo vibratório (C) 
excitado por um excêntrico (D), que por sua vez é acionado por 
um motor elétrico (E). O motor está conectado a um variador 
eletrônico de velocidade (F), o que possibilita a variação da 
freqüência de vibração imposta ao sistema. O eixo (C) atravessa 
longitudinalmente o vaso e tem sua extremidade fixada no 
centro da men1brana, dotando-a de un1 movimento oscilatório. A 
parte do eixo interna ao cristali?..ador contém 8 discos 
perfurados, com diâmetro variando entre 0,04 e 0,13 m, 
acoplados horizontalmente a ele, os quais agem também como 
propagadores das perturbações. Uma mola (N) disposta abaixo 
do excêntrico (internamente ao corpo do eixo) completa o 
dispositivo de vibração. 

hgura 2. Esquema do cristalizador de leito vibro-jorrado e 
seus acessórios. 

O cristalizador possui parede dupla , sendo disposta wna 
válvula (G) para introdução de água em sua camisa, visando a 
refrigeração do meio de cristalização de modo a manter a 
supersaturação, a qual é a força motriz para o desenvolvimento 
dos cristais. As válvulas (I) podem ser acopladas 
individualmente à bomba (J), possibilitando a retirada de 
magma do interior do vaso, sua passagem por um trocador de 
calor (K) aquecido por uma lâmpada que produz radiação 



infravermelho (L) , e seu retomo ao topo do cristalizador. O 
o~jetivo desta instalação é destruir os núcleos eventualmente 
fom1ados no interior do cristalizador: entretanto, tal aparato não 
foi colocado em operação neste trabalho. A válvula (M) 
localizada na base do vaso possibilita a retirada de amostras e a 
descarga de seu conteúdo ao témúno da operação. 

A quantificação dos tamanhos dos cristais foi efetuada por 
peneiramento, utilizando-se (a) a série Tyler de peneiras para 
obtenção das sementes a partir do produto comercial, sendo 
selecionadas aquelas correspondentes a ( -32 + 35) malhas, ou 
seja, correspondes ao diâmetro médio de 4,56.10-4 m, e (b) um 
conjunto de pequenas peneiras desenvolvido para a separação de 
pequenas porções de magma, referentes às amostras extraídas do 
cristalizador. 

Os parâmetros vibracionais do sistema excitador utilizados 
nos ensaios de cristalização propriamente ditos foram freqüência 
f de 9,5 Hz e amplitude A .. de 7,6.10-3 m. É comum combinar
se estes parâmetros no número adimensional r , de acordo com a 
Eq. ( 10), onde w =27tf e g é a aceleração da gravidade. Neste 
caso obteve-se o valor de r = 2,8. 

2 r = Aexw 
g 

(lO) 

A temperatura do meio de cristalização foi diminuída 
gradativamente, sendo monitorada em três posições no interior 
do cristalizador, a saber, (a) Ponto I , a 0,16 m abaixo do topo e 
a 0,005 m da parede interna, (b) Ponto 2, a 0,16 m abaixo do 
topo e entre os discos, a 0,08 m da parede interna e 0,04 m do 
eixo, e (c) Ponto 3, a 0,09 m acima da base e " 0,005 m da 
parede interna. Nestas posições foram instalados tennopares 
calibrados de cobre-con~-tantan, e a medição da temperatura foi 
efetuada por um indicador eletrônico de sinais. Foi utilizado um 
banho termostatizado (H) para controle da temperatura do fluido 
refrigerante. 

ESTUOOS DA DINÂMICA DO LEffO 

Os estudos da dinâmica do leito visaram avaliar a relação 
das variáveis vibracionais do sistema excitador 
especiticamente a freqüência, sendo a amplitude mantida 
constante em 7,5 .10-3 m - c das variáveis tisicas -
especiticamente a viscosidade - do sistema fluido-partícula 
excitado, para com a efetividade na suspensão das partículas em 
meio ao fluido. As melhores condições operacionais seriam 
então utilizadas nos ensaios de cristalização. Nestes estudos foi 
utilizado um cristalizador geometrican1ente semelhante ao 
descrito na seção anterior, porém em escala reduzida de tàtor 
0,63. 

Inicialmente realizaram-se experimentos com a) um sistema 
resina fenólica-água: dispersando 0,0 lO kg da resina em I ,5 kg 
de água, cuja viscosidade na temperatura do experimento foi de 
9,3. HY1 kg/m.s e b) um sistema resina fenólica - solução 
saturada de sacarose à 25 °C, correspondendo à concentração de 
67 Brix. A viscosidade da solução nestas condições foi de 
1,98.10-1 kg/m.s e sua densidade de 1330 kg/m3 (Norrish, 1967). 
Foram dispersas 0,020 kg de resina em 1,5.10-3 m3 de tal 
solução. O cristalizador operou com um tubo interno 
direcionador de fluxo (' draft tube ' ). Quantificou-se a 
concentração das partículas nas posições longitudinais A, B e C 
(confom1e indicadas na Figura 5), sempre numa posição radial 
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entre a parede e o tubo interno, para variados valores do 
adimensional r , utilizando-se a técnica de coleta de amostras. 
Os resultados são sintetizados nas Figuras 3 e 4 (Veras et ai., 
1994) 

A análise das curvas da Figura 4 mostra que as mesmas 
estão mais próximas entre si quando comparadas com aquelas da 
Figura 3. O importante é que operando com r= 0,75 , observa-se 
que as concentrações nas posições A, B e C quase se confundem 
e as mesmas se aproximam da média 0,013 g/ml ( 13 kg/m3

) , que 
corresponde a condição de distribuição uníforme das partículas 
no meio. Surpreendentemente, isto indica uma tendência do leito 
vibro-jorrado possibilitar dispersões sólido-fluido mais 
uníformes operando com fluidos mais viscosos. A vibração 
promove o escoamento do fluido, o qual arrasta as partículas. A 
força da gravidade também atua sobre as partículas, entretanto a 
viscosidade do fluido retarda o escoamento das mesmas para a 
parte inferior do vaso. 

6.00 TF·---- I 
! p..,._ c I ~-

1 
........ I / \ 

:S .6. P-•A J I \ 

~ / \ 
'i... 4.00 I i ! . 

I 1 \ 

ã ; I \ I .; I I 
- ... I i I r 1 ', / 1 \ I 
e- 200 ~ I --.- · I \1 I ! . - I 

5 III / <,\ I i +--, __ 
I i I / \~ 
I!/ ~ \ I 

o.oo -t-.•>--.---..;~".,.._:;::--~--~-~. _T _ _.,__ _~ 
0.40 0.60 0.80 1.00 1 20 140 

r 

Figura 3. Concentração de resina fenólica em água em fimção do 
adimensional r (V eras et ai. , 1994 ). 
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Figura 4. Concentração de resina fenólica em solução 

saturada de sacarose em função do adimensional r (V eras et ai. 
1994) 



Como a transferência de vibração é periódica a resultante 
final é no sentido de manter as partículas em suspensão. 
Comparando o valor ~dimensional r= 0,75 com o otinUzado do 
sistema aquoso~ t = 0,94 -(Ó qual possibilitou a obtenção de 
maiores concentrações de pârticulas ), o menor valor do primeiro 
implica em menor consumo energético para a promoção da 
homogeneização do sistema. 

Posteriormente foi realizado um ensaio num sistema 
constituído de um fluido diferente, c qual foi excitado numa 
faixa ~e freqüência bastante ampliada, objetivando com isso 
mostrar que o comportamento das partículas no leito vibro
jorrado é, definitivamente, bastante dependente das condições de 
ressonância (tais condições referem-se aos valores máximos das 
curvas concentração-r, conforme mostrado por Finzer e 
Kieckbusch ( 1992) para um leito vibro-jorrado gás-sólido). 

Dest: forma, um volume de 2, 1.1 0"3 m3 de solução de 
glicP!.ina ~omercial misturada com 0,012 kg de resina fenólica, 
forman<';-- uma dispersão de concentração 5,5 kg/m3

, foi colocado 
no vr jo de cristalização. A viscosidade desta solução era igual a 
1,62.10-1 kglm.s (quantificada utilizando o método de uma esfera 
em escoamento em regime laminar) na temperatura de 28 °C. O 
ensaio foi efetuado sem o tubo interno. A observação do 
escoa:nento na região anular, induzido pela vibração, mostrou 
·~·Je as partículas da resina fenólica deslocavam-se para o topo 
d,1 leito nas proximidades da parede e descendiam pela região 
próxima aos discos horizontais. O escoamento da dispersão, 
conforme avaliado visualmente, está representado 
qualitativamente na Figura 5. 
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Figura 5. Leito vibro-jorrado e escoamento da dispersão. 

Ao longo do ensaio, a vibração foi interrompida por 8 
minutos antes de serem modificadas as condições operacionais. 
Após o início do escoamento sob cada condição, aguardou-se 4 
minutos para que o sistema alcançasse a condição de estado 
estacionário, sendo em seguida etetuada a retirada de amostras 
das regiões A, 8 e C, por meio de uma sonda. 

A sonda foi posicionada verticalmente e adjacente à parede. 
cilíndrica do leito vibro-jorrado. A sonda de geometria 
cilíndrica, com diâmetro externo de 0,01 m, possuía um orifício 
central com diâmetro de 0,002 m, por onde eram coletadas as 
amostras. Portanto o centro do orifício de coleta estava disposto 
a 0,004 m da parede cilíndrica. Os resultados obtidos são 
mostrados na Figura 6. 

As curvas da Figura 6 indicam que, ao operar-se com 
valores baixos de r ( de O até 0,4 ), a concentração das partículas 
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nos pontos A, 8 c C é muito pequena, da "' Jem de 7% da 
concentração do meio se a distribuição das partículas fosse 
uniforme. Ocorre um aumento gradativo da concentração com o 
aumento do adimensional, sendo o valor máximo correspondente 
a r= 0,86. Nesta situação a concentração máxima das partículas 
correspondendo ao ponto A é cerca de 82% daquela que 
ocorreria se as partículas estivessem uniformemente 
distribuídas. Nos estudos anteriores foi mostrado que, com o 
aumento da viscosidade do meio, o valor do parâmetro r , 
correspondente à condição de concentração máxima, diminuía 
com o aumento da viscosidade do meio (Figuras 3 e 4 ). No 
estudo em questão, a viscosidade da solução de glicerina, igual 
a 1,62.10-1 kg/m.s, é inferior à da solução de sacarose, de 
1 ,98.10"1 kglm.s. A primeira condição de máximo da Figura 6 
situou-se entre os valores r = 0,75 c r = 0,94, indicando 
coerência nos resultados, em termos da influência da 
viscosidade do meio. Após a primeira condição de máximo 
existem, no intervalo de r estudado, dois outros máximos e três 
situações de concentrações mínimas. Isto mostra que o 
comportamento da dispersão é fortemente dependente das 
condições de ressonância. 

É oportuno ressaltar que as curvas para o sistema resina 
fenólica-solução de glicerina , correspondentes as regiões A, 8 e 
C, são bastante próximas entre si, algo que não ocorre para os 
meios menos viscosos. Convêm observar ainda que a solução de 
sacarose possui uma densidade ligeiramente superior a da 
glicerina comercial, e que, na operação atual, o leito vibro
jorrado estava desprovido do tubo interno. 
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Figura 6. Concentração de resina fenólica em solução de 
glicerina comercial em tlinção do adimensional r . 

Finalmente realizado um experimento com solução de 
glicerina como fluido e novamente sem o tubo interno, operando
se com r = 0,86, com o objetivo de quantificar as 
concentrações de resina em diferentes posições radiais da região 
anular (região compreendida entre a parede do leito vibro
jorrado e os discos horizontais circulares dispostos na região 
central). Os resultados obtidos estão denotados na Figura 7, onde 
a abcissa representa o adimensional RiRD , sendo Ro o raio da 
parte cilíndrica do leito vibro-jorrado. 
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Figura 7. Concentração de resina fenólica em solução de 
glicerina comercial em função da posição radial na região anular 

do leito vibro-jorrado (f = 0,86 ). 

As concentrações nas proximidades da parede são as 
mesmas daquelas da Figura 6, e as curvas mostram uma 
tendência de aumento da concentração nas proximidades dos 
discos circulares. Isto sugere que o escoamento sofre mais a 
influência da parede do leito vibro-jorrado, onde o arraste das 
partículas é dificultado. Na proximidade dos discos a resistência 
ao movimento não é contínua, como na proximidade da parede e, 
além disto, os discos estão em movimento vibratório. O 
resultado fmal é a ocorrência de maiores concentrações junto 
aos discos, as quais são também superiores àquelas da região 
central do espaço anular, sendo que estas últimas mostram 
pequena variação para as posições A, B e C entre si. 

CRISTALIZAÇÃO EM LEITO VIBRO-JORRADO 

Uma solução de sacarose em água foi preparada objetivando 
sua condição de saturação à temperatura de 60 oc. Foram 
adicionados 12,16 kg de sacarose comercial (açúcar refmado 
granulado, marca União) em 4,23 kg de água . A dissolução foi 
efetuada em um recipiente de alunúnio, promovendo-se o 
aquecimento por chama dircta de um queimador de GLP. A 
solução foi transferida ao cristalizador à temperatura de 62 °C 
e, ao alcançar 60 °C, 0,010 kg de semente foi distribuído sob a 
superficie livre da solução, instante que corresponde ao tempo 
inicial. A evolução da temperatura está representada na Figura 
8. A curva obtida é válida simultaneamente para as três posições 
de controle, uma vez que a temperatura à cada instante foi 
praticamente idêntica para tais pontos entre si, ou seja, esta pode 
ser tomada como uniforme dentro do Jeito. Observa-se ainda que 
sua variação temporal foi aproximadamente linear. 

Durante a operação de cristalização foram ctt:tuadas 
descargas pela válvula (M), sendo que em cada descarga 
aproximadamente 8.10-5 m3 de magma foi recolhido em 
8.1 o·5 m3 de álcool etílico 96 oGL. Este composto permite a 
diminuição da viscosidade do magma e a lavagem dos cristais 
com a extração da solução de sacarose aderida a eles, fatores que 
beneficiam a operação de peneiramento; porém este 
procedimento provoca a precipitação de todo o soluto, gerando 
partículas fruas. Esta mistura heterogênea foi então introduzida 
no jogo de peneiras pequenas ( 12, 14, 18, 20, 28, 35 e 45 
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malhas, mais o fundo) e, após isto, outra porção deste mesmo 
álcool loi introduzida imediatamente acima de cada peneira, em 
sucessivas operações cm que foi-se desmontando o jogo de 
peneiras, a partir da de malha 12 e até a de malha 45. Desta 
forma uma quantídade total de 3. I o-4 m3 de álcool percolou as 
peneiras, arrastando as partículas finas, impedindo-as de formar 
aglomerados e promovendo uma boa classificação dos cristais. 
Esta metodologia foi utilizada, com todos os seus pormenores, 
apenas para a classificação da quinta c última amostra, recolhida 
após 6,25 horas de cristalização. Após esta separação, as 
peneiras foram colocadas em estufa com circulação de ar à 
temperatura de 60 °C, por 30 minutos, visando a eliminação do 
álcool etílico retido na superfície dos cristais por ocasião da 
lavagem . 
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Figura 8. Temperatura do magma no interior do cristalizador em 
função do tempo. 

Os resultados obtidos na classificação de O, 11 kg de amostra 
de magma recolhido ao final da cristalização são denotados na 
Tabela I. Nesta tabela, a primeira coluna apresenta o par de 
peneiras que categoriza cada fração, sendo que os números são 
simultaneamente a denominação destas e seu número de malhas. 
A última coluna avalia a relação volumétrica entre os cristais 
formados e as sementes. 

Tabela 1. Análise granulométrica dos cristais obtidos ao fmal da 
operaçao e dad 1 os corre atos. 

Peneiras Massa retida Tamanho \'cristais 

(kg). l03 médio (m).l03 V sementes 

-12+14 - 1,428 30,7 
-14+18 0,06 í ,134 15,4 
-18+20 0,11 0,973 9,7 
-20+28 0,81 0,776 5,6 
-28+35 0,12 0,559 1,8 
-35+45 O, 12 0,415 0,8 

A análise dos resultados da Tabela l mostra que os maiores 
cristais apresentan1 volume 15,4 vezes o das sementes 
adicionadas, os de tamanho dominante cresceram 5,6 vezes e os 
menores cristais atingiran1 0,8 vezes o volUI11e das sementes. É 



improvável que a nucleação espontânea tenha possibilitado o 
desenvolvimento de novos cristais, de forma que estes se 
aproximassem do tamanho das sementes. O mais verossimil é 
que se trate da existência de partículas menores retidas junto ás 
sementes, ou que tenha ocorrido a dissolução parcial das 
sementes ao serem adicionadas no cristalizador, desde que a 
temperatura inicial de 60 o c era o limite de solubilidade. Por se 
tratar de sacarose comercial é provável que o comportamento de 
sua solução se afaste daquele da solução da substância pura. 

CONCLUSÕES 

A influência da freqüência vibracional e da viscosidade do 
fluido no grau de homogeneização do sistema sólido-fluido 
manifestou-se claramente, Sl.."tldo que este grau guarda uma 
relação periódica com a primeira variável enquanto é 
diretamente afetada pelo segundo parâmetro. Além disso, a 
freqüência ótima de vibração, dentro da faixa estudada, parece 
estàr inversamente relacionada à viscosidade do fluido. Tais 
conclusões serão submetidas à prova quando da realização de 
alguns experimentos análogos com a utilização do equipamento 
de maior escala, o que já está plan~ado e fornecerá o subsídio 
definitivo para as operações de cristalização futuras. 

A dimensão das partículas é uma variável decisiva no efeito 
homogeneizador do sistema vibracional. Desta forma ensaios 
posteriores serão realizados com o intuito de avaliar esta relação. 
Urna conclusão neste sentido possibilitará a melhor mani·pulação 
do cristalizador, uma vez que este é dotado de tomadas de 
reciclo ao longo do leito. A captação de magma contendo grande 
quantidade de partículas fmas - muitas vezes surgidas pela 
ocorrência de nucleação - , a destruição destas partículas 
mediante a passagem da suspensão por um trocador de calor, e a 
realimentação do magma no topo do leito, é de grande valia para 
a obtenção de um produto de qualidade. 

A operação de cristalização, com a utilização de sementes de 
sacarose de diâmetro 4,56.10.4 m , possibilitou, em 6,25 horas, o 
crescimento dos cristais até cerca de 15 vezes o volume inicial 
das sementes, sendo que os cristais de tamanho dmninante 
cresceram 5,6 vezes. Os cristais de tamanho dominante 
encontrados no açúcar refinado granulado da marca União 
apresentam dimensões de 1,428; 1,134 ; 0,973 e 0,776.10.3 m , 
participando com as fraçõcs mássicas de 0,232 ; 0,224 ; 0,245 e 
0,240 , respectivamente. O tamanho dominante dos cristais 
obtidos neste experimento corresponde à dimensão inferior 
indicada acima, mostrando que, com 6,25 horas de cristalização, 
a massa mais expressiva de cristais formados situa-se dentro da 
faixa comercial. Novos estudos serão realizados para verificar a 
influência da diminuição mais lenta de temperatura do magma, 
da introdução de maior massa de sementes, e da instalação de 
um tubo interno ('draft tube' ) que aperfeiçoe a dinâmica do 
leito. 
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ABSTRACT 

The unit operation of crystallization is situated in an 
outstanding position within the industrial processes conccrning 
the activity of important companies involved in the just 
stablished southamerican cmnmon trade. The technology of 
vibration applied to such an operation, together with 
fluidization, rnay bring improvements to the process, and its use 
could be an alternative to the standard ways of promoting 
mixture, that is, by rotative propellers or by ex1ernal circulation 
of magma. The present study shows the relationsrup that exists 
between some of the relevant parameters in a vibro-spouted 
system, as well as some results acrueved in the cooling 
crystallization of sucrose in such a kind of bed. 

Este trabalho contou com o auxílio do CNPq. Processo 
510083/93-5. 
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RESUMO 

Afuitos modelos matemáticos tem sido apresentados para a simulação de regeneradores de calor. 
principalmente considerando o processo adiabático. No presente trabalho é apresentado um modelo que 
inclue a armazenagem de calor nas paredes, bem como as perdas de calor, que são muito importantes em 
determinadas situações. As equações diferenciais deste modelo são resolvidas empregando a representação 
trapezoidal da diferencial. Os resultados da simulação são comparados com os dados experimentais, e 
permitem determinar as condições operacionais em que aqueles efeitos são reduzidos. 

INTRODUÇÃO 

Regeneradores de calor são equipamentos utilizados para 
transferência de calor entre dois t1uidos utilizando um leito fixo 
para a armazenagem intermediária de calor. A operação deste 
equipamento é cíclica, compreendendo o período de 
aquecimento, onde o gás quente escoa sobre o leito frio, seguido 
pelo período de resfiiamento, onde o gás frio escoa sobre o leito 
quente. Esta operação ocorre sucessivamente, sendo que a partir 
de um determinado ciclo as temperaturas serão iguais as do ciclo 
anterior, atingindo-se o "equilíbrio cíclico". 

Sistemas de regeneradores tem sido utilizados nas 
indústrias a um longo tempo, c muitos modelos matemáticos são 
baseados na suposição adiabática, sugeridos por autores como 
Willmott (I 964, 1969) c Handley e Heggs ( 1969), onde não 
ocorre perdas de calor pela parede. Para este sistema, a teoria 
prediz que as eficiências no período de aquecimento c 
resfriamento são iguais no equilíbrio cíclico. Porém os 
resultados experimentais, segundo Hargraves et ai. (1984) e 
Luporini (1994 ), mostraram claramente diferenças entre as 
eficiências. 

As diferenças entre as eficiências observadas nos 
experimentos segundo vários autores (Heggs c Foumcny, 1986) 
seriam devido aos efeitos combinados da capacidade calorífica 
da parede e das perdas de calor pelas vizinhanças. 

A magnitude das diferenças entre as eficiências do período 
quente e fiio depende de vários fatores como a diferença das 
temperaturas interna c externa, o isolamento c a espessura da 
parede do regenerador. 

Na literatura existem alguns modelos não adiabáticos 
sendo de destaque o modelo da c::pacidade térmica da parede 
desenvolvido por Heggs e Foumeny ( 1986) . No presente 
trabalho, este modelo é resolvido pelo método trapezoidal da 
diferencial, e comparado com os resultados experimentais 
(Luporini, I 994) e com o modelo adiabático, considerando o 
processo em escoamento contracorrente. 

MODELO MATEMÁTICO 

As equações diferenciais parciais são obtidas através dos 
balanços de calor para o t1uido, o recheio, a parede do 
regenerador c a isolação externa, para um incremento dy do 
comprimento do regenerador durante um incremento de tempo 
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dB. dentro de um período, como mostrado na figura I. Estas 
equações são apresentadas na forma adimensional, com as 
seguintes suposições: 
• As propriedades do sistema sólido e t1uido são constantes. 
• A velocidade do t1uido não varia ao longo do leito. 
• As temperaturas de entrada do t1uido são constantes nos 

períodos de aquecimento e resfriamento. 
• O perfil de velocidade do t1uido é uniforme. 
• Ocorre boa mistura da fase t1uido e a troca de calor é 

desprezível entre a parede do regenerador e o recheio. 
• O coeficiente de transferência de calor é constante. 
• Não ocorre gradiente térmico dentro das partículas. 
• A condutividade térmica do t1uido é desprezível. 
• A parede do regenerador é metálica, e sua capacidade 

calorífica é equivalente a do recheio, enquanto que a 
capacidade térmica de isolação é só mente uma· fração dos 
dois. Assim não ocorre gradiente térmico radial na parede e 
na isolação devido a alta condutividade térmica do material 
predominante (parede metálica). 

isolação 

borracha 
esponjosa 

fluido---+- ~ R ____fll;ido 

Figura 1 -Balanço de calor num elemento do leito 

As coordenadas da figura I são adimensionalizadas da 
seguinte fonna: 

hA 
L=-y 

Gcg 

hA 
Z=--B 

Afscs 

(comprimento adimensional) (I) 

(tempo adimensional) (2) 



As equações adimensionalizadas, descritas por este modelo 
são as seguintes: 

of =-(f-F)-A,.,(!-F,.,) 
éJL 

éJF =J-F 
oz 

éJF,., = B..,(!- F..,)-CwFw oz 

(3) 

(4) 

(5) 

onde: f. F e F.. são as temperaturas na forma 
adimensionalizadas = (temp - lo)/(tal - to), e temp = t, T, Tw, 
respectivamente, sendo: 

onde: 

I= temperatura do fluido (°C, K) 
T = temperatura do recheio ec, K) 
Tw = temperatura da parede ec, K) 
lo = temperatura ambiente (°C, K) 
lot =temperatura de entrada do gás quente (°C, K) 

A =h; A; o B = M scs h;A;,., o C = Mscs hoAow 
"' hA ' w p..,cpw hA ' w p,.,cpw hA 

A = área de transferência de calor por unidade àe volume 
do leito (m2/m3

) 

A, = área da superficie da parede interna por unidade de 
volume do leito (m2/m3

) 

A,w = área da superficie da parede interna por unidade de 
volume da parede (m2/m3

) 

Aow = área da supertlcie da parede externa por unidal!e de 
volume da parede (m2/m3

) 

c,= capacidade calorifica do recheio (J/kg.K) 
cpw =capacidade calorifica da parede (J/kg.K) 
Cg =capacidade caloritica do fluido (J/kgoK) 
G =fluxo mássico do fluido (kg/m2 s) 
h = coeficiente de transferência de calor fluido/recheio 

(W/m2 K) 
h, = coeficiente de transferência de calor fluido/parede 

(W/m2 K) 

ho =coeficiente de transferência de calor externo (W/m2 K) 
M, =densidade do leito= ps(l-c) (kg/m3

) 

Ps = densidade do material do recheio (kg/m3
) 

Pw = densidade da parede (kg/m3
) 

c= fração de vazios 
8= tempo (s) 

Com as seguintes condições iniciais e de contorno: 

I ) As temperaturas de entrada do gás no aquecimento e 
resfriamento são constantes: 

t I- t 
fal = _a __ o = LO 

1al -lo 

1 
t,1 - 10 

J rl = ---= constante 
tal -lo 

no aquecimento e 

no resfriamento 

onde os subscritos: a = aquecimento, r = resfriamento, 
I = entrada e 2 = saída 
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2) As temperaturas da fase sólida para o início do primeiro 
periodo são constantes, mas para os inícios dos periodos que 
sucedem elas são as mesmas do término do período anterior, 
ou seJa: 

F(L,O)= F..,(L,O) = Fsi = /,1 para o início do primeiro 

periodo e 

F(L,O)=r'(A-L,Il) ; F,.,(L,O)=F..,'(A-L,fl) para os 

periodos que sucedem, onde as aspas significam término do 
periodo anterior, a inversão no comprimento do regenerador 
é devido ao escoamento contracorrente. 

onde: I-I hAP ' 'od ed 'd = -- e o pen o r UZI o, 
Af,,c8 

hAY . . 
A = -- o compnmento reduzido, 

Gcg 

P =período (s) e 
Y =comprimento do rcgt."!lcrador (m) 

MÉTODO DE SOLUÇÃO 

As equações ( 3 ), ( 4) e ( 5 ), são integradas utilizando o 
método trapezoidal (Willmott, 1964 ). Estas quando resolvidas 
produzirão os valores das temperaturas do gás e do sólido 
espaçados a uma distância !!.L em intervalos de tempo ~, os 
quais são convenientementes representados pela rede da figura 
2, os sutixos r e s se referem a distância axial e ao tempo, 
respectivamente. 

r+ I r 
DI 

' j +-----f----+-

DI 

r-1 l 
-1\z 
s-1 s ~s+] 

Figura 2- rede numérica 

Empregando o método trapezoidal, a forma diferencial 
destas equações são: 

f(r+l,s)=f(r ,s)+/I.L( t'jl +r fll 
2 c?L êL 

r + l.s r.s 

(6) 

F(r.s+I)=F(r.s)+/l.z(r?FI +/l.F il 
2 c?z êz 

r, s+ 1 r,s 

(7) 

F;.,(r ,s+ 1) = F;.,(r .s} + L~z (ê:; I + êf'wl l 
r s• l êz ' r. s 

(R) 



As substituições das equações: 

::i· I = -[f(r,s)- F(r,s)]- Aw[f(r,s)- Fw(r,s)] 
r,s 

o FI - = f(r,s)- F(r,s) 
ôz 

r,s 

nas equações (6 ), (7) e (8), respectivamente, ficam: 

onde: 

onde: 

f(r + l,s) = Aif(r,s) + A2 [F(r + l,s)+ F(r,s)] 

+ A3[Fw(r +I, s}+ Fw(r,s}j 

(1-a-aA,.,). 

A1=(1+a+aA,.)' Az = ( a ) 
l+a+aAw 

A _ aA,., 
3

- (1 +a +aAw) 
e 

M 
a=-

2 

F(r,s + 1) = B1F(r,s) + B2 [f(r,s + 1) + f(r,s)] 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

Fw(r ,s + 1} = C1Fw(r.s} +C2 [f(r ,s + 1) + f(r,s)] (14) 

onde: e C = PCw 
2 

(l+PBw+PCw) 

PROCEDIMENTO DE INTEGRAÇÃO 

Para o começo da integração temos as seguintes condições 
de contorno e iniciais: 

1. As temperaturas do gás na entrada do leito são: 

f(O,s) = 1 para o período de aquecimento e 

f (O,s) =/ri para o período de resfriamento 

2. No início do primeiro período, as temperaturas da fase 
sólida, são: 

F(r,O) = F,.f...r,O) =F,; 

e para o começo dos períodos sucessivos, são: 

rtr,O) = F'(AidL-r, rJ!dz) e Fw(r,O) = F',.f...AidL-r,rJ!dz) 

As temperaturas do gás para o começo do período, ao longo 
do regenerador, são calculadas pela equação (12), ficando: 
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f(r+ 1,0) = AJf(r,O)+ A2 [F(r + 1,0)+F(r,o)] 

+ A3[Fw(r + 1,0) + Fw(r,O)] (15) 

para r= O, 1 ,2 .. . (AidL-1) 
Agora avaliam-se as temperaturas da fase sólida na entrada 

do leito, F(O,l) e F..{O,l), pelas equações (13) e (14), 
conhecendo-se F(O,O), F..{O,O) ef(O,O). 

No próximo passo são calculadas as temperaturas do gás e 
da fase sólida, ao longo do regenerador, com o seguinte 
procedimento: 

Como as equações (13) e (14) envolvem o conhecimento 
anterior de f(r,s+ I), sendo que esta pode ser avaliada pela 
equação (12), ficando: 

f(r,s+ 1) = AJI(r -1,s+ 1) + A2 [F(r,s+ 1) + F(r -l,s+ 1)] 

+A3[F,.,(r,s+l)+Fw(r-l,s+1)] (16) 

substituindo (13) e (14) em (16), e após um rearranjo, tem-se: 

f(r,s+ 1) = KJI(r-l,s + 1) 
+ Kz [B1F(r,s)+ B2 f(r,s) + F(r -1,s + 1)] 

+K3[C1Fw(r,s) +Czf(r,s)+Fw(r-l,s+ 1)] (17) 

onde: 

Os cálculos das temperaturas do gás ao longo do 
regenerador para cada intervalo de tempo são feitos pela 
equação ( 17), e em seguida são avaliadas as temperaturas do 
recheio e parede pelas equações (13) e (14), respectivamente, 
onde r= I ,2 ... AldL. 

A integração continua durante todo o período 
(s=0,1,2 ... J11dz). No fmal do período são aplicadas as condições 
iniciais e de contorno, para escoamento contracorrente, e a 
integração sobre o período que sucede segue continuamente. Um 
ciclo de operação compreende um período de aquecimento 
seguido por um período de resfriamento, cada período é definido 
pelo seu comprimento reduzido A, seu período reduzido II e a 
temperatura do gás, na entrada do leito. 

Após alguns ciclos sucessivos o equilíbrio cíclico é 
atingido, onde as temperaturas transientes do gás na saída, no 
período de resfriamento, após dois ciclos sucessivos, diterem 
num valor menor igual a 10-4 

Quando o equilíbrio cíclico é alcançado, calculam-se as 
eficiências térmicas pelas expressões: 

l i1ta! - ta2 (t) ]dt 
17 a= 0 , para o período de aquecimento e 

P ta! -t,1 

1 
f[t, 2(t)-t,1]dt 

17 ,= 0 , para o período de resfriamento, as 
p ta!-tr! 

quais na forma adimensional, ficam: 



Jn [1- la2(z}]dz 
1 o 

Tf a= TI 1- frl 

1 
f~[fdz)-frl]dz 

Tf r= rr 1 -!ri 

, respectivamente. 

~ 
· IOICIO : 

~ 
propriedades tisicas, 

dados geomélricos do 
regenerador e recheio 

___! _ _ 

!!.L so,s 
!!.z i:: O, ! 

~- s --
~~ /(O,s) ~ fal = ! 

N 

1 / (O.s)= frl = cte. 1 

_ _ _ !__ 

. r= O, ... A!!!.L :-·- -r= 
temperaturas [ 

iniciais do ~ 
sólido (s = O) . 

r= 1, ... AI!!.L ~-

temperaturas iniciais 
dogás(s = O) 
equação (15) 

s = l. .. nl!!.z 

! temperaturas da fase 
· sólida na entrada 

(r = O) 
equações (13) e (14) 

r= 1, ... AI!!.L .,._ _ _ _ 

temperaturas ao longo do leito 
equação ( 17) ~ gás 
equação (13) ~recheio 
equação (14) ~parede 

l 
cálculo das 
eficiências 

equações ( 18) e ( 19) 

;. 

//~. 
/ resfriamen~~ S ~-----._ 
~ e lfrz(s)-/'rz(s) i ~·~ ' 
~ s10-4 / 
·~ aspas = ciclo anterior 

figura 3 - Fluxograma simplificado 

(18) 

(19) 
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Os incrementos utilizados foram de M s 0,5 e óz s 0.1 , 
garantindo uma convergência até a quinta casa decimal. 

O fluxograma simplificado do procedimento de integração 
é apresentado na figura 3. 

Os coeficientes de transferência de calor convectivo entre o 
recheio e o gás e entre a parede interna e o gás, foram calculados 
pela seguinte correlação: 

ihs =0,00821Re~231 para IOO sRem s 1100 (20) 

onde: Rem = 2Gd P/[ 3 ,u ( 1 -e ) ] Reynolds modificado 

i h= St Pr1
'
3 fator j de Colburn para transferência 

ce calor 
St=h!Gcg número de Stanton e 
Pr=cgf.l''kg número de Prandtl 

obtida pelo método da minimização das eficiências térmicas 
médias (Luporini, 1994). 

Para a parede externa e o ambiente foi utilizada uma 
correlação para convecção natural em superf1cies verticais (Perry 
e Chilton, 1973). 

RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Os experimentos (Luporini, 1994) foram realizados em um 
regenerador construido com tubo de aço de 0,058m de diâmetro 
externo, 0,003m de espessura e 0, 188m de comprimento. E com 
a fmalidade de reduzir os vazios entre o recheio e a parede, a 
superfície interna do regenerador foi forrada com borracha 
esponjosa de 0,004m de espessura, proporciQJumdo a obtenção 
de um perfil de velocidade mais uniforme, exiernamente o 
regenerador foi isolado com duas camadas de fibra cerâmica. 

Nas tabelas I e 2 são observadas que as eficiências no 
período de aquecimento são maiores do que no período de 
resfriamento, pois no aquecimento, a parede e o recheio recebem 
calor do gás e assim a temperatura do gás na saída é reduzida, 
enquanto que no resfriamento o recheio e a parede perdem calor 
para o gás frio e a parede continua perdendo calor com o 
ambiente, simultaneamente. 

Tabela l -razões entre capacidades caloríficas e entre 
coeficientes de transferência de calor. 

médio 
(mcp)b hoAow 

exp mat u P(s) (mcP)w h;Atw 

AI I 0,377 120 1,427 0,241 
A2 I 0,566 180 1.427 0,255 
AJ I 0.943 300 1,427 0,263 
A4 I IJ32 360 1,427 0,264 
Bl 2 0,444 180 2.404 0.160 
B2 2 0,741 300 2,404 0,169 
B3 2 1,037 420 2,404 0,167 

exp: série da experiência, mat: material , 
U = ll I A: fator de utilização, 
subscritos: b = recheio, w = parede 
1: esferas de vidro, dp = 0,0038m, G = 0,756kg/m2s 
2: esferas de aço, dp = 0,00635m, G = Jkg/m2s 



Tabda 2 - Comparações entre as eficiências experimentais 
c as eliciências simuladas 

experimental adiab não adiabático 
exp I] a I] r l]m I] I] a I] r l]m 

AI 0.988 0.788 0.888 0,878 0.935 0,750 0,843 
A2 0.945 0,778 0,862 0,863 0,929 0,708 0,819 
A3 0.893 0,705 0.799 0,806 0,912 0,622 0,767 
A4 0.887 0.643 0.765 0,760 0.894 0.587 0,741 
81 0,922 0,768 0,845 0,824 0,896 0,733 0,815 
82 0.861 0.730 0,796 0,792 0,887 0,683 0,785 
83 0.848 0.635 0,742 0,739 0,863 0,641 0,752 

adiab: adiabático 

Os resultados também mostram que para regeneradores em 
escoamento contracorrente, á medida que os períodos diminuem 
as eficiências aumentam. 

São observados para este caso, que teoricamente, as 
eficiências adiabáticas são maiores que as eficiências não 
adiabáticas médias, isto ocorre porque as perdas de calor pelas 
vizinhanças são maiores que a armazenagem de calor pela 
parede que é muito fina. 

Os valores teóricos das eficiências adiabáticas se 
aproximam mais das eficiências não adiabáticas médias à 
medida que (mcp)J(mcp)w aumenta e (hoAow)l(hA 1w) diminue, o 
que assegura uma capacidade calorífica do recheio maior que a 
da parede e uma diminuição da transferência de calor para o 
ambiente. 

A simulação não adiabática apresenta valores diferentes 
das eficiências no aquecimento c resfriamento, c estes se 
aproximam mais dos valores experimentais do que a simulação 
adiabática. 

As figuras 4 a 7 mostram que as distribuições transientes 
das temperaturas do gás na saída do leito, durante os 
experimentos no regenerador da figura 1, se aproximam mais do 
modelo não adiabático, principalmente no período de 
aquecimento. O desvio maior para o recheio de esferas de vidro, 
no resfriamento, se deve ao fato que o material do leito é 
diferente do material da parede, concluindo que este modelo 
matemático é mais preciso quando o recheio e a parede são de 
materiais semelhantes, o que ocorre nas curvas das figuras 4 e 5. 

65 
o experimental 

60 1 adiahático 

55 2 não adiahático 
u 
o 

"' 50 
3 
~ 45 
<lJ o. s 
<lJ 40 

f-; 

35 

30 

o 60 120 180 240 300 360 420 

Tempo (s) 

Figura 4- Temperaturas do gás na saída, para as esferas de 
aço, durante o período de aquecimento 
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aço, durante o período de resfriamento 

65 

60 

/"""-. 55 ou 
Cj 50 e 
t:l 
<lJ 

45 
o. s 40 "' f-; 

35 

30 

o 

o experimental 

1 adiahático 
2 não adiabático 

60 120 180 240 300 360 

Tempo (s) 

Figura 6- Temperaturas do gás na saída, para as esferas de 
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CONCLUSÕES 

Neste trabalho foi apresentado wn modelo matemático para 
regeneradores não adiabáticos juntamente com o pocedimento 
nwnérico e alguns resultados das simulações. Também foram 
feitas algwnas comparações com valores experimentais e com o 
modelo para regeneradores adiabáticos. 
As observações mostraram que: 
• Para baixos valores de (hoAaw)/(h;A;w) unidos a altos valores 

de (mcp)i/(mcp)w são reduzidos os efeitos da armazenagem de 
calor na parede e perdas de calor para o ambiente. 

• A distribuição transiente de temperatura experimental, se 
aproxima mais dos valores da simulação não adiabática, 
porém esta entre os valores simulados dos dois modelos. 

• As diferenças nas eficiências para os períodos de 
aquecimento e resfriamento são consequências das perdas de 
calor do regenerador. 

• O modelo não adiabático apresentado representa melhor o 
sistema, porém os valores médios experimentais se 
aproximam mais das eficiências para regeneradores 
adiabáticos, o que se conclue que ocorre uma compensação 
entre os dois períodos. 
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ABSTRACT 

Alany mathematical models have been devoted to the 
simulation of thermal regenerators. mostly considen·ng the 
process as adiabatics. ln the present work is developed a model 
which includes the storage of heat in the regenerator walls as 
well as heat fosses, which can be quite important in some 
situations. The differential equations of this model are solved 
used the trapezoidal difference representation. The results of the 
simulations are compared with experimentally obtained data 
and the results permits one to determine under which 
operatioual conditions those effects may be reduced. 
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