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Resumo: O presente trabalho apresenta o uso da norma H; no posicionamento de atuadores e
sensores piezelétricos em estruturas do tipo trelica. A estrutura € representada por um modelo
dinamico de segunda ordem escrito através da realizacdo de espaco de estados modal para
possibilitar o truncamento e a consequentemente a reducdo de ordem. A metodologia proposta €
ilustrada por uma aplicacdo numérica em uma trelica 2D discretizada pelo método dos elementos
finitos. As estratégias de posicionamento sdo apresentadas buscando a generalizagdo para outras
estruturas, como vigas e placas.
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1. INTRODUCAO

Atualmente, diversas pesquisas de engenharia sdo voltadas para o desenvolvimento de técnicas
de controle ativo de vibragdes (AVC — do inglés Active Vibration Control) juntamente com a
aplicacdo de uma nova classe de materiais com propriedades eletromecanicas especificas. Estas
pesquisas sdo impulsionadas pela necessidade de estruturas leves e sistemas com altos
desempenhos, gerando menores custos operacionais e aumentando os lucros. Algumas destas
pesquisas tém causado profundo impacto nas aplicacdes aeroespaciais € em robdtica, Liu e Zhang
(2000). As técnicas de controle ativo de vibracao utilizam forcas secunddrias aplicadas na estrutura
por um controlador que adquire as informacdes obtidas por um sensor. Estas forcas procuram
reduzir a vibragao estrutural causada por uma fonte de vibragao primadria (Figura 1).
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Figura 1: Desenho esquematico de um sistema de controle ativo.
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Para o controle de vibracdes mecanicas, principalmente quando hd um grande ndmero de
posi¢des candidatas, o problema do posicionamento de sensores e atuadores talvez mereca a maior
aten¢do. Este posicionamento pode definir a eficiéncia do controle, pois, em fun¢do da posi¢do onde
s@o colocados, atuadores e sensores podem comprometer a controlabilidade e a observabilidade do
sistema, ou exigir altos niveis de energia para se obter o resultado esperado. De outro lado, se
posicionados em localizacdes Gtimas, o nimero necessario destes dispositivos pode ser reduzido,
diminuindo assim o custo de instrumentacdo, do processamento de sinais € da energia necessaria
para o controle da estrutura. Em geral, a localizacdo 6tima dos atuadores/sensores surge das
seguintes consideracdes (Papatheodorou et al., 1999): uso de um pequeno nimero de sensores €
atuadores para minimizar o custo de instrumentacido e processamento de sinais; obtencdo de boas
estimativas dos parametros modais; melhoria do controle estrutural; determinar eficientemente as
propriedades estruturais e mudd-las para monitorar a condicdo da estrutura; e assegurar a
visibilidade de erros no modelo.

Em particular, neste trabalho é apresentada a metodologia de posicionamento Otimo de
atuadores e sensores piezelétricos em uma trelica plana. A trelica € representada por um modelo
dinamico de segunda ordem escrito através da realizacdo de espaco de estados modal para
possibilitar o truncamento e consequentemente a reducdo de ordem. Os desempenhos do atuador e
do sensor sdo avaliados utilizando a norma H, como indice de posicionamento.

2. MODELO ESTRUTURAL

Modelos estruturais de segunda ordem descritos por equagdes diferenciais ordindrias lineares
(EDOL) s@o muito utilizados em problemas de dindmica estrutural. Os modelos escritos em
coordenadas fisicas, também conhecidos por modelos fisicos, sao formulados em termos de
deslocamento, velocidade e aceleragdo. Tais modelos sdo caracterizados pelas matrizes de massa,
de rigidez, de amortecimento e pelas matrizes de localiza¢do dos sensores e atuadores e sdo em
geral obtidos via FEM além dos vetores de deslocamento e velocidade, tais como:

Mq(7)+Dq(7)+Kq(7) =Bou(r)+Boww (1)

(1a,b)

y ()= Couq (1) +Coq (1)

Em que q(7) € o vetor de deslocamento nd x 1, u(¢) € o vetor do sinal de controle s x 1, w(?) € o
vetor de entrada de distdrbios s x 1, y(¢) € o vetor de saidas r x 1, M é a matriz de massa nd x nd, D
¢ a matriz de amortecimento nd x nd, K € a matriz de rigidez nd x nd. A matriz de entrada do sinal
de controle B, € nd x s, a matriz de entrada do distirbio B,y € nd x s, a matriz de saida de
deslocamento Coq € r X nd e a matriz de saida de velocidade € r x nd. A matriz de massa € positiva
definida e as matrizes de amortecimento e rigidez sdo positivas semidefinidas. Também, nd é o
ndmero de GL do sistema, r € o numero de saidas e s o nimero de entradas.

Em geral as matrizes de massa e rigidez sdo estimadas em coordenadas fisicas, por exemplo, via
FEM, sendo a matriz de amortecimento proporcional a elas.

q)=¢e’” 2)
assim, substituindo em (1) tem-se:

(K-0’M)pe’™ =0 3)
em que sdo encontrados n valores de w:{w;, wy,..., ®,} tal que esta equacdo seja satisfeita, sendo n
menor ou igual a nd. A freqiiéncia w; € chamada i-ésima freqiiéncia natural do sistema. Substituindo

w; em (3) obtém-se as solucdes correspondentes { @i, ¢h,... ¢y} para cada freqii€ncia natural. ¢; é
chamado de i-ésimo modo natural ou forma dos modos. Estas solu¢des ndo siao unicas, e podem ser
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escalonadas arbitrariamente. Comumente se define a matriz de freqii€ncias naturais, (Gawronski,
1998)

Q = diag(o,.0,,, 0, ) 4)

E a matriz modal ® (nd x n), que consiste dos n modos naturais da estrutura:

(I)=[¢1 g, - ¢n] ©)

As matrizes modais de massa podem ser diagonalizadas através das seguintes equacoes:

M, =®'Mo
Km ZQTK(D (6a’b7c)
D =o'D @

A matriz D, é a matriz de amortecimento proporcional dada por:
D, =aM +BK (7)

Pode-se introduzir uma transformagao de coordenadas no problema, qn(?), tal que:

q, (1)=®q() ®)

Assim, multiplicando a equagdo (1) por ®" e utilizando a transformacio da equacdo (7), obtém-
se:

q, (1)+22Qq,, (1) +92°q,, (1) =Bwu(t)+Buww (t)

. (9a,b)

y (f) = Cmqqm (l) + Cqum (Z)
sendo:

Q'=M'K_ (10

1/ -l
Zle;;DmQ‘l =1MH?KH?DID (11)
2 2

As matrizes de entrada modal de controle B, e de distirbio B, sdo dadas por:

B, =M_®"'B,

Bmw = M;xll(I)TBmo (123,b)
e Cng € Cry 80 as matrizes de saida de deslocamento e velocidade modal, respectivamente:

C, =C,®

C,, =C,® (13a.b)
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3. NORMAS DE SISTEMAS - A NORMA H,

Considerando (A,B,C) a representacdo em espago de estados de um sistema onde a funcdo de
transferéncia G é dada por:

G(0)=C(joI-A)"'B (14)

A norma H; do sistema é definida por:
17 %
1G ;== [ tr(G" (@)G(w))do (15)
27 Y

onde r é o traco da matriz.
Uma maneira conveniente de determinar o valor numérico € através das equagdes:

G Il,= \tr(C"CW,.) (16)
G ll,= \Jtr(BB"W,) (17)

onde W¢ e Wy sdo as matrizes grammianas de contrabilidade e observabilidade (Gawronski, 1998).
Considerando (Aj, B;, C;) a representacdo em espago de estados do i-ésimo modo de um sistema,
€ possivel aproximar a norma H; por (Gawronski, 1998)*

|G,

B, ILIC, 1I, _1IB, LI C, Il 2A®. (18)

T Ge, | e, N

onde v; € valor singular, assim, reescrevendo as equacdes, a norma H; associada ao i-ésimo modo
pode ser calculada por, (Gawronski, 1998):

2 =N tr(CiTCiWci) = (“Binz | D12y o) (19

*Define-se Am; como meia poténcia da i-ésima freqiiéncia de ressonancia (Clough e Penzien, 1975;
Ewins, 1984), sendo, Aw; =2¢im; € G o i-ésimo fator de amortecimento e ®; a i-ésima freqii€ncia
natural.

Uma vez calculada a norma para cada modo, a norma H; do sistema pode ser obtida pela soma
RMS de todos os modos onde n € o nimero total de modos.

S, C

2
5 (20)

|61, = 2.I6,

Também, a norma H, para um sistema com mais de um atuador, ou sensor, € a soma RMS das
normas para o sistema com cada um deles separadamente.

3.1 Indice e Matrizes de Posicionamento H,

O indice de posicionamento o que avalia o k-ésimo atuador no i-ésimo modo em termos da
norma H, € definido para todos os modos e todas as localiza¢des candidatas possiveis:
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L -1 R k=1,---.S i=1,---.n 1)

O = Wi

sendo wy; > 0 o peso para o k-ésimo atuador e para o i-ésimo modo. Usando estes indices, pode-se
definir a matriz de posicionamento do atuador:

Gy Oap  Opx 7t Opgs
Gy Oop """ Oy "7t Opyg
Gy, O,y *** O,y -+ O,e |<1€simo modo
1Ooni Oomz °"" Opp *"7 Opps |
U (22)

késimo atuador
A i-ésima linha desta matriz corresponde ao i-ésimo modo e k-ésima coluna ao k-ésimo atuador

(ou posi¢ao candidata para o atuador). O procedimento para o indice de posicionamento do sensor
o1 € similar e avalia o k-ésimo sensor no i-ésimo modo em termos de norma H»:

4, k=1,---R i=1,---.n (23)

sendo wy; =0 o peso para o k-ésimo sensor e para o i-ésimo modo. Usando estes indices, pode-se
definir a matriz de posicionamento do sensor:

Oon Oy *° O " Oor
Oy Opp " Opx " O
G,, Oy, ** Oy ** O,p |& 1ésimo modo
[Oon1 O2m2 """ O 7" Oopr |
i 24)

késimo sensor

A i-ésima linha desta matriz corresponde ao i-ésimo modo e a k-ésima coluna ao k-ésimo sensor
(ou posi¢ao candidata para o sensor).

4. ESTRATEGIAS DE POSICIONAMENTO DE SENSORES/ATUADORES

O problema de localizagdo Otima de sensores e atuadores consiste em determinar o
posicionamento de um pequeno conjunto de atuadores e sensores tal que a norma H; do sistema seja
0 mais proximo da norma do sistema completo. Utiliza-se R e S para representarem as localizag¢des
candidatas para o sensor e o atuador, respectivamente. O ndmero de posicdes candidatas é superior
ao numero de atuadores e sensores disponiveis.
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4.1 Estratégia de Posicionamento dos Atuadores

Os seguintes passos sao seguidos:
1. Localizar o sensor em uma posicao qualquer acessivel.
2. Baseado em experiéncias de engenharia, exigéncias técnicas e restri¢des fisicas
selecione as localizagdes possiveis de atuadores. Com isto S candidatos de posicionamento de
atuadores sdo selecionados.
3. Para cada modo (k), e cada localizagdo (i), determinar o indice do posicionamento do
atuador o,4(1).
4. Para controlar um determinado modo, selecionar a localizacdo (1) mais importante
(ou seja, com o maior indice G.(1)).
5. Para controlar um determinado numero n,, de modos, geralmente definidos pelo
modelo truncado, encontrar o indice 6, para todos os n,, modos e cada posi¢ao k candidata (k
= 1,..., S). Definir o nimero de atuadores necessdrios (a,) tal que os ny, sejam controldveis (a,
<95).

4.2 Estratégia de Posicionamento dos Sensores

Os seguintes passos sao seguidos:
1. Localizar o atuador na posi¢do 6tima obtida anteriormente.
2. Baseado em experiéncias de engenharia, exigéncias técnicas e restri¢des fisicas
selecione as localizacdes possiveis de sensores. Com isto R candidatos de posicionamento de
sensores sao selecionados.
3. Para cada modo (k), e cada localizagdo (i), determinar o indice do posicionamento do
sensor og(1).
4. Para observar um determinado modo, selecionar a localizagdo (i) mais importante
(ou seja, com o maior indice og(i)).
5. Para observar um determinado nimero n, de modos, encontrar o indice oy para
todos os ny, modos e cada posicdo k candidata (k = 1,..., R). Definir o nimero de sensores
necessarios (s,) tal que os n,, sejam observaveis (s, < R).

5. APLICACAO NUMERICA

A metodologia proposta neste trabalho para se obter o posicionamento 6timo de sensores e
atuadores foi aplicada em uma trelica plana de aluminio tipo Pratt (Figura 2). Estas treli¢as sdo
amplamente conhecidas e aplicadas, principalmente em construcdes de engenharia civil, como
mostra a Figura 3. A treli¢a utilizada neste trabalho é composta por 29 barras e 16 nds, com 2 graus
de liberdade por né (deslocamento nas direcdes vertical e horizontal) e foi considerada engastada
nos nds 1 e 9. As propriedades fisicas e geométricas da estrutura sdo mostradas na Tabela 1.

I 1 1z 12 14 15 16

Figura 2: Trelica plana do tipo Pratt.
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Figura 3: Trelicas do tipo Pratt em uma ponte.
(Fonte: www.yahoo.com, acesso 30 de junho de 2007)

Tabela 1: Propriedades fisicas e geométricas da trelica

Barras horizontais/verticais 0,8 m
Moédulo de Elasticidade 70 MPa
Densidade 2710 Kg/m’
Area da secdo transversal 2,95.10° m”

Cada barra da trelica foi considerada uma posi¢do candidata para a localizagdo do atuador e,
para o sensor, todos os graus de liberdade livres (direcdo horizontal e vertical dos nds estruturais,
exceto para os nos 1 e 9, que estdo engastados). Com isto, é possivel se verificar que existem 29
posi¢des candidatas para o atuador e 28 para o sensor. Para clareza de compreensdo, a Tabela 2
mostra a relacdo entre cada posi¢do candidata para o atuador (cada barra estrutural) e os nés da
trelica. Nas Figuras 4a até 3f € possivel observar a forma de cada um dos seis primeiros modos de
vibrar da estrutura, respectivamente.

Tabela 2: Posicdes candidatas para a localiza¢iao do atuador — relacdo entre as barras e os nés da

trelica.

Elemento Nos Elemento Nos Elemento Nos
1 le 2 11 7e16 21 3el0
2 2e3 12 7el5 22 2e10
3 3ed 13 6¢el5 23 l1el0
4 4e5 14 6¢e 14 24 10e 11
5 5e6 15 5el4 25 11e12
6 6e7 16 5el3 26 12e 13
7 7e8 17 5el2 27 13e 14
8 8e9 18 4el2 28 14e 15
9 9el6 19 4ell 29 15e 16
10 8el6 20 3ell
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32 Modo

52 Modo 62 Modo

(e) 5° modo (f) 6° modo

Figura 4: Seis primeiros modos de vibrar da treliga tipo Pratt.

Como descrito nas estratégias de posicionamento, foi considerado inicialmente o sensor na
posicdo candidata 15 (né 10 direcdo horizontal, escolhida aleatoriamente) e os indices de
posicionamento do atuador foram calculados. A Figura 5 mostra que as quatro primeiras melhores
posicdes sdo nas barras 2, 1, 22 e 3, respectivamente (ver Tabela 2). Com isto, colocando um
atuador na barra 2, os indices de posicionamento do sensor foram calculados, como mostra a Figura
6. Note que as duas primeiras melhores posi¢cdes correspondem aos nds 2y e 3, (ver Figura 2),
respectivamente. O subindices h indica a direcdo horizontal. Note na Figura 7 a amplitude méxima
da resposta ao impulso para cada posicao candidata do sensor considerando o atuador na posicao
6tima. Pode-se verificar que a disposi¢@o das barras da trelica resulta em uma alta rigidez estrutural,
assim, as amplitudes de vibracdo sdo pequenas, com excec¢ao para o né 2 na direcao horizontal.

Considerando os seis primeiros modos

Norma H2

10 15 20 25 29
Posicao do Atuador

Figura 5: Indices de posicionamento para o atuador.

Considerando os seis primeiros modos

| | | | | |
| | | | | |
- ———— - 4 - - - ————— = l— - — - — — — = - — - - l— — —o
| | | | | |
N | | | | | |
I B B I ___ [ ]
| | | | | |
g | | | | | |
= L [ [ [
(=) ] ] | | | |
z | | | | | |
| | | | | |
-— === t+t-—-—-—-=-=-- +-=-=-=-=--=- - === == ====== ===== ===
| | | | | |
| | | | | |
—_ | | | | |
5 10 15 20 25 28

Posicao do sensor

Figura 6: Indices de posicionamento para o sensor.
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Amplitude maxima da resposta ao impulso
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Figura 7: Médxima amplitude de vibracao para a resposta ao impulso considerando o sensor em cada
posicdo candidata.

6. CONSIDERA COES FINAIS

Estruturas com sensores e atuadores integrados vém sendo cada vez mais pesquisadas,
principalmente para o projeto de controle ativo de vibragdes. Estas estruturas s@o chamadas de
estruturas inteligentes e uma das mais importantes etapas de projeto € o posicionamento 6timo de
sensores e atuadores. Neste artigo foi apresentada uma estratégia de posicionamento em uma trelica
plana de aluminio envolvendo a norma H,. Os indices de posicionamento dos sensores e atuadores
foram calculados considerando os seis primeiros modos de vibrar da trelica.

7. REFERENCIAS

Clough, R. W. e Penzien, J.,1975. “Dynamics of Structures”, McGraw-Hill, New York.

Ewins, D. J., 1984, “Modal Testing”, Wiley. New York.

Gawronski, W. K., 1998, “Dynamics and Control of Structures: A Modal Approach”, 1.ed New
York: Springer Verlag, 231p.

Liu, F. and Zhang, L., 2000, “Modal-Space Control of Flexible Intelligent Truss Structures via
Modal Filters”, Proceeding of IMAC - International Modal Analysis Conference, pp. 187-193.

Papatheodorou, M., Taylor, C. A e Lieven, N. A. J., 1999, “Optimal Sensor Locations for Dynamic
Verification”, Structural Dynamics — Eurodyn 99, pp. 587-592.

8. AGRADECIMENTOS

Os autores agradecem a FAPESP (Fundag¢do de Amparo a Pesquisa do Estado de Sao Paulo)
pelo apoio financeiro concedido as pesquisas.



