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Resumo: Este trabalho estd concentrado na aplicagdo da chamada Técnica das Equacées Integrais Acopladas para cal-
cular o coeficiente de friccdo em escoamento laminar (em diferentes secdes) e o coeficiente de arrasto na camada limite
sobre placa plana. Com o problema de escoamento em dutos, o fator de friccdo é calculado resolvendo uma formulacdo
por pardmetros concentrados melhorados obtida através da TEIA junto com uma média das equagoes de momentum.
Por outro lado, para o escoamento laminar na camada limite, a solugdo integral cldssica para placas planas é recal-
culada; no entanto, uma modificagcdo é considerada: uma forma funcional ndo é escolhida para o perfil de velocidade.
Reciprocamente, a TEIA ¢é invocada para fornecer relagbes aproximadas entre os valores médios e os potenciais nas
fronteiras. Valores numéricos para os coeficientes de friccdo sdo calculados e os resultados sdo comparados com dados
na literatura, mostrando que a metodologia da TEIA ¢ eficaz para ambos os problemas considerados.

Keywords: Equacoes Integrais Acopladas, Pardmetros Concentrados Melhorados; Dutos de Geometria Irregular, Esco-
amento em Camada Limite

1. INTRODUCAO

Durante muito tempo, os métodos analiticos eram o Unico meio de se resolver problemas envolvendo escoamentos
e transferéncia de calor. Ap0s a introdugdo dos computadores, o uso de métodos numéricos se difundiu na pratica da
engenharia e, por sua vez, os métodos analiticos entraram um pouco em desuso. No entanto, solu¢gdes analiticas ainda
desempenham um papel crucial no desenvolvimento da ciéncia e da engenharia, e sua relevincia ndo deve ser desprezada.

A aproximacdo de Hermite consiste em aproximar uma integral através de uma combinacdo linear de valores do
integrando e das derivadas do mesmo. Foi originalmente desenvolvida por Hermite (1878) e primeiramente apresentada
por Menning et al. (1983). Estas aproximacdes permitem que um problema complexo seja simplificado, fazendo com que
0 mesmo possa ser resolvido com um esfor¢o muito menor, e, em muitos casos utilizando métodos analiticos. No entanto,
o erro cometido em tais aproximacdes deve ser controlado para manter requisitos minimos de precisdo. A Técnica das
Equagoes Integrais Acopladas é baseada em utilizar as aproximagdes supracitadas para obter expressdes para a varidvel
dependente e suas derivadas. A vantagem de tal técnica, quando comparada ao método tradicional de aproximacdes (a
aproximacao cldssica por parametros concentrados), é que um erro muito menor € obtido, tornando possivel atingir uma
precisdo satisfatéria nos resultados. Esta técnica foi aplicada na solug@o de diversos problemas, tais como secagem em
meios porosos (Dantas et al., 2007), andlise de sistemas de protecdo térmica (Ruperti et al., 2004), trocadores de calor
(Scofano Neto and Cotta, 1993), conducdo de calor (Corréa and Cotta, 1998), problemas envolvendo mudanga de fase
(Menning and Ozisik, 1985) e resfriamento radiativo (Su, 2004). Recentemente a TEIA foi utilizada para calcular o fator
de atrito no escoamento laminar em dutos de geometrias irregulares (Reis ez al., 2009).

O presente trabalho apresenta uma metodologia analitica aproximada, baseada na Técnica das Equacdes Integrais
Acopladas, para obter expressdes para o fator de friccdo em dutos de geometria irregular, bem como o coeficiente de
friccdo no escoamento externo sobre placa plana. Resultados para diferentes geometrias sdo comparados com dados
previamente encontrados na literatura afim de certificar a eficcia do método.



2. APROXIMACAO DE HERMITE

A base da aproximacao por integrais acopladas € a aproximacio de Hermite para integrais, originalmente desenvolvida
por Hermite (1878) e primeiramente apresentada por Menning et al. (1983), denotada por H, g, a qual é dada pela
expressao geral:
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e f(z) e suas derivadas f*)(x) sdo definidas para todo = € [z;_1,;]. E assumido que f*)(z;_;) = fi(f)l para v =

0,1,2,...,ae f® (x;) = fi(") parav = 0,1,2,..., 3. Esta férmula de integracdo pode fornecer diferentes niveis de
aproximacao, partindo da formulacio cldssica e nos conduzindo a formulagdes melhoradas. Uma andlise de erro detalhada
de aplicagdo da TEIA em problemas de difusio usando aproximagoes de Hermite Hy o, Ho,1, H1,0, € H; 1 foi abordada
em (Alves et al., 2000).

3. ESCOAMENTO LAMINAR EM DUTOS IRREGULARES

O problema considerado é de escoamento laminar desenvolvido em dutos irregulares com a secao transversal descrita
pelo dominio mostrado na Fig. (1). A func@o z; (y) descreve a forma do contorno do lado direito entre z = a e z = ¢.

Figura 1. Dominio do problema

Para escoamento laminar cineticamente desenvolvido e propriedades termofisicas constantes, as equagdes de Navier-
Stokes sdo reduzidas a seguinte forma, juntamente com as respectivas condi¢des de contorno:

02U , 02U

m—FKﬁ:GP, para 0<Y<1 e 02721, @)
oUu

8—}/:0, para Y=0 e 021, 4)
U =0, para Y = e 0<Z7<1, (6)
ou

_ - = = < <

97 0, para Z=0 e 0<Y <1, @)
U =0, para Z=7;(Y) e 0<Y <1 (8)

Onde as varidveis adimensionais envolvidas sdo dadas por:
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A forma adimensional de z; (y) é dada por I'(Y') = £ Y +n. Expressdes para £ e 7 sdo facilmente obtidas, fornecendo:

& =—K cot(v) e n =1+ K cot(¢). (10)



A expressdo para o fator de friccdo de Fanning pode ser rapidamente obtida em termos do gradiente de pressdo
adimensional como:

Gp D?
Re = —— X4 11
onde o nimero de Reynolds é baseado no didmetro hidraulico.
3.1 Aproximacao pela Técnica das Integrais Acopladas
A velocidade média na direcdo horizontal é definida como:

MUy, z)dz
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Tomando uma média da Eq. (4) é facil mostrar (Reis et al., 2009) que o sistema resultante é dado por:
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e que a condicao de contorno (8) permite que a seguinte relagcdo seja escrita:
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No intuito de resolver as Egs. (13-15), as derivadas do perfil de velocidade U (Y, Z) devem ser expressas em termos
da velocidade média em Z, U,,(Y"). Neste ponto ndo hd mais transformagdes para nos auxiliar, e desse modo, necessita-
se de regras de aproximacdo. Observando as Eqgs. (13 e 16), a metodologia da TEIA (Técnica das Equagdes Integrais
Acopladas) deve ser aplicada para obter relagdes entre as derivadas desconhecidas (OU/0Z|;—ry) e OU/OY | z—r(v)) e
a velocidade média U, (Y"). No entanto, duas diferentes alternativas de aproximaggo surgem:

1. Aplicar a TEIA usando férmulas de Hermite para as integrais de U (Y, Z) e O0U /0 Z.
2. Aplicar a TEIA usando férmulas de Hermite para as integrais de U(Y, Z) e 9U/JY .

Embora ndo existam diferencas entre as alternativas acima com relagdo ao nimero de aproximagdes feitas, diferentes
resultados podem ser obtidos para cada caso. Como mostrado em (Reis et al., 2009), usando férmulas Hy o ou H; ; para
U(Y, Z), combinadas com férmulas Hy o para derivadas de U, conduz-nos a regras de aproximagéo da seguinte forma:
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onde 7; e 72 sdo pardmetros cujos valores dependem do tipo de aproximagdo usada, como descrito pelos quatro casos
abaixo:

e Caso 1 — Hyo/Hp,, alternativa 1: y; = 4, v, = 0.

e Caso2— Hyo/Hyp, alternativa 2: y; = 2,y = 0.

e Caso3 - Hy1/Hyyp, alternativa 1: 71 = 3,y = 0.

e Caso4— Hy 1/Hp, alternativa 2: vy = 2,y = —1/2.

Resolvendo a Eq. (13) e utilizando a Eq. (17), obtém-se a seguinte expressio para o perfil de velocidade média:
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onde (; e (2 s@o constantes de integrag@o obtidas com as condi¢des de contorno dadas por (14 e 15). As constantes 73 e
x sdo usadas para simplificar a expressao, e sdo dadas por:

1
75 = —7 (1 + 292 + cos(24)) sec’(y), X = \/m sec(y) + 3. (19)



Utilizando o perfil de velocidade média U,,,, uma expressao para G p pode ser escrita:
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onde A* é a area adimensional, sendo dada por:

Ay 147
A = =2 = - 1! 21
ab 2 21

Com o Gp calculado, o fator de friccdo é rapidamente obtido da Eq. (11). Assim, encontra-se uma expressio
dependente das relagdes geométricas (K e 1) e dos parAmetros que dependem do tipo de aproximacao (v € 7y2).

4. ESCOAMENTO EM CAMADA LIMITE SOBRE PLACA PLANA

Agora, considera-se o problema de escoamento laminar sobre uma placa plana. O escoamento é descrito pelas
tradicionais equacdes de camada limite. Para utilizar a Técnica das Equacdes Integrais Acopladas, a solu¢do integral para
camada limite € utilizada (Bejan, 1995; Kays et al., 2004). Esta solucdo fornece a seguinte expressio para o cdlculo do
fator de atrito:

Cj = c¢fRel/? (22)

onde ¢y € um coeficiente numérico calculado a partir da equag@o:

e = ¢2 (ZZ)E_O / (U6 - ve) ag 23)

onde a velocidade adimensional e a coordenada vertical adimensional sdo definidas por:

§=% U= (24)

onde ¢ € a espessura de camada limite.
A metodologia tradicional para a solucdo integral consiste em escolher uma forma funcional para o perfil de velo-

cidade e calcular ¢y da Eq. (22). Formas polinomiais e senoidais sdo utilizadas, e escolhe-se uma forma para U que
satisfaca as condi¢des:

oU
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Todavia, condi¢des de contorno adicionais podem ser obtidas a partir das equagdes de camada limite, avaliada em
& =0e & = 1. Por exemplo, é facil mostrar que a segunda derivada em relagdo a coordenada vertical é dada por:
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Estas condicdes sdo utilizadas para escolher a forma funcional de U.
4.1 Aproximacao pela Técnica das Equacoes Integrais Acopladas

De maneira diferente da tradicionalmente utilizada em solucdes integrais, a Técnica das Equagdes Integrais Acopladas
permite que a derivada e integrais abaixo sejam calculadas através de aproximagdes de Hermite:

oU 1 1
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Uma vez que estas integrais sio calculadas, o coeficiente cy € calculado diretamente da Eq. (22).
5. RESULTADOS E DISCUSSAO
5.1 Escoamento em dutos de geometria irregular

Os resultados para dutos de seco transversal trapezoidal sdo apresentados na Tab. (1), para varios dngulos e razdes
de aspecto, usando todas as quatro alternativas de aproximag@o. Com o objetivo de analisar o duto de perfil trapezoidal,



solucdes exatas usando a Técnica da Transformada Integral Generalizada (Aparecido, 1988) foram usadas para compa-
racdes. E observado que para a primeira alternativa de aproximacio (casos 1 e 3), a aproximacio H 1,1/Ho,0 conduz a
melhores resultados que Hy o/ Hp 0. No entanto, um efeito oposto é observado para a segunda alternativa de aproximacao
(casos 2 e 4), com Hy o/Hy,o superando Hq 1/Hp . Uma outra observacio deve ser feita com relagéo a alternativa de
aproximacao. Pode ser observado que o caso 1 apresenta melhores resultados para angulos menores do que o caso 2, e
este comportamento se inverte para angulos maiores. O mesmo pode ser observado quando comparamos os casos 3 e 4.

Tabela 1. Fator de fric¢do em dutos trapezoidais.

caso 1 caso 2 caso 3 caso 4
K f Re (%) f Re (%) f Re (%) f Re e(%) GITT
¥ =85° 0.01 23.7619 0.2 237615 0.2 23.7617 0.2 23.7627 0.2  23.8023

0.10 21.8568 3 21.8133 3 21.8351 3 21.9287 4 21.1842
0.25 19.4607 6 19.2267 5 19.3437 6 19.8378 8 18.2987
0.50 16.9604 8 16.2152 3 16.5879 6 18.0678 15  15.6759
0.75 15.6248 7 14.2595 2 14.9425 3 17.4199 20  14.5763
1.00  14.9778 5 12.9652 9 13.9726 2 17.2490 21 14.2351
Y =75° 0.01 237548 0.2 237543 02 237545 0.2 23.7544 0.2 23.7908
0.10 21.8147 3 21.7694 3 21.7920 3 21.7797 3 21.1389
0.25 19.4312 6 19.1935 5 19.3124 5 19.2473 5 18.3152
0.50 17.0078 8 16.2765 3 16.6423 5 16.4396 4 15.8047
0.75 15.7265 7 14.4223 2 15.0748 3 147069 0.1  14.6971
1.00 15.0856 6 13.2039 7 14.1458 1 13.8887 3 14.2519
¥ =60° 0.01 237273 0.1 23.7267 0.1 237270 0.1 23.7267 0.1 23.7428
0.10 21.6258 4 21.5716 3 21.5987 3 21.5716 3 20.8917
0.25 19.1839 6 18.9133 5 19.0486 5 18.9133 5 18.0585
0.50 16.8688 7 16.0872 3 16.4782 5 16.0872 3 15.6922
0.75 15.7185 7 14.3883 2 15.0540 3 14.3883 2 14.6376
1.00  15.1606 7 13.3094 6 14.2365 1 13.3094 6 14.1516
1 =45° 0.01 23.6677 0.1 23.6667 0.1 23.6672 0.1 23.6667 0.1 23.6405
0.10  21.2200 4 21.1435 4 21.1817 4 21.1403 4 20.3550
0.25 18.6350 7 18.2798 5 18.4574 6 18.2650 5 17.4212
0.50 16.4710 8 15.5285 2 16.0000 5 15.4898 2 15.2127
0.75 15.5321 9 14.0201 2 14.7772 4 13.9590 2 14.2711
1.00 15.1344 9 13.1213 5 14.1305 2 13.0410 6 13.8223
v =30° 0.01 235348 0.5 235330 05 235339 05 235329 05 234211
0.10  20.3985 6 20.2619 5 20.3302 5 20.2543 5 19.3092
0.25 17.6413 8 17.0784 5 17.3599 7 17.0473 5 16.2724
0.50 15.8261 10 14.5117 1 15.1698 6 14.4402 1 14.3466
0.75 15.2491 12 13.3087 2 14.2821 5 13.2045 3 13.6029
1.00 15.1011 14 12.6674 4 13.8911 5 12.5381 5 13.2552
1 =15° 0.01 23.1283 1 23.1216 1 23.1249 1 23.1212 1 22.7967
0.10 18.5085 9 18.1293 6 18.3189 7 18.1063 6 17.0889
0.25 16.0089 12  14.7984 3 15.4045 7 14.7258 3 14.3548
0.50 152016 16  12.9625 1 14.0881 8 12.8304 2 13.0962
0.75 152249 20  12.3470 3 13.8010 9 12.1788 4 12.6943
1.00 153754 23 12.0920 3 13.7589 10  11.9011 5 12.5201
Y=1° 001 17.3469 10  16.7007 6 17.0239 8 16.6607 6 15.7693
0.10 15.6402 28  11.9973 2 13.8601 14 11.7794 3 12.1891
0.25 16.0752 34  11.9489 1 14.0864 17 11.7014 3 12.0326
0.50 16.1949 35 119768 0.2 14.1702 18  11.7233 2 12.0051
0.75 162221 35 119873 0.1 14.1912 18  11.7327 2 12.0026
1.00 16.2323 35 11.9919 0.1  14.1993 18 11.7370 2 12.0120

Para dutos triangulares, uma expressdo para o fator de fric¢do, em fungdo dos pardmetros que dependem do tipo de



aproximacao () e do angulo %, € obtida:

4(3 — 1 + 27 + 3cos(29)) (2 + 73 + Xx)
(=2 4+ 73 + x) (1 + cos?(¥)))

fRe = — (28)

Com esta expressao, resultados sao calculados para diferentes angulos e sao apresentados na Tab. (2), na qual estdao
incluidos os resultados apresentados por Shah and London (1978). Como pode ser visto, o caso 1 (Ho,o/Ho o), por se
tratar de uma aproximac¢do mais simples, ndo representa uma boa aproximacgdo para perfis triangulares. Enquanto isso,
0 caso 3 (Hy,1/Ho,0) apresenta uma boa precisdo para uma faixa de angulos entre 55° e 90°, perdendo precisdo para
angulos menores. Para perfis triangulares que apresentem angulos menores (17 < 30°) uma boa alternativa é aproximar
utilizando os casos 2 (Hy 0/ Ho,0) € 4 (H1,1/Ho,0) de aproximagéo.

Tabela 2. Fator de fricgdo em dutos triangulares.

caso 1 caso 2 caso 3 caso 4
P fRe &%) fRe &%) fRe &%) fRe &%) (ShahandLondon, 1978)

90° 16.000 33 8.000 33 12.000 0 12.000 0 12.000
85°  16.001 28 8.541 32 12.300 1 10.599 15 12.474
80° 16.004 25 9.016 30 12.560 2 10.106 21 12.822
75° 16.011 22 9.436 28 12.788 2 10.019 23 13.065
70°  16.022 21 9.809 26 12.990 2 10.103 24 13.222
65° 16.037 21 10.142 24 13.171 1 10.258 23 13.307
60° 16.055 20 10.440 21 13.333 1 10.440 22 13.333
55° 16.076 21 10.705 20  13.479 1 10.627 20 13.311
50° 16.098 22 10.941 17 13.609 3 10.809 18 13.248
45°  16.120 23 11.150 15 13.726 4 10.981 17 13.153
30° 16.184 27  11.629 9 13.997 10 11401 11 12.744
15°  16.230 33 11.908 3 14.158 16 11.658 5 12.226
0° 16.246 35 12.000 0 14.211 18 11.745 2 12.000

Tanto para dutos triangulares quanto para dutos trapezoidais, observou-se um comportamento em que 0s casos pares
(2 e 4) produzem melhores resultados que os casos impares (1 e 3) para angulos pequenos, e o oposto foi observado para
angulos grandes. Em virtude deste comportamento, um fator de fricgdo combinando as duas aproximacdes de Hermite
para cada caso pode ser obtido da seguinte maneira:

rre =g (£) 45 (1-%) 29)

2 2

onde f7 representa as aproximagdes que utilizam a alternativa 1 de aproximacio (casos 1 e 3) e fo representa as apro-
ximacdes que utilizam a alternativa 2 aproximacdo (casos 2 e 4). Os resultados anteriores sdo entdo recalculados e
apresentados nas tabelas 3 e 4. Como pode-se observar, um comportamento mais homogéneo para o erro é obtido, pra-
ticamente eliminando-se as regides com erros maiores que 8%. A tUnica excec¢do, apresentado um erro maximo de 33%
para um angulo reto, foi a aproximagao Hy . No entanto, ao comparar os valores calculados separadamente para os casos
1 e 2, pode-se observar que utilizacdo da Eq. (29) reduz significativamente o erro.

5.2 Escoamento em camada limite sobre placa plana

Para analisar o desempenho da Técnica das Equacdes Integrais Acopladas para o célculo do coeficiente de fricgao
no problema de camada limite, combina¢des com diferentes niveis de aproximacdo foram feitas. A Tabela (5) apresenta
os valores calculados para ¢y para diferentes aproximacdes. As linhas correspondem a aproximacg@o utilizada para as
integrais enquanto as colunas representam as aproximagdes utilizadas para a derivada OU/9¢. Como pode-se observar, as
combinagdes Hy 4/Hy 4 ¢ Hs 5/Hg g sdo as que melhor se aproximam do resultado exato (¢ +=0.664).

6. CONCLUSOES

Neste trabalho, uma metodologia aproximada, baseada na Técnica das Equacdes Integrais Acopladas, para o cdlculo
do coeficiente de fric¢do no escoamento em dutos irregulares e escoamento externo sobre placa plana, foi apresentada.
Combinando os dois niveis de aproximag¢do de Hermite (Ho,o e H1 1), obteve-se expressdes analiticas para o fator de
friccdo para diferentes combinacdes de angulos e raios de aspecto. Resultados para os quatro diferentes casos de apro-
ximacdo sdo mostrados. Uma compara¢do com dados previamente encontrados na literatura é feita afim de certificar a



Tabela 3. Fator de friccdo em dutos trapezoidais calculados com a Eq. (29).

Ho.0/Ho.o Hi1/Hoo
K ~fRe &®%) [Re™ &%) GITT
P =85° 0.01 23.7619 0.2 23.7618 0.2 23.8023

0.10 21.8544 3 21.8403 3 21.1842
0.25 19.4477 6 19.3712 6 18.2987
0.50 16.9190 8 16.6701 6 15.6759
0.75 15.5490 7 15.0801 4 14.5763
1.00  14.8660 4 14.1546 0.6  14.2351
¥ ="75° 0.01 237547 02 237545 0.2  23.7908
0.10 21.8072 3 21.7900 3 21.1389
0.25 19.3916 6 19.3016 5 18.3152
0.50 16.8859 7 16.6085 5 15.8047
0.75 15.5091 5 15.0135 2 14.6971
1.00 14.7720 4 14.1030 1 14.2519
¥ =60° 001 23.7271 0.1 23.7269 0.1 23.7428
0.10 21.6077 3 21.5897 3 20.8917
0.25 19.0937 6 19.0035 5 18.0585
0.50 16.6083 6 16.3479 4 15.6922
0.75 15.2751 4 14.8321 1 14.6376
1.00 14.5435 3 13.9275 2 14.1516
1 =45° 0.01 236672 0.1 23.6670 0.1 23.6405
0.10 21.1818 4 21.1610 4 20.3550
0.25 18.4574 6 18.3612 5 17.4212
0.50 15.9998 5 15.7449 4 15.2127
0.75 14.7761 4 14.3681 0.7  14.2711
1.00  14.1279 2 13.5858 2 13.8223
¢ =30° 0.01 235336 0.5 235332 05 234211
0.10 20.3074 5 20.2796 5 19.3092
0.25 17.2660 6 17.1515 5 16.2724
0.50 14.9498 4 14.6834 2 14.3466
0.75 13.9555 3 13.5637 0.3  13.6029
1.00 13.4786 2 12.9891 2 13.2552
¥ =15° 0.01 23.1227 1 23.1218 1 22.7967
0.10 18.1925 6 18.1417 6 17.0889
0.25 15.0002 4 14.8389 3 14.3548
0.50 13.3357 2 13.0400 04  13.0962
0.75 12.8267 1 12.4492 2 12.6943
1.00  12.6392 1 12.2107 2 12.5201
Y=1° 0.01 16.7079 6 16.6647 6 15.7693
0.10 12.0378 1 11.8025 3 12.1891
0.25 119947 03 11.7279 2 12.0326
0.50 12.0237 0.2 11.7505 2 12.0051
0.75 12.0344 03  11.7600 2 12.0026
1.00 12.0390 0.2 11.7644 2 12.0120

eficicia do método. Percebe-se que o erro ndo apresenta um comportamento homogéneo, e uma combinagdo entre as
diferentes alternativas de aproximacdo para o mesmo nivel de aproximacdo produz resultados muito satisfatérios numa
ampla faixa de valores de razdes de aspecto e angulos.
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Tabela 4. Fator de fricgdo em dutos triangulares calculados com a Eq. (29).

Hyo/Ho Hy1/Hpp
) fRe® &%) fRe" (%) Ref. Shah and London (1978)
90° 16.0000 33 12.0000 0 12.0000
85°  15.5866 25 12.2055 2 12.4740
80° 15.2276 19 12.2873 4 12.8220
75° 149152 14 12.3265 6 13.0650
70°  14.6413 11 12.3484 7 13.2220
65° 14.3995 8 12.3618 7 13.3070
60° 14.1833 6 12.3687 7 13.3330
55°  13.9873 5 12.3699 7 13.3110
50° 13.8060 4 12.3646 7 13.2480
45°  13.6350 4 12.3535 6 13.1530
30° 13.1473 3 12.2663 4 12.7440
15°  12.6283 3 12.0747 1 12.2260
0° 12.0000 0 11.7450 2 12.0000

Tabela 5. Fator de fricgdo em placas planas.

integrais
derivada  Hi 1 Hj Hs 3 Hy .y Hs 5 Hg 6 H7 7 Hg g Hy g
Hy 0.8165 0.6325 0.5345 04714 04264 0.3922 0.3651 0.3430 0.3244
Hs 0.8944 0.7303 0.6473 0.5963 0.5614 0.5359 0.5164 0.5010 0.3244
Hs 3 0.9258 0.7684 0.6901 0.6424 0.6102 0.5868 0.5690 0.5551 0.5438
Hyy 0.9428 0.7888 0.7127 0.6667 0.6356 0.6132 0.5963 0.5830 0.5723
Hs 5 0.9535 0.8015 0.7267 0.6817 0.6513 0.6295 0.6130 0.6001 0.5896
He g 09608 0.8102 0.7363 0.6918 0.6620 0.6405 0.6243 0.6116 0.6014
Hr 7 0.9661 0.8165 0.7432 0.6992 0.6697 0.6484 0.6325 0.6199 0.6099
Hgg 09701 0.8213 0.7485 0.7048 0.6755 0.6545 0.6386 0.6262 0.6163
Hy g 09733 0.8250 0.7526 0.7092 0.6801 0.6592 0.6435 0.6311 0.6212
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COUPLED INTEGRAL EQUATIONS APPROACH FOR OBTAINING
FRICTION COEFFICIENTS IN LAMINAR DUCT AND BOUNDARY
LAYER FLOWS

Abstract:

This paper is focused on the application of the so-called Coupled Integral Equations Approach (CIEA) for calculating the
friction factor in laminar duct flow (with different cross-sections) and the drag coefficient in laminar boundary layer flow
over a flat plate. With the duct flow problem the friction factor is calculated by solving an improved lumped-differential
formulation obtained by applying the CIEA together with an averaging process of the momentum equations. On the
other hand, for the laminar boundary layer flow, the classical integral solution for a flat plate is recalled; however a
modification is considered: a functional form is not chosen for the velocity profile. Conversely, the CIEA is invoked to
vield approximate relations between the average values and quantities at the boundaries. Numerical values for the friction
coefficients are calculated and the results are compared with data in the literature, showing that the CIEA methodology
is effective for both considered problems.

Keywords: Coupled Integral Equations Approach; Improved Lumped Formulations; Irregular Geometry Ducts; Boundary
Layer Flow




