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Resumo: Os métodos sem malha tém sido propostos na literatura como uma alternativa ao método dos elementos
finitos principalmente em problemas que apresentam grandes deformagdes, crescimento de trincas, mudanga de fase,
etc. O método sem malha de Galerkin (EFG) emprega o método dos minimos quadrados moveis (MMQM) para
aproximar a fungcdo que descreve uma determinada grandeza, por exemplo, o deslocamento, em um dominio
discretizado por meio de um conjunto de pontos. As aproximagodes sdo construidas a partir de trés componentes:
fungdo peso de suporte compacto, associada a cada ponto; uma base, geralmente polinomial; e um conjunto de
coeficientes que dependem da posicdo. O critério do delta de Kronecker ndo é satisfeito pelas fungées de forma do
EFG; isto dificulta a imposi¢cdo das condigdes de contorno essenciais. Vdrias técnicas foram desenvolvidas para a
aplicagdo destas condigoes de contorno, incluindo os multiplicadores de Lagrange, métodos variacionais modificados,
acoplamento com elementos finito e o método das penalidades. Neste trabalho é realizada uma andlise comparativa
entre métodos das penalidades e dos multiplicadores de Lagrange utilizados na aplica¢do das condigoes de contorno
em problemas de elasticidade linear no que diz respeito a eficiéncia e a precisdo do EFG . Estudos de casos 2D
envolvendo uma viga de Timoschenko, uma aplicagcdo de condigoes de contorno de Dirichlet e uma placa com furo sdo
efetuados.

Palavras-chave: método sem malha de Galerkin; condicées de contorno; método das penalidades.

1. INTRODUCAO

Os métodos sem malha tém sido propostos na literatura como uma alternativa ao método dos elementos finitos
principalmente em problemas que apresentam grandes deformagdes, crescimento de trincas, mudanca de fase. Em
particular, o método sem malha de Galerkin (EFG) emprega o método dos minimos quadrados méveis (MMQM) para
aproximar a fun¢do que descreve uma determinada grandeza, por exemplo, o deslocamento, em um dominio
discretizado por meio de um conjunto de pontos. As aproximagdes sdo construidas a partir de trés componentes: funcao
peso de suporte compacto, associada a cada ponto; uma base, geralmente polinomial; e um conjunto de coeficientes que
dependem da posicao.

Mesmo com a extensiva pesquisa sobre os métodos sem malha alguns aspectos ainda ndo foram devidamente
definidos e ainda necessitam de estudo. A imposicdo eficiente das condi¢des de contorno no método sem malha de
Galerkin (EFG) continua sendo motivo para discussao.

As fungdes de forma dos métodos sem malha ndo atendem as propriedades do delta de Kronecker, Ou seja, as
fungdes de forma definem uma particdo da unidade, no entanto, os valores da funcdo de forma ndo sdo nulos em todas
as outras particulas. Deste modo, para o EFG, as condi¢des de contorno ndo podem ser aplicadas da mesma simples
maneira como € realizada no método dos elementos finitos (MEF) (Liu, 2002).

Virias técnicas podem ser utilizadas para impor as condi¢cdes de contorno nos métodos sem malha, como por
exemplo, o método dos multiplicadores de Lagrange, o método das penalidades e, ainda, métodos que podem ser
interpretados como uma modifica¢do das fungdes de forma. Gosz e Liu (1996) introduzem um parametro de dilatacdo
em cada ndé que possibilita a imposicdo da propriedade do delta de Kroenecker na superficie restrita. Huerta e
Ferniandez-Méndez (2000) apresentam um acoplamento do método sem malha com o MEF préximo da superficie
restrita permitindo a imposi¢do direta dos valores prescritos.

O método dos multiplicadores de Lagrange é o mais utilizado devido a facilidade de sua implementa¢ido em todos
os tipos de problema. Este método adiciona novos graus de liberdade na solug¢@o do problema. A escolha do espago de
interpolacdo dos multiplicadores ¢ de extrema importancia no método, pois, para se obter uma boa solu¢cdo deve-se
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utilizar uma discretizacdo rica. Porém, se a quantidade de novas varidveis se tornarem muito grande o sistema de
equacdes se torna singular (Huerta e Ferndndez-Méndez 2004).

O método das penalidades depende somente da definicio de um pardmetro. Para se conseguir uma boa precisio é
necessario usar valores elevados deste pardmetro, o que também pode ocasionar mau condicionamento no sistema de
equagoes.

Atualmente, os dois métodos mencionados sao os mais utilizados e por isso serdo estes os métodos analisados.

2. METODO DOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Para se solucionar problemas eldsticos com o EFG, primeiro deve-se encontrar a forma fraca das equacdes de
equilibrio e das condi¢des de contorno. A forma fraca da equacéo de equilibrio eldstico pode ser encontrada através do
principio dos trabalhos virtuais resultando em:

fEtrdV = fﬁt f.dV + fﬁgfs ds (1)
\'4 \'4 s

onde % é o deslocamento virtual, € € deformagdo virtual correspondente, f. sdo as for¢as de campo, fg sdo as forcas de
superficie e V e S sdo o volume e a superficie do corpo em questao.

Para a aplicagdo do método dos multiplicadores de Lagrange utiliza-se a equagdo na forma fraca restringida, que
pode ser escrita adicionando-se dois termos na equa¢@o na forma fraca por meio dos multiplicadores de Lagrange, o que
resulta, segundo Liu (2002), em:

f&-GdV—ffc-SudV—ffs-SudS— SA-(u—wdS—| A-8udS=0 )
v v s

Sy Sr

onde S, € a superficie restrita. Os dois dltimos termos dessa equagdo sdo justamente as condig¢des de contorno, inseridas
pelos multiplicadores de Lagrange. Os multiplicadores de Lagrange, A, podem ser expressos por:

A(x) = N(s)2, 3)

SA(x) = N(s)8A, “

onde N é um interpolador de Lagrange e s é um arco de comprimento ao longo do contorno. Substituindo as Eqs. 2, 3, 4
e as equagdes da fungdo aproximagdo do método de Galerkin, recai-se no sistema:

[(I;(t g] ‘ [;] - [cfl] (5)

sendo K a matriz de rigidez, G a matriz de condic¢do de contorno, u o vetor deslocamento nodal, A os multiplicadores de
Lagrange, f o vetor forca e q o vetor que armazena as condi¢des de contorno. Cada um desses termos pode ser escrito da
forma:

Ky = fBITCB,dv,
v

©)
[~k O
Gix = [ 0 —¢k]' )
f. = '.[f dx '.[f S ,
= [airaxrottis, "
di = —Uy. ©

sendo ¢ a funcdo de forma utilizada pelo EFG e B a matriz das derivadas da funcio de forma.

Existem diversas possibilidades para a escolha do espaco de interpolacdo dos multiplicadores de Lagrange. Os
principais sdo: interpolagdo com elementos finitos na camada restringida, restri¢do das fungdes usadas na interpolacao
ao longo da superficie restrita e o mais utilizado, o método da colocag¢do. O método da colocacdo usa um conjunto de
pontos que estdo na superficie restrita e usa o delta de Dirac como func¢do de forma (Huerta e Fernindez-Méndez,
2004).

Este método em geral € facilmente aplicado aos mais diversos tipos de problemas. No entanto existem algumas
desvantagens na sua utilizacdo:

* A dimensdo no sistema de equagdes sofre um aumento;



VI Congresso Nacional de Engenharia Mecéanica, 18 a 21 de Agosto 2010, Campina Grande - Paraiba

* Mesmo sendo a matriz gerada pelo EFG simétrica e positiva-definida, a matriz global, definida na Eq. 5, é
simétrica, mas nao é mais positiva definida;

* Possibilidade de problemas de acurdcia ou de um sistema singular.

A escolha apropriada de um espaco de interpolacdo ndo € trivial para os métodos sem malha e pode ser um
problema sério em casos particulares (Huerta e Ferndndez-Méndez 2004).

3. METODO DAS PENALIDADES

A equag@o restringida na forma fraca para o método das penalidades é dada, segundo Liu (2002), por:

f&-GdV—ffc-SudV—ffs-SudS— Sut-a-(u—u)dS =0, (10
v v s

Sr

onde a é o fator de penalidade. Este fator tem que ser grande o suficiente para se impor as condi¢des de contorno com a
acurdcia desejada. A principal diferenca entre os fatores de penalidade e os multiplicadores de Lagrange consiste no
fator de penalidade ser uma constante, enquanto os multiplicadores sdo varidveis. Portanto, o sistema de equacdes
proveniente do método das penalidades € mais simples,

(K] - [u] = [f], (11
onde,
K =fBTCB dv — f ds,
y =) Breh a Srq)lq)l (12)
f[ =J-(])Ifcdv—f¢[fsds—(x (I)I l_ldS (13)
\% S Sy

e ndo sofre um aumento no seu tamanho. Outra caracteristica do método das penalidades é que a matriz do sistema é
simétrica e positiva definida, o que néo ocorre com os multiplicadores de Lagrange.

Uma possivel dificuldade no uso do método das penalidades consiste na defini¢do dos valores de a. Apesar de
quanto maior este valor, o esperado seria que a solugdo se aproximasse da resposta exata, para valores muito elevados
podem ocorrer problemas numéricos na solu¢do do problema. Alguns valores sdo sugeridos na literatura (Liu, 2002),
mas a faixa de valores para a qual o método funciona é muito ampla e a definicdo do fator em geral leva a solucdo do
problema.

Huerta e Ferndndez-Méndez (2004) sugerem o método de Nitsche como possivel substituto do método das
penalidades. No método sdo adicionados alguns termos a equagdo restringida na forma fraca para o método das
penalidades. Obtém-se com isso uma forma fraca consistente na qual valores menores podem ser usados para se impor
as condi¢des de contorno, evitando-se a possibilidade de mau condicionamento da matriz. Uma dificuldade deste
método consiste justamente na dedug@o da forma fraca para problemas especificos e na sua discretizaco.

Todas as equagdes apresentadas até este momento ainda se encontram na forma analitica, para se implementar estas
equacdes deve-se usar técnicas de integracdo numérica. A quadratura de Gauss é o método mais utilizado na integracao
da forma fraca no EFG. E esta foi a técnica utilizada neste trabalho.

Para utilizar a quadratura de Gauss em dominios bidimensionais se torna necessirio a parti¢io do dominio em
células de integrag¢@o, o que gera obrigatoriamente uma malha de fundo. Existem outras técnicas de integracdo que nao
necessitam dessa malha de fundo, porém ndo serdo tratadas neste trabalho.

4. ESTUDO DE CASO 1D

Para validacdo do c6digo unidimensional foi utilizada uma barra engastada na extremidade esquerda com uma forca
distribuida trativa e ndo uniforme da forma f(x) = x. A barra possui comprimento, drea ¢ médulo de elasticidade
unitarios. A solucio exata desse problema € dada por:

1/1 3
u(x) =E<Ex—%>. (13)

Na Figura (1), verifica-se a compatibilidade da resposta com a solucdo analitica e pode-se observar a representacio
do problema em questao.

Mantendo-se uma distribui¢do nodal uniforme e um fator de escala igual a 2, o nimero de nés foi aumentado de 10
a 100 em intervalos de 10 unidades. Para cada quantidade de nés, encontrou-se o resultado do problema e mediu-se o
tempo gasto na solugdo dos dois sistemas: um usando o método das penalidades e o outro, os multiplicadores de
Lagrange.
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Na Tabela (1) sdo apresentadas as medicdes de tempo para os dois métodos e a razdo entre o tempo decorrido
usando o método das penalidades e o tempo decorrido usando os multiplicadores de Lagrange.

Ainda na Tabela (1), observa-se que o método das penalidades € mais rapido que o método dos multiplicadores de
Lagrange. Este fato ja era esperado, ja que o método das penalidades recai em uma equagdo com menos graus de
liberdade e em uma matriz positiva e definida, o que possibilita a utilizacdo de métodos de resolugdo mais simples e
rdpidos como o método dos gradientes conjugados ou a decomposi¢do de Cholesky.

Na Tabela 2 € apresentado o erro da solu¢do numérica. A medida de erro € feita utilizando-se a norma dada por:

2
norma = \]Z(aexato - anumérico) . (14)
i

Para o célculo do erro foi utilizado um fator de penalidade igual a 10°,
Na Tabela (2) observa-se que os erros provenientes dos dois métodos sdo muito parecidos. Destaca-se aqui que isto
ocorre devido a escolha de um fator de penalidade adequado.

0.3F . o .

0.25} ]

o
n
1

I
o
T
L

Deslocamento

o1t .

0.05 N
O  EFG i

Analitico

S S TS S S S S S
0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1

Posigcao

Figura 1. Comparacao dos resultados analiticos e do EFG para o deslocamento.

Tabela 1. Tempo gasto na soluciio do sistema linear usando diferentes métodos de aplicacio das condicoes de

contorno.

N° de nds Método das Penalidades Multiplicadores de Lagrange Razdo
11 3,7905e-005 6,487e-005 0,58433
21 6,2912e-005 9,9649¢-005 0,63133
31 9,4979e-005 0,00014222 0,66782
41 0,00016063 0,00018731 0,85758
51 0,00021744 0,0002275 0,95579
61 0,00027132 0,00028543 0,95055
71 0,00034359 0,0004617 0,74417
81 0,00042826 0,00057298 0,74743
91 0,00052412 0,00069345 0,75581
101 0,00060524 0,00081997 0,73813
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De modo a definir um valor adequado para o fator de penalidade, dois grificos foram levantados usando-se 101 nds
e variando-se o fator de penalidade. Na Figura (2a) € mostrada a norma do erro associada a diferentes valores fatores de

. . 6 z
penalidade. Nela, observa-se que para valores maiores de 10°, a norma do erro se mantém constante.

Tabela 2. Norma no erro do deslocamento encontrado usando diferentes métodos de aplicacao das condicoes de

contorno.

N° de nés Método das Penalidades Multiplicadores de Lagrange Razdo
11 0,0011424 0,0011424 1
21 0,00034787 0,00034787 1
31 0,0001791 0,0001791 1
41 0,00011342 0,00011342 0,99999
51 8,0219e-005 8,022e-005 0,99999
61 6,076e-005 6,0761e-005 0,99999
71 4,8215e-005 4,8215e-005 0,99999
81 3,9568e-005 3,9568e-005 0,99999
91 3,3307e-005 3,3308e-005 0,99999
101 2,86e-005 2,86e-005 0,99999

Na Figura (2b) € mostrado o tempo gasto na solucdio do sistema para diferentes fatores de penalidade. Pode-se
verificar que a diferenca entre os tempos gastos ndo € grande, sendo que a diferenca encontrada pode ser atribuida a
erros de medicdo do préprio computador.

6.6 4

6.4 1

Norma do Erro

=

T

)

Tempo Gasto na Solugéo

o

n

.

10° 10" 10" 10 10* 10° 10° 10 10

10° 10* 10°
Fator de Penalidade

Fator de Penalidade

(a) (b)
Figura 2. (a) Norma do erro da solucio para valores do fator de penalidade; (b) Tempo gasto na solucao
para valores do fator de penalidades.
5. ESTUDO DE CASO 2D
No primeiro estudo € simulada uma viga de Timoshenko, como mostrado na Fig. (3).

Os dados da simulacdo sd3o: L = 48 e D = 12. A carga P na extremidade tem magnitude de 1.000. O momento de
inércia € dado por:

D3
- — 15
=1 (15)
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Ay

Figura 3. Viga de Timoshenko.

A solugdo exata desse problema € encontrada da seguinte maneira:

u, = —% [(6L -3x)x+ @2 +v) <y2 —DTZ>] (16)
u, = % 3vy2(L - %) +@‘+ (L —x)xZ]. an

A tensdo analitica por sua vez pode ser obtida de:

o = _@. (18)

As propriedades do material sdo definidas como sendo E = 3,0 X 107 e v = 0,3. Uma distribui¢io regular dos nés
¢ utilizada juntamente com uma malha de fundo usada na integracdo numérica. Em cada célula de integracdo 16 pontos
de Gauss sdo criados para se realizar a quadratura de quarta ordem. Em todos os casos tratados a distribui¢do de nés é
uniforme, porém o método independe dessa e, como mostra Villa Verde et al. (2008), pode resolver problemas com
distribui¢des completamente irregulares.

A funcido peso utilizada € a spline ctibica e na aproximag@o dos minimos quadrados mdveis se utiliza uma base
linear, Villa Verde et al. (2008), analisa justamente a funcdo de forma e a sua derivada no método e mostra a funcao
ctibica como uma boa candidata. O pardmetro de escala dmax € definido como 1,5, seguindo recomendacdo de Villa-
Verde (2007). Um suporte circular € usado em cada um dos nos.

Na solugdo deste problema foram utilizados duas diferentes malhas de fundo, uma com 4 x 6 divisdes e a outra com
8 x 14 divisdes conforme Fig. (4).

Nos Mis

- M e P
OO0 00O 000 CO0C00
O O O O O OO0 OO0 00000000
OO0 OCOoO0O00O00O0COCOO
o] O o] O OO0 0o 000 CO0C00
O0O0O0O0DO0O0O0O0OOODOO0O
O O O o o} OO0 O0OO0CO0O00O0CO0C0OO0
OO0 OCOo0O0000COCOO0

& 4 o <

(@) (b)

Figura 4. (a) Distribuiciao regular de nés (5x7) e respectiva malha de fundo; (b) Distribuicao regular de nés
(9x15) e respectiva malha de fundo.

Para os campos de tensdes normais encontrados, comparando-os com o resultado exato, verificou-se que mesmo
para um nimero pequeno de nds a distribui¢cdo da tensdo normal da viga € bastante suave mesmo sem ter sofrido
qualquer tipo de tratamento adicional, como ocorre também no MEF.

Para cada malha, as condi¢des de contorno foram aplicadas usando os multiplicadores de Lagrange e o método das
penalidades. Na Tabela (3) é apresentado o tempo gasto na solugdo do sistema de equagdes, enquanto na Tab. (4) é
mostrada a norma do erro ponderado para cada solugio.
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A medicdo dos erros mostra que mesmo para uma discretizagdo pouco refinada os resultados encontrados ja sdo
satisfatorios. Nesse caso ndo se pode observar uma mudanga relevante nem no tempo de solu¢do, quando comparado ao
tempo gasto pelo programa como um todo, nem tampouco na precisdo dos métodos.

Tabela 3. Tempo gasto na solu¢io da viga de Timoshenko.

Divisao Meétodo das Penalidades Multiplicadores de Lagrange
7x5 0,0078 0,0092
15x9 0,0164 0,0187

Tabela 4. Norma do erro ponderado na soluciao da viga de Timoshenko.

Divisao Meétodo das Penalidades Multiplicadores de Lagrange
7x5 1,013 1,0131
15x9 1,0133 1,0134

O préximo caso estudado foi o de uma placa com furo. Devido a simetria desse problema, apenas um quarto da
placa é simulado, como mostrado na Fig. (5). O lado da placa tem comprimento de 10 e o raio do circulo € igual a 1.
Pela simetria do problema pode-se dizer que na face esquerda ndo haverda deslocamento em X e na parte inferior nao

haverd deslocamento em y. A trac@o aplicada € um carregamento unitario distribuido ao longo da placa.

O material considerado possui médulo de Young igual a 1.000 e médulo de Poisson igual a 0,3. O problema foi
tratado usando suporte nodal circular e fungio peso spline cibica. A malha de fundo foi gerada usando o programa GID
e elementos quadrilaterais. Em cada célula de integracdo 16 pontos de Gauss sdo criados, possibilitando a utilizagdo da

quadratura de quarta ordem.

Na Figura (5b), pode-se observar a posicdo dos nés utilizados. Percebe-se que a concentracdo de nds ndo é
constante ao longo da placa acarretando numa dificuldade de defini¢do dos suportes nodais. Estes suportes se reduzem a
medida que se aproximam do furo. Onde existe um niimero grande de nds e longe do furo, os suportes devem crescer
para garantir a boa discretizagdo do dominio.

AR RRNE AN A

b

NN

(a)

Figura 5. (a) Esquema da placa com furo; (b) Distribuicio dos pontos nodais em um quarto da placa.

Distribuigdo dos nds

Na Figura (6a) s3o mostrados os pontos de Gauss criados na solug@o deste problema e na Fig. (6b) sdo apresentadas

as deformacdes obtidas.

A tensdo analitica é conhecida e em coordenadas polares € dada por:

2

a‘ /3
oy =1- r_2<§ c0s20 + cos40

3a*
) + o cos40

(19)

Nas Figuras (7a) e (7b) podem ser observados os resultados numéricos e analiticos obtidos para a tensdo na dire¢do
x. Na Figura (7b) utilizou-se o método das penalidades. O método dos multiplicadores de Lagrange ndo apresentou
dificuldades na solug@o desse problema devido a simplicidade das condig¢des de contorno. Ao se comparar as tensoes
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encontradas com os valores analiticos verifica-se que uma boa aproximacdo foi conseguida mesmo com uma
discretizagdo esparsa (99 nos).

Ty NUMErico
fF ¥ ¥ ¥+ *,
b+ o+ 4ls +/ il
! *
[¢ * + H+
R i 1 45
4
345
3
= 25
2
15
1
0.5
0
(@) (b)

Figura 6. Placa com furo: (a) Distribuicao dos pontos de Gauss; (b) Resultados de deformaciao (EFG)
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Figura 7. Paca com furo: (a) Resultados analiticos para as tensoes na direcao x; (b) Resultados numéricos
obtidos com o0 método das penalidades.

O préximo caso a ser analisado é o de uma placa com condi¢@o de contorno de Dirichlet, como mostrado na Fig.
(8) e relatado por Huerta e Fernandez-Méndez (2004).

y * u=02

}

u=0

X

u,=0 «

Figura 8. Esquema da placa com condicio de contorno de Dirichlet.
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Este caso foi estudado devido a dificuldade que ele ocasiona na aplicagdo das condi¢cdes de contorno. Ao tentar
resolver esse problema utilizando o método da colocacéo nos multiplicadores de Lagrange um problema se apresenta:
como s@o muitos os pontos utilizados na restricdo, a matriz resultante do sistema se torna singular ou praticamente
singular fazendo com que os resultados fossem ruins ou que o sistema nao pudesse ser resolvido.

Na Figura (9) é mostrada a configuracdo deformada da placa obtida usando-se os dois diferentes métodos de
imposic¢ao das condigdes de contorno.

Deformagédo-Lagrange

Deformagdo-Penalidade
1F —_—————_—— g — e — — o — 1r *
! R B | P
sl | " & oo ] _ A L
_ _ JE e ——
| L F T ! b I
L d | O&F LI I * !
na a!é— % h ¥ — P 7;{—1* intte il ki e ¥ E ‘*
* *
LI N B A A P I, LS S N GBI PO -
I~ * - ¥ e * |* PRENEN
s F Lo : 06F 4“ L ¥ |
I ——-— # *
% * TR TF £3
F *
S A LR R e e e Al
04F P | o4r || * |
;{s be #* | * | E N O - %
- - FITFT £ 03 | | * |
ozl | x| * | * | w | * | ¥
T * | OF o T - L,
— — e S n2p * *
B2r bk e | x| F R * | S EEEEE }
| 1
R N I i e e o e I N N I L A B A
[ | | a [ I EEP NUU N N P
i} b e g e e e e e
0 02 04 08 1

08

(b)

Figura 9. Deformacao da placa com condicio de contorno de Dirichlet (a) Lagrange (b) Penalidades.

Quando se utiliza interpolacdo com elementos finitos como o espagco de interpolacdo dos multiplicadores de
Lagrange obtém-se resultados aceitdveis porém, a matriz continua sendo quase singular.

O método das penalidades se mostrou o mais confidvel na solugdo deste problema. A solugdo do sistema de
equacdes ndo apresentou dificuldades e as condi¢des de contorno puderam ser facilmente aplicadas.

6. CONCLUSOES

Ao se comparar os dois métodos torna-se evidente que o método das penalidades € uma alternativa vidvel ao
método dos multiplicadores de Lagrange, apesar deste ultimo ser mais amplamente adotado. Quando o valor do fator de
penalidade é adequado, para os casos analisados, verificou-se que a resposta é obtida mais rapidamente e ndo ocorre
prejuizo de precis@o. A unica dificuldade se encontra em justamente definir o valor a ser utilizado.

Ao se analisar os resultados do método das penalidades pode-se perceber que para valores maiores que 10° ocorre
uma variag@o desprezivel na norma do erro. O valor mdximo dos elementos diagonais da matriz de rigidez foi da ordem
de 100, portanto o valor encontrado estd de acordo com a sugestdo apresentada por Liu (2002) para a faixa de valores de
a = 10*"13 « Max (elemento diagonal da matriz rigidez). O valor mdximo sugerido € baseado no fato de que ao
aumentar-se o fator de penalidade, o condicionamento da matriz torna-se cada vez pior, dificultando, assim, a solugio
numérica do sistema.

Nos casos bidimensionais verificou-se a maior confiabilidade proporcionada pela utilizagdo do método das
penalidades. Nos casos unidimensionais, os graus de liberdade adicionados pelo método dos multiplicadores de
Lagrange foram poucos, ndo acarretando problemas na solucéo do sistema de equag¢des. Na andlise 2D, ao aumentar-se
a quantidade de graus de liberdade que estavam restritos, o0 método dos multiplicadores de Lagrange apresentou

problemas de singularidade chegando até a impedir a solu¢do do sistema em alguns casos.

Para problemas em duas dimensdes pode ser percebido que a maior demanda computacional no EFG estd na
montagem da matriz de rigidez e que o tempo gasto na solucéio do problema é muito pequeno se comparado ao tempo
gasto na integra¢do em todo o dominio, representando, em alguns casos, menos de 1% do tempo gasto em todo o
programa. A soluc¢io usando o método das penalidades foi sempre menor que o a do método dos multiplicadores de
Lagrange, mas esse ganho, de até 50% ndo apresenta grande impacto no tempo gasto pelo programa.

O método das penalidades apresentou bom funcionamento, garantindo a aplicagdo das condigdes de contorno muito
antes do seu fator de penalidade acarretar em problemas na solucéo.
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Abstract: The Meshless methods have been proposed as an alternative for the finite element method mainly in
problems that present big deformations, crack growth, state change, etc. The Galerkin Meshless method uses the
moving least squares method to approximate a function in a discretized domain. The approximations are built using: a
weight function, a polynomial basis and position dependent coefficient. Applying the boundary conditions is harder
because de Kronecker delta condition is not satisfied. A number of techniques were developed to apply the boundary
conditions, including modified variation methods, Lagrange multipliers, coupling with finite elements and the penalty
method. The penalty and the Lagrange multiplier methods are both analyzed and compared in linear elasticity
problems. 2d examples are used, such as Timoschenko beam, a Dirichlet boundary condition problem and a plate with
hole.
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