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Resumo: Este trabalho apresenta um método de otimizacdo do tdmpmanobra para atitude de satélites artificiais
equipados com trés rodas de reacdo. Considera-se 0 objeto tado esm Orbita circular terrestre e sujeito a
momentos resultantes do gradiente gravitacional. Ascidddes angulares das rodas de reagcdo tém seus vetores
coincidentes com os eixos principais de inércia do satélteafiaveis de controle sdo os torques aplicados aasei

de cada roda de reacdo. A solu¢do do problema numérica panimizacdo do tempo, incluindo limitagdes nos
valores absolutos dos controles (bang-bang), é extremameftit tlibgo, é apresentada uma alternativa numérica
para sua solugdo, utilizando um indice de desempenhto rfiEnimizacdo de energia e tempo de manobra).
Repeticdes da rotina de célculo sdo efetuadas com o indickesempenho misto tendendo para tempo minimo, até
gue os valores dos controles (torques) atinjam os lingateolutos determinados. A solu¢cdo numérica é elaborada
através de um algoritmo implementado com o aplicativaL®a que utiliza a funcdo "bvp4c" de seu pacote de
otimizacgédo para a solu¢do de um problema de valor de comtem dois pontos.
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1. INTRODUCAO

A pesquisa no campo da otimizacéo da atitude @diteatartificiais em Orbita terrestre, foi deselmda através de
varios projetos de sistemas de controle de mardbraeiculos espaciais rigidos, utilizando-se métgdonéricos para
modelos compostos de equagdes ndo lineares acepladaguir sera apresentada uma breve descrigéiriba das
pesquisas realizadas nesse campo.

Considerando-se a otimizacéo do tempo de atitwilelelsenvolvido um procedimento para se calculatabes
utilizando-se um dispositivo giroscépico com colgrde momento (Kranton, 1970). Nesse trabalho,oblpma de
otimizacdo do tempo da atitude de veiculos espafaitratado utilizando-se métodos numéricos, tdiomtacdes de
forcas e torques e com o tempo determinado atrdeéseqiiéncias de reducdes do tempo de manobruatéssas
reducbes atingissem os limites impostos pelo prodjeconfigurando-se como um procedimento “Bang Béhige
Bainum, 1990). O problema de valores de contornodeia pontos foi derivado de uma aplicacdo do fpincde
Pontryagin, resolvido utilizando-se um programajdase-linearizagdo. Foi estabelecido analiticamemtem trabalho
complementar, que um veiculo espacial rigido camesia inercial, pode ser controlado independentéengos trés
eixos, mas sem ser simultaneamente singular, emunemomento, no procedimento de manobra de temponmi
(Bilimoria, 1993). Em um trabalho complementar monpo de otimizacéo de controle de tempo minime)ugéo foi
obtida através de um algoritmo de chaveamentojzarilo-se um procedimento em malha aberta (Méier e
Bryson,1993). O mesmo algoritmo foi usado paralgercsolu¢cbes aproximadas, com controle de chavaampeara
minimizacdo de tempo de manobra de atitude detsatBlers, 1993). Uma solucdo que empregou o plictnto de
minimizacdo de tempo, onde trés torques para denindependente sdo aplicados, cada um alinhado dos eixos
principais de inércia do veiculo, foi publicada,sttando que para certos problemas, todos os dirneatos para
minimizacdo foram de ordem infinita (Seywald, 1998§se trabalho utilizou o método “Bang Bang”, paraa
estratégia de controle infinita e singul&m uma publicacdo posterior, foi mostrado que ésipet simular muitas
solucdes utilizando-se uma variedade de configesd@ veiculos espaciais, através de controle debreade atitude
de tempo minimo, para corpos rigidos e flexiveisrig®@ner, 1994). Posteriormente, um método de otmtpara
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garantir uma estabilizacdo 6tima do satélite faippsto para um veiculo equipado com trés rodasadeio. Neste
caso, a acao de controle foi obtida através dosmemios de rotacdo das rodas de reacao internas.

Como um complemento dos estudos mencionados aoimpeesente trabalho analisara, em particular,so cka
estratégia de otimizacdo de controle baseada mdadmm do tempo minimo.

2. EQUACOES DO MOVIMENTO, CONTROLE E OTIMIZACAO
O movimento angular é relativo ao centro de maessattlite. As equacdes cineméticas sdo (Brys@#)19

@=p-nsedd siny +rcosp tand+qsing tand
6 = qcosp—ncosy —rsing (1)

Y= seoﬁ(r cosp+ qsing-nsing sint//)
Onde:

n é a velocidade angular da orbita, e é definidaccom
n= \ﬁ sendag a aceleracdo da gravidade da terra e R a disténti@ o centro de gravidade da terra e o centro
R

de gravidade do satélite.

p, ger sdo as velocidades angulares do satélite em relagicseus eixos principais de inércia x, y e z,
respectivamente.

¢,6,( sdo os angulos de Euler.
As velocidades angulares estdo em funcim dedos angulos de Euler para as posi¢cdes de edqui({fBryson,
1994):

p =-ncosé siny
q=-n(cosg cosy +send sing siny) (2)

r= —n(— cosy sing+cosg sing singl/)

As equacdes dinamicas das rodas de reacdo insoggdunkins, 1986):

L =up-Jap

hp =uz - Jad 3
hg =uz - Jaf

Onde by ,hy e hg correspondem as variagdes com relagdo ao tempqudesidades de movimento angular das
rodas internas, U, e U S&0 0s torques aplicados aos seus eiX¥gs €o momento de inércia das mesmas.

Sao definidos os seguintes parametros de inércys¢B, 1994):

_lyy ~ I b_'zz"yy
I 2z I xx

a
(4)

I'xx, l'yy, |zzs@0 os momentos principais de inércia do sateélite.

Inserindo nas equacdes dindmicas (Bryson, 199#)rqgees aplicados as rodas internas, seus momeatiosgrcia
e o0s parametros de inércia (3), obtém-se:
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. _ 2((1+ab)h,ng- (h,n(1+ab)+ (a—1)og)r +u, +abuy, )+ 3n*(a-1)ocos’ Fsin2¢)
P= 2(a-1+J, +abJ,)

=" (1+ ab)h3np+ (hln(1+ ab) - (a+ b)p)r +u, +abu, - 3n2(a + b)cosé?cosqosine

[+ ab)a, - 1) ®)

(1+ab)h,np—h,ng - abhng+apg+ abpg+ u, + abu, +3n?a(1+b)cosdsingsing
-1-b+J, +abJ,

As equacdes dindmicas acima incluem os momentokaetes do gradiente gravitacional.

As quantidades de movimento angular, bem como waiac6es com relagdo ao tempo, os torques apkcaso
rodas de reacao internas e seus momentos de igété@a “parametrizados” como uma funcédo do momgrnaipal de
inércia y:

u
- X~V*Z,Ja:|i (6)
yy

O sistema é descrito através das equacdes naoeknBg. (1), Eq. (3) e Eq. (5), para satisfazereggiisitos do
modelo:

x(t)=f(xu,t) (7
Com:

x={p.ar.h,h2.hg,e04)  u={u,upug)

A seguir sdo definidas as equactes de otimiza@i@adas no presente trabalho.

indice de desempenho (Lewis, 1986):

T

3t) = dA(T)T)+ j L(x()(t) ®

to
Func¢do Hamiltoniana:
H(xu,A) = L(xu,t)+ A" (xu,t) 9)
Coestados dindmicos:

):—a—H(x,u,/l) (10)

Alt ~

Condicédo de otimilidade:

O:%—E(x,u,/\) (11)

As Eq.(7) e Eq.(8) e as restri(;c")ee(O)=x0,(X0 DR“), e w(X(T),T)=O,(lﬂDR“), comg<n, levam a um
“problema de valores de contorno em dois pontagg eetor de condicdes de contorno é:

v

1

RIx(0)x(1)] = A(l)_a;@ é) _law (1), | = ORIx0). 1] OR" (12)
Y "
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3. OTIMIZAGCAO DE ATITUDE

A manobra de atitude é realizada através de pasigliginidas pelos estados inicial e final conhesido
caracterizando-se como um problema de valores e (PVC) em dois pontos, de sistemas continodaempo. A
manobra € realizada através dos torques (contralgi)ados as trés rodas de reacdo internas. Aufagiio do
problema sera apresentada com sua implementacmutacional.

3.1. bvp4c — Descrigdo do método numeérico

A funcao bvp4c do Matlab implementa o método pasalacdo do PVC como segue (Shampine, 2000):

y'= f(x,y,p), i<xs< f (13)
Onde:

i € 0 pardmetro de estado inicial x

f & o par&metro de estado final y

e p é um vetor de pardmetros desconhecidos

Sujeito a condi¢Bes de contorno em dois pontos/mente néo linear:

a(y(i). y(f). p)=0 (14)

E a relacdo acima satisfaz as equag0es diferereiatada intervalo nos pontos intermediario e final

S(xn) = f(xn.S(xn)) (15)
S'(Xn +2Xn+1J = f|:XI’1 +2Xn+1 ,S(Xn +2Xn+1ﬂ (16)
S(xn+1) = f(xn+1. S(xn+1)) 17)

Essas condi¢cdes resultam em um sistema de equag@esnciais ndo lineares com o0s coeficientes S(x).
Diferentemente dos métodos dos “tiros”, a solug@) € aproximada sob o intervalo [i, f] e as condicéesontorno
sdo consideradas a cada passo do processo decsos;@quacdes algébricas sdo solucionadas itenadinte por
linearizacdo, entdo esta aproximacdo é realizada @® recursos para solucdo de equacles lineardéatiab. O
método basico utilizado pela funcéo bvp4c é comteecomo “método da colocagado”.

3.2. Formulacgéo do problema de controle de atua¢gmara minimizacéo de tempo

A solucé@o do problema para a minimizagdo do tempandnobra é extremamente dificil. Como os controles
aparecem de forma linear nas equacées, a apliccéondicao de otimalidade, Eq. (11), resultariavatares infinitos
para os controles. A solucdo apresentada no peesetialho é a utilizacdo de um indice de desenmpembto,
composto pelos indices de desempenho para tempmongnenergia minima. Assim é possivel a aplicalgocondicdo
de otimalidade para a determinacdo das equacfesodt®les, uma vez que 0s mesmos estardo na fediméinear.
Os indices de desempenho sé&o relacionados atravésatlucdo de uma variavel de ponderacdo “v” gaervalo de
0 a 1. Se o valor de “v" for igual a 1, o problesgaé de energia minima, e se “v” for zero, o prolaleserd de tempo
minimo. O objetivo é iniciar o problema com um vatie “v” intermediario, assim o algoritmo aplicagducdes
sucessivas a variavel “v”, conduzindo a um probledeatempo minimo. Com a aplicacdo de valores Isnite
(“batentes”) para os controles, as reducdes dawelri'v’ ocorrerdo até que os controles se aprorinu®s limites
arbitrados para o problema. Desta forma, as cuteascontroles serdo semelhantes ao tipo “bang-baméfbdo pelo
qgual os controles assumem os valores limites atosglocorrendo apenas alteragBes de sinal, Eq. ¢@Bjorme os
sinais dos valores calculados para os controles.

Logo, os torques aplicados aos eixos das rodamasduy(t)), Eq. (3), atuam como variaveis de controle do

sistema (Junkins, J. L, Kim, Y., 1993).

O problema é formulado com o estado final livreg gdi uma condicdo que inclui na equacdo o indice de
desempenho, a funcéo de estado f'rp(ad(T),T), onde as variaveis de estado tendem a assumiesatwito proximos
das variaveis de estado final.

A equacéo do indice de desempenho para o problesta, imcluindo a funcao de estado final, é defina@®mo
segue:
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T

3= 2(X(T) (T S(TAT)=r(T))+2 j Lot (18)

0

z

“S” é a variavel de ponderacéo de estado final.
A funcéo L(x,u,t) proposta como alternativa para o indice de desehwenisto, derivada das fungbes para

problemas de tempo minimo e energia minima (Lel@86), € determinada através da seguinte equacao:
L :%(ulz +u22 +U32]+(1—V) (19)

Logo, a Eqg. (19) e as nove equagdes diferenci@slgfinem o sistema, sendo trés delas aquelasegeerinam o
seu comportamento cinematico, Eq. (1), e seis gtermiinam seu comportamento dindmico parametrizado(3) e
Eqg. (5), inseridas na Eq. (9), resultam na seg@gt&acdo Hamiltoniana:

H = %(ulz +up? +ug2) + (L-v)+ Ap P+ AqG+ Act + Apahy + An2hp + Apghg + A+ Ag8 + Ay (20)

Através da derivacdo da equacdo Hamiltoniana eagdela cada variavel de estado, obtém-se as noagGEs
diferenciais dos coestados (Bettiato, 2003). Asagfies dos controles sdo obtidas através da condiég&mimilidade”
Eqg. (11):

A -1)+ A b+1
e r(a-1)+Ap(ab+1) 1)
Ja+abJa+a_l

Ah2 +/1q
S LG | 22
u2 Ia-1 (22)
ug = _Inz(b+2)+ A (ab+1) 23)

Jg+ably -b-1

3.3. Implementagdo computacional do problema paraempo minimo com indice de desempenho para
minimizacao da energia de atuacao do controle

A elaboragdo de um programa computacional pardverso problema de controle 6timo para minimizacio
tempo de manobra foi realizada através do “softivifatLab 6.5, com a utilizacdo da funcddVvp4c’ de seu pacote
de otimizacao, para a solugdo de um problema ae galcontorno em dois pontos.

O vetor de estados e coestados é:

y=[p.q.r.m.h2,h3.¢,.0.¢,Ap.,Aq.Ar . Ah1,Ah2.4h3.4p.40. Ay ] (24)

A dindmica do sistema é descrita através de deeqii@cdes diferenciais de estados e coestado&a{BeR003),
incluindo a dindmica das rodas internas. Para @c8ol do problema de otimizacdo de tempo, dezoitdlicdes de
contorno sao estabelecidas, sendo nove para aosstécias e nove para os estados finais. Paga,est componentes
do vetor de condi¢des de contorno sdo computadas oma funcéo de estado fir@(x(T),T). A diferenca entre os

coestados e os valores definidos pela fungdo @el@dinal gera residuos que séo termos do vetaoddicdes de
contorno.

A solucdo numérica também inclui uma funcéo de ¢agd@o (controle “bang-bang”) para a determinacasiuial
dos valores de controle maximo. Quando os valdisslatos dos controles excederem os limites detewiois para o
problema, os mesmos nao serdo considerados, ebstitisigdo, a cada evolucdo de calculo, serdoagiie os valores
absolutos maximos. A fungéo de comutacéo é defirddzo:

Uj = UmaxSigr(ui) (25)
Ao satelite em estudo foram atribuidos os segupaedmetros de inércia:

a= 0,2
b=-0,1
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Estes parametros correspondem as seguintes relagdes

= 0,816,y
l.= 0,918l

Assim, os resultados para os torques e quantidddesiovimento angular das rodas internas tambéno esta
parametrizadas em fungéo gg.!

Este trabalho usa o tempo expresso em unidadegsicandSua vantagem é facilitar o desenvolvimentoalculo
numérico. Neste artigo, uma unidade canénica dedefu.c.t.) € definida como o tempo necesséario pasatélite
percorrer 0 arco equivalente a um radiano de soitadr

As angulos de Euler iniciais e finais, bem comajaantidades de movimento angular parametrizadasodas de
reacao internas séo:

@=0° p=86°

9=0° 6=1146°
Iniciais: w=0° Finais: w=86°

h =05 rd/uct. hh =05 rd/uct.

h, =05 rd/uct. h, =05 rd/uct.

hs =05 rd/uct. h3 =05 rd/uct.

A velocidade angular de orbita é: n= - 1 rd/u.c.t.
As velocidades angulares do satélite sdo as comtemda velocidade angular de 6érbita, expressaistema de
coordenadas do corpo, conforme os angulos de kylére ¢ :

Iniciais: p = Ord/u.c.t. Finaisp = 0,1465rd/u.c.t.
g=1rd/u.c.t. q=0,9821rd/u.c.t.
r =0rd/u.c.t. r =-0,1184rd/u.c.t.

Dados complementares:

Momento de inércia parametrizado das rodas intetha<.05

Ponderacfes de estado final (S) e nimero de itdsrda vetor de tempo (N) utilizados no algoritm®:= 1000,
S,= 10000, $= 100000 e N = 25.

Os resultados do problema séo apresentados nas&ibu 4:

20
15 1
10+ +++W**f*
£ W
5r f//xx B
= o
t;l /.?X
3‘ 0 [ /c /g(/ T
= X7
-E ,/‘ X/X%
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B S e -e- U3 | -
-15- i
-20 | | | | | |
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Figura 1. Controles (Torques)
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Figura 4. Angulos de Euler
4. CONCLUSOES

O objetivo deste trabalho, determinar a trajet6timma de um satélite com trés rodas de reacamemeatravés de
um procedimento de otimizacdo que utiliza métodoméricos, foi satisfatoriamente atingido empregasela funcao
“bvp4c” do “software” Matlab, para a solucdo de pmoblema de valores de contorno em dois pontoss® de
métodos numeéricos foi justificado devido ao fatamnipulacdo de métodos analiticos para a solugsi@guacdes de
movimento ser extremamente dificil. Entretantog gatoblema pode ser a base para trabalhos futdeo$orma a
complementar a literatura no campo de controleadiglite e o suporte tedrico para estudos de ssgéifuipados com
trés rodas de reagédo internas. Também, a inclus&mrgues magnéticos e a modelagem para corpdsdisypoderiam
ser analisados em futuros trabalhos futuros deupesgle controle 6timo de satélites artificiais.

5. REFERENCIAS

Bettiato, A.C., 2003, “Estabilidade e Controle Qiioe Atitude de Satélites Atrtificiais com RotoresReacdo em
Orbitas Circulares”, Dissertacéo de Mestrado, I3&¢ José dos Campos, Brasil.

Bilimoria, K. D.; Wie, B ,"Time-Optimal Three-AxiReorientation of a Rigid Spacecraft”, Journal ofidaumce,
Control and Dynamics, v.16, n.3, may-jun., p. 48@-41993.

Bryson, A. E., “Control of Spacecraft and AircrafPrinceton: Princeton University Press, 1994.

Byers, R. M., V.R. Vadali, “Quasi-Closed-Form Sa@ut to the Time-Optimal Rigid Spacecraft Reorieciotat
Problem”, Journal of Guidance, Control and Dynamic$6, n. 3, may-jun., p.453-461, 1993

Druzhinin, E. I, “The Permanent Rotations of ad®aled Non-Autonomous Gyrostat” J. Appl. Maths MeetB3,
n.5, p. 825-826, 1999.

El Gohary, A. “On the Orientation of a Gyrostat kginternal Rotors”, International Journal of Menlta
Sciences, v.43, p. 225-235, 2001.

Junkins, J.L.; Turner, J. D., “Optimal Spacecraft&ional Maneuvers”, Amsterdam: Elsevier, 1986.

Kim, S.; Kim, Y., “Spin-Axis Stabilization of Rigi®&pacecraft Using Two Reaction Wheels”, Journaboidance
AlAA, v.24, n. 5, p.1046-1049, 2001.

Kranton, J., “Minimum Time Attitude Maneuvers witontrol Moment Gyroscopes”, AIAA Journal, v.8, naig.,
p. 1523-1525, 1970.

Lewis, F. L., “Optimal Control”, New York: John W/, 1986.

Li, F.; Bainum, P. M., “Numerical Approach for Solg Rigid Spacecraft Minimum Time Attitude Maneus/er
Journal of Guidance, AIAA, v.13, n.1, p. 38-45, @99

Longman, R.; Hagedorn, P.; Beck, A., “Stabilizatidne to Gyroscopic Coupling in Dual-Spin Satelligashject to
Gravitational Torques! Celestial Mechani¢cw.25, n.4, p. 353-373, 1981.



VI Congresso Nacional de Engenharia Mecénica, 18 a 21 de Agosto 2010, Campina Grande - Paraiba

Sarychev, V. A.; Mirer, S. A., “Relative Equilibriaf a Gyrostat Satellite With Internal Angular Montem Along
a Principal Axis”, Acta Astronautica, v.49, n.11,641-644, 2001

Sarychev, V. A.; Isakov, V., “Dual-Spin SatelliteitW Gyro-Damping”, Acta Astronautica, v.9, n.5, 52289,
1982.

Scrivener, S. L.; Thompson, R. C. “Survey of Timpti@hal Attitude Maneuvers” Journal of Guidance, @ohand
Dynamics, v.17, n.2, mar.-apr., p. 225-233, 1994.

Seywald, H. R., Kumar, R.R. “Singular Control infdhum Time Spacecraft Reorientation” Journal of dauice,
Control and Dynamics, v.16, n.4, jul-aug., p. 688+61993.

Shampine, L.F.; Kierzenka, J.; Reichelt, M. W. ‘80§ Boundary Value Problems for Ordinary Differaht
Equations in Matlab with bvp4cNatick: The MathWorks, Oct., 2000

6. DIREITOS AUTORAIS

Os autores sé&o os Unicos responsaveis pelo contiedahaterial impresso incluido no seu trabalho.

NUMERICAL METHOD FOR THE TIME ATTITUDE OPTIMIZATION OF
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Abstract: This work presents a method of optimization of theeueering time of a sattelite equipped with three
reaction wheels. In this study, the sattelite is on autarcterrestrial orbit and is subjected to gravitatidnarques.
The reaction wheels angular velocities have their vector cantisith the vehicle principal axes of inertia. The
control variables are the torques applied on each intereakttion wheel axis. The solution of the numerical proble
for the minimization of time, including limitations ¢he control variables absolute values (bang bang) iremdly
difficult. Concerning this, it is presented here a numeraiéérnative for the problem solution, through a mixed
performance index, with minimization of the maneuvering tand minimization of energy. Repetitions of the
calculation routine are conducted with the mixed performandexinending to minimum time, until the control values,
i.e. torques, matches the determined absolute values. Therical solution is accomplished through an algorithm
developped with the Matlab funtion “bvp4c” of the Matlaktiofzation subroutine for the solution of a boundary
value problem in two points.

Keywords: satellite, attitude, control, optimization, minimizatio
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