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Resumo. As atividades de desenvolvimento e gerenciamento de reservatorios de hidrocarbonetos sdo hoje fortemente
baseadas em simulagcées computacionais intensivas de modelos de diversas fisicas: modelos de fluxo em meio poroso
do reservatorio, modelo geomecdnico do reservatorio e modelos econémicos. Todos esses modelos sdo caracterizados
por equacdes diferenciais parciais que tradicionalmente tém sido resolvidas com a hipdtese de que seus coeficientes e
varidveis primdrias possuem cardter deterministico. Percebe-se que a andlise deterministica ndo é mais suficiente para
fornecer todas as informacdes caracteristicas destes problemas, e é necessdrio considerar que algumas das grandezas
que descrevem o problema ndo sdo conhecidas precisamente. Uma das técnicas cldssicas para este tratamento é o Método
de Monte Carlo. Neste trabalho apresentamos uma implementagdo de uma alternativa a esse método, que é adequada
a problemas onde o niimero de varidveis incertas ndo é muito grande, o Método de Colocagdo Probabilistica (MCP).
A ferramenta matemdtica por trds do método é a integracdo por quadratura gaussiana, que estd fortemente ligada a
polinémios ortogonais. Para distribuicdes usuais como: normal, exponencial, uniforme, etc. Os polinomios no qual o
método recai sGo bem conhecidos: Legendre, Laguerre e Hermite. Serdo apresentadas aplicagoes do MCP em simulagdo
de reservatorios de petroleo em miiltiplas varidveis.
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1. INTRODUCAO

Considere o problema de estimar a resposta de um simulador cujas entradas sdo incertas. Neste texto o simulador
serd entendido como uma fun¢@o nao linear que associa uma resposta a um conjunto de varidveis de entrada, algumas
daquelas incertas. No contexto de reservatérios de petrdleo a porosidade e a permeabilidade do meio serdo as entradas
tipicas, a producdo acumulada de dleo e a producdo acumulada de gds serdo possiveis respostas. O método de colocacio
probabilistica, assim como os demais métodos estocasticos, propdem ndo uma solugdo que desconsidere as incertezas
do problema, pelo contrério, esses métodos propagam essas incertezas de maneira tal que permitem inferir médias e
intervalos de confiancga. Essas informagdes enriquecem os resultados da simulagdo.

Para a inddstria do petrdleo, a propagacdo de incertezas em reservatdrios permite avaliar com mais confianca o risco
de investimentos em atividades de exploracdo e producdo. Valores vultosos de dinheiro podem ser perdidos por conta de
uma previsdo erronea.

A partir de agora métodos se referird neste artigo apenas aos métodos computacionais estocdsticos. Nesse universo,
os métodos mais eficientes serdo aqueles que necessitem de menos realizacdes para convergir. O elevado niimero de
realizacdes € o grande problema do método de Monte Carlo, que apesar desse inconveniente, ¢ um dos métodos mais
utilizados na propagacio de incertezas por sua facil implementacdo. O MCP se mostra bastante eficiente para problemas
com um nimero reduzido de varidveis aleatdrias, se comparado ao método de Monte Carlo. Simuladores de reservatérios
podem levar horas ou dias em uma tnica resolucdo, o que torna o método de Monte Carlo ndo aplicdvel para estas
situagdes. O método de colocac@o probabilistica por sua rapida convergéncia, pode ser aplicado nestes casos.



2. METODOLOGIA

O cerne do método estd em avaliar numericamente integrais que representam esperancas e varidncias de varidveis
aleatdrias. Essas integrais envolvem uma funcio densidade de probabilidade que para o MCP t€m a importante proprie-
dade de serem positivas e continuas no intervalo de integrac@o de interesse. A avaliacdo ¢ feita através de uma quadratura
eficiente.

2.1 Quadratura gaussiana

Pretende-se calcular integrais da forma:
b
/ w(z) f(x)dx w(z) > 0 e continua em [a, b] (D)

como qualquer outra quadratura (Stoer and Bulirsch, 1992), a aproximagao sera feita como segue:
b
[ @@~ Y W) @
a k

onde W, = fab w(z)l(x)dx e £ o polindmio de Lagrange no ponto x. Esses pontos de interpola¢do sdo obtidos,

definindo no espago dos polindmios de R em R, o produto interno (¢, ¢2) = ff w(x)d1(x)pa(x)dx, com esse produto
definido e a base canodnica {1, z, 72, ...}, obtém-se através do processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt, uma familia
de polindmios ortogonais {¢g, @1, da, . . .}:

do(z) =1
o1(x) =x — Projg02 ]
Bo(x) = 22 — Proj§ — Projg,
: 3
op(x) =P — Projéfzil — Projfzﬁ;2 — = Proj;::

Proj, denota a projecdo fr;ﬁ’g v. Cada polindmio ortogonal ¢,, assim obtido possui n raizes distintas no intervalo aberto

(a,b), essas raizes sdo os pontos de interpolagdo procurados. Vale frisar que integrais sobre toda a reta R = (—o0, 00)
podem ser efetuadas.

2.2 Colocacao probabilistica para uma tnica variavel aleatoria

O método serd abordado nessa seciio para uma tUnica entrada incerta, por simplicidade. A passagem para multiplas
varidveis serd feita na se¢fo seguinte com o uso do teorema de Fubini.

Seja X a (nica) entrada incerta do simulador, a relagdo entre a varidvel de interesse de saida do simulador, Y, e essa
entrada serd expressa por uma func¢éo ndo-linear desconhecida da forma Y = S(X). Y € portanto uma fungio de uma
varidvel aleatéria. Se f é a funcdo densidade de probabilidade de X definida em (a, b), o valor esperado da resposta e a
variancia sio dados respectivamente por:

b
ﬂw:/swﬂmm @

b
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como a variancia de Y depende diretamente de sua esperanca, o estudo serd construido respeitando essa ordem natural. A
integral que aparece na Eq. (4) serd avaliada numericamente através da quadratura gaussiana. Com efeito, f por ser uma
fungio densidade de probabilidade, é positiva e continua em (a, b). Os pontos de quadratura ou pontos de colocagdo e os
pesos sdo univocamente determinados por f.

b
/ S@)f(x)de ~ S WiS(ar) ©)
a k

A ordem da quadratura é o grau do polindmio ortogonal escolhido a priori, esse polindmio surge do produto interno
(p1,02) = fab f(z)p1(x)pa(x)dx. Na verdade, o que se faz ndo é utilizar diretamente f, algumas manipula¢des no



integrando possibilitam o uso de polindmios conhecidos e bem implementados, e poupam o trabalho drduo de implementar
novos polindmios. O método serd mostrado a seguir para algumas distribui¢cdes usuais, enfatizando as manipulacdes
mencionadas e as respectivas familias de polindmios ortogonais, segundo o esquema de Wiener-Askey (Eldred et al.,
2008).

Distribuicdo uniforme. Em reservatérios, a distribuicdo uniforme pode servir como primeira aproximagdo para
avaliar qualitativamente o efeito das incertezas nas propriedades petrofisicas. O raciocinio que segue pode também ser
aplicado a distribui¢@o triangular, com a diferenca prética de subdividr o dominio de integragdo de acordo com a funcdo
densidade de probabilidade. Dados a,b € R, E(Y) = f; S(z)31-dx. A manipulagdo ¢ feita com o intuito de normalizar

o intervalo [a, b] — [—1, 1]. Basta fazer a mudanga de varidvel u = W

1
E(Y):;/_IS(b;au—kb—;a)du 7

tomando como fungéo de ponderagdo w(x) = 1 no intervalo [—1, 1], a quadratura gaussiana recai nos seguintes polind-
mios:

€ a esperanga se transforma em:

po(z) =1
o1(x) =2x — fjflimddm 1=z
; ; )]
Lo28dx Lo2?dx
po(x) = 22 — fzﬂdxx— Eldﬂc l=a%—3%

existe uma classe de polindmios, conhecidos por polindmios de Legendre ou fungées de Legendre que satisfazem a equacio
diferencial de Legendre:

% {(1 - IQ)CZ,Pn(x):l +n(n+1)Py(z) =0 ©)

os polindmios acima obtidos fazem parte dessa classe e muitas implementacdes se encontram disponiveis em diversas
linguagens de programacdo. A quadratura de Gauss-Legendre pode entdo ser efetuada:

1 & b— b+
E(Y)%2ZWkS< 2azk+ a) (10)
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Figura 1. Alguns polindmios de Legendre

Distribui¢fio normal. No caso da varidvel de entrada incerta possuir distribuigdo normal X ~ N (u, 02), a integragio
¢ feita sobre toda a reta:

E(Y) = /_OO 5<w)g¢1ﬁ_%(m‘_’“)2d$ (11)



com o auxilio da substitui¢do u = %, a Eq. (11) pode ser reescrita como:
1 oo
E(Y) = 7= /_Oo e~ S(V20u + p)du (12)

fica claro agora a escolha para a fungéo de ponderagdo w(x) = e e para o dominio de integracdo R. A ortogonalizacdo
de Gram-Schmidt leva aos polinémios de Hermite:

d o

Tl (13)

a quadratura de Gauss-Hermite fornece:

He(z) = (-1)"e

1 n
E(Y) ~ NG > WiS(V20y + p) (14)
k=1

A distribui¢do normal é sem divida a mais utilizada em varios ramos da ciéncia, porém para alguns fendmenos fisicos
a varidvel aleatéria ndo pode assumir valores negativos. A permeabilidade e a porosidade constituem exemplos claros de
varidveis nio negativas em problemas de fluxo em meios porosos e hd a necessidade de uma distribui¢do que seja intuitiva
como a distribui¢do normal, que leve em consideracio a ndo negatividade e principalmente, que represente bem variaveis

com extensa faixa de valores como € o caso da permeabilidade em problemas dessa natureza.

n(r)— 2
13 () ¢ definida em (0, 00).

Distribuicio log-normal. A funcéo densidade de probabilidade f(x) =
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Figura 2. Distribui¢des log-normais

in(z)

De maneira semelhante a distribui¢do normal, a substitui¢do u = WW leva a integral:

1 o0
E(Y) = ﬁ /_Oc e—u2s(e\/§ou+ﬂ)du (15)
novamente a quadratura de Gauss-Hermite € utilizada, a férmula de quadratura é da forma:
B(Y)~ Y WyS(eV?ometh) (16)
k=1

Distribuicio exponencial. Outra distribuicéo util para varidveis ndo negativas. Nesse caso f(z) = ae™** « € R.
Existem polindémios conhecidos por polindmios de Laguerre que séo obtidos segundo o produto interno {(¢q, o) =
Jo" e h1(2) 2 (a)da:

Lo(z) = %j?[e—wx"} (17)
a funcdo densidade de probabilidade f pode ser adaptada por meio da substitui¢io u = ax, a quadratura resultante é
conhecida por quadratura de Gauss-Laguerre:

E(Y) ~ kilwks (%) (18)



Para a obtencdo de um intervalo de confianga, a varidncia € resolvida, em todos os casos acima, da mesma forma
que foram resolvidas as esperancas, agora o valor E(Y") é conhecido. As expressdes ndo serdo mostradas por motivo de
espago.

2.3 Miuiltiplas variaveis

Antes de obter uma maneira de generalizar os resultados da se¢@o anterior para multiplas varidveis, é necessario
uma explanacdo do que se precisa na prética para propagacdo de incertezas em simuladores de reservatério de petréleo.
Quando sio consideradas apenas incertezas nas propriedades petrofisicas, é possivel aplicar métodos de decomposicao
espectral, como a expansdo de Karhunen-Loeve, que descrevem um campo estocdstico em termos de varidveis aleatdrias
normais padrdo independentes (Sarma et al., 2007; Ghanem, 1997). Neste contexto, a integragdo em multiplas varidveis
pode ser feita com a considerag@o de que a fun¢do densidade de probabilidade conjunta ¢ igual ao produto das funcdes
densidade de probabilidade de cada varidvel. Com essa hipotése, pode se passar ao formalismo sem mais preocupagoes.

Seja X = (X3,Xo,...,X,) um vetor aleatério de varidveis independentes sobre um espago de probabilidade
(Q, F,P), com fungdo densidade de probabilidade conjunta fx = H?Zl fi o valor esperado da resposta de interesse
do simulador e o segundo momento sdo dados respectivamente por:

E(Y):/ / / S(x1, 22, ..., xn) fx(x1,22, ..., Tpn)der1dry - - - d2y (19)

V(YY) = /OO /Oo /OO [S(z1,za,...,2n) — E(Y)]Qfx(azl,xg,...,xn)d:vldxg~~~d:rn (20)

o teorema de Fubini (Fell and Doran, 1988) diz que dados A e B espagos mensurdveis, se [,y 5 |f(z,y)|d(z,y) < 0o

entao:
B f(z,y)d(z,y) = /A </B f(x,y)dy) dx = /B (/A f(x,y)dx) dy 1)

a Eq. (19), assim como a Eq. (20), podem ser reescritas:

EY)= / fl(arl)/ fg(.’l)g)/ S(x1,@2, ..y Zn) fr(Cn)depde, 1 - - - day (22)
VY) = / Fuen) / Falw)--- / (S(@1, @9, s 20) — B fu(n)dandan_y - - - day 23)
a quadratura pode entdo ser efetuada (Kuonen, 2001):
BEY)m Y N - WIWP W S(a), 2, af) (24)
i g k
VIY) =Y Y > WIWF - WRS(at a3, af) — BY)P? (25)
i g k

3. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

O método foi implementado segundo a filosofia de orientacéo a objeto, o que torna o programa mais legivel e facilita
futuras alteragdes. A linguagem escolhida para tanto foi a linguagem C++. As classes s@o abaixo apresentadas em um
diagrama UML. A classe RandomVariable carrega consigo o nome da distribuicdo e pardmetros a ela associados, esses
dados sao lidos de um arquivo auxiliar lido pelo programa. O simulador ao qual se deseja acoplar o método de colocagao
probabilistica deve ser uma classe derivada de Simulator, como € o caso de BoastIl. A unica implementacio a ser feita é
a do operador () que relaciona as entradas incertas com as respostas de interesse do simulador, um sistema “black box”
(Ramamurthy, 2005). O problema envolve um vetor aleatério de entrada e um simulador, abstraidos na classe Problem.



Problem

-RandVars: vector<RandomVariable>

RandomVariable -5imPtr: Simulator* Simulator
Tdist: string -QuadOrder: vector=int> Tt double
-params: TinyVector<double,2> +GetInputInfo(ifstream&): void Expectancia
-N: static int = @ +MakeQuadrature(): volid -V: double
TGetDist(): string const +GetResult(): TinyVector<Real,2> const -l_va&énda
+GetOrder(): int const

+5etDist(string): void

+SetParam|const int,double): void : +29$EXPEC$B:§}GHE;- gfu;ﬂe c?;st
+HowMan : static int +5etExpectation(double): voi
) +GetVariance(): double const

+5etVariance (double): vold

i

Boastll

+operator(double): double const

Figura 3. Diagrama de classes

4. SIMULACAO DE RESERVATORIO

E apresentado nesta seciio o problema de reservatério estudado. Um modelo de Five-Spot em areia de fildo, exemplo
4 que consta no manual do BoastII (Stapp and Allison, 1989). As diversas varidveis incertas englobam a porosidade do
meio poroso, o tensor permeabilidade, etc. Foi justificada por meio de gréificos, a necessidade de se propagar as incertezas
nesses tipos de problema. O método de colocag@o probabilistica serd comparado com o método de Monte Carlo (Ehlers,
2004). A diferenga na “convergéncia” dos dois métodos se mostrara consideravel.

4.1 Simulador

O Boast II foi o simulador de reservatério utilizado. E um simulador numérico baseado em diferencas finitas, com
formulacdao IMPES (implicit pressure/explicit saturation). Simula o escoamento trifdsico (gds, 6leo e d4gua) em meios
porosos regido pela lei de Darcy, isotérmico e em trés dimensdes (Fanchi et al., 1982). Foi empregado neste trabalho por
ter distribuicdo livre e poder ser executado em qualquer computador sem restricdes de licenca.

4.2 Modelagem do problema

O reservatorio foi modelado com duas camadas, cada camada € constituida de 19x19 blocos, totalizando 722 blocos.
Cada bloco tem 76x76x20 pés cubicos. A porosidade foi definida por camadas, sendo 0.12 na camada superior (camada
1) e 0.28 na inferior (camada 2). A permeabilidade na dire¢do X € 20.0mD para a camada 1 e 100.0mD para a camada 2,
esses valores também valem para a dire¢do Y. A permeabilidade vertical € 5.0mD para todos os blocos do reservatério. A
simulacdo ¢ realizada em 1460 dias virtuais. A Tab. (1) resume todas as propriedades mencionadas.

Tabela 1. Porosidades/Permeabilidades

Propriedades Notagdo Valor
Porosidade na camada superior ¢ 0.12
Porosidade na camada inferior ~ ¢o 0.28
Perm. na dire¢do X (1) K 20.0mD
Perm. na dire¢do Y (1) Ky 20.0mD
Perm. na dire¢do Z (1) K. 5.0mD
Perm. na dire¢do X (2) Ko 100.0mD
Perm. na dire¢do Y (2) Ky 100.0mD
Perm. na direcdo Z (2) K.o 5.0mD

A saturacdo de dgua conata € 0.12 e a pressao no contato dleo/dgua a 8425 pés é 4400 psia. No inicio da explotacao,
o gradiente de pressdo se encarrega de expulsar o 6leo pelo tinico poco produtor que estd no centro do reservatério e
cuja completagdo abrange as duas camadas, a vazdo de 6leo ¢ inicialmente 850 STB/D e sofre diminui¢do controlada a
medida que a reserva € produzida. Ap6s um ano de operagdo o reservatdrio estd parcialmente depletado, o produtor passa
a condicao de controle de pressdo minima de fundo, 500 psia, e se inicia o processo de recuperacdo secunddria por injecao
de 4gua através de quatro pocos injetores completados nos cantos da camada inferior, cada pogo injetor apresenta uma
vazdo de 500 STB/D a uma pressdo maxima de 5000 psia.
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Figura 4. Saturagao de 6leo durante a inje¢do de dgua.

Foi feita apenas uma breve exposi¢do do modelo deterministico do reservatério. Para um melhor entendimento ou
tentativa de reprodugdo vide (Stapp and Allison, 1989).

4.3 Propagacao de incertezas

O primeiro passo é admitir que algumas das propriedades citadas na Tab. (1) s@o incertas, o que por si s6 ndo é
uma informagdo relevante. Algumas respostas podem ndo ser afetadas por essas incertezas, e nao haveria razdo alguma
em tentar propaga-las. Os graficos a seguir ilustram a influéncia das porosidades de cada camada e das permeabilidades
horizontais na produgdo acumulada de éleo e provam que a propagag@o sera util para essa resposta do simulador.
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Figura 5. Producdo acumulada de 6leo em funcdo das porosidades de cada camada

A producdo acumulada de 6leo varia de acordo com a escala do lado esquerdo de cada gréfico da Fig. (5), as escalas
do lado direito, de cor vermelha, se referem ao niimero de dias para o término de cada simulacdo. Essa andlise se mostra
necessdria, ja que para alguns valores de porosidade os limites de pressao no reservatorio sdo ultrapassados, o que provoca
uma finaliza¢éo precoce da simulag@o. Sendo assim, se optou por intervalos nos quais a simulag@o termina com 1460 dias,
como previamente estipulado.



Producdo Acumulada de Oleo (STB)

877500 -

874020

870540 -

867060

863580

A b

22

18
10 A Kx1=Kyl (mD)

Figura 6. Producdo acumulada de 6leo em funcdo das permeabilidades horizontais

Ja a Fig. (6) diz respeito ao modelo 2D adotado para as permeabilidades. Cada camada do reservatério possui uma
unica permeabilidade horizontal, de forma que os eixos X e Y representam as permeabilidades de cada camada. O eixo
Z, a producdo acumulada de 6leo em STB.

Vale notar que a saida escolhida apresenta um comportamento suave, isso € de extrema valia para o MCP, a nio-
suavidade prejudica o método que aproxima indiretamente a resposta do simulador por polindmios. Nesses casos, a
solugdo € dividir o dominio em subdominios nos quais a resposta de interesse é suave, o famoso paradigma “Dividir e
Conquistar”. O método de colocag@o probabilistica multi-elemento (MCP-ME) se firma nesse paradigma (Foo et al.,
2008) e sera apresentado em trabalhos futuros.

CASO 1 - Porosidades Incertas. No primeiro caso se admitiu que as porosidades eram uniformemente distribuidas,
@1 ~ U(0.1,0.4) e po ~ U(0.15,0.6). A escolha dos intervalos teve em vista a Fig. (5). Todos os casos utilizaram como
Ti+2—Ti41

Ti41
quando o mdximo dentre o dltimos 5 erros relativos for menor ou igual a tolerancia 10~%. Esse critério diminui as chances
do método de Monte Carlo cessar sem ter “convergido”.
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Figura 7. Analise de Convergéncia - Esperanca
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Nestas condicdes, 14 pontos de colocacdo para cada porosidade sdo necessarios para que o MCP convirja, o método
de Monte Carlo ainda apresenta grandes oscilacdes até a submissao deste trabalho. As linhas tracejadas em azul servem
de referéncia (os ultimos valores computados pelo MCP). O critério de parada ndo foi o melhor possivel ja que foi
imposto sobre a esperanca. Deve-se ter em mente que a variancia, por possuir um integrando que depende do quadrado

do simulador, exigird mais pontos para convergir do que a esperanga.

CASO 2 - Permeabilidades Incertas. A Tab. (2) esclarece as V.A.’s do problema. K tem distribuicdo log-normal
com parimetros £ e o2 que lhe confiram um valor esperado de 20mD e varidncia de 4mD?, da mesma forma, K, tem
distribui¢fio log-normal com valor esperado 100mD e variancia 100mD?.

Tabela 2. CASO 2

Camada K, K,
1 K, K,
2 Ky Ky

8.765e+05

80

8.76e+05

B.755e+05

8.75e+05

8.745e+05

8.74e+05

8.735e+05

8.73e+05

Producdo Acumulada de Oleo Esperada
(STB)

T =Sy o o st W

o

20

Numero de Pontos de Colocacdo por Variavel

Figura 9. Anilise de Convergéncia - Esperanga

O MCP atendeu ao critério de parada com 7 pontos para cada V.A, o método de Monte Carlo por sua vez ndo conseguiu
satisfazer a tolerancia até a submissao do trabalho. A convergéncia quase certa € bastante lenta, mas a diminuic¢ao do erro

¢é garantida pela lei forte dos grandes nimeros.
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Figura 10. Andlise de Convergéncia - Varincia

5. CONCLUSAO

Propagar incertezas em reservatdrios de petréleo € crucial para avaliacdes de valor econdmico mais realistas. Se
essas avaliacdes puderem ser feitas com mais rapidez, a tomada de decisdes também o serd. O método de colocagdo
probabilistica é um forte candidato dentre os métodos estocdsticos para uma boa previsdo a partir de poucas realizagoes,
essas demandam muito tempo de simulacido e métodos como os de Monte Carlo se tornam invidveis.
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Development activities and management of hydrocarbon reservoirs are now heavily based on intensive computer simula-
tions of various physical models: models of flow in porous reservoir, geomechanical model of the reservoir and economic
models. All these models are characterized by partial differential equations that have traditionally been solved with the
hypothesis that their coefficients and primary variables have a deterministic character. We can see that the deterministic
analysis is no longer enough to provide all the information characteristics of these problems, and it is considered that
some of the quantities that describe the problem are not known precisely. One of the classic techniques for this treatment
is the method of Monte Carlo. This paper presents an implementation of an alternative to this method, which is suitable
for problems where the number of uncertain variables is not very large, the Probabilistic Collocation Method (PCM).
The mathematical tool behind the method is integration by Gaussian quadrature, which is strongly linked to orthogonal
polynomials. For normal distributions as normal, exponential, uniform, etc.. Polynomials in which the method rests are
well known: Legendre, Laguerre and Hermite. Applications will be presented in the PCM simulation of oil reservoirs in
multiple variables.
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