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Resumo: Este artigo refere-se a caracterizagéo, por meio de modelos de elementos finitos, dos efeitos dissipativos em
estruturas sanduiches, no contexto do controle passivo de vibragGes. O amortecimento é acrescido por meio da
aplicacao de tratamentos viscoelasticos internos a estrutura, originando uma estrutura do tipo sanduiche. Para tanto,
é empregada uma técnica de modelagem em elementos finitos da estrutura sanduiche formada, utilizando duas teorias:
a Teoria da Deformacgdo Cisalhante de Primeira Ordem (FSDT) e de Layerwise-FSDT. Ja o amortecimento no
dominio do tempo, do material dissipativo, é formulado pelo uso do método das Derivadas Fracionarias. A
modelagem em elementos finitos das estruturas analisadas inclui o uso de um elemento Serendipity retangular
contendo oito nds. Cinco ou nove graus de liberdade por nd estdo nele presentes quando formulado, respectivamente,
pelas teorias FSDT e Layerwise-FSDT. As respostas dinamicas sao apresentadas por fungdes de resposta no dominio
do tempo, obtidas utilizando o integrador numérico de Newmark. Simula¢des numéricas séo realizadas visando, a
valida¢do da modelagem de estruturas em material viscoelastico utilizando o método matematico das Derivadas
Fracionarias, e visando a confrontacdo numérica, no tocante as vibragdes transversais no dominio do tempo, das duas
teorias implementadas no estudo de uma estrutura sanduiche de viga dotada de um nucleo viscoelastico.

Palavras-chave: Materiais sanduiches e viscoelasticos, elementos finitos, Derivadas Fracionéarias, formulagcdes FSDT
e Layerwise-FSDT.

1 INTRODUCAO

Os projetos de engenharia envolvem a minimizacéo dos custos de producédo, de operagédo e de manutencdo e devem
atender a severas exigéncias de legislacdes especificas quanto aos niveis de seguranga aos usuarios, quanto ao nivel de
impacto ambiental, quanto ao nivel de precisdo dos equipamentos, dentre outras especificacoes.

Um exemplo tipico € observado na inddstria da aeronautica, que exige um controle muito rigoroso na selecéo e
aplicacdo dos materiais empregados no projeto e fabricagdo de componentes estruturais. Como normalmente ocorre
neste tipo de aplicacdo industrial, as estruturas estdo frequentemente expostas a perturbacdes diversas (estaticas ou
quase estaticas e dinamicas) e a efeitos ambientais (tais como a radiacdo solar, a chuva e o vento), podendo estes afetar
as caracteristicas mecanicas e comprometer a integridade estrutural desses materiais, devido a alteracdo de suas
respostas estaticas (tais como as deformacdes, distribuicdo de tensbes e etc.) e dindmicas (tais como os modos de
vibragoes, frequéncias naturais e fatores de amortecimento da estrutura), podendo levar a degradacéo imediata apds um
grande periodo de exposicdo a essas perturbacdes. Em vista disto, estudos que integram os materiais (metalicos ou
compostos) a técnicas passivas e ativas de atenuacdo de vibragdes mobilizam um grande nimero de pesquisadores
(Malekzadeh et al. (2005), Correia et al. (2000)).

Segundo Finegam e Gibson (1999), por causa da diminui¢do da complexidade do sistema de amortecimento
requerido, as técnicas passivas de amortecimento comparadas com as técnicas ativas sdo as que mais contribuem na
melhoria da confianga de maquinas e estruturas. Além disto, elas sdo consideradas estaveis, seguras e apresentam baixo
requerimento energético em oposicdo ao controle ativo, que requer o uso de amplificadores muitas vezes bastante
complexos. Assim, a combinacdo de materiais (compostos ou metalicos) com técnicas passivas de amortecimento,
notadamente empregando materiais viscoelasticos, € uma estratégia extremamente interessante no projeto de estruturas
complexas de engenharia, tornando-as mais eficazes e confiaveis, e vem recebendo muita aten¢éo nos ultimos anos de
diferentes pesquisadores, tais como Meunier (2001), Makhecha et al. (2002) e Malekzadeh et al. (2005).
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Além dessas consideracGes ao nivel do material, as etapas de projeto de engenharia requerem também o uso de
modelos analiticos, numéricos ou experimentais confiaveis e capazes de proporcionar previsOes realistas, qualitativa e
quantitativamente, do comportamento estrutural.

Dentre as diferentes técnicas de modelagem numérica, o Método dos Elementos Finitos (MEF), tem se mostrado o
mais adequado para a modelagem de estruturas diversas, principalmente em virtude de suas caracteristicas vantajosas de
flexibilidade de modelagem e relativa facilidade de implementacdo numérica. Além disso, 0 MEF é hoje uma
ferramenta de engenharia bastante amadurecida, cujas potencialidades e limitacdes sdo amplamente conhecidas ou
estudadas. Esses métodos numéricos mostram-se indispenséaveis também na etapa de projeto de otimizagdo estrutural e
na avaliacdo dos niveis de sua confiabilidade da estrutura avaliada.

No entanto, existem diversas teorias utilizadas na modelagem numérica por elementos finitos de estruturas
multicamadas. A principal distin¢do entre elas é a ordem das funcdes polinomiais escolhidas na aproximagao do campo
de deslocamento mecénicos ao longo da espessura do estratificado. Dentre outras, citam-se a Teoria das DeformacGes
Cisalhantes de Primeira Ordem (First-order Shear Deformation Theory - FSDT), a Teoria das Deformac@es
Cisalhantes de Terceira Ordem, também conhecida pelo nome de Teoria das Deformacdo Cisalhantes de Ordem
Superior (Higher-order Shear Deformation Theory - HSDT) e a Teoria em Camadas Equivalentes Discretas (Teoria
Layerwise). A escolha de uma ou outra teoria esta intimamente ligada ao estudo da espessura do estratificado, aliado ao
estudo da relagdo custo computacional/preciséo requerido, e ao tipo de estrutura analisada (homogénea ou heterogénea).
Para estratificados homogéneos e espessos, a preferéncia é dada ao uso da teoria HSDT, enquanto que para baixas
espessuras a teoria FSDT fornece respostas adequadas. Como o interesse neste trabalho estd na formulagéo de estruturas
de espessura fina, optou-se pelo emprego da segunda teoria em detrimento da primeira, ja que ela necessita de um baixo
custo computacional em comparacao a formulagéo da teoria HSDT.

Além da boa aproximacdo do campo de deslocamentos mecanicos, de acordo com Araljo et al. (2008), este
também deve ser adequadamente representado ao longo da espessura do estratificado, de maneira a representar
adequadamente a distribuicdo das deformacGes e tensGes mecénicas ao longo da espessura do estratificado. Em
estratificados heterogéneos, ou seja, que contém pelo menos uma camada de material com propriedades mecanicas
distintas das demais, a Teoria Layerwise, procura contornar as limitacdes apresentadas pelas teorias FSDT e HSDT e
que usam em sua formulagdo uma camada Unica equivalente na modelagem de estruturas heterogéneas, adotando a
continuidade dos deslocamentos mecénicos ao longo da espessura do estratificado. Neste artigo, a Teoria Layerwise
utiliza a teoria FSDT (Layerwise-FSDT) na aproximacdo do campo de deslocamentos mecéanicos para cada uma das
camadas do estratificado, aliada a hipotese de continuidade dos deslocamentos entre as camadas adjacentes do
estratificado para a formulagdo numérica de estruturas amortecidas passivamente por camada viscoelastica embutida.

O propdsito deste artigo € a modelagem em elementos finitos de estruturas sanduiches amortecidas pela adigédo de
nacleo em material viscoelastico, sendo ela estudada no dominio do tempo utilizando as Derivadas Fracionérias (DF),
para a formulacgdo do nucleo viscoelastico, e 0 método de integracdo numérica de Newmark, na resolucéo do sistema de
equacOes diferenciais resultante da modelagem em elementos finitos. Esta modelagem ¢é feita pelo emprego das teorias
FSDT e Layerwise-FSDT.

A seguir é apresentada uma breve revisdo sobre a modelagem matematica do comportamento de materiais
viscoelasticos, no tocante a utilizagdo das Derivadas Fracionarias (DF).

2 MODELOS DO COMPORTAMENTO VISCOELASTICO LINEAR

Materiais viscoelasticos sdo materiais elastoméricos de cadeias moleculares longas que convertem energia
mecénica em calor quando deformados. Estes materiais passam de um estado pouco rigido (borracha), sob elevadas
temperaturas e baixas frequéncias de vibracdo, a um estado rigido (vitreo), sob baixas temperaturas e altas frequéncias.
Na regido de transicdo entre estes dois estados, em que suas propriedades materiais elésticas variam rapidamente, eles
transformam a energia de deformacdo mecanica em energia térmica, dissipando sob a forma de calor a energia
vibratdria da estrutura sobre o qual séo inseridos ou colados.

Segundo Nashif et al. (1985), existem basicamente dois tipos de modelos matematicos utilizados para representar o
comportamento mecanico dos materiais viscoelasticos lineares: Modelos classicos (ou reoldgicos simples) e Modelos
modernos. Dentre os modelos classicos destacam-se os de Hooke (Histerético ou Estrutural), de Newton, de Maxwell e
de Kelvin-Voigt, Kelvin-Voigt Generalizado, de Maxwell Generalizado, e de Zener (modelo Sélido Linear Padréo -
SLP). E dentre os modelos modernos os do Modelo do Mdédulo Complexo (MMC), o de Golla-Hughes-McTavish
(GHM) , 0 do Campo de Deslocamentos Anelasticos (CDA) e o das Derivadas Fracionarias (DF).

Esses modelos sdo representados pela combinagdo de molas e amortecedores viscosos simples sujeitos a uma forca
externa aplicada. Os modelos classicos, de maneira geral, possuem elevado nimero de parametros a serem identificados
experimentalmente, relacionados ao nimero de derivadas de ordem inteira dos modelos. Em virtude disso, a
combinacdo destes modelos com MEF conduz a sistemas de equa¢es do movimento de ordem muito elevada, cuja
solucdo computacional requer um alto custo de processamento (Lima (2007)). Isto dificulta, ou mesmo inviabiliza o uso
destes modelos com o MEF para aproximar o comportamento dos materiais viscoelasticos aplicados em estruturas
complexas de engenharia. RevisOes detalhadas sobre os modelos classicos na modelagem matematica do
comportamento de materiais viscoelasticos sdo encontrados em Christensen (1982) e Nashif et al. (1985).

Dentre os modelos modernos utilizados na modelagem matematica dos materiais viscoelasticos se destacam os das
Derivadas Fracionarias (DF) aplicada para formulagdes no dominio do tempo. J& os modelos MMC, GHM e CDA, que
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também sdo utilizados para este proposito, sdo revisados em Lima (2007), e merecem evidéncia para aplicagdes no
dominio da freqliéncia.

3 CALCULO FRACIONARIO: INTRODUCAO AO ESTUDO DAS DERIVADAS FRACIONARIAS

No tocante & resolucdo de equacOes diferenciais de ordem fraciondria relacionadas a dindmica de sistemas
estruturais, métodos de discretizagdo no dominio do tempo merecem destaque. Um dos mais utilizados trata-se do

método de Griinwald-Letnikov, o qual propGe que a derivada fracionaria de uma funcdo f (t) pode ser aproximada,
segundo Schmidt e Gaul (2002), pela expresséo:

d“f (1)

& ot
LCNEVS ) .

onde o intervalo de derivagéo é [0, t), N é o nimero de divisdes do intervalo de derivagdo, N, é o nimero de pontos

do histérico de f (t) utilizados na discretizagdo e, finalmente, Al
de ordem « , sendo estes dados por:

i1 sao os coeficientes de Grinwald para uma derivada

@ _J—a-1,@
Ap = j A 2

com Af“) =1 para qualquer valor de « . Os autores Schmidt e Gaul (2002) detalham toda a deducéo deste método de
discretizagcdo do operador fracionario, inclusive justificando a possibilidade de utilizacdo de um nimero de pontos N,
em vez de todo o histrico da funcéo f (t) no calculo da aproximagéo.

Outro método de resolucdo de equacdes diferenciais fracionarias por discretizagdo no dominio do tempo é proposto
por Galucio et al. (2006), sendo este baseado no método (discreto) de resolucdo de equacBes diferenciais ordinarias de
ordem inteira, chamado de Gear scheme. Aplicado a derivadas fracionérias assume a forma:

) (B i)

com Al%)

dado pela Eq. (2) e B/} dado por:

Bl(ff = | B|(j) ) 4)

de maneira que Bl(j) =1 para qualquer valor de j. Alternativamente, este método de discretizacdo pode ser expresso de
forma semelhante aquele de Griinwald-Letnikov, ou seja:

df(t) (L)(3) §" g (_-Lj
dt* N(Nj (2) jz:;'g“lft N (5)

0 que simplifica muito sua implementacdo. Galucio et al. (2006) avalia ainda a eficiéncia do método proposto,
chegando a conclusdo de que o mesmo apresenta uma taxa de convergéncia de segunda ordem para aplicacBes
dindmicas, maior do que aquela associada ao método de Griinwald-Letnikov, justificando sua utilizacéo.

A aplicagdo da teoria das Derivadas Fracionarias dar-se-4 a modelagem de materiais viscoelasticos abordada
sucintamente a seguir.

4 MODELO DAS DERIVADAS FRACIONARIAS

No admbito da implementacdo do modelo de viscoelasticidade a formulacdo de elementos finitos, Schmidt e Gaul
(2002) desenvolveram um elemento finito tridimensional que leva em conta as relagdes tensdo-deformacéo do material
em sua forma fracionaria e que é solucionado pelo método de discretizagédo de Griinwald-Letnikov, levando em conta o
histérico dos deslocamentos e das tensfes em tempos anteriores. Por outro lado, Galucio et al. (2004) apresentam outro
método de implementacdo dos materiais viscoelasticos em rotinas de elementos finitos com custo de resolucéo
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computacional mais baixo. A idéia do autor é eliminar uma das derivadas fracionarias presentes no modelo
viscoelastico unidimensional, cuja equacao constitutiva da lei tensdo-deformacédo é dada por:

de(t
Eoe(t)+7° EwA, (6)
dt”
visto que t denota a variavel temporal, a(t) denota a tenséo, g(t) denota a deformacdo, r € o tempo de relaxacdo do

material, E, é o modulo estatico (ou de baixa frequéncia) do material, e E, é o mddulo dindmico (ou de alta
frequéncia) do material. Para tanto, Galucio et al. (2004) utilizam-se da seguinte substituicdo de variavel:

_ ot
F(0)=2()- 2, 0
com z(t) sendo a deformagéo ineléstica. Pela introducdo dessa definicdo na Eq. (6), tem-se que a relagdo tenséo-

deformac&o do material pode ser reescrita na forma:

a dag(t) _ Eoo _EO
dt“  E

0

E(t)+f

g(t). 8

Fazendo uso do método de discretizacdo Gear scheme, Eq. (5), chega-se a forma discretizada:

E(t+At)=(l—c)E°°E—E t+At) cZg(“)g (t+At- jAt), )

j+1

0

levando a seguinte defini¢do da constante c:

(3/2)"

T (32) e+ (A)" (10

Galucio et al. (2004) destaca que os coeficientes de Griinwald, que sdo estritamente decrescentes a medida que j
aumenta, sd0 0s responsaveis, em termos matematicos, assim como os coeficientes g&‘ﬁ, pelo efeito de memoria

exibido por materiais viscoelasticos. Este comportamento estabelece que o comportamento do material viscoelastico em
um dado instante de tempo depende mais fortemente de seu histérico temporal recente do que o mais distante.

A implementacdo da relacdo constitutiva do material dada na Eq. (9) ao MEF pode ser aplicada a modelos de
estruturas de barras e viga sanduiche de trés camadas. Essas estruturas sao modeladas em elementos finitos com a teoria
FSDT em camada equivalente Unica a teoria FSDT-Layerwise apresentadas na se¢éo posterior.

Considerando esses dois modelos numéricos, a nivel elementar, a parcela devida a energia de deformacéo do
material é representada pelo produto entre a matriz de rigidez elementar associada a este elemento e o vetor de graus de
liberdade elementar, o qual pode ser calculado por:

I[B ' {o* ({u.(0)})} ov = “B (e e ({u. (v))fav (12)

onde: {ag ({u, (t)})} e {gg ({u, (t)})} sé0 0s vetores de tenséo e de deformagdo a nivel elementar dependentes do vetor
dos deslocamentos mecénicos, {ue (t)}; [B] ¢ a matriz que relaciona os graus de liberdade do elemento a sua
deformagdo, isto é, {gg ({ue (t)})} =[B]{u, ()}, sendo ela independente de {u, (t)}, estando relacionada as derivadas
das funcbes de forma adotadas na formulacdo do elemento finito e sdo definidas na sec¢éo 1.4; e, finalmente, [Cg} éa

matriz das propriedades do material que relaciona deformagéo & tenséo, {ag ({ue (t)})} = [Cg J{gg ({ue (t)})} .
No caso da utilizacdo de um material viscoelstico, a lei de tensdo ndo segue mais a relagdo cléssica dada pela
expressio {ag (u, (t))} :[Cg}{gg (u, (t))} Por outro lado, tal como pode ser visualizado no modelo fracionério
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adotado, Eq. (7), para um incremento de tempo At, a adi¢do das deformagdes inelasticas, £°, deve ser feita aquelas
puramente eldsticas, &°. Assim, é estabelecida a relagdo seguinte:

{0 (t+At)} =E, {&° (t+At)-2° (t+At)} . (12)

Através da utilizacdo da discretizagdo anterior com inclusdo da formulacdo para a deformacédo inelastica £°,
Eg. (9), e da extensdo da relagdo tensdo-deformacdo para um modelo tridimensional aplicado a formulagdo de um
material isotrépico, tem-se que as componentes de tensdo podem ser escritas em termos de suas deformac®es, axiais e
cisalhantes, como se segue:

{ag(t+At)}:[cg]K1+cEwE_E]{ (t+At)}+c ng{ (t+At— jat)}|, (13)

0 oJl

de maneira que as constantes E,, E
viscoelastico, dado na Eq. (6).
Levando em conta ainda que {Eg ({u, (t)})} =[B]{T, (t)} . sendo {T, (t)} o vetor de graus de liberdades inelasticos,

e que {gg ({u, (t)})} =[B]{u, (1)}, a Eq. (13) toma a forma:

e ¢ sdo parametros relacionados ao modelo fracionario para o material

0

0

{c (t+At)}=[c9][B]K1+cE°°E 5 ]{ (t+At)}+c ng{ (t+At—jat)} . (14)
0 j=1
A introducdo da Eq.(14) a Eq. (11), para um incremento de tempo At qualquer, conduz a seguinte equacao:

J[B]T {0'9 ({u, (t+At)})} dv =

= (15)
:(1+c = OJ[K J{u. (t+at)}+c [ ]ng{ (t+At— jat)},
0 0
sendo a matriz [K:] definida na se¢éo posterior, e o vetor U, (t +At) , @ partir da Eq. (9), dado por:
_ E,-E,
{T, (t+At)} = (1-c)—=—"{u, (t+ At)} - cZgM{ (t+At— jat)}. (16)

0

Logo, a nivel elementar, a inclusdo do comportamento viscoelastico é dada pela seguinte equacao de equilibrio:

(M J{, (t+ a0} + [ [KY T+ [ Ry ]{u, (t+at)) = {F, (t+at)}+{F, (t+at)}, (17)

de maneira que:

- E -E
[k J=e=g= K] (18)

{If (t+At)} [ ]Zgﬁi}{ (t+At—jat)}, (19)

onde o vetor {Fe } das forcas elementares apresentado na Eq. (17) é definido na se¢do posterior.

Vale a pena ressaltar que os termos dependentes do histérico do tempo estéo localizados no lado direito na equacédo
dinamica elementar, Eq. (17), e cuja referida dependéncia esta representada na Eq. (19). Ja a forca externa {Fe (t+ At)}

pode ou ndo depender do tempo.
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5 FORMULACOES FSDT EM CAMADAS EQUIVALENTES UNICA E DISCRETAS

A seguir é expresso o campo de deslocamentos da teoria Layerwise-FSDT.

(%, y,z,t) =us (%, y,0) + (2= 2wt (X, y.1) 5
V(% Y,2,8) = vs (X, Y, )+ (2= 2y (X, 1) (20)
Wk (X’ y,Z,t) :WO(XI y,t),

onde: uf, v¢, e Wi sdo os deslocamentos nas diregBes coordenadas (x,y,2) de um ponto material do plano médio de
referéncia (x,y,0); v e y/'y‘ séo rotacOes dos segmentos normais a superficie de referéncia (x, y,fk) em torno dos

eixos y e x, respectivamente, de cada camada k do estratificado. Adotando z* =0, tem-se a expressdo do campo de

deslocamentos mecéanicos da teoria FSDT em camada equivalente Unica.

As varidveis mecanicas apresentadas na Eq. (20) sdo convertidas para sua formulagdo em elementos finitos usando
funcdes de forma e variaveis mecanicas nodais apropriadas.

O elemento considerado é um elemento de placa que apresenta trés nos por aresta, num total de 8 nos e é conhecido

como elemento Serendipity (Reddy, 1997). A matriz de transformacédo linear entre as coordenadas globais (x, y) e

locais (5,77) elementares e as oito fungBes de interpolagdo (funcdes de forma) N., com i=1 a 8, sdo fornecidas por

Reddy (1997).
O campo de deslocamentos mecéanicos da teoria FSDT em camada equivalente Unica é reescrito em coordenadas
locais elementares como sendo:

W (& 2.0)],, =[AD) ], [N(£7) Lo 10 (D) )

onde: {U(&n.zt)={u(&nzt) v(énzt) w(én, z,t)}T ; {u.(t)} € o vetor que contém as 40 variaveis
mecanicas nodais e [N (é,n)} € a matriz das fung¢des de forma.
As deformagbes mecénicas na teoria FSDT sdo apresentadas em termos das funcGes de forma e dos deslocamentos

mecanicos nodais, a partir da Eq. (21), sob a forma:

{8(5’77’ Z’t)}exl = [D(z)}sxs |:N (9&”7)}&40 {ue (t)}40x1 = [B(f,?], Z)]6x40 {Ue (t)}mxl’ (22)

onde as matrizes [ D(z) ], [B(&,7,2) ], [N(&,17) | e[ A(z)] séo indicadas em Faria (2006).

Do equilibrio das forgas interlaminares, os campos de deformagdes e de deslocamentos das camadas adjacentes k e
k +1 devem satisfazer as seguintes condi¢des:

((u v W)(k))T:((u v W)(M))T. (23)

O campo de deslocamentos mecénicos da formulagdo da teoria Layerwise-FSDT é expresso em termos das suas 72
variaveis mecanicas nodais, no lugar das 40 requeridas na teoria FSDT, visto que dois graus de liberdade

suplementares por camada k , sdo adicionados as variaveis mecénicas nodais da camada de referéncia (x, y,O). Esses
dois graus de liberdade adicionais correspondem as rotagdes (1, ") da camada k . Como o estratificado em estudo
. . _ T . X
é composto por trés camadas, tem-se: {0,} = {ui"‘) v Wyl w® vl ://f,f)} ,com i=12a
8, e assim, o vetor deslocamentos nodais é aproximado numericamente pela expresséo:

{G(é:’ﬂ’t)}(Qxl) - [N (5”7)}%72 {Ge (t)}72xl ' (24)

As fungBes de forma N, (&,7) do elemento finito Serendipity , com i=1 a 8, sdo incluidas na matriz de fungdes de
forma mecéanicas [N (5,77)} de dimensdo 9x72.
O campo de deslocamentos Layerwise-FSDT entéo é reescrito em coordenadas locais elementares tal como:
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(Uemzn) =[A@)] [N(Em)],, {00),, - 29

Usando a expressao anterior, as deformacfes mecanicas na teoria Layerwise-FSDT séo apresentadas em termos do
uso da matriz que contém as derivadas das funcées de forma dadas pela expresséo:

[0 (el -[0% (@), [N, (26’

Através do uso do Principio Variacional de Hamilton, que incorpora todas as contribui¢Bes energéticas presentes
na estrutura, sdo obtidas as matrizes de rigidez e de massa elementares da estrutura, segundo procedimento detalhado

por Faria (2006), assim resultando nas matrizes elementares [M,], [ K} ], [K." ] e no vetor elementar {F, (t)|. Os
procedimentos adotados para a obtensdo dessas matrizes de massa e rigidez da teoria FSDT sdo semelhantes aos
empregados com a teoria Layerwise-FSDT, porém empregando as matrizes [é(k)(g,n,z)] correspondentes desta

teoria.
Por meio da utilizagdo da matriz de transformagéo [L, ], as matrizes de rigidez viscoelastica elementar [K:] de

rigidez ndo viscoelastica elementar [Ke””], a matriz elementar [K:] definida na Eq. (18), a matriz de massa elementar

[Me] , € 0s vetores de forca elementares {Fe } e {Ife } (Eq.(19)), séo transformados em suas formas globais, resultando

nas seguintes equacgdes dindmicas, Eq. (27) e Eq. (28) ao nivel global, aplicaveis respectivamente a modelagem da
estrutura totalmente em material viscoelastico e estruturas sanduiche dotada de camadas viscoelasticas embutidas ao
longo da espessura do estratificado e estudadas no dominio do tempo. Assim,

[M ], (OF+[K5 J{u, 0f ={F, (O} (27)
oo [15]-[K:+[K2] [, (0}~ 1F, 0] 16, 0]
[M, J{dg (6)}+[ K, J{u, (0} ={F (1)} (28)

com: [K, |= %[Kcﬂk +i[l?qu AR} = %v:{lfg’”}k +i{lfgv}k , sendo que os sobrescritos N_ e N, do somatério
k=1 k=1 k=1 k=1

indicam, respectivamente, o nimero de camadas laminadas e o nimero de camadas puramente viscoelasticas ao longo
da espessura da estrutura do tipo sanduiche formada. E, (nv) = n&o viscoelastico e (v) = viscoeléstico.

Para andlise transiente de problemas ndo lineares indicados pelas equagdes globais, Eq. (27) e Eq. (28), € necessario
a utilizacdo de um método estavel de integragdo temporal. Os métodos de integracéo de Newmark séo adotados para a
obtencdo da solugdo numérica aproximada das equaces de equilibrio dindmicas resultantes da modelagem em
elementos finitos das estruturas amortecidas analisadas. No entanto, nesses métodos de integracdo algumas
modificacfes nos algoritmos classicos de integracao séo efetuadas para levar em consideracéo a presenca dos materiais
viscoelasticos modelados usando o método das Derivadas Fraciondrias apresentado anteriormente. A formulagéo do
método implicito de Newmark é detalhada em Galucio et al. (2004). J& a formulagdo do método de integracéo explicita
de Newmark, usada neste estudo, também é bem conhecida na literatura e ambas formula¢Ges podem ser consultadas
através de Bathe (1996).

Duas importantes observacdes devem ser consideradas na implementacdo dos métodos de integracdo de Newmark.

Primeiramente, para um passo de tempo constante, a matriz de rigidez [Kg] é avaliada uma Unica vez, e, em segundo

lugar, a avaliacdo do carregamento modificado, {Ifge (tm)}, trata-se de um processo relativamente simples, uma vez

que somente o historico dos deslocamentos inelasticos deve ser armazenado ao longo dos incrementos de tempo, At.
Além disso, o historico dos deslocamentos inelésticos pode ser truncado de maneira a considerar apenas 0s primeiros
incrementos de tempo (por exemplo, N, =25 incrementos de tempo anterior) sem perder a acuracidade nas respostas

numericas obtidas, propiciando assim uma reducédo aprecidvel no célculo computacional realizado.
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6 VALIDACOES NUMERICAS

A validacdo do algoritmo aqui apresentado é realizada levando em conta o exemplo numérico apresentado por
Galucio et al. (2004). A simulacdo envolve uma barra viscoelastica engastada-livre de comprimento L = 500 mm,
largura b =50 mm e espessura h = 50 mm, conforme ¢é ilustrada na Figura 1(a) a seguir.

ento [N]

Fn

il
v

Carregamento |N]

Tempo [ms
1= 250

Figura 1 - Modelos implementados (a, b) e seus respectivos historicos de forca aplicada (c, d).

Para avaliar os resultados obtidos, sdo implementados modelos de elementos finitos usando as teorias FSDT e
Layerwise-FSDT contendo também 10 elementos finitos, 53 nds, com 5 (FSDT) ou 9 graus de liberdade (Layerwise-
FSDT). Os resultados obtidos pelas duas metodologias sdo confrontados a partir dos dados fornecidos na literatura por
Galucio et al. (2004) utilizando a formulagéo cléssica de vigas pela teoria de Timoshenko para a camada viscoeldstica e
a teoria de Euler para as camadas externas.

Os dados relacionados ao material viscoelastico (polimero ficticio) sdo p =1000 kg/m®, E, =7 MPa, E, =10
MPa e =20 ms. A estrutura é submetida a uma carga axial do tipo degrau unitério, aplicada em sua extremidade
livre, dada por F(t)=1H (t) N, sendo H (t) a funcéo de Heaviside, mostrada na Fig. 1(c).

O tempo final de simulagédo € adotado como sendo T =400 ms e o incremento de tempo utilizado é de At =1 ms.
A ordem da derivada fracionaria aqui utilizada vale « =0,5 e consideram-se os cinquenta primeiros pontos (N, =50)

para compor o histdrico da deformac&o inelastica no calculo da discretizacdo do operador fracionario. A Figura 2 ilustra
0 deslocamento axial da extremidade livre da barra em funcdo do tempo e é obtida mediante os algoritmos
implementados neste artigo, e aqueles apresentados por Galucio et al. (2004).

L5 .

m— Timoshenia (Calucio (2004))
Layervise-FS0T
FSDT

\AAVAAAAAA

J

Dreslocamento axial adimensional tbh E/{F Ly

o i \ | \ \ \ \ i i
e 2 4 7] & 10 iz i g 8 20
Tempo adimensional t/t

Figura 2 - Comparacdo entre as trés implementa¢des numéricas.

Nota-se, por meio da Fig. 2, que as duas metodologias (FSDT e Layerwise-FSDT) convergem para um mesmo
resultado que é proximo ao obtido por Galucio et al. (2004).

A segunda aplicacdo numérica consiste na modelagem de uma viga engastada-livre, formada por trés camadas,
sendo um nuicleo de material viscoelastico (ISD112 a 27° C) revestido por duas camadas elasticas de aluminio.
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A viga apresenta comprimento L = 200 mm, largura b =10 mm, espessuras das camadas da base e do topo
respectivamente de h, = h, = 1 mm e camada viscoelastica central h, = 0,2 mm, conforme ilustrado na Figura 1(b).

— [ ayerwise-FSDT
FSDT
== = Timashenko (Galicio (2004))

Deslocarmenta [m]
=)
i

| |
30 100 150 200 250
termpo [ms]

o

Figura 3 - Comparacdo entre as trés formulagBes numéricas adotadas a modelagem da viga sanduiche engastada-livre,
dotada de carga impulsiva aplicada na extremidade livre.

As propriedades mecanicas do material das faces de aluminio sdo p=2690 kg/m®, E =70,3x10° MPa e
v =0,345 . Ja do ndcleo viscoelastico, p =1600 kg/m*, v=0,5, E, =15 MPa, E_ =69,9495 MPa, a =0,7915 e
7=1,4052x10 ms. A estrutura sanduiiche é submetida a uma carga triangular do tipo impulsiva, aplicada em sua
extremidade livre da viga, na direcdo de y , conforme ilustrado pelas Figs. 1(b) e 1(d).

O tempo final de simulagdo adotado vale T =250 ms e o incremento de tempo usado é de At=0,25 ms.
Considera-se N, =50 para o histdrico da deformacéo inelastica no célculo da discretizagéo do operador fracionério.

A Figura 3 ilustra os resultados obtidos da variacdo do deslocamento na direcdo y em relagdo ao tempo para as trés

formulacBes empregadas. Observa-se desta figura que as duas metodologias, FSDT-Layerwise e aquela formulada por
Galucio et al. (2004), convergem para um mesmo resultado, enquanto que teoria FSDT ndo consegue captar o
amortecimento promovido pela camada viscoelastica embutida, além que a estrutura apresenta uma rigidez suplementar
em relacdo a observada pelas duas outras teorias.

7 CONCLUSOES

Os procedimentos de modelagem numérica por elementos finitos realizados para estruturas dotadas de camadas
passivas permitem a validagdo dos algoritmos numéricos implementados.

A teoria Layerwise-FSDT apresenta bons resultados em comparacao aos da referéncia bibliografica na modelagem
de estruturas homogéneas e heterogéneas, dotada de fina camada viscoelastica. Ja a teoria FSDT, em camada
equivalente Unica, é mais indicada para a modelagem de estruturas homogéneas, ou seja, de camada Unica viscoelstica.
O uso das Derivadas Fracionarias permite a formulagdo de estruturas heterogéneas amortecidas estudadas no dominio
do tempo, sem a adicdo de custo computacional apreciavel, sendo, portanto uma importante ferramenta promissora de
integracdo com o MEF na modelagem de estruturas amortecidas através do uso dos materiais viscoelasticos.
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Abstract. This article refers to the characterization by means of finite element models of the dissipative effects in
sandwich structures in the context of passive vibration control. The damping is increased by application of viscoelastic
internal treatments, resulting in a sandwich structure. This technique is used in finite element modeling of the
sandwich formed by using two theories: the First-order Shear Deformation Theory (FSDT) and Layerwise-FSDT. The
damping of the dissipative materials is formulated by using the method of Fractional Derivatives in the context of time
domain. The finite element modeling of the structures examined include the use of a Serendipity rectangular element
with eight nodes. Five or nine degrees of freedom per node are present by use respectively of FSDT or Layerwise-
FSDT theories. The responses are presented in dynamic response functions in time domain, obtained using the
Newmark numerical integrator. Numerical simulations are carried in order to validate the implementation of the
viscoelastic materials using the mathematical method of fractional derivatives, and numerical confrontation of the two
theories in the time domain in the study of a beam sandwich structure which is adopted with a viscoelastic core.

Keywords: sandwich structures and viscoelastic materials, finite elements, Fractional Derivatives, FSDT and
Layerwise-FSDT.



