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Resumo. Este trabalho apresenta comparacdes de parametros entre os métodos multigrid algébrico (AMG) e
multigrid geométrico (GMG) para as equacdes bidimensionais de Laplace e Poisson, em malhas estruturadas
quadrangulares e triangulares. Os parametros analisados sdo: nimero de iteragdes internas no solver, nimero de
malhas e nimero de incognitas. Para o0 AMG, também s&o estudados os efeitos do fator de reducdo de malha e do
fator de forte dependéncia na malha grossa sobre o tempo de CPU necessario para obter a solugdo numérica. Para
malhas quadrangulares é empregado o método de diferencas finitas, e para malhas triangulares, o de volumes finitos.
Os resultados s&o obtidos com uma adaptacao do cdédigo computacional AMG1R6 de Ruge e Stiiben. Para 0 AMG séo
usadas as seguintes componentes multigrid: restricdo por engrossamento padrao, prolongacgéo padréo, esquema de
correcdo (CS), solver Gauss-Seidel lexicografico e ciclo V. Sao feitos estudos comparativos entre os tempos de CPU
do método multigrid geométrico, multigrid algébrico e singlegrid (método de malha Gnica). Verificou-se que: 1) o
ndmero 6timo de iteragdes internas obtidas para 0 AMG e GMG, em malhas quadrangulares, € 0 mesmo, porém
diferente para malhas triangulares; 2) o nimero 6timo de malhas é o nimero maximo, tanto para malhas
guadrangulares quanto para malhas triangulares; 3) o AMG mostrou-se sensivel a variagéo do fator de redugéo de
malha e do fator de forte dependéncia na malha grossa, tanto com relagéo as equagdes abordadas, quanto aos tipos
de malha; e 4) para malhas quadrangulares, 0 GMG resolve o problema em 20% do tempo gasto pelo AMG.

Palavras-chave: diferencas finitas, volumes finitos, otimizacao.

1. INTRODUCAO

O método multigrid tem sido amplamente aplicado devido a sua eficiéncia na resolugdo de problemas de
engenharia. Esta eficiéncia esta ligada a rapida convergéncia obtida na resolugdo de problemas com muitas incégnitas.
O método multigrid tem duas abordagens, que estdo relacionadas a forma de entrada dos dados e na construcdo das
malhas auxiliares: 0 método multigrid geométrico (GMG) (Trottenberg et al, 2001 e Briggs et al, 2000), em que séo
necessarias informacdes a respeito das malhas auxiliares; e 0 método multigrid algébrico (AMG) (Ruge e Stiiben, 1986;
Brandt, 1986; Falgout, 2006 e Haase e Langer, 2002), em que € necessaria a matriz de coeficientes. Desta matriz sdo
retiradas informacdes a respeito da malha inicial, convencionada como a malha com mais incognitas.

O que os dois métodos tém em comum é o fato de o problema ser resolvido empregando uma hierarquia de malhas
que, para 0 GMG tem que ser conhecida previamente. Para 0 AMG esta hierarquia é gerada na fase setup (uma fase
considerada inicial) partindo da matriz de coeficientes. Nas duas abordagens é necessario: gerar as malhas auxiliares,
transferir informacGes entre as malhas (operadores de restricdo e prolongacdo), resolver os sistemas lineares em cada
malha com o uso de um método iterativo (solver) e optar por um dos tipos de ciclos (sequéncia com que as diversas
malhas sdo visitadas) disponiveis na literatura (Briggs et al, 2000 e Trottenberg et al, 2001). De acordo com Trottenberg
et al (2001), uma simples modificacdo no algoritmo pode resultar em uma reducéo significativa do tempo de CPU.
Conforme Langer e Pusch (2006), para que o método multigrid seja realmente eficiente, é necessario adaptar as
componentes do método de acordo com o delineamento fisico do problema e a formulagdo variacional.

De acordo com Ruge e Stuben (1986), o método multigrid algébrico pode ser aplicado a problemas onde a
aplicacdo do multigrid geométrico é dificil ou invidvel. Exemplos destas situacdes sdo dados por problemas
discretizados em malhas ndo-estruturadas, quando as informagdes sdo dadas apenas por uma matriz, quando o dominio
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de célculo é muito complexo, entre outros. Uma comparacdo entre os métodos multigrid algébrico e geométrico pode
ser observada na Tab. (1), adaptada de Chang et al (1996).

Tabela 1. Comparagcdes entre multigrid geométrico e multigrid algébrico (Adaptada de Chang et al, 1996).

Caracteristica Multigrid Geométrico Multigrid Algébrico
Problema a ser resolvido Problemas continuos Sistemas lineares de equagdes algébricas
Informagéo usada Estrutura geométrica do problema Somente as entradas da matriz
Algoritmo (Programa) Preparado para cada problema Unico para todos os problemas
Eficiéncia Muito boa Boa

O método multigrid algébrico pode ser aplicado a problemas em que as localizagdes dos pontos da malha séo
conhecidas, mas sdo ndo-estruturadas ou irregulares. Stiiben (2001) ressalta que este método pode ser aplicado quando
ndo se tem nenhuma informacdo a respeito da geometria do problema. De acordo com Trottenberg et al (2001), as
vantagens deste método sdo robustez, aplicabilidade em situagdes com geometrias complexas e resolucéo de problemas
que estdo fora do alcance do multigrid geométrico.

O objetivo deste trabalho é minimizar o tempo de CPU para a resolugdo do AMG através do estudo das
componentes do algoritmo do método. Este trabalho apresenta comparagdes do namero 6timo de iteragdes internas e do
ndmero 6timo de niveis de malhas para 0 AMG e GMG. Estas comparacfes consideram os resultados obtidos com
malhas estruturadas quadrangulares, para as equagdes de Laplace e Poisson, e com malhas estruturadas triangulares,
para a equacdo de Laplace. Este trabalho também investiga o comportamento de dois parametros que influenciam
diretamente a geracdo das malhas auxiliares do AMG: fator de reducdo de malha e fator de forte dependéncia na malha
grossa.

Vérios trabalhos presentes na literatura trazem comparagdes entre 0 AMG e 0 GMG. Estas comparacdes limitam-se
a: tempo de CPU, nimero de ciclos e eficiéncia do método multigrid pelo estudo do speedup. Watanabe et al (2005)
observaram o crescimento do tempo de CPU conforme o nimero de incognitas é aumentado, tanto para 0 AMG quanto
para 0 GMG. Langer e Pusch (2006) trazem comparagdes do nimero de ciclos gastos pelo AMG e GMG; mostram
também os tempos para a geragdo das malhas auxiliares. O trabalho de Wu e Elman (2006) também compara o ndmero

de iteragdes (ciclos) que 0 AMG e 0 GMG levam para atingir a tolerancia estipulada em 107° .

O trabalho de Campos et al (2006) traz a comparacdo da performance do AMG com GMG, ambos pré-
condicionados e com algoritmos paralelos para um sistema ndo-linear de equac@es diferenciais. Sdo variados namero de
niveis do GMG e namero de niveis e fator de redugdo de malha para 0 AMG, quando sdo utilizados diferentes nimeros
de processadores. O trabalho de Gaspar et al (2009) aplica 0 GMG a malhas triangulares. Trazem resultados para
numero de iteragdes internas e tipos de ciclos para 0 GMG.

Durante a revisdo bibliografica ndo foram encontrados trabalhos que tratem da otimizagdo do algoritmo do AMG e
nem trabalhos que tragam resultados comparativos para os parametros estudados no presente trabalho. Para 0 GMG
tem-se resultados, em malhas quadrangulares, para o nimero de iteracdes internas e nimero de malhas em Oliveira et al
(2008). Para malhas triangulares tem-se o trabalho de Gaspar et al (2009) que traz resultados para o nimero de iteracdes
internas para 0 GMG.

Este artigo esta dividido da seguinte forma: na secdo 2 é apresentada a teoria do método multigrid algébrico; na
secdo 3, os modelos matematico e numérico; na secdo 4 sdo apresentados os experimentos numeéricos e seus resultados;
e na se¢do 5, a conclusdo do trabalho.

2. METODO MULTIGRID ALGEBRICO (AMG)

O método multigrid algébrico é dividido em duas etapas. A fase inicial, chamada fase setup, responsavel pela
geracdo das malhas e pela construcdo dos operadores de transferéncia entre as malhas (restricdo e prolongacgdo). A fase
de solugdo é direta e emprega os operadores definidos na fase setup para se resolver o problema. Nesta fase, as malhas
auxiliares mais grossas (com menos pontos que a malha original) sdo visitadas conforme um ciclo previamente
determinado. Para a construcdo das malhas auxiliares, é necessario fazer uma particdo dos pontos da malha original,
ieQ", onde Q" denota o conjunto de indices {1,2,...,n}. Esta particio resultara em dois subconjuntos disjuntos: o
conjunto C, que é composto pelos pontos que estdo na malha grossa e seu complementar, conjunto F, que contempla os
pontos que ndo estdo na malha grossa. Esta particdo é feita com base nas fortes conexdes algébricas, sendo que, para
determina-la, é necessario definir alguns conjuntos, conforme Egs. (1), (2) e (3):

N, ={jeQ:j=i a;#0] )

Si:{jeNi:—aijzemax|aik| com 0 fix00<9<1} )
ay <0
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onde N; € a vizinhanga do ponto i, S; determina o conjunto de pontos que influenciam fortemente i e S;” € o conjunto
de pontos que dependem fortemente de i. O parametro 6 (03031), que aqui serd chamado de fator de redugdo de
malha, é uma constante que quantifica o quanto um ponto esta fortemente conectado aos outros. De acordo com Ruge e
Stiiben (1986), Trottenberg et al (2001), Cleary et al (2000), Krechel e Stiiben (1999) e Chang et al (1996), o valor a ser
empregado é 6=0,25. Briggs et al (2000) utilizam 6=0,20 e Falgout (2006), 8=0,40. lwamura et al (2003) empregam
vérios valores de 6, que variam conforme a malha que est& sendo resolvida. No presente trabalho é apresentado um
estudo da influéncia deste parametro sobre o tempo de CPU.

Depois de feita a particdo, para cada ponto i, tem-se trés outros subconjuntos, necessarios para se fazer o
engrossamento da malha. O conjunto C,=CnNS;, que contempla os pontos da vizinhanca da malha grossa que

influenciam fortemente i. O conjunto D =D, nS;, onde D, =N, -C,, que sdo os pontos da vizinhanga de F que

influenciam fortemente i. O conjunto D" = D, —S;, onde estdo os pontos que podem estar tanto em C quanto em F, que

sdo chamados de pontos fracamente conectados. O operador de interpolacdo (que transfere as informag@es entre as
malhas) ¢é dado pelas Egs. (4) e (5) (Briggs et al, 2000):
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Outra constante que também é objeto de estudo neste trabalho é o fator de forte dependéncia na malha grossa ().
Para o ponto je DS é necessario decidir quando um ponto esta influenciando fortemente um ponto em C, de tal forma

que a interpolacéo seja influenciada. Para tanto, € necessario definir um conjunto de dados, conforme Eq. (6) (lwamura
et al, 2003):

a; i
SP=1jeD; :;|aij| >g[ mixilikJmaX|aj,| com ¢ >0 fixo (6)

O parametro & também é uma constante e seu valor, que dever ser positivo, esté fixado em ¢=0,35, conforme Ruge e
Stiiben (1986), Briggs et al (2000), Cleary et al (2000), Krechel e Stiiben (1999), Chang et al (1996) e Falgout (2006).
Em Trottenberg et al (2001) é utilizado €=0,20 e em lwamura et al (2003), e=0,35 e £=0,45, de acordo com o nivel de
malha que esta sendo resolvido. Neste trabalho é apresentado um estudo da influéncia deste parametro sobre o tempo de
CPU. Mais detalhes a respeito do algoritmo empregado para a interpolacdo podem ser encontrados em Iwamura et al
(2003).

O codigo computacional empregado para a obtencéo dos resultados aqui apresentados teve como base o programa
AMGI1RE, de Ruge e Stiiben (1986). Deste cddigo é utilizada a fase setup, que emprega engrossamento padrao (baseado
nas fortes conexdes negativas) e prolongacdo padrdo (implementada devido ao uso do engrossamento padrdo). Para a
fase de solugdo é empregado ciclo V, estimativa inicial nula, solver Gauss-Seidel lexicografico, critério de parada

baseado na norma I, do residuo com base na estimativa inicial e tolerancia de 10, No cédigo original de Ruge e

Stiiben foram feitas diversas modificacdes na fase de solucédo, para atender aos objetivos do presente trabalho. A forma
de entrada dos dados também foi modificada, de forma que, para cada tipo de malha (quadrangular ou triangular) existe
um gerador de matrizes especifico, acoplado ao programa principal.
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3. MODELOS MATEMATICO E NUMERICO

Para malhas estruturadas quadrangulares, as equagdes de Laplace e Poisson séo discretizadas com o uso do método
de diferencas finitas (Tannehill et al, 1997), em um dominio de calculo quadrado unitario, sendo que as condigdes de
contorno sdo do tipo Dirichlet. As aproximac6es empregadas para as derivadas da Eq. (7) sdo do tipo CDS-2. Para as
duas equacgdes sdo conhecidas as solugbes analiticas, conforme dado pela Eq. (7) e pela Tab. (2):

82—12- + 82_-2 =S )
OX oy
Tabela 2. Problemas resolvidos.
Termo Fonte Solucdo Analitica Condigbes de Contorno
T@0,y)=T(x,00=0, T(x,1) =X,
520 T(xy) = xy T((l‘);)) . y( ) (x1)
$=0 T(x,y) = sen(wx) Sszrr‘:w(g)) TT((?(I)):;E\)E:)()): Ten=o
S=-20-67)y (M-y)+ L-6y AN Ty =0 —x )y -y?) rOnN =100

TLy)=T(xD)=0

Para malhas estruturadas triangulares, a equacdo de Laplace é discretizada em um dominio de calculo quadrado
unitéario, com o uso do método de volumes finitos (Maliska, 2004 e Ferziger e Peric, 2002). A aplicacdo das condictes
de contorno € feita com o uso de volumes ficticios. Nesta forma de discretizagdo, a equacdo diferencial parcial na forma
conservativa € integrada. As equacOes de conservacdo, aproximadas para os volumes de controle através de diferenca
central de segunda ordem de acuracia, sdo obtidas através da montagem elemento por elemento. Nos dois métodos de
discretizacdo chega-se a um sistema de equagdes algébricas, do tipo AT=b, onde A corresponde a matriz de coeficientes,
T representa o vetor de incognitas e b € o termo fonte.

4. RESULTADOS

Cerca de 700 simulagdes foram realizadas, sendo variados: nimero de iteragBes internas no solver (v), nimero de
niveis de malha (L), fator de redugdo de malha (6), fator de forte dependéncia na malha grossa (g) e nimero de
incdgnitas (N). Estes parametros sdo estudados para a Equacdo de Laplace, discretizada em malhas estruturadas
quadrangulares e triangulares e para a equacdo de Poisson discretizada em malhas estruturadas quadrangulares. Para a
obtencdo dos resultados sdo considerados trés tamanhos de problema para os dois tipos de malha. Para os testes dos
quatro primeiros parametros, para malhas quadrangulares, sdo considerados: problema pequeno (257x257 incognitas),
problema médio (1025x1025 incognitas) e problema grande (4097x4097 incognitas). Para malhas estruturadas
triangulares, séo considerados: problema pequeno (2**=262144 incgnitas), problema médio (22°=1048576 incégnitas) e
problema grande (22=16777216 incégnitas). Para avaliar o efeito do n(imero de incgnitas (N) no tempo de CPU séo
considerados todos os tamanhos de problema possiveis até ser atingido o tamanho maximo (malhas quadrangulares: 5x5
até 4097x4097 incognitas e malhas triangulares: 2°=4 até 2**=16777216 incognitas). O objetivo dos testes apresentados
abaixo é encontrar o valor 6timo para cada um dos parametros testados. Entende-se por valor 6timo como sendo aquele
que resulta no menor tempo de CPU quando aplicado ao AMG.

4.1. Namero de iteracOes internas (v)

Para se encontrar o valor 6timo para este parametro sdo feitos testes para os trés tamanhos de problema descritos
acima, tanto para malhas quadrangulares quanto para malhas triangulares. O valor de v € variado de 1 até 20. Para os
problemas considerados pequeno e médio, para os quais as simulagdes tem tempo de CPU inferior a 10 segundos, as
simulacOes sdo repetidas 3 vezes, sendo que é tomada a média aritmética destes tempos.

Na Fig. (1), podem ser observados os resultados obtidos para cada uma das equacg@es estudadas. Esta figura traz
resultados para o nimero de iteragdes internas para malhas quadrangulares com N=4097x4097=16785409 incognitas e
triangulares com N=2%=16777216 incognitas. Os resultados obtidos para os outros tamanhos de problema sdo
qualitativamente iguais. O nimero étimo de iteragfes internas para malhas quadrangulares, independente do problema a
ser resolvido, é 2; ou seja, Vetimo=2. Para malhas triangulares, vsimo=1. Para 0s dois tipos de malha, observa-se que,
guanto maior o namero de iteragdes internas, maior é o tempo de CPU gasto para resolver o problema.

Em Ruge e Stiiben (1986), Krechel e Stiiben (1999), Briggs et al (2000), Trottenberg et al (2001), Iwamura et al
(2003) e Falgout (2006) é empregado v=1 para a resolu¢do dos problemas, para qualquer tipo de malha. Para malhas
guadrangulares, observou-se que o valor de v coincide com o encontrado para 0 GMG, em Oliveira et al (2008). O

6timo
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trabalho de Gaspar et al (2009), que traz 0 GMG aplicado a malhas triangulares, também conclui que o valor 6timo para
vél
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Figura 1. Namero de iteragdes internas (v) para Figura 2. Numero de niveis (L) para malhas
malhas quadrangulares e triangulares. guadrangulares e triangulares.

Com base nos resultados obtidos, pode-se concluir também que o tipo de malha empregado, quadrangular ou
triangular, influencia no nimero 6timo de iteragBes internas. Com esta otimizacdo para malhas quadrangulares, obteve-
se um ganho de 7,5%, 9,9% e 1,1% para as equacdes de Laplace (Linear e Senoide) e Poisson, respectivamente. Este
ganho é com relacdo ao valor amplamente empregado pela literatura, v=1.

4.2. Numero de niveis (L)

Para o estudo da influéncia do nimero de niveis no tempo de CPU é utilizado o valor 6timo para o nimero de
iteraces internas para cada caso analisado. Para malhas quadrangulares, v=2 e para malhas triangulares, v=1. Na Fig.
(2) pode-se observar o comportamento do tempo de CPU quando é variado o ndmero de niveis para malhas
quadrangulares e triangulares. Desta analise, pode-se concluir que o nimero de malhas a ser empregado na resolucéo do
AMG influencia no tempo de CPU, para os dois tipos de discretizacdo aqui empregados. Observa-se que, quanto menor
0 ndmero de niveis de malha empregados, maior é o tempo de CPU para 0 AMG.

Estes resultados concordam com os obtidos para 0 GMG em Oliveira et al (2008), onde o nimero 6timo de niveis
também é o maximo. Durante a revisdo bibliografica para 0 AMG, observou-se que alguns autores, como Ruge e
Stiiben (1986), Falgout (2006) e Langer e Pusch (2006) ndo se preocupam com o nimero de malhas a ser empregado.
Nos trabalhos em que este dado esta explicito, nota-se a utilizacdo de todos os niveis de malha, como por exemplo em
Krechel e Stiiben (1999), Wu e Elman (2006) e lwamura et al (2003). O trabalho que aplica 0 GMG a malhas
triangulares, Gaspar et al (2009), também utiliza todos os niveis de malha na resolucdo do problema.

Né&o sdo encontrados estudos a respeito do efeito do nimero de malhas no tempo de CPU para 0 AMG. Pode-se
concluir que o tipo de malha aqui empregada (quadrangular ou triangular) ndo exerce influéncia no valor étimo
encontrado para o numero de malhas. Os resultados apresentados acima sdo para as malhas mais refinadas, sendo que,
para os outros tamanhos de problema, os resultados obtidos sdo qualitativamente iguais.

4.3. Fator de reducdo de malha ()

Para o estudo deste pardmetro sdo considerados os valores 6timos obtidos para o nimero de iteragdes internas, (v=2
em malhas quadrangulares e v=1 em malhas triangulares). Para o nimero de malhas € considerado L=Lsyimo. O fator de
reducdo de malha é uma constante que quantifica o quanto um ponto esta fortemente conectado a outro. Dependendo
desta relagdo, um ponto pode ser considerado da malha grossa ou ndo. Existe uma discordancia com relagdo aos valores
empregados pelos autores que resolvem problemas empregando AMG. A maioria dos trabalhos, como Ruge e Stiiben
(1986), Krechel e Stiiben (1999), Trottenberg et al (2001) e lwamura et al (2003) emprega 6=0,25. Briggs et al (2000)
empregam 6=0,20 e Falgout (2006) usa 6=0,40. Nenhum dos trabalhos pesquisados justifica a escolha do valor para 6,
apenas ressaltam que 6=0,25 é um valor padrdo. N&o se conhece na literatura um estudo qualitativo deste pardmetro
para 0 AMG. Por analogia a0 GMG, observou-se que 6=0,25 ou 8=1/4 corresponde a interpolacéo de quatro pontos para
a obtencédo do ponto da malha imediatamente mais fina, o que corresponde a razdo de engrossamento r=2 para 0 GMG.
Os outros valores aqui testados para este pardmetro tém correspondéncia com o GMG: 6=0,11 corresponde a razdo de
engrossamento r=3 e 8=0,0625 corresponde a razdo r=4.

Na Fig. (3) pode-se observar o comportamento do fator de reducdo de malha para os problemas resolvidos em
malhas estruturadas quadrangulares e triangulares. Os resultados ilustrados nesta figura sdo os obtidos para as malhas
mais refinadas, sendo que para os outros tamanhos de problema, os resultados sdo qualitativamente iguais. Conforme
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pode ser observado na Fig. (3), o fator de redugdo de malha apresenta valores 6timos diferentes para os problemas
abordados, que em geral é diferente do valor considerado padrdo na literatura (6=0,25).
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Para malhas quadrangulares, o valor empregado para 6 ndo influencia na constru¢do das malhas auxiliares. Isto
ocorre pois todos os vizinhos estdo fortemente conectados entre si, independente do valor empregado para 6, ou seja,
todos os pontos sempre satisfazem a Eq. (1). Esta conclusdo pode ser extraida da Fig. (3), onde nota-se a pequena
variagdo entre os tempos de CPU obtidos para os valores de 6 em malhas quadrangulares.

Para malhas triangulares, a situacdo descrita acima ndo se aplica, pois na vizinhanga de um ponto tem-se outros trés
(que podem ou ndo satisfazer a Eq. (1)). Assim, o valor do fator de reducdo de malha faz diferenca para a construcéo
das malhas triangulares, ou seja, quanto menor, melhor para os casos analisados, conforme pode ser observado na Fig.
(3). Isto se deve ao fato de que, quanto menor o valor de 8, mais pontos serdo usados para a constru¢éo dos niveis de
malha auxiliares.

4.4. Fator de forte dependéncia na malha grossa (g)

Para se encontrar o valor 6timo para ¢, sdo utilizados os pardmetros 6timos encontrados acima, para cada um dos
problemas abordados. O fator de forte dependéncia na malha grossa € uma constante que define a forte dependéncia no
conjunto de pontos que estdo na malha grossa. Esta constante ira influenciar na construcdo das malhas auxiliares na
aplicacdo do AMG. Este valor ndo € divulgado na grande maioria dos trabalhos que tratam do AMG, como em Krechel
e Stiben (1999), Watanabe et al (2005), Campos et al (2006), Falgout (2006) e em Langer e Pusch (2006). Em Ruge e
Stuben (1986) é utilizado £=0,35. Em Iwamura et al (2003), sdo empregados valores diferentes conforme o nivel de
malha que esta sendo construido. Para este trabalho tem-se £=0,35 para o nimero de niveis menor ou igual a 3 e, £=0,45
quando o ntimero de niveis for maior que 3. Em Trottenberg et al (2001) é utilizado £=0,20 na resolucdo da equac&o de
Poisson. No presente trabalho s&o testados varios valores para €.

Na Fig. (4), pode-se observar o comportamento deste pardmetro para malhas quadrangulares e triangulares. Os
resultados ilustrados sdo os obtidos para os problemas resolvidos com mais incdgnitas, sendo que os resultados para 0s
problemas menores sdo qualitativamente iguais. Para a equagdo de Laplace, tanto para malhas quadrangulares, quanto
para malhas triangulares, o valor étimo para o fator de forte dependéncia na malha grossa é o0 mesmo, ou seja, £=0,35.
Este resultado concorda com a literatura. Para a equacdo de Poisson este valor é diferente, £=0,20. Este Gltimo resultado
concorda com Trottenberg et al (2001) que também resolve a equacdo de Poisson com o uso do AMG.

4.5. Efeito do Numero de Incognitas (N)

Para avaliar o efeito do nimero de incdgnitas no tempo de CPU na resolucdo dos problemas em questdo, foram
tomados os parametros 6timos obtidos anteriormente. Para 0 método multigrid, tanto algébrico quanto geométrico, em
todos os problemas abordados, o expoente p (da equagio t=cNP), manteve-se proximo da unidade conforme o esperado.
Para 0 método singlegrid (SG - método de malha Unica), este valor manteve-se proximo de dois. Os valores para p
mostrados na Tab. (3) sdo obtidos por meio do ajuste de curvas pelo método dos minimos quadrados, onde séo
utilizados os 4 pontos de cada curva com maior N, para se fazer o ajuste.

Nas Figs. (5) e (6), pode-se observar o comportamento do tempo de CPU conforme é variado o nimero de
incdgnitas para 0 AMG, GMG e SG em malhas quadrangulares e para 0 AMG e SG, em malhas triangulares,
respectivamente. Os resultados apresentados nas Figs. (5) e (6) sdo complementares aos apresentados na Tab. (3). Os
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valores encontrados para p estdo proximos para 0 AMG e GMG. Isto reflete o fato destas curvas apresentarem
praticamente a mesma inclinagdo. A inclinagdo para a curva que representa o SG, quando comparado ao AMG e GMG,
é diferente, fato que também pode ser confirmado pela Tab. (3), onde é observada a grande diferenga entre os valores de
p para estes métodos.

Tabela 3. Valor de p em t=cN".

Problema resolvido AMG GMG SG
Laplace Linear Quadrangular 1,05 1,09 1,92
Laplace Sendide Quadrangular 1,00 1,07 191
Poisson Quadrangular 1,04 1,04 2,04
Laplace Linear Triangular 1,05 - 1,88
Laplace Sendide Triangular 1,04 - 1,88
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Figura 5. Tempo de CPU para AMG, GMG e SG
para malhas quadrangulares.

Figura 6. Tempo de CPU para AMG e SG para
malhas triangulares.

Na Fig. (5), que ilustra os resultados em malhas quadrangulares, pode-se observar que as curvas para 0 GMG e para
0 AMG possuem a mesma inclinacéo, para os trés problemas analisados. Nota-se ainda que estas curvas, para 0 AMG e
GMG, estdo um pouco afastadas. Este comportamento é esperado, j& que o GMG €é mais rdpido para malhas
estruturadas quadrangulares. A razéo entre os tempos de CPU obtidos para 0 AMG e GMG ¢é de aproximadamente 5, ou
seja, 0 GMG resolve o problema em 20% do tempo gasto pelo AMG. Na Fig. (5) nota-se ainda que a curva para o
singlegrid, além de estar mais afastada das demais, possui inclinagdo diferente. Estes resultados concordam com 0s
obtidos por Watanabe et al (2005), que trazem um grafico onde sdo comparados os tempos de CPU para 0 AMG e
GMG.

Para malhas triangulares, na Fig. (6), é observada a inclinagdo diferente para as curvas que correspondem ac AMG
e ao SG, além destas curvas estarem bem afastadas. Este comportamento também é o esperado para malhas triangulares.

4.6. Otimizacao do algoritmo AMG

Neste trabalho, o principal objetivo é a otimizagcdo do codigo computacional, através da andlise de parametros
previamente determinados. Estes parametros sao testados um a um, de forma a resultar em um conjunto 6timo para cada
um dos casos analisados. Com este conjunto de otimizagGes, sdo obtidos ganhos em tempo de CPU para a resolugédo dos
problemas abordados. A diferenca entre o problema resolvido com o algoritmo padrdo (v=1, L=Lpaxime, 6=0,25 €
€=0,35) e o algoritmo otimizado cresce conforme aumenta o nimero de incdgnitas. O algoritmo 6timo contempla os
parametros 6timos obtidos para cada problema acima estudado. Na Tab. (4) pode ser observada a razdo entre os tempos
de CPU para o programa otimizado e o padrdo. Nesta tabela também podem ser observados os tempos de CPU para 0s
problemas resolvidos com mais incognitas.

Conforme a Tab. (4), pode-se concluir que sdo alcangados ganhos em termos de tempo de CPU para todos os
problemas resolvidos. A reducédo obtida do algoritmo otimizado em relacdo ao padrdo é de 8% a 15%. O problema que
obteve 0 menor ganho é o de Poisson, cuja resolu¢do com o algoritmo otimizado leva 92% do tempo obtido com o
algoritmo padrdo. Os problemas que obtiveram melhores ganhos sdo os resolvidos em malhas triangulares. Para a
equacdo de Laplace, cuja solucdo analitica é dada por uma funcéo linear, o algoritmo otimizado leva 85% do tempo de
CPU obtido com o algoritmo padréo.

Na Tab. (5), podem ser observados os valores obtidos para o valor de p (em t=cNF) tanto para 0 AMG otimizado,
guanto para 0 AMG considerado padrdo. Os valores do algoritmo otimizado sdo menores (estdo mais proximos de um)
que os valores obtidos quando é considerado o algoritmo padrdo. Nesta tabela, pode-se observar ainda o nimero de
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ciclos (iteragBes externas) que sdo realizados para 0 AMG atingir a tolerancia estipulada. Nota-se uma reducéo neste
numero para o algoritmo otimizado. Para a equagdo de Laplace resolvida em malhas quadrangulares, esta redugdo é de
quase metade.

Tabela 4. Comparagdes do tempo de CPU entre o algoritmo padréo e o otimizado.

Problema resolvido Tempo de CPU (s) Tempode CPU (s)  tcp (otimizado)
Padréo Otimizado " tepy (padrao)
Laplace Linear Quadragular 62,2 55,8 0,90
Laplace Sendide Quadrangular 63,1 56,6 0,90
Poisson Quadrangular 75,6 69,7 0,92
Laplace Linear Triangular 112,8 96,2 0,85
Laplace Senoide Triangular 115,1 99,2 0,86

Tabela 5. Valor de p em t=cN’.

Problema resolvido AMG —-Padrdo AMG -Otimizado Ciclos - Padrdo Ciclos — Otimizado
Laplace Linear Quadrangular 1,06 1,05 10 6
Laplace Sendide Quadrangular 1,05 1,00 10 6
Poisson Quadrangular 1,12 1,04 13 9
Laplace Linear Triangular 1,08 1,05 29 25
Laplace Senoide Triangular 1,07 1,04 30 25

5. CONCLUSAO

Neste trabalho sdo testados alguns parametros do método multigrid algébrico na resolugéo das equactes de Laplace

e Poisson bidimensionais, sendo que a equacgdo de Laplace é discretizada em malhas estruturadas quadrangulares e

triangulares, enquanto que a equacgdo de Poisson é resolvida apenas em malhas quadrangulares. Para malhas

guadrangulares emprega-se 0 método de diferencas finitas para a discretizacdo das equaces diferenciais parciais, e para
as malhas triangulares, utiliza-se o0 método de volumes finitos. Foram analisados os efeitos dos seguintes parametros
sobre o tempo de CPU: nimero de iteragBes internas (v), ndmero de malhas (L), fator de reducéo de malha (8), fator de
forte dependéncia na malha grossa (&) e niamero de incognitas (N). Alguns dos resultados obtidos sdo comparados aos
disponiveis para o GMG.

Com a realizacéo deste trabalho, verificou-se que:

1) O ndmero de iteracdes internas afeta significativamente o tempo de CPU. Para as equagdes de Laplace e Poisson
discretizadas em malhas quadrangulares, vsimo=2. Para malhas triangulares, encontrou-se vstimo=1.

2) O namero de niveis empregados para a resolucdo do AMG afeta significativamente o tempo de CPU. Para as
equacOes acima citadas, observou-se que Letimo=Lmaximo, Para malhas quadrangulares e triangulares. Para 0 GMG o
6timo encontrado também é o nimero méximo de malhas.

3) O fator de redugdo de malha varia conforme o problema que esta sendo abordado: em malhas quadrangulares, para
a equacdo de Laplace (Linear) tem-se 6=0,20; para Laplace (Sendide), tem-se 6=0,25; e para Poisson, tem-se
0=0,40. Para malhas triangulares o valor 6timo € 6=0,0625.

4) O fator de forte dependéncia na malha grossa também apresenta variagdes conforme o problema resolvido. Em
malhas quadrangulares, para a equacdo de Laplace, tanto linear quanto sendide, tem-se £=0,35. Para Poisson,
£=0,20. Para malhas triangulares o valor 6timo é ¢=0,35.

5) Com as otimizagOes feitas foram reduzidos o tempo de CPU, o valor do expoente p e o nimero de iteracdes
externas para todos os casos analisados.

6) Foram obtidos resultados em malhas mais refinadas que as apresentadas na literatura, tanto para malhas
triangulares quanto para malhas quadrangulares.

7) Para malhas quadrangulares, 0 GMG resolve o problema em 20% do tempo gasto pelo AMG.
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Abstract. This work presents comparisons of parameters between the algebraic multigrid (AMG) and geometric
multigrid (GMG) methods for Laplace and Poisson two-dimensional equations in square and triangular structured
grids. The analyzed parameters are: the number of internal iterations in the solver, the number of grids and number of
unknowns. For AMG, the effects of the grid reduction factor and the strong dependence factor in the coarse grid on the
necessary CPU time to obtain the numeric solution are studied. For square grids the finite difference method is used,
and for the triangular grids, the finite volume one. The results are obtained with the use of na adapted computational
code from the original AMG1R6 of Ruge and Stiiben. For the AMG the following multigrid components are used:
restriction by the standard coarsening, standard interpolation, correction scheme (CS), lexicographic Gauss-Seidel as
solver and V cycle. Comparative studies among the CPU time of the geometric and algebraic multigrid methods and
singlegrid (method of unique mesh) are made. It was verified that: 1) the optimum number of internal iterations
obtained for AMG and GMG, in square grids, is the same, however it has a value different for triangular grids; 2) the
optimum number of grids is the maximum number, for both square and triangular grids; 3) AMG was shown to be
sensitive to both the variation of the grid reduction factor and the strong dependence factor in the coarse grid, in
relation to the approached equations, as lake to the mesh types; and 4) in square grids, the GMG solvesthe problem
in20% of the time spend for AMG.
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