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Resumo: Uma das limtacoes do Método de Elementos Finitos é a falta de precisdo na determinagdo de altas
freqiiéncias. Geralmente os autovetores obtidos pelo Método de Elementos Finitos representam um pequeno
percentual do espectro de frequencias do sistema em andlise. Esta limitacdo se agrava quando sdo utilizados
elementos de alta ordem na andlise. A falta de precisdo se caracteriza pelo surgimento de resultados espirios para
determinados valores de frequéncia. Este problema fica evidente nos diagramas normalizados de frequéncia para
problemas especificos, onde os valores espiirios para a frequéncia denotam os ramos aciisticos e oticos do espectro.
Neste artigo é proposta uma alternativa baseada no Método de Elementos Fintios Generalizado com alta
regularidade na abordagem do problema de autovetores de uma barra engastada nas suas extremidades. Os
resultados mostram que as fungoes de enriquecimento utilizadas para construir o espago de aproximacdo sdo
capazes de capturar altas freqiiencias.
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1. INTRODUCAO

Dentre as primeiras propostas para abordar problemas de modos e frequéncias naturais, utilizando métodos sem
malha, estdo os trabalhos de Lu, Belytschko e Tabbara (1994) que utilizaram o Element Free Galerkin method, EFG, na
aproximacdo do campo de velocidades de uma barra com comportamento eldstico e elastopldstico. Em (1995), Liu et al,
com o Reproduzing Kernel Particle Method, RKPM, mostram uma reducio de tempo significativa, com relagdo ao
MEF, na determinacdo de freqiiéncias naturais de baixa ordem em problemas uni e bidimensionais eldsticos, elasto-
plasticos. Em (2002) Liew et al utilizam Reproducing Kernel Particle Method (RKPM), na forma hibrida, para abordar
problemas de freqii€éncias naturais em cilindros rotativos. Em (2003) G. Liu utiliza o Moving Least Square (MLS) para
aproximar problemas de deflexdes e vibracdes livres em placas finas com formas complexas. Outros trabalhos ndo
menos relevantes sdo os de Ferreira et al (2005), onde os autores utilizam o Multiquadrics Method na andlise de
freqii€ncias naturais em cascas rasas de dupla curvatura. Nos trabalhos supracitados os autores mostram o potencial do
método na abordagem deste tipo de problema. Entretanto, ndo had preocupacdo em explorar o efeito da regularidade
destes espacos na determinacdo de modos e freqii€ncias elevadas. Algumas das limitacdes sdo decorrentes da
sistemdtica utilizada para construir o espago de aproximacdo, que em alguns casos, gera matrizes de rigidez e massa
positivas semi-definidas. E conhecido, entretanto, que os problemas de autovalores utilizando matrizes positivas semi-
definidas se caracterizam por apresentar modos de deslocamento de corpo rigido que ndo devem surgir, por exemplo,
em problemas de vibragdes livres de estruturas estaticamente determinadas. O problema da obtencdo de modos e
frequéncias naturais elevadas, e com precisdo aceitdvel, ainda é um tema de pesquisa em aberto onde devem surgir
indmeras propostas para sua abordagem.

No momento o Método de Elementos Finitos (MEF) se consolida como uma das metodologias computacionais
mais difundidas na resolucdo de problemas de multi-fisica. Entretanto, ele se mostra limitado para abordar este tipo de
problema. Uma das limitagdes do MEF na abordagem de problemas de vibragdes livres ndo amortecidos € a perda de

N

precisdo a medida que as freqiiéncias ficam mais altas. Esta perda de precisdo estd diretamente relacionada a
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regularidade do espago de baixa ordem utilizado no MEF e fica mais critica 2 medida que aumenta a ordem dos
elementos utilizados. Em problemas elipticos de autovalores o aumento do erro nos autovetores com o incremento do
autovalor € constatado pelos estimadores a priori da versdo “h” do MEF. Os estimadores de erro a priori para a versdo
“h” do MEF, Hughes (1987) e Givoli (2008), mostram claramente que o erro aumenta de forma exponencial com o
aumento da ordem polinomial e diminuem com o aumento da regularidade do espago de aproximacao.

Recentemente, pesquisas envolvendo a construgdo de espagos de aproximagdo de alta regularidade baseadas em
metodologias de andlise isogeométrica, veja Cottrel el al (2007a), mostram uma superioridade surpreendente com
relacdo ao MEF na determinacdo de modos e freqiiéncias elevadas de problemas de vibracdes livres ndo amortecidas. O
k-method, proposto pelos autores supracitados utilizam a andlise isogeométrica para construir espacos de aproximagao
de alta ordem e com regularidade desejada. Os resultados obtidos com esta metodologia mostraram valores mais
precisos que o MEF na andlise de freqiiéncias naturais elevadas quando analisado o problema de vibragdes livres de
uma barra eldstica vinculadas nas extremidades. As curvas para valores normalizados de freqii€ncia natural sdo suaves e
a precisio aumenta a medida que é aumentada a ordem polinomial do espago de aproximagdo, Cottrel el al (2007b). Por
outro lado, quando € utilizado o MEF com elementos de alta ordem ocorre uma perda significativa de precisdo na curva
supracitada a qual se manifesta por um salto no diagrama definindo os chamados ramos actsticos e 6ticos do espectro.
Esta metodologia, promissora sem duvida, mostra seu surpreendente potencial na abordagem de problemas suaves,
contudo, apesar de se ter uma representacio muito mais precisa da geometria, acredita-se que deva apresentar um custo
computacional elevado por conta da integracdo numérica de fun¢des ndo suaves. Por outro lado ndo se tem a
versatilidade dos métodos sem malha de inclusdo de modos conhecidos da solu¢do em problemas de localizacdo e nem
a possibilidade de enriquecimento anisotrépico da solugdo, ja que o espaco de aproximag¢ao do campo € o mesmo que o
espaco utilizado para representar a geometria.

Por outro lado o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), com os espagos de aproximagdao
construidos conforme Melenk e Babuska (1996), Oden et al (1996) e Duarte et al (2000), apresentam alguns
inconvenientes para abordar o problema geral autovalores. Estas dificuldades provém da sistematica utilizada para
construir as funcdes de aproximagdo que gera modos linearmente dependentes resultando numa matriz de rigidez e de
massa positiva semi-definida cujas limitagdes foram supracitadas neste texto.

Neste artigo os autores utilizam o Método de Elementos Finitos Generalizados (MEFG) com espacos de alta
regularidade e alta ordem na abordagem de problemas de vibracdes livres ndo amortecidas em barras eldsticas
vinculadas nas extremidades. O espaco de aproximacdo do campo de deslocamento é obtido por enriquecimento

explicito de particdes de unidade com regularidade C(])‘ (Z), k=0,2,4,....,00, obtidas a partir de polinomiais racionais.
O escopo do trabalho consta das seguintes se¢des: Introducdo; Construcio do espaco de aproximagdo segundo o MEFG;
Espacos de aproximacdo com regularidade Cg (E), k=0,2,4,...00; Resultados numéricos; Conclusoes;

Agradecimentos; Referéncias.
2. ESPACO DE APROXIMACAO SEGUNDO O MEFG

O Método dos Elementos Finitos Generalizados € derivado das metodologias que constroem o espagco de
aproximacdo por enriquecimento da particio da unidade. O procedimento de enriquecimento nodal consiste,
essencialmente, na multiplica¢do da Particdo de Unidade (PU), vinculada a uma parti¢cdo de elementos, por funcdes de
aproximacao associadas aos nds ativos, isto €, nds seletivamente escolhidos para serem enriquecidos entre aqueles que
compdem a malha.

Neste trabalho as fungdes de enriquecimento sdo definidas em um dominio paramétrico Y. vinculado ao dominio

fisico por meio de uma fungdo vetorial de mapeamento X(s), ver Fig. 1, Garcia e Proenga (2007). No MEFG o espago
de aproximagdo global constitui-se de todas as combinacdes lineares possiveis de um espaco de dimensao finita gerado
pelo produto entre as fungdes {g@, }Z=1 que definem uma particdo da unidade e pelas fungdes que geram o espago de
aproximacao local (Qf ) . A seguir sdo apresentadas as defini¢des que serdo utilizadas para mostrar a metodologia de

construcdo do espaco de aproximagdo global.

2.1 Particdo de unidade (PU) do tipo Lipschitz

Defini¢io: Seja = R" um conjunto aberto, seja ainda {a)a}zzl uma cobertura aberta de X que satisfaz a seguinte

condicdo de cobertura:

IMeN Vel card{a/xew}<M (1)

Diz-se que {¢,}' = ¢é uma PU do tipo Lipschitz subordinada a cobertura aberta {e,}  se satisfazer as

propriedades:
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i. Supp((oa)ca)ava (2)
i. $¢,=1Vrex o
a=1
iit. @] (gy < C. :
C
- <76
V. Vel & diam (a,) .

Nas Egs. (1)-(5), M é o nimero de fun¢bes da PU que cobrem um ponto xe @, e N € o conjunto dos naturais. As

¢ dita com regularidade me N se

n
a=l1

constantes C_e C, independem de ¢,. A particdio de unidade {@,}

{p.} <C"(R").

Figure 1: a) PU sobre a cobertura aberta {@,} ,b) PU definida sobre o dominio fisico do problema.

Na Fig. 1 apresenta-se um exemplo de particio da unidade subordinada a cobertura {a)a}zzl de forma que
¥ cU®, . A parti¢do de unidade da figura ¢ de regularidade m=0, portanto, {¢, }ZZI € Cg x).

9

Defini¢do (Espaco de Aproximacdo Local, @): O espago de aproximacgdo local de ordem “p” associado a
particdo da unidade “ ¢ ” € definido como,

ar = span[{pka}::l} (6)

sendo p,, mondmios de grau “k” definidos no sistema de coordenadas com origem no ¢ -ésimo né ativo da malha. Os
espacos locais @’ sdo construidos usando bases polinomiais, devido a boa capacidade de aproximagdo e a facilidade de
aplica¢do a uma ampla variedade de problemas.

Definicao (Espago de Elementos Finitos Generalizados, & ): Seja {a)q}:::l uma particdo da unidade subordinada a

cobertura aberta {@, }Zzl , define-se o espago de aproximacgdo global de ordem “p” como sendo,

&' = span [{(oa@;}zzl} (7
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Figura 2: a) PU linear; b) ¢ = ¢, 5 ;¢) y¥ =¢,5°; d) Mapeamento da func¢ido ¥ no dominio fisico; e)

Mapeamento da funciio y; no dominio fisico.

Na Fig. 2 apresenta-se um exemplo de espago local gerado a partir de uma particdo da unidade formada por fungdes

lineares. Para este exemplo, toma-se 0, = {1,?,?2} com espago de aproximagdo local dado por @ = span [{1,?,?2}].

As Fig. 2b e 2c mostram as fung¢des ¥ e W, que geram o espaco do MEFG dado por,

g = spanfy! w5 .y} = span{@,1.0,5.0,5°} ®)

As Fig. 2d e 2e representam o mapeamento X:Y¥X — Q do espago de elementos finitos generalizados do dominio
parametrizado para o dominio real, Garcia e Proenga (2007).

3. PARTICOES DE UNIDADE COM REGULARIDADE C(lf (X), £=0,2,4,...,00

As caracteristicas do espago &” sdo:

° dim(&i ”) < np ; conforme demonstrado em Duarte et al (2000);

e a regularidade de uma funcdo we " com ¥ =¢p ¢ igual a menor regularidade das fungdes ¢ ou p

conforme Duarte e Oden (1996).
Duarte et al (2000) mostram que os espacos de elementos finitos generalizados construidos a partir de PU lineares,

fun¢do tenda, possuem regularidade Cg (X) e a matriz de rigidez é singular. No presente trabalho é apresentada uma

alternativa para construir o espago de aproximacdo unidimensional sem problemas graves de condicionamento da
matriz de rigidez e com regularidade desejada.

3.1. PU definida a partir de polindmios racionais

As fungdes da parti¢do de unidade, apresentadas neste trabalho, sdo fun¢des de Shepard Eq. (14), construidas a

partir de funcGes peso obtidas por polinomiais racionais com regularidade C(])‘ (X), k=0,2,4,...,00. Estas fungdes sdo

definidas em R, como segue: Seja W, : R — R tal que W, € C(])‘ (E), k=0,2,4,...,00 , com as seguintes propriedades:

i W, (S)ZO,VSEZ 9
i Wy (5) =Wy (s—54) Wy (s)e Ch, k=0,2,4,...,00 (10)
iii. VseX—card{a/sew,}<MeN (an



VI Congresso Nacional de Engenharia Mecadnica, 18 a 21 de Agosto 2010, Campina Grande - Paraiba

Para o caso especifico desta proposta as fungdes peso sio W, (&) e W, (&) sdo definidas no dominio paramétrico do

elemento. Neste caso M=2, ou seja, tem no miximo duas fungdes peso que cobrem qualquer ponto no dominio do
elemento, ver Figura 3a e 3b. Para as fun¢des peso propostas as propriedades gerais podem ser resumidas em:

i Wy (§eCr(Q,) 12)
i. W,(5)20. v&eQ, (13)

As fungdes de Shepard neste caso sdo resumidas pela expressdo:

95 (&) =W, (&) ZW ($). (14)

r=1

A partir da Eq. (14) as fungdes da particdo de unidade associadas aos nos do elemento de coordenadas paramétricas
&=—-1e &=1; sdo definidas por:

9, (5) =W, ($),/(W,(£)+W,(£)) (15)
(p(«f) W, (E)1 (W, (§)+W, (&) (16)

A forma geral da fun¢do peso indicada em (12) e (13) é dada por:
n
Wﬁ(.f):[l—(uf)z/hé]  neN*, f=1.2 (17)

As fungdes definidas na Eq. (17) possuem regularidade C; (Q,) e C; (X)se n for par e C,”'(X)se n for fmpar

sendo ne N . Para o caso em que a particdo de unidade tem regularidade C; () as fungdes W, (&) e W, (&) sdo

definidas pela Eq.(18) e Eq.(19) a seguir

W (&) =1-(1+&) /4 (18)
W, (&)=1-(1-¢)" /4. (19)

Enquanto que para as fungdes de parti¢des de unidade com regularidade C; (Z) se tem,
6
(&) =[1-(1+8)" /4] (20)
6
W, (&)=[1-(1=¢) /4] . @21)

Nas Fig. 3a e 3b sdo apresentados os graficos das fungdes definidas nas Egs. (18), (19) e Egs. (20), (21)
respectivamente. J4 nas Figures 4a e 4b sdo apresentados os graficos das PU’s com regularidade C; (X) e C;(X)

definidas pelas Eq. (15) e Eq.(16). Na Fig. 4a, nota-se a presenca de cuspides das particdes de unidade com
regularidade C; (X), indicando que a primeira derivada da fungio nfo existe nas fronteiras entre elementos conforme
indicado na Fig. 5a. Por outro lado as fungdes com regularidade C{ (X), com extremidades achatadas, observadas na

Fig. 5b indicam que a primeira derivada é continua e nula nas fronteiras entre elementos como pode ser observado na
Fig. 5b.



VI Congresso Nacional de Engenharia Mecadnica, 18 a 21 de Agosto 2010, Campina Grande - Paraiba

10— — 1~ -
0.9} E 09
0.8+ 08
0.7} : 0.7
06 06 W,
W?
05 05
0.4+ - 0.4
0.3} 0.3
0.2} : 0.2}
Wl
0.1+ 1 0.1
WZ
0 : 11| I ERS i S .- = e T e N B |
1 0.5 0 05 1 -1 05 0 0.5 1
(=) ()

Figura 3 - a) Grificos das fungdes W, e W, com regularidade C; (X) ; b) Graficos das funcdes W, e W, com

regularidade C_ (Z).
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Figura 5 - a) Derivadas da PU, regularidade C; (X) ; b) derivada da PU, regularidade C; (X).
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4. RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secdo é apresentado um estudo de caso constituido de uma haste vincula nas duas extremidades onde ¢
analisada a capacidade dos espacos de aproximacdo de alta regularidade determinar com precisdo freqii€éncias elevadas
do sistema.

It
1
I AR’

— L | ~N
g [ .

u=0 §l> I |4<|§ u=0 ® 20mm
I
I L=300mm

Figura 6: Barra vinculada nas extremidades.

A barra tem médulo de elasticidade E = 2,1x10° MPa , massa especifica p = 7,850)(10_5 kg/ mm’ e propriedades

geométricas indicas na Figura 6. O resultado obtido para a barra provém de um problema eliptico de autovalores
definido pelas Eqs (22)-(24).

du(x) |

o Y =0 (22)
u(x)=0, x=0 (23)
u(x)zO, x=1L 24)

As Egs. (22), (23) e (24) descrevem a formulacdo forte para um problema de vibragdes livres ndo amortecidas da
barra onde u(x), corresponde ao modo de vibragdo na dire¢cdo x e w a freqiiéncia natural associada a este modo. A

solucdo analitica do problema para as freqiiéncias naturais e os modos é dada pelas Eqs.(25) e (26),

w=_"% (25)

W
u(x)= Acos(\/gwj)w Bsen [\/gw]x (26)

Em (26) as constantes A e B sdo determinadas a partir das condi¢des de contorno do problema.
A equacdo discretizada para o problema, obtida a partir do método dos residuos ponderados (Galerkin), é definida
pela Eq. (27).

iBTEde - wz:j) PN Ndx =0 27)
onde,

N:[g//l1 v, o pE e l//;:l; a=lo; i=l..p (28)
e

B=[yi, vi. vi, -~ WL o VL] aslem izl (29)

Em (28) e (29), ¥ é a fungdo de aproximagdo i correspondente ao no a.

A primeira andlise corresponde aos valores relativos de freqii€ncia natural obtidos a partir dos resultados numéricos
e da solugd@o analitica da Eq. (25). Os resultados numéricos foram obtidos utilizando fun¢des de aproximacdo linear
tanto para o MEF quanto para o MEFG sendo que em todos os casos forma utilizados duzentos graus de liberdade para
modelar o problema.

Os resultados indicados na Figura 7, correspondem aos seguintes espagos de aproximacao:
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i PU polinomial racional com regularidade C; (£) com enriquecimento com base polinomial p=1;

ii. PU polinomial racional com regularidade C; (X) com enriquecimento com base polinomial p=1;

iii.

1v. MEEF, linear.

Figura 7: Valores normalizados de freqiiéncias naturais da barra.

1.8

1.7H
1.6H
1.5¢

z 1.4r

— PU C°(%) pol. Racional
PU C%(2) pol. Racional

=== PU C*() pol. Racional
MEF linear

213

09
0

0.2 04

0.8

PU polinomial racional com regularidade C; (X) com enriquecimento com base polinomial p=1;

Os resultados indicam um desempenho satisfatério embora pouco preciso do MEF. Neste caso os resultados
mostram um comportamento suave e continuo, contudo os valores com precisdo aceitdvel ndo vao além de vinte por
cento do nimero total de modos obtidos pelo modelo. Para o caso dos espacos obtidos segundo o MEFG fica evidente a

influéncia da regularidade nas respostas. Para o espago construido com regularidade do tipo C; (X), nota-se um

resultado muito pobre com precisdo que nao vai alem de dez por cento do nimero total de modos aproximados pelo
modelo, além disto, nota-se o surgimento de valores espurios de freqiiéncia que fica claro com o salto no diagrama para

n/N = 0,5. Para os espagos com regularidade C; (Z), se observa um ganho significativo em precisio apresentando um

comportamento suave da curva. Finalmente para espagos com regularidade C,(Z), os resultados mostram um

comportamento suave da curva, entretanto, pouco preciso para enriquecimentos obtidos com baixa ordem polinomial.

| = PU ) p=1
== PUCHg) p=1
| == BUCHOY Pt

LT R LTI R AT

02

06 0.8 1
n/N

— PUCTC) p=3
== PUCHD) p=3
== PU C*() p=3

02

0.4

n/M

— PUCYC) p=5
== PUC(C) p=5

== PU CY0) p=5

02

0.4

niM

| = Pucka)p=2 |
| == Pu i) p=2

0.2 04

n/iN

[—"Puctcyp=4 |
== PU Q) p=4
== PU C*() p=4 |

-..rhﬁ:.‘.:;:
0.2 0.4 0.6 08 1
niN
[=—Pu C%0) p=6
| == PuCc) p=5
| == Puc'y p=s

(b)

(d)

®

Figura 8: a) freqiiéncia normalizada p=1; b) freqiiéncia normalizada p=2 ;c) freqiiéncia normalizada p=3
d) freqiiéncia normalizada p=4; e) freqiiéncia normalizada p=5; f) freqiiéncia normalizada p=6.

A andlise a seguir mostra a influéncia da regularidade do espago de aproximagdo construido segundo a versdo “p

[T 1]

do MEFG na captura de valores elevados do espectro de freqiiéncias naturais do problema em questdo. Os resultados
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para esta andlise sdo obtidos a partir de um enriquecimento das PU’s com regularidades indicadas nos itens i,ii e iii do
modelo anterior, com bases polinomiais com ordem p = {1, 2,3, 4,5,6} .

A geometria do problema foi representada com dez elementos unidimensionais lineares, entretanto, para aproximar
o campo de deslocamento foi utilizado um nimero maximo de setenta e cinco graus de liberdade correspondente ao
espago de aproximagdo gerado com polindmio de sexta ordem.

Os resultados mostrados nas Figuras 8a-f mostram a influéncia da regularidade do espaco de aproximagdo na versao
“p” do método. A andlise das figuras mostra claramente uma melhora significativa na convergéncia dos valores

iz iénci i uf ulari . u
normalizados da freqiiéncia com o refino “p” para o espago construido com regularidade C; (X) . Por outro lado para os

s . 2 A . .
espacos construidos com regularidade C, (X) houve uma melhora na convergéncia de valores normalizados para

freqii€ncias inferiores a cinqiienta por cento do total dos modos aproximados pelo modelo, sendo que acima deste valor,

99

nota-se uma nitida perda de precisio. Para o espago com regularidade C, (X) o refino “p” melhora sensivelmente a

convergéncia atingindo valores precisos até aproximadamente oitenta por cento do espectro de freqiiéncias.
5. CONCLUSOES

De forma geral constatou-se um bom desempenho dos espacos de alta regularidade na abordagem de problemas
elipticos de autovalores. A utiliza¢do de particdes de unidade construidas a partir de polinomiais racionais permite obter
matrizes de massa e rigidez simétricas e positivas definidas excluindo, desta forma, os modos de deslocamento de corpo
rigido do problema de autovalores. A influéncia de espagos de aproximacao de alta regularidade corrobora a prescri¢do
dos estimadores a priori para problemas elipticos de autovalores, modelados segundo a versdao “h” do MEF. Neste caso
o aumento da regularidade do espaco de aproximacdo produz uma reducio sensivel do erro esperado nas freqiiéncias e
nos modos com o aumento dos autovalores. Por outro lado, ao contrario que no MEF, onde a utiliza¢do de elementos de
alta ordem produz uma perda significativa de precisdo dos valores obtidos para as freqiiéncias naturais do problema,
Cottrell (2007), os resultados das Figuras 8a-f mostram um bom desempenho da versdo “p” do MEFG principalmente
para espagos de baixa regularidade C,(Z). Os resultados obtidos neste trabalho mostram um desempenho
surpreendente para os espacos de alta regularidade construidos a partir de polinomiais racionais na abordagem de
problemas de modos e freqiiéncias elevados em barras com comportamento eldstico. Embora o estudo de caso tenha
sido feito sobre uma componente estrutural simples, como € caso da barra, resultados igualmente promissores estao
sendo obtidos, pelos autores deste artigo, em problema axissimétricos de placas e cascas que por brevidade ndo podem
ser citados neste artigo.
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SUMMARY: One of the limitations of the Finite Element Method is the lack of precision in the estimation of the
high frequencies. In general the eigenmodes obtained by the Finite Element Method represent a small percentage
of the total modes. This limitation gets worse when high order finite elements are employed into the analysis. The
lack of accuracy is characterized by the appearance of spurious results which starts from a particular value of
frequency. This problem becomes evident when normalized diagrams for a particular problem are constructed and
are denoted as acoustic and optical branches. In this article an alternative method based on the enrichment of the
partition of unity, sometimes called Generalized Finite Element Method, is derived and applied to solve the simple
problem of eigenmodes of a rod clamped at both ends. Results show that the enriched shape functions,
approximation space, are able to capture high order frequencies.
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