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Resumo:  No presente trabalho, o escoamento laminar de fluidos não newtonianos, com modelo lei de potencia, é  
estudado no interior do canal de placas planas. O Método das Linhas é utilizado para solucionar as equações de 
camada limite no desenvolvimento hidrodinâmico. A formulação em variáveis primitivas é adotada. É utilizado o  
Método  das  Linhas  para  transformar  o  sistema  de  equações  diferenciais  parciais  em um sistema  acoplado  de 
equações  ordinárias  não-lineares,  que  pode  ser  solucionado  numericamente.  São  apresentados  resultados  e  
comparações com dados disponíveis na literatura.  
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1. INTRODUÇÃO 

O  estudo  do  desenvolvimento  hidrodinâmico  no  escoamento  laminar  de  fluidos  tem  motivado  muitos 
pesquisadores, segundo Shah & London (1978). As equações da camada limite são um modelo matemático importante 
na simulação de vários problemas de interesse prático. Segundo Veronese et all (2002) exemplos típicos de substâncias 
com comportamento não newtoniano são: suspensões de sólidos em líquidos, polímeros, emulsões, borrachas, plásticos, 
petróleo, detergente, fluidos biológicos e farmacêuticos, alimentos, óleos e tintas.  Com o crescimento da importância 
destes fluidos nos processos industriais, notadamente nas industrias petroquímica,  siderúrgica,  nuclear,  aeroespacial 
ente outras. Assim a simulação do escoamento de fluidos não-newtonianos tem se tornado uma necessidade prática para 
o desenvolvimento de equipamentos mais eficientes para o uso nos mais diversos campos da industria. No presente 
trabalho  o  escoamento  laminar  de   fluidos  não  newtonianos  no  interior  do  canal  de  placas  planas  será  estudado 
adotando-se  o  modelo  de  camada  limite  em variáveis  primitivas  e  assumindo-se  o  modelo  de  lei  de  potencia  de 
Ostwald-de Waele, Veronese (2002) e Nacimento  et all (2006).  A solução é obtida através do método das Linhas 
Schiesser (1991), segundo Wouwer et all (2005), consiste em reduzir um sistema de equações diferenciais parciais a um 
sistema de equações diferenciais ordinárias, através de aproximações como diferenças finitas, e solucionar o sistema 
resultante através de rotinas numéricas para sistemas de equações diferenciais ordinárias. Segundo Uygur et all (2005), 
o Método da Linhas tem sido utilizado extensivamente para solucionar  equações diferenciais  parciais,  desde o seu 
aparecimento em 1930 na União Soviética, e tem sido aplicado com sucesso na solução das equações de Navier-Stokes. 
São apresentados resultados e comparações com dados disponíveis na literatura.

2. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

O  problema  físico  consiste  no  desenvolvimento  hidrodinâmico  no  escoamento  laminar  de  um  fluido  não 
newtoniano no interior de um canal  de placas planas.  As hipóteses simplificadoras são: escoamento incompressível 
bidimensional, ausência dos efeitos de dissipação viscosa,  as propriedades físicas são consideradas constantes. Será 
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utilizado  o  modelo  Lei  de  Potência  para  o  fluido  não  newtoniano.  Dessa  forma  o  problema  proposto  pode  ser 
representado pelo modelo adimensional apresentado por Veronese (2002), como: 
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Condições de entrada e de contorno 

U 0,Y =1 ; V 0,Y =0 ; 0 <Y<1                                                                                                                     (4,5)

∂U X,Y 
∂Y

=V X,Y =0 ; Y=0 ;  X>0                                                                                                                 (6)

 
 U X ,1 = 0=V X ,1 ;  X>0                                                                                                                                  (7)

Os grupos adimensionais segundo Veronese (2002) são dados por:
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3. MÉTODO DE SOLUÇÃO 

O modelo adimensionalizado será discretizado na direção transversal ao escoamento, utilizando-se um esquema em 
diferenças  finitas,  que produz um sistema de equações diferenciais  ordinárias não lineares.  O sistema de equações 
diferenciais ordinárias foi numericamente solucionado com controle preestabelecido sobre o erro, foi utilizada a rotina 
DAE disponível no ambiente computacional Scilab, Champbell et all (2006). São utilizadas as seguintes aproximações 
no modelo matemático: 
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para   X>0                                                                                                                                                                    (14) 

O gradiente de pressão foi estimado a partir da própria equação do movimento, no limite quando Y 1 , e V i  
é obtida através da integração da Eq. (1). 

4. RESULTADOS PARA O CAMPO DE VELOCIDADE 

Para avaliar a presente solução é apresentado um estudo da convergência da velocidade para diferentes posições ao 
longo da linha central do canal. Os dados para o caso Newtoniano são comparados com os resultados teóricos obtidos 
por Figueira da Silva (1996), Medeiros (1998) e Veronese (2002). A Tab. (1) mostra a convergência da velocidade 
longitudinal no cento do canal  de placas planas com índice de lei de potência n=1. A coordenada longitudinal foi 
adimensionalizada  seguindo  a  adimensionalização  apresentada  por  Figueira  da  Silva  (1996),  Medeiros  (1998)  e 
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Veronese (2002) da seguinte forma X++= 103 X
Dh Reh

 , foi assumido Reh=2000 . Os dados obtidos  na  presente 

solução são comparados aos resultados apresentados, por Veronese (2002), Medeiros (1998) e Figueira da Silva (1996) 
respectivamente,  observa-se  que  os  valores  obtidos  no  presente  estudo  estão  próximos  dos  obtidos  pelos  demais 
pesquisadores, principalmente com relação aos dados apresentados por veronese (2002). Observa-se que a convergência 
da solução aumenta com o aumento do número de equações. 

Tabela 1. Convergência da velocidade longitudinal no centro do canal, n=1.

Figura 1. Velocidade no centro do canal para diferentes valores de n.

Medeiros Figueira
0,375 1,1291 1,1265 1,1261 1,1258 1,1258 1,1244 1,1244
0,750 1,1782 1,1758 1,1754 1,1752 1,1752 1,1739 1,1738
1,500 1,2468 1,2445 1,2441 1,2439 1,2438 1,2428 1,2427
2,500 1,3135 1,3113 1,3108 1,3106 1,3105 1,3096 1,3096
5,000 1,4155 1,4132 1,4128 1,4125 1,4122 1,4116 1,4116
12,500 1,4952 1,4927 1,4922 1,4919 1,4913 1,4910 1,4910
62,500 1,5043 1,5017 1,5012 1,5009 1,5002 1,5000 1,5000
90,500 1,5043 1,5017 1,5012 1,5009 1,5002 1,5000 1,5000

X++ 101 Eqs 251 Eqs 351 Eqs 451 Eqs Veronese
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A  Para visualizar graficamente o comportamento da velocidade longitudinal no centro do canal é realizada uma 

simulação para vários valores do índice n. A variável adimensional utilizada foi X+=
X

Rea
, segundo Nascimento et all 

(2006) torna o resultado independente do número de Reynolds aparente. Observa-se o aumento do valor da velocidade 
no centro do canal com o aumento do valor do índice. A velocidade se aproxima dos valores teóricos esperados para o 
perfil de velocidade completamente desenvolvido.

5. CONCLUSÃO 

Uma solução obtida através do Método das Linhas foi utilizada no estudo de desenvolvimento hidrodinâmico no 
escoamento laminar de fluidos não newtonianos no interior do canal de placas planas. O Método das Linhas se mostrou 
de fácil implementação, além da possibilidade de ser utilizado em associação com programas disponíveis em bibliotecas 
científicas  de alto nível.  O que fornece  um ganho em tempo de programação  e desempenho.  Foram apresentados 
resultados teóricos para a velocidade longitudinal no centro do canal, os resultados foram comparados com os dados 
apresentados por Figueira da Silva (1996), Medeiros (1998) e Veronese (2002).  A presente solução mostrou ser útil no 
estudo do desenvolvimento hidrodinâmico no escoamento laminar de fluidos não newtonianos no interior do canal de 
placas  planas,  apresentando  concordância  com  os  dados  disponíveis  na  literatura,  representando  uma  possível 
alternativa no estudo do desenvolvimento hidrodinâmico de fluidos e evitando a discretização de todo o domínio. 
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Abstract. In this work, the laminar flow of non-Newtonian fluids with power law model, is studied within the channel  
of flat plates. The Method of Lines is used to solve the equations of boundary layer in the hydrodynamic development.  
The  primitive  variables  formulation is  adopted.  We  use the Method of  Lines  to  transform the  system of  partial  
differential equations in a coupled system of ordinary nonlinear equations, which can be solved numerically. Results  
are presented and comparisons with data available in literature. 
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