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Resumo: Neste trabalho, analisaram-se as frequéncias nadueaa velocidade critica em um rotor vertical cam
disco rigido na extremidade através da modelagemepementos finitos. A modelagem mateméatica baseona
teoria de viga de Euler-Bernoulli considerando tdeslocamentos e trés rotacées em cada né. A equagigoverna
o movimento foi obtida através da formulacdo Lageama. O modelo considerou os efeitos a flexa@atore
deformacéo axial do eixo, além dos efeitos giroaaigpe gravitacionais. O método dos elementosofirfivi utilizado
para discretizacdo da estrutura em elementos diilfled com 12 graus de liberdade. A partir das nes dos
elementos obteve-se o sistema de equacbes globaigayerna o movimento do rotor. As condi¢cBes aocmo
foram consideradas como eixo engastado na extrateidaperior e livre na inferior, sendo que todaassa do disco
foi mantida concentrada na parte inferior do eid®ara obtencdo das frequéncias naturais do sisteotativo
considerou-se o caso de vibracdes livres. O sis@rser resolvido foi transformado para o espac@a@statraves da
mudanga de variavel nas coordenadas generalizadasolu¢do do sistema vibratério constitui-se en&in um
problema de autovalores onde foram obtidas as faqias naturais de flexdo, torcdo e axial para uwetocidade
constante e conhecida de rotagdo. Como os efeitosagpicos foram considerados no modelo, tantausvalores
guanto os autovetores dependem da velocidade @eamt A dependéncia das frequéncias naturais eatdel a
velocidade de rotacdo foi representada através idgrdmas de Campbell. Um programa de elementosofirfioi
implementado no ambiente MATLAB para efetuar sigiiga numéricas e exibicdo dos diagramas de Campbell
frequéncias naturais diretas e retrégradas e valade critica. O modelo foi validado atraves darltera existente
com resultados satisfatérios.

Palavras-chave: Elementos Finitos, DinAmica de Rotores, Vibragfes

1. INTRODUGAO

Maquinas rotativas séo sistemas mecanicos que gossarias aplicacdes, tais como: motores e geradore
elétricos, turbinas hidraulicas, bombas, compressarolunas de perfuracdo de pocos entre outraenportamento
dindmico de um sistema mecanico deve ser analgada na fase de projeto para que seja possivaindear se este
terd um desempenho satisfatério ou ndo em suag@mdie operacdo prevista. As frequéncias natuiimes de
amortecimento e modos de vibracdo destes sistemdsnp ser determinados de forma analitica, numérica
experimental.

O estudo para maquinas rotativas, no entanto, exigeanalise mais cuidadosa e aprofundada, pamvimento
de rotacdo do rotor influencia significativamenteanportamento dindmico do sistema, tornando odnpetros do
modelo dependentes da rotagdo da maquina. O gfeitecopico acopla os movimentos de rotacdo e, ceansabe,
este é dependente da velocidade de rotacao do Patdanto, € de se esperar que as frequénciamisatuos modos de
vibracdo de uma maquina rotativa também dependametitxidade angular do sistema. Neste caso surgem o
chamados modos de precessao, onde os centros geométi de massa de cada secéo transversal dpdescrevem
Orbitas em torno da linha que os une. O rotor amtasentdo um movimento de rotacdo que é a condmodie duas
respostas superpostas: a rotacao do rotor em derso proprio e o movimento de rotacéo do eixadteem torno da
sua configuracdo ndo defletida. A orbita pode sescdta na mesma direcdo do movimento de rotacépripr
constituindo-se no chamado modo de precessao ,doatgpode ter direcdo oposta, sendo denominado rdedo
precessao retrégrada, Souto (2000). Observa-se got na presenca da matriz de efeito girosc@pi@locidade de
rotacdo prépria do rotor afeta o valor das freqgia@noaturais do sistema. Esse fato justifica acé®@aentre as
frequéncias naturais de precessédo e a rotagcaoguiprotor, representada pelo diagrama de Camphdtirma anti-
simétrica da matriz giroscopica implica em 2n fi@ugias naturais distintas para cada velocidadetdgdo do eixo,
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uma maior e outra menor do que cada uma das néines naturais do sistema sem rotacao, correspooaen geral
aos modos de precessao direta e retrégrada, Ca(3004).

Modelos matematicos tém evoluido ha décadas, edasderramentas mais poderosas de analise numérica,
método dos elementos finitos (MEF), tem cumpridpgbalecisivo na investigacdo dos sistemas mecanitasvos.
Dana (1987) em seu trabalho sobre rotores vertieaialisa um rotor vertical estacionario e atradésMEF faz
previsbes de autovalores de sistemas rotativooelalps efeitos de precessao direta e retrograataod@l (1991)
utiliza uma adaptagdo em um software j& existemeViEF para andlise de colunas de perfuracéo simplelsiindo

andlise ndo linear. Estes trabalhos, porém, namicqulam efeitos giroscopicos e gravitacionais maugsa.
Colunas de perfuracdo de pogos podem ser analissmi@® um eixo rotativo vertical em balanco onde

experimentam trés tipos de vibracbes: axial, toadi@ lateral. Uma analise dinamica global da aolde perfuracao
geralmente é complicada, visto que os trés tipoglitacdes citadas anteriormente podem estar peEsseassim como
as disfuncdes associadas a cada tipo de vibrag@oegsao direta e retrégrada associada a vibratgral| Stick-Slip
associada a vibracao torsional e Bit-Bounce asda@avibracéo axial, como visto na Fig. (1), Alaf@003).

Axisa e Antunes (1990) apresentam um modelo dindmtitizando MEF que inclui os efeitos de flexatoeséo,
mas estes sao tratados de forma desacoplada. skgyet al. (1993) empregou 0 uso do MEF em um haopara
calculo de caracteristicas modais em colunas darpeéo, no entanto, o modelo limita-se a vibrag@@ameétricas de
ressonancia uniformemente distribuidas em vigasadpse sobre as extremidades. Neste caso, comoratzahios

anteriores, as formulagdes néo tratam dos efeitosogpicos e gravitacionais nas colunas.

2. MODELAGEM MATEMATICA POR ELEMENTOS FINITOS

A presente formulacdo baseou-se nos trabalhos tesér (2002), Bazoune e Khulief (1992) e Khulief e
Mohiuddin (1997); e considera as seguintes hipéteseaterial elastico linear, homogéneo e isotrgpiaxor
axissimétrico e, além disso, os deslocamentosfeeeme & linha do eixo central do elemento e o awortento da
estrutura foi desconsiderado. A Fig. (1) ilustsistema de coordenadas adotado para a modelagsistetoa rotativo.
Os eixos XYZ se referem ao sistema indeformadoeb@s xyz ao sistema apds a deformacéo do elemento
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Figura 1. Sistema de coordenadas generalizadas.

O sistema de coordenadas xyz é rotacionado enficelag sistema XYZ conforme o conjunto de anguldigiex
na Fig. (2), onde a orientagdo geral da secdoveess do elemento de viga pode ser obtida atrdaé®tacdo em
torno do eixo X com o angulp, depois por um angukyy em torno do novo eixo;\e posteriormente por um angéio

em torno do eixo final,z
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Figura 2. Sistema de eixos em rotacao nas coordemadgeneralizadas.
A velocidade angular instantaneaom relacéo ao sistema de coordenadas xyz podetena Eq. (1).
w=¢i+ 0yj, + 0zk, (1)
Onde: i, j, ek, sdo os vetores unitarios ao longo dos eixos % 32.
Transformando a Eg. (1) para o sistema de coorésnadZ e assumindo pequenos angulos pamdz temos:
wyx ¢ — 0z 0y
w= ywy} = | By cos ¢ — 0z sing (2)
Wz 6z cos¢ + By sin ¢

Adotando p, visto na Fig. (1), como sendo um paop@quer na posi¢édo indeformada da viga e definidetor
com relacdo ao sistema de coordenada global XYAgem

nL=R+r+tu @)

Ondeu representa a deformacéo do vetor no ponto pzlititio a analise por elementos finitos, pode-sewsar
como na Eq. (4).

u = [N,]{e} (4)

Onde[N,] é a matriz funcéo de forma para o elemento de3ya o vetofe} contém os deslocamentos nodais do
elemento, conforme Eq. (5).

e={w v, wy 6, 0, o1 U v, w, 6, 0, @}7 (5)

As deformacdes devido ao efeito de translacdo ldosemtos em termos de funcdes de forma séo:
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ue,t)) [Noy 0 0O 0O 0 O N, O 0 0 0 0] rn,
v,t)p =0 N 0O 0 N, 0 0O N, O 0 Ny, O]=|N,|{e}=[N()]{e(®)}
w(x,t) o 0 N, N, O 0O 0 0 N, -N, 0 o LIn,

(6)
A rotacéo elastica do elemento pode ser aproxirpada

{Hy} 0 N91 0 0 N92 N93 0 0 N94 0

00 N,
6,510 0 —Np Ny, O 0 0 0 —Ny Ny, O o]z[zvez]{e}=[’v9(x)] @y
E para deformacéo torsional temos:
px,t)={0 0 0 0 0 Ny, O 0 0 0 O Nwz}ez[Nq;]{e(f)} 8

A derivada com relacdo ao tempo da Eq. (3) podexg@essa como:

d . .
% = tw X1n=1n+ [a)]{rp} 9)

Onde a matrifw] é anti-simétrica (3 x 3) associada ao vetor rotadio.

0 —w, Wy
[w] =| w, 0 —wy (20)
—Wy Wy 0

Uma vez que a magnitude de Ry @&o variam com a deformacédo do elemento temos que:

7, = u = [N,]{¢} 11)

Substituindo a Eq. (11) na Eg. (9) temos:

Do — [N e} + [wl{r,} (12)

—2=
2.1. Energia Cinética

A expressao para a energia cinética do elemente g&descrita como:

r=f, ulte) (S a @3

dt dt

Ondep é a massa especifica do elemento. Substituindp €L.E) na Eq. (13) temos:

T =1, u[@ NN} + (& INT [w){r} + () () N} + () @] [w]{ry )] av (14)

O segundo e terceiro termos da Eq. (14) séo igudbmauilos, pois 0 momento de inércia é calculado m@acéo
ao centro de massa do elemento. O primeiro terpesenta a energia cinética devido ao efeito deslagdo e o
ultimo termo & energia cinética devido ao efeitacmnal, ja incluindo os efeitos giroscopicos.

Ap6s manipulacdes algébricas, chega-se a exprdaséicergia cinética, conforme apresentado na B. (1

T =2(e)T[M,]{e} + 3 Co? + {6} [M, |{e} — o} [61e} — (T [M]{e} + (e} M, 1{e} (15)
Onde:

[M] = [][N,]"HAIN, ]dx (16)
[M,] = f,[Ng]"Ip[Ngldx 17)

[Mrp] = fol[Nrp]TIP [Nrp]dx (18)
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(M1 = [ 1 ([N,]" [No, e} [No, | — [No]" [N, | {e}[No,]) ax (19)
G=I[61-[6"1" (20)
[G1=[1r [Ngy] [Ng, |dx (21)
C=[Ipdx (22)

Sendol, 0 momento polar de inércialg 0 momento diametral de inércia, segundo a Eq.€23). (24).
Ip = ply = ply (23)
Ip = ply (24)
Pode-se escrever a Eq. (15) de maneira compadtarda matricial como visto na Eg. (25).
T = 2{e}"[MI{e} +5Co? + ple)[G1{e} (25)
= [M] + [M,] + [M,] - 2[M,] (26)
M representa a matriz de massa do elemento de BigseBdo[M,] a matriz de massa com acoplamento torsional
e transversal, o qual sera desconsiderado nebtdhoa ja que a mesma é dependente do tefdfyd;a matriz de massa

para a translacadM, ] a matriz de rotac;éo[M(p] a matriz de torséo.

2.2. Energia Potencial

Adotando para o elemento de viga 3D as variaieejsv, w) como deformacdes de translacdo, sendo uma axial e
duas de flexdo e as variéve(i%,,@z, (p) compostas por duas deformacdes relacionadas dtex&d@ e uma com a
torsdo, a equacdo da energia potencial elastivhioada para a deformacédo axial, de flexdo e tquede ser escrita
conforme Eq. (27).

Uetast =3 [, [EA (2—;‘)2 +EL (;’27‘2’) +El ( ax‘;’) +6/ (%) ]dx @7)
Considerando a energia de deformac¢éo devido ao @feivitacional temos:

Uprasie =2 [ FC [(22)” + ()] ax (28)
OndeF (x) representa a forca gravitacional dada pela Eq. (29

F(x) = EAZ: (29)

Somando as parcelas da energia potencial e coasitea secdo transversal simétrica, ou sgja I, = I(x) ,
temos:

ae aez EA [l (du\? GJ (Ll (de\> 1l aw\2 v\ 2
SEINIE: )[ 20y + (%) ]dx+7f0 (&Y dx+ 2 1 (%) ax +2 [ F(x) [(E) +(2) ]dx (30)
Escrevendo a Eq. (30) na forma matricial temos:
U = {e}"[K]{e} (31)

K = [K,] + [Kp] + [K,] + [K,] (32)

K representa a matriz de rigidez do elemento da @Q; senddK,] a matriz de rigidez axialK,] matriz de
flexdo, [K,,| matriz de torg&o [, | matriz devido ao efeito gravitacional (tenséo).
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2.3. Equacao do Movimento

A expressdo para 0 movimento do sistema mecanierigada através da equacédo de Lagrange, dad&gela
(33).

d (dL\ oL

=G -5=¢ 3
Onde:

L=T—-U Fungéo Lagrangeana

q Coordenadas Generalizadas

Q Vetor Forcas Generalizadas

T Energia Cinética Total

U Energia Potencial Total

Substituindog e L na Eq. (33) obtem-se a formulagéo para elemeititasf da dindmica do movimento dada pela
Eq. (34).

[M]{€} + @lGl{e} + [K1{e} = Q (34)
Onde:

[M] Matriz de Massa

[G] Matriz Giroscopica

[K] Matriz de Rigidez

) Velocidade Angular
2.4. Formulacdo Espaco Estado e Problema de Autovalor

A equacgdo do movimento pode ser escrita no espetadede maneira a dispor o problema na forma padizé
solucdo para autovalores e encontrar consequerntemeifrequéncias naturais do rotor. Transformantg. (34) para
o sistema de espaco estado temos:

(417} - (810} = 0 (35)
Onde:

=l 161 0
5= gl 57
o-{2)

A dimensao das matrizé#f], [K] e [G] s@o 6n x 6n onde n é o nimero de nos do rotas jaatrize$A] e [B] sédo

de 12n x 12n. Supondp = {A}e* a solucdo homogénea da Eq. (35), obtem-se o pnabike autovalor conforme a
Eq. (39), ondél é o autovalor @0 autovetor correspondente.

(4[A] - [BD{6} =0 (39)

A solucdo da Eq. (39) fornece as frequéncias natd@rotor) ; no caso desta modelagem, utiliza-se somente a
parte imaginaria d&, ja que o efeito de amortecimento foi desprezado.

3. RESULTADOS NUMERICOS

Uma rotina computacional foi implementada utilizand software MATLAB. Nesta simulacdo utilizou-se o
trabalho de Alamo (2003) com o objetivo de comp@wage resultados. A Tab. (1) mostra os dados dadanpara
simulacédo do rotor.

O modelo em estudo, exibido na Fig. (3), € coriglitwle um eixo elastico engastado em uma extremiddire
na outra, sendo que o disco esta unido solidarigm@neixo na parte inferior.
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Tabela 1. Dados mecénicos do rotor para simulacao.

Disco rigido

Massa (Kg) 2,46

Raio (m) 0,05
Espessura (m) 0,04
Momento de inércia diametral de massa (K§.m 1,87x10°
Momento de inércia polar de massa (K9.m 3,08x10°

Eixo circular macico

Diametro (m) 8,0x10
Comprimento (m) 0,62

Momento de inérica de area (Kg)m 0,2x10°
Médulo de Young (N/f) 2,1x10°

Massa especifica (Kgfn 7850

A solucdo do problema através da modelagem apest®riéva a dois importantes resultados para ongste
mecénico, os autovalores e autovetores. Consideransistema sub-amortecido, 0s autovalores se eajigas em
ndameros complexos, onde a parte imagindria indifi@quéncia natural e a parte real o fator de auonento. Os
autovetores por sua vez trazem as informagdes sshr®dos proprios de vibrar.

Figura 3. Modelo do sistema rotativo para simulacao

Os sistemas rotativos experimentam situacdes de gisando operam em certas velocidades de rothginacas
velocidades criticas. A velocidade é consideradlicarquando esta se iguala a alguma das frequ€naiarais do
sistema, que por sua vez dependem da velocidadetagfio. Para encontrar as velocidades criticagan-se as
frequéncias naturais obtidas através do simulanior & velocidade de rotagdo do disco; neste meséaficgrtraca-se a
linhaw, = Q. Determina-se as velocidades criticas onde o®pant= Q interseptam a curva de frequéncias naturais.
O diagrama representando na Fig. (4) exibe osteekad obtidos com o modelo apresentado neste estudo

Para um sistema néo rotativ@ € 0) os modos de vibragdo sdo compostos por uffexd® e outro de rotacéo.
Quando o sistema gira, estes dois modos continuaexistir, mas cada um deles é separado em outisssdmdo um
direto e outro retrégrado. Na Fig. (4) mostra-seagacao das quatro frequéncias naturgjs w,, w; e w, com a
velocidade de rotacd@ do sistema rotativo, assim como os pontos dasidgdes criticas. As velocidades criticas
w1, We, CcOorrespondem ao movimento de precessao retrogrdiulata, respectivamente, no primeiro modo deagi#o,

e a velocidade critica.; corresponde ao movimento de precesséo retrégmdagundo modo de vibragdo, conforme
dados numéricos apresentandos na Tab. (2).

No diagrama de Campbell observa-se aug ndo existe, além dissw,; e w,; na realidade sdo “falsas
velocidades criticas”. Portanto, somente existinelacidade criticav,, = 2,3 Hz do primeiro modo direto (Alamo,
2003). As frequéncias naturaig e w, estdo praticamente sobre retas horizontais, @) skjs variam muito pouco
com a velocidade de rotacdo. Isto significa quéedcegiroscopico concentra-se principalmente nguseo modo de
vibracdo, enquanto que o primeiro modo pode séicpraente analisado por um modelo simplificado @ inclui as
deflexdes do disco.
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Figura 4. Diagrama de Campbell e velocidade critica

O valor da frequéncia natural estatica do sistestativo para o primeiro mode,, ou seja, com rotacéo zer® (=

0) é de 2.3Hz. J& para o segundo modo, a frecii@atiral estatica € 50 Hz, diferentemente de Al@863), onde o
valor apresentado é de 60 Hz para uma modelagemsimaplificada. Outro tipo de estrutura foi analesatravés do

modelo proposto, sendo composta somente por unma fl@xivel circular macica engastada em uma exttade e
livre na outra. Uma forca de 1N foi aplicada naexidade livre na direcdo y.

Tabela 2. Comparacéo de resultados das velocidadaticas.

Alamov(ezlgggade I\C/Igtllzcgégezavolvi o Tipo de Precessao Modo de Vibracag
We1 2,27 2,3 Retrograda Primeiro
¢ 2,29 2,3 Direta Primeiro
Oc3 36,7 34,0 Retrograda Segundo
My A A Direta Segundo

A Tab. (3) mostra os dados de entrada para o eotagstudo. A estrutura foi discretizada em 10 efeose

Tabela 3. Dados mecénicos do rotor para simulacao.

Eixo circular macico
Diametro (m) 0,1
Comprimento (m) 10
Médulo de Young (N/f) 2,1x10"
Médulo de Cisalhamento (Nfn 7,69x10°
Massa especifica (Kgfn 7850

Os resultados apresentados na Tab. (4) e Tabpf&)entam boa precisdo em comparacdo com a savedam,

com o Ansys e com os resultados extraidos de Alr{a662).
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Tabela 4. Frequéncias naturais de vibracéo lateral.

F, (rad/s) k(rad/s) | Fs(rad/s) | F4(rad/s)
Exata 4,5458 28,4910 79,7820 156,3400
Eixo nao rotativo Ansys 4,5459 28,4740 79,6770 156,0600
(sem gravidade) Alnaser (2002) 4,5463 28,4897 79,7785 156,4111
MEF desenvolvido 4,5462 28,4880 79,7710 156,3990
Eixo nédo rotativo Alnaser (2002) 4,8605 28,8949 80,0996 156,6978
(com gravidade) MEF desenvolvido 4,8592 28,8910 80,0900,  156,6700
Alnaser (2002) (direta) 4,1161 28,1392 79,4156 156,1155
Eixo rotativo (retrégrado)| 5,7395 29,6709 80,7896 157,2824
10,47 (rad/s) MEF desenv. (direto) 4,8592 28,8920 80,0930 156,6800
(retrogrado)  6,7577 29,3020 80,2410 156,7700

Tabela 5. Frequéncias naturais de vibracdo torsion& axial.

F, (rad/s) k(rad/s) | Fs(rad/s) | F4(rad/s)

Exata 491 1475 2458 3442

Torsional Ansys 492 1489 2522 3616
MEF desenvolvido 492 1489 2522 3616

Exata 812 2437 4062 5687

Axial Ansys 813 2460 4167 5976
MEF desenvolvido 813 2460 4167 5976

4. CONCLUSOES

Uma formulacdo dindmica de sistemas rotativos ésralo MEF foi desenvolvida e implementada em antdien
MATLAB considerando efeitos giroscopicos e gravtiaais, ou seja, eixo submetido ao peso proprica patudo de
vibracdes em rotores flexiveis verticais. Os reslds apresentaram boa precisdo com relacéo ade®simaliticos e
numéricos extraidos das referéncias citadas. O ImguEmite efetuar estudos mais avangados com émxwoSs e
esbeltos, como é o usual em colunas de perfurdggie caso, analises mais detalhadas, incluindm®f@namicos
resultantes de contato com a parede do pogo ®®fdé amortecimento devido as forgas hidrodinanpoalem ser
acoplados ao modelo, além de estudos consideraibdac®es forcadas com analises da resposta no woidén
frequéncia.
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MODELING FLEXIBLE VERTICAL ROTOR BY FINITE ELEMENTS
WITH GRAVITY AND GYROSCOPIC EFFECTS
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Abstract: This work has analyzed the natural frequencies @itital speed in a vertical rotor with a hard dist the
edge through the finite element modeling. The nmagiieal modeling was based on the beam theory dérEu
Bernoulli considering three displacements and thi@ations at each node. The equation that govénesmovement
was obtained through the Lagrangian formulationeTiodel considered the effects of bending, torsiwth axial
deformation of the shaft, in addition to the gymmsic and gravitional effects. The finite elementhod was used for
discretization of the structure in cylindrical elents with 12 degrees of freedom. From the matrithefelements, it
was obtained the global system of equations gomgrihne motion of the rotor. The boundary conditiomsre
considered as the axis embedded in the upper eityramd free at the bottom, and the entire magt®fisk was kept
concentrated at the bottom of the shaft. To obtiaénnatural frequencies of the rotation, it was sidered the case of
free vibrations. The system to be solved was toamsfd to the state space by changing the variabteé generalized
coordinates. The solution of the vibratory systeimstitutes in eigenvalues problem where we obtathednatural
bending, torsion and axial frequencies of velofitya constant and known rotation. As the gyroscaifects were
considered in the model, both the eigenvalues aeheectors depend on the speed of rotation. Tiperdience of
natural frequencies for the speed of rotation waresented by diagrams of Campbell. A finite elérpesgram was
implemented in MATLAB to perform numerical simolasi and view the Campbell diagrams, forward andkiecd
natural frequencies and critical speed. The modes walidated by the literature with satisfactorguds.
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