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Abstract: A new one-dimensional macroscopic model capable to describe the mechanical behavior of shape memory
alloys is presented. Features of the model include: (i) the definition of an inelastic (phase transformation) strain,
(%) a linear stress-elastic strain relation, (4i) two inequality constraints which define the elastic domain and (iv) two
flow rules for phase transformations: one associated with direct transformations between martensitic phases(during
loading), and another one associated with reverse transformations (due to unloading or to heating). Numerical results
corresponding to our model are compared with experimental data from the literature.

Keywords: shape memory, hysteresis, martensitic transformations.
1. Introduction

Certain materials, like for instance Ni-Ti or Cu-Zn-Al, present the ability to, after being subjected to large
apparently plastic deformations (of the order of 4-8%), recover their original shapes when they are heated
above certain temperature levels. Such pseudoplastic behavior is associated with stress induced martensitic
phase transformations. When subjected to a loading-unloading procedure, a residual strain can be observed at
a stress-free state, as is illustrated in the stress-strain curve of Fig. 1.a. Upon heating, the hysteresis loop of the
stress-strain curve moves upward and eventually the strain is completely recovered (Fig 1.b). Such phenomenon
is known in the literature as shape memory.

Since the sixties, shape memory alloys have been considered for a wide range of applications, which includes
special coupling devices for hydraulic pipelines in airplanes, force actuators, smart materials, etc. (see e.g.
Duering et al. (1990) for details on applications). Since then, many researchers, including Falk (1980), Frémond
(1987), Graesser & Cozzarelli (1994), Fu, Huo & Miiller (1996), Leclercq & Lexcellent (1996), Govindjee & Hall
(1999), amongst others, have proposed models for the description of the mechanical behavior of this class of
materials.

From the computational perspective, one of the most interesting model currently available is (from our point
of view) the one proposed by Auricchio et al. (1997) within the setting of generalized plasticity, which describes
situations where, following initial plastic loading and elastic unloading, the reloading is not necessarily up to
the state where unloading began (see Lubliner (1991) for details on the theory of generalized plasticity).

In this paper, we propose a much simpler approach, based upon the formalism of classical plasticity, to
describe the shape memory effect. Features of the model include: (i) the definition of an inelastic (phase
transformation) strain, (ii) a linear stress-elastic strain relation, (iii) two inequality constraints which define the
elastic domain and (iv) two flow rules for phase transformations: one associated with direct transformations
between martensitic phases(during loading), and another one associated with reverse transformations (due to
unloading or to heating). As a first step, we present the model restricted to the setting of one-dimensional

; (a) low temperature (b) high temperature

Figure 1: Shape memory effect: (a) residual strain at low temperature and stress free configuration, (b) strain recovery
at higher temperature.
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media.
The paper is organized as follows: Section 2 presents the mechanical model itself, while section 3 addresses

the corresponding numerical issues: discretization procedures and solution algorithm. In section 4, numerical
results are compared with experimental data, providing thence an assessment of the model. Some concluding
remarks are included in section 5.

2. The mechanical model

Five state variables are considered in this paper to describe, in the one-dimensional setting, the macroscopic
mechanical behavior of shape memory alloys: The total strain €, the absolute temperature 8, the transformation
strain e, which describes the inelastic strain associated with the volume fraction of martensite present in the
material, the hardening variable aaps, related to direct transformations from austenite (or twined martensite)
to detwined martensite and the hardening variable a4, related to reverse transformations from detwined
martensite back to austenite (or twined martensite). In what follows, dependence upon the temperature will
be restricted to the values of the material parameters and thence, unless strictly necessary, it will be omitted
in the notation.

2.1. Elastic behavior
The stress-strain relation is expressed here by the relation:
o=FE(e—er), (1)

where E is the Young modulus of the material. The stress o in (1) must attain values within the elastic domain,
which is defined by two inequality constraints: one associated with transformations from austenite (or twined

martensite) to detwined martensite:

ET

fam(o,er,aan) = 0|7

— [oe(er) + Rlaam)] <0, (2)
ET‘

and the other one associated with the reverse transformation:

f]\/[A(U7 €T,OéMA) = [O’C(ET) — R(OLMA)] — O% S 0. (3)

In inequalities (2) and (3),
ocler) :=3ad.+ hler| and R(a) := R+ a[l — exp(—ba)] (4)

describe the center and the radius of the elastic domain, respectively. Symbols ., h, R, a and b denote material

parameters.
It should be remarked that, while the material is completely in its parent phase (austenite or twined

martensite), the term e7/|er| is not defined and hence, under such circumstance, the inequality constraint (2)
should be replaced by:

farro(0) = lo| = [oc(0) + R(0)] < 0. (5)

Figure 2: Stress-strain curve for a shape memory material: at strain level €, 0 = 0. + R, where o. is the center of the

elastic domain, while R is its radius.
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2.2. Evolution laws

In order to ensure that the stress remain within the elastic domain, state variables er, a4y and apr4 must
eventually evolve according to the following flow rules:

. . 0fa ) Ofma . ) 5

Er =Yam 80’M +Yma 815 = (Jam — Yma) é7 (6)
QAM = YAM — ZYMA, (7)
QMA=YMA — ZYAM (8)

where z > 1. It is interesting to notice that, due to the definition of the “yield function” (3), the rate of change
of the transformation strain €7 during reverse transformations is a function of the signal of e and not of the
signal of o (which is the case during direct transformations or in models for classical plasticity). The flow rule
(7) above reflects the facts that the hardening variable a4 jsincreases during transformation from austenite to
martensite but decreases at a much higher rate during transformation back to austenite. Similarly, from (8) it
follows that asaincreases during transformation from martensite back to austenite (or twined martensite), but
decreases at a much higher rate during transformation to detwined martensite. The hardening variables a4z,
a4, together with the consistency parameters 4p; and Y45/, are subjected to the following constraints:

aam >0, apa >0, 9)
Yam =0, yma 20, (10)
Yam famr =0, ma fara = 0. (11)

3. Numerical issues
3.1. Time discretization
For the sake of simplicity, time discretization of the model is performed here by considering a classical
backward Euler method. In what follows, (), denotes the quantity (e) at time instant ¢,, while (e), 1 denotes
the same quantity at time instant ¢, 11 = t,, + At. Thus, expressions (1-11) can be rewritten as:
(i) Stress-strain relation:

On41 = E (5n+1 - 6Tn+1)~ (12)

(ii) Elastic domain:

farnt1 = |ons1| — [0c(er nt1) + R(@arnt1)] <0, ifer, =0, (13)
ET .
fAM nt1 = Un+1ﬁ —loc(eT nt1) + Rlaan ni1)] <0, if epn #0, (14)
n
ErT
fMAn+1 = [O—c({':Tn—Q—l) - R(QMAn+1)] - O—n—o—l$Jr1 S Oa (15)
|5Tn+1|
(iii) Flow rules:
o €
€T ni1 = €7 + AYaM i1 o — AYarant: ——et (16)
lons1l leT nt1
QOAMn+1 = CAM n + AYaM nt1 — 2DV Ant1, (17)
AMAn41 = OMAn + AYarant1 — ZAYAM n+1, (18)
subjected to constraints:
aaMnt1 20, apant1 20, (19)
Avarmnt1 2 0, AvaM nt1 famng1 =0, (20)

Avimrans1 =0, AYpAnt1 frMansr = 0. (21)
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3.2. Integration of the discrete equations

The integration of the discrete constitutive equations (12-21) is completely analogous to the ones considered
in classical linear plasticity (see Simo and Taylor (1986), for instance) and can be obtained as follows: Let e,
QAM ns OMAn, Ent1 and 0,11 be given. Let us compute a trial state by assuming that no phase transformation
takes place from time instant ¢,, to time instant t,1:

5tTTfmaJlr1 =E€Tn, OZZJi\g[lnH = QAM n; aﬁiﬁlnﬂ = OMAn, (22)
ol = B (e — 0L, (23)
Pt = 1oi5 ] = [0(0) + R(0)], if ern, =0, (24)
ial
ftrial . O,trial ggrlna-i-l _ [O’ (etrial) + R(atrial )} if e ?é 0 (25)
AMn+1 -— Yn41 |€trial c\Cn+1 AMn+1/]» Tn )
Tn+1
trial trial trial trial EFni1
n
fl\zign%»l = [UC(EnTj»ai) - R(al\}lf\n+1)] - O—nrj»ai W’ (26)
Tn+1

Three distinct situations characterize an elastic step during time interval [t,,, t,,11]:

lern| =0 and fii#h ., <0 or (27)
lern] =em and f\f[ff{lnﬂ <0 or (28)
0<lernl <enr filifnsn SO and  fiif5,, <0, (29)

corresponding to whether the material is in its parent phase (austenite or twined martensite), product phase
(detwined martensite) or as a mixture of phases, respectively. In any of these cases, the sate variables remain
unchanged and hence:

ET 41 = ETn, QAMnt1 = CAMn, and QA Ant1 = CMAR- (30)

On the other hand, if f47# ., > 0 while 0 < |er,| < e, then the material undergoes a direct phase
transformation (from austenite or twined martensite to detwined martensite). In this case, from the stress-
strain relation (12), together with the flow rule (16), we have:

On+4+1 = E (En+1 - €Tn+1) =F (5n+1 - 5Tn) -F (ETn+1 - ETn)

. €
= Uff-ﬁl — EAyAMni1 |T$+1 (31)
ETn+1|
Multiplication of both sides of (31) by é; =ho gives:
€ €
UnHM: Zﬁl&_EA'YAMnJFL (32)
leT nt1] leT ny1]
Further, since:
€
ETnt1 = €Tn + AVAM np1 b,
leT ny1l
it follows that:
ET n+1 Er
(lernti1]l = Avarrng1) ‘i = lern| —, (33)
ET nt1] le nl
and hence:
ETn+1 €T
Il — TP and ernga] = lernl + Avarrnii- (34)
|5Tn+l| ‘5Tn|

As a consequence, we can rewrite (32) as:

ET n+1 ial €T
T T = ol T B Ay (35)
5Tn+1| |5Tn|

If we take into account expressions (16), (17) and (35), then condition fasn+1 = 0 implies:

ol — EAYapnsr —

trial
n+1

O.flrial )
Oc <A’YA]M’R+1 |0+1> + R(A’YAMn+1)‘| =0, ifer, =0, (36)
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trial €T n ETn
nmal - Mn+1 — c Tn M n+1
Opt EA’)/A g S +A’yA

e nl |en]

+ R(amn + Avam n+1):| =0, ifer, #0, (37)

from which the consistency parameter Avy4as 41 can be obtained. In the sequence, we compute:

trial

ETn+l = ETn + A’YAM n+1 le%il’ if ETn = 07 (38)
n+1
ETn .
ETn+1 = ETn + AVAM nt1 Ternl’ if epy, #0, (39)
Tn
OAM n+1 = QAMn + AVAM n+1, (40)
apfAnt1 = Max (An — 2 AYAM n+1,0) . (41)

A completely analogous procedure applies if f]t\}’jln 41 > 0 while 0 < |ern| < en, when the material

undergoes a reverse phase transformation (from detwined martensite back to austenite or twined martensite).
Indeed, we have:

On41 = E (5n+1 - 5Tn+1) =F (5n+1 - ng) -F (ETn+1 - 5Tn)

; ET n+1
= aff_ffil + EAYMAnt+ 7|5T "11| . (42)
n
Multiplication of both sides of (42) by ‘Z”ﬁ gives:
ET n+1 ial ETn+1
Onp1 — = = o3 =+ E Ayarangt. (43)
ET n+1 leT nt1l

Thus, if we consider a result analogous to (33), we can rewrite (43) as:

ET n+1 _ _trial ETn
_Un+1 |€

+ EAYMAnt1 (44)

On+1

ET n+1 Tn|

and hence the algorithm consistency condition fyra,+1 = 0 can be written as:

erT ial €T
{UC <€Tn — AYrmrAnt1 |5Tn|) — R(anan + Marant)| — otris! |€Tn‘ = 0. (45)
n n

Once the consistency parameter Avypsa,+1 is computed as the root of the nonlinear equation (45), the new
values of state variables €741, @AM nt+1 and aprant1 can be calculated as:

ET n+1
ETntl =ETn — AYMAn+1 ﬁ7 (46)
n+1
OMAn+1 = AMAn + DAYV An+1, (47)
QAMn+1 = Max (arn — 2 AYrMan+1,0.) (48)

4. Assessment of the model

In this section we present some qualitative features of the proposed model. Further, we compare the
numerical results obtained from the algorithm with experimental data presented by Sittner et al. (1995) for
Cu-Zn-Al-Mn and by Tobushi et al. (1991) for Ni-Ti.

4.1. Qualitative aspects

First, let us illustrate how the mechanical model at hand can describe the shape memory effect. Let us
consider as material parameters: E = 32000, 6. = 6 — 200.0, R = 30, h = 2300, a = 50 and b = 1000. The
curves in Fig. 3 show stress-strain curves for a shape memory material at temperatures 220°K and 300° K,
when subjected to tractive load, followed by a compressive one. At both temperatures, the hysteresis loop can
be observed and, at the lower temperature, stress-free residual strains can be observed.
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(a) traction/compression stress-strain curve
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(b) strain history
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Figure 3: Qualitative behavior described by the mechanical model at temperatures 220° K and 300° K, under tractive
and compressive loads.

The stress-strain curve in Fig. 4 illustrates inner loops described by the model under partial loading-
unloading conditions, which have been reported in the literature (see Auricchio (1997), for instance).

4.2. Cu-Zn-Al-Mn alloy at constant temperature

An experimental study was performed by Sittner et al. (1995) on Cu 80% - Al 10% - Zn 5% - Mn 5%
industrial polycrystalline shape memory alloy at temperature A+ 25°K(285°K). Although many uniaxial and
multi-axial tests were conducted by the authors, due to the scope of the present study we will be restricted
to comparisons with simple traction tests. The following material parameters were considered in this example:
E = 32000, 5, = 100, R = 30, h = 23500, a = 45 and b = 1600.

Figure 5.a describes experimental and numerical results for a traction experiment where distinct values
of the maximum strain are prescribed along the loading-unloading cycles. Figure 5.b describes the results
corresponding to another traction experiment where distinct values of minimum strain are prescribed along the
loading-unloading cycles. Finally, Fig. 5.c considers a traction experiment where, at each cycle, the maximum
prescribed strain decreases while the minimum prescribed strain increases. Good agreement between numerical
results obtained from our model and the experimental data can be observed in all three cases. It is worth
remarking the ability of the model to replicate the complex inner hysteresis patterns observed experimentally
under partial loading-unloading conditions.

4.3. Ni-Ti alloy at distinct temperatures

In this example, we perform a numerical comparison between the model and experimental results reported
by Tobushi et al. (1991), describing tensile tests on Ni-Ti wires at temperatures varying from 333°K to

(a) pseudoelastic behavior with inner loops

w
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T
(b) strain history model
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Figure 4: Inner loops described by the mechanical model at temperature 300° K, under partial loading-unloading condi-
tions.
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(c) Decreasing values of max. strain and increasing values of min. strain
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Figure 5: Comparison between numerical results for Cu-Zn-Al-Mn and experimental data from Sittner et al. (1995).
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Figure 6: Comparison between numerical results for Ni-Ti and experimental data from Tobushi et al. (1991).

373°K. All material parameters, with exceptions to /(a/) and /(b/), which were set to zero, were set as linear
functions of the absolute temperature as follows: F = 5.07560 — 1297, 6. = 86 — 2440, R = 1.386 — 299,
h =0.3750 — 112.4. Figure 6 illustrate the good agreement between numerical results and experimental data,
for the three temperature levels.

5. Concluding Remarks

A phenomenological mechanical model for shape memory materials, within the setting of one-dimensional
media, was presented in this paper. Its formulation is strongly influenced by classical descriptions of the
infinitesimal elastoplastic behavior. The shape memory effect as well as inner hysteresis loops can be described
by the model. Quantitative comparisons with data from the literature provides an assessment of the model.
Features which makes the model at hand interesting include: (i) integration of the resulting equations with
techniques very well known in classical plasticity, (i) possibility of extension to the setting of three-dimensional
media (iii) good agreement with experimental data.

6. Acknowledgments

This project was supported by CNPq under projects 520564/96-0 and 465046/00-2. These supports are
gratefully acknowledged.

7. References

Auricchio, F., Taylor, R. L. & Lubliner, J., 1997. “Shape Memory Alloys: Macromodelling and Numerical
Simulation of the Superelastic Behavior”. Comp. Methods Appl. Engrg., Vol. 146, pp. 281-312.



Proceedings of COBEM 2001, Solid Mechanics and Structures, Vol. 16, 13

Duering T. W., Melton K. N., Stockel D., Wayman C. M. (eds), 1990. “Engineering Aspects of Shape Memory
Alloys, Butterworth-Heinemann, London.

Falk, F., 1980. “Model Free Energy, Mechanics and Thermodynamics of Shape Memory Alloys”. Acta Metall.
Mater., Vol. 28, pp. 1773-1780.

Fu, S., Huo, Y. & Miiller, 1., 1994. “Thermodynamics of Pseudoelasticity — an Analytical Approach”. Acta
Mech., Vol. 99, pp. 1-19.

Govindjee, S. & Hall, G. J., 1999. “A Computational Model for Shape Memory Alloys”. Int. J. Solids Struct.,
Vol. 37, pp. 735-760.

Graesser, E. J. & Cozzarelli, F. A., 1994. “A Proposed Three-Dimensional Constitutive Model for Shape
Memory Alloys”. J. Int. Mat. Systems and Struct., Vol. 5, pp. 78-89.

Leclercq, S. & Lexcellent, C., 1996. “A General Macroscopic Description of the Thermomechanical Behavior of
Shape Memory Alloys”. J. Mech. Phys. Solids, Vol. 44, pp. 953-980.

Lubliner, J., 1991. “A Simple Model of Generalized Plasticity”. Int. J. Solid Struct., Vol. 28, pp. 769-778.

Simo J. C. & Taylor R. L., 1986. “A Return Mapping Algorithm for Plane Stress Elastoplasticity”. Int. J.
Numer. Meth. Engrg., Vol. 22, pp. 649-670.

Sittner, P., Hara, Y. & Tokuda, M., 1995. “Experimental Study on the Thermoelastic Martensitic Transfor-
mation in Shape Memory Alloy Polycrystal Induced by Combined External Forces”. Metallurgical and
Materials Transactions A, Vol. 26A, pp. 2923-2935.

Tobushi, H., Iwanaga, N., Tanaka, K., Hori, T. & Sawada, T., 1991. “Deformation Behavior of TiNi Shape
Memory Alloy Subjected to Variable Stress and Temperature”. Continuum Mech. Termodyn., Vol. 3,
pp. 79-93.



XVI CONGRESSO BRASILEIRO DE ENGENHARIA MECANICA
16th BRAZILIAN CONGRESS OF MECHANICAL ENGINEERING

POST-BUCKLING ANALYSIS OF SLENDER ELASTIC RODS
SUBJECTED TO TERMINAL FORCES

M. A. Vaz and D. F. C. Silva

Ocean Engineering Department, Federal University of Rio de Janeiro
P.O. Box 68508, 21945-970, Rio de Janeiro — RJ, Brazil
murilo@peno.coppe.ufij.br and danfcs@yahoo.com

Abstract. This paper presents formulation and solutions for the elastica of slender rods subjected to axial terminal forces and
boundary conditions assumed hinged and elastically restrained with a rotational spring. The set of five first-order nonlinear ordinary
differential equations with boundary conditions specified at both ends constitutes a complex two-point boundary value problem.
Solutions for buckling, initial post-buckling (perturbation), large loads (asymptotic) as well as numerical integration are developed.
Results are presented in non-dimensional graphs for a range of rotational spring stiffness tuning the analysis from double-hinged to
hinged-built-in rods.

Keywords: post-buckling, slender rods.
1. Introduction

The equilibrium of rods has drawn the attention of many scientists as early as 1744 with Euler’s model for
calculation of critical buckling load in simply supported columns, constituting the longest and still widely employed
structural stability engineering formula (see Gordon (1978)). Love’s (1944) seminal textbook on theory of
mathematical elasticity has been extensively used in many fields of applied mechanics, establishing the basis for most
research on the equilibrium of elastic rods. However old, the equilibrium problem of long slender elastic rods under
terminal and distributed forces and moments still attracts considerable attention, as in recent works, for instance, from
Gottlieb and Perkins (1999), Heinen and Fischer (1998), Lu and Perkins (1995), Tan and Witz (1993) and (1995) and
Koenig and Bolle (1993).

Classical elastica solutions via elliptic integrals may be found, for instance, in Timoshenko and Gere (1961) and
Dym and Shames (1985), respectively for encastré and double-hinged beams. Wang (1997) presents an interesting
formulation for asymmetric boundary conditions (ends built-in and hinged) employing a one parameter shooting
method for numerical integration of the set of governing equations as well as providing classical techniques for initial
post-buckling, with a perturbation approach, and an asymptotic expansion model for large loads. This paper extends
Wang’s work by considering a rotational spring in lieu of the built-in end so that the solution may be tuned from
double-hinged to hinged-built-in. However, for this case a two parameter shooting method is employed.

2. The Governing Equations

Fig. 1 shows a deflected rod subjected to an axial load. The equations governing the elastica of rods derive (see
Appendix A) from geometrical compatibility, equilibrium of forces and moments and constitutive relations:

% =cosq (18
ds
ﬂ =sinq (1b)
ds
d_q =k (10)
ds
. psing - hcosq (1d)
ds
dh_, (19
ds

where (x,y) condtitutes the deflected rod non-dimensiona Cartesan coordinates, s the non-dimendond ac-length, k
the non-dimendond curvature, q the angle formed by the curve tangent and longitudind axis, p and h the non-
dimensiond longitudind and laterd loads, respectively. A set of five boundary conditions must be specified:
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Figure 1. Schematic of deflected rod
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ds
<"

\y
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XA

b

Rotational spring
N on- movable

guided

(22)

(2b)

(20)

(2d)

(29

Eqg. (29 - (2¢) represent non-movable boundary conditions for a rotationd spring with giffness congtant p applied
a the lower end whereass Egs. (2d) and (26) refer to a hinged condition a the upper end dlowing movement in the x

XIS

Solutions for buckling, initia post-buckling, numerica integration and asymptatic expansion are presented next.

Buckling loads

Cdculation of buckling loads follows graightforward approximation of moment equilibrium equation by assuming
smdl displacements, i.e, sinq@g, cosg@l. The solution, developed in Appendix B, is presented in Fig. 2 for critical

buckling load as a function of p.
as b increases.
24

20

16

Criticd Load

12

Figure 2. Buckling loads as afunction of p

2.0457 P?

It shows, as expected, asymptotic gpproximation of the hinged-built-in critica load
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Initial post-buckling

Perturbation methods may be well employed in weakly nonlinear problems thus they have been extensively used in
initiadl  post-buckling andyses (El Naschie (1990)). A <olution is sought as an expansion in terms of a perturbation
parameter, rendering a st of sequentidly solvable linear equations.  Hence, the dadtica initid post-buckling solution
may be obtained by expanding the function g(s), p and h intermsof a perturbation parameter e asfollows:

a(s) =eq, (s) +€'q(s) +... (33
p=a, +€a +... (30)
h=eb,+e’b, +... (30)

where g(s) and h correspond to odd functions due to their symmetry while p is expressed by an even function.

Subgtituting Egs. (38 - (3c) in (18 - (1) and (2a) - (26), expanding them and rearranging terms proportiona to each
power of e yields:

}dzczﬂ-'-aoqo'l'bozo

i 08

N

% ds © =0 (4a)
e I

do (o) _

s (0)- bg,(0)=0

i

j:j b ds=0

) 0

1d°q _3 e b

2 TRATE% -t 0 -

a9 o -

i ds(]) 0 (4b)

e3

ULy
S=— S
i Gh 576 Ob

Higher order expansion improves solution but it becomes andyticdly very complex so direct numericd integration
ispreferable. The solution of Eq. (4a) gives:

q,(s) =rcos( 9)+1 sin(l -1 ©)
where e | cot (1) ad | isgivenby:
I?tan( ) +btan( )- b =0 (6)

The oolution of transcendentd Eq. (6) gives the egenvaues (buckling loads) as dternatively cdculated in
Appendix B. For p® 0 and given tha | 1 0, Eq. (6) becomes tan() =0 with solution | =np (n=1,23,...) which
characterizes the double-hinged beem. For b ® ¥, Eq. (6) becomes tan( ) =1 Wwith solution | =(4.4934,7.7253,...) ,
which characterizes the hinged-built-in beem.

Substituting Eq. (5) in (48) yidds a =h, =1?. Now substituting Eq. (5) in (4b) and solving for q(s) dfter long
and tedious trigonometric manipulation yields:



g (s)=asin(l s) +a, cos( s) +a,sin(3l s) +a, cos@ s) +a,
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where:
16 232 6 32_ .64 0
= = a, +41 M - 16l +4I3—-—a +—C,+7Imi+31°-16l
AT T TG g
azzigs(%a1+ -12I“—12I2rﬁ) 2 b,- a)+nmi- 3 *mr192c, - 64!
192 f
|
=L (1 -3m
% 192( )
m
a,=—\31%-m
=@ - m)
:a1'b1+£
&7 73

If the terms from the homogeneous solution in Eq. (4b) are disregarded, ie, setting C, =C, =0, as this is dready
contemplated in Eq. (4a), and gpplying boundary conditions from (4b),

the spring tiffness () , resultingin Table 1.

Table 1. Coefficients of perturbation anaysis

a, and b, may be determined for any vaue of

b | a, = bo a b1

0.0 3.14159 9.86960 1.2337 0

0.1 3.17279 10.0665 130955 26288.2
10 340561 11.5982 248.706 524556
50 3.90856 15.2768 51.2509 129.006
¥ 449340 20.1907 38.3390 101.916

Now the axid

displacement  of

upper end may be obtaned by d=1- k(0)/h,
k(s)=edq,/ds+€’ dq /ds- The rod's geometrica configuration may be dso determined as Xs)=s- /2 (S‘qu(s)ds
0

ad () = g (5) ds+ & - g2(s)/3+a,(s)]ds

Numerical solution

The solution of Egs. (18 - (1€) requires specification of five boundary conditions as h is not known, a priori.
Furthermore, three boundary conditions are given & one end while two ae gpecified a the other end, which
characterizes a two-point boundary value problem. Severd techniques have been employed for this class of problem
(eg., finite dement methods, finite difference schemes and energy methods).  Solutions via the shooting method with
direct integration are conveniently employed in linear or nonlinear problems when only one parameter is required for
interpolation but they become rather complex if two conditions are sought in nonlinear systems.

However, a smple but robust way to transform a boundary into an initid vaue problem is avalable in Mathcad
(1997) through the following procedure: (a) initid missng vaues are guessed;, (b) the boundary vaue endpoints are
specified; (€) the set of differentid equations are defined; (d) a load function which returns the initid conditions is
edablished; (6) a score function to measure the distance between termind conditions and desired termina conditions is
employed; (f) the equivdent initid conditions are findly caculated. From this point a cdassicd Runge-Kutta high order
solution may be employed to solve the set of nonlinear ordinary differentid equations.

Asymptatic solution
A specid dass of solution may be dso sought for high values of gpplied loads through an asymptotic expanson.
For extreme | oading conditionsit is convenient to rewrite Eq. (1d). Theforces p and h may bewritten as (see Fig. 1):

p=Q cos:a ()
h=Q sna C)

where Q istheresultant forceand a istheangebetween p and Q. Using an auxiliary variable:
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j =gq+a (10)

and subdgtituting Egs. (8) - (10) in (1d) yields:

2.

dfj -

—+0Qsnj =0 (11)
= Qsinj

AsQ® ¥, sinj =0. Hence

] =np , N= (0,1,2,...) (12)

Further substituting the change of varidble q =.,/Q s in Eq. (11) gives

dj

—+ sinj =0 (139
dq
with boundary conditions:
bfj ©-al=L© (13)
s

L 13¢
Lim =P o
1
osin -a)ds=0 (13
0

Multiplying Eq. (138) by dj /dg integratingitin g and applying condition (13c) yields:

i =+ 2 Coi?;g (14)
dq €2g

Assuming the negative vaue in the right hand sSde of Eq. (14) and employing trigonometric relations gives:

z

e & thdl_ o (15)
Ing T =-q+K
gt ¢ 4 4 |

where K isacongtant of integration. Isolating j inEq. (15 gives
j (3 =4arctar(ze °)- p (16)

where Z =¥ Applying dj /ds=./Q dj /dq and Eg. (13b) resuilts

2
1Pz -p-all (17)
Q i (L+2?)[aarctan(z) - p a]fv)
Equation (13d) may be rewritten as:
1
¢ sina- sing] ds=sina (18)
0

Recalling thet dg =/Q ds. substituting Eq. (16) and isolating , /Q after dgebraic manipulation in Eq. (18) yidlds:

N |
2= Y- Al sl eomscocines oo "
ol
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Applying the variable subgtitution u=Ze @ andsetting Q® ¥ gives

z
JQ =- Ji- cod4arctar(u)]+ cot(a)sin[4arctan(u)]}% (20)
0
Expanding the trigonometric functions and solving the integrd yields
o= #Zleotl)+ Z]y" (2)
1 1+7

It is now posshle to determine the vaues of p and h employing Egs. (7) and (21) for any vdue of a, aswell as
displacement d , which is determined from:

S 1%y gy 42 (22
d=1 hds(o) 1+J§§na(l+22)

The geometrica configuration may be aso obtained.
3. Analysis of Results

As described by Wang (1997), there are severd interesting phenomena such as limit load, jump, hyseress
bifurcation and nonruniqueness as the load (p) displacement (d) relation is not monotonic and  equilibrium
configuration may depend on the load-unloading path (i.e., if displacement or load is controlled).

Reaults for numericd andyss are presented in Figs. 3a - 3f from double-hinged to hinged-built-in dender dagtic
rods, including smulations for p = 0.1, 1 and 5, which illudrate the solution dependence on the rotationa condraint.
For the sake of conciseness, results for initid post-buckling and asymptotic expansons are only displayed in Figs. 3a -
3f for b =5 They respectively show curves d- p, d- h, g0)- p, g(0)- h, k(0)- p, o1)- h. Excellent agreement
is obtaned with anaytica (i.e, initid pog-buckling and asymptotic expansions) and numerica techniques for dl
figures

Let's examine more carefully results for p = 5 and condder the rod initialy straight. As a compressive load is
progressively applied, the rod buckles a point (A) in Fig. 3a. Further increasing the load it reaches a limit load (B) and
jumps to (D) and then (E). However, if displacement is controlled the path sequentidly follows (A) to (E). The
unloading may aso be load or displacement controlled. In the first case it follows path (E), (D), (B) and (A) otherwise
(E) to (A). A combination of load and/or displacement controlled pathsis dso feesible.

For each boundary condition eight eadtica configurations are presented in Figs 4a - 4e for different vaues of d.
The geometry becomes more symmetric as the spring giffness reduces  Also note that for double-hinged rods the
solution is given by two curves, which actualy represent same equilibrium states.
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Figure 3. Post-buckling mapping
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Figure 4. Post-buckling geometric configurations
4. Conclusions

The analytical and numerical techniques presented in this paper have been successfully employed in a two-point
boundary value problem governed by a set of five first-order non-linear ordinary differential equations.

The post-buckling configuration of slender elastic rods subjected to terminal forces is highly dependable on the
prescribed boundary condition.  Results, presented in non-dimensional format, reveal several interesting features such
as limit load, jump, hysteresis, bifurcation and non-uniqueness.

The simple but powerful numerical procedure employed may facilitate further developments in two-point boundary
value problems such as post-buckling analysis of slender elastic rods subjected to self-weight and applied terminal
moments and is the object of research.
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APPENDIX A - Derivation of gover ning equations
Equilibrium of moments on theinfinitesma dement of Fig. 1 gives:
(M+dM)- M +H dX+P dY=0 (A1)
where M is the bending moment, P and H are the longitudind and laterd forces, respectively. Dividing Eq. (A1) by
dS andemploying dx/dS= cosg ad dY/dS=sinq Yields:

(:j—l\g+H cosg+Psing=0 (A2)

For lineer dadic materias Hooke's Law applies and M = E| K, where E is the modulus of Young, | is the cross-
sectiond inetia and K =dqg/dS is the deflected rod curvature. Furthermore variables may be made non-dimensond by
usng following relaions S=Ls, Y=Ly, X=Lx, k=LK, P=pE/* ad H=hEl/l?. Hene Eq (A2

reduces to (1d). The boundary conditions are: X(O):O, Y(O):O, El %(0) Cq(O):O, Y(L):O and K(L):O

L , . . . - CL
which, in non-dimensiona form, resultsin equation (2a) to (2€). Notethat in thiscontext b = =

APPENDI X B - Deter mination of buckling loads

If small displacements are assumed the governing Eq. (1d) reducesto:

4 2
dty ., pd Y_o (B1)
dx* dx®

Four boundary conditions must be applied:

- - and 9*Y0). b¥(0)= B
at x=0 y(0)=0 =2 (0)- bX(0)=0 (B2a)
at x=1 y{)=0 and 323/(1):0 (B2b)

X

Solution of Eq. (Bl) is:

y(x)= Asinyp x)+ B cody/p x)+ C x+D (B3)

Application of boundary conditions in Eq. (B3) yidds a system of four dgebrac eguations To avoid trivid
solution the determinant of the coefficientsis set equa to zero hence providing the critical loads:

0 1 0
R I ®4
sin,/p cosf/p 1

- psn/p - pcos/p O

Resultsof p asafunction of the spring stiffness b areshownin Fig. 2.
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Abstract. The thermomechanical behavior of shape memory alloys (SMAs) may be modeled either by microscopic or macroscopic
point of view. Shape memory, pseudoelasticity and thermal expansion are phenomena related to the SMA behavior. Constitutive
models consider phenomenological aspects of these phenomena. The present contribution considers a one-dimensional constitutive
model with internal constraint to describe SMA behavior. The proposed theory contemplates four phases: three variants of
martensite and an austenitic phase. Two different elastic moduli for austenitic and martensitic phases and new constraints are
concerned for a correct description of phenomena related to SMA. Thermal expansion phenomenon is also contemplated. A
numerical procedure is developed and numerical results show that the proposed model is capable to describe shape memory alloys
thermomechanical behavior.

Key-words: Shape memory alloys, constitutive equations.

1. Introduction

Shape memory alloys (SMAs) are a family of metals with the ability of changing shape depending on their
temperature. SMAs undergo thermoelastic martensitic transformations which may be induced either by temperature or
stress. When a specimen of SMA is stressed at a constant higher temperature, inelastic deformation is observed above a
critical stress. This inelastic deformation, however, fully recovers during the subsequent unloading. The stress-stain
curve, which is the macroscopic manifestation of the deformation mechanism of the martensite, forms a hysteresis loop
(Figure la). At a lower temperature, some amount of strain remains after complete unloading. This residual strain may
be recovered by heating the specimen (Figure 1b). The first case is the pseudoelastic effect, while the last is the shape
memory effect (SME) or one way SME. These effects are inter-related in the sense that, if the hysteresis cycle in the
pseudoelastic case is not completed when the applied stress is removed, then reversion of the residual martensite must
be induced upon heating, by employing the SME (Sun & Hwang, 1993). In the process of returning to their remembered
shape, these alloys can generate large forces which may be useful for actuation (Rogers, 1995). Because of such
remarkable properties, SMAs have found a number of applications in engineering.

(a) (b)

Figure 1. (a) Pseudoelastic effect; (b) Shape memory effect.
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Metallurgical studies have revealed the microstructural aspects of the behavior of SMAs. Basically, there are two
possible phases on SMAs: austenite and martensite. In martensitic phase, there are plates which may be internally twin-
related. Hence, different deformation orientations of crystallographic plates constitute what is known by martensitic
variants. On SMAs there are 24 possible martensitic variants which are arranged in 6 plate groups with 4 plate variants
per group (Zhang et al., 1991). Schroeder & Wayman (1977) have shown that when a specimen is deformed bellow a
temperature where only martensitic phase is stable, with increasing stress, only one of the 4 variants in a given plate
group will begin to grow. This variant is the one that has the largest partial shear stress. On the other hand, because the
crystal structure of martensite is less symmetric than the austenite, only a single variant is created on the reverse
transformation (Zhang et al., 1991). For one-dimensional cases, it is possible to consider only three variants of
martensite on SMAs: the twinned martensite (M), which appears without stress field, and two other martensitic phases
(M+, M-), which are induced by positive and negative stress fields, respectively.

The thermomechanical behavior of shape memory alloys may be modeled either by microscopic or macroscopic
point of view. Constitutive models consider phenomenological aspects of this behavior (Birman, 1997) and, despite the
large number of applications, the modeling of SMA is not well established. The following classification may be
considered to the phenomenological theories: Polynomial models, models based on plasticity, model with assumed
phase transformation kinetics and models with internal constraints.

Polynomial model was proposed by Falk (1980) and is based on the Devonshire theory for temperature-induced
first order phase transition combined with hysteresis. This is a one-dimensional model that defines a polynomial free
energy which describes pseudoelasticity and shape memory in a very simple way.

Models based on plasticity exploit the well-established principles of the theory of plasticity. Bertram (1982)
proposes a three-dimensional model using the concepts of kinematics and isotropic hardening. Mamiya and co-workers
(Silva, 1995; Souza et al., 1998; Motta et al., 1999) also presents models which are capable to describe shape memory
and pseudoelastic effects. Auricchio and co-workers also introduces models using these ideas. First, Auricchio &
Lubliner (1997) and Auricchio & Sacco (1997) present a one-dimensional model and then, it is extrapolated to include
the analysis in the set of three-dimensional media (Auricchio ef al., 1997).

Models with assumed transformation kinetics consider that the phase transformation is governed by a known
function which is determined through the current values of stress and temperature. Tanaka & Nagaki (1982) proposed
the first model based on this formulation. This theory originates other models proposed by Liang & Rogers (1990),
Brinson (1993), Boyd & Lagoudas (1994), Ivshin & Pence (1994). Perhaps, these are the most popular models to
describe SMA behavior.

Models with internal constraints consider internal variables to describe the volumetric fractions of the material
phase and constraints, which establishes the form how the phases may coexist. Fremond (1987, 1996) develops a three-
dimensional model which considers three phases: two variants of martensite and an austenitic phase. Limitations of this
theory are discussed in Savi & Braga (1993a). Abeyaratne ef al. (1994) describes phase transformation kinetics with the
aid of some constraints based on thermodynamic admissibility rules. The model of Auricchio and co-workers also may
be included in this classification.

The present contribution considers a one-dimensional constitutive model with internal constraint to describe SMA
behavior. The proposed theory is based on Fremond’s model and includes four phases in the formulation: three variants
of martensite and an austenitic phase. The inclusion of twinned martensite allows one to describe a stable phase when
the specimen is at a lower temperature and free of stress. This is an improvement of the proposed model when
compared to the original Fremond’s model. Furthermore, two different elastic moduli for austenitic and martensitic
phases and new constraints are conceived in the formulation. A thermal expansion term is also included in the
formulation. A numerical procedure based on the operator split technique (Ortiz ef al., 1983) and on the orthogonal
projection algorithm (Savi & Braga, 1993b) is developed. Numerical results show that the proposed model is capable to
describe the thermomechanical behavior of shape memory alloys.

2. Constitutive Model

Fremond (1987) has proposed a three-dimensional model for the thermomechanical response of SMA where
martensitic transformations are described with the aid of two internal variables. These variables represent volumetric
fractions of two variants of martensite (M+ and M-), and must satisfy constraints regarding the coexistence of three
distinct phases, the third being the parent austenitic phase (4). It has been noted (Savi & Braga, 1993a) that Fremond’s
original model can not present good results in three-dimensional problems, however, one-dimensional results are
qualitatively good. Here, an alternative one-dimensional model is considered introducing a fourth variant of martensitic
phase: twinned martensite.

SMA behavior can be characterized by the Helmholtz free energy, (, and the potential of dissipation, @ The
thermodynamic state is completely defined by a finite number of state variables: deformation, & temperature, 7, the
volumetric fractions of martensitic variants, 3, and f,, which are associated with detwinned martensites (M+ and M-,
respectively) and austenite (4), ;. The fourth phase is associated with twinned martensite (M) and its volumetric
fraction is B,. Each phase have a free energy function as follows,
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where a, Ly~Ly(T) and L,=L ,(T) are material parameters that describe martensitic transformation, £, and E , represents
the elastic moduli for martesitic and austenitic phases, respectively; Q,, and Q, represents the thermal expansion
coefficient for martesitic and austenitic phases, respectively; T}, is a temperature below which the martensitic phase
becomes stable in the absence of stress while 7 is a reference temperature; p is the density. A free energy for the
mixture can be written as follows,

4
pi(e,T, &-)sz B (e, T)+3(B,) (5)

where the volumetric fraction of the phases must satisfy constraints regarding the coexistence of four distinct phases:
0< Bls 1 (i:1’2,354) > B]+ﬁz+ﬁ3 +B4 =1 (6)

In the absence of stress, detwinned martensites, M+ and M-, do not exist. In order to include this physical aspect,
an additional constraint must be written,

B, =B,=0ifc=0and B =5 =0 (7)

where Bls and BZS are the values of B; and [3, , respectively, when the phase transformation begins to take place. With

these considerations, j is the indicator function of the convex 7 (Rockafellar, 1970):
T={8,00 | 05 B, <1(i=1.2.3,4): B+ B, + B+ By =1:f, =B, =0 if 0 =0and B =p5 =0 ®)

Using constraints (6), 3, can be eliminated and the free energy can be rewritten as:

pY(e,T, By, By, B3)= pW(e,T, By, By, B)+I(By. By, B3) 9
where,
N 0 L o o 1 0
pJ(e,T, By, By, Bs) =By T ag ——2(T =T, )+ B, @€ ——L(T =Ty, )+
0 Ty o o Ty 0 (10)
By (E - Ey)e? - E B o1y (@ - Q)T - Tyem L Ey e+ B (=T, ) - @, (T =Ty )e
g Ty o 2 Ty

Now, J represents the indicator function of the tetrahedron rTof the set (Figure 2),

rr:{,BiDD‘ 0< B;<1(i=1,2,3)B,+B, +Bs<1;B =B, =0 if c=0and B = :o} (11)
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Figure 2. Tetrahedron of the constraints 7z

State equations can be obtained from the Helmholtz free energy as follows:
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where B; are thermodynamic forces and o represents the uniaxial stress; J; is the sub-differential with respect to f;

(Rockafellar, 1970). Lagrange multipliers offer a good alternative to represent sub-differentials of the indicator function
(Savi & Braga, 1993b). Considering a pseudo-potential of dissipation of the following type,

w(ﬁl,ﬁz,/?3>=%<ﬁf+/3§+/3§> (16)

where 1] is a parameter associated with the internal dissipation of the material. At this point, it is possible to write the
following complementary equations:

B, :j—g:nﬁi (i-1.23) (17)

These equations form a complete set of constitutive equations. Since the pseudo-potential of dissipation is convex,
positive and vanishes at the origin, the Clausius-Duhen inequality (Eringen, 1967), is automatically satisfied if the
entropy is defined as s =—dY /0T .

Further, it is important to consider the definition of the parameters L,~L;(7T) and L,=L,(T), which is obtained
assuming B1 =0 and € =&, =a/E,; in a critical temperature, 7¢, below which there is no residual strain. Hence,
using these conditions in Equation (14), the following expressions are obtained,

%‘M:L’ if TZTC
LyM=0 _ TeTy) & 7 og (1%
T )
o, =L, if T>T,
0
L,(T)= 0 (7. -7y, )0 19
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3. Numerical Procedure

In order to solve the governing equations, an algorithm based on the operator split technique (Ortiz ef al., 1983) are
conceived. The procedure isolates the sub-differentials and uses the implicit Euler’s method combined with an
orthogonal projection algorithm (Savi & Braga, 1993b) to evaluate evolution equations. Orthogonal projections assure
that volumetric fractions of the martensitic variants will obey the imposed constraints. In order to satisfy constraints
expressed in (6), values of volumetric fractions must stay inside or on the boundary of 77 the tetrahedron shown in
Figure 2. For instance, if trial values of volumetric fractions calculated by (17) fall outside the region 7T
B=( El, Ez, Es), the projection are prescribed in such a way that the result will be pulled to the nearest point on the

boundary of the tetrahedron, B = (S, 85, B3) (Figure 3).

Figure 3. Orthogonal projection in tetrahedron of the constraints 7z
4. Numerical Simulations
In order to evaluate the response predicted by the proposed model, a SMA specimen which properties are presented

in Table 1, is subjected to thermomechanical loadings.

Table 1. Thermomechanical properties.

E, (GPa) | Ey(GPa) | a (GPa) | L (MPa/°C) | 1 (MPa/C)

67.0 263 0.228 61.6 70,000
Q, (MPa’C) | Q,(MPa’’C) | T, (°C) 7, ()
0.55 0.35 18.4 25

At first, the pseudoelastic effect is contemplated regarding a SMA specimen subjected to a mechanical loading with
a constant temperature (7' = 60°C). The stress-strain curve for stress driving cases is presented in Figure 4a. Notice that
there are two different elastic moduli for the austenitic and martensitic phase. Figure 4b shows the volumetric fraction
evolution of each phase, allowing the identification of phase transformation process. When the specimen is free of
stress, the austenitic phase is stable. After this, positive stresses induce the formation of the M+ variant of martensite.
The unloading process induces the austenite formation again. When there are negative stresses, the M— variant of
martensite is induced. Finally, the unloading process induces the formation of the austenitic phase (4).
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Figure 4. Pseudoelastic effect (7' =60 °C > T ). (a) Stress-strain curve; (b) Volumetric fractions.

The shape memory effect is now focused regarding a thermomechanical loading depicted in Figure 5a. Firstly, one
conceives a constant temperature 7 = —10°C, where the martensitic phase is stable. After mechanical loading-unloading
process, the specimen presents a residual strain that can be eliminated by a subsequent thermal loading (Figure 5a).
Notice that the stress-strain-temperature curve represents the shape memory effect and it is important to observe that
there is a stable phase, associated with the twinned martensite (M), when the specimen is free of stress. The heating
process induces the transformation from detwinned martensite, M+, to twinned martensite, M and, for higher
temperatures, the austenitic phase (4). The nonlinear behavior promoted by phase transformation can be observed in the
detailed zoom of Figure 5a. Figure 5b shows the volumetric fraction evolution of each phase, pointing out the cited
phase transformation.
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Figure 5. Shape Memory effect.

The thermal expansion effect is now considered regarding a thermal loading depicted in Figure 6a, free of stress.
Figure 6a presents the strain-temperature curve, showing the thermal expansion and the phase transformations related to
a thermal loading. Notice the hysteretic characteristics of phase transformation, defined by the critical temperature T},
(vertical line at 18.4°C). Experimental data presented by Jackson ef al. (1972) show a similar curve, indicating that the
model is capable to describe the coupling between shape memory effects and thermal expansion. Figure 6b presents the
volumetric fraction evolution of each phase, showing the conversion between twinned martensite (M) and austenite (4).
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Figure 6. Thermal expansion effect.

5. Conclusions

The present contribution proposes a new one-dimensional constitutive model with internal constraint to describe
SMA behavior. The proposed theory considers the twinned martensite in the formulation and, as a consequence, there is
a stable phase when the material is free of stress at low temperatures. The consideration of different elastic moduli for
austenite and martensite is another improvement of the theory. The inclusion of the constraint which establishes that the
detwinned martensites does not exist in the absence of stresses, and also the thermal expansion term allows one to
describe the coupling between shape memory effect and thermal expansion phenomena. A numerical procedure based
on the operator split technique associated with a orthogonal projection algorithm is developed. Numerical results show
that the proposed model is capable to describe the main aspects of thermomechanical behavior of shape memory allows.
Some features are still needed to be contemplated in the proposed model and one could mention the elimination of the
softening behavior for strain driving case and also the internal loops observed during cyclic loads associated with
incomplete phase transformations.
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Abstract. Internal stresses generated during quenching can produce warping and even cracking of a steel body, and therefore, the
prediction of such stresses is an important task. Phenomenological aspects of quenching involve couplings among different physical
processes occurring in the phenomena. The present contribution regards on modelling and simulation of quenching, presenting an
anisothermal model formulated within the formalism of continuum mechanics and thermodynamics of irreversible processes. This
procedure allows one to identify couplings, estimating the effect of each one. A numerical procedure is developed based on operator
split technique associated with an iterative numerical scheme in order to deal with nonlinearities in the formulation. With this
assumption, coupled governing equations are solved from four non-coupled problems: Thermal, phase transformation,
thermoelastic and elastoplastic. The proposed general formulation is applied to analyse progressive induction hardening of steel
cylinders. Numerical results show that the proposed model is capable of capturing the main behaviour observed on experimental
data.
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1. Introduction

Quenching is a commonly used heat treatment to increase the strength of steels by the formation of a hard
microstructure called martensite. In brief, quenching consists of raising the temperature of the steel above a certain
critical temperature, called austenitizing temperature, holding it at that temperature for a fixed time, and then rapidly
cooling it in a suitable medium to room temperatures. The resulting microstructures formed from quenching (pearlite,
bainite and martensite) depend on cooling rate and on steel characteristics expressed in isothermal transformation (IT)
diagram. If the steel is cooled sufficient rapidly following austenitizing, the formation of pearlite and bainite is avoided,
and martensite is produced. Martensite formation begins at M,, which is the temperature where martensite starts to form
under stress-free state, and finished at M, the temperature where martensite finishes its formation. In order to enhance
the ability to avoid austenite decomposition before M, is reached, and thus to achieve a totally martensitic
microstructure, alloying elements are added to steels promoting a convenient alteration of IT curves. The volume
expansion associated with the formation of martensite combined with large temperature gradients and non-uniform
cooling promote high residual stresses in quenching steels. The prediction of such stresses is a rather difficult task.

Phenomenological aspects of quenching involve couplings among different physical processes occurring in the
phenomena and, therefore, its description is unusually complex. Basically, three couplings are essential: thermal
phenomena, phase transformation and mechanical aspects.

Thermal Phenomena: Temperature gradients resulting from heat transfer problem are associated with changes in
physical properties of the material;

Phase Transformation: When phase transformation takes place it causes a kinetic modification and sometimes leads
to a different morphology in the phase produced. Also, there is a mechanical modification related to the progress of
transformation, and takes place when plastic deformation occur under stresses lower than the yield stress of the
material;

Mechanical: temperature evolution and phase transformations cause elastic and plastic deformations, resulting in
residual stresses.

Usually, quenching represents one of last stages in the fabrication of mechanical components. Since the process
may induce distortion or even cracking, it is important to predict residual stresses caused by this process. Many authors
are devoted to this aim (Denis et al., 1985; Denis et al., 1999; Woodard, et al., 1999; Sjostrom, 1985; Sen et al., 2000),
however, the proposed models are not general and usually are applicable to simple geometry.

Progressive induction hardening, applied to bodies previously quenched and tempered, is a heat treatment process
carried out by moving a workpiece at a constant speed through a coil and a cooling ring. Applying an alternating current
to the coil, a magnetic field is generated which induces eddy currents in the workpiece and through the eddy current
losses it becomes heated. During heating, a thin surface layer of austenite is formed. At subsequent quenching, this
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layer is transformed into martensite, pearlite, bainite and proeutectoide ferrite/cementite depending on, among other
things, the cooling rate. A hard surface layer with high compressive residual stresses, combined with a tough core with
tensile residual stresses, is often obtained.

The present contribution regards on modelling and simulation of quenching process, presenting an anisothermal
model formulated within the formalism of continuum mechanics and thermodynamics of irreversible processes.
Therefore, it is possible to identify couplings, estimating the effect of each one on the process. A numerical procedure is
developed based on the operator split technique (Ortiz et al., 1983) associated with an iterative numerical scheme in
order to deal with nonlinearities in the formulation. With this assumption, the coupled governing equations are solved
from four non-coupled problems: Thermal, phase transformation, thermoelastic and elastoplastic. The proposed general
formulation is applied to progressive induction hardening of steel cylinders. Numerical results show that the proposed
model is capable of capturing the main behaviour observed on experimental data.

2. Phenomenological Aspects of Phase Transformation

Deformation of the material during phase transformation process from austenite to martensite results from

interactions of many phenomena. It is postulated here that the total strain increment dg;, can be divided into five parts
(Sjostrom, 1985):

— e T p v tp
de; =de; +de; +dej; +de; +deg (1)

e

where i and j assume 1, 2 and 3; de;;, dsl-jT- and dsl-j-’ are, respectively, increments of elastic, thermal and plastic strains

observed in thermoelastoplastic materials (Lemaitre & Chaboche, 1990). Also, del;-v and dsg-” are associated with phase

transformation process, being denoted, respectively, by volumetric and transformation plasticity deformations.
Phase transformation from austenite to martensite is related to a volumetric expansion, which usually is near
4%. Therefore, when part of a material experiments phase transformation, there is an increment of volumetric

" given by (Denis et al., 1985),

deformation, dslj ,

de? =y dB 5, @)

where df3 is the increment of volumetric fraction of martensitic phase formed during the decrease in temperature; y
is a material property related to the total expansion associated with martensitic transformation and J; is the Kronecker
delta.

The increment of transformation plasticity deformation, dE,-'j? , is the result of several physical mechanisms.
The development of a model for material behaviour may be based on phenomenological aspects where the martensitic
transformation causes localised plastic deformation. Many authors agree with the following expression to describe the

phenomenon (Denis ef al., 1985; Sjostrom, 1985; Desalos ef al., 1982):
» _ d
dgijp —(3K0ij)(1—[3)d[3 3)

where K is a material parameter and Ug = 0y - 0, (0w/3) is the deviator stress component. It should be emphasised that

this deformation may be related to stress states that are inside the yield surface.
The kinetics of phase transformation from austenite to martensite may be expressed by the equation proposed by
Koistinen and Marburger (Koistinen & Marburger, 1959),

B =1-exp[~k(M, -T) )

where k is a material constant, 7 is the temperature and M, is the temperature where martensite starts to form under
stress-free state. It is also convenient to define the temperature where martensite finishes its formation as follows:
M, =M -2log10)/k .

3. Constitutive Model

The thermodynamic state of a solid is completely defined by the knowledge of state variables. Constitutive
equations may be formulated within the formalism of continuum mechanics and thermodynamics of irreversible
processes, by considering thermodynamic forces, defined from the Helmholtz free energy, (, and thermodynamic
fluxes, defined from the pseudo-potential of dissipation, ¢ (Lemaitre & Chaboche, 1990).
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The quenching model here proposed allows one to identify different coupling phenomena, estimating the effect of
each one on the process. With this aim, a Helmholtz free energy is proposed as a function of observable variables, total

and temperature, T} also, internal variables are regarded: plastic deformation, &7, volumetric fraction

deformation, & 7,

ijs
of martensitic phase, 3, and another set of variables associated with phase transformation, hardening and damage
effects. Here, this set considers a variable related to kinematic hardening, a;; and two variables related to martensitic
phase transformation: volumetric deformation, Ei}v and transformation plasticity deformation, Eg’ . Therefore, the

following free energy is conceived,
pY(e;.ay,B.T) =W (ejay,, B,T) =W (g;) + Wy (a) +Wg(B) =W (T) ©)

where & =¢&; —a,(T —T;))0; — €] —8,-;” - f;’ is the elastic deformation and energy functions are expressed by the

following expressions which conceives summation convention,

1 e e 1
%’/e = EEW E€a 5 Wa@y)= EHz‘jkl a;Qy
T 6)
éWﬁ(ﬁ) =l ; WyD)=p I C log(§) d& + (p2)C, T*
TO

The components E;;; and Hyy, are associated with elastic and hardening tensors and a7 is the coefficient of linear
thermal expansion. These parameters are temperature dependent; C; e C, are positive constants, 7, is a reference
temperature and o the material density; /() is the indicator function associated with convex Cg ={ B|0sB< 1}
[10].

Thermodynamical forces (0, Py, Oy Ry Xy Z, s), associated with state variables (sij,eé’ ,sg-v ,Eg-) ,al.j,ﬁ,T ), are
defined from W, as follows (Lemaitre & Chaboche, 1990):

_owW _ e _ oW _ ‘ __ oW _ . __ow _
Urgjj-’%—kﬁm P = ap 0 0y = P Ry = ey O (7)
ow ow
X.=—=H_.a VAR Y ;0 s=—-1/p)— 8
v ik slp(B) (1/p) or (3

J

where 0/ 5( B) is the subdifferential of the indicator function Iz (Rockafellar, 1970).

In order to describe dissipation processes, it is necessary to introduce a potential of dissipation
sV

- ot - 1 . A . o . . %7 . A _ . o f . f . A
WEL €, €7,d,,B,q;) , which can be split into two parts: @&),&;,€7.0;,B,9,) =@ (€] ,€;,€].d;,B)+ @, (q;) -

Also, this potential can be written through its dual (p* (P,-]-,Ql-j , R,-j,Xl-j ,Z,8;) = (A* (P,-j,Q,-j, Rl-j,X,-j, Z)+ q);(g,.) , as follows:

O . . : 3kB(1-B) R R -
E @ =If(Bj:Xy)+yﬁQij+T§ey_%5[j @eij _%5UQ+Z(T,T)Z
0 )
0
« T
O =_ANAg.o
0 ] B 8i8i

where {(T,T) is a function associated with phase transformation kinetics, g; = (1/7) 87/dx; and A is a material
parameter which is function of temperature; / ; (F;,X;;) is the indicator function associated with elastic domain, related
to the von Mises criterion,

/2
(B
S By Xy) = g5 (B - X[)B] —Xj)g -0y <0 (10)

Oy is the material yield stress, X, : =X - 0;(Xw/3) and Pf = 0; . A set of evolution laws obtained from ¢* characterises

dissipative processes,
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£2 00, I(Py, X;) = Asign(oy, - Hya) an
00
v ="T =\39§. 12
i 20, VB9, (12)
; a(P* : d
EP =T =3kB(1-PB)o} 13
ij or, B(-pB)o; (13)
dijD—axul;(aij,Xﬁ):éé’ (14)
=-—==¢(T.T 15
B 37 ¢(T,7) (15)
, __99 __,r g __p0T (16)
0g; 0x;

where sign(x) = x / |x|; ¢, is the heat flux vector, A is the plastic multiplier (Lemaitre & Chaboche, 1990) and {(7,T) is
defined by the following equation:

O kT exp[~k(M,~T)] if M{=2T2M,

¢@a)=F (17)
50 if T>M andT <M,

Using the following definition for the specific heat ¢ =—(T'/ p) 0°W /0T?* and the set of constitutive equations (7-
8,11-16), the heat equation can be written as:

0 oT .
— N — T =—a;,-a 18
ox, axiE‘PC [ ar (18)
where
Lty s . : o; . Xy . 97 .
ap=0;(Ef +& +€0)=Xyd, ~ZB ; ar :T%fij +0_T1a[j+ﬁﬁ§ (19)

The term a, is denoted as internal coupling and is always positive. It has a role in (18) similar to a heat source in the
classical heat equation for rigid bodies. The term ar is denoted by thermal coupling and can be either positive or
negative.

With these assumptions, the set of constitutive equations formed by (7-8,11-16) verify the inequality established by
the second law of thermodynamics which can be expanded in a local form as:

g dy =0, (6] +€ff +&) - Xd, -ZB20
0

H d, =—(q;8) =0

(20)

The term d, represents mechanical dissipation while d, is thermal dissipation.
In metal forming, the thermomechanical coupling is usually taken into account by an empirical constant called the
heat conversion factor, which represents part of plastic power transformed into heat (Pacheco,1994):

+
X= a; .‘;T (1)
0j&;
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4. Cylindrical Bodies

This contribution considers cylindrical bodies as applications of the proposed general formulation. Other references
present different analysis of this problem (Pacheco et al., 1997; Camardo et al., 2000). With this assumption, heat
transfer analysis may be reduced to one-dimensional problem. Also, a plane stress or plane strain state can be
conceived. Under these assumptions, only radial, », tangential, 6, and longitudinal, z, components need to be considered
and a one-dimensional model is formulated. This section presents the simplified model employed to simulate cylindrical
bodies. In order to present the simplified equations, the normal components of the second order tensors (&;, 0;, Q;;, for i
= j) are denoted by (); with i = r, 6, z and the summation convention is not evoked.

At first, consider the isotropic Hooke’s law to establish a relation among stresses and elastic strains (Boley &
Weiner, 1985):

&= %[0, -v(0, +0, )] (22)

g5 =—[05-v(0, +0.)] (23)
E

gl = %[OZ -v(0, +0y )] (24)

where E and V are, respectively, Young modulus and Poisson’s coefficient. Thermal strain is defined as:
Sl-T =a,(T-T,), fori=r,6,z (25)
The evolution equations for plastic variables are described by,
&P = Asign(o, -Ha,), fori=r, 6,z (26)

where H is a material parameter associated with kinematic hardening and A is a plastic multiplier from the classical
theory of plasticity (Lemaitre & Chaboche, 1990; Chakrabarty, 1987). The yield function, associated with elastic
domain, is defined employing the von Mises criteria,

J%[(of ~0.)’ +(0, ~0g)* +(0g =0.)*| =0y <0 @7

with the following definitions

O.+0,+0 a,+ay,+a
o =c'-Ha?, U,~d=0,«—%, O',-d:a[‘%’ fori=r, 8,z (28)

The evolution equations for the deformation related to martensitic phase transformation are described by,

g :yﬁ, fori=r, 6, z. (29)

EP =3kB(1-B)a, fori=r, 6,z 30)

At this point, it is necessary to consider kinematics relations among strains and the radial displacement, «, which is
written as follows

u
s €9 = (3D
r

™

1
QD
|8

Three-dimensional equilibrium equations are reduced to

00, _0y-—0,
Zr =z =r (32)

or r
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Furthermore, heat conduction problem is governed by the one-dimensional energy equation, (Boley & Weiner,
1985):

—g—‘r’—%q:ch‘ (33)

and the constitutive relation between heat flux and temperature is established by the Fourier law,

oT
=-N— 34
or 34

where A is the coefficient of thermal conductivity.
5. Numerical Procedure

The numerical procedure here proposed is based on the operator split technique (Ortiz ef al., 1983; Pacheco, 1994)
associated with an iterative numerical scheme in order to deal with nonlinearities in the formulation. With this
assumption, coupled governing equations are solved from four non-coupled problems: Thermal, phase transformation,
thermoelastic and elastoplastic.

Thermal Problem - Consists on a radial conduction problem with surface convection. Material properties depend on
temperature, and therefore, the problem is governed by nonlinear parabolic equations. An implicit predictor-corrector
procedure is used for numerical solution (Pacheco, 1994; Ames, 1992).

Phase Transformation Problem - Volumetric fraction of martensitic phase is determined in this problem. Evolution
equations are integrated from a simple implicit Euler method (Ames, 1992, Nakamura, 1993).

Thermoelastic Problem - Stress and displacement fields are evaluated from temperature distribution. Numerical
solution is obtained employing a shooting method procedure (Ames, 1992, Nakamura, 1993).

Elastoplastic Problem - Stress and strain fields are determined considering the plastic strain evolution in the
process. Numerical solution is based on the classical return mapping algorithm (Simo & Miehe, 1992; Simo & Hughes,
1998).

6. Numerical Simulations

As an application of the general proposed model, numerical investigations of quenching of long steel cylindrical bar
(SAE 4140H) are carried out simulating a progressive induction (PI) hardening.

Material parameters of the cylinder are the following (Denis et al., 1985; Denis ef al., 1999; Woodard, et al., 1999;
Sjostrom, 1985): k=1.100 x 107> K", y=1.110 x 10, k = 5.200 x 10™! Pa”', p=7.800 x 10’ Kg/m’, M, = 748 K, M=
573K. Other parameters depend on temperature and needs to be interpolated from experimental data. Therefore,
parameters E, H, 0y, ar, ¢, K, h, are evaluated with the following expressions (Melander, 1985; Hildenwall, 1979):

=1.985x10"! —=4.462x10" T —=9.909x10* 7> - 2.0597">

E=E,(1-B)+E
! Y QEM =2.145x10"" =3.097x10" T -9.208x10* 7% - 2.797T°

(35)

E]Jz.o92x106 +3.833x10°T =3.459x10°T2, if T <723K
H =[2.259x10° —2.988x10°T, if 723K <T < 748K (36)
%.064x107 -3.492x10*T, if T >748K

517.520x108 +2.370x10°T =5.995x102T2, if T <723K
oy =[1.598x10" -2.126x10" T, if 723K <T < 748K 37)
a.s%xlo8 ~1.094x10°T, if T >748K

_B.115x107° +1.918x1077 -8.798x107"' 7% +-2.043x107* T3, if T <748K

S (38)
230x107°, if T >748K

¢ =2.159x10% +0.548T (39)

K =5.223+1.318x107°T (40)
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05.960x10%, if T <404K
o .182x10* =1.030x10%7 +1.256x107' 72, if 404K <T <504K
h=[F2.593x10* +5.500x10°T, if 504K <T < 554K (41)
E— 9.437x10* +4.715x10°T = 7.286x107' T2 +3.607x107*T>, if 554K <T <804K
H.210x10°, if T >804K

Progressive induction hardening simulations regards a Smm thickness layer which is heated to 1120K (850°C) for
10s and then, immersing in a liquid medium with 293K (20°C) until time instant 120s is reached. In order to consider
the restriction associated with adjacent regions of the heated region, which is at lower temperatures, a plane strain state
is adopted.

Reference (Camardo, 1998) presents an experimental set up to promote progressive induction hardening in
cylindrical bodies. Experimental apparatus is depicted in Fig. (1), showing the cylindrical bar, the coil and the cooling
ring. Experimental data obtained from this set up is used here to validate the proposed model. Therefore, consider a
cylindrical bar, which is quenched in the apparatus. Fig. (2a) shows a cross-section of a quenched bar submitted to a
Nital etch 2%, while Fig. (2b) presents its hardness measures. Using X-ray diffraction technique it is possible to
estimate stress values on the surface layer, furnishing 0y = —=830MPa and 0, = —500MPa. These values present an
uncertainty of 30 MPa.

60

~ 50 E
o | |
4
e
o 45 i
(%}
Q
=
T 404 . 4
T
35 i
30 4 [ ] u
. . . . . . . . .
0.018 0.019 0.020 0.021 0.022 0.023
r(m)
(a) (b)

Figure 2. PI quenched body: (a) Cross-section view; (b) Hardness measures.

Numerical simulations are considered on the forthcoming analysis. Temperature time history for different positions
of the cross-section are presented in Fig. (3). Notice that for regions with thickness greater than Smm, the temperature
does not reaches austenitizing limit.

The stress distribution over the radius for the final time instant is presented in Fig. (4a). Notice the stress values on
the external surface, g = —-866MPa and g, = —255MPa. The circunferential stress, 0y, is close to experimental results.
The longitudinal stress, 0., on the other hand, presents a discrepancy that could be explained by the assumption of plane
strain state adopted to simulate the restriction associated with adjacent regions of the heated region, which is at lower
temperatures.
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The analysis of phase transformation is now in focus. In order to compare numerical and experimental results, a
relation between volume fraction of martensitic phase and hardness is established. Therefore, it is assumed that
martensitic phase (8 = 1) has 60HRC while austenite (8 = 0) has 30HRC. The volumetric fraction of martesite
distribution, represented by variable f3, is presented in Fig. (4b). Also, Figure (4b) shows the experimental data related
to hardness measures. Notice that the process quenches only points from external surface to 3mm thick and, once again,
numerical results predicted by the model is closer to experimental data.
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Figure 4. PI hardening: Stress distribution (a) and volume fraction of martensite distribution (b) for final time instant.

At this point, a comparison of stress distribution for the final time instant is contemplated considering four different
models. Each model incorporates different effects: all transformations effects are considered (TV&TP), only volumetric
transformation is considered (TV), only transformation plasticity is considered (TP) and no transformation effects are
considered (without TV&TP). Fig. (5) presents some results also shown in Tab. (1), which shows that the general
behaviour is qualitatively similar for the particular case study considered. However, a more detailed analysis, beyond
the scope of this contribution, is necessary to elucidate the effect of these coupling terms in other situations.
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Figure 5. PI hardening: Stress distribution for final time instant considering transformation effects.
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Table 1 — PI hardening: Stresses at the cylinder surface.

TP +TV TV TP Without TV&TP
s (MPa) -866 -883 -825 -800
0. (MPa) 255 —342 ~123 —62

Finally, a study on the influence of the induced layer thickness is performed. Figure (6) shows the stress
distributions and the volume fraction of martensite distribution for five thickness values of induced layers (PI) and for a
through hardening (TH). Through hardening consists of heating the steel, usually in a furnace, to a suitable austenitizing
temperature, holding at that temperature for a sufficient time to effect the desired change in crystalline structure, and
immersing and cooling in a suitable liquid medium. The simulation of through hardening concerns a body with
homogeneous temperature 1120K (850°C) which are immersed in a liquid medium with 293K (20°C) until a time
instant 150s is reached. The cooling medium is the same that is used on surface hardening. Since longitudinal direction
is free, a plane stress state is adopted.
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Figure 6. Induced layer thickness. Stress distribution (a-c) and distribution of volume fraction of martensite (d) for final
time instant.

Figures (6a)-(6¢) shows that the thickness of the induced layer is an important parameter on the residual stress
distribution. Higher thickness values promote higher stress at the center and lower stress at the surface. For the thinner
induced layer (1mm), a positive value of 0, (about 40 MPa) is observed at the surface. This is a condition that must be
avoided, as a traction stress field on the surface can promote the growth of surface defects.

The presented results show that the proposed model can be used as a powerful tool to predict the thermomechanical
behaviour of quenched mechanical components and choose important parameters as the cooling medium and the
induced layer thickness. It is important to note that the adopted approach, using an anisothermal model formulated
within the formalism of continuum mechanics and thermodynamics of irreversible processes, is a general formulation
that allows a direct extension to more complex situations, as the analysis of three-dimensional media and the other
phases. Furthermore, the proposed numerical procedure based on the operator split technique, allows the use of
traditional numerical methods, like the finite element method.
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7. Conclusions

The present contribution regards on modelling and simulation of quenching process, presenting an anisothermal
model formulated within the formalism of continuum mechanics and thermodynamics of irreversible processes. A
numerical procedure is developed based on the operator split technique associated with an iterative numerical scheme in
order to deal with nonlinearities in the formulation. Progressive induction hardening of cylindrical bodies is considered
as application of the proposed general formulation. Numerical results show that the proposed model is capable of
capturing the general behaviour of experimental data. An analysis of stress distribution for the final time instant shows
the influence of each of the transformations effects considered in the model. Results also show that the induced layer
thickness has a great influence in the residual stress distribution.
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Abstract: The geometrically non-linear static analysis of plates and shells using hexahedrical isoparametric elements with eight
nodes are presented in this work. The main features of this formulation are: (a) element matrices are obtained using reduced
integration and hourglass control, (b) non-linear equilibrium solution is obtained using the incremental/iterative Newton Raphson
scheme and the generalised displacement control method, (c) the conjugate gradient method is used to solve the algebraic system of
equations, (d) the objective Green-Naghdi stress rate tensor is used in the constitutive equation. Numerical examples are presented
showing that this element may be used effectively to analyze plate and shells.

Keywords: plate and shells, non-linear analysis, finite elements.
1. Introduction

Plates and shells are particular cases of three-dimensional solids and can be analyzed by the Finite Element Method
using different formulations. The analysis of plates can be formulated using the Kirchhoff hypotheses for thin plates or
using the Mindlin-Reissner theory that can be applied to thick plates. Although there were finite elements specifically
developed to analyze plates, in this work those will be considered a particular case of shells.

In the finite element analysis of shells basically three kinds of elements could be use: (a) flat elements; (b) curved
elements based in some shell theory; (c) degenerated elements, obtained from three-dimensional solid elements.

When shells are analyzed using flat elements several problems appear and, sometimes, they can lead to wrong
solutions. The main problems are: coupling between bending and membrane behavior, difficulties to handle with inter-
element boundaries in coplanar elements and the existence of spurious bending moments in inter-element boundaries. In
order to improve shell representation many authors have used curved elements based on some shell theory and
employing curvilinear coordinates. However, some difficulties arise in the generalized strain-displacement definition, in
selecting a theory in which the strain energy is equal to zero for rigid body displacements and in the correct definition of
angular displacements, (Azevedo and Awruch, 1999).

Three-dimensional solid elements have been also used to model shells and for this case, a particular shell theory is
not necessary. In order to reduce the number of degrees of freedom and to avoid numerical drawbacks arising when
three dimensional solid elements are used, special elements obtained as a degeneration of these three dimensional
elements were implemented and applied, see Ahmad ef al. (1970), Hughes (1987), Bathe (1996), among others.

When normal quadrature rules are used in three-dimensional degenerated elements, they tend to ‘lock’ in thin shell
applications, especially for low order elements. On the other hand, if a selective reduced integration rule is used to
prevent shear locking good results can be obtained for thin shells, but in this case rank deficiency (spurious
‘mechanisms’) may appear and, although sometimes spurious modes can be precluded from globally forming by
appropriated boundary conditions, they represent a potentially deficiency. The situation is even more acute when
uniform reduced integration rules are used (Hughes, 1987). Another source of problems is the membrane locking. Much
research has been undertaken to overcome shear and membrane locking in plane and shells. Many elements have been
implemented and behave well for thin analysis.

However in large-scale finite element analysis, with many unknowns involved, the efficiency is of crucial
importance to reduce computational costs and speed up the design procedure. The most efficient elements are those
with linear interpolation functions and one point quadrature with hourglass control. In this direction, Flanagan and
Belytschko (1981), Belytschko (1983), and Belytschko et al. (1984) presented a systematic and effective way to
hourglass control, but in both formulations a parameter, to be defined by the user, is required. Belytschko and
Binderman (1993) implemented the hourglass control of the eight-node hexahedral element, where the stabilization
parameter is not required, although the stabilization matrix still depends on the Poisson coefficient; this aspect was
eliminated by Liu ef al. (1994). The geometric non-linear static analysis of plates and shells using underintegrated eight-
node hexahedral elements with hourglass control is presented in this work. The non-linear equilibrium equations are
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formulated in a corotational coordinate system and the solution is obtained using the incremental/iterative Newton
Raphson scheme and the generalized displacement control method. Conjugate gradient method is used to solve the
algebraic system of equations and the objective Green-Naghdi stress rate tensor is used in the constitutive equation.
Comparative examples show the effectiveness of this 3-D solid element to analyze plates and shells.

2. The underintegrated eight-node hexahedrical element with hourglass control

For an eight-node hexahedrical isoparametric element, the shape functions are given by:
1 _
N €)=+ & +nn)1+£.8)  @=1-8) M

where &, 17, e {, are the natural coordinates & 77and ¢ of one particular node.
The eight-node hexahedrical element is indicated in Fig. (1) with respect to its local system of reference & 77 and ¢,
and with respect to its global system of reference X, X, and X,

1 ] 2
Figure 1. Hexahedrical isoparametric element in global and local coordinate systems.

The matrix B (0), which contains the shape functions derivatives for each node ‘n’ at the center of the element is

given by:

Na,x(o) bl la
B,(0)=|N, (0)|=|b, |=|b,, (a=1,..8). o
N,.(0)| [by| |b,

In order to identify the spurious mode patterns (or zero energy modes or ‘hourglass’ modes for hexahedral
elements) resulting from the non-constant strain field, due to use of one point quadrature, the following vectors are
defined (Flanagan and Belytschko, 1981):

h; = [1!_1717_1!13_1713_1] h; = [l,l,_l,_l,—l,—l,l,l] (3)
h} =[1,-1-1LL-1L1-1] h =[-11,-111,-11-1],

where superscript t designates the transpose. In Figure 2 a sketch of bending torsion and non-physical displacement
modes associated to these vectors are shown (Koh and Kikuchi, 1987).

I Pl
b Z !

Y

h bending h bending h_torsion h_ non-physical

Figure 2. Spurious mode patterns.

The Jacobian matrix at the element center is given by:
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g'x, €'x, €'x,
JO)=—|n'x, n'x, 7n'x, 4)
¢ txl 4 IXz g tx3

where &, m and { are vectors containing nodal coordinates with respect to the referential & 7 and {; and X,,X, e X,
are the nodal coordinates with respect to the global system x,,x, and. x;.

It can be shown that the determinant of the Jacobian matrix (J,) is equal to the eighth part of the element volume:
v

Jo =[J(0) == (5)
8

IfD= [D 1=J -! (0), the following expressions for vectors by, b, e b; are obtained:

1 1 1
bl=§[DHE +D12"1+D13§] b2=§[D21E +D22"1+D23C] b3=§[D31§ +D32"1+D33C]' (©)
Strain and displacement components are related by the expression:

8

B,(En.¢ (7)

a

where ﬁa contains the shape functions derivatives for each element node ‘a’, evaluated at the integration points and u,,

is a vector which contains displacement components of the element node ‘a’. Expanding € in a Taylor series about the
element center up to bilinear terms and taking into account expression (7), it is obtained:

(5 n.{)=B ( )+Ba§ 0)§+B 0)77+Ba,§(0)§+2Ba,577(0)§77+.

®)
2B, (0)n¢ +2B, ;; 0

The strain operator Eu (f, n,¢ ) may be decomposed in its dilatational and deviatoric part. To avoid volumetric

locking the dilatational part of the strain operator is evaluated with a one-point quadrature and consequently all linear
and bilinear terms disappear for this part, but remaining for the deviatoric part. Then the expression (8) can be written
as follows:

B,(&.n.£)=B."(0)+B;"(0)+ B3 (0)5 + B (0)7 + By (0)C + 2B, (0)n +

©)
2B, (0)1g + 2B (0)¢

To eliminate shear locking, the deviatoric strain sub-matrices can be written in an orthogonal corotational system,
rotating with the element. Only one linear term is left for shear strain components and thus removing modes causing
shear locking. In the corotational coordinate system components of the strain submatrices, after removing volumetric
and shear locking, can be written:

B (£.7,0)=B(0)+ B, (0)5 + B, (0)7+ B, (0) + 2B, (0)6n +
2B, (0)n¢ + 2B (0)5¢
B, (&.7.£)=B,,(0)+ B, (0)5 +BL (0)n+ By, (0)5 + 2B, (0)5n +
2B (0)9¢ + 2B (0)58
B_(£,1,{)=B_(0)+BX.(0)5 + B (0)7+ B, (0); + 2B, (0)n +
2B (0)ng +2BL (0)0E
B, (&.7.¢)=B,(0)+BL, (0)
},z(éan,§)= .(0)+ B (0)
B_(£,1.{)=B_(0)+B% (0)-

(10)
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As was observed by Belytschko and Binderman (1993), in order to get that skewed elements (evaluated with one
point quadrature) pass t the patch test, it is necessary to substitute by,, by, and bs, in the expression (2) by the uniform

gradient matrices b1 ,b2a and b

- 1 L
L= — . : (i=
ba =3 b, (5.1,¢)dQ

e

Q,

1,2,3;a=1,..,8)

Gradient vectors satisfy the following relations:

8 ~
blt.Xj =35 if (lz] 1:"93) Zbia = O
a=l1
P h oo =0 for non distorted elements
T 20 for distorted elements

, defined by Belytschko and Flanagan (1981) and given by:

amn

(12)

where 9 is the Kronecker delta. The final form of the matrix B in the corotational system, taking into account Egs. (2)

to (11) is given by the following expression:

B, )] [Bf 0 0
Bw(f,n,é) 0 b, 0
go|B=CmO)_[ 0 0 b5
B, (En¢)| |b. b 0
B.&n¢)| |0 b b
|B.(¢n.¢)] [by 0 b
3 11(7771+§Y2+277§Y4) _%Dn(é:YI"'é/Y;"'zgé/Y;)
_§D11(77Y1+§Y2+277§Y4) %D11(§YI+§Y;+2§§YZ)
A0y + v engyi) 4D, Eviedyiv2sgyy)
D, ¢y D, ¢y)
0 Dy, {y,
D¢y 0

where 7 are the stabilization vectors, defined by Liu et al. (1994):

Yo=h,—(ix)b. 0=l.4

(13)

1D, (Ey s+ e2emyy)]
D,y +nyi+28ny )
2p, Eys+my i +28nyy)
0
Dzzé/YI
DugY:

(14)

These matrices are evaluated using four integration points, showed in Tab. (1), and the weights are 2 in all cases

Table 1. Integration points for matrix B

Point & n 4

| V3 V3 V3
3 3 3

) B B V3
3 3 3

3 B V3 B
3 3 3

3 V3 V3

4 3 3 3
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3. Non-linear finite element equations.

The Hu-Washizu variational principle for non-linear finite element analysis is written as the three-field weak form:

Sn(v,0,€)= J.BthdQ‘f' JB[T‘ (V.v—e)dQ -8z 15)
Q Q

where & denotes a variation and a superscript t designates the transpose, oz is the virtual work by the external loading
and v, £, and 7 are the material velocity field, the assumed strain rate field and the assumed stress field, respectively,
Vv is the symmetric part of the rate of deformation tensor. Using the assumed strain method proposed by Simo and

Hughes (1986), where the orthogonality condition on the assumed stress field, o (VSV—{;‘):O, is satisfied, the

simplified variational principle becomes:

d7(v,e)= [8¢' Q57" (16)
Q

If the strain in the element is interpolated as in Eq. (7), the finite element equation corresponding to Eq. (16) can be
written as f, = f ., where f, is the internal element nodal force and f , is the element nodal force due to the

external loading .The stiffness matrix resulting from the internal virtual work can be written as

K= jﬁ‘cﬁdg (17)
Q

where the matrix C is dependent on the geometric and material conditions in the problem under consideration.

4. Finite deformation in a corotational coordinate system.

As described in Section 2, in elements for shell/plate simulations, the elimination of the shear locking depends on
the proper treatment of the shear strain. It is necessary to attach a local coordinate system to the element so that the
strain tensor in this local system is relevant to prevent shear locking.

4.1 Definition of corotational coordinate system

Assume that x;, x, and x; are the coordinate axes of the global system and %, %, and x,the corresponding

coordinate axes in the corotational system (these axes will be coincident with the local system & 77 and ¢ for undistorted
elements). Two vectors r| and r,, coincident with £and 7 for undistorted elements, are defined as follows:

n, Egtxl_; Ty E%txl_. (i=123) (18)

i

A correction term r_ is added to r, such that

r(r,+r,)=0 and p =_T02. (19)
’ rlrl

The orthogonal system is completed with
ry =1 x(r, +r.). (20)
Normalizing these vectors, the elements of the rotation matrix R are obtained.

R, =i ; R, =2 R, = (=123 @1
"o Y T
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4.2 Strain measures.

Since the corotational coordinate system rotates with the configuration, the stress defined in this corotational system
does not change with the rotation or translation of the material body and is thus objective. Therefore, the Cauchy stress
in the corotational coordinate system, called the corotational Cauchy stress tensor, is used as a stress measure. The rate
of deformation, also defined in the corotational coordinate system is used as the measure of the strain rate

A~ def A~ def \!
S_a Lo {E’V ] , 22)

where V% is the deformation part of the velocity in the corotational system % . If an initial strain ¢ (X,0)is given, the
strain tensor can be expressed as,

e (X,1)=¢ (X,0)+ j&(x,r Ydt - (23)

0

The strain increment is then given by the mid-point integration of the velocity strain tensor

[ A def A def )’
A¢ = Jade = 1) 200 +(a?“ J , 24)
2( 0%, 2) S

where At is the deformation part of the displacement increment in the corotational system X,,, referred to the mid

point configuration and can be written as (Liu et al. 1998):

AG* =R, ,Au* =%  -%,. (25)

n+l/2 n+ n

Once the strain increment is obtained by Eq. (24), the stress can be calculated using the constitutive relation. The
total strain and stress can then be updated as:

€, =&, tAe; 6, =0,+Ac (26)

4.3 Tangent stiffness matrix and nodal force vectors
From the Hu-Washizu variational principle, Eq. (16), at iterations v and (v + 1) is given by

ij ext

[3¢6,av =382, and [seyieytav =2 @7)
K

ﬂ\'+l

where §7) is the virtual work done by the external forces. Note that both equations are written in the corotational
system defined in the vth iterative configuration given by x' . Assuming that all external forces are deformation

independent, linearization of Eq. (27) gives (Liu ef al, 1998):

ext

[Buy ooty 4V + [8u) T A, AV =82 87, (28)
QY QY

where the Green-Naghdi rate of Cauchy stress tensor (f;j‘;d = S.ko”'}’[) is used. Taking into account the residual of the

previous iteration, Eq. (27) can be approximated as:

ext

[ouy (Cr+ 7 N ,av =872~ [5es6,dv (29)
Q’ Q'

If the strain and stress tensors are defined as:
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t_

€ —[811 €n &y &y &y & W0, Oy wn] (30a)
t

o 2[0-11 Oy O3 O Op 0-31]' (30b)

Eq. (29) can be rewritten as

[se(Cy + 7y e av =822 ~ [s8767ar 31
QY Q"

where C ; is the constitutive matrix and f"i;’ is the geometric stiffness matrix, (Azevedo and Awruch, 1999):

20, 0O 0 o, 0 oy, o, 0 -0, |
20, 0 Oy, Oy 0 Oy, O 0
205 0 Oy O3 0 Oy O3
0,10y & & O0p—0y & Oy
2 2 2 2 2 2
Oy t+0y O _ & O3 — 0y O ’ (32)
- 2 2 2 2 2
T = O3 +0y & _& 01, =03
2 2 2 2
0,10y O Oy
2 2 2
0y, 105 On
2 2
0310y,
L 2

After the usual finite element interpolation, the tangent stiffness matrix and the internal nodal force vector are given
by:
K'= [B(C"+T"JBay (33)
id
fo= [Boav (34)
id

The tangent stiffness matrix and nodal force vector are transformed into the global coordinate system tensorially
using the transformation matrix defined in Eq. (23). Finally, for each iteration, we get a set of linear algebraic equations

KvAu\H—l — pv+1 (35)

4.4 Solution of non-linear equilibrium equtions

For the numerical solution of the non-linear equilibrium equations the incremental/iterative Newton Raphson
scheme was used together with the Generalised Displacement Control Method (Yang and Shieh, 1990) to follow the
equilibrium path. In this method the displacement increment is decomposed in two parts

u™ = Au" +uy, (36)
where the vectors u] and u) are given by

Kvu[h&l — Pref (37)
Kvu;-#l zpv+1 , (38)

where P™¢ is the reference load vector and p”1 the unbalanced force vector.

For an incremental step j, the load increment parameter can be computed as:
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1 N
v ) el V22 (39)
j 1 N
(w) o}
AX) =A% (GSP)'? v=1, (40)

where the generalized stiffness parameter (GSP) is given by:

<“1>i~{u1}i

Gsp = Mhth (1)

(u), ful;

with the load increment A/ﬂ prescribed for the first load step.

4.5 Solution of the linear system of equations.

In this work the preconditioned conjugate gradient method was used. This method provides an efficient solution for
3D problems. The solution using a preconditioned gradient conjugate algorithm involves an iterative improvement of an
approximate nodal displacement vector, u, through a sequence of matrix operations that vectorize naturally. The
computational procedure was implemented in an element-by-element architecture that eliminates the need to assemble
and store the tangent stiffness matrix of the structure. Consequently, the memory requirements were reduced. For details
about the algorithm see Hughes and Ferencz (1987).

5. Numerical examples.

To investigate the performance of the proposed formulation, a variety of problems including linear and non-linear
are studied and compared with analytical solutions and published data.

5.1 Square plate

A simple supported square plate subjected to a concentrated load at the center is analyzed. The mechanical
properties for this problem are £ = 3 x 10’kN/m*,v = 0.3, L = 10 m, 7 = 0.2 m and F = 400 kN. Due to symmetry only
one quarter of the plate is modeled. The computed displacement at the center of the plate u. is compared to the

analytical solution, Wy = 0.1256(FL*/Et’), Tab. (1).

Table 1. Discretization data and normalized displacement at the center of the plate

Mesh Elements Nodes Ue/Winax
8x8x4 256 405 1.043

5.2 Pinched cylinder

Figure (3) shows a pinched cylinder subjected to a pair of concentrated loads. Both ends of the cylinder are covered
with rigid diaphragms. Due to symmetry only one octant of the cylinder is analyzed. The mechanical properties for this
problem are E = 3 X 106kN/m2,V =0.3,L=600m, R=300 m, =3 mand F = 1 kN. The computed displacement at the
loading point u, is compared to the analytic solution (Wya, = 1.8248 x 10”m) in Tab. (2).

Table 2. Discretization data and normalized displacement at the loading point for pinched cylinder problem.

Mesh Elements Nodes Ue/Winax
20x20x4 1600 2205 0.981
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Figure 3. Pinched cylinder.

5.3 Large rotation of a cantilever beam

Figure (4a) shows a cantilever beam subjected to a large transverse shear load. The material parameters are £ = 1 X
10 kKN/m*, v=0, L =10 m, D = 0.1478 m and P = 269.3 kN. A mesh of 10 x 2 elements was used. The result agrees

well with the work of Liu ef al. (1999) in Fig. (4b).

y
/T P =269.35 kN
Z ——————————————————————————————————————————— T —; ID=0.1478 m
T—ﬂ e
L=10m 0.1m
(a)

Figure 4. Large rotation of a cantilever beam

5.4 Shallow circular arch under concentrated load

Vertical deflection

o -~ N w A& O ® N ® ©

—a—Liu et al. (1998)

—o— Present w ork

o
N

4 6 8 10 12

X Coordinate

(b)

The snap through of a clamped shallow arch subjected to a concentrated load is considered in this example, Fig
(5a). The results in this problem were obtained with a 10x3x1 finite element mesh for one half of the arc. Figure (5b)
show the central deflection at the mid point vs. the applied load P. There was good agreement with another finite

element model presented by Surana and Sorem (1989).

E=1.0¢7 kN
v =02
b=10m

h = 0.1875m
R=133.114m
o =7.33729°

(a)

Figure 5. Shallow circular arc

5.5 Hinged cylindrical shell under concentrated load

Concentrated load P (kN)

—g— Surana and Sorem (1989)

—a—Present work

0.5 1 15 2

Vertical displacement (m)

(®)
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The behavior of a cylindrical shell with a concentrated central load applied at the top is examined, Fig (6a). Due to
the symmetry of its geometry only one quarter of the shell was modeled with a 5x5x2 finite element mesh. In Fig (6b)
the central deflection is showed while concentrated load P is applied. There was good agreement with results reported
by other authors using different finite element models.

35 —e— Surana (1983)
® Crisfield (1981)
34 —a— Present w ork

Concentrated load (P)
N

hinged

R =2540m

L=s508m 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
E 3’_13027 *10WN/m 0 5 10 15 20 25 30 35
o =0.1rad Central deflection
h=127m

(a) (b)

Figure 6. Hinged cylindrical shell under concentrated load
6. Conclusions

The hexahedrical finite element with subintegration was successfully implemented for small and large displacement
analysis of shells and plates. Formulated in a corotational system it is shown to be effective to solve non-linear
problems. The element-by-element architecture optimizes the uses of computer resources. Test problems studied have
shown that this element is valid for the geometrically non-linear analysis of plate and shells.
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Resumo. As ligas com memoria de forma (SMAs) vém motivando diversas aplicagdes em diferentes dreas do conhecimento. Os
efeitos de memoria de forma e pseudoelasticidade sdo fendmenos termoeldsticos, associados as transformagoes de fase
martensiticas presentes nessas ligas. A modelagem das SMAs possui duas abordagens distintas. A primeira, microscopica, leva em
consideragdo aspectos metalurgicos, enquanto a segunda abordagem, macroscopica, descreve os aspectos fenomenologicos. Este
trabalho apresenta um modelo constitutivo, em um contexto unidimensional, para descrever o comportamento termomecadnico de
ligas com memdria de forma levando em consideracdo o efeito das deformagoes plasticas. As transformagoes de fase sdo descritas
a partir de um modelo com restri¢ées internas onde consideram-se trés variantes de martensita e uma fase austenitica. O modelo de
plasticidade utiliza um critério de escoamento linear e formulagées lineares para endurecimento cinemdtico e isotropico. A hipotese
da decomposig¢do aditiva é utilizada na formulagdo do problema, e considera-se que os fenomenos sdo desacoplados. Propoe-se um
procedimento numérico baseado na parti¢do do operador acoplado aos algoritmos de projegdo ortogonal e mapeamento de
retorno. Os resultados mostram que o modelo é capaz de descrever, de um ponto de vista qualitativo, o comportamento
termomecdnico das SMAs.

Palavras chave: Memoria de forma, Plasticidade.

1. Introducao

A expressdo ligas com memoria de forma (SMAs - Shape Memory Alloys) é aplicada a uma familia de materiais
metalicos que, mesmo apos serem deformados, demonstram a habilidade de retornar a uma forma previamente definida,
desde que submetidos a um processo termomecanico apropriado. Esta habilidade é conhecida como efeito memoria de
forma.

As SMAs sofrem transformacdes de fase que podem ser induzidas pela imposi¢do de um campo de tensoes, de
temperatura ou ainda, através da combinag¢do de ambos. Esta natureza de acoplamento tensdo/temperatura proporciona
o aparecimento de alguns fendmenos macroscopicos que dependem das quantidades presentes de cada fase e do nivel de
tensdo e/ou temperatura aplicados ao material, sdo eles: memoria de forma, pseudoelasticidade, memoria de forma
reversivel, entre outros.

A descricdo destes fenomenos macroscopicos requer a definicdo de temperaturas que caracterizam as
transformagdes de fase, sdo elas: M, - temperatura de fim de formagdo de martensita, M,- temperatura de inicio de
formagdo de martensita, 4, - temperatura de inicio de formacdo de austenita e A, - temperatura de fim de formagdo de
austenita. Quando uma amostra de SMA é submetida a um carregamento, a uma temperatura constante 7 > A,, ocorrem
deformagdes inelasticas acima de uma determinada tensdo critica. Esta deformagdo, entretanto, ¢ plenamente
recuperada ao cessar-se o carregamento. A mesma amostra quando carregada a uma temperatura 7 < M, produz uma
deformacao residual que pode ser recuperada com o aquecimento. O primeiro caso ¢ denominado de pseudoelasticidade
e o segundo de memoria de forma. Um outro fendmeno interessante ¢ denominado efeito memoria de forma reversivel
ou em duas vias (two-way shape memory effect). Este fenomeno é conseguido apds submeter o material a um processo
de treinamento que permite associar uma forma para cada fase, em func¢do da variagdo de temperatura.

O efeito memoria de forma reversivel tem sido muito estudado ultimamente. A habilidade das ligas associarem
formas previamente definidas para baixas e altas temperaturas vem despertando muitas idéias nos projetistas. Algumas
das principais aplica¢des desenvolvidas sdo os implantes médicos recuperaveis, prendedores reversiveis, atuadores
termo-sensiveis, dentre outros.

Alguns estudos consideram que a rotina de treinamento para obten¢do do fendomeno do two-way admite a existéncia
de deformagdes plasticas, ou seja, a unido entre memoria de forma e plasticidade pode permitir a modelagem do
fendomeno memoria de forma reversivel (Bo & Lagoudas, 1999; Dobovsek, 2000; Govindjee & Hall, 2000; Zhang &
Mccormick, 2000; Lexcellent ez al., 2000).

Ainda com relacdo a influéncia das deformagdes plasticas no comportamento termomecanico das SMAs, Lagoudas
& Miller (2000) comentam que atuadores SMA podem apresentar sensiveis perdas da capacidade de atuacdo, através do
desenvolvimento de deformagdes plasticas durante sua vida util. Diferentemente da maioria dos metais duteis, as SMAs
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podem apresentar deformagdes plasticas induzidas por transformac¢des de fase martensiticas e em baixos niveis de
tensdo. Consideram-se como principais efeitos das deformagdes plasticas a redugdo das temperaturas de transformagao,
a obten¢do de menores deformagdes reversiveis, o aumento da tensdo de escoamento da fase martensitica e o
endurecimento.

Neste trabalho, incorpora-se a plasticidade em um modelo constitutivo unidimensional para memoéria de forma
proposto por Paiva ef al. (2000), na intengdo de avaliar os fenomenos associados as deformagoes plasticas nessas ligas.
Propde-se um procedimento numérico baseado na parti¢do do operador acoplado aos algoritmos de projecdo ortogonal e
mapeamento de retorno. Os resultados mostram que o modelo ¢ capaz de descrever, de um ponto de vista qualitativo, o
comportamento termomecanico das SMAs. Fendmenos como pseudoelasticidade e memoria de forma sdo avaliados em
situagdes de carregamento onde a tensdo prescrita ultrapassa os limites de escoamento das fases produto, produzindo
deformacdes que ndo sdo recuperaveis com ciclos térmicos subseqiientes.

2. Modelo Constitutivo para Memoria de Forma e Plasticidade

O comportamento termomecanico das ligas com memoria de forma submetidas a deformagdes plasticas é descrito
neste trabalho através da associagdo de um modelo para memoéria de forma com um modelo para plasticidade. A
modelagem esta restrita a um contexto unidimensional. O comportamento das ligas com memoria de forma sdo
descritos a partir do modelo proposto por Paiva et al. (2000), que considera restricdes internas associadas a coexisténcia
de quatro variantes distintas do material: uma associada a fase matriz austenitica (4), duas associadas as fases produtos
(M+ e M-), que representam as variantes martensiticas ndo-macladas (detwinned) induzidas por tensdo, relacionadas a
tracdo e a compressdo, respectivamente e uma outra associada a fase martensitica (M) denominada martensita maclada
(twinned), que representa a fracdo martensitica induzida por temperatura, obtida através do resfriamento da liga a uma
temperatura para a qual a martensita ¢ estavel e livre de tensdes. Este modelo ¢ baseado no modelo de Fremond (1987,
1996). A plasticidade ¢é descrita a partir do modelo proposto por Simo & Hughes (1998), que apresenta um critério de
escoamento linear e formulagdes lineares para endurecimento cinematico e isotropico.

As equagdes constitutivas aqui discutidas sdo formuladas segundo o formalismo dos materiais padrdo generalizados
(Lemaitre & Chaboche, 1990). Desta forma, considere uma energia livre fun¢do do seguinte conjunto de varidveis

Y=y (sT,Bi, By, B, €7,Y, 1) onde € é a deformagdo, T a temperatura, 3 a fragdo volumétrica associada a fase
M+, 3, a fragdo volumétrica associada a fase M—, (3; a fragéo volumétrica associada a fase 4, & a deformagéo plastica, y

uma varidvel associada ao endurecimento isotropico e U uma varidvel associada ao endurecimento cinematico.
Admitindo-se a decomposi¢do aditiva,

g=gMA g (1)

onde £ ¢ a parcela recuperavel da deformagio. A energia livre de Helmholtz para um material com memoria de
forma e plasticidade ¢ escrita da seguinte forma:

0 L O 0O L 0
pY=B raE-e")-2L(T-Ty g+t B, @ (e —€") -2 (T -T) )+
0 Ty 0 0 Ty 0

+ %(EA_EM )(E_EP)Z_W(T_TM )Eﬁ'
M

1 L 1 1
+=Eu (e-€")’ +ﬁ(T—TM )+J5(Bi, By, Bs )+5Ky2 +ﬁu2 )

onde p é a massa especifica, o é o coeficiente de transformagdo de fase, E, e Ej representam os moédulos de
elasticidade associados as fases austeniticas e martensiticas, respectivamente; 7, ¢ a temperatura abaixo da qual a fase
martensitica torna-se estavel na auséncia de tensdes; Ly, = Ly(T) e L,= L,(T), sdo parametros do material associados as
transformacdes de fase martensiticas e austeniticas, respectivamente, K ¢ o modulo de plasticidade, H ¢ o médulo de
endurecimento cinematico e J; (f3;,5,, ;) representa a fungdo indicatriz do conjunto 77 (Rockfellar, 1970), cujo

dominio é dado pelo tetraedro apresentado na Figura 1.
=g, 00| 05 B <1(i=1.2.3)} B+ B, + B <1:B =B, =0 sea =0 B = B =0f G

onde BIS e Bf séo os valores de 3 e 3, , respectivamente, quando a transformagao de fase se inicia.
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Figura 1 — Tetraedro de restrigoes 7T

Os parametros Ly, = Ly(T) e L= L(T), sdo obtidos assumindo as seguintes condi¢des: Bl =0ec=¢c,=0/E),

em uma temperatura critica, 7, abaixo da qual ndo existe deformacdo residual. Assim, usando estas condigdes nas

equagdes constitutivas, chega-se a:

DLM—L se T2T¢
L @)= BLM LHY),se T<T,
DLA=L, se T=2T,
LA(T)_EL —20 -1 (TC_TM)EI, se T<Tp
O D I'-Tw)O

A partir da energia livre obtém-se as equagdes de estado:

a:p(;—lﬁ=[EM—B3(EM—EA)](s—e")+a(B2—l31)

oy Ly
BO-p—t=a(e-€?)+—(T-Ty, )-03J
1 aB] TM M B3

0 L
Bzm_Paglz=‘a(f‘fp)"'ﬁ(T‘TM)_aﬁz%
oy 1 2, (Ly+Ly)
p_aB3 = _E(EA_EM)(‘E_SP) +—ATM 4 (T—TM)—()[;}J3

X:_P_—[EM =B (Ey - EA)](S —eM)+a(B,-p)=0
oe?

oy
Y=-p—/—=-K
ay Y
oy __u
/=—p—=-"
pau H

“4)

)

(6)

(7

®)

)

(10)

(11)

(12)

onde O representa a tensdo uniaxial;, B;, X, Y e Z sdo as for¢as termodinimicas e 0 pJ3 representa a subdiferencial da

funcéo indicatriz J5 (B, , B, , B3 ) com respeito a variavel B; para (i =1, 2, 3) (Rockfellar, 1970).

Como os fendmenos sdo dissipativos, ¢ necessario o uso das equagdes complementares. Para isso, admite-se um

potencial dual de dissipagao (0* = (p* (B;, X, Y, Z) com a seguinte forma:
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¢ = (Bl +By +B)* 1, (13)
n

onde /€ a fun¢do indicatriz associada a fun¢do de escoamento, definida a seguir
fAX +HZ|~(0y =Y) (14)

O parametro 1) esta associado a dissipagdo interna do material e Oy € a tensdo limite de escoamento da fase produto. A
partir desta proposta, ndo existe acoplamento entre os fendmenos plasticos e da transformagao de fase. Definindo-se a
entropia especifica s =— 0@/0T , a segunda lei da termodindmica é automaticamente satisfeita, tendo em vista que o
potencial dual de dissipagdo ¢ convexo, positivo e nulo na origem (Lemaitre & Chaboche, 1990). A partir do potencial
dual de dissipagao, definem-se os fluxos termodinamicos:

: . B

B3, ¢ =— (15)
n

: . B

B, 00, ¢ =—= (16)
n

. :

B; 00, ¢ =— (17)
n

&P 00y @ =Asign (X +HZ) =\ sign (0 - ) (18)

yOd, ¢ =) :‘é"‘ (19)

(00, ¢ =AHsign (X +HZ)=H &° (20)

onde A é o multiplicador de Lagrange relacionado com a taxa de deformagdo plastica €7 . A variavel interna ymodela o
endurecimento isotropico. A varidvel U, por sua vez, ¢ denominada back stress ¢ define a posicdo do centro da

superficie de escoamento. Além disso, A ¢ 0 estdo definidos por certas condigdes de restrigdo unilaterais, condigdes de
Kuhn-Tucker, que representam a irreversibilidade do fluxo plastico (Simo & Hughes, 1998):

A20; f(O,,1)S0; A f(0,y,1)=0; Af(0,y,14)=0se f(0,y,1)=0 (21)
3. Procedimento Numérico

O procedimento numérico desenvolvido para a solu¢do do conjunto de equacdes constitutivas, considera a técnica de
parti¢do do operador associada a um novo algoritmo de proje¢do (preditor-corretor). Em uma etapa preliminar, as
subdiferenciais 04 J3 para (i = 1, 2, 3) ndo sdo consideradas para o célculo das varidveis internas, que ¢ feito através do

método de Euler implicito. O algoritmo de projecao funciona como uma garantia para que as variaveis internas
obedecam as restricdes impostas em (3). Caso os valores calculados em (15), (16) e (17) estejam fora do tetraedro
representado pela Figura 1, as projegdes representadas pelas subdiferenciais da fungdo indicatriz J5 (B;, 3,,8;) se
encarregam de projetar as variaveis para os pontos mais proximos da superficie do tetraedro, garantindo que as
variaveis internas obedegam as restrigdes internas impostas pelo modelo. Quando a tensdo ultrapassa o valor limite para
a tensdo de escoamento o algoritmo de mapeamento de retorno (refurn mapping), proposto por Simo & Taylor (1986), é
utilizado. A partir de uma tensao ou deformagdo conhecida, o algoritmo estabelece um estado tentativo obtido através
de uma predigdo elastica. Caso este passo seja factivel, ou seja, a fungdo de escoamento f <0, entdo o estado tentativo

¢ verdadeiro. Do contrario, f >0, deve-se fazer uma projecao para corrigir este passo.

4. Simulacdoes Numéricas

Considere uma amostra de uma liga com memoria de forma, cujas propriedades estdo listadas na Tabela 1.
Inicialmente, esta amostra ¢ submetida a um carregamento de tensdo prescrita com temperatura constante de 80°C,
dividido em dois ciclos, conforme mostra a Figura 2.
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A Figura 3a apresenta a curva tensdo-deformacéo associada a este processo de carga ¢ descarga mostrando que,
durante o primeiro ciclo, o fendmeno pseudoelastico esta claramente caracterizado através do lago de histerese e da
recuperagdo das deformagdes com a transformagdo inversa ao fim do ciclo de carga ¢ descarga. A maxima tensdo
prescrita ndo ultrapassa o limite de escoamento do material e, portanto, ndo existem deformagdes plasticas. Durante o
segundo ciclo, apds a transformacio de fase (4 — M+), ultrapassa-se o limite de escoamento do material, entrando na
regido plastica onde deformagdes irreversiveis sdo produzidas. Durante o processo de descarga, ocorre a transformagao
de fase inversa (M+ — A) que ¢ seguida de uma descarga elastica. Contudo, este processo resulta em uma deformagao
residual. A Figura 3b mostra a evolugdo das fragdes volumétricas, destacando-se a transformagao da fase austenitica em
martensitica induzida por tracdo durante os ciclos de carga e descarga. A Figura 3¢ apresenta a evolugdo da deformagao
plastica, mostrando o crescimento da deformacgao plastica proximo de ¢ = 6s, quando a tensdo prescrita ultrapassa o
limite de escoamento do material. Cessado o carregamento, a deformagao residual ¢ a maxima deformagdo plastica
atingida.

Tabela 1 — Propriedades do material.
E, (GPa) E) (GPa) a (MPa) L (kPa/°C) K (GPa) | H(GPa) oy (GPa) Tu (°C)
67 26,3 228,8 616,313 0,45 0,1 0,69 18,4
: o,es; GPa 0170‘GP3 ]
5. j
e
b 03+ 4

Figura 2. Carregamento de tensdo prescrita.
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Figura 3. Pseudoelasticidade com deformacdo plastica; (a) Curva tensdo-deformacdo; (b) Evolugdo das fragdes
volumétricas; (c) Evolugdo da deformacao plastica.
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Considere agora uma amostra com as mesmas propriedades listadas na Tabela 1 e com uma tensdo de escoamento
oy = 0,08GPa. Esta amostra ¢ submetida a um carregamento termomecanico, mostrado na Figura 4, dividido em dois
ciclos.

60 T T T T T

"0,08 GPa ' 70,083 GPa

°c
o (GPa)

20 - 4

L L L
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

t(s) t(s)

Figura 4. Carregamento termomecanico.
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Figura 5. Memoéria de forma com deformacdo plastica; (a) Curva tensdo-deformagdo; (b) Evolugdo das fragdes
volumétricas; (c) Evolucdo da deformagao plastica.

A Figura 5a apresenta a curva tensdo-deformag@o. Durante o carregamento termomecanico do primeiro ciclo,
observa-se o fendmeno da memoéria de forma onde a deformagdo residual decorrente do processo carga-descarga
mecanico ¢ totalmente recuperada com o aquecimento da amostra e consequente transformacgdo de fase. Durante o
segundo ciclo, apos a transformacdo de fase, inicia-se um processo de plastificagdo irreversivel da amostra. Apos a
descarga mecénica, a amostra apresenta uma deformagdo residual composta de uma parcela reversivel e outra
irreversivel. O aquecimento da amostra (7 ) recupera a parcela reversivel da deformagdo, contudo, ainda existe a
parcela irreversivel que ndo ¢ eliminada. A Figura 5b mostra a evolugdo das fragdes volumétricas, destacando as
transformagdes de fase envolvidas no processo. Inicialmente, a austenita é transformada em uma fase martensitica
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termoelastica durante o resfriamento, seguindo a transformagdo da martensita induzida por temperatura em martensita
induzida por tensdo de tragao e, finalmente, a transformagéo final em austenita com o aquecimento ao fim de cada ciclo.
A Figura 5c representa a evolucdo da deformag@o plastica, mostrando o seu crescimento proximo de ¢ = 225 s, quando a
tensdo prescrita ultrapassa o limite de escoamento do material.

5. Conclusoes

Este trabalho apresenta um modelo constitutivo para descrever o comportamento termomecdnico de SMAs
submetidas a deformagdes plasticas. O modelo proposto incorpora a plasticidade em um modelo para memoria de
forma, baseado em restrigdes internas, e consegue representar os fendomenos da pseudoelasticidade e da memoria de
forma quando na presenca de deformacdes plasticas irreversiveis. Por hipdtese, considera-se que os fendmenos sio
desacoplados. Um procedimento numérico é proposto baseado na técnica de particdo do operador associada aos
algoritmos de projecdo ortogonal e de mapeamento de retorno. As simulagdes numéricas apresentam resultados
qualitativamente coerentes, sendo capazes de capturar o comportamento termomecanico das ligas. No fendomeno de
pseudoelasticidade-plastica, a transformagdo da fase martensitica induzida por tensdo em fase austenitica ndo elimina a
deformacdo plastica residual, resultado do carregamento acima do limite de escoamento. No fendmeno de memoria de
forma - plastica, apenas a parcela recuperavel da deformagdo, que esta associada as transformacdes de fase, consegue
ser recuperada com o carregamento térmico.
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EFFECT OF PLASTIC STRAINS IN SHAPE MEMORY ALLOYS

Alessandro P. Baéta Neves

Marcelo A. Savi

Instituto Militar de Engenharia - Department of Mechanical and Materials Engineering
22.290.270 — Rio de Janeiro - RJ

E-Mail: savi@epq.ime.eb.br

Pedro M. C. L. Pacheco

CEFET/RIJ - Department of Mechanical Engineering
20.271.110 - Rio de Janeiro — RJ

E-Mail: calas@cefet-rj.br

Abstract. Shape memory alloys (SMAs) have been motivating different application in many areas. Shape memory and
pseudoelasticity are thermoelastic phenomena, associated with martensitic phase transformations which occur in these alloys. The
modeling of SMAs has two approaches. On the first microscopic approach, metallurgical aspects are considered. On the other hand,
the second approach, macroscopic, phenomenological aspects are focused. This contribution presents a one-dimensional constitutive
model to describe the thermomechanical behavior of SMAs considering plastic strains. Phase transformations are described by a
model with internal constraint which considers three variants of martensite and an austenitic phase. The plasticity model employs a
linear yield criterion and also linear isotropic and kinematics hardening. An additive decomposition hypothesis is assumed, and the
phenomena are considered to be uncoupled. A numerical procedure based on operator split technique coupled with orthogonal
projection and return mapping algorithms is developed. Results show that the model is capable to capture the qualitative
thermomechanical behavior of SMAs.

Keywords: Shape memory, Plasticity.
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Abstract. In this paper the buckling and post-buckling behavior of slender bars under self-weight are studied. First a
linear analysis is conducted to determine the critical loads for different boundary conditions. In order to study the
post-buckling behavior of the bar, a geometrically exact formulation for the non-linear analysis of uni-directional
structural elements has been derived, considering arbitrary load distribution and boundary conditions. From this
formulation one obtains a set of first-order coupled non-linear equations which, together with the boundary conditions
at the bar ends, form a two-point boundary value problem. This problem is solved by the simultaneous use of the
Runge-Kutta integration scheme and the Newton-Raphson method. By virtue of a continuation algorithm, accurate
solutions can be obtained for a variety of stability problems exhibiting either limit point or bifurcational-type buckling.
Using this formulation, a detailed parametric analysis is conducted in order to study the buckling and post-buckling
behavior of slender bars under self-weight, including the influence of boundary conditions on the stability, internal
forces distribution and large deflection behavior of the bar. To verify the quality and accuracy of the results, an
experimental analysis was conducted considering a clamped-free thin-walled metal bar. The buckling and post-
buckling behavior were obtained and compared favorably with the theoretical and numerical results.

Key Words: Instability, post-buckling behavior, large deflections, self-weight, experimental analysis.
1. Introduction

A survey of recent structures reveals a continuing trend towards longer and taller structures. Also structural
elements are becoming lighter and thinner. This increases the importance of self-weight on the non-linear behavior and
stability of these structures. In spite of its technical importance, the buckling and post-buckling behavior of columns
under self-weight has been rarely studied in the past. The linear stability analysis of clamped-free columns under self-
weight was analyzed by Timoshenko and Gere (1961) who obtained the solution of the buckling equation in terms of
Bessel functions and arrived at an exact value for the critical load of this particular column. The post-buckling of a
uniform column subjected to a uniform axial-load was first analyzed by Rao and Raju (1977), who obtained an
approximate solution of the problem using the Galerkin method. More recent studies of the problem include the works
of Teng and Yao (2000), Maretic and Atanackovic (2001) and Lee (2001). These studies concentrated on the
determination of critical loads and the initial post-buckling behavior of clamped-free columns. None of these previous
works has studied the large-deflection post-buckling behavior and the influence of boundary conditions on the load-
carrying capacity of these columns.

The geometrically non-linear behavior and stability of uni-dimensional structural elements undergoing large
deflections has been a topic of considerable interest in recent years due to its fundamental relevance to non-linear
mechanics. This kind of problem finds applications in, for example, off-shore engineering, aerospace industry,
suspension bridges, manufacture of robotic manipulators, construction of self erecting structures and manufacturing
processes. For a few problems involving simple geometries and loading, mathematical solutions in terms of elliptic
integrals are possible (Seide, 1984). For more general problems, however, the use of numerical techniques are usually
necessary (Dos Anjos, 1995).

This paper is concerned with a consistent one-dimensional treatment of the plane deformations of an initially
straight or curved elastic thin-walled column under self weight that may experience large deflections and rotations
along the post-buckling path (Antman, 1977). Within the context of the assumptions of an extensible Bernoulli-Euler
beam theory and using the standard methods of continuum mechanics, a geometrically exact set of first order non-linear
equations in a Lagrangian framework is derived for a general curved-beam element. In order to obtain the equilibrium
configurations, these equations are solved by the shooting method, which has been successfully used in the past for the
numerical solution of non-linear boundary value problems (Keller, 1968). Here, the governing set of first-order
differential equations is integrated numerically using the fourth-order Runge-Kutta method and the error in the
boundary conditions is minimized by the Newton-Raphson algorithm. Equivalent formulations have been used in the
past, but they are usually restricted to specific geometries and loading (Wolde-Tinsae and Foadian, 1989; Lee, 1993).
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In the analysis of slender one-dimensional structural elements, loss of stability and bifurcation are common
phenomena and solution procedures that deal effectively with this class of problem are necessary. In structural
mechanics, continuation methods have led to effective algorithms for stability problems. In this paper, based on the
seminal ideas of the continuation and homotopy methods, some numerical procedures are derived and implemented to
follow arbitrary non-linear equilibrium paths and identify turning and bifurcation points. The advantages of the present
methodology are convenience for the designer and highly accurate numerical results. It could also be employed as a
benchmark for other numerical methods and mechanical models.

Using these numerical tools a detailed parametric analysis of the behavior of columns under self weight is
conducted showing the variation of displacements and internal stress resultants along the pre- and post-buckling paths
for different sets of boundary conditions.

In order to verify the accuracy of the results, a column made of a thin-walled sheet of brass was experimentally
analyzed and the deformed shapes and post-buckling path were compared with the numerical results.

2. Large Deflection Analysis

Figure 1 shows the adopted co-ordinate systems as well as the undeformed configuration Co and the deformed
configuration Cn of an initially curved Euler-Bernoulli beam. In Figure 1, the functions x = x(s) and y = y (s )

of the curvilinear co-ordinate § represent the Cartesian components of the position of a typical point P along the
unreformed centroidal axis and 2 ('s ) and w('s ) are, respectively, the displacements in the x — and y — directions
of point P due to deformation. In addition, 6, and © are the slopes between the tangent to the beam curve and the y-
axis and ds and ds* are the length of an element in the undeformed and deformed configurations, respectively.

M+dM pds*

X
Figure 1. Co-ordinate system and deformation of atypical point on centroida axis.

From Figure 1, the following basic set of geometric relations describing the undeformed configuration of a beam
element can be written

dx/ds=-sinqq; dy/ds = cosq g «y
The deformed configuration can be described by the following kinematic relations

du/ds=-[(1+e)sing -sinq]; dw/ds = [(1+€)cosq - cosqp] )
where e= (ds* - ds)/ ds isthe axial strain.
A deformed element of abeam is shown in Figure 2. Here, V' and H are the vertical and horizontal forces, M is

the bending moment and Ps and P, are the load intensities per unit of deformed beam curve length in the tangential
and normal directions respectively. From the equilibrium of forces and moments, the following relations are derived.

dH /ds = (1+€)[p; cosq - ps sing] ©)
dV/ds:(l+e)[pt sing + pg cosq]
dM /ds=H(1+e)cosq +V (1+e)sing

The normal and shear forces on any cross section are given by

N=Hsing - Vcosq; Q=H cosqg +Vsing 4
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Y C. O\
X(s)+u(s) D <1
S ds Co t q
X(S) QP y(s)+w(s)
"1
y(s)
Y X

Figure 2. Equilibrium of a beam element.

If the forces gy and qy, per unit length of the undeformed centerlineinthe X and Yy directions are specified, then

the forces pg and p; can be computed from
Pt =0y COSQ +QySiNg;  Ps =QyCosq - gysing ®)

The derivatives of theloads, dp, / ds = P(S), can be used as extra equations in the andlysis.

The membrane stress resultant N and the bending stress resultant M are obtained in the usual way by integrating the
stress over the cross section of the beam. Upon considering the quantities e, dg,/ds, dg/ds to be small relative to
unity, one can write for alinearly elastic material that

. 6
N=g 90 pega =EeA™; M= g2 D0 Ey ga =Ek | ©
A

R(s)o - t A R(S9o-t

* *
where E isthe Young'smodulus, A and | are the effective sectional properties of area and moment of inertia for

theinitially curved beam, R( S)O istheinitia radius of curvature and k is the bending curvature that is defined as

k = - (dg/ds- dgg / ds) (7)

*

*
If R( S)O ffit , the approximations A @A; | @l can be used to smplify the analysis.
From equations (6) and (7), one obtains the differential equation

dq / ds=|(U/R(s)y) - (M/EI" | ®)

Equations (2), (3) and (8) form a set of six coupled non-linear ordinary differential equations having as independent
variable the axial co-ordinate. These equations can be used to study non-linear in-plane deformation (including axial
strain), buckling and post-buckling behavior of any straight or curved beam under in-plane loading conditions in the

elastic range.
Solutions of the foregoing system must satisfy the following boundary conditions at the two boundaries
s=sp; s=9)
N=N or u=u ©)
\Y =\7 o W=Ww
M = q=

a
Where ( ): prescrlbed value.
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For curved beams of any shape it is usually more convenient to describe the undeformed centroidal arch as a

function of the co-ordinate X . Using the differential relationship for the arc length ((ds)2 = (dx)2 +(df (X))2 ) and the
following relations

ds =- dx[1+ (cff (x)/ dx)2]1/2 ; q(s)p = arctg{[df (x)/ dx] 1}

UR(s)y =- d[d2 f (x)/dx2]/b+ (af (X)dx)2]1/2

(10)

equations (2), (3) and (8) can be easily written in terms of X.
2.1. Numerical Method for the Two-Point Boundary Value Problem

Due to lack of space, only the basic ideas of the numerical methodology will be outlined. The problem described by
equations (2), (3) and (8) and boundary conditions (9) is a non-linear two-point boundary value problem with three
specified boundary conditions at each boundary. The shooting method reduces the solution of a boundary value problem
(BVP) to the iterative solution of an initial value problem (IVP) (Keller, 1968). This approach involves a trial-and-error
procedure. At the starting point vaues are assumed for all variables and then the ODEs are solved by numerical
integration, arriving at the other boundary. Unless the computed solution agrees with the known boundary conditions at
this boundary, the initial conditions are adjusted and the process is repeated until the assumed initial conditions yield,
within specified tolerances, a solution that agrees with the known boundary conditions.

Soa S= Sl only three variables among those shown in (9) are known. For the selection of the remaining three

initial values the shooting procedure will be used in combination with a root-finding technique. The procedure is as
follows.
Equations (2), (3) and (8) can be written for integration purposes as

dY/ds=AY(s)+ P (11

where YT (s) ={y1,...,y6} ={u,w,q,H,V, M} .
Assume that three of the functions y; are prescribed at S = Sl and that three are prescribed at S = 52 . Therefore

there are three freely specifiable starting values. Assume that these values are components of a vector S. The set of
functions prescribed at Sl will be denoted Ul and those prescribed at S, by U,. Given aparticular tria vector S

and Ul the ODEs can be integrated from S; to S, asan IVP. Now, a S=S, a vector F ZLTZ - U2, which
measures the discrepancy between the prescribed values U2 and the values obtained at the end point U2, is
calculated. The componentsof F vanish if and only if all boundary conditions at 52 are satisfied.

Now the Newton-Raphson method will be used to find the starting values § that zeros the discrepancies fi a the
other boundary. A correction vector DS can be found by solving the system of linear equations

JDS=F (12)
and an improved approximation is found by adding the correction back

§:4=5 +05 -

It is not possible to compute the components jik = ﬂFi /ﬂﬁ( of the Jacobian matrix J analytically. Rather, each
column of J requires a separate integration of the six ODEs, followed by the evaluation of the derivatives

TF. /18, @F(Sy,....S +Dsy,...)- Fi(Sy,018 )05, s k=13 (14)

Unless one starts quite far from the true values of S, it has been observed during the calculations that only two or
three iterative cycles are usually required for convergence.
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The procedure summarized above enables one to obtain a particular equilibrium configuration. In order to study the
non-linear behavior and possible loss of stability of slender bars, the non-linear equilibrium paths should be obtained.
For this continuation algorithms must be used in the analysis. A continuation algorithm for stability analysis must
include the capability of changing the control variables whenever necessary., here in addition to the load parameter, the

non-homogeneous prescribed values and the free values at § 7 3 well as the non-homogeneous prescribed values at § 2
which vary along the path with the load can be used as control variables. To follow a given equilibrium path a control

variable is chosen and when convergence fails a new variable is selected and this process is repeated until the desired
path is obtained.

3. Results and Discussion

The linearized buckling problem of a heavy column is described by the following differential equation

d3y _ dy (15)
EI? - _q(l _X)E

which can be solved in terms of Bessel functions (Timoshenko and Gere, 1961). The values of the critical load for
selected sets of boundary conditions are shown in Table 1. Considering that the load ¢ is constant, the problem is to find

the critical length, /.., of the column and the influence of an increasing length on the post-buckling behavior of the
column.

Table 1. Buckling loads for selected sets of boundary conditions.

Clamped-free column (q )cr =7.83EI/1?
Simply supported (g1),, =18.57E1 /1
Clamped-simply supported (g1),,, =33.03E1/1*
Clamped-clamped (ql)crl =49 44E] /12

A clamped-free brass column with width b=9,0 cm; thickness h=0,44mm; load per unit length (self weight) q = 3,43
N/m, Young modulus E = 123257 MPa and variable length and a galvanized iron column with width b=9,0 cm;
thickness h=0,45mm; load per unit length (self-weight) q = 3,05 N/m, Young modulus E = 126333 MPa were analyzed
both experimentally and numerically. The deflected shape of a beam for increasing length is shown in Figure 3. These
images were digitized to obtain the deformed shape of the beam for each length. The comparison of the experimentally
obtained deformed shapes with the numerical results is shown in Figure 4, for selected bar lengths. The maximum
deflection as a function of the beam length is plotted in Figure 5, were the experimental results are compared with the
post-buckling path obtained numerically. As observed, there is a remarkable agreement between the experimental and
numerical results. The small difference near the critical load is typical of columns and is due to small geometric
imperfections. Also, the critical load obtained numerically agrees with the theoretical result in Table 1.

Figure 3. Buckled column. Deformed shapes for increasing length.
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Figure 4. Clamped-free brass column. Comparison of numerical and experimental results.
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Figure 5 — Post-buckling path of a clamped-free column. Comparison of numerical and experimental results. Brass
column.

Figures 6 to 8 illustrate the variation of the stress resultants (normal and shear forces and bending moment) along
the bar axis for increasing column length. As observed in Figure 6, for / </ .., the normal force varies linearly. After

buckling, as the length increases, the beam deforms and the compressive force decreases along the upper part of the
beam and increases slightly near the support. After a certain critical length (here / =0.65¢m) an increasing portion of

the column is under tension while the compression still increases near the support. As the column deforms, shear forces
and bending moments, which are zero before buckling, increases steadily in a non-linear manner, as shown in Figures 7
and 8. While shear is always zero at both ends, reaching a maximum value along the lower half of the bar, the bending
moment increases exponentially reaching the maximum value at the support. In general the internal forces are so
nonlinear that any linear approximation is meaningless. The complex variation of stress resultants along the beam
emphasizes the importance of a detailed non-linear large deflection analysis of long slender bars under self-weight. The
variation of the rotation 6 is shown in Figure 9. These results are obtained directly from the integration procedure. This
is one of advantages of the present formulation over more traditional displacement formulations were stresses are
derived from an approximate displacement field and have consequently a lower degree of accuracy.
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Figure 6. Clamped-free column. Diagram of normal forces for increasing bar length.
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Figure 10. Clamped-free column. Diagram of shear forces for increasing bar length.
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Figure 8. Clamped-free column. Diagram of bending moments for increasing bar length.
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Figure 9. Clamped-free column. Variation of the rotation for increasing bar length.

In Figures 9 to 10 it is shown (a) the deformed shapes and (b) the post-buckling path of a column with different
boundary conditions. In all cases analyzed in this paper, the column exhibits a supercritical bifurcation and a symmetric
stable post-buckling path with a high degree of effective stiffness, much higher than the classical Euler column under
end point load. Although the boundary conditions have a noticeable influence on the critical load and on the stress

distribution, its influence on the shape of the post-buckling solution is small.
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Figure 10. Simply supported column. Deformed column and post-buckling path.
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Figure 11. Clamped-simply supported column. Deformed column and post-buckling path.
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Figure 12. Clamped-clamped column. Deformed column and post-buckling path.

4. Conclusions

In this paper a detailed numerical analysis of the non-linear behavior and instability of columns under self weight
was analyzed in detail. Particular attention was given to the large deflection post-buckling behavior of the bar. In order
to study this problem, general non-linear differential equations governing the behavior of thin prismatic bars of arbitrary
initial shape and subjected to arbitrary loading and boundary conditions have been derived. A numerical methodology



Proceedings of COBEM 2001, Solid Mechanics and Structures, Vol. 16, 68

based on the underlying ideas of the shooting and continuation method is proposed, in which the boundary conditions
and control variables can be changed whenever desired. This enables one to obtain complex equilibrium paths
exhibiting bifurcation and limit points and, consequently, study the equilibrium and stability characteristics of a variety
of important engineering problems. To verify the numerical results an experimental analysis of a thin clamped-free bar
under self-weight was conducted at PUC-Rio. It is shown that the numerical and experimental results are in good
agreement. This testifies the accuracy and versatility of the present methodology. The results also show the influence of
self-weight and large deflections on the load carrying capacity and internal forces distribution of columns with different
sets of boundary conditions.

5. References

Antman, S. S., 1977, “Bifurcation Problems for Nonlinearly Elastic Structures”, In: “Applications of Bifurcation
Theory”, P. H. Rabinowitz Ed.. Academic Press Inc., New York, USA. pp. 74-125

Dos Anjos, A. M. G., 1995, Analise do Comportamento Nao-Linear ¢ da Instabilidade de Elementos Estruturais
Esbeltos, Dissertacdo de Mestrado, Departamento de Engenharia Civil, PUC-Rio.

Keller, H. B., 1968, “Numerical Methods for Two-Point Boundary Value Problems”. Blaisdell Publishing Company,
Waltham, Mass., USA

Lee, B. K., Wilson, J. F. and Bolle, N. A., 1993, “Elastica of Cantilevered Beams with Variable Cross Sections”, Int. J.
Non-Linear Mechanics. Vol. 28, pp. 579-589

Lee, K., 2001, “Post-buckling of uniform cantilever column under combined load”, Int. J. of Non-Linear Mechanics,
Vol. 36, pp. 813-816

Maretic, R. B. and Atanackovic, T. M., 2001, “Buckling of Column with Base Attached to Elastic Half-Space”, Journal
of Engineering Mechanics, ASCE. Vol. 127(3), pp 242-247.

Rao, G. V. and Raju, P. C., 1977, “Post-buckling of uniform cantilever column — Galerkin finite element solution”,
Engng. Fract. Mech. Vol. 1, pp. 1-4

Seide, P., 1984, “Large Deflection of a Simply Supported Beam Subjected to Moment at One End”, Journal of Applied
Mechanics, ASME. Vol. 51, 519-525

Teng, J.G. and Yao, J., 2000, “Self-weight buckling of FRP tubes filled with wet concrete”, Thin-Walled Structures,
Vol. 38, pp. 337-353

Timoshenko, S. P. and Gere, J. M.,1961, “Theory of Elastic Stability”, Mc Graw-Hill, New York, USA

Wolde-Tinsae, A M. and Foadian, H., 1989, Asymmetrical Buckling of Prestressed Tapered Arches”, Journal of
Engineering Mechanics, ASCE. Vol. 115, pp. 2020-2034.



XVI CONGRESSO BRASILEIRO DE ENGENHARIA MECANICA
16th BRAZILIAN CONGRESS OF MECHANICAL ENGINEERING

EQUACIONAMENTO BASICO DO COMPORTAMENTO MECANICO EM
EXPERIMENTOS VISCOPLASTICOS

Luiz Claudio Oliveira

Pontificia Universidade Catdlica de Minas Gerais — PUC-Minas, Dept® Eng* Mecanica, R. Dom José Gaspar n° 500, Belo Hor i-
zonte, MG, CEP 30.535-610

lco@pucminas.br

Henner Alberto Gomide
Universidade de Uberaba — UNIUBE, Fac. Eng” Civil, Av. Nené Sabino 180, Bairro Universitario Uberaba - MG CEP 38.055-500
henner.gomide@uniube.br

Raquel Santini Leandro Rade
Universidade Federal de Uberlandia — UFU, Fac. Fisica, Av. Universitarios s/n, Uberldndia, MG.
rslr@ufu.br

Resumo. Um equacionamento bdsico dos resultados de ensaios sistemdticos amplos, sobre o comportamento em regime visco-
plastico de misturas de resinas de poliéster, é apresentado e discutido. Ensaios foram realizados em corpos de prova de misturas
de resinas rigida e flexivel, a varias temperaturas e taxas de deformacdo, variando-se ainda a propor¢do resina rigida/resina fle-
xivel. Através de um equacionamento numérico sdo identificados pardametros caracterizadores dos grdficos tipicos dos ensaios de
tracdo, compressdo, solicitacdo ciclica, relaxagdo, e retragdo em descarregamento (apds ruptura), para estudo do comport a-
mento mecdnico. O equacionamento formula a variacdo da tensdo x tempo e tensdo x deformagdo ao se variarem os parametros
temperatura, taxa de deformagdo e proporg¢do de resinas. Sdo utilizadas regressées exponenciais e polinomiais formando uma s é-
rie de expressoes com variaveis "imbricadas", onde as variaveis de formulagées sucessivas dependem das formulagées posterio-
res. A formulagdo desenvolvida visa obter-se a temperatura de ensaio na qual um modelo fotoviscoplastico simulard o compor-
tamento viscopldstico de um protétipo, sendo conhecidos os parametros K e M (ligados a resisténcia e encruamento respectiv a-
mente) do material do prototipo e a taxa de deformagdo a ser aplicada, bem como os demais pardmetros do material de model a-
gem levantados experimentalmente. Estes trabalho é a conclusdo da modelagem basica do comportamento mecdnico destas resi-
nas, que devera ser utilizada em futuros trabalhos de simulagdo numérico-experimental.

Palavras chave:. resinas de poliéster, fotoviscoplasticidade, viscoplasticicidade, modelagem, comportamento mecdnico

1. Introducéo

O ensaio de tragdo com relaxages multiplas (Lemaitre e Chaboche 1985, Oliveira et alii 1998a e 1998b) permite
obter, através de um Unico ensaio, dados para caracterizagdo de um material em comportamento viscoplastico com re-
lagdo atracdo, relaxacdo e fluéncia, sendo esta Ultima obtida através de um procedimento numérico sobre as diversas
curvas de relaxagdo multipla. Neste ensaio, sdo realizados ensaios de tragao com relaxagdes multiplas a vérias taxas de
deformacéo, e a varias temperaturas em cada taxa, de onde se obtém curvas experimentais s” ee s’ t. Sobre as curvas
iniciaiss” ee s’ t sdo feitas regressdes, cujos coeficientes sdo posteriormente utilizados, em equagdes sucessivas, como
parametros numeéricos caracterizadores do comportamento mecanico atragéo e arelaxacdo. A fluéncia é obtida por um
procedimento numérico sobre as demais curvas s” t. Este ensaio e os procedimentos/metodol ogia correlatos séo deta-
Ihados por Oliveira (2000) e Oliveira et dii (1999a) e (1999b). Da forma como foram idealizados os ensaios especif i-
cos descritos neste artigo, tema de uma dissertacdo de doutorado (Oliveira 2000), o equacionamento final se tornain-
timamente ligado a0 esquema de variagéo das quantidades fisicas nos ensaios. Nestes ensaios, foram definidos quatro
valores fixos de taxa de deformagéo e realizados ensaios em quatro ou cinco temperaturas para cada taxa. Segundo
este esgquema deve-se, inicialmente, estudar/equacionar a variagdo do comportamento com a temperatura, numa taxa
de deformagdo fixa, para depois estudar/equacionar a variagdo deste comportamento agora com a taxa de deformagéo.
As formulagdes sdo ditas “interligadas” (também “imbricadas’ ou “acopladas’), pois utilizam-se os parémetros num é-
ricos de uma equacao para estudar a variagdo do comportamento nos eguacionamentos seguintes (Oliveira 2000). Os
materiais especificos ao qual o equacionamento foi aplicado sdo misturas de proporcdes em peso de resinas fotomeca-
nicas rigidas e flexiveis (Oliveira et aii 1997a e 1997b), onde propor¢des diferentes de resinarigida/resinaflexivel r e-
sultam materiais com caracteristicas viscopl asticas diversas.

Na metodol ogia de formulagéo do comportamento atragdo, as curvasiniciais s” e, em véarias temperaturas q e sob
uma dada taxa de deformagdo €, Fig. 2a, sdo inicialmente caracterizadas pelos parametros K e M de uma regressdo
com os dados (s, €). Em seguida, para quantificar o efeito da temperatura, os diversos parémetros K e M sdo equaci o-
nados juntamente com suas respectivas temperaturas de ensaio, desta vez como uma regressdo sobre os dados
(K, M, g). Isto produz uma nova série de parametros X, Il e N, que caracterizam a variacdo do parametros K e M
com a temperatura, para uma dada taxa de deformac&o. Relacionando-se, finalmente, estes Ultimos pardmetros numé-
ricos X, .l e /" com ataxa de deformagdo €, obtém-se uma série final de parametros k;, m; e n; que caracterizam a
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variacdo de X, .l e N com €. Procedimento andlogo é utilizado para o equacionamento da relaxagéo, onde, relacio-

nando-se as variaveis de ensaio tensdo e tempo, das curvasiniciais s t, Fig. 2b, resultam os parametros A, D e G. Es
tes pardmetros, equacionados com atemperatura g, resultam novos par@metros a;, d, e g que, por sua vez, relacionados
com ataxa de deformagdo € resultam, finalmente, os pardmetros a, by, ¢;, d, €, f;, g;, h; el;.

As curvas de fluéncia ndo foram submetidas a tal processo de variaveis interligadas. A caracterizacéo do compar-
tamento fica determinada a partir das curvas de relaxacdo, sendo a fluéncia um processo derivado desta, obtida indi-
retamente através de um procedimento numérico sobre curvas de relaxacoes sucessivas. Neste caso, a relacdo entre as
variaveis e e t fornece os parametros numéricos Ay, D; e Gy, que descrevem a fluéncia para um determinado nivel de
tensdo s* arbitrado, a uma dada temperatura e uma dada taxa de deformacdo. Esta relacdo néo é obtida diretamente
dos resultados de ensaio, mas de um procedimento numérico sobre uma porgao das curvas experimentais s” t nas vizi-
nhangas do ponto s*. (Lemaitre e Chaboche, 1985)

Com relacdo as formas algébricas utilizadas, todas as relacdes poderiam tomar qualquer forma, sgja de uma e x-
pressdo exponencial, seja de um polindmio, ou ainda “splines”, utilizando-se como critério de definicdo o melhor
gjuste dos dados. As relacBes iniciais entre tensdo e deformacao foram mantidas como regressoes logaritmicas lineares
para uma correspondéncia direta com as equactes mais utilizadas na literatura, que sdo do tipo logaritmico. Isto faci-
lita a utilizac8o do equacionamento desenvolvido em relagBes model o-prot6tipo, quando o material estudado sera utili-
zado em simulagGes experimentais onde relages model o-protétipo definirdo os pardmetros K, M e € de um ensaio
num modelo. As demais relagdes foram escol hidos segundo o critério referido acima.

Além destes ensaios, 0 comportamento ciclico foi caracterizado como isotrépico, em ensaios separados, variando-
se sistematicamente a taxa de deformacéo € e a temperatura g. Nestes ensaios, observou-se uma estabilizagdo dos ci-
clos sobre uma mesma trajetoria, tratando-se, assim, de encruamento isotropico.

Os processos de formulagdo e obtencdo dos parémetros de tragéo, relaxacdo e fluéncia séo o objeto de interesse
deste trabalho. A metodologia utilizada €, em resumo, a seguinte;

-definicéo de equacionamentos algébricos para a descricéo dos comportamentos atracdo (item 2), relaxacao (item
3) e fluéncia (item 4), levando-se em consideracéo a variagédo da taxa de deformagéo € aplicada bem como da tempe-
ratura q de ensaio em cada taxa. Estes equacionamentos, com relacdo ao seu tipo algébrico, sdo “interligados” (“imbr i-
cados’, “acoplados’), onde os coeficientes numéricos de uma equacdo sdo utilizados como parametros em equagdes
subsequientes (juntamente com os parametros experimentais);

-realizacdo de ensaios de tracdo com relaxagBes multiplas, de onde se obtém diagramas s” ee s’ t variados, para
diversas temperaturas q sob diversas taxas de deformagéo €;

-dos diagramas s~ einiciais obtém-se os dados para caracterizacéo e formulagdo da tragdo, item 5.1 a seguir;

-dos diagramas s~ t iniciais obtém-se os dados para caracterizacdo e formulagéo darelaxacdo, item 5.2 a seguir;

-da seqliéncia de diagramas s’ t obtém-se, através de um procedimento numérico, mostrado na Fig. 1, os dados
para caracterizacdo e formulacdo da fluéncia

2. Formulacéo para Caracterizacdo da Tracao

Para a descricéo das caracteristicas de endurecimento (ou encruamento) de um material viscoso, utilizam-se nali-
teratura (Adams and Beese 1974, Dieter 1988) varias versdes de uma equagdo exponencial do tipo:

s=Ke™Mg™ (1)

onde K, M e N sdo parametros numéricos resultantes de uma regressao linear sobre os resultados experimentais, no
espaco das variaveis (Ins, Ine, In€). Pode-se relacionar: - o pardmetro K com aresisténcia, - o pardmetro M com o en-
durecimento, - o par@metro N com a viscosidade. Através da Eq. (1) especificam-se estes trés parametros, K, M e N,
gue caracterizardo o comportamento mecénico da resina a uma dada temperatura.

Alternativamente, ao invés dos trés parametros K, M e N, podem-se utilizar somente os dois primeiros (K e M) e
diretamente a taxa de deformacéo € para formular o comportamento, numa situacéo em que N ou € sdo utilizados so-
mente para definir curvas s” e. Na formulagdo aqui desenvolvida, quer-se explicitar a temperatura g que define uma
curva especifica s” e, numa taxa € dada. Neste caso, apés relacionarem-se as varidveis s e e, relacionam-se os para-
metros K e M com g ja explicitando-se a temperatura g. Esta € a temperatura em que o material tem propriedades de s-
critas pelos parametros K e M, para uma dada taxa €. Finalmente, relacionam-se os parametros XL e .\, proveni-
entes darelacdo entre K, M e q, ataxa €. Nas equagdes finais, ataxa € € um dado a ser fornecido. Procedendo-se dessa
forma, a equacdo fundamental para atracdo € umarelacdo entre atemperatura g e os parametros K e M do material de
modelagem, para umataxa ¢ dada.

Indicando explicitamente as formulagdes, a partir de diagramas s” e de resultados experimentais, em diversas
temperaturas, sob determinadas taxas de deformagdo, sdo obtidas as constantes K ; € M;, para varias temperaturas q; sob
umamesmataxa €, através de regressoes lineares logaritmicas:
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s =K;e™ )

onde K; e M; sdo os coeficientes que definem a plasticidade do material nas temperaturas g; sob uma determinada taxa
¢,. Defato, estas equagBes ndo SA0 escritas, pois 0 que interessa sdo os coeficientes K ;, M; e sua respectiva temperatura
. Sobre as sériesde vaoresde g, K e M, paracadataxa €, através de interpol agoes polinomiais obtém-se as rel agdes:

=X, + A K + N M &)

A Eq. (3) fornece atemperatura g para quaisquer K e M, numa dadataxa €. X, .IL, eV, 8o os coeficientes do poli-
ndmio que caracterizam avariagdo de K e M com ¢ nataxa ¢, dada. Considerando-se, agora, as diversas taxas de de-
formagdo €, tem-se uma série final de valores €, X, .iL, /. Equacionando-se, desta vez, cada parametro X, L e NV
separadamente com €, obtém-se a variagdo de cada pardmetro X, Il ou. /" com ataxa de deformagéo €, através de re-
lacBes do tipo:

K(Ki, €)= ki + ko€ + Kz €2+ ... + Kpar &"
MM, €)= myi+me€+maé+ ..+ My &" )
NN, &)=ni+ N e+ Nz €2+ .+ Npyp €

Na Equacdo (4), o nimero n+1 de par@metros de uma equacéo depende do grau do polindmio que melhor se gjusta
aos dados, em cada conjunto.

O processo de obtencdo destes pardmetros, a partir dos resultados experimentais de tragdo para o material 60/40-C
(Oliveira 2000), € indicado na sequiéncia, mostrando os valores numéricos obtidos. Utilizando-se os dados s” e da pri-
meira tragdo, referentes aos ensaios relacionados na Tabela 1, foram obtidos inicialmente uma série de valores de K e
M, para diferentes valores de q e €. Estes valores estdo mostrados na Tabela 2. Com os vaoresde g, K e M da Tabela

2, obtém-se os pardmetros da Eq. (3) para diversos valores de €. Osvalores de X, ./l e N para os respectivos € assim
obtidos sdo mostrados na Tabela 3. Finalmente, com os dados da Tabela 3, que so os valores dos parémetros X, L e
/N paradiversos valores de €, sdo determinados os pardmetros ki, m; e n; caracterizadores da variacdo de cada parame-
tro X, .l e/ com ataxa de deformacdo €, relativos 2 Egs. (4) e mostrados na Tab ela 4.

Deve ser observado que estas tabelas resumem, numericamente, o comportamento atracéo dos materiais estud a-
dos, que sdo descritos fundamentalmente pelas Egs. (3) e (4). Os coeficientes de correlagdo e estimativas de erros para
todos os equacionamentos e todos os materiais estdo dados em (Oliveira 2000), com comentérios sobre a significancia
destas equactes rel acionada aos coeficientes de correlacdo linear.

3. Formulacéo para Caracterizacdo da Relaxacéo

Tabelal- Relagtes de ensaios de encruamento-rel axacdes multiplas

Material 60/40-C Material 70/30-C
€[%s"] € [%s]
q | 0,060 | 0,240 | 0,420 | 0,600 q | 0048]0078 | 0,108 | 0,138
CC] °C]
38 | ¢ pfi cp.fe|g p-hk_ic.p. hj 38 |cp.fn
40 40
42 |cp figg CP-ff lcp fm lcp hi 42 | ., ¢~ CP.0OS| C.p.gt | Cp.Qu
cp-fo
44 44 f‘_p_ g\l p g\l\l
46 |cp.fg|cp.fb|cp.go| cp.gp 46 | cp.fa| oy fs
48 48 C.p. gy C.p- gX
50 |cp.fh|cp.fc|cp.gq| c.p.gr 50 cp.fr|cp.ft
52 52 c.p.gz | cp. ha
54 |cp.fjiacp.fd| cp.gi | c.p. gk 54
56 | c.p.fk 56 c.p.ga| c.p.gb | c.p.gc
58

Obs.: 1) c.p.: corpo de prova; 2) asindicagdes sobre as linhas se referem atemperaturasi n-
termediérias, por ex. os ensaios com os corpos de prova“fi”, “hk” e* hj” foram realizados a
39°C.
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Tabela 2 - ParametrosK e M Tabela 3 - Parametros A, Al e NV
Material 60/40-C Material 60/40-C
els | g K M r’t ¢ 10 | X M N 2t
0,0006 | 39 |0,1730777 |0,6329494 | 0,990 [s]
0,0006 | 43 |0,1046264 |0,5519194 | 0,992 6 5302 |-11331 | 7.425 | 0,905
0,0006 | 46 |0,1178489 |0,7127961 | 0,991 24 | 57.95 | -17.92 | -11.593 | 0.807
0,0006 | 50 |0,0307471 |0,421229 | 0,997 42 | 5814 | 5261 |-10370 | 0,949
0,0006 | 54,5 | 0,0346255 |0,716438 | 0,976 60 | 5602 | 5414 | -4555 | 0,904
0,0006 5/ |0,0129801 |0,3440971 | 0,996 T: coeficiente de corrdlacdo linear de
00021 % 0SEE OMES 0|k ' o st s
00024 | 46 |0,2388991 | 0,6709398 | 0,984 parametros i, .l e .V, para o valor de &
0,0024 | 50 |0,0909883 |0,6724491 | 0,989 mostrado.
0,0024 | 54 |0,0275562 |0,4694368 | 0,997
0,0042 | 39 |0,2423772 |0,6333727 | 0,985
0,0042 | 43 |0,1660868 |0,6062152 | 0,990
0,0042 | 46 |0,1035485 |0,6964127 | 0,979
0,0042 | 47 |0,081695 |0,6001803 | 0,991
0,0042 | 49 |0,0421624 |0,5129506 | 0,995
0,0042 | 50 |0,047524 |0,5223268 | 0,994 Tabela4 - Parametros ki, m; e n;
0,0042 | 53.5 | 0,0280687 | 0,4864666 | 0,998 Material 60/40-C _ |
0,0060 | 39 |0,2673223 |0,6488529 | 0,991 paré- [ ret
0,0060 | 43 |0,1841193 |0,615833 | 0,987 metro
0,0060 | 46 |0,1428658 |0,6160124 | 0,989 1 2 3
0,0060 | 49 |0,0874268 |0,6724079 | 0,990 ki 150,870 |0,41080 |-0,0054512 | 0,983
0,0060 | 50 |0,055087 |0,5515 0,971 m; |-136,84 57297 |-0,074792 | 0,717
0,0060 | 54 |0,0306423 |0,5095888 | 0,997 ni 14,698 |-1,4575 |0,019161 | 0,946
T: coeficiente de correlacdo linear de s x e, indicando t: coeficiente de correlacéo linear de X X &,
arepresentatividade dos parémetros K e M nas condi- Al x€ e N'x¢, indicando a representatividade
¢Oes de temperatura q e taxa de deformagdo € mostra- dos parametros ki, m; e n;.

das.

Na relaxacdo, deve-se equacionar inicialmente a variagcdo da tensdo com o tempo. Neste trabalho, para descri¢céo
desta relagdo entre atensdo e o0 tempo, utilizou-se uma expressdo polinomia de segundo grau:

(s/Sma) =A+Dt +Gt? ®)

onde (S/Sma) € umatensdo “normalizada’ com relagdo ao valor méximo de tensdo S max, existente no inicio darelaxa

cao.
O processo de formulagdo segue de maneira andloga atracdo. Assim, os parémetros A, D e G sd0 relacionados a

temperatura, através de um conjunto de expressoes dadas por:

A(a,q)=a;+aq+asq
D(di,Q):lefdqufdsq; (6)
G@a=a+xg+xq

A seguir, cada coeficiente a;, d,, g é relacionado ataxa de deformacéo, resultando expressdes dafo rma:

aizathée+cgé
di:di+aé+fié2 (7)
g:gi+hié+|ié2

Para a relaxacéo, as relacbes com melhor coeficiente de correlacdo foram todas polindmios de segunda ordem,
utilizando-se expressdes separadas para cada parémetro A, D ou G, a;, d; ou g, como nas Egs. (6) e (7).

Vai-se indicar, agora, o processo de obtencdo destes par@metros para 0 material 60/40-C, a partir dos resultados
experimentais de tensdo” tempo da primeira relaxacéo de ensaios de encruamento-relaxagdes multiplas, referentes aos
ensaios relacionados na Tabela 1. Inicialmente, das curvas de relaxacéo obtém-se dados de tensdo” tempo para varias
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Tabelab - Parametros A, D e G
Material 60/40-C

¢[s | ql°C] A D Gx10° r’t

0,0006 46 0,9204412 | 0,008596 4,737 0,987
0,0006 50 0,8962537 | 0,007956 3,996 0,981
0,0006 39 0,9301662 | 0,007275 3,961 0,984
0,0006 43 0,9301662 | 0,007275 3,961 0,984
0,0006 55 0,872726 | 0,009078 5,219 0,973
0,0006 57 0,8893038 | 0,009294 5,222 0,981

0,0024 38 0,90577608 | 0,0059845048 | 2,5267503 | 0,971
0,0024 42 0,83451103 | 0,0091745952 | 5,5197128 | 0,953
0,0024 46 0,79407627 | 0,0094298020 | 5,4630372 | 0,943
0,0024 50 0,78117407 | 0,0098799216 |5,8091889 | 0,942
0,0024 54 0,74556493 | 0,010190955 | 6,1470346 | 0,926
0,0042 39 0,79328735 | 0,011002122 | 8,2764574 | 0,931
0,0042 43 0,76354901 | 0,0099350587 | 6,4734323 | 0,924
0,0042 46 0,75573530 | 0,015311733 | 13,833899 | 0,927
0,0042 47 0,71328896 | 0,010847525 | 7,0658576 | 0,915
0,0042 49 0,69478216 | 0,010924398 | 7,3749768 | 0,905
0,0042 50 0,70260471 | 0,010855030 | 7,0132773 | 0,908
0,0042 54 0,67527873 | 0,010692343 | 7,0010715 | 0,898
0,0060 39 0,73517439 | 0,0089473458 | 5,5874264 | 0,905
0,0060 43 0,71911731 | 0,0092669463 | 5,8426449 | 0,901
0,0060 46 0,70244266 | 0,0097978808 | 6,2814885 | 0,899
0,0060 49 0,69704276 | 0,010431633 | 6,5446195 | 0,906
0,0060 50 0,65739618 | 0,010930413 | 7,416214 | 0,889
0,0060 54 0,62558387 | 0,010543850 | 7,0435625 | 0,866
T: coeficiente de correlacdo linear de s/sma X t, indicando a representati-
vidade dos parédmetros A, D e G nas condic¢Bes de temperatura g e taxa de
deformag&o € mostradas.

temperaturas, sob determinadas taxas de deformacdo. Uma regressdo polinomia no espago (S/smax, t) fornece os pa-
rémetros A, D e G de polindmios de regressdo, mostrados na Tabela 5. Inicialmente, os parémetros A, D e GdaTa-
bela 5 sdo formulados com relagdo avariagédo de g, conforme as Egs. (6), para uma taxa de deformacédo € constante.
Obtém-se, assim, 0s parametros a;, g e d;, mostrados na Tabela 6. A partir da Tabela 6, nova formulacéo é realizada,
equacionando a variagdo de cada parametro a;, a,, as, d, ..., G com a taxa temporal de deformacéo €, segundo a
Eq. (7). Os parémetros a; a l; resultantes estdo dados na T abela 7.

4 Determinacao da Fluéncia

A determinacéo de uma curva de fluéncia depende do nivel de tensdo desejado, chamado s*, s**, etc. Para obter-
se uma curva de fluéncia, segue-se o procedimento numeérico esquematizado na Figural. Apds obtidos numericamente
osvaoresde eet, vai-se caracterizar esta curva através da equagao:

ep:Af+th+Gft2 (8)

onde os pardmetros As, Dy, e G; caracterizam uma curva para um determinado valor s* arbitrado, sob condicfes de
taxa de deformacéo € e temperatura q dadas.

A fluéncia, de acordo com o enfoque utilizado, € abtida de curvas de relaxacdo, e assim nao € utilizada para ca-
racterizar o comportamento, ja caracterizado pelos parametros da relaxacéo. A fluéncia &, aqui, um processo derivado
darelaxacdo.

Parametros Ay, Dy, e G foram obtidos para o material 60/40-C, a partir dos resultados deformacdo” tempo proveni-
entes de procedimentos numéricos, referentes aos ensaios de relaxagdes multiplas relacionados na Tabela 1. Das vérias
curvas de relaxacdo multiplas de um mesmo ensaio obtém-se dados de tensdoxtempo, para uma dada temperaturas e
taxa de deformagéo. Apds o procedimento numérico da Figural sobre estes dados s” t, obtém-se uma série discreta de
valores (g, t). Uma regressao de segundo grau sobre esta série (e, t) fornece os parametros a, d e g de polindmios de
regressao. Coeficientes relativos aos nivels de tensdo indicados estdo mostrados na Tabela 8.

Com relacdo a este equacionamento, pode-se estabelecer uma relagdo entre os parametros A, Dy, e G e diversos
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Tabela7 - Par@metros a, by, ¢;, d;, €;, fi, gi, h; e

Material 60/40-C I
¢ [s7] | para i r’t | [ Material 60/40C |
rt?f; 1 2 3 i parametros r’t
Qi b; Ci
00006 | o 100032 | 3651 | Listees [0sod | | OTO| 7aA3| 1311 [0760
’ B ’ * ’ 2| 00086665 -31,178 5456,1 | 0,760
00006 | g |685472E5 |-24555E-6 |33016E-8 | 0683 | |51 1040454 028857 52636 0.761
00024 | a, | 21616 -0,049941 | 4,4127E-4 |0979 | — - .
0,0024 | ¢ | 0053312 |-0,0025128 | 2,4836E-5 |0,917 | | ' parametros T
00024 | g | -49223E-4 | 2,2038E-5 | -2,1908E-7 | 0,867 di & fi
00042 | a, | 1,1830  |-0010829 | 2,3521E5 |0,923 | | L 0028230] 46641|  -6679,9] 0,932
00042 | ¢ | 004175 | -00023411 | 2,5547E5 | 0,833 g 2%3;%52 0'022’;‘6‘?2 _20;;'2 8'3;;
00042 | g |-51800E-4 | 2,7197E-5 |-3,0473E-7 |0,914 : : : ’
0,0060 | a, | 055717 |0,012949 |-2,1555E-4 | 0,864 | | i parametros r’t
0,0060 | d | 0013833 |-9,0536E-4 | 83502E-6 | 0,808 gi hi I
00060 | g |-10928E-4 |64214E-6 |-56885E-8 | 0,718 | | 1| 3,7394E-4| -0,53624| 76113| 0,997
T: coeficiente de correlacdo linear de A" g, D" q, G’ q, indi- 2| -1,6420E-5) 0,024820 -34930| 0,996
cando respectivamente a representatividade dos parédmetros 3| 19209E-7]| -2,7434E-4| 0,038576| 0,980

a;, d e g parao valor de € mostrado.

t: coeficiente de correlacdo linear de a;” €, d” €
e g €, indicando respectivamente a represen-
tatividade dos parémetros a, b; e ¢;, d;, €;, e f;,
Ji, hi eli.

valores de tensdo s*, s**, etc. Isto ndo foi efetivado, pois o objetivo do equacionamento aqui desenvolvido é o plare-
jamento de um experimento fotoviscoplastico, onde os pardmetros necessérios sdo K, M, €, sendo a fluéncia posteri-
ormente calculada a partir de um ensaio de encruamento com relaxagGes multiplas.

5 Esquema Geral de Experimentacéo-Formulacéo

-Roteiro:

1) determinagdo experimental
das curvas si=s;(t);

2) determinag&o dainclinagdo
daretanas vizinhangas do
ponto S=S*;

3) interpolacdo sobre os dados
do gréfico 1/eyp " eyp;

4) determinagdo do tempo t em
varios pontos pj, onde ti=area
sob a curva até o ponto eyp i;

5) interpolagéo da curva e,y
t. (Lemaitre e Chaboche, 1985)

-Valores caracteristicos:
Bp=6-€»6(&»0)
Ep=1d(s)/dt=6

E E

G » inclinagéo da reta tangente
acurva

Figura 1 - Procedimento numérico para calculo de uma curva de fluéncia a partir de curvas de relaxagGes mdltiplas
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A formulagdo desenvolvida paratracdo e relaxac8o pode ser resumida nos procedimentos descritos a seguir.
5.1 Comportamento atracéo

Os ensaios s8o realizados de acordo com o esquema de diagramas mostrado na Fig. 2a, onde, para cada taxa tem-
poral de deformagéo ¢, fixada, obtém-se vérios diagramas (s, €) para as temperaturas qy,..., 0oy Dessa forma, obtém-
se um conjunto de dados (s, €) paraas diversas temperaturas g, paracadataxa g,.

A formulagéo interdependente (acoplada, “imbricada’) é desenvolvida seguindo-se o seguinte procedi mento:
- Inicio —com (Ins, Ine) dos ensaios, faz-se uma regresséo linear:
s=Ke"
de onde se tiram os parametros K;;, M;, (p/a g, e€)).
Reorganizando-se, obtém-se o conjunto de dados (i, Ki, M;) p/acada€,.
- 2° nivel — com (q;, K;, M;) do 1° nivel, faz-se uma regressao polinomial:
g=kK +4 K+ M
de onde se tiram os parametros X, L, V| (plag)).
Reorganizando-se, obtém-se o conjunto de dados €, X, L |, A7).
- 3°nivel —com (€&, X)), (&, L)), (&, V1) do 2° nivel, sdo feitas regressdes polinomiais:
K =kqi+ky €+ kg2
M= my+ ms, €+ ms éz
N =ng+ny€+ngé?
de onde se tiram os parémetros finais (ki, m;, n;).

5.2 Comportamento a Relaxagéo

Os ensaios so realizados de acordo com o esquema de diagramas mostrado na Fig. 2b, onde, para cada taxa tem-
poral de deformacéo €, fixada, aplicada natragéo, vérios diagramas (s, t) para as temperaturas ¢y ,..., gn; Observe que
cadacurva (s, t) depende da tensio maxima atingida, S, apds umatracio a €. Neste caso, utiliza-se um conjunto de
dados (s/sm, t), paraas diversas temperaturas ;, para cadataxa €,.

A formulagéo interdependente é desenvolvida seguindo-se o seguinte procedi mento:
- Inicio —com (s/s max, t) dos ensaios, faz-se uma regressdo polinomial:
Slspx=A+Dt+Gt?
de onde se tiram os parametros A, Di;, G;, (pla i, e€)).

Reorgani zando-se, obtém-se o conjunto de dados (i, A;, D, G) p/acadaé,.

- 2° nivel —com (g;, Ay), (gii, D) e (gii, Gi) do 1° nivel, sdo feitas regressbes polinomiais:
A=a;+a,q+asq’

D=di+dq+dsq?

G=g+3q+g0’

de onde se tiram oS pardmetros ay;, az;, az, dy, da, ds € Gy, G, G (P/AE)).
Reorganizando-se, obtém-se o conjunto de dados €, ay,..., @z, iy yeeeyery G1)-

- 3°nivel —com (€, ay),..., (&1, @) do 2° nivel, sdo feitas regressdes polinomiais:

(b)

Figura 2 - Esquemas de ensaio: (a) primeiratracdo, (b) primeirarelaxacdo.
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Tabela 8 - Exemplo de par@metros Ay, Dy, e G¢

Material 60/40-C

q (°C) ¢ (sh s* (kN/mm?) Ay Dy Gr r’t
39 0,0006 | 0,011 0,046299993 0,42637790 -5,041439E-5 0,999
43 0,0006 | 0,0085 0,046900020 0,55177824 -4,5252539E-5 0,963
46 0,0006 | 0,0,0055 0,046905108 0,85233438 0,0067660886 0,912
50 0,0006 | 0,003 0,046683774 1,5661148 -0,099550947 0,976
55 0,0006 | 0,0017 0,046400010 2,7588440 -4,0388452E-4 0,885
38 0,0024 |0,0131 0,048000007 0,35802400 -1,4427159E-5 0,883
42 0,0024 | 0,0094 0,046900005 0,49894951 -3,7934466E-5 0,841
46 0,0024 | 0,006 0,045100043 0,78169511 -2,4114347E-4 0,804
50 0,0024 | 0,037 0,046383672 1,2695377 -0,049059200 0,966
54 0,0024 | 0,00175 0,046199982 1,0000127 -1,7994851E-4 0,887
39 0,0042 |0,0105 0,048700002 0,44668151 -4,1148218E-5 0,900
43 0,0042 |0,0075 0,045272108 13,283678 -501,39357 1
46 0,0042 | 0,0030 0,045699997 1,5633576 -2,4254639E-4 0,898
50 0,0042 | 0,0021 0,046000053 2,2333448 -6,3649908E-5 0,987
54 0,0042 |0,00138 0,044800034 2,6800083 1,6564985E-4 0,967
39 0,0060 |0,0115 0,048399965 0,40789751 -2,0765746E-4 0,603
43 0,0060 | 0,0075 0,046000009 0,62534963 -7,5964086E-5 0,954
46 0,0060 | 0,00325 0,048299962 1,4431090 -5,8561977E-4 0,630
50 0,0060 | 0,00225 0,046361328 6,6395813 -175,87188 1
54 0,0060 | 0,00125 0,045600003 3,7520209 -6,081728E-4 0,922

t: coeficiente de correlaggo linear da interpolag&o sobre os dados experimentais 1/€, X &,, passo (3) do roteiro da Fi-
gural, indicando a representatividade experimental dos parémetros As, Ds e G; nas condic¢les de temperatura g e taxa
de deformag&o € mostradas (os coeficientes de correlagéo linear de g, X t S0 aproximadamente iguais a 1).

ai=a;(a,b,c, &)

d=d(d,e,fi,é&)

g = g (gi: hi! Ii! é|)

de onde se tiram os parémetros finais (a, b, ¢, d;, €, fi, g;, h;, ).

6. Conclusao

O equacionamento apresentado € uma solucdo encontrada para a formulagéo basica de ensaios viscoplasticos sis-
tematicos. Estes ensaios apresentam a caracteristica de serem um conjunto de diagramas tensdo-deformacdo, onde
cada taxa temporal de deformac&o aplicada e cada temperatura de ensaio determina variagdes no diagrama. Outras
formulagbes sdo possiveis para os diversos estégios de ensaio mostrados, segundo 0 mesmo esquema de variaveis“im-
bricadas” porém utilizando-se de outras expressdes algébricas (“splines”, expressdes compostas por polinémios, e ou-
tras). A sistematizacdo de ensaios, mantendo-se algumas taxas de deformacdo e variando-se a temperatura de forma
independente dentro de uma taxa, foi a forma encontrada para realizar-se a formulagdo do comportamento, tendo-se
em vista que a realizagcdo de ensaios e 0 estudo dos resultados obtidos pode levar meses, devido aos cuidados na real i-
zac30 dos testes e aextensdo do volume de dados gerados.
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. A basic equationing for the results of broad systematic tests on the behavior of mixtures of polyester resinsin
the viscoplastic domain is presented and discussed. Tests were performed on samples made of mixtures of rigid and
flexible polyester resins, on several temperatures and severa strain rates, also varying the proportion rigid re-
sin/flexible resin. The characterizing parameters of the typical plots are identified through a numerical equationing,
which plots refer to tension, cyclic solicitation, relaxation, and deformation return after unloading (after rupture), ai-
ming the study of the mechanical behavior. The equationing involves the variation of stressxtime and
stress x deformation as it’s varied the parameters temperature, deformation rate and proportion of resins. polynomial
and exponential regressions are used, composing a series of expressions with interdependent variables, where the vari-
ables from successive formulations depend on the previous formulations. The equations devel oped aim the obtention of
the test temperature in which a photoviscoplastic model will simulate the behavior of a prototype, known the parame-
tersK and M (related to strength and hardening, respectively) of the prototype material and the rate of deformation to
be applied, as well as the other parameters of the modeling material obtained experimentally. This equationing is the
conclusion of the basic modeling of the mechanical behavior of those resins, which will be used in future numerical-
experimental .

. poliester resins, photoviscoplasticity, viscoplasticity, modeling, mechanical behavior.
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Abstract. Through a sole general formulation, which encompasses classical formulations (Ramberg-Osgood,
Swift, Holomon) and other ones not yet explored, experimental stress-strain diagrams are quantified. In this
kind of formulation, the stress-strain diagram is split into subdomains, defining one specific formulation for
each subdomain. Eventually, through an “assemblage” or sum of subdomains, it's obtained a numerical
model for the diagram. Linear regressions on planes logSxloge are chosen as the specific algebric expre s-
sions. This type of formulation allows the systematic analysis of several possible formulations, using simple
linear regressions, and the choice of the type which better fits the given data. In a general view, the formul a-
tions obtained are at the basis of any further description of mechanical behavior based on stress-strain di a-
grams. This methodology is used in results coming from experiments on three different materials. Some di a-
grams also refer to diferent rates of deformation, which may sensibly influence its final format .

Key words:. mechanical behavior, stress-strain curves, numerical model

1. Introduction

The tension/compression stress-strain diagram is of fundamental importance as a starting point for a phe-
nomenological macroscopic characterization of mechanical properties. When this diagram describes the be-
havior of a strain-hardening material, it shows an initial elastic part, linear or non-linear, and further on a non-
linear elastoplastic part. In the case of a linear elastic part, an exclusively non-linear curve in the plastic do-
main is obtained by taking away some simple fixed/variable quantity from the total ones, namely s—-sy, e-€y,
e~(s/E). Quantification of the latter exclusively non-linear curve is usually sought through the simplest means
for linearization. All of that aiming simple but accurate basic formulations for describing total stress, total
strain and plastic strain. Such formulations and the diagram typical quantities (e.g. E, Sv, SraiLure) make up a
phenomenological description of the most basic mechanical behavior of a given reterial.

1.1 Decomposition of the total quantitiese and s.

In order to retain just an exclusively non-linear behavior curve in the plastic domain, let’s adopt the
following procedure: from the total quantities, eand s, it will be taken away either a variable quantity, the
(linear) elastic component quantity e, or some fixed quantities, the parameters ez and Sgp. Then there will be
left either a nonlinear, plastic component quantity, &, or nonlinear, elastoplastic component quantities, ey, and
Sep. Then, through alinear regression by the least squares method, experimental data worked out into planes
(IN(S-Staken), IN(E-€aken) ) Will be described by the rel ation:

IN(S=Staen) = INK + (M) IN(€€aken) » S > Stakens € Baken @)

where:

- S and e are approximate values, given by the linearization;

* Baen 1S ONE Of the component quantities &, or egp and Suen IS Sgp, quantities “taken away”;

- K and M are constants obtained from the linear regression, resulting different values when using one or the
other deformation component quantity €. or egp for xen (indexes for K and M have not been used to avoid
overburden of notation). These constants are specific parameters for a given material, at a given temperature.

The equation above can be rearranged to obtain the general forms of the plastic relation gy(s) and of its “in-
verse” s(ey):



Proceedings of COBEM 2001, Solid Mechanics and Structures, Vol. 16, 79

M /M
Ereduc = (Greduc / K) > Oreduc = K Ereduc > (2)

where: Oreduc = O — Otaken > Otaken = O-E\P and €reduc = € — €taken 5 Etaken = € OT 8E|P 5 g2 O-E\P , € 2 8E|P~

The relations above result two sets of linear relations, on the coordinate planes: (i) ( In(0cp), In(€ep) ), (ii)
(In(ogp), In(gp) ). Other sets of relations are still possible. The variables a nd planes defined can be enhanced to
include also total quantities, necessarily in combination with one of the reduced component quantities in order
to maintain the exclusively non-linear character of the curve. In this way, the previously defined quantities can
be enhanced into a so-called set of “constitutive” quantities, which other than the ‘reduced” components will
also include the total stress and total strain. Altogether those constitutive quantities are: O, Ogp, €, € and &,.
These constitutive quantities will be used to form planes ( 0., €.), where either O, or €. at least must be a ‘r e-
duced” component (to get an exclusively non-linear curve). The exclusively non-linear curves in those planes
are then linearized, using the most suitable means (logarithmic linearization, polynomials, etc.).

Planes with constitutive quantities can be linearized just like above. The resulting equations are then of
the same form of those just obtained, substituting 0. and €. for Oequc and Egeqyc:

g=(0 /KM  or  o.=Ke. . 3)

The limits of validity shall be [0 , €2ggp when using O and &, or €,, and [8 , 0=0gp when using € and O,. For
the other cases, 0=0gp and e2egp. With this reinsertion of total quantities, three new sets of equations are po s-
sible in addition to the previous two ones, which sets are to be defined on the following coordinate planes:

(iii) ( In(0), In(&ep) ), (iv) (In(0), In(gp) ) and (v) ( In(Op), In(E) ).
2 STRESS/STRAIN PLASTIC BEHAVIOR MODELS

Having defined component quantities and chosen specific equations for the plastic domain, they will be
now used together with the elastic domain relation (Hooke’ law) to model the stress-strain diagram. Initially,
lets introduce the plastic limit O,. While Ogp is the limiting stress value beyond which plastic deformation first
develops in the initial loading of a given specimen (which exact stage of previous plastic deformations is not
considered or unknown), the plastic limit 05 is a “hardening” (or ‘strengthening”) limiting value, which
changes (here just increases) with the advance of plastic deformation. Since any value of 0 = Ogp produces a
plastic deformation, any value of 0 = Op is already intrinsically a plastic limit Oy itself: if a loading is released
at any value of say 0, O = Ogp, a posterior reloading will be elastic until it attains this same value of 04, and
so, for this reloading, the plastic limit 0 is quantitatively the value of 0, (neglecting many peculiarities of the
real behavior, see Dieter (1981)). Ogp is then exactly the first value taken by O, at the onset of plastic defor-
mation. In this way, the relations expliciting 0 themselves in sets (i) to (v) above can be used to foresee the
plastic limit Oy, algebraic difficulties further to consider. In order to get a comprehensive readied description,
right from the start eqns. (3) are developed into two lines of modeling, in the form of an “a priori” separation
of variables in the plastic domain: one line expliciting the relation €=g(0) and the other one the relation
0=0(¢).

2.1 Modeling Strain. The quantities and relations presented so far are now used to build a model for the d e-
scription of a very basic deformation behavior. In this model:

- 0 is a given unidimensional monotonic tensile or compressive stress, uniform on a given transversal section;
- € is the total uniform deformation to result in the dimension parallel to the axis of te nsion/compression;

- Ogp is a previously identified quantity, always taken as positive;

- €gp = Ogp / E is a previously defined quantity, always taken as positive (E previously identified);

- P, and A, are algebraic expressions given in Table 1;

- the values of K and M depend on the specific pair of constitutive quantities used in the linearization (indexes
have not been used to avoid overburden of notation);

0L if x=20
Sgl(x)=0 .
oL i x<0
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Model 1 (Strain Model): the total axial uniform deformation € and its elastic and plastic components €, and €,
to be found in an elastic-elastoplastic solid with isotropic hardening, initially isotropic, under a given unid i-
mensional monotonic uniform tensile/compressive loading O:

for [G60< Ogp, e=¢=(|0]/E)Sgl(0),=0; 4)(a)
|:‘Pl
for 0= Ogp , E=€ + €= BIZH Sgl (0) + A, Sgl (0). (4)(b)

Separately, the elastic and plastic components in eqn. (5)(b) are given by:

p, '
e.=(|ol/E) Sgl (o), g = %H Sgl (0) + A, Sgl (o)~ (/0| /E) Sgl (o). @)(c)

Furthermore: for @0z 0gp, O=0;,
that is, O is the plastic limit Oy itself for [G0= Ogp (0 and 0; are readily explicitly given in Model 2).

2.2 Modeling Stress. There follows a more efficient way of obtaining 0, i.e. a readied direct formulation of the
problem inverse to that of the previous model. This time the total uniform deformation € in one dimension
is given, and O is the resulting unidimensional uniform tensile/compressive stress. In this model:

- € is a given total axial monotonic tensile or compressive deformation uniform in one dimension;
- 0 is the unidimensional stress to result in the direction parallel to the axis of deformation, uniform on a given

transversal section;
- P, and A, are given in Table 1;
- for ggp, K, M and Sgl(x) see Model 1.

Model 2 (Stress Model): the resultant total unidimensional uniform stress O and plastic limit Oy to be obtained

in an elastic-elastoplastic solid with isotropic hardening, initially isotropic, under a given axial monotonic
uniform deformation €:

Table 1: Algebraic expressions for P; and A; in eqns. (4)(b) and (5)(b).

ALGEBRAICEXPRESSIONS FOR P; AND A; IN THE STRAIN AND STRESS BEHAVIOR MODELS

set O, & STRAIN MODEL STRESS MODEL some similar formulations
# QUANTITIES £=€(0), eqn. (4)(b) 0=0(¢), eqn. (5)(b) (developed basically as
USEDT P, A, P, A, a relation of the type:)
(| G"lotakenD (|Etaken|) (|8|7| 8takenD (‘ o-takenD
i O—Ogp, E-€gp |o] — Ogp Egp €] — €xp Ogp
ii O0—Opp, E-0/E |o] — Opp o]/ E lg| — |ol/E Ogp Ramberg-Osgood* (e=€(0));
Ludwick* (0=0(€))
iii O, E-Egp |0| Egp |8| — Egp 0
iv o, &-0/E o] lo|/E lg| — |ol/E 0 Hollomon or simple power
curve** (0=0(€))
\% O0—Ogp, £ |o| — Ogp 0 €] Ogp

Remarks: (Ogp, Egp) = (Oy, €y), where Oy is the common notation for the onset of plastic deformation (i.e.,
the “yield /imit”); Ogp and €gp are always taken as positive (same value for tension and compression).
Notes: T: in order to form planes (In(0.), In(€.)); *: exactly the same equations, just changing nomencla-
ture; **: with € for €, (¢,=¢—0/E).
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for [B0< &gp , o= (Eg]) Sgl(e); (5)(a)
for [E0= &gp , o=K (P,)"™ Sgl(e) + A, Sgl(e). (5)(b)
Furthermore: for [E0= ggp, 0=0;, (5)(c)

that is, O is the plastic limit Oy itself for B> &gp. (O; is not defined for [EU< ggp)
3 Practical use in laboratory practice

Experimental data from tension tests on cylindrical specimens, from three diferent materials, namely
steel, aluminum and niobium, have been worked out so as to use the formulation developed. The experimental
data for stress and strain can be read into a spreadsheet, for example, which is a means of data analysis pr o-
vided with most testing machines. Then, the needed values of In(0), In(€), In(0,p), In(€,,) and In(g,) are ob-
tained. Following, regressions on the sets ( In(0g,), In(g,p) ), ( In(0gp), In(g,) ), ( In(0), In(Ep) ), ( In(0), In(g,) )
and ( In(Ogp), In(€) ) furnish the values of InK and 1/M, with their respective regressions coefficients (r 2.
Choosing the best regression, and using egs. (5) and (6), it} finally obtained the logarithmic model which best
fits the data. For the data referred to in Table 2, Figure 2 shows the o0xe& diagrams and best fit curves. The in-
tervals of stress-strain used in each case refers to the begining of the plastic curve, and have been chosen only
to use the formulation. Larger intervals, up to necking, can be used, with consequently changes in the regres-
sion parameters and coefficients. For niobium, the best fit is obtained using set (ii), of Table 1, that is, a Ra m-
berg-Osgood equation for e&=¢(0) and a Ludwick equation for 0=a(€). For aluminum, set (iv), that is, a Holl o-
mon or simple power curve is best. For steel, set (iii) gave the best fit, that is, none of the classical formulations
shown.

4 Discussion
In the literature, stress is handled just in two forms: that of the total stress 0 and that of the limiting value

Oy. It is never singled out into an explicit autonomous composed quantity as the component 0.,=0—0y defined
here, although the linearization in a Ramberg-Osgood or Ludwik equationing is obtained de facto ‘resolving”

Table 2: Parameters from regression curves on the planes: (i) ( In(Ogp), In(€ep) ), (ii) ( In(T¢p), In(Ep) ), (iii)
(In(0), In(€p) ), (iv) (In(0), In(g,) ) and (v) ( In(Tcp), In(€) ).

Niobium, from (0=156,8MPa, Aluminum, from (0=325,7MPa, Steel, from (0=580,5MPa,

€=0,00536mm/mm) to €=0,01701mm/mm) to €=0,01656mm/mm) to

(0=269,4MPa, (0=332,3MPa, (0=634,9MPa,

€=0,01868mm/mm) €=0,052705mm/mm) €=0,04801 mm/mm)

set |pa- numeric value set |pa- numeric value set# |pa- numeric

# rame- # rame- rame- |value
ter ter ter

i InK |7,89252671 i InK |4,680764133 i InK |[5,442156752
/M ]0,701236616 /M ]0,978596616 /M ]0,355636232
r’ 0,975667609 r’ 0,48898419 r 0,809370482

i |InK |6,734928689 i |InK |[5,283529109 ii InK |[5,474319304
I/M 0415151875 /M |1,143900415 /M ]0,361379136
r’ 0,995157652 r’ 0,5191377 r 0,670296636

iii |[InK |6,286599362 iii |[InK |5,82807669 iii InK |6,522329409
I/M  |0,160438871 /M |0,008297058 /M |0,017107329
r’ 0,989150198 r 0,772151101 r 0,886054207

iv |[InK |[6,003097908 iv |[InK |[5,832988402 iv InK |6,52851967
/M ]0,09196341 /M |0,009650582 /M |0,018422991
r’ 0,945754349 r’ 0,811670628 r 0,824179317

v |[InK |7.210981764 v |InK [10,38678222 v InK |6,853490946
/M |0,395758241 /M |2,908700038 /M |0,861942429
r’ 0,967132247 r’ 0,629815045 r 0,443452175
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Fig. 1: Comprehensive curves and best fits for the beginning of the plastic domain.
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the total stress into a component quantity Ocomponent = O — Oy. The component 0., and also &, have been termed
“elastoplastic”. This reminds the elastic and plastic character of the resulting component variable, but only in
the case of deformations. This is due to the fact that the “elastoplastic”” component of deformation is an alg e-
braic device to split the diagram into subdomains which lends itself to the consideration that it is describing
elastic and plastic components of deformation together. Nevertheless, no connotation of an elastic, plastic or
elastoplastic nature can be attributed to stress, since it does have a similar physical correspondence. So “elast o-
plastic stress component” is just a name aligned with “elastoplastic strain component”, a weak point in the a t-
tempts here made to clarify variables and domains, specially when dealing with the plastic domain. All in all,
the roll of quantities O, Ocp, Ogp, €, &, Ecp, Egp Make it clearer the characterization of the very basic phenome-
nology in stress-strain diagrams.

Differences among eqns. (5)(a) to (6)(b), obtained using the parameters P; and A; specific to each of the
sets (i) to (v), lie basically in the parameters K and M, which are obtained using different In(x) -In(y) planes
and thus will result different numeric values for K and M in each of those sets. Indexes for K and M have not
been used to avoid overburden in notation.

The equationing explicitly developed uses solely a logarithmic linearization (explicited as a neperian
logarithm, In(x)). This is a simple and straightforward way to attach the non-linearity present. Remark that,
beyond those logarithmic formulations, once the division of the whole curve into characteristic subdomains is
performed, the singled out exclusive type of curve of this domain allows many different mathematical expres-
sions to be tried out and used for its description. Other types of linearization more suitable to specific cases are
used in the literature, many times polynomials, which can be developed through the constitutive component
quantities and subdomains, with a wider roll of variables and domains to work with. Remark that separate
formulas for 0=0(€) and €=g(0) are readied so that no “inversion” of equations becomes necessary, if that i n-
version is feasible, at the (very low) cost of performing separate regressions for each case.

Although mathematically very simple, the equationing shown here allows a wider view on the very com-
mon formulation of stress-strain diagrams, allowing a comparison among the classical formulations and pro-
viding a useful practical method for use in the laboratory when modeling the very basic behavior of materials
though stress-strain curves.

5 Conclusion

The essence of this work is the systematic gathering and study of stress-strain diagram variables and their
components inside an environment of worked out composed, component quantities and related characteristic
subdomains. The resulting models are made of juxtaposed or adjoined expressions, in the form of algebraic or
numeric, independent equations. The key point is the environment, which is itself quite simple and straigh t-
forward, defined in a couple of lines (relations (1) to (3)). Almost all the formulas that follow are the applic a-
tion of this environment to use logarithmic linearizations. Those formulas show that the environment is able of
consistently setting forth the classical logarithmic formulations, and further ones not so famous nor tried out,
all of that from a single source (models 1 and 2). The logarithm linearization-based application equationing
developed explores comprehensively the use of the component quantities. Variables and relations are recast
and expanded into a broader context. It is specifically used one algebraic relation, namely logarithmic lineari-
zations. The equations comprise in fact five sets of elastic plus plastic stress-strain relations, using the p a-
rameters in Table 1. The environment itself has been accomplished starting with the use of the parameter Ogp
to define a new variable, O, in terms of 0 and Ogp (O,,=0—0Ogp). The next step is the identification and defin i-
tion of the deformation variable £, similar to O.,. The elastoplastic components 0., and &, together are to be
identified and visualized as a subdomain in the stress-strain diagram comprising solely the nonlinear portion of
the stress-strain curve. All sets of constitutive quantities basically follow this scheme: they form planes where
just an exclusively type of curve appears, in this case exclusively non-linear curves. Those expedients are not
new taken separately. They can be found one of a type at each one of several places in the literature. Also the
nomenclature and symbology are for the most borrowings from here and there. Nevertheless, the use of these
expedients all at once, that is, the explicit reference and use of separate variables for the component quantities
systematically and the comprehensive identification of the roles of those variables and of their respective sub-
domains, that is not easily found in the liter ature.
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Resumo. Os trens de engrenagens epicicloidais ou trens de engrenagens planetarias (TEPs) sdo sistemas de transmissdo de alta
complexidade cinemadtica e de dificil visualizagdo. Entretanto, sdo grandes as suas vantagens: compactos, leves, permitem altas
redugdes de velocidade, possuem alta confiabilidade pois tem engrenamento permanente, possuem capacidade de bifurcagcdo e
adi¢do de poténcia e permitem multiplas relagdes de transmissdo. Uma de suas principais aplicagdes sdo as caixas de transmissao
automdtica de veiculos modernos. Como existe uma grande variedade de possibilidades de configuracdes na unido de varios TEPs,
foi desenvolvido um software TEPCI ¢l 0 para o auxilio no desenvolvimento de projetos para transmissdes automdticas de veiculos
leves com dois TEPS simples ligados. Este software auxilia o projetista na sele¢cdo da montagem, do posicionamento e do niimero
de dentes das engrenagens, fornecendo as relagdes de transmissdo possiveis e o fluxo de torque no sistema selecionado.

Palavras chave: trens de engrenagens planetdrias, trens de engrenagens epicicloidais, transmissdo automadtica, fluxo de torque,
projeto mecanico.

1. Introducio

Trem de engrenagem ¢ uma cadeia cinematica destinada a transmitir rotagdes. Segundo Pires ¢ Albuquerque
(1980), trés montagens sio possiveis: trem simples, trem composto e trem epicicloidal. Trem simples ¢ um sistema de
engrenagens onde, em cada eixo, so existe uma engrenagem (Fig. 1a). O trem de engrenagem ¢ chamado de composto,
quando existe um ou mais eixos com duas engrenagens ou mais (Fig. 1b). Nestes dois casos, o suporte dos eixos das
engrenagens ¢ fixo. Quando existe um suporte, de pelo menos um eixo, dotado de movimento de rotacdo, o trem ¢
chamado de epicicloidal (Fig. lc). Observa-se que os eixos que suportam as engrenagens intermedidrias entre a
engrenagem central e a externa (esta Gltima com dentes internos), estio montados em um suporte que gira em torno do
eixo central do conjunto. Essa possibilidade do eixo de uma engrenagem também poder girar ao redor de outro eixo,
além de girar em torno de si mesmo ¢ que caracteriza um trem epicicloidal. Essa nomenclatura se deve ao fato de um
ponto, pertencente a engrenagem que possui eixo movel, descrever uma curva epicicloidal.

=
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(a) Trem simples (b) Trem composto (c) Trem epicicloidal

Figura 1. Tipos de trens de engrenagens.
2. Trens de Engrenagens Planetarias

Devido a analogia com nosso sistema solar, este tipo de trem epicicloidal ¢ freqlientemente chamado de trem
planetario ou trem de engrenagens planetarias ou simplesmente TEP. Em virtude disso, a engrenagem
central é chamada de solar ¢ a, ou as engrenagens que giram em torno dela, sdo chamadas de planetarias ou satélites ou
simplesmente planetas. Quase sempre se utiliza, também, uma engrenagem de dentes internos em torno do TEP, onde
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os planetarios também se engrenam. Esta ¢ chamada de anular, semelhante a um anel. O elemento que suporta o eixo
movel dos planetas e que pivota em torno do eixo principal do TEP é chamado de suporte ou brago. A Fig. 2 identifica
estes elementos.

Engrenagem
anular

I Nome Equivalente
} Trem de engrenagem Trem de engrenagem
planetdria epicicloidal
— Engrenagem solar Sol
] Engrenagem anular Coroa
Engrenagem planetaria Planetario, planeta ou satélite
} Brago Suporte
Engrenagens J

planetarias

Suporte
ou brago

Figura 2. Nomenclatura dos elementos de um TEP.

Diversos autores definiram o que é um trem de engrenagens planetarios Dubbel (1944) escreveu que engrenagens
planetarias simples se caracterizam porque, nelas, existe uma roda fixa e outra movel que gira ao redor da fixa e se
engrena com ela. Lima (1980) salientou que alguns sistemas de engrenagens se diferenciam dos comuns, pelo fato de
possuirem uma ou mais engrenagens com possibilidade de girar ao redor do proprio eixo e, simultaneamente, em torno
de um outro eixo. Shigley (1984) escreveu que, em um tipo de trem de engrenagens, pode-se obter efeitos
surpreendentes, fazendo-se com que algum dos eixos gire em relagdo aos demais. Tais trens chamam-se trens
planetarios ou epicicloidais. Olson ef a/ (1987) definiram que os trens de engrenagens planetarios consistem de uma ou
mais engrenagens centrais com engrenagens planetas engrenadas e que giram em torno delas, de tal forma que os
pontos dos planetas descrevam curvas epiciclicas. Brasil (1988) definiu os TEPs, como trens de engrenagens em que
alguns eixos sdo moveis, girando ndo s6 em torno de si mesmos, mas também em torno de outro eixo do trem. As
engrenagens planetas estdo ligadas por um brago de tal forma que a distdncia entre os centros das engrenagens
permaneca constante.

Os TEPs sdo sistemas de transmissdo de alta complexidade cinematica e de dificil visualizagdo. Por isto, vérios
autores se dedicaram ao estudo de suas formas de representago para facilitar sua compreensdo (Amaral e Dedini, 2000;
Olson, 1987; e Buchsbaum e Freudstein, 1970). Entretanto, suas vantagens sdo grandes: compactos, leves, alta redugéo
de velocidade, alta confiabilidade, alta densidade de poténcia, capacidade de bifurcacdo e adicdo de poténcia,
capacidade diferencial, sistemas de multiplas relacdes de transmiss@o e engrenamento permanente, permitindo ainda a
minimiza¢do dos esfor¢os nos mancais e alinhamento dos eixos. Estas sfo algumas das caracteristicas que tornam os
TEPs sistemas de grande potencial de aplicagdes, embora ainda nio tanto estudado e pesquisado, de tal forma a permitir
cada vez mais sua utilizagdo em massa (Dedini, 1985).

Suas vantagens os tornaram preferiveis para o uso militar, onde multiplos engrenamentos reduzem o risco de
parada. O funcionamento suave também os tornam adequados para uso em submarinos ¢ a grande capacidade de
redugdo torna possivel sua aplicagdo em turbinas. Os TEPs também sdo utilizados em aplica¢des aeroespaciais € em
helicopteros, além do uso automotivo como diferencial e caixa de transmissdo automatica. Os TEPs s3o mecanismos
interessantes porque tem dois graus de liberdade. Pode-se aumentar a complexidade do TEP, alterando-se o arranjo da
configuragdo das engrenagens planetarias. Um TEP pode também possuir mais de um planeta entre as duas engrenagens
centrais. Isso ndo muda o carater cinematico do TEP. Um aumento do niimero de engrenagens planetdrias resulta em
uma maior divisdo da carga transmitida entre os planetas. Essa ¢ uma das grandes vantagens dos TEPs, onde o esfor¢o
nos mancais € bastante aliviado devido a simetria da aplicagdo da forca pelos planetas, nos dentes da engrenagem solar.
Portanto, deve-se sempre evitar a utilizagdo de um unico planetdrio porque, neste caso, ndo seria possivel a
compensagdo dos esfor¢os. Na pratica, normalmente se utilizam dois ou trés planetas.

3. Tipos de Trens de Engrenagens Planetarias

Lévai (1968), identificou em seu trabalho, quatro tipos de TEPs: TEP Elementar; TEP Simples; TEP Ligado (TEP
Incorporado) e TEP Satélite e Planeta. Os tipos Simples e Ligado sdo os mais importantes na pratica por serem mais
comercialmente aplicados. TEPs ligados se caracterizam pelo fato de que possuem mais de duas engrenagens centrais ¢
podem ser separados em dois ou mais planetarios simples. A principal aplicagdo dos TEPs Ligados sdo as caixas de
transmissdo automaticas utilizadas em veiculos automotivos.

3.1 Exemplos de Caixas de Transmissdo Automatica

A vantagem de se usar somente dois TEPs ligados em caixas de transmissdo automaticas, ¢ que o sistema tem
menos pegas moveis e consequentemente possui um menor custo e maior confiabilidade. Neste caso, utiliza-se um
sistema de embreagens que permite alterar o eixo de entrada, fornecendo assim mais alternativas de relagdes de
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transmissdo. Como exemplo, tem-se a caixa GM 440 PGT e a caixa Simpson, citadas por Chartterjee (1995) e Hsich
(1997), mostradas nas Fig. 3a e 3b sob a forma de representacdo funcional (Amaral, 2000) e os numeros de dentes das
respectivas engrenagens estdo na Tab. 1.
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Figura 3. Representac@o funcional para as transmissdes automaticas (a) GM 440PGT e (b) Simpson.

Tabela 1. Numero de dentes e razdo basica dos TEPs para as transmissdes automaticas Simpson e GM 440 PGT.

Simpson GM Hydra Matic
. 440 PGT
TEP 1 TEP 2 TEP 1 TEP 2
Zs 36 32 26 42
Zp 16 22 18 16
Za 68 76 62 74
b -0,529 -0,421 -0,419 -0,567

Observe que: b na Tab. 1 representa a razdo basica, definida como sendo a relagdo — Zg/Z, e eqiiivale a relagdo de
transmissdo de um TEP quando seu brago esta parado, transformando-se em um trem simples ou composto de
engrenagens; Z,, Zg € Zp correspondem respectivamente ao nimero de dentes da engrenagem anular, solar e planeta.

4. Ligacdes Possiveis entre dois TEPs

Como o TEP ¢ um sistema de dois graus de liberdade, torna-se possivel uma grande variedade de montagens. Pode-
se alterar a posicdo dos elementos e determinar qual delas serd adotada como saida, entrada e controle. Em funcéo
dessas escolhas no caso de um unico TEP, pode-se ter como resultado uma reducéo ou multiplicacdo, invertendo ou ndo
a rotacdo. O grau de reduc@o ou multiplicag@o ¢ em func@o do numero de dentes das engrenagens.

O TEP simples pode ter 34 formas possiveis de construgcdo (Lévai, 1968), sendo que o modelo adotado neste
trabalho, sera o TEP simples, com engrenagens cilindricas e dois, trés ou quatro planetas engrenados na engrenagem
solar e na anular. Néo serfio enfocados planetas compostos ou emparelhados. O objetivo desta parte do trabalho ¢ fazer
uma sistematiza¢do das possiveis formas de ligagdes de um e de dois TEPs com vista ao desenvolvimento de um
software no ambiente Windows em Visual Basic 5.0, de tal forma a se constituir em uma ferramenta que auxilie o
projetista a encontrar a alternativa mais adequada as condigdes de projeto.

Uma aplicagdo muito utilizada para este tipo de montagem ¢é no uso de transmissdes automotivas automaticas. Para
estes casos, o grau de liberdade do conjunto tem de ser GL = 1. Para utilizagdo como diferencial, o grau de liberdade GL
deve ser igual a 2 porque o torque tem de ser distribuido para as duas rodas de tracdo. Segundo Molian (1970), o grau
de liberdade GL do sistema resultante depende do numero de TEPs (N), do niimero de conecgdes entre os TEPs (¢) e do
numero de eixos eventualmente freiados e imobilizados (/). A unifio por embreagem de dois eixos de saida de um
mesmo TEP ¢ considerado pelo autor como sendo apenas uma imobilizag@o. A relagdo entre estes pardmetros ¢:

GL=2N—-c-I (1)

A partir desta formula, Lévai (1973) elaborou o quadro da Tab. 2 que contém todas as combinagdes de ¢, / e GL
obtidas da Eq. (1), para N =1, 2 ¢ 3 TEPs. Pela Tab. 2, pode ser visto que, para a obteng@o de apenas um grau de
liberdade, foi necessario imobilizar um eixo no caso das familias 1, 3, 8, 9 ¢ 10, dois eixos para as familias nimeros 2,
5, 6 e 7 e trés eixos para a familia nimero 4 . Nestes sistemas é preciso considerar a existéncia de um eixo de entrada e
outro como saida. O ou os demais eixos de acesso externo sdo considerados como membros de controle.

Pode-se instalar um freio em qualquer dos eixos de controle de um TEP. Na pratica, vérios freios podem ser
instalados em uma seqiiéncia de TEPs ligados afim de se obter novas relagdes de transmissdo. Outro artificio ¢ a
instalacdo de embreagens unindo dois elementos de um mesmo TEP, o que resulta na neutralizag@o deste TEP (ou seja,
uma razdo de redug@o igual a um para este TEP). As modernas transmissdes automaticas de veiculos leves adotam um
sistema de somente dois TEPs ligados, mantendo o eixo de saida fixo e alternando-se o eixo de entrada através de um
sistema de embreagens, possibilitando mais alternativas de relagdes de transmissdo, para um mesmo conjunto.

Tabela 2. Graus de liberdade das possiveis ligagdes de TEPs.
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Como o enfoque deste trabalho ¢ voltado para
transmissdes automaticas de veiculos leves, é preciso
definir os limites e restricdes de todas as variaveis
envolvidas. Os intervalos adotados para o numero de
dentes das engrenagens solar, anular e planeta que
possibilitam a montagem de um TEP, consideraram a
viabilidade de constru¢do das engrenagens e o nimero de
dentes das engrenagens normalmente utilizadas nos
modernos sistemas de transmissdo automatica em uso, de
modo a evitar solugdes de grande volume e peso. Baseado
nisso, foram escolhidos os intervalos de 36 até 250 dentes
para a anular, de 12 até 226 dentes para a solar e de 12 a
119 dentes para o planeta. Com estes limites, é possivel
obter 11.664 diferentes trincas para montagens de TEPs.

A cada trinca de nimero de dentes (solar, anular e
planeta), corresponde a um valor de razdo basica b para
este conjunto. Mantendo-se constante o valor do nimero
de dentes da anular, pode-se alterar simultaneamente o
numero de dentes das engrenagens solar e dos planetas,
obedecendo a relagdo Z, — Zgs=2Zp. O grafico apresentado
na Fig. 4 mostra a variagdo de b em funcéo de Zs e Zp, sem
considerar o limite adotado para a engrenagem anular. Os
valores maximo e minimo de » sdo — 0,904 ¢ — 0,048 em
fungdo dos limites adotados para o numero de dentes do
planeta.

Foi adotado o uso de engrenagens cilindricas (dentes
retos ou helicoidais) e os TEPs ndo possuem planetas
emparelhados ou compostos. Para se construir uma
transmissdo automatica epicicloidal, fixou-se o eixo de
saida, normalmente acoplado ao diferencial que por sua
vez é acoplado as rodas. O eixo de entrada pode ser

alternado, através de sistemas de embreagens, o que amplia a possibilidade de novas relagdes de transmissdo. Também
em linha com os modernos projetos de transmissdo automatica para veiculos leves, sdo utilizados apenas dois TEPs
ligados (o que permite um menor nimero de pecas moveis) da familia nimero 3 da Tab. 2 e, apenas um eixo ou
elemento de saida ¢ freiado de cada vez, para se obter uma nova relagdo de transmissdo. A Relagdo de Transmissdo
“direct drive” ou 1:1, é obtida, em todos os casos, acionando duas entradas ao mesmo tempo, ambas com a mesma

rotacdo.

150

Figura 4. Variacdo do valor de b em fung¢do de Zg e Zp, sem limitar Zj.
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5. O Software TEPCI cl 0

Para a aplica¢do desenvolvida neste trabalho, objetivando auxiliar o projeto de transmissdes epicicloidais com dois

TEPs ligados, foi desenvolvido o software TEPCI cl,oversdo Alpha 1.0. No menu do programa, encontram-se as opgdes
para estudo de 1 TEP e 2 TEPs.

Tanto na utilizacdo de um ou dois TEPs, pode-se fazer a sintese fornecendo o niimero de dentes das engrenagens ou
a relacdo basica b e obter como resposta as Relagdes de Transmissdo resultantes ou, fornecendo as Relagdes de
Transmissoes desejadas, obter-se as familias de numero de dentes, para a montagem escolhida ou selecionada, que
resultam nas transmissdes especificadas, com uma dada tolerancia. Em seguida, ap6s definido o nimero de dentes das
engrenagens, pode-se fazer a andlise de torque do conjunto estudado. Para a andlise de torque, utiliza-se a metodologia
aplicando-se o método de Gauss com pivoteamento total para a solucdo das matrizes (Ruggiero et. al, 1988).

5.1 Exemplo com dois TEPs ligados

Para verificacdo da aplicacdo de 2 TEPs ligados, utiliza-se um exemplo, onde b;= b;; = -0,5 € Wiotor = 1.000 rpm € 0
eixo de saida ¢ fixado na solar do segundo TEP. Utilizando o software TEPci ¢l @ introduzindo os dados dos valores
de b e as conecgdes entre os dois TEPs obtém-se, o resultado mostrado na Fig. 5.

Observa-se que a montagem em estudo ¢ a alternativa “D” (eixo de saida fixado na solar do segundo TEP). As 6
relagdes de transmissdo possiveis com o eixo de saida assim definido, podem ser visualizadas. Identifica-se por um
“Mapa” de montagens possiveis do proprio software que a relagdo de transmissdo do exemplo estudado ¢ a primeira das
6 disponiveis. Trata-se portanto de um multiplicador, com Relag¢do de Transmissdo de 0,4286:1. Consequentemente a
rotagdo do eixo de saida é 2333 rpm. Molian (1971) e Sanger (1972) contribuiram significativamente para a sintese de
transmissdes planetarias.
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Figura 5. Tela do software TEPCi ¢l anostrando as possiveis relagdes de transmissdo na montagem selecionada
5.2 Exemplo de um Projeto de Transmissio Automatica

Seja o exemplo de se encontrar o projeto de uma transmissdo automatica com as seguintes relagdes de transmissdo
(RTs): 3:1; 1,5:1; 1:1; 0,7:1 e —2,5:1 (valores proximos aos utilizados em transmissdes automaticas) com uma tolerancia
inicial de 1%. Seja ainda colocado como restrigdo, que a engrenagem solar seja maior que a engrenagem planetaria (b >
0,333) estabelecendo o valor maximo de b como 0,7 ¢ o TEP I menor que o TEP II. Apds os dados serem inseridos no
programa, nenhuma solugéo foi encontrada para estes valores.
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O passo seguinte, foi aumentar o valor da tolerdncia. Ao se ampliar o valor da tolerancia para, por exemplo 3%,
valores de relagdes de transmissdo em uma faixa mais ampla sdo aceitos, aumentando-se a possibilidade de ser
encontrada uma solugdo. O valor da tolerincia para uma procura inicial ndo pode ser muito pequeno, pois pode ndo
haver uma solug@o que comporte exatamente todas as relagdes de transmissdo desejadas. Além disso, ha o recurso, na
tela de visualizagdo do “Mapa”, de se alterar a tolerancia através de uma barra de rolagem e verificar, de imediato, as
solugdes possiveis dentro do novo valor.

Utilizando o TEPci cl oe fazendo a sintese pelos valores das relagbes de transmissdo para 2 TEPs (com
tolerancia de 3%), encontrou-se o resultado mostrado na Fig. 6. Seleciona-se uma das 1249 solugdes apresentadas pela
posi¢do ¢ montagem desejada, sendo que os critérios de escolha devem partir das condigdes de projeto (aplicacdo,
fabricacdo, montagem, transporte, custo e manutencdo). As posicdes e montagens podem ser selecionadas em telas
distintas acionadas pela barra de tarefas do software. Nestas telas, pode-se alterar tanto b; quanto by através de barras de
rolagem, identificando o comportamento, para as RTs definidas. A defini¢do da propor¢do de tamanho entre os TEPs
determinam a escolha de b; e b;;. Para a engrenagem solar do TEP I ser maior, menor ou igual a solar do TEP II , os
valores de b; e by devem seguir a mesma propor¢do, em fungdo do valor adotado para Z,. Uma vez selecionado um
valor para by e by, a tela apresentada na Fig. 7 permite a escolha das trincas de engrenagens. Para b; = - 0,507 e by = -
0,630, obteve-se 11 opgdes de nimero de dentes para o TEP I e 12 opgdes para o TEP II, sendo apresentadas em ordem
crescente. Assim, para se obter o conjunto mais compacto, deve-se escolher o menor numero de dentes para os dois
TEPs. No caso do presente exemplo, o menor niimero de dentes é mostrado em destaque com uma faixa azul na tela da
Fig. 7 e sd0: Z51=65; Z51=33; Zp1=16; Zx,=78; Z5;=48 ¢ Z p;=15. Os valores obtidos estdo na Tab. 3, comparando-se
com os dados iniciais do exemplo. Com os nimeros de dentes das engrenagens assim definidos ¢ feita, em seguida, a
analise de torque, baseada no trabalho de MacMillan (1961) e Hsieh (1997).
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Figura 7. Selecdo das trincas de dentes.
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Tabela 3 — Resultados obtidos para as Relagdes de Transmissdo (RT).

RTs procuradas RTs encontradas Diferenca
3,000:1 2,972:1 0,93%
1,500:1 1,507:1 0,46%
0,700:1 0,710:1 1,42%
-2,500:1 -2,450:1 2,00%

Pela Tab. 3, verifica-se que duas das relagdes de transmissdo tiveram os valores encontrados com tolerdncia
superior a 1% do previsto inicialmente. Dai porque ndo houve solucdo quando esta tolerdncia foi definida. Pelo
resultado, poder-se-ia restringir a tolerancia em 2 % e esta soluc@o seria encontrada. Para proceder a andlise de torque,
basta clicar no botdo correspondente, surgindo a tela mostrada na Fig. 8, onde estdo apresentados os nimeros de dentes
das engrenagens e suas respectivas relagdes de transmissdo, para que uma delas seja selecionada.
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Figura 8. Tela para a andlise de torque.
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Figura 9. Analise de torque para a 5" relag@o de transmisséo visualizando o respectivo diagrama de torque.
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Apbs a selecdo e confirmag@o, o resultado pode ser visto, tanto sob a perspectiva do diagrama de torque (mostrado
na Fig. 9 para 5* RT) quanto pela visualizacdo em forma de grafico (mostrado na Fig. 10 para a 3* RT). Em ambos os
casos, pode-se visualizar os resultados de maneira global, onde se observam todos os valores absolutos de todos os
torques atuantes para todas as relagdes de transmissdo (Fig. 11). As relagdes de transmissdo descartadas (das 6 RTs,
utiliza-se 4, além da “direct drive”) sdo a 2* e 6%, onde ambas atuam usando como eixo de entrada, a unido da solar do
primeiro TEP com o brago do segundo TEP. Isso simplifica o projeto, pois elimina-se a elaboragdo de mais um sistema
de embreagens para acionar esta entrada.
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Figura 10. Analise de torque para a 3% relagdo de transmissdo visualizando sob forma de grafico.
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6. Conclusdes

Pelos resultados das aplicagdes de utilizagdo do sofiware TEPCI cl,adescritos no exemplo do item 5.2, é possivel
verificar que a elaborag@o de sistemas de transmissdo de trens epicicloidais foi sistematizada e automatizada, ndo so6
para obtengdo das possiveis montagens e posicionamento dos eixos como das respectivas relagdes cinematicas, numero
de dentes e analise de torque. Com estes resultados pode-se facilmente proceder o dimensionamento do sistema
estudado, em fun¢@o das condigdes de uso e aplicagdes especificas a que se destina.

Os recursos disponiveis no sofiware TEPCI cl,germitem fornecer, ndo s6 a solu¢do do problema colocado, mas
também indicam as demais alternativas que irdo satisfazer as condigdes iniciais. Em qualquer momento, o usuario pode
recorrer & consulta dos “Mapas” de montagem e posi¢do para avaliar as opgdes possiveis. Assim, o projetista pode
dispor de alternativas que antes ele poderia desconhecer, ainda na fase inicial do projeto.

Ha a possibilidade também de se restringir o numero de dentes das engrenagens disponiveis em uma determinada
planta, criando-se um banco de dados facilmente incorporado no programa. A limitacdo do numero de dentes das
engrenagens ¢ um recurso que garante também a reducdo significativa do tempo de execugdo do sofiware e permite
projetos em que estas variaveis possam ser controladas. O software adota um amplo intervalo de numero de dentes para
englobar as restricdes e delimitagdes de quaisquer aplicagdes.

Como forma de critério de decisdo entre posi¢des € montagens disponiveis como solucéo, o recurso da andlise de
torque contribui para a escolha mais adequada a aplicagdo desejada. Também o fato de se poder alterar a tolerancia para
se encontrar a relagdo ou as relagdes de transmissdo desejadas, permite ao projetista uma gama maior de alternativas.

O software TEPci cl odesenvolvido neste trabalho, tem caracteristicas abrangentes ¢ pode ser facilmente
incorporado com bancos de dados e sofiwares de dimensionamento, utilizando o resultado final apresentado, ou
utilizando seus resultados como entrada de outros programas de dimensionamento, especifico para cada aplicagdo ou
usuario. Isto segue uma tendéncia na area de projetos, onde os programas em ambiente windows estdo adquirindo uma
importancia cada vez maior (Brito et al., 1999; Charttejee e Tsai, 1995 e Amaral, 2000).

O software ainda dispde de recursos adicionais para andlise do comportamento de cada RT possivel em cada
montagem, onde verifica-se que é grande a variedade de comportamento das RTs. Pequenas alteragdes de b; e by podem
resultar em significativas alteragdes na transmissdo final. Durante o desenvolvimento do software foi aprimorada a
forma de representacdo de diagrama de torque a fim de facilitar a implementag@o das rotinas de calculo.

7. Perspectivas Futuras

Estando em sua primeira versdo, o software pode evoluir em novas versdes para incorporar estudos sobre os
sistemas de transmissdo epicicloidal onde, por exemplo, se relacionem o torque e o niimero de dentes com o rendimento
de cada engrenamento, podendo-se comparar dentre posi¢des e montagens previamente definidas, em quais relagdes de
transmissdo se obtém a menor perda. Este critério pode ser implementado como um método de otimizacéo.

Também estudos sobre banco de dados para aplicagdes especificas, onde as solugdes ficariam limitadas a
disponibilidade de ferramentaria, estoque e processos de fabricagdo, podem ser incorporados em versdes distintas do
programa.

A automatizag@o completa pode ser incorporada, com a inclusdo de softwares especificos para se completar o
dimensionamento, que pode variar de acordo com a aplicagio pretendida e estabelecimento de /inks com outros
softwares que podem simular o funcionamento do modelo obtido, em tempo real. Pode-se dar continuidade,
estendendo-se o estudo para trés TEPs ligados, unindo um nico TEP com outros dois TEPs ligados (familias 6 ¢ 7 da
Tab. 2).

Como o TEPci cl aem caracteristicas abrangentes, novos estudos podem ser feitos nas montagens possiveis,
analisando os aspectos de interferéncia, acessibilidade, manufatura, momento de inércia dos elementos (principalmente
os ligados), compactacdo do conjunto, peso, carga nos mancais, materiais, etc. Um campo de estudos importante ¢ a
utilizacdo de sistemas de transmissdo epicicloidal como somador e divisor de poténcia, pois podem incorporar duas
fontes motoras com diferentes combustiveis, (0 que vem de encontro com a tendéncia mundial de se procurar
alternativas energéticas ndo poluentes, associado com a autonomia do veiculo) ou a incorporacdo de CVTs -
Continuously Variable Transmission na montagem do conjunto (permitindo variagdes continuas de transmissao).
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Abstract. The Epicyclic Gear Trains - EGTs (or Planetary Gear Trains - PGTs) are complexes kinematic transmission systems and
difficult to be understood. Therefore, they have much advantages: they are compact and light, they allow the use of high
reduction/multiplication ratios, they have high reliability (due to the permanent geared), they allow division or sum of power and
they have multi transmission ratios. One of their main applications is Automatic Transmission gearboxes for modern vehicles. There
are a large number of possible configurations when many PGTs are linked. Due to this, the sofiware TEPCI cl aas developed to
help the design of Automatic Transmissions gearboxes for light vehicles with two simple linked PGTs. The software automates the
selection of assembly, position, tooth number of gears, calculates the possible transmission rates and the torque flow .
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Resumo.0O objetivo deste trabalho € propor formulagdes wvariacionais mistas para problemas de termo-
elasticidade e andlise limite. Estas formulagoes mistas sao descritas em funcdao dos campos de tensoes e
deslocamentos, ou velocidades. Os elementos finitos propostos sao baseados na interpolagdo descontinua dos
campos de tensoes e interpolacao continua dos campos de deslocamentos e velocidades. Os elementos mistos sao
apropriados para enfrentar o fenémeno de “locking” que ocorre em alguns modelos para andlise elastopldstica
de corpos constituidos de materiais que obedecem ao critério de Von Mises ou Tresca e em elasticidade de
materiais incompressiveis. Para mostrar a viabilidade do método duas aplicagoes numéricas sao apresentadas.

Palavras chaves: formulacoes mistas, termo-elasticidade, andlise limite, elementos finitos.

1. Introdugao

O principal objetivo deste trabalho é propor formulagoes variacionais mistas e elementos finitos mistos para
problemas de termo-elasticidade e andlise limite. A contribuigdo para as formulagoes continuas nao reside na
proposicao dos principios, mas sim na forma como sdo deduzidos. A mesma estratégia de dedugao dos principios
mistos de andlise limite, apresentada por Borges L. et all (1989), serd aplicada para a dedugao dos principios
mistos para termo-elasticidade. Esta unicidade de tratamento dos modelos permite uma analise mais sistematica
das aproximagdes e das diferencas envolvidas nos diversos problemas estudados.

As formulagoes mistas aparecem como uma alternativa ao método de integracao reduzida para enfrentar
o fenomeno de “locking” que ocorre em alguns modelos na anélise elastopldstica em corpos constituidos de
materiais que obedecem ao critério de Von Mises ou Tresca e em elasticidade de materiais incompressiveis.
Nas aplicagoes onde ha presenca da incompressibilidade, seja na plasticidade ou na elasticidade, uma escolha
inadequada das funcoes de interpolacao pode levar a faléncia do método de elementos finitos, devido as carac-
teristicas de “locking” do modelo. Muitos autores (Zienkiewicz, 1991) discutem a importancia do “locking” em
plasticidade. Neste trabalho nao serd discutido este aspecto em detalhe, mas é vélido comentar que esta ¢é a
maior motivacao para escolher a formulacao mista e para a utilizagao dos elementos finitos propostos.

Tanto para termo-elasticidade como para andlise limite, serao utilizados elementos triangulares com seis nés
para interpolacao quadratica com continuidade C'° para aproximacao da geometria e do campo de velocidades
ou de deslocamentos. Quanto a interpolacao das tensoes, dois tipos de interpolagoes sao adotadas. Para estado
plano de tensao sao adotadas interpolagoes lineares e descontinuas para as componentes totais de tensao. Para
modelos de estado plano de deformagao as componentes desviadoras do tensor de tensoes sao aproximadas
por funcgoes lineares e descontinuas, entretanto a tensao média € interpolada constante em cada elemento.
Estes elementos, aqui propostos para aplicacao na termo-elasticidade, vém sendo utilizados com freqiiéncia em
andlise limite (Huespe A., 1990, Silveira, J.L., 1991, Santiago F., 1993 e Guerhard J.O., 1996). Destaca-se que
independente da formulagao continua primitiva, cinemética ou mista, a estrutura matematica final dos modelos
discretos mistos e cinematicos é exatamente a mesma.

A primeira parte do trabalho consiste na defini¢do dos conceitos fisicos e mecanicos necessarios para a
caracterizacdo matemaética dos fendmenos a serem descritos. A partir desta caracterizacdo sdo deduzidos os
principios variacionais que descrevem os fendmenos, propostos na forma de problemas de otimizacao do tipo
min-max. Ao final sdo apresentados os modelos discretos e duas aplicacées numéricas.

2. Principios gerais

Nesta secao serao apresentados os conceitos e hipdteses utilizados na definicao dos principios gerais que
governam o comportamento de corpos, constituidos de material elastico idealmente plastico, quando submetidos
a programas de carregamento quasi-estatico.

O principios gerais fundamentam o modelo utilizado na descrigdo do comportamento mecanico e fisico dos
corpos que sofrem processos de deformacao. Por comportamento mecéanico se entende a definicao das hipoteses
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cineméticas e de esforcos atuantes no corpo. O comportamento fisico é caracterizado pelas relages constitutivas
entre as variaveis pertinentes para a descricao do fenomeno. Na termo-elasticidade define-se a relacao entre o
campo de deformagoes E e o campo de tensoes T. Para descrever a situacao de colapso incipiente, caracteristica
do modelo de anélise limite, a relagao constitutiva de interesse descreve a relagao entre o campo de taxas de
deformagoes plasticas DP e o campo de tensoes de colapso T.

2.1. Cinematica e equilibrio

Considere um corpo ocupando, no instante ¢, a regido B do espaco Euclidiano £2 limitada pelo contorno
regular I'. Seja V' o espaco de fungdes de todos os campos de deslocamento cinematicamente admissiveis,
suficientemente regulares, satisfazendo na parte I';, do contorno prescri¢ées de deslocamento nao necessariamente
homogéneas. O campo de velocidades virtuais cinematicamente admissiveis ¢ denominado V0 e satisfaz em T,
condigoes de contorno homogéneas, com regularidade compativel com a defini¢ao do modelo.

As deformacoes E, sdo elementos do espago funcional das deformagoes suficientemente regulares W, sendo
ditas compativeis se estao associadas, através do operador de deformagao D, a um campo de deslocamentos
cinematicamente admissiveis. Da mesma forma, as taxas de deformagoes compativeis D, estao associadas a um
campo de velocidades cinematicamente admissiveis através do operador tangente de deformacéao, ou seja

E=Du VYueV ou D=D;v VveV’ (1)

Para modelos de deformagées infinitesimais o operador de deformagoes D coincide com operador tangente
de deformacoes D;. O espago dos campos de tensées T é dual a W, sendo denominado W . O produto de
dualidade entre W e W é definido como

<T,D>:/BT-DdB 2)

O carregamento externo, elemento do espago dual de V', é caracterizado pela forma linear

<F,v>:/8b~vdl3+/F a-vdl (3)

-

onde b e a sdo os carregamentos de corpo e de superficie, respectivamente. A superficie I'; é a regido de I" onde
as tragoes sao prescritas (I' =T, UT; e T', NT; é vazio). Um campo de tensoes estd em equilibrio com o
carregamento externo se o principio das poténcias virtuais é verificado, ou seja

(T,Dv) = (nF,v) VveV’ (4)

Esta condicao de equilibrio pode ser expressa compactamente pela forma T € S(nF), onde o pardmetro
n € IR caracteriza uma familia de carregamentos proporcionais a F. O caso particular n = 1 representa o
carregamento de referéncia.

2.2. Relagoes constitutivas

Seja 0y a distribugdo de temperatura em um corpo livre de tensoes e 6 a distribuicio de temperatura em
um instante subseqiiente. Se a diferenga © = 6 — 6, for pequena se comparada com 6y, as propriedades elasticas
e a densidade do material podem ser consideradas constantes ao longo do processo de aquecimento.

Nestas condigoes, as leis de estado para um material termo-eldstico podem ser derivadas a partir da definigao
de um potencial termodinamico W, quadratico e positivo definido, dependente apenas da deformacao E e da
diferenca de temperatura ©. Da mesma forma, a lei de estado inversa pode ser obtida a partir do potencial
complementar ¥¢, dependente das tenses T e da diferenga de temperatura © e obtido pela transformacao de
Legengre-Fenchel de ¥ (Panagiotopoulos, 1985). Para um material linear e isotrépico, ¥ e ¥¢ sdo dados por
(Lemaitre, J. e Chaboche, J., 1994):

¥ (E,0) :/B{;]DE~E—(1_EQV)M(E)0¢@— 2%;92}% (5)
Ue(T,0) = 1]D’1TT O tr(T 3E_ 2, G\ @ B 6
(7)*/5 5 T + a® tr( )+<(1_2y)a +9>2 (6)
onde
_E Ev _1_(1+V) v
]D_(1+V)]I+(1+V)(172y)(1®1) e D = % I E(I@I) (7)
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sendo I e T os tensores identidade de quarta e segunda ordem, respectivamente. As propriedades eldsticas
utilizadas sao o médulo de elasticidade de Young FE, o coeficiente de Poisson v, o coeficiente de dilatagao térmica
« e o calor especifico a deformagao constante C, . Estes parametros eldsticos sdo considerados constantes para
pequenas variagdes de temperatura (0/6) << 1).

As leis de estado, derivadas a partir destes potenciais, permitem escrever as relagoes constitutivas para a
termo-elasticidade linear na forma

T € VgV (E,0) <= E € VrUT,0) (8)

onde Vg e Vr representam os gradientes em relacdo a E e T, respectivamente. Baseados em (5), (6) e (8),
podemos escrever as relagoes constitutivas para a termo-elasticidade na forma

E

T=DE- ——
1—20)“

0 <<= E=D'T+a6l (9)

A termo-elasticidade, assim como foi formulada, permite o cédlculo de tensodes e deformagoes devido ao
efeito das variacoes de temperatura, apenas nos casos em que o campo de temperaturas é conhecido. Para
um tratamento completo do problema, em casos onde o fluxo é dado, e ndo a temperatura, é necessario se
utilizar preliminarmente a lei de Fourier e as equagoes de balanco de energia para determinagao do campo de
temperatura. Este desacoplamento do modelo de termo-elasticidade é valido para processos lentos com pequenas
variagoes de temperatura (Lemaitre, J. e Chaboche, J., 1994).

Para modelar processos irreversiveis, além das varidveis de estado, é necessario definir varidveis internas
que determinem a modificagao no estado interno devido ao desenvolvimento de processos dissipativos, ou seja,
definem a evolugao do processo.

Nos materiais elasticos idealmente plasticos, em processos de deformagao quasi-estaticos, a variavel interna
que representa a evolucao do processo é o tensor de deformacao plastica EP. Da mesma forma que anteriormente
o potencial ¥ define as relagoes entre as varidveis de estado e suas duais. Para definir as relages entre as taxas
de varidveis internas e suas duais é necessario definir uma lei de evolucao para a varidvel interna.

Para estabelecer a lei de evolugao supde-se que o material é estavel e, portanto, obedece ao principio de
dissipagao méxima. Logo, existe um potencial dissipagdo X' (DP), expresso como uma fungio positiva de valor
escalar, semi—continua inferiormente e convexa com respeito a taxa de deformagao plastica DP.

Nos modelos de plasticidade instantanea, onde o tempo intervém apenas para definir a seqiiéncia de eventos,
existe um conjunto P que define o espago das tensbes plasticamente admissiveis. Somente na fronteira de P
estao associadas taxas de deformacao plastica nao nulas. Nas aplicagoes praticas, este conjunto é definido como

P={T ¢ W | £(T)<0} (10)

onde f é uma fungao m—vetorial, sendo cada componente f; uma fungao regular e convexa com respeito a T.
A funcao dissipagao X' (DP) é a funcao suporte deste conjunto P, ou seja

X (DP) = s:lepP<T7 Dp> (11)

O potencial conjugado de X'(DP), obtido pela transformagao de Legendre-Fenchel, coincide com a fungao
indicatriz de P, Zndp(T), que vale zero para T € P e oo para T ¢ P (Panagiotopoulos, 1985).

A lei de evolugao é expressa através de uma condigao de normalidade, o que significa dizer que, no processo
plastico real, as tensoes plasticamente admissiveis e as taxas de deformagoes plastica admissiveis estao associadas
pela relagéo constitutiva (Christiansen, 1996; Kamenjarzh, 1996 e Borges et all, 1989)

T € 0X(DP) — DP € 0Indp(T) (12)

onde 0X (DP) significa o conjunto subdiferencial de X (DP) (Panagiotopoulos, 1985). A lei de escoamento enun-
ciada pela segunda parte de (12) s6 tem interesse para T € P, conseqilentemente o conjunto do subdiferencial
0Indp(T) coincide com o cone das normais a P em T, denominado Cp(T), e definido por

Cp(T)={DP e W | ((T* - T),D?) < 0 VT € P} (13)

3. Principios variacionais cinematico e mistos

O objetivo desta secao é a proposicao de principios variacionais para descrever problemas em termo-
elasticidade e andlise limite. As condigoes de equilibrio e compatibilidade cinemaética experimentadas pelos
corpos durante um processo de deformacao, aliadas as relagoes constitutivas, permitem descrever os proble-
mas através de um sistema de equacoes e inequagoes. Serd mostrado que os campos solucao deste sistema sao
também solugao de principios variacionais que enunciam os problemas primitivos através de principios de étimo.
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3.1. Termo-elasticidade

O problema de termo-elasticidade consiste na determinagao dos campos de tensoes e deformagoes que
ocorrem em um corpo quando submetido ao sistema de cargas F, um gradiente de temperatura © e prescrigoes
de deslocamento nao necessariamente homogéneas. Do ponto de vista matematico este problema consiste na
obtencao de uma campo de tensoes T € W', um campo de deformagoes E € W e um campo de deslocamentos
u € V, tal que o seguinte sistema de equagoes seja satisfeito

E=Du VueV (14)
(T, Dv*) = (F,v") Vv eV’ (15)
T € VgV (E,0) <« E € VpUT,0) (16)

Lembrando que, para um continuo tridimensional, com a hipdtese de deformagoes infinitesimais, os opera-
dores D e D; coincidem com a parte simétrica do gradiente e os potenciais ¥ e ¥° sao dados por (5) e (6),
respectivamente.

Mostra-se a seguir que a solucao deste sistema é equivalente a solugao de dois principios variacionais duais.
O principio cinemdtico, denominado principio da minima energia potencial, definido em fungao dos campos
de deslocamentos e temperatura e o principio misto de Hellinger-Reissner, definido em fungao dos campos de
deslocamentos, tensoes e temperatura.

Formulagao cinematica
Um campo T solugao deste sistema esta associado ao campo de deformagoes através da relagao constitutiva
(16). Assim pela defini¢ao de gradiente (Panagiotopoulos, 1985) tem-se

U(E*,0) — ¥(E,0) > (T,E*—E) VE'eW (17)

Considerando em (17) a condic@o cinemdtica (14) e a condi¢do de equilibrio (15), com ¥ definido em (5),
obtém-se o cldssico Principio da Minima Energia Potencial (Zienkiewicz, O. et all, 1991 e Lemaitre, J. et
all, 1994).

Encontrar u € V, tal que

l(u) = inf %<1Dvsu*,vsu*>— <(f0;y)dw(u*),@> —~ < {]DVSu* —~ (1—2u)1} n,ﬁ>ru — (F,u")

u*evo

onde a notagao <., .>F representa a integral na parte do contorno I',, onde o deslocamento é prescrito e div(.)
é o operador divergente.

Formulacao Mista
Para estabelecer o principio misto, considera-se a energia de deformacao complementar, lembrando que pela
definigao de potencial conjugado (Panagiotopoulos, 1985)

U(E,0) = sup [<T*7E>—\I'C(T*,@)] (19)
T* EW/
Pela substitui¢do de (5) e (6) em (19) e posteriormente, substituindo (19) em (28), deduz-se o principio
misto em dois campos denominado classicamente como Principio de Hellinger-Reissner e que propoe
Encontrar u € V, T € W' tais que

7R, T) = inf sup [—1<T**7 D' T*)+(T**, V*u*)—(a®, tr(T**))—(T**n,d),. —(F, u*>} (20)
wreVo sy L 2 T

Os principios mistos sao particularmente importantes para aplicagoes em problemas onde o fenémeno de
trancamento (“locking”) é passivel de ocorrer. Por exemplo, em elasticidade este fenémeno pode se manifestar
quando se utiliza materiais incompressiveis, quando se trabalha problemas com simetria de revolugao ou estado
plano de deformacio (Belytschko, 2000). Para estes problemas os principios variacionais mais convenientes sdo
os descritos em funcao das componentes de tensao desviadora e média.

Decompondo o tensor de tensdes na sua parte média e desviadora, com T = T¢ + o,, I, a partir de (20),
obtem-se o principio misto em funcio do deslocamento, da tensdo desviadora T e da tensdo média o,,, = tr T/3

HR d _ = d d o *3k 0\ 2 d s o+\d
" (u, T o,,) 7u*lngOTd§}«l£ ,{ 2<7E T, T9) <72E (o) >+<T ,(Veuh)e)
ol eR

+ (opr, div(u*))—(3a0, a;*n*>—<Td**n, ﬁ>1“u —(opin, ﬁ>Fu —(F, u*>]
(21)
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3.2. Anadlise limite

Quando se considera um programa de carga proporcional a uma configuracao de referéncia, a andlise limite
consiste em determinar o fator de carga n € IR que, amplificando uniformemente a carga de referéncia F atuante
em um corpo, provoca neste corpo, o inicio do fenémeno de colapso plastico. Um sistema de forcas produz colapso
plastico se existe um campo de tensoes plasticamente admissivel em equilibrio com este sistema de cargas e
estd relacionado, através das relagoes constitutivas, com um campo de taxas de deformacao cinematicamente
admissiveis (Christiansen, 1996; Kamenjarzh, 1996; Borges et all, 1995; Zouain et all, 1993 e Borges et all,
1989). Portanto o problema de anélise limite consiste em determinar n € IRY, T€ W/, D? € W e v € VY tal
que

D?=Dyv v e V' (22)
(T, Dyv*) = (nF,v") Vvt e VP (23)
TcP (24)
T € 90X (DP) — D? € C,(T) (25)

Da mesma forma que na termo-elasticidade, a partir da caracterizagdo matematica do problema, definida
pelo sistema de equagdes (22-25), pode-se estabelecer os principios de 6timo da andlise limite (Borges et all,
1989)

Formulagao Cinemaética

O modelo cinematico da andlise limite consiste em encontrar um campo de taxas de deformacao cine-
maticamente admisivel e compativel, relacionado pela lei de fluxo (25) a uma campo de tensdes plasticamente
admissiveis, ou seja

T € dX(Dyv) < X(Dw*)—X(Dwv) > (T,(Dv* —Dyv)) (26)

mas, de acordo com (11), as tensoes de colapso e taxas de deformagédo pléstica estdo associadas por <T, DP >:
X (DP). Conseqiientemente, X (D,v*) > <T7’Dtv*>. Por outro lado, por (23), considerando que as tensoes de
colapso sao equilibradas, temos que

X(Dw*) = npF,v) Vv eV (27)

Como a poténcia externa é positiva e a funcao dissipagao é homogénea de primeiro grau, obtém-se a partir de
(27) a formulac@o cinematica da andlise limite

n:vjrelgoX(Dtv*) ‘ (F,v)=1 (28)

Formulacao Mista

Na formulagao mista da anélise limite o problema é formulado como um problema de otimizagao onde o
calculo exato da dissipacao plastica é relaxado. Esta formulagao é obtida pela substituicao da funcao dissipagao
(11) na formulagdo cinematica (28), resultando em

. *% * FaV* =1
n™ = inf  sup <T , Dyv > <T** €>P

v*evd sk cyr

(29)

Na andlise limite a decomposi¢ao do tensor de tensoes na suas componentes média e desviadora tem interesse
para os casos em que o conjunto P ¢ ilimitado, como acontece quando se adota o critério de plasticidade de
Mises ou Tresca em problemas tridimensionais, para estado plano de deformagao ou com simetria de revolugao.
Nestes casos a plastificacdo do material independe da componente média da tensao, assim o principio misto
(29) s6 terd valor finito se for imposta a condi¢do adicional que div(v) = 0.

(F,v)=1
n™ = inf  sup (T4, (Dv)a) T4 c P (30)
viEVOmar ew div(v¥) = 0

4. Modelos discretos para as formulagoes mistas

Nesta secao serao apresentados os modelos discretos para os principios mistos descritos na se¢ao anterior,
baseados em discretizagoes espaciais geradas pelo método do elementos finitos.

Por simplicidade, para o modelo discreto serao considerados apenas condigoes de contorno homogéneas para
os deslocamentos e, daqui por diante, serd utilizado o acento circunflexo acima das varidveis para distinguir os
parametros do modelo continuo dos parametros discretos equivalentes.



Proceedings of COBEM 2001, Solid Mechanics and Structures, Vol. 16, 100

4.1. Principio de Hellinger-Reissner em dois campos para estado plano de tensao

Para o modelo de estado plano de tensao os campos envolvidos no modelo discreto sdao definidos por

u=[u, uw|" , T=[T. T, Tyl e E=[E, E, E.|" (31)

Nesta base de representacao a identidade é definida como I = [1 1 0] e o operador de deformacao por

)
5; 0
D=| 0 & (32)
92 9
oy ox

As interpolagoes dos deslocamentos e tensoes sao definidas para cada elemento e como
i(x) = Ny(x)u® , Tx)=Npx)T® e O(x)=Nyx)0O° (33)

onde N, (x), N (x) sdo, respectivamente, as matrizes das fungoes de forma Lagrangeana quadrética e linear.
Para a interpolagdo do campo de temperaturas também séo utilizadas em Ny(x) as fungdes de forma quadraticas
e continuas. Os vetores u® , T¢ e @° sdo os parametros de interpolacao para o elemento e. Substituindo estas
aproximagoes no principio misto (20) obtém-se a forma discreta deste principio.

Encontrar u € R" ¢ T € IR? tal que

. 1
MA%(T,u) = min max |—-DD'T™* . T4+ T . Bu*" - F-u" — TQ} (34)
u*eR” T**eRIL 2
onde n é o numero de graus de liberdades de deslocamentos, supondo que ja foram impostos as restrigoes
cineméticas necessarias para eliminacao dos movimentos de corpo rigido. A variavel ¢ representa o niimero total
de parametros de tensao, que para estado plano de tensao é igual a nove vezes o nimero de elementos, pois
considera-se as tensoes interpoladas descontinuas entre elementos. Os vetores T'e u contém, respectivamente,
os parametros globais de tenséo e deslocamentos convenientemente montados. As matrizes ID ™Y, B e os vetores
F e Q sao montagens adequadas das contribuigoes elementares de
_qe —~—1
D'=] NIID N;dB B°= [ NELDN,dB (35)
Be Be

Fe= [ NIp dB+/ N adr, Q° = / aNLIN, ©%dB (36)
Be I, e

—~1
com ID  dada por (7). Na montagem é imposta a continuidade adequada & cada um dos campos discretos, isto
é, impoe-se continuidade para os deslocamentos e temperaturas e para as tensoes permite-se a descontinuidade
entre elementos.

Calculando as primeira variagao em (34), conclui-se que a solugao deste problema de min—max é equivalente
a solucao do seguinte sistema de equagoes

D'T-Bu+Q =0

(37)
BT — F =0
4.2. Principio de Hellinger-Reissner em trés campos para estado plano de deformacao
Para discretizar o modelo de estado plano de deformagao os campos utilizados sao
u=lu, w)' , TI=[T) T T V21T e EY=[E] Ej E! Ef /V2]" (38)

Para o estado plano de deformacao, os operadores de deformagao desviador e o divergente podem ser escritos
como

29 _10 7

3 oz 3 dy

106 20
3 ox 3 0y o o

D = diva=|— —||“ | =D,u (39)

19 10 Ox Oy | uy

T30z 30y

190 19

L Vv20y 20z
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e o operador identidade ¢ definido como I =[1110]%7. Em cada elemento e, as interpolacoes dos campos de
deslocamentos, tensao média, tensao desviadora e temperatura sao feitas independentemente e definidas como

a(x) = Ny(x)u® , Tx)=Ngp(x) T | 6,.(x)=0° e O(x)=Nyx)0° (40)

onde N, (x) , Np(x) e Ny(x) sao definidos como no modelo em dois campos. Deve-se observar que a compo-
nente média das tensoes é interpolada constante por elemento. Substituindo estas aproximacgoes na formulacao
continua (21) o problema pode ser enunciado como

Encontrar u € R" , T4 e R? e Tp,, € R™ tal que

1 sk sk 1 ok

R, T4, Tpy) = min  max [—lengd T4 DT T+ T4 Bau®
ure R" pd**cRY 2 2

T eR™ (41)

+ T Buu —Q - T —F-u

Aqui, o parametro ¢ é igual a quatro vezes o nimero de elementos, pois considera-se as tensbes desvi-
adoras interpoladas descontinuas entre elementos. O vetor Ty, contem as tensdes médias dos elementos, con-
seqlientemente a dimensao m coincide com o nimero de elementos utilizados na discretizacao do dominio. As
matrizes ]Dc_il7 B4, B e os vetores ]Dr_nl, F e Q sio montagens adequadas das contribuicoes elementares de

e 1 e 1-2
D,*! :/ ;VNTT Ny dB D! :/ %db’ By4¢ = : NI DN, dB (42)

Bw‘= | D.N,dB Q= / 3aNy0°%dB F°= | NI'bdB+ / N7 adr, (43)
Be e Be r:

Calculando as primeira variagdo em (41), conclui-se que a soluc¢ao deste problema de min—max é equivalente
a solucao do seguinte sistema de equagoes

D;'TY - Bgqu=0
D Ty —Buu+ Q=0 (44)

Bs'T4+Bn T —F=0

4.3. Solugao do modelos mistos discretos

Os sistemas (37) e (44) ndo possuem a estrutura matemética cldssica dos modelos de anélise linear eldstica
em elementos finitos, ou seja

Ku=F (45)

Se os graus de liberdades em tensbes forem condensados pode-se recuperar esta estrutura. Como con-
seqiiéncia da descontinuidade imposta a interpolagao dos campos de tensoes, a condensagao é processada no
ambito do célculo elementar, resultando que a matriz K e o vetor F sdo obtidos pela montagem adequada das
contribugoes elementares de

K¢ =B/ ID° B¢ F =F + B D°Q° (46)
para o sistema (37). E para o sistema (44)
K® =Bq*" D4 By® + B’ D¢ Bm® F'=F°'+ B, D Q° (47)

O fato da condensacao nao se processar a partir das matrizes globais é fundamental para a viabilidade
computacional do elemento, pois na operacéo de condensacio é necessdria a inversio das matrizes ID ™1, ]Dg1
e ]Dl;l7 que ¢ feito para a matriz elementar e ndo para a global. Vale ressaltar que a matriz D¢ ¢ formada
por trés blocos disjuntos e idénticos de uma matriz 3 x 3, assim a sua inversao envolve apenas a inversao desta
matriz 3 x 3. O mesmo ocorre com a matriz matriz ]D;:Le que é formada por quatro blocos disjuntos de uma
matriz 3 x 3. Por outro lado, em cada elemento, a matriz ]Dl;16 é simplesmente um escalar.



Proceedings of COBEM 2001, Solid Mechanics and Structures, Vol. 16, 102

4.4. Discretizagao da formulagao mista de andlise limite

Uma breve descrigao da discretizagao mista é apresentada para caracterizar a estrutura do problema discreto
de andlise limite e mostrar a discretizagao de elementos finitos que é usada na aplicagao incluida neste trabalho.

Assim como nos modelos de elasticidade, as funcoes de aproximacao para a tensao e velocidades, definidas em
(33) e (40) sao substituidas nas formulagoes mistas da anélise limite (29) e (30), respectivamente. Além disto, os
campos aproximados de tensoes devem ser plasticamente admissiveis. Devido a convexidade do conjunto P, que
define as tensoes plasticamente admissiveis, esta condigao pode ser exatamente imposta quando a interpolagao
da tenséo for constante ou linear em cada elemento. Assim, um conjunto de n, pontos 2* sdo escolhidos em cada
elemento, onde as maximas tensoes equivalentes de Von Mises podem ocorrer, e o valor de cada funcao plastica
f(’i‘(xk)) ¢ restrita a ser nao positiva para k = 1,...,n,. Conseqgiientemente, define-se as fungoes plasticas
globais f;(T), dependendo do vetor global dos pardmetros de tensdo, sendo os limites da formulagao discreta,
tal que

£i(T) = f(Ng(a*) T°) (48)

onde j varia de 1 a my, = npn. e n. ¢ o nimero de elementos finitos.

Por causa da descontinuidade entre elementos da tensao, o vetor global T de parametros da tensao é feito de
conjuntos disjuntos T correspondentes a cada elemento. Entao, o conjunto de n, restri¢oes plasticamente ad-
missiveis de cada elemento e é somente dependente do conjunto T¢ das componentes de T. Este desacoplamento
tem importantes conseqiiéncias para a viabilidade computacional do algoritmo discreto (Borges, 1995).

Apos essas aproximagoes, os modelos discretos de andlise limite podem ser escritos como

F-vt=1

Ng = vyélf%" Tg}g)ﬁq T . Bv f(T**) <0 (49)

onde a matriz B e o vetor F sdo montados pelas contribuicoes elementares de B¢ e F¢, definidos em (35) e (36),
respectivamente. No caso da formulagao mista (30), o problema discreto pode ser escrito como

F-vi=1
= i e T Bave | (107 <0 (50)
Bn,vi =0

com as matrizes Bq, By, e o vetor F montados a partir das matrizes elementares Bq®, By, e F¢, definidas em
(42) e (43).

O algoritmo adotado para a solugao destes problemas, toma por base as condig¢oes de étimo de (49) e (50)
(Borges et all, 1995 e Zouain et all, 1993). Por esta ética, por exemplo para (49), o problema discreto de andlise
limite pode ser colocado da seguinte forma: achar um fator de carregamento 7. € IR, um vetor de tensao
T € IR, um vetor de velocidade v € IR" e um vetor do multiplicadores plésticos A € IR™ tal que o sistema
representado pela matriz deformacao B : IR" — IRY e uma fungdo convexa f(T) € IR™» esteja sujeito a um
colapso plastico para algum carregamento proporcional a um vetor de forca F € IR". Estes parametros podem
ser obtidos pela solucao do sistema

Bv— VE(T)A=0 (51)
BT - n.F=0 (52)
F.-v=1 (53)
f;(T)\; =0, f(T)<0, A>0; j=1,.,m (54)

O algoritmo utilizado consiste basicamente em usar o método de quasi-newton para solucao do sistema
definido pelas igualdades contidas nas condigoes de 6timo (51— 54), seguido de um passo de relaxacao e escalo-
namento das tensoes a fim de preservar a restricao de admissibilidade plastica. Cabe observar que independente
da formulacao de andlise limite utilizada como primitiva, cinemaética, estdtica ou mista, o algoritmo utilizado
é sempre o mesmo. Os detalhes do algoritmo usado em analise limite podem ser encontrado em Borges et all
(1995).

5. Aplicagoes numeéricas

Como aplicagao, apresenta-se um problema de termo-elasticidade e outro de andlise limite. Os resultados
sao comparados com a literatura existente.
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5.1. Cilindro espesso sob variagcao de temperatura

Seja um cilindro espesso submetido a variacdo de temperatura, tendo na configuracao indeformada raio
externo R, e raio interno R;. A temperatura na parede interna do cilindro é ©; e na parede externa é ©.. Este
gradiente de temperatura nas paredes produz um campo de temperatura ao longo da parede como mostrado na
Figura 1. Para andlise do modelo foi considerado um modelo de estado plano de deformacao em um material
com IE =207GPa, v = 0.27 e « = 1075 /°C.

Na figura 1, as solugoes para o campo de deslocamentos obtidas com os modelos discretos, cinemaético e
mistos, sao comparadas com a solugao analitica, obtendo-se uma boa aproximacao para ambos os casos.
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Figure 1: Distribuicao de temperatura e deslocamento na parede do cilindro.

5.2. Analise limite em corpos com imperfeicoes submetidos & compressao

Foi analisado um corpo com duas imperfei¢oes geométricas submetido a compressao. Estas imperfeicoes sao
modeladas por dois orificios circulares como mostrado na Fig.2. O modelo de deformagao plana foi proposto por
Diez et all (1998) para estudar a influéncia de imperfeigoes e localizagao de deformagoes em sélidos viscoeldsticos
quando sofrem processos de grandes deformagdes. Aqui o objetivo é o calculo da carga de colapso, considerando
um material que obedece o critério de Von Mises, com tensao de escoamento igual a oy

Smm
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= ' — e, .
- | @ i SRR Malha Inicial
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Figure 2: Colapso pléastico em corpos com imperfeigoes submetidos a compressao

Na analise foram utilizados os elementos mistos propostos neste trabalho, sendo que para deformacéao plana
utilizou-se o elemento que interpola tensao desviadora e tensao média, e para tensao plana o que interpola tensao
total. Foi também utilizada uma estratégia adaptativa para o refinamento da malha, considerando um indicador
de erro a posteriori, baseado no célculo das derivadas segundas da solugdo de elementos finitos (Borges et all,
2001). As cargas de colapso calculadas, as malhas utilizadas, iniciais e finais, e os isovalores dos médulos das
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taxas de deformagcao plédstica na situacao de colapso, sao mostrados na Fig.2. Pode-se observar que os elementos
propostos, aliados a uma estratégia adaptativa, sao efetivos para capturar as deformacoes plasticas localizadas.
Os pontos nodais da malha crescem somente na vizinhanga da regiao onde as descontinuidades acontecem, além
disso, na malha final os elementos se tornam alinhados e estirados na direcao das linhas de deslizamento.

6. Conclusoes

Foram propostos modelos de elementos finitos mistos, baseados na interpolagao dos campos de tensdo e
deslocamentos, ou velocidades, para anélise termo-eldstica e analise limite. Os elementos mostraram-se adequa-
dos para as analises pretendidas.

Neste estudo preliminar procura-se avaliar a viabilidade de se utilizar estes elementos em modelos de plas-
ticidade com grandes deformagées. Apesar dos resultados promissores, principalmente em andlise limite, outros
testes ainda s@o necessarios para garantir a eficiéncia destes elementos em modelos de grandes deformagées.
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Abstract. The main objective of this paper is to propose mized formulations and an algorithm to deal with
thermoelastic and limit analysis problems. Based on the mized formulation proposed we present some finite
elements where we impose continuity for velocities and allow inter-element discontinuity for stresses. Those
mized elements are suitable to face on the locking phenomenon frequently found in plasticity and elasticity with
incompressible materials. To show the viability of the method, some numerical applications are presented.
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Resumo. Este artigo apresenta o Modelling Environment, uma das vertentes de um simulador de comportamento estrutural que esta
sendo desenvolvido pelo grupo IDEA (Interactive Distance Eduation Aid) da Universidade Federal de Minas Gerais. Tratando-se
de um ambiente de rede para modelamento e andlise estrutural, sdo discutidos os detalhes da implementagdo da interface com o
usudrio, da interface de rede, do servidor de andlise estrutural e do trdfego de dados através da Internet. Adotando-se a linguagem
de programagdo Java para todos os elementos e o paradigma de programagdo orientada o objetos, sdo apresentados os projetos de
classes para cada um destes quatro elementos. Para a interface com o usudrio, as classes que controlam a interagdo, os desenhos,
os modelos geométrico e discreto e a andlise estrutural remota sdo discutidas. No que se refere ao trdfego de dados através da
Internet e a interface de rede, sdo apresentadas a tecnologia Java utilizada e a organizagdo de classes adotada para os servigos
remotos. Quanto ao servidor de andlise estrutural, detalha-se o objeto Java que trafega através da rede, contendo a estrutura de
dados do modelo estrutural. Esta estrutura de dados é preenchida ora pela interface com o usudrio ora pelo servidor de modo a
permitir que os resultados da andlise sejam graficamente visualizados. Espera-se que o ambiente em desenvolvimento possa
propiciar a alta interatividade requerida pelos simuladores.

Palavras chave:. Computag¢do Grdfica, Programagdo Orientada a Objetos, Java, Método de Elementos Finitos, Internet
1. Introducio

O grupo IDEA (Interactive Distance Education Aid) ¢ formado por professores do Departamento de Engenharia de
Estruturas da UFMG. A pesquisa que os envolve diz respeito as questdes relacionadas a integracdo das novas
tecnologias de informagdo e comunicacdo a educacdo.

O grupo adotou a confeccdo de um portal de ensino de Engenharia de Estruturas, o IdeaGateway, como objeto de
estudo. Visando diminuir as complexidades inerentes a uma pesquisa desta natureza, escolheu-se a andlise estrutural
como o primeiro tema a ser focado e a técnica da simulacdo como recurso didatico. Concebeu-se entdo, o
IdeaSimulator, um sistema grafico de alta interatividade que permite ao aprendiz construir seu conhecimento a partir de
experimentacdes. Como uma aplicacdo de rede, o IdeaSimulator possui trés elementos fundamentais: interfaces com o
usuario, uma interface de rede e servidores especificos. A Fig. (1) mostra o modelo de implementagio do IdeaSimulator
(Maia et all, 2000).

A implementagdo do IdeaSimulator apresenta duas vertentes complementares. A primeira consiste no
desenvolvimento, no formato de hipermidia, da apresentagdo dos conceitos tedricos com exemplos ilustrativos
promovendo a motivacdo para o estudo do comportamento estrutural através da experimentacdo (Hypermedia
Environment). Os detalhes do desenvolvimento deste ambiente fogem do escopo deste artigo e podem ser encontrados
em outro trabalho a ser apresentado no COBEM-2001 (Maia et all, 2001).

A segunda vertente (Modelling Environment) implementa uma aplicag¢@o que analisa os modelos criados pelo aluno
e devolve os resultados tanto na forma numérica quanto na forma grafica. Este artigo trata dos detalhes da
implementagdo desta aplicagdo. Neste contexto, os trés elementos acima citados foram implementados utilizando a
metodologia de programagdo orientada a objetos e a linguagem Java. Além da interface com o usudario, o servidor
especifico para andlise estrutural, a interface de rede e o trafego de dados através da Internet (Fig. (1)) foram
implementados utilizando estas tecnologias.
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Figura 1. Modelo de implementacdo do IdeaSimulator.
2. Interface com o Usuario

A Fig. (2) mostra uma vizualiza¢do da tela principal e a Fig. (3) as instancias de classes do projeto orientado a
objetos da interface com o usuario do Modelling Environment.

Como pode ser observado nestas figuras, as classes do projeto orientado a objetos podem ser agrupadas em quatro
subgrupos. As classes MenuBar, Cont r ol Panel , Tool Bar e St at usBar formam o grupo de elementos que
controlam a interagdo com o usuario. Estes elementos oferecem ao usudrio a alta interatividade reqerida para os
simuladores. Foram implementados utilizando-se a classe Swing de Java (Horstmann e Cornell, 1999).

Um segundo conjunto de classes controlam os desenhos (Fig. (3)). A alteragdo dos dados dos modelos a partir do
processo interativo ¢ graficamente representada na area de desenho da interface (ver Fig. (2)). Tal area ¢ de
responsabilidade da classe Dr awi ngAr ea. Um objeto do tipo Dr awi ngAr ea representa o estado corrente do modelo
segundo uma grandeza escolhida pelo usuario. Em outras palavras, a classe Dr awi ngAr ea ¢ instanciada pela classe
I nt er f ace de modo a representar na area de desenho o estado indeformado ou deformado da estrutura, diagramas de
esforcos internos, diagramas de corpo livre ou qualquer outra imagem representativa dos modelos da simulacdo
corrente. Para realizagdo dos desenhos em coordenadas do modelo, a classe Dr awi ngAr ea se auxilia do pacote
grafico | deaGP. Este pacote sobrecarrega a classe disponivel em Java, Graphics2D (http://java.sun.com). Utilizando
conceitos de mapeamentos bidimensionais (Foley et all, 1997), a classe | deaGP instancia um objeto do tipo
Tr ansf or mque implementa a transformagio de coodenadas do modelo para coordenadas do dispositivo e sua inversa.
Além disto o pacote grafico sobrecarrega métodos de desenho disponiveis em Java de modo a personalizar a
representacdo dos elementos do modelo (Fig. (2)). Este pacote também possue métodos para desenhos de entidades
graficas particulares e inerentes a um modelo estrutural (ver, por exemplo, os desenhos das cargas e apoios mostrados
na Fig. (2)).
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Figura 2. Vizualizagao da tela principal da interface grafica do Modelling Environment.

Ainda no lado do programa cliente, um terceiro conjunto de classes armazena os dados dos modelos envolvidos nas
simulagdes (Fig. (3)). A classe Mbdel possui um objeto do tipo Geonet ri cMbdel , um do tipo Gener at or e um
objeto do tipo Di scret eMbdel . Para guiar os aprendizes de andlise estrutural o processo se inicia com o
modelamento geométrico que ¢ um conceito mais intuitivo. A partir do modelo geométrico, e utilizando recursos de
interagdo amigavel, gera-se o modelo discreto desejado. Estes recursos permitem guiar o aprendizado de conceitos
especificos do modelamento numérico como elemento discreto, ponto nodal, graus de liberdade, condi¢des de contorno,
refinamento do modelo, erro de aproximagio, entre outros. A Fig. (4) ilustra o procedimento para o caso de modelos
discretos de Elementos Finitos. No atual estdgio da implementag@o, as classes que controlam os modelos contemplam o
caso de elementos unidimensionais (Fig. (2)). Para o caso bidimensional a subdivisdo planar necessaria (Fig. (4)) esta
sendo implementada utilizando o algoritmo de arestas aladas (Foley et all, 1997).
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Figura 3. Instancias de classes do projeto orientado a objetos da interface grafica do Modelling Environment.

Um ultimo conjunto de classes controlam a analise estrutural remota (Fig. (3)). A classe Net ¢ responsavel por
obter referéncias aos servigos remotos. Esta classe possui uma instincia da classe Anal ysi sDri ver que é passada
como parametro do servico remoto. Além dos pardmetros da solugdo (armazenadas na classe Sol uti on) o objeto
Anal ysi sDri ver, que trafega na Internet, tem uma referéncia ao objeto Di scr et eModel , que é parcialmente
preenchido ora pelo programa cliente, quando o modelo discreto é gerado pela classe Gener at or, ora pelo servidor
quando o servigo remoto de Analise Estrutural € executado.

Estando o objeto Di scret eMbdel totalmente preenchido, os resultados da andlise estrutural podem ser
vizualizados na Interface Grafica na forma de diagramas de esforgos internos, diagramas de corpo livre, desenhos das
deformadas, contornos de tensdes, dentre outras imagens, que sdo sempre apresentadas ao aluno com recursos
interativos que o guia a absorver novos conceitos.
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Figura 4. Modelos Geométrico e Discreto para o Modelling Environment.
3. Trafego de Objetos Java através da Internet

No inicio da pesquisa, o trafego de dados através da Internet foi implementado com um protocolo de comunicacéo
CGI escrito em linguagem C, quando tentou-se a execucdo remota de um programa de analise estrutural escrito em
Fortran (Pitangueira et all, 1999). Apos problemas de performance e compatibilidade de linguagens de programacio,
optou-se por implementar a arquitetura de objetos distribuidos (Fig. (1)) em linguagem Java, utilizando tecnologia RMI
(Remote Method Invocation).
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RMI foi projetada para permitir o desenvolvimento de programas distribuidos em Java exatamente da mesma
maneira como se faz em computagdo ndo-distribuida. Tudo se baseia no uso de Interfaces Java ou seja, os servigos a
serem disponibilizados remotamente sdo declarados em uma Interface e sdo implementados em moddulos de software
que podem ser distribuidos em diferentes maquinas. A Fig. (5) ilustra esta tecnologia.

A comunicac¢do entre cliente(s) e servidor(es) € suportada pelo registrador de servigos RMI. A implementacdo, por
parte do servidor, registra o servigo utilizando o método Bind de RMI. O programa cliente, por sua vez, obtém uma
referéncia ao objeto remoto, que lhe permitira utilizar as funcionalidades disponibilizadas, através do método Lookup.
Uma vez obtida esta referéncia, tudo se passa como na programagdo com objetos locais. Como pode ser visto na Fig. (5)
a comunicacdo cliente-servidor do IdeaSimulator é suportada por um unico servigo ( ServerManager ) gracas a
possibilidade, dada pela RMI, de um objeto remoto possuir métodos que produzem referéncias a outros objetos remotos
(Eckel, 2000).

Registrador de Servicos RMI

| deaSer ver > ¢ | dead i ent

ServerManager

Método BIND
Método LOOKUP

Figura 5. Utilizacao da tecnologia RMI para distribui¢do de objetos na Internet.

Devido a necessidade de equipamentos de maior capacidade de armazenamento e processamento 0s equipamentos
da institui¢do (Fig. (1)) serdo os do CENAPAD-MG/CO Centro Nacional de Processamento de Alto desempenho para
Minas Gerais ¢ Centro-Oeste. Seu nucleo central esta localizado no campus da UFMG, em Belo Horizonte, onde se
encontram os equipamentos de maior poténcia de computagdo: um IBM RS-6000/SP com 41 nos e 48 processadores e
um Starfire da Sun com 32 processadores (http://www.cenapad.ufmg.br). O posicionamento correto dos arquivos de
classes Java nas diferentes maquinas garante o estabelecimento da comunicacdo através da Internet. Além dos arquivos
correspondentes as implementagdes do cliente e do servidor, os arquivos gerados via RMI devem estar adequadamente
distribuidos (Horstmann e Cornell, 1999).

O projeto de classes Java do servidor IdeaServer (Fig. (1)) estd mostrado na Fig. (6). A superclasse | deaSer ver
possui métodos que implementam funcionalidades para o programa cliente. Estas funcionalidades sdo disponibilizadas
através do registro RMI do servigo ServerManager.

| | deaSer ver |
l l
|Ana| ysi sServer | | User |

, |
| Val i dat e ||

| Uni versity
| Activities

, [
| Dat aSer ver |

Anal ysi sDri ver

| Sol ution |
| Di scr et evbdel |

[

Anal ysi sDri ver

|

Controle da Analise
Estrutural Remota do
lado do Servidor

Figura 6. Instancias de classes do projeto orientado a objetos do IdeaServer.
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As requisicdes de cadastro, validacdo, armazenamento de dados e andlise estrutural sdo implementadas,
respectivamente, através das classes User , Val i dat e, Dat aSer ver e Anal ysi sServer . A classe User contém
o cadastro do usuario do sistema. Além de dados pessoais, tal cadastro guarda informagdes relacionadas com a vida
académica do usuario (ver classe Uni ver si ty na Fig. (6)) e estatisticas de uso do sistema (ver classe Acti viti es
na Fig. (6)). A tarefa de validagdo dos usudrios fica a cargo da classe Val i date. A classe responsavel pelo
armazenamento de informagdes ¢ a Dat aSer ver . Utilizando os recursos Java de serializacdo de objetos, esta classe
armazena ¢ recupera modelos estruturais do usudrio, guardados na forma de objetos do tipo Anal ysi sDri ver.
Também armazena e recupera as informagdes de cadastro do usuario na forma de objetos do tipo User. A classe
Anal ysi sServer gerencia o processamento remoto da analise estrutural. Esta classe recebe um objeto do tipo
Anal ysi sDri ver, que é alterado pelo cliente e pelo servidor e trafega através da Internet.

4. Analise Estrutural

Como anteriormente comentado, a tecnologia RMI permite que o objeto Anal ysi sDri ver trafegue através da
Internet de modo que ¢ alterado, ora pelo cliente, quando encaminha dados, ora pelo servidor, quando executa a analise.

A classe Anal ysi sDri ver ¢ a responsavel pela defini¢do do tipo de problema a ser solucionado (mecénico,
calor, etc.), possui uma instdncia da classe Sol uti on e uma instdncia da classe Di scret eModel . A classe
Sol ut i on define o tipo de solugdo que se deseja para o modelo (obtengdo de configuragdes de equilibrio, analise de
autovalores, etc.). A classe Di scr et eModel contém o modelo discreto associado a um método numérico (método de
elementos finitos, método de elementos de contorno, etc.). Para o caso do método dos elementos finitos, a organizagéo
da classe derivada FEMVbdel esta mostrada na Fig. (7). Tal organizacdo ¢ semelhante a do programa FEMOOP -
Finite Element Method, Object Oriented Program (Martha et all, 1996; Pitangueira, 1998).

A classe FEMVbdel contém métodos para montagem de matrizes e vetores globais bem como para organizacdo
dos resultados. As informagdes relativas aos nds (coordenadas, condigdes de suporte, carregamento, etc.) sdo de
responsabilidade da classe Node que possui métodos para numeragdo dos graus de liberdade do modelo bem como para
consulta e atribuicdo de valores, como deslocamentos. A classe Sect i on armazena as propriedades geométricas das
secdes transversais dos elementos. A classe Mat eri al descreve os materiais que compdem a discretizacdo através de
métodos para consulta de todos os pardmetros. A classe EqQvLoad tem métodos para calculo de forcas equivalentes
nodais. A classe responsavel pelos dados e métodos que dependem unicamente do tipo de analise escolhido (Estado
Unidimensional, Estado Plano de Tensdes e de Deformagdes, Solido, Axissimétrico, etc.) € a classe Anal ysi sihbdel .
Como se pode observar na Fig. (7), o objeto Anal ysi sMbdel instanciado pela classe FEMVbdel guarda
informagdes relativas ao tipo de analise global, enquanto os objetos Anal ysi sMbdel instanciados por cada um dos
objetos El enent , guardam informagdes relativas ao tipo de analise de cada elemento.

FEMVbdel

| Node | | El ement || Section | Mat eri al | |Ana|ysislVbdeI || EqvLoad
| *El enent || ~‘| Shape ||

[
[
[

Figura 7. Instancias de classes do projeto orientado objetos da classe FEMvbdel

A classe El enent, possui referéncias a objetos do tipo Node, Secti on e Mat eri al , além de instanciar um
objeto do tipo Shape e outro do tipo Anal ysi sModel (Fig. (7)). Os objetos Shape e Anal ysi sMbdel sdo os
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responsaveis pela montagem da rigidez de cada elemento. A classe Shape responde pelas fungdes de interpolago dos
elementos e a classe Anal ysi sMbdel pelo tipo de andlise de cada um deles. A hierarquia da classe

Anal ysi sMbdel esta mostrada na Fig. (8).
|Ana| ysi shbdel ||

[ [ [ | [ |
| Truss2D || | Beam || | Frane2D || | Gid || |PI aneStressll |PI aneStrainll

Figura 8. Hierarquia da classe Anal ysi shMbdel

5. Consideragdes Finais

Apresentou-se os detalhes da implementagdo Java de um ambiente de modelamento e analise estrutrural que € parte
de um Simulador de Comportamento Estrutural em desenvolvimento pelo grupo /DEA (Interactive Distance Eduaction
Aid) da Universidade Federal de Minas Gerais.

A determinagdo da performance do ambiente somente sera possivel quando do seu uso em testes formais com
alunos. Neste sentido dois aspectos devem ser investigados: a performance Java como linguagem cientifica para
execucdo da analise estrutural e o trafego de dados através da rede.

Apesar das inumeras vantagens da linguagem Java, independéncia de plataforma, suporte ao paradigma de
programagdo orientada a objetos, suporte a programagio para a Internet, seguranga, entre outras, ¢ sabido que existe
uma grande deficiéncia da mesma no que tange ao processamento numérico intensivo (Flanagan, 1997). Neste sentido
deve-se comparar o desempenho computacional dos métodos escritos tanto em Java quanto em C++. Tal
implementagdo em linguagem nativa, i.e., compilada para uma determinada plataforma, como p. ex. C++ ou Fortran,
faz uso da tecnologia JNI (http://java.sun.com/docs/books/tutorial/nativel.1/) que permite a utilizagdo de codigo nativo
a partir de mdédulos Java.

Em relacdo ao trafego de dados através da rede, ressalta-se aqui a participagdo do grupo de pesquisa no projeto BH2
(Rede Internet Metropolitana de Alta Velocidade de Belo Horizonte  Internet 2), que permitird o uso do ambiente em
rede de banda larga (http://www.ufmg.br/ati/bh2).

Espera-se que o uso do ambiente aqui apresentado, como auxilio ao ensino baseado na Web, possa propiciar a
mudanga qualitativa necessaria ao ensino de analise estrutural dos cursos de graduag¢do em engenharia.

Também espera-se que a pesquisa que envolve o grupo /DEA possa caminhar no sentido de elucidar valores do uso
das tecnologias de informagdo e comunicagdo como ferramentas de ensino, permitindo-se determinar metodologias de
implementa¢do de modelos pedagdgicos baseados na Web.
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Abstract. This paper presents the Modelling Environment, one of the structural behavior simulator s modules being developed by
the IDEA Group (Interactive Distance Education Aid) at the Federal University of Minas Gerais. Being a network environment for
structural modelling and analysis, the implementation details of the user interface, network interface, structural analysis server and
data transfer through the Internet are discussed. Adopting the Java programming language and the object oriented programming
paradigm, the classes organization of each one of these four elements are presented. For the user interface, the classes that control
interaction, drawings, geometric and discrete models and the remote structural analysis are discussed. Regarding the data transfer
through the Internet and the network interface, the Java technology used and the class organization adopted for remote services are
presented. Regarding the structural analysis server, the Java object travelling through the network, containing the data structure, is
detailed. This data structure is loaded either by the user interface or by the analysis server in an such way which allows the results
from the analysis to be obtained and visualized graphically. It is expected that the environment under development can offer high
interactivity required by simulators.
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Abstract. Pipes made of PVC with ribbed walls are used in underground pipeworks. The process to obtain these pipes is the winding
of a plate with ribs as reinforcements. Previous studies show that the buckling resistance is a critical design parameter for the pipes.
The buckling occurs during winding. In this paper it is presented a theoretical study of the buckling problem during the winding as
well as a finite elements simulation of the studied problem. It is shown that the buckling mode changes from local to global as the
various dimensions of the ribs and the plate are changed. This mode change has a great influence on the modeling of the structure as
well as in the winding process to obtain the pipe, being critical to pipe design.

The most common model for this problem is the bending and torsional buckling of a monosymetric beam. This model is not
appropriate when the structure has some proportions and a local buckling behavior develops as is shown on the paper.

Keywords: Buckling, plates, ribs
1. Introduction

Thin walled pipes reinforced with ribs, as the ones studied on this paper, are produced by winding an extruded
profile, resulting in a helix. To close this helix a “Snap-On” fit is provided and chemical bonding is also used. This kind
of pipe is used in underground pipeworks. It has low weight and high stiffness, both characteristics are important for
their use.

The high stiffness is important since the external loads (soil weight) are high and large deformations of the pipe can
lead to leaking. Large deformations can also play an important role if one considers creeping of the material. This kind
of pipe is generally made of PVC, then creeping can be an important factor.

The same profile can be winded in many diameters and it will be under different values of stress. As a first
approximation, it can be considered that the profile is under pure bending and the bending moment, M, applied during
winding is given by the Eq. (1):

_2E
d.

1

M )

In Eq. (1), E stands for the Young’s module, I is the inertia moment of the cross section and d; is the winding
diameter. From this expression it can be easily seen that for smaller diameters larger moments will develop.

Normally the study of the buckling of the ribs is made considering just one rib as a beam and a flexural-torsional
buckling model is applied to the problem (Kaminski & Laterza, 1999), and that the cross sections behaves like a
combination of as many monosymetric I-beams as there are ribs on the profile. In some cases, as it will be shown, this
model can not be applied because another buckling behavior develops, such as local buckling.

s LI AN

Figure 1. Ribbed profile

2. Flexural — Torsional Buckling

It is known form classical textbooks (Timoshenko & Gere, 1961), (Den Hartog, 1952), (Bleich, 1952) that beans,
with open cross sections and small thickness, under bending can buckle in the flexural-torsional mode. This is explained
by the fact that the torsional stiffness is small compared to the bending stiffness.
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Thin walled structures also present the warping of the cross sections. In this case the hypothesis of the cross
sections remaining plane under stress can not be adopted and the warping stiffness must be taken into account in order
to calculate the buckling loads. Wagner (1936) and Goodier (1942) first studied this problem and the equations for a
general cross section are given as follows (Eqgs. 2, 3, and 4). The displacements (u, and the angle of twist ¢) of the cross
section under buckling and the coordinates system are presented on Fig. (2). E is the Young’s module and G is the shear
module. My, My, are the bending moments and M,, is the torsion moment. Iy is the inertia moment about the y-axis, I is

the torsion inertia and Iy, is the warping constant for the cross section.

el

Figure 2. Displacements and co-ordinates system
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The parameter By is a cross section property that takes into account that the shear and geometric centers of the cross
section are not coincident. The expression for this parameter (Trahair & Anderson, 1972) is given bellow:

B, =%-(.[Ax2ydA+J.Ay3dA)— 2y, (4)

In the Eq. (4), y, is the shear center co-ordinate, taken from the geometric center of the cross section. If the cross
section is symmetrical according to the x-axis By is null.

From the loading and constraints is possible to obtain the boundary conditions and a solution for the Eq. (2) and Eq.
(3). The conditions for a simply supported beam (Fig. 3), with length equal to L, with the ends prevented from twisting
but not to the warping, being under action of bending moments, the boundary conditions are:

d2
p/z=0, u=¢=d—z‘f=0 (5a)
du do
p/z=L/2, —=-—"=0 (5b)
dz dz
M M
@i AL -
! ins
EAN -

Ly

Figure 3. Simply supported beam with ends prevented from twisting and free to warp.
It is also known about the loading that:

M, =M (6a)
M, =M, =0 (6b)
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With the boundary conditions given by Eq. (5) and the loads by Eq. (6) the solution of the Eq. (3) and Eq.(4), for
the critical bending moment, M, is:

T nd LAY T°El
M, =— J(ELG)) | —+ || == | +] 1+ == (7
CL(Y) 2\/(2)( GJLZ]
Where the parameter, J, is given by:
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Other boundary conditions lead to different solutions, either analytical or numerical, to the Eq. (3) and Eq. (4)
(Trahair & Anderson, 1972). The solution previously presented was also adopted, as a validation tool for the finite
elements models developed to study the buckling problem of the stiffeners.

3. Models testing

Two models were proposed to simulate the profile buckling behavior. In the first model only one reinforcing rib
was considered. In this case the main hypothesis is that the whole profile works as a set of individual monosymetrical I-
beams. This first model will be refered as the single rib model.

The other model considered more than one reinforcing rib. The main objective of this model is to detect some of the
buckled shapes for the profile that can not be obtained with the single rib model. The second model is refered as the two
ribs model.

3.1 Single rib model — Description and results

In order to obtain results for the critical bending moments corresponding to the various winding diameters, a finite
element model was made. In this model only one rib was considered (Fig. 4).

Figure 4. Finite element model for part of the plate with just one rib (Dimensions in mm).

The model employed 160 3D shell type elements and the ANSY'S finite elements method (FEM) program was used.
The web wall thickness was varied from 0.1mm to 0.8mm in intervals of 0.1mm. The flange thickness was kept equal to
0.8mm. To obtain the critical moments, the buckling analysis was performed using the eingensolution option available
on the program. The loading is a couple of unitary bending moments applied at the beam ends (See Fig. 3). The
moments bend the beam in such way the wider flange is in compression. The critical moment is the lowest obtained
eigenvalue from the buckling analysis (SAS IP — Inc., 1996).

The material properties used were the ones of the PVC. Young’s module, E = 2800N/mm’, Poisson’s ratio v = 0.3
and shear module, G = 1077 N/mm?.

The application of the FEM to this problem must be carried out with care. The existing non-linearities from the
large deformations and displacements are one of the reasons for such caution. Chin and Al. (1994) propose the
development of new kinds of finite elements to be used in this class of problem. It was decided to use a common finite
element (3d shell) to keep this approach the most general as possible.
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The first test was done in order to verify how is the variation of the critical bending moment for different values of
the web thickness. A comparison was also made with the analytical expressions for the critical bending moment.

The results for this model are shown in the following table.

Table 1. Critical bending moment results

Web thickness  Critical Moment - FEM  Critical Moment Eq. (7)

(mm) (N.mm) (N.mm)
0.1 193 1590
0.2 1134 1573
0.3 1516 1563
0.4 1557 1561
0.5 1575 1568
0.6 1598 1584
0.7 1629 1611
0.8 1661 1649
Critical bending moment — Mc (Nmm). (+) FEM (o) Equation 7
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Web Thickness (mm)
Figure 5. Critical bending moment X web thickness

From Fig. (5) it can be seen that the finite element model does not agree with the analytical one for all values of the
web thickness. This happens not only to the value of the critical moment but also to the buckling mode shape. For a web
thickness smaller than 0.3 mm the buckling mode obtained from the FEM was not the torsional-flexural. Instead, a local
mode developed with only the web distorted as shown on Fig. (6).

Figure 6. Buckled shape for the mid-span cross section
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If other dimensions of the cross sections are changed and the web thickness is kept constant the same behavior does
not shows up. For instance, for a web thickness equal to 0.8mm, the bottom flange width, a, was varied from 0 to 35
mm (Fig. 7) and the results are presented on Tab. (2).

10

20

(. S

Figure 7. Cross section with varying bottom flange width (Dimensions in mm)

Table 2. Critical bending moment varying the bottom flange width

a (mm) Critical Moment Critical Moment
FEM (N.mm) Eq. (7) (N.mm)
0 75 86
5 100 102
10 165 168
15 304 308
20 524 529
25 827 832
30 1.212 1.211
35 1.661 1.649

For all cases shown on Tab. (2) the buckling mode was the torsional-flexural. For other web thickness values the
same behavior of the Tab. (2) was displayed. The buckling mode did not change and for small web thickness (less than

0.3 mm) the local buckling mode was present.
Figure (8) presents the results from Tab. (2). Instead of the flange width the monosymetry index (Kaminski &
Laterza, 1999), MI, was used on the figure x-axis. This parameter shows how a cross section is far from being

symmetrical to a given axis. The expression for this parameter is given below:

I
Mi=—2Y )
I, +1,

Where I,y is the inertia moment of the upper flange about the y-axis with this one passing on the geometrical center
of the whole section (see Fig. 2). Ijy is the inertia moment of the lower flange about the y-axis. With two equal flanges
the section is symmetrical and MI is equal to 0.5.

Critical Moment —Mc (Nmm) (x) FEM (o) Equation 7
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Figure 8 Critical bending moment varying the bottom flange width
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From Fig. (8) it can be seen that even with the restrictions to the use of 3D shell elements the obtained results were
close the analytical values obtained from Eq. (7).

3.2 Two ribs model — Description and results

The next step was to model a profile with more than two reinforcing ribs. The strip with just a single rib was not
enough to explain both quantitatively and qualitatively the observed behavior while winding the sections. For instance,
some of the ribs buckle while others do not. The observed buckling mode also was a local one with only the ribs being
distorted with small deformation in other parts of the section.

The model for the profile with two ribs is simply composed by two like the one presented on Fig. (4) joined
together on the bottom flange. The dimensions were the same presented on Fig. (4) and 320 3D-shell elements were
used. The same material properties values employed on the previous models were also used as well as the same analysis
procedure on the FEM program.

Equation (7) was also used to perform the determination of the critical bending moment considering the torsional-
flexural buckling behavior is the one presented by the structure.

The following table shows the obtained results considering that the web thickness was modified for both ribs.

Table 3. Results for the two ribs model

Web Critical Critical Buckled shape
Thickness Moment Moment
(mm) FEM Eq. (7) (mid-span cross section)
(N.mm) (N.mm)
0.80 5.840 31456
"
\\
0.40 4.507 22297
| T
‘H\

0.10 149,95 16563 /\

0.25 2.046 19243 /\

As can be seen on Tab. (3) the flexural-torsional buckling mode is not the most critical case in the buckling of the
two ribs section. Local modes of smaller order and critical load are prevailing. The presented modes are not a
combination of the buckling modes (flexural-torsional or local) of the single rib case and the same applies for the
critical moment.

4. Conclusions

From the results previously presented it is possible to conclude that the proposed flexural-torsional buckling model
can not be adopted in every situation to represent the phenomena observed while bending the ribbed profiles as
proposed on Kaminski & Laterza (1999).

Even if just a single rib is considered for some combinations of the cross section dimensions local buckling modes
are more critical than the torsional-flexural mode. So, this mode can not be assumed at first hand to be the most critical
on the design of the winded profiles. In order to determine if for a given winding diameter will happen buckling of the
reinforcements a complete analysis of the possible buckling modes must be performed.

The behavior of the complete profile can not be assumed to be a combination of the response of part of this profile
taken separately for an analysis. As it was shown from the model for the two ribs profile, the response of this structure
in buckling can not be considered as a combination of the responses of parts of the profile whatever is the buckling
mode considered.

It can be noticed that some of the displacements associated with the flexural-torsional buckling mode are under a
more severe restriction when the profile is taken as a whole, since the stiffness was largely increased considering a
wider bottom flange.
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Abstract: This paper considers the problem of modal synthesis of substructures with large interfaces. The modal synthesis
methods are recognized for their ability to reduce the problemsize, by using a reduced modal base to represent the motion equations
of the analyzed substructures. In the case of structures with large interface between the substructures, the classical methods
preserve the link coordinates, which are then in very great number in the condensed final system. Therefore, although the reduction
of coordinates number brought by the classical method, the order of condensed model remains high. A modal synthesis method,
based on hybrid technique of component mode synthesis using branch modes, is presented to simplify the dynamic analysis of
the substructures with large interfaces. By substituting the branch modes to the modal components associated to the interface
coordinates, this proposed method reduces considerably the total number of components used in the modal synthesis. These branch
modes, very representative of the link interface dynamics, lead to equivalent results of those obtained by traditional methods, but
with an important time computation reduction. We will emphasize the efficiency of this procedure, by comparison to traditional
approaches by means of numerical tests.

Keywords: Component Mode Synthesis; Branch Modes; Substructuring

1. Introduction

Component Mode Synthesis methods are techniques for the dynamic analysis of large structures that involve division
into substructures or components. A given structure is subdivided into components or substructures which are analysed
independently for natural and modes shapes. An approximate reduced model of each substructure is obtained by means
of certain modal techniques. Finaly the dynamic synthesis is performed, by coupling al substructures reduced equation
of mation, and the global structure eigenproblem of reduced order is solved. The main advantage of the Component
Mode Synthesis methods is the reduced computer time and memory required especially for large and complex structures.
In addition, the vibration modes and natural frequencies of the substructures can be obtained by either numerical or
experimental techniques. In the case of large projects, the structure is divided into several parts and the anaysis is
performed by distinct teams.

The 1960s and 1970s saw the development of severa techniques for substructuring in structural dynamics. These
classic methods are grouped in free-interface component mode methods (see e.g. Goldman, 1969; Hou, 1969; Rubin,
1975) and fixed-interface component mode methods (see e.g. Hurty, 1965; Craig & Bampton, 1968). A third group
of methods use the hybrids conditions of coupling the substructures (see e.g. Gladwell, 1964; MacNeal, 1971; Hale &
Meirovitch,1982 and Jezéquel, 1985).

The methods with fixed-boundary modes uses the vibration modes put forward by fixing the substructure on its
boundary with the neighboring substructures and the static modes resulting from unit forces on the boundary degrees of
freedom. The methods with free-boundary modes uses the vibration modes of the substructures put free on its interfaces
with the neighboring substructures. The hybrid methods use acombination of vibration modes with free and fixed interface
and other special modes as the branch modes, the loaded modes or residual flexibility.

The Component Mode Synthesis methods are the variations of the Rayleigh-Ritz method where the basic idea is that
the substructures are projected from the physical space onto the reduced modal subspace, spanned by a set of a few
lower mode shapes and other complementary modes. These techniquesimprove the reduction of the structures governing
equations.

Moreover, in the case of structures with great interfaces between their substructures, the traditional methods of modal
synthesis lose their effectiveness because they need the conservation of the interfaces DOF, which are then in very great
number.
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In order to avoid these difficulties, we propose a new method of component mode synthesis, based on the Double
Component Mode Synthesis suggested by Jezéquel and H. Setio (1994) combined with an specia definition of branch
modes. The branch modes, introduced by Gladwell (1964), utilise the fictitious boundary conditions to take into account
the influence of the adjacent substructures.

In the proposed method the modal synthesisis made in two stages. The first modal synthesisis classical and consists
on representing the displacements of interior points of the structure by free or fixed-interface modes. The second modal
synthesis consists on describing the interface dynamic by the branch modes defined by using the simplified model of the
assembled structure statically condensed on the interfaces. The quality of the modes thus defined, makes possible to use
a reduced number of branch modes. The proposed method permits to treat structures with large interfaces between the
substructures.

2. Modal Synthesis equations

All the Component Mode Synthesis methods have three steps: substructuration, modal analysis of substructures and
modal synthesis, employing a reduced system of equations. In this section we present the general equations of each one
of these step.

The equations of motion of a structure, which have been discretized by finite elements, can be written in the matrix
form:

[M{a(®)} + [CHa@®)} + [K{u(®)} = {f(®)} 1)

Where [M], [C] and [K'] are mass, damping and stiffness matrices, {u(¢)} and {f(¢)} are dynamic displacement and
load vectors respectively.

2.1 Substructuration

Applying the substructuration technique, the structural matrices can be obtained from assembling the matrices of the
substructures:

[K]= g[as]T[Ks][as] 2)
[M] = i[as]T[Ms] (o] 3)
[C]= i[as]T[Cs][as] 4)
{f®)}= i[as]T{f(t)} (5)

Wheretheindex "s" indicatesthe structural matrices of the s-th substructure. [a;] isthe Boolean transformation matrix
of size (N, x N) associate at the s-th substructure, which permits to assembly the substructures. N is the number of
degrees of freedom of the s-th substructure and N isthe total number of degrees of freedom of the structure. All elements
in [a] are zero except if the é-th local degree of freedom of the s-th substructure is the j-th global degree of freedom of
the structure. In this case, the element «;; is unity. "m" is the total number of substructures.

2.2 Modal Analysis of substructures

Applying the Rayleigh-Ritz method we utilize a few mode shapes with the lowest frequencies of each substructure as
the basic vectors for the generalized modal space. The mode shapes of the substructure are defined as the solution of the
eigenproblem of the undamped substructure. To the s-th substructure we have the following eigenvalue equations:

(1 - AM]){oi} ={0}  i=12,...,N, ©)

The displacement of the s-th substructure is expressed in terms of the modal matrix [®] formed by thefirst lower mode
shapes:

{us(®)} = [®s]{ns}  with  [T5] = [®,] (7)

each matrix [Ts] isformed by few modesand itssizeisgivenby: dim[Ts] = N, x R;, R < N,. Where R, isthe number
of retained modes to the s-th substructure and {7} is the generalized coordinates vector of the s-th substructure.
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Thus, the displacement vector of the assembled structure is given by:
{u}=[THn}  with  [T] =7 (5] [@s][e] (8)

where {n} is the generalized coordinates vector of the total structure (dim{n} = R = }_ Rs). The matrices [a}] has
analogous form and fuction to [a] matrix: to represent the relationship between the global generalized coordinates and the
local generalized coordinates to the s-th substructure. [T'] (déim[T] = R x N, R < N) isthe transformation matrix of the
structure from the physical coordinates {u(t)} to the generalized coordinates {5} .

2.3 Reduced equation system

The substitution of Eq. (8) into Eq. (1) and premultiplying by [T'7] yields the governing dynamic equations for the
whole structure:

PGB} + [C*Hi@®)} + K Kn(@®)} = {f*(©)} 9)

where [M*] = [TT][M][T), [C*] = [TT[C)[T), [K*] = [TT][K][T] and {f*(t)} = [TT){f(#)}. The transformation
matrix [T'] yields to a reduction of the problem equations number. The reduced matrices [M*], [C*] and [K*] have
dimensions (R X R).

From Eqg. (2) to Eq. (5), the reduced generalized matrices can be calculated for the substructures matrices:

m

)= S ol Kol (10)
0] = i[TT] o] (M, a7 ()
"= i[TT] ][l T] (12)
r®) = i[as]T{f(t)} (13)

The transformation matrix [1'], in the Component Mode Synthesis methods, contains a selected set of few lower mode
shapes and other supplementary modes. The several methods of modal synthesis differ in the form as the transformation
matrix [T'] is defined. The Craig & Bampton method utilizes atransformation matrix formed by the fixed-interface modes
and the constraint modes (Craig & Bampton, 1968). The MacNea method utilizes the free-interface modes and the
residual flexibility of modes (MacNeal, 1971). In the next section we present a new method, where a new transformation
matrix will be defined.

3. The proposed method

Theapplication of the classic methods, as Craig & Bampton, MacNeal and other, in dynamic analysisof structureswith
long connection interfaces requires a great number of compatibility equations to the interface DOFs for right description
of the dynamics of the assembled structure. The Craig & Bamptom method uses the static modes resulting from unit
forcesontheinterface DOFs. The MacNeal method usestheresidual flexibility associated to the interface DOFs. Thusthe
reduced system of dynamic equations, in the classical methods, preservesthe equations associated to the link coordinates.

In the Double Component Mode Synthesis method proposed by Jézéquel and Setio (1994) were used the branch
modes to compl ete the dynamic descrition of the substructures. The branch modes of a substructure are the norma modes
obtained by using the fictitious boundary conditions which take account of the influence of the adjacent substructures
(Gladwell, 1964). Jezequel and Setio (1994) use the branch modes obtained by attaching known mass or elastic members
along itslink interface with adjacent substructure.

Moreover, like the classical methods, the method using the branch modes requires the taking into account of all the
static functions of interfaces, are they displacements or contraites. They have thus, the same limitations as the classical
methods to treat structures with great interfaces of connection between substructures.

In this paper we propose a new method which makes possible to reduce the number of used branch modes and the size
of the condensed problem. To keep a good representation of the dynamics of the problem, the branch modes are defined
by using the simplified model of the assembled structure statically condensed on the interfaces. In this case the branch
modes can be defined as the displacement modes of the assembled structure, with perfect coupling of the substructures,
statically condensed on the interfaces.

Likewisethe Jezéquel and Setio method, the proposed method corresponds to adouble modal synthesis method, where
the reduced equations are obtained in two stages. Thefirst stage is characterized by the calculation of the free or clamped
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modes of the substructures. In the second stage we determine the branch modes by cal cul ating the displacement modes of
the structure condensed on the interface.

Since we are interested in presenting a component modal synthesis method to cal culate the modes and frequencies of
structures, only the equations of undamped vibrations will be considered.

In order to explicit the interiors and interface DOFs and better to presente the method, the dynamic displacement
vector can be partitioned as follows:

{u} = {up ur}” (14)
Thus, the partitioned undamped dynamic equations are:

M M g (t) K K Wl _)r@

e A {ar [ s {eeiod = {0) 2

wheretheindex F indicatesthe set of interface coordinatesand theindex I the set of interior coordinates of the substructure.
Following we present the proposed method to fixed and free-interface cases.

3.1 Thefixed-inter face method

In this case we propose to use a transformation matrix defined by the fixed-interface modes of substructures and the
displacement modes of the assembled structure, statically condensed on the interfaces. Thus, the transformation equation
(8) isdone by:

m

u 0 v . % *
wh={i) =0 oy win fo1= Ylar o (16)
where [©] isthe matrix of fixed-interface modes of substructures and [¥] is the matrix formed by the displacement modes

of the assembled structure, staticaly condensed on the interfaces. The matrix [¥] is partitioned according to interface and
interiors structure DOFs.

3.2 Thefree-interface method

The free-interface substructure methods have difficulty in representing local flexibility at interface points. In order to
avoid this problem, MacNeal proposes to substitute the truncated higher modes to the residual flexibility. The MacNeal
method assures the very good coupling conditions between the substructures. Thus in the application of the proposed
method in the case of free-interface modes, the modal synthesisis performed in two stages: in the first reduction we apply
the MacNea method and in the second reduction we use the displacement modes of the assembled structure, statically
condensed on the interface.

Let [®] be total modal shape matrix of a substructure (see Eq. (7)). It can be divised in two parts:
(8] = [® 94 (17)

where [®,] are the retained mode shapes with lower frequencies, which are used to define the reduced generalized spacein
the Rayleigh-Ritz method, and [®;] are the truncated higher modes shapes. In this case the whole transformation equation
iswrite:

{u} =@ 1{n,} + [Del{m:} (18)

Applying the MacNeal method, the second term of the Eq. (18) is approximate by the flexibility associated to the
truncated higher modes shapes (Craig & Chang, 1976):

[@4]{m:}=[G]{f} (19)

where [G;] isthe flexibility matrix associated to the truncated higher modes shapesand { f} are the interface |oads vector.
Substituting Eq. (19) into Eq. (18) and expliciting the interior and interface DOFs (see Eq. (15)), the transformation
equation is done by:

()= e fa G160 "

wheretheindex L indicatestheretained free-interface modes number and the {5, } arethe generalized cordinates associated
to the free-interface modes.
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From the second row of Eq. (20), the interface force { f} can be written as:

{f} = [GtFF]_l{uF} - [GtFF]_l[q)FL]{nL} (21)
Thus, the transformation equation (8) in the MacNeal method is done by:

{0} = o (U withs (B = (Gorr(Geve ™ 0d (O] = [B12] = G G 8]
@

Equation (22) show that the reduced system obtained by the MacNeal method retain theinterface DOFs ({ug}). Inthe
proposed method a second reduction is performed by using the displacement modes of the assembled structure, statically
condensed on the interface:

urp) _ |¥rc 0| 1.
{m}_[ 0 I] {m} (23)
and the final transformation matrix in the free-interface case to the proposed method is given by:
Ur\| _ ‘I’F 0 nc
{77L } N [BIF‘I’FC Crr {nL } (24)

wheretheindex "C" indicates the condensed branch modes number and {7, } are the generalized cordinates associated to
the branch modes.

In this case the reduced equations system is function of the free-interface modes and the branch modes which are in
least number that the interface DOFs.

In the following section, this proposed method is applied on two different double plate structures.

4. The double plate structures examples

The proposed method is tested on two simple examples : two plates assembled, to thefirst case, in coplanar position
and, to the second case, in perpendicular position (seefigure 1). Inthe coplanar case the plates are uniforme-discretized by
using shell elements with 3 DOF to nodes. The assembled plate comprises 546 DOF, of which 24 are on thelink interface.
To ensure the conditions of assembly, the perpendicular case uses 6 DOF per node, therefore the assembled plate has 1092
DOF, including 48 on the link interface. In the two cases we calculate the frequency and the deformed shape mode by
using the proposed method with free and fixed modes.
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(a) plane plate (b) perpendicular plates

Figure 1. The double plate structures exemples

The results are compared to the classical methods. The presented results are limited to the 5th and 15th modes
of vibrations. In the 5th mode the link interface has no deformations, while the 15th mode is characterized by large
deformation of the link interface (see figure 2).
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Figure 2: Deformed shape for the 5th and 15th modes to the two plagues exemple

We compare on one hand, the evolution of the errors on the calculated frequencies by modal synthesis and those
obtained by finite element method; in addition, the cost of calculation of the various methods. In thefollowing figures, "&"
correspondsto the error between the solutions by modal synthesis and that by finite elements. The finite elements solution
was obtained by using all structures DOFs. The cut-off frequency " f." corresponds to the limiting frequency for the
modal analysis of the substructures and the determination of the branch modes. In other words, to each modal synthesis
calculation, we use all the modes whose frequencies are lower to the frequency " f.". The figure 3 presents results for the
coplanar case and the figure 4 for the perpendicular case.
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Figure 4: Error evolution to the perpendicular plates; ¢ = fﬁ?;:j - 100%

The method of Craig and Bampton leadsto better resultsin the perpendicular case; method of MacNeal, in the coplanar
case. On the other hand, the results by double modal synthesis are equivalent that one uses the fixed or free modes of
interface. We also see that, for the whole of the methods, the solutions converge towards the solution by finite elements
with the increase of the used modes number.

If the figures show that the level of error in the double modal synthesis is always superior to those of the traditional
methods, they also show that the modes of branch, corresponding to the condensation of the structure assembled into link
interfaces, are modes of high frequency. For small values of f., we use then, alow number of modes of branch, which
explainsthe levels of error of the proposed method.

On the other hand, if we fix a number of modes for the description of the substructures (of free modes, for the plane
case; or of fixed modes, for the perpendicular case), the results obtained by the proposed method, with alow number of
branch modes, are equivalent to those of the traditional methods. This property of the proposed method is showed in the
figures5and 6.

Figure 5 shows the results for the plane structure. In al methods, we have used the same number of modes (free
or fixed) to describe the dynamic behavior of the substructures; namely: 3 modes for each substructure, for the 5th
eigenvector, and 9 modes for each substructure, for the 15th eigenvector. Figure 6 shows the results for the perpendicular
case. We have preserved the same number of modes for the description of the substructures as those of the plane case.



Proceedings of COBEM 2001, Solid Mechanics and Structures, Vol. 16, 128

4 B
—— DMS-Free
< sl —*— DMS-Fixed |
2 - —  MacNesal
© ol Cc&B |
S
O 1+ B
=== %= ——r— X X * * * *—x
Il Il Il Il Il Il Il
2 4 6 8 10 12 14 16

number of branch modes

(a) 5th frequency
41+ i
—<— DMS-Free
<5l —*—  DMS-Fixed ]
h - - MacNeal
© o ceB |
S
o1k b
77777777777777777777 — N — K ¥ ¥ N ¥
Ok
| | | | | | |
2 6 8 10 12 14 16

number of branch modes
(b) 15th frequency

Figure 5: Convergence of the proposed method to the plane plate
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In the two figures, we notice that with alow number of branch modes we arrive to an eguivalent level of error to that
of the traditional methods.

The Craig and Bampton method always uses static modes of connection in an identical number to that of interface
DOF. Same way, MacNeal method introduces, in the reduced system, terms corresponding to the residual flexibility in an
identical number to that of interface DOF. The proposed method utilizes the modes of the assembled structure condensed
to the interface instead of the static or flexibility modes. This substitution, makes possible to reduce the components
number of the condensed system.

Considering an error "&" inferior to 0.2% for the 5th frequency cal culation, the total number of the utilized components
to each method is given intable 1.

Table 1: components number for the 5th frequency calculation.

components number of the reduced system
MacNeal | Craig & Bampton | proposed method
coplanar case 33 30 15
perpendicular case 72 66 27

The reduced calculation cost of the proposed method is showed in figure 7. In thisfigure, the reduced system size" R"
isthe total number of all the utilized components: substructure modes (free or fixed), rigid-body modes, static modes and
components of flexibility, according to whether they are used in the method in question.
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Figure 7: Calcul cost evolution to the two exemples.

5. Conclusion

In this study a new hybrid method of component mode synthesis with branch modes is presented. In this method the
branch modes are defined as the displacement modes of the assembled structure, with perfect coupling of the substructures,
statically condensed on the interfaces. Theses branch modes allow agood representation of the dynamic of the interfaces.
The quality of the modes makes possible to use a reduced number of equations to solve the problem. Thus, in the case
of structures with free-interfaces, we write the displacement as a linear combination of the free-interface modes and the
displacement modes of the assembled structure, statically condensed on the interfaces. In the case of structures with
fixed-interfaces we write the displacement as a linear combination of the fixed-interface modes and the displacement
modes of the assembled structure, statically condensed on the interfaces.

Numerical tests have also been carried out in order to eval uate the efficiency of the proposed method. The results show
the efficacy of the proposed method compared to the classical methods. We arrive to an equivalent level of error that of
the traditional methods with a smallest component modes number to the condensed system.

This method can be applied in the identification of joint parameters, updating model of joints and optimization of the
joints design parameters, of the complex structures with the large interfaces of liaison between its parts.
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Resumo. Este trabalho apresenta a aplicagdo de redes neurais artificiais recorrentes para representar o comportamento
viscoeldastico ndo linear dos materiais. Algumas arquiteturas de redes neurais artificiais sdo desenvolvidas e verifica-se sua
adequagdo para esta aplica¢do. As maiores dificuldades estdo na defini¢do da arquitetura das redes neurais e na obtengdo de
dados para o treinamento das mesmas. A grande vantagem observada é que as redes neurais, uma vez treinadas, sdo facilmente
usadas, sem a necessidade de aproximag¢oes numeéricas e podem ser facilmente incorporadas em um programa de computador para
auxilio a projeto.

Palavras-chave: redes neurais artificiais, viscoelasticidade, equagoes constitutivas.
1. Introducao

Os modelos constitutivos conhecidos ainda tém grande dificuldade para representar alguns comportamentos
viscoelasticos. Por exemplo as deformag¢des causadas por carga ¢ posterior descarga de um material (fluéncia e
recuperacdo). Nesse caso especifico ndo foi encontrado nenhum modelo analitico que represente para um dado material
a fluéncia e a recuperacio de uma forma geral.

A falta de dados de ensaios de materiais nas condi¢des de fluéncia e relaxacdo para serem usados no treinamento
das RNA levou a adogdo hipoteses para gerar um modelo constitutivo como fonte de dados. O modelo resultante exibe
caracteristicas ndo lineares o que colabora para as eventuais conclusdes a respeito das capacidades das RNA’s utilizadas
neste exemplo.

2. Redes Neurais Recorrentes

As RNA multi-camadas para frente podem ser modificadas para operar de forma recorrente através da conexdo da
saida de um ou mais neurdnios na entrada de um ou mais neurénios na mesma camada ou em camadas anteriores. Estas
modifica¢des podem incluir ligagdes de realimentagdo para o proprio neurdnio e conexdes laterais entre neurdnios de
uma mesma camada. As liga¢des de realimentacdo na RNA resultam em mudangas significativas na forma de operagao.
RNA’s recorrentes exibem um comportamento dindmico. Podem mapear fungdes do tempo e/ou espaco o que as torna
capazes de realizar tarefas mais complexas do que as RNA nio recorrentes. Por exemplo, podem aprender seqiiéncias
temporais, ou seja, padrdes dependentes do tempo ou do contexto.

t 1

Camada de Saida

A

Camada Oculta

N

Camada de Contexto Camada de Entrada

R

As RNA usadas nesta aplicacdo foram propostas por Elman (1991,1993). Possuem realimentago parcial e por isso
sdo chamadas RNA recorrentes simples. As saidas dos neurdnios da camada oculta realimentam o proprio neurdnio
através de unidades de armazenamento que formam a chamada camada de contexto Fig. (1). Os pesos das ligagdes a
partir da camada oculta para a camada de contexto sdo constantes. Todos os outros pesos sdo ajustados por retro-
propagacdo de erros.

Figura 1 Exemplo de RNA recorrente
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O processamento dos sinais ¢ feito em duas etapas. Na primeira etapa, no instante t-1, os sinais das camadas de
entrada e de contexto sao distribuidos para os neurdnios da camada oculta. Na segunda etapa os sinais da camada oculta
sdo enviados para a camada de saida no instante t. Ao mesmo tempo, os valores de saida dos neurénios da camada
oculta sdo armazenados nas unidades de contexto. Novos valores de entrada e os valores armazenados nas unidades de
contexto sao enviados para a camada oculta dando inicio a um novo ciclo no instante t+1.

3. O material (Massarani, 1998)

A falta de dados de ensaios de fluéncia de materiais viscoelasticos nas condi¢des de carga e descarga e também a
falta de um modelo constitutivo capaz de representar o comportamento do material foram os motivos da ado¢do de um
“pseudo-material” como fonte de dados para treinamento. Como hipdteses basicas temos as seguintes: o material
obedece o modelo constitutivo proposto por Glockner (1987,1990) e para condigdes de carregamentos complexos
(carga/descarga, variagdes de tensdo) vale o Principio da Superposicdo de Boltzmann. Segundo Ward (1983), estas
hipéteses podem aproximar o comportamento a fluéncia de um material.

Glockner prop6s um modelo constitutivo que considera que a taxa de deformagdo total de um material é a soma de
trés parcelas: uma taxa de deformacdo elastica, uma taxa de deformagdo recuperavel (reversivel) e uma taxa de
deformagdo permanente (irreversivel) como indicado na Eq. (1).

) 1
=—+——| o"(t)j(t— —o"(t 1
€ E+v1dt 0cs()J( 1)dr+vzc() €))

onde E, n, v; e v, sdo parametros do material.
Para as condi¢des de um teste de fluéncia a tensdo constante o, , a Eq. (1) fica

. ) c,
e=—-ilt)+— , 2
v j(t) v, (2)

e apos a integragao
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A fungdo j(#) ¢ normalizada de forma que j(0)=I e ainda adota-se j(z) tal que j(z)—0 com t—eo. Para uso na
aplicacdo presente a fungao j(z) pode ser aproximada por
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onde ¢; ¢ um parametro obtido do ensaio do material.
O Principio da Superposi¢do de Boltzmann considera que cada variagdo no valor da tensdo gera uma contribui¢ao

independente na deformacdo total durante a fluéncia. Para acréscimos de carregamentos Ac;, Ao,, A0;, etc. nos
instantes 7;, T, T3, etc. a deformacdo sera:
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O modelo constitutivo resultante das hipoteses discutidas representa a viscoelasticidade nao linear, ja que o
Principio da Superposi¢ao de Boltzman ¢ atendido somente em parte.
O material escolhido foi o asbesto, cujos parametros foram determinados por Glockner (1987):

E=8,1 GPa
n=14

v, = 8,67 10° MPa™h
v, =354 10° MPa".h
t, =100 h

Com a Eq. (3), a Eq. (6), e os pardmetros do material, podem-se determinar as deformagdes do material ao longo do
tempo sob condi¢des de carregamento uniaxial.

4. O carregamento (Massarani, 1998)
Um total de 60 histérias de carregamentos foram geradas aleatoriamente por um programa de computador. Destas,
50 fazem parte do conjunto de dados de treinamento (Tab.(1)) e 10 do conjunto de dados de teste. Cada historia pode ter

de nenhuma até 4 variagdes no valor da tensdo e possuem 100 pontos no intervalo de 0 a 10000 horas (Fig.(2) e Fig.(3))

Tabela 1 - Historias de carregamentos para treinamento - tempo em horas e tensdo em MPa.

historia tempo 1 tensdo 1 |tempo2 tensdo2 |[tempo3 tensdo3 |tempo4 tensdo4 |tempo S tensdo 5
1 0 30 4900 20

2 0 12 7800 19 8200 30

3 0 27 7400 11

4 0 21 500 30 2200 2 2800

5 0 23 1200 28 4900 11

6 0 30 2600 6 3300 15

7 0 13 700 18 1900 4 7700 30 9200 28
8 0 17 2500 30 7000 28 8800 9

9 0 11 9200 30

10 0 30

11 0 5 7400 11

12 0 13 3200 0 3600 28 4400 15 7300 20
13 0 27 2600 30 6700 28

14 0 30 1800 3

15 0 20 1200 9 2900 28 5000 30

16 0 23 700 30

17 0 28

18 0 19 2600 0

19 0 27 300 30

20 0 11 3100 30 6900 14 9300 26

21 0 17 1300 10 2700

22 0 5

23 0 16

24 0 7 3200 22 9500 30

25 0 24 5000 20

26 0 12

27 0 16 1700 0 7000 1 7600 0

28 0 22 4700 29 7900 30

29 0 17 3500 22 3700 30

30 0 15 4800 30 5600 18 6100 3 9600

31 0 0

32 0 14 9800 30

33 0 23 4100 27 4400 30 8400 27 8500 14
34 0 13 2700 0

35 0 19 300 5 2600 21 3000

36 0 28

37 0 24 3100 0

38 0 15 2000 0 10000 18

39 0 27 2100 30

40 0 4 3500 0 5900 30 7100 14 8000 30
41 0 9 2100 6

42 0 27 6400 30

43 0 27 2400 30 4100 28 7400 7600 13
44 0 20 1100 30

45 0 19 9700 0

46 0 14

47 0 10 4100 8

48 0 17

49 0 29 900 17 2200 30

50 0 13 200 30
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Figura 2 - Exemplo de historia de carregamento - tensdo x tempo.

deformacgao %

tempo h

Figura 3 - Exemplo de histéria de carregamento - deformagao x tempo.
5. Resultados da RNA Recorrente

Massarani (1998) conclui que: a forma geral das curvas ¢ aprendida por RNA Recorrentes do tipo Elman (1991,
1993) com uma camada oculta e esta consegue representar a forma da curva para carregamentos com ou sem variagao
de tensao.

Uma vez verificada que as RNA recorrentes conseguem representar a curva tensdoXdeformagdo para
carregamentos complexos, algumas diferentes configuragdes de RNA’s quanto ao niimero de camadas e de neur6nios
por camada foram testadas (Tab.(2)). Os tipos de neurénios usados possuem a fun¢do sigmoide como fungdo de
ativagao.



Proceedings of COBEM 2001, Solid Mechanics and Structures, Vol. 16, 135

Tabela 2 — Testes de novas configuracdes de RNA.

Rede Neuronios na(s -

Nimero | Camada(s) Ocul(t; (s) Epocas Menor Erro Alcancado
01 10 10000 20,6%
02 15 25000 17,1%
03 20 32500 16,8%
04 4e?2 20000 20,1%
05 6e2 5000 21,1%
06 7e2 14500 15,1%
07 7e3 41000 15,5%
08 6,2e2 60000 16,2%
09 3,2e2 5000 19,6%
10 3,4e2 10000 19,3%
11 3,5e2 6500 20,6%
12 2,3,3e2 3000 21,9%
13 2,3,4e2 3000 20,7%

Foi usado o programa FAST v.2.2 (3) para treinar a RNA (Arras; Mohraz, 1996). Os erros apresentados sdo
calculados através da expressdo:

2.2 dif;,

p-o
erro = -
p.o.zz‘alvof,)u —(ZZalvop,oj
p o p o
p-o-(p-o-1)
sendo:

p numero de pares;

o numero de unidades de saida da RNA;

dif, = alvo, - saida, ;

saida, ¢é o valor de saida da rede para o par de treinamento p;
alvo, ¢ o valor esperado como saida da rede.
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Figura 4 — RNA 01: 1 camada oculta — 10 neurdnios.
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Figura 5 — RNA 02: 1 camada oculta — 15 neurdnios.
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Figura 6 — RNA 06: 2 camadas ocultas — 7 e 2 neurdnios.
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Figura 8 — RNA 08: 3 camadas ocultas — 6, 2 e 2 neurdnios.

Da analise dos resultados e graficos obtidos (figuras 4 a 8), conclui-se que das configuragdes de RNA testadas,
aquelas que melhor representam o comportamento do material sio as RNA 06 e 08. A RNA 06 apresenta melhor
convergéncia e melhor representagdo da fluéncia e da recuperagao.

6. Conclusoes e trabalhos futuros
6.1. Dificuldades observadas

e Definicio das RNA. A grande dificuldade no uso das RNA ¢ a defini¢do do paradigma a ser usado e, se for o caso,
a determinagdo do nimero de camadas ocultas € do nimero de neurdnios por camada.

e O tempo usado no processo de treinamento de uma RNA. No caso dos exemplos realizados, o tempo de
processamento necessario para o treinamento de cada RNA recorrente foi de aproximadamente 24 horas, utilizando
um microcomputador com processador Pentium III 550 MHz .

e As RNA necessitam de exemplos para o treinamento. Uma dificuldade, quando o objetivo é representar o
comportamento viscoelastico de um material, ¢ conseguir dados experimentais em quantidade suficiente para
treinar uma RNA. Os modelos constitutivos analiticos procuram definir pardmetros representativos do material e
que possam ser obtidos de poucos ensaios. A abordagem usando RNA exige uma maior quantidade de ensaios. A
sintese de RNA que representam o comportamento viscoelastico depende de dados experimentais.

e Definicio do conjunto de treinamento ideal. Parece ser consenso que quanto mais dados para treinamento
melhor. Mas ndo se sabe como precisar a quantidade de exemplos suficiente para um treinamento supervisionado
nem sua distribuicdo no dominio de interesse. Ainda existe a dificuldade de como representar os dados para
treinamento - a normalizag@o feita nos dados ¢ decisiva para a obteng@o de bons resultados.

e O funcionamento das RNA nfio esti completamente esclarecido. Com o pouco conhecimento a respeito de
RNA, a definigdo da arquitetura e do nimero de pares de treinamento suficientes para treinar uma RNA ¢ feito de
forma empirica.

¢ As RNA nio explicam os fendmenos. O conhecimento a respeito do comportamento do material ndo € acessivel,
fica distribuido pela RNA na forma dos pesos das conexdes. As RNA ndo aumentam o conhecimento a respeito do
comportamento do material.

6.2 Vantagens observadas em relagdo aos modelos constitutivos analiticos

e Nenhuma hipétese a respeito do material é necessaria. Nos exemplos desenvolvidos a preocupagdo foi somente
a de definir uma RNA que representasse os dados de treinamento e de teste com determinada precisdo. Os dados
obtidos de ensaios compdem o conjunto de treinamento de onde o comportamento viscoelastico do material é
aprendido. Na verdade, nem se considerou que a massa de dados veio de um dado comportamento de um material.

e Nenhuma regra formal ou expressio matematica € usada. O uso de RNA para modelar materiais viscoelasticos
dispensa o uso de equagdes e regras que normalmente limitam a aplicag@o dos modelos analiticos.

e Possibilidade de melhorar o modelo com novos dados de ensaios. A RNA pode ser treinada novamente e
incorporar os novos dados de ensaios a sua representagdo do comportamento viscoelastico do material.

e RNA sio de facil utilizacido apds treinadas. Nenhuma aproximagdo numérica é necessaria para a implementagao
computacional. Uma vez treinada, a utilizacdo de uma RNA consiste em propagar os sinais da entrada para a saida
realizando operagdes matematicas simples.
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6.3 Balanco: vantagens x dificuldades

e As desvantagens relacionadas com a defini¢do de RNA, determinacdo do conjunto de treinamento ideal e demora
no treinamento, se devem ao pouco conhecimento do funcionamento das RNA. Essas desvantagens sdo transitorias
e irdo diminuir a medida que avancar o desenvolvimento de paradigmas de RNA e de algoritmos de treinamento.

e O fato do conhecimento a respeito do comportamento do material ser inacessivel ndo tem importancia para o uso
em projeto, que ¢ a motivagao deste trabalho. A necessidade, neste caso, ¢ de um modelo que possa representar o
comportamento do material em condi¢des diversas ¢ ndo explica-lo. O nimero de ensaios necessarios para se obter
os exemplos para o treinamento, ¢ a maior desvantagem do uso de RNA.

e Os resultados dos exemplos foram obtidos sem o estabelecimento de hipoteses a respeito do material e sem a
defini¢do de expressdes matematicas, que ¢ a grande vantagem do uso de RNA’s. Os mesmos resultados
apresentados pelas RNA seriam extremamente trabalhosos de se obter com modelos constitutivos analiticos.

e Nenhuma aproximacao numérica ¢ necessaria com o uso de RNA para representar os fenomenos estudados.

6.4 Trabalhos futuros

Para desenvolver melhores modelos de materiais com RNA, alguns desenvolvimentos sdo necessarios.
Especificamente:

e Aumentar o conhecimento a respeito do funcionamento das RNA. E preciso explicar melhor como sio
obtidos os resultados pelas RNA, especialmente pelas RNA recorrentes para que sejam usadas de forma mais
consciente.

e Desenvolver procedimentos para a sintese de RNA. As dificuldades para sintese de RNA devem ser
diminuidas através do desenvolvimento de algoritmos e métodos para a definicdo da configuracdo mais
adequada para a aplicagdo.

e Procedimentos de ensaio de materiais viscoeldsticos. O maior nimero de ensaios necessarios para o
treinamento de RNA pede formas simples de realizar testes em materiais viscoelasticos.

7. Agradecimento
Este trabalho foi desenvolvido com o apoio da FAPESP — Fundag¢do de Amparo a Pesquisa do Estado de Sao Paulo.
8. Referéncias

Arras, M.K.; Mohraz, K.,1996, “FORWISS artificial neural network simulation toolbox - FAST v2.2”, Erlanden,
Bavarian Research Center for Knowledge-Based Systems (FORWISS).

Elman, J.L.,1991, “Incremental learning, or the importance of starting small”, San Diego, Center for Research in
Language, University of California, (CRL Technical Report 9101).

Elman, J.L.,1993, “Learning and development in neural networks: The importance of starting small”, Cognition, No0.48,
pp. 71-99.

Ghaboussi, J.; Garret Jr, J.H.,1991, “Knowledge-based modeling of material behavior with neural network”, Jounal of
Engineerig Mechanics, Vol.117, No.1, pp. 132-153.

Glockner, P.G.; Szyszkowski, W.,1987, “On a multiaxial non-linear hereditary constitutive law for non-ageing
materials with fading memory”, International Journal of Solids Structures, Vol.23, No.2, pp.305-324.

Glockner, P.G.; Szyszkowski, W.,1990, “An engineering multiaxial constitutive model for nonlinear time-dependent
materials”, International Journal of Solids Structures, Vol.26, No.1, pp.73-82.

Massarani, M. ,1998, “Uso de redes neurais artificiais para representar o comportamento viscoelastico de materiais”,
Tese de Doutorado, Escola Politécnica da Universidade de Sdo Paulo, Departamento de Engenharia Mecanica, Sao
Paulo — Brasil, 139 p.

Ward, 1.M.,1983, “Mechanical properties of solid polymers”, 2* ed. Chichester, John Wiley & Sons, Inc (Willey-
Interscience).

Wasserman, P. D.;1993, “Advanced methods in neural computing”, Van Nostrand Reinhold, New York-USA.

Using Recurrent Neural Networks to Represent Non Linear Viscoelastic Behavior

Marcelo Massarani
Escola Politécnica da USP — Sdo Paulo - SP
marcelo massarani@poli.usp.br

Paulo Carlos Kaminski
Escola Politécnica da USP — Sdo Paulo - SP
pckamins@usp.br



Proceedings of COBEM 2001, Solid Mechanics and Structures, Vol. 16, 139

Abstract. The non linear viscoelastic material behavior is poorly represented by constitutive equations. The
present study proposes a neural network approach for non linear viscoelastic behavior under uniaxial loading. Some
samples were done using recurrent neural networks modeling non linear viscoelastic behavior. The results were
encouraging. The main benefits of neural network approach are: no assumptions about de material behavior are

required ; the material behavior can be represented directly from experimental data; once trained, no numerical
approximations are required when using the neural network.

Keywords: neural networls, viscoelasticity, constitutive equations.
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Abstract: Thiswork presents an analytical model for the analysis of flexible risers subjected to combined loads of bending, twisting
and tension. Flexible risers, either umbilical cables or flexible pipes, are complex structures used in offshore il explotation
activities. Such structures are composed of several concentric polymeric and stee armour layers which withstand static and
dynamic loads applied by the floating production vessel and by the ocean environment. The complexity imposed mainly by geometry
renders a finite eement analysis of these structures practically unfeasible, even if we are to consider that all the materials obey a
linear dastic behaviour. So, in order to calculate the stresses digtribution in the layers, as well as the axial and flexural stiffness
values of these structures, analytical methods have been proved to be, till now, a better choice. Using sets of equations which
comprise equilibrium conditions, congtitutive equations and geometrical relations, it is possible to solve the problem for all the
unknowns. This paper presents a detailed formulation leading to the solution in terms of stresses and deformation componentsin a
flexible riser subjected to combined loads. It also highlights the principal modelling hypotheses. A practical example is shown and
discussed.

Keywords: flexiblerisers, structural mechanics, analytical modd.
1. Introduction

Flexible pipes have been largely used by the ail industry in a very large number of offshore applications. One could
certainly say that such a concept has proved successful, as far as structural integrity and functionality are concerned.
Nevertheless, the structural and geometrical complexity of these pipes requires a number of smplifying assumptionsin
order to render feasible any structural analysis and modelling. Commonly assumed hypotheses can lead to significant
discrepancies between calculated and experimenta values, as clearly exemplified by Witz (1996), noticing that most
analytical models predict stiffness values two to three times greater than those measured in the experiments. Moreover,
the sets of equations considered in some analytical models are often omitted in the literature and, conseguently, the
actud hypotheses behind those models are not always clear.

Figure 1. A typical flexible pipe structure.

This paper aims to add some discussion to this matter by presenting an analytical model to calculate stresses and
deformation components in flexible pipes subjected to combined loadings including: bending, twisting, tension and
internal and external pressures. Smplifying assumptions and resulting sets of equations are explicitly presented.
Consistency is verified through comparisons of analytically calculated stiffness values, using the proposed model, with
experimenta results obtained in literature.

2. Analytical model

In alocal analysis of a flexible pipe, one seeks to calculate the stresses acting on the several layers as well pipe
deformations due to the prescribed loads, which can be used to determine its axial, torsional and flexura giffness
values. Initialy, let us assume that the pipe is subjected only to axisymmetric loads of tenson, twisting and
internal/external pressures. Considering such loads almost uniformly distributed along the pipe length, it is reasonable
to assume that all cross-sections behave in the same manner, what meansthat all of the layers present the same twist per
unit of pipe length and the same elongation. These hypotheses render the analysis much simpler and are assumed by a
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number of authors, such as Knapp (1979), Lanteigne (1985), Féret and Bournazel (1987) and Witz and Tan (1992).
Besides the twist per unit of pipe length and the elongation, the axisymmetric loads will also cause a change of the
mean radius of each layer and a change in the laying angle for the helically armoured layers.

Let us consider now that, following the axisymmetric loads, a bending moment is applied to the pipe. There are two
classical approaches that can be considered: (a) the “no-dip” model or (b) the “full-dip” model. Obvioudy, considering
an intermediate case, where dlip occurs partialy, would imply to model the internal friction. As afirst model, however,
it will be assumed here the “no-dip” model, what means that no-dip occurs between the layers due to the bending, in
such way one can consider that a curvature K (assumed constant) is superposed to the already deformed geometry of the
pipe. As we are going to see, the “no-dip” model is completely unsatisfactory, leading to extremely large values of
bending giffness, if compared to experimental results. However, it may well serve asa starting point to more elaborated
models, asit will be seen further. A non-linear Coulombian friction model has been proposed by Ferét et a (1995).

Taking now a typical flexible pipe with n helically armoured layers and m polymeric layers, the identification and
number of the unknowns of the problem may be given according to Tab. (1). In this table, index i is related to the
number of layer, ranging from 1 (most internal layer) to n+m (most external layer). The unknowns p; and g; are
related, respectively, to the contact pressure and gap formation between the i-th and (i+1)-th layers and, in this case, i
rangesfromlton+m-1.

Table 1. Unknowns of the problem.

Unknown identification Symbol Number of unknowns
Contact pressure (or gap) between i-th and (i+1)-th layers pe.i (9) n+m-1
Axial force supported by i-th layer F. n+m
Twisting moment supported by thei-th layer M n+m
Bending moment supported by i-th layer My i n+m
Mean radius variation of i-th layer AR, n+m
Thickness variation of i-th layer At n+m
Laying angle variation of helically armoured layers Aa n
Pipe elongation AL/L 1
Pipe twist per unit of pipe lenght AglL 1
Curvature of pipe s central line K 1

Concerning the loading applied to the pipe, it may consist of: an axid force (F), atwisting moment (M), a bending
moment (Mg), an internal pressure (p;,) and an external pressure (p,). Alternatively, prescribed displacements and/or
rotations applied to the pipe's extremities may be regarded as loading (as it is usual in tests carried out to determine
pipe’ s properties). Or, yet, a combination of these two cases may exist, when, for instance, an axial forceis applied to a
pipe having its extremities constrained to rotate. However, to treat such cases only a change of unknowns is required
and so, for the sake of clarity, the applied loads will be taken hereas F, Mt and Mg (besides the pressures p;, and p,).

In order to solve for the 7n + 6m + 2 unknowns, a system with the same number of equations is required. Such
system of equations, as in any other problem of mechanics of deformable solids, may be derived considering:
equilibrium equations, constitutive equations and geometric relations. Table (2) and the subsequent paragraphs show a
possible system of equationsthat can be used to solve for the unknowns.

Table 2. System to determine the unknowns of the problem.

Eg. number | Equation linking the unknowns Appliesfor Number of equations
(1 AR, ARy, Ay, My, G all layers, but the last n+m-1
(2 Fi,AL/L, Pei1, Pei Polymeric layers m
(3) M, i , AgL Polymeric layers m
(4) Mpi , K Polymeric layers m
(5 AR, ALIL, peii, Pei Polymeric layers m
(6) M, ALL, Peia, Pei Polymeric layers m
(7) Fi,ALIL, A@L , AR, Armour layers n
(8) M i ,4a,4R;, AL/L , AglL Armour layers n
(9) Mp.i , K Armour layers n
(20) Pei1, Pei,ALL, Ag@L | AR; Armour layers n
(11 At AUL A@L, AR, Peia, Pe.i Armour layers n
(12 Aa, AL, AglL , AR, Armour layers n
(13) Fi,Mi.i,Mp.i global equilibrium 3
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For the sake of completeness and brevity, the hypotheses which are assumed for the validity of the forthcoming
equationswill be outlined previoudy. They are:

() al cross-sections and all layers present the same twist per unit of pipelength and the same el ongation;

(b) no gap between adjacent layersis allowed in the unstressed (initial) state;

(c) thereis no contact between adjacent tendonsin the same layer;

(d) all materials are homogeneous, isotropic and have linear elastic behaviour;

(e) the strains, which occur in any part of the pipe, must be small enough;

() pipe ovalisation due to the applied loads can be neglected and will not be considered;

(g) mean radius and thickness variations of the layers are assumed to be uniform in each layer;

(h) for the armour layers dtrips, one of the cross-section principal flexure axis is considered to be always
orthogonal to the surface of adjacent layers.

Next we shall proceed with the sets of equations mentioned in Tab. (2). The first set of equations comprises
compatibility egquations relating mean radius and thickness variations with gap formation of adjacent layers.
Considering hypotheses (b), (f) and (g), this set of equations takes the form:

AR =AR; + (At +AG)/ 2+ g, D
The second set of equations applies for polymeric layers and re ates the axial force supported by the layer with pipe

elongation and internal/external pressures applied to the layer. Using hypotheses (a), (b), (d), () and (f), it can be
shown that:

Fi L B"‘ %_Lﬂvi (2R1 _ti)-(pc,i—l + IJin'pin) _E{_%EW-(”& +ti)-(pc,i +H0'po) (2)

—=F.

A OL O 2R H 21, 21,

In Eq. (2), the following nomenclature is used: A =cross-sectional area; E; = Young modulus; v, =Poisson ratio.
Thevariables p;, and 1, are, infact, flagsthat return ‘1" when the considered polymeric layer isthe first (last for )

watertight layer of the pipe, and ‘0’ otherwise. Equation (2) is obtained directly from the theory of elagticity and is also
valid for thick walled layers.

The next two sets of equations relate, respectively, the twisting moment supported by the polymeric layer with the
twist per unit of pipe length (Eg. (3)) and the bending moment supported by the layer with the curvature (Eq. (4)).
Assuming hypotheses (d) and (€), such equations can be expressed approximately by:

M =(Gily; A_L(p €)

Myp;i =(E;.1;).K 4
where G;.1,; and E;.l; stand for thelayer’storsional and flexura stiffness values, respectively.

Equations (5) and (6) give mean radius variation and thickness variation for the polymeric layers as functions of
pipe elongation and pressures acting inside and outside the layer. Using hypotheses (a), (b), (d), (e) and (f), it can be
shown, from thetheory of dasticity, that the following relations hold:

. —y2)R2 . VR O
AR =—Vi.R @%E+§_t—'%gl VIR +V|.(1+V')'R' %(pc,i—l + Uin-Pin)

2Ri E ti 'Ei 2. Ei (5)
_ t AH1-v2).R? vi.(1+v).R U
%‘-Fﬁgg t,.E Z-Ei %pc,i +u0'po)
_ ., AL Ho 4 1-v3)t  v.(1+v,).RO
o = V"t'QATE % 2R Eé( 26, | E %(pc’i_lwm'pin) ©

_ {i 1-vi)t _vi@+v)R U
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Considering now the hdically armoured layers, the sets of equations (7), (8) and (9) give, respectively, the axia

force, the twisting moment and the bending moment supported by a given armour layer as functions of pipe
deformations (AL/L ,Ag/ L, K), mean radius variation (AR, ) and laying angle variation (Aa; ):

AR;

. . 0
F :ni.Ei.A,.gcos3 ai).A—LL+(R1..smai .coszai).%+(sm2cricosai).—_% )
n; . . . 2 AL
My = E.[Gi I1jcosa;cos(2a;) + El y,isnaisn(Zai)].Aai + In;E; AR sina;cos a; T +
: 8)
O G, cos’a, El,;sin’a; U (
+n sina; 0E; Asin’a; —— UR,Z Lo y’ll?f LOAR, +[ni E; A R%cosa; .sinzai].A—L(p

cosiq. O E.l,;.(2-cos?q, O
My, = ST 56 sinza, + il _ ) +E 1, (2c0s%a; 1) + E;ARPLK 9)

’ ’ Cos“Q; ' B

The next set of equations comes from a force equilibrium equation for the armour layers and relates the contact
pressure differential applied to the tendons with pipe deformations (AL /L, A@/ L) and mean radius variation (AR, ) of
the layer:

A sin?a: cos?a: O CAsin?a O
(Pej = Pei-1) b = - EE'A'S'n %005 i gL - E; A sin®a; cosa e %EIAS'—znaIEAR‘ (10)
| ) g R E L B R ]

where b, represents the width of the tendon. Equation (10) neglects the effect of bending curvature on the contact
pressure differential, assuming that the main contribution to the equilibrium comes from the axysimmetric |oads.

Equation (11) gives an approximate relation to compute the thickness variation of armour layers as a function of
contact pressures acting inside and outside the layer, pipe deformations (AL/L,A@/L) and mean radius variation

(AR;) of the layer:

t; AL . A t.sin’q;
At :_Z_IIE'(pC‘i + pcyi_l) —G/iticoszori)T ~ (vit;R sina; cosa; )T(p - WE&R (11)
1

The last set of equations for armour layers relates the laying angle variation to pipe deformations (AL/L,A@/L)
and mean radius variation (AR, ) of the layer:

Aa; = - (sina;.cosa; )A—LL + (0052 ai.Ri)A—Ifo + W%R (12)

It must be stressed that the laying angle variation given by Eq. (12) is soldy due to the axisymmetric loading
applied to the pipe, since we have assumed that there is no dip between adjacent layers when the bending moment is
applied. So, the laying angle variation is supposed to be constant along the tendon’ slenght.

The three last equations represent global equilibrium equations assuring axial force, twisting moment and bending
moment equilibrium for the pipe asawhole. They are given by:

n+m n+m n+m

>R =F > My =My > My =Mg (13)
=1 =1

These 13 sets of eguations congtitute a linear system of 7n + 6m + 2 equations that can be solved for all the
unkowns given in Tab. (1). However, it must be kept in mind that all the hypotheses stated here mugt apply, otherwise
we can obtain erroneous results. So, if a calculated contact pressure, for instance, result with a negative sign, that means
a gap would appear between the adjacent layers considered, what invalidates hypothesis (b) and, consequently, all the
results obtained.
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3. A case study

In order to verify the adequacy of the proposed anaytical model, values of axial, torsional and flexural stiffness
caculated for a2.5” ID flexible pipe will now be compared to experimentd data previoudy published in the literature
(see Witz (1996)). The structure of the flexible pipe to be analysed, which conssts of 8 layers, isreproduced in Tab. (3).

Concerning the symbols used in Tab. (3), the following nomenclature applies: ID = layer inside diameter; OD =
layer outside diameter; a = laying angle; LH = left hand; RH = right hand; A = cross-sectional area of strip; n = number
of strips; ly = tangential inertia; Ix = radial inertia; It = torsgonal inertia; E = Y oung modulus; v = Poisson ratio.

Some more information about the flexible pipe geometric properties, including some sketches of the interlocked
carcass (layer 1) and the pressure reinforcement (layer 3), can be found in the work of Witz (1996). Other necessary
data for our model, but not given by Witz (1996), were considered as follows:

n; =1 (number of stripsfor layer 1);

n; =1 (number of strips for layer 3);

a, = -87.5deg (laying angle evaluated for layer 1);

E; = 190 GPa (elastic modulus for stainless steel according to Juvinall and Marshek (1983));

E; = Es = E; = 207 GPa (dlastic modulus for carbon/alloy stedl, according to Juvinall and Marshek (1983));

Eg = 300 MPa (elastic modulus assumed for layer 8).

Concerning the Poisson ratio, it was assumed a constant value of 0.3 for al layers (polymeric or not), in albsence of
better data

Table 3. Flexible pipe properties.

anti-friction tape

layer thickness = 1.5E-3m
tape dimensions: 3.0E-2m x 1.5E-3 m

Layer Geometric properties Material properties
ID=6.32E-2m OD =7.02E-2m
Layer 1: layer thickness = 3.5E-3m Material: stainless stedl
interlocked stedl strip dimensons: 2.8E-2m x 0.7E-3 m (Al1SI304)
carcass a =87.5deg. (LH) A =1.96E-5m’ Mass/unit length = 3.49 kg/m
ly = 2.0E-11 m* Ix = 5.56E-10 m*
lt=6.5E-12m*
Material: Grilamid
Layer 2: ID=7.02E-2m OD =8.01E-2m (nylon 12)
pressure sheath layer thickness = 4.95E-3m Mass/unit length = 1.25 kg/m
E =284 MPa
ID =8.01E-2m OD =9.25E-2m
Layer 3: layer thickness = 6.2E-3m Material: FI15 sted
zeta sted strip strip dimensions: 9.25E-3m x 6.2E-3m | Mass/unit length = 11.21 kg/m
(pres. reinforcement) | a = 85.5deg. (LH) A = 5.15E-5 m?
ly = 1.0E-10 m* Ix=7.71E-10 m*
It = 2.046E-10 m*
Layer 4 ID=9.25E-2m OD =9.55E-2m Material: Rilsan (nylon 11)

Mass/unit length = 0.46 kg/m
E =301 MPa

ID =9.55E-2m OD = 1.015E-1m
layer thickness = 3.0E-3m

Materia: Fl41 stedl

anti-friction tape

layer thickness= 1.5E-3m
tape dimensions: 3.0E-2m x 1.5E-3 m

Layer 5: strip dimensions: 6.0E-3m x 3.0E-3m Mass/unit length = 6.37 kg/m
inner steel armour | o =35deg. (LH) A =1.8E-5m?
ly=1.35E-11m* Ix = 5.4E-11 m*
lt=3.71E-11 m* n=40
Layer 6: ID =1.015E-1m OD =1.045E-1m | Materid: Rilsan (nylon 11)

Mass/unit length = 0.5 kg/m
E =301 MPa

ID =1.045E-1m OD =1.105E-1m
layer thickness = 3.0E-3m

Materia: Fl41 stedl

tape dimensions: 7.5E-2m x 0.6E-4 m

Layer 7: strip dimensions: 6.0E-3m x 3.0E-3m Mass/unit length = 7.01 kg/m
outer steel amour | a =35deg. (RH) A =18E-5n7
ly = 1.35E-11 m* Ix = 5.4E-11 m*
lt=3.71E-11 m" n=44
Layer 8: ID=1.105E-1m OD =1.115E-1m Materid: fabric
fabric tape layer thickness = 0.5E-3m Mass/unit length = 0.14 kg/m
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Let us consider first the results for axial load: Fig. (2) shows the “Axia force x Elongation” curve obtained
experimentally for the flexible riser described. According to Witz (1996), the experiment was conducted in such a way
that the pipe ends were free to rotate, what means that, practically speaking, no twisting moment was applied to the
pipe. Figure (2) shows only the first three load cycles, but it can be clearly noticed the hysteresis associated with the
load cycles and the difference in the values of the apparent stiffness measured in the first and subsequent cycles: the
measured curve shows a lower apparent giffness in the first loading cycle (something about 84 MN), whereas at the
third cycle it raises to approximately 119 MN. This hysteretic behaviour is often observed with non-bonded flexible
pipes, being commonly attributed to bedding in of component layers and friction. Figure (2) aso presents a “secant”
curve, that gives amean value for the axial stiffness (for the present case, the secant modulusis about 89 MN).

For the present case study, considering no twisting moment and no pressures applied to the pipe, the anaytical tool
previously described calculated the apparent axial gtiffness as being 128 MN. Since friction forces were not yet
implemented in the model, it gives a constant stiffness asresult. Thisvalueis much closer to the “upper gradient” value,
calculated for the third loading cycle, than to the “lower gradient”, calculated for the first cycle. This result should be
expected, since initial gaps, which may always be present in flexible pipes, tend to close up after some loading cycles,
what makes the assumptions considered in the anaytical model more redistic. It must be also recalled that assumption
(a), which considers uniformity of elongation and twist for al layers and along all the pipe length, may not have been
fully obtained in practice, what could also explain some differences. So, this hypothesis must be taken with caution
when considering experiments, but it continues to seem reasonable in practice, since the conditions existing in the
extremities of the pipe should only affect the regions close to them (it must be observed that the relative error,
considering the analytical result and the measured apparent stiffness given by the upper gradient, isless than 8%).
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Figure 2. Axid force x elongation curve (pip€e s ends free to rotate).

Let us consider now the results for torsiona load: Fig. (3) shows both “Clockwise twisting moment x Twisting
angle’ and “Anti-clockwise twisting moment x Twisting angle€’ curves obtained experimentaly for the flexible riser
described. The sign convention used for the twisting moment is such that an anti-clockwise twisting moment is
considered to have a positive sign, whereas a clockwise twisting moment is considered to be negative. In this
experiment, besides the twisting moment, an axia force was also applied to the pipe, so that pipe s ends were prevented
from moving axially. As it can be noticed in Fig. (3), the direction of application of the twisting moment has a strong
influence on the value of the apparent torsional stiffness: for clockwise twist the apparent torsional stiffnessis about 31
kN.m%rad (secant modulus), whereas, for anti-clockwise twist, the stiffness raises to about 111 kN.m?%rad (secant
modulus). This difference in the mearured torsional stiffness values is due to the own construction of the flexible pipe:
in this case, for ingance, the tendons of the outer armour layer tend to unlay as a clockwise twisting moment is applied,
forming a gap between this layer and the adjacent internal one. Therefore, a low torsional stiffness is observed for
clockwise twisting.

Using the present analytical model, the calculated torsional stiffness resulted 216 kN.m?rad (for anti-clockwise
twist) and 81 kN.m?/rad (for clockwise twist). Comparing experimental results with analytical results, it can be noticed
that values predicted by the analytical model are twice to three times larger than those experimentally measured
(comparison is made using the secant modulus). A possible source for these differences could be related to the
assumption of uniform twist and elongation along al the pipe length and for all layers. In other words, there would be a
decrease in torsional stiffness provided that dippage between layers occurs during experiments.
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Figure 3. Twisting moment X twisting angle curve (pipe s ends prevented from moving axialy).

Let us consider, at lagt, resuls for bending load: Fig. (4) presents “Bending moment x Curvature’ experimental
results for the flexible pipe described, considering zero internal gauge pressure. Figure (5) presents the same kind of
curve, but for an internal pressure of 30 MPa. Figures (4) and (5) aso present a mean flexural stiffness, evaluated with
the secant modulus for each case. These mean values are 1.46 kN.m? and 2.0 kN.m?, for zero internal pressure and 30
MPainternal pressure, respectively.

The analytical results obtained with the proposed model predicted a flexural stiffness of 231 kN.m? for both cases,
irrespective the applied pressure. As anticipated, theoretical results (under the no-dipping hypothesis) for cases
including bending moments failed completely, leading to the conclusion that dipping (either total or partia) must be
incorporated. Nevertheless, the “no-dipping” model can be useful as a basis to elaborate better models. considering the
deformed geometry of the armour layer tendons in the so-called “no-dipping” model as a starting point, the next sep is
to obtain the dippage of the tendons' central line as a function of the curvature imposed to the pipe. Such displacements
tend to minimize the straing/stresses acting in the tendons due to the bending and, consequently, the energy involved in
the process. This is being pursued and, hopefully, will improve the analytical model, even before any consideration
regarding internal friction is made.
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Figure 4. Bending moment x curvature for no internal pressure applied to the pipe.
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Figure 5. Bending moment x curvature for an interna pressure of 30 MPa applied to the pipe.

4. Conclusions

In this paper an analytical model was proposed to calculate stresses and deformations in flexible pipes subjected to
combined loadings including bending, twisting, tension and internal/external pressures. The hypotheses used in
formulation were explicitly highlighted. Several comparisons between analytically calculated stiffness, using the
proposed model, and experimental results were then made, showing that:

(i) the error obtained in axial stiffness evaluation is satisfactory, if we are to consider that conditions assumed by the
hypotheses may not have been fully obtained during the experiment (e.g., the assumption of uniformity of elongation
and twist per unit of pipe lenght);

(i) the model can aso estimate the apparent torsonal stiffness. Regarding the results, the stiffness predicted by the
analytical model resulted twice larger than that experimentally obtained (for anti-clockwise twisting moment), and
almost three times larger than that experimentally obtained (for clockwise twisting moment);

(i) as expected, the “no-dipping” model failed in calculating the bending stiffness values. A consistent “full-dlipping”
formulation has been sought, by which dippage of the tendon’s central line along its arc-lenght should be obtained as a
function of the imposed curvature, thusrelieving the energy involved in the process;

(iv) concerning the general aspect of the measured curves, the main problem of the proposed analytical model can be
attributed to the failure in capturing hysteresis, which isrelated to the existence of initial gaps between the component
layers: afeature often encountered in unbonded flexible pipes. These gaps have a strong influence in the interaction of
the layers and introduce non-linearity in the curves as they close up. Friction between the component layers may also be
considered as an important source of non-linearity. However, both sources of non-linearity (gaps and friction) constitute
parameters which are difficult to quantify.
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Resumo. O famoso principio ded’ Alembert, publicado emseu” Tratado deDinamica” , em 1743, temtido muitasinter pretactes
divergentesde suaforma original, emespecial noslivros-texto de mecanica utilizados nas diver sas Escolas de engenharia do
pais e do exterior. Neste trabalho procura-se resgatar a originalidade e asidéi as fundamentais que nortearam o enunciado

do referido principio dentro do quadro de intensos debates que eram travados aquel a época.

Palavras-chave: Histéria da mecanica, Dinamica, |luminismo, Racionalismo, Ensino de Engenharia.
1. INTRODUCAO:

Ao consultarmos alguns livros-texto de mecénica, com afinalidade derever o principio de d’ Alembert, nos
deparamos com uma série de ambi gliidades e até mesmo de interpretacdes fal aci osas, as quais ndo sejustificam
em se tratando de um principio praticamente fundador da mecanica.

Vejamos entdo trés referencias fundamentai s no ensino damecanicaatualmente. O livro“DINAMICA”, do
MERIAM, 28 edicdo de 1994, na pg. 232 afirma: “Quando a particula & observada a partir de um sistema em
movimento, x-y-z, ao qual esta ligada na origem, Fig. 4.9 b, a particula necessariamente parece estar em
repouso, ou em equilibrio em x-y-z. O observador que estd acel erando com x-y-z, entdo, conclui que a forca—
ma atua na particula para equilibrar ?F. Este ponto de vista, que permite o tratamento de um problema de
dinadmica pel os métodos da estética, foi uma inovagéo do trabalho de d’ Alembert, contido no seu “ Traité de
Dinamique’, publicado em 1743

O outro autor € BEER- JOHNSTON Jr, 52 edic&o de 1991, volumede“DINAMICA”, onde podemosler na
pg. 541: “ Consideremos, em particular, um sistema de forgas externas que atuam sobre um corpo rigido ( Fig.
16.6 a) e o sistemadeforgas efetivas associ adas aos pontos materiais que formam o corpo ( Fig. 16.6 b).Vimos
na Secdo 14.1 que os dois sistemas assim definidos séo equipolentes. Mas, como 0s pontos materiais agora
considerados formam um corpo, segue-se da discussdo acima que 0s dois sistemas sdo também equival entes.
Ent&o, podemos afirmar que as“ forgas externas que atuam sobre um corpo-rigido sdo equivalentes as forgas
efetivas dos vérios pontos materiais que o formam” . Esta afirmacao corresponde ao principio de d’ Alembert,
devido ao matemético francés Jean Le Rond d’ Alembert ( 1717- 1783 ), embora o enunciado original de
d’ Alembert tivesse sido escrito de forma um pouco diferente.”

O terceiro livro consultado, o HIBBELLER, 82 edic&o de 1998, volume de “ DINAMICA”, em nota de
roda-pé, pg. 76, escreve: “A equacdo de movimento pode também ser escritanaforma\u?F —ma = Q O vetor
—ma éreferenciado como vetor forgcade inércia. Ele é tratado da mesmaformaque um “vetor forga’, assim, o
estado de “equilibrio” resultante é referenciado como equilibrio dinémico. Este procedimento de aplicacéo é
freguentemente referenciado como principio de d’ Alembert, nome do matemético francés Jean Le Rond
d’ Alembert.”

Se consultarmos outras referencias, sendo livros-texto ou ndo, a menos de detal hes, invariavelmente
encontraremos enunciados semelhantes.

O que pretendemos mostrar no presente trabal ho, € que o principio de d’ Alembert difere fundamental mente
do que é apresentado pelos livros-texto da maioria das Escol as de Engenharia do pais e do exterior, mesmo que
alguns deles, como é o caso do BEER, faca certasressal vas com relagdo & formacomo o principio se apresenta
atualmente.

2. RESUMO BIOGRAFICO DE D’ALEMBERT .

Jean Le Rond d’ Alembert nasceu em Parisem 16 de Novembro de 1717 e morreu, também em Parisem 29
de Outubro de 1783. Sendo filho ilegitimo de Madame de Tencin, foi adotado por umafamiliadaqual tirou seu
nome.

Dos quatro aos doze anos recebeu suas primeiras ligdes em uma pensdo e logo a seguir entrou no Colégio
Mazarin, onde demonstrou grandes aptiddes para as ciéncias exatas, principalmente para a matemética.

Depois de ter se tornado mestre das artes em 1735, ele passou a estudar direito e depois medicina, mas
sempre atraido por sua “cara geometria’. Posteriormente ele abandonaria os outros estudos para se dedicar
exclusivamente & matematica.

Em 1739, com apenas 22 anos d' Alembert apresentou a Academia de Ciéncias uma memoria sobre o
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equindcios e sobre a nutagdo do eixo daterra’, em 1749, “Ensaio de uma nova teoria sobre a resisténcia dos
fluidos’, em 1762, “Pesquisas sobre os diferentes pontos importantes do sistema do mundo”, no periodo 1754-56,
“Elementos de Filosofia’, em 1759 e finalmente os “ Opusculos Matematicos’, de 1761 - 1780. Neste ultimo e
importante trabalho sdo tratados diversos assuntos relativos a analise matemética, & mecanica e 4 astronomia.

Muito embora os trabalhos supra citados constituam a maior parte de sua obra, principamente no que diz
respeito a mecanica, existem outras publicacdes e numerosos artigos para a “Encyclopedi€”’, que ele organizou
juntamente com Diderot (1713 - 1784).

Na&o podemos esquecer que foi d’ Alembert quem criou ateoria das equacdes a derivadas parciais pararesolver
o problema das cordas vibrantes. E inquestionavel que esse seu trabalho preparou o caminho para a “Mecanica
Analitica’ de Lagrange (1736 - 1813). Também deve ser ressaltado que ele juntamente com Newton (1642 - 1727)
e Laplace (1749 - 1827) ocupam um lugar de destagque nos estudos da mecénica celeste.

Finalmente, o novo e portentoso edificio tedrico da mecénica que estava sendo construido no século XV I tem
como um de seus arquitetos e construtores fundamentais d’ Alembert, ao lado de Euler (1707 - 1783) e Lagrange.

3. DALEMBERT E O CONCEITO DE FOR CA.

A questdo da forga, principalmente da forca de atragcdo universal & distancia, foi seriamente questionada
especialmente pelos cartesianos, entre os quais d’ Alembert se incluia e era um dos mais eminentes. Este
questionamento repousava fundamentalmente no carater misterioso e porque nédo dizer metafisico dessa agdo a
distanciainexplicavel para o proprio Newton. Isso, contudo, continha ou era uma heranga de idéias que vinham da
antiguidade, desde Aristoteles (384 - 322 A.C.) que ndo acreditava na existéncia do vacuo. Em outras palavras, uma
forga para se propagar necessitava de um meio que a conduzisse de um objeto & outro. Dai as diversas teorias sobre
0 éter que perduraram até 1905 e desapareceram apesar das inlmeras resisténcias em contrario, com a teoria da
relatividade restrita de Einstein (1879 - 1955). Um fato curioso € que em 1902, Mendeleev (1834 - 1907) o autor da
tabel a periddica dos el ementos, tentava considerar o éter como um elemento quimico e assim encontrar uma posi¢ao
paraele em suatabela.

O problema, naquilo que se referia a d’ Alembert, foi colocado pela primeira vez por Leibniz (1646 - 1716) e
levou aumaintensa discussdo sobre a quantidade que se conservavano movimento, se eraaquantidade de movimento
ou a energia cinética. Isto para colocarmos o problema em termos atuais. Esses conceitos, a época de Leibniz
estavam sendo construidos. Neste contexto d’ Alembert afirmava: “Quando falamos de forca de um corpo em
movimento, também ndo temos uma idéia clara do que a palavra significa ou se podemos somente querer dizer em
gera a propriedade dos corpos em movimento pelo qual eles ultrapassam os obstacul os que €l e encontra ou resiste
aele’. Ele considerava aforca como movimento.

Narealidade d’ Alembert segue muito de perto as idéias de Leibniz, tanto na sua concepgéo de forga como na
criticaaidéiadeforcade Newton. Apesar disso, d’' Alembert continua bastante alinhado com o pensamento geral de
Descartes (1596- 1650) como grande cartesiano que era.

Essas consideracfes iniciais tém somente a finalidade de ressaltar a total discordancia de d’ Alembert com
relacdo ao quadro conceitual montado por Newton para explicar o movimento a época da publicacdo de seu
“Tratado de Dindmica’ e, conseqlientemente, logo de inicio contrapor as duas visdes de forca naguela época. Isto
posto, perde qualquer sentido falar que d’ Alembert sugeriu, ou o que é pior, que tenha transposto forcgas de tipo
newtoniano para o primeiro membro da equagcdo de movimento, como sugerem alguns textos de mecénica. Mas o
que é mais grave, em termos historicos, € que a equagdo representando a segunda lei de Newton na forma como a
conhecemos hoje, ainda ndo tinha sido estabelecida em 1743 conforme veremos mais adiante.

4.0 PRINCIPIO DE D'ALEMBERT .
4.1Considerades iniciais.

Como veremos no item seguinte em maiores detal hes, d’ Alembert se propde aresolver o problemadindmico de
um sistemade particul as submetido &forcas quai squer. A pesquisa e solucgéo desse problema, que € o problemageral
dadinamica, ndo dependeriam segundo €l e sendo dos métodos anal iticos empregados, com as dificuldadesinerentes
ao cdlculo diferencial, dentro da tradicéo racionalista francesa da época.

Essa forma de visualizar a dindmica, a qual aprofundaremos no decorrer do texto, pressupde uma teoria do
movimento contida em uma racionalidade aprioristica, significando que as leis do movimento fazem parte do
pensamento puro e podem ser descobertas somente usando a matemética. Dessa forma, fica sem sentido falar que
d’ Alembert criou forcasficticias paratransformar um problema de dindmica em um outro de estética quando estava
em questdo era exatamente o conceito de forga proposto por Newton com o qual ele ndo concordava. As distor¢des
das idéias originais de d' Alembert se ddo por conta deste equivoco agravado com a aplicacdo de seu principio
associado ao principio dos trabalhos virtuais.

4.2D Alembert expde seu prindpio.
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“Principio geral paraencontrar o movimento de varios cor pos que atuam uns sobre os outros de uma
maneira qualquer, com varias aplicacfes deste Principio” .

EXPOSICAO DO PRINCIPIO

“QOs corpos atuam uns sobre os outros de trés maneiras diferentes que nos sdo conhecidas: ou por
impulso imediata, como no choque ordinario; ou por meio de qual quer corpo interposto entre eles, e ao qual
eles estdo ligados; ou enfim por uma virtude de atrac&o reciproca, como acontece no sistema newtoniano o
sol e os planetas. Os efeitos desta ultima espécie de acdo tendo sido suficientemente examinados, eu me
restringirei atratar agui do movimento dos corpos que se chocam de uma maneira qualquer, ou daqueles que
se suspendem por fios ou barras inflexiveis. Eu me deterei portanto mais a vontade sobre esse assunto, pois
que os maiores gedmetras nao resolveram até o presente ( em 1742 ) sendo um pequeno nimero de problemas
deste género, e que espero, pelo método geral que vou oferecer, colocar todos aqueles que estéo a par do
célculo e dos principios da mecanica, em condicdes de resolver os mais dificeis problemas desta espécie.”

DEFINI CAO

“Chamarei no que se segue de movimento de um corpo, a velocidade do mesmo corpo considerado e que
se tenha sua direcao; e por quantidade de movimento, entenderei o produto ordinario da massa pela
velocidade’.

PROBLEMA GERAL

“Sgja dado um sistema de corpos dispostos uns em relacdo aos outros de uma maneira qualquer, e
suponhamos que se imprima a cada um desses corpos um movimento particular, que ele néo possa seguir por
causa da acdo dos outros corpos; encontrar 0 movimento que cada corpo deve adquirir”.

SOLUCAO

“Sgjam A, B, C, etc. os corpos que compdem o sistema, e suponhamos que tenhamos i mpresso
0sS movimentos a, b, ¢, etc. que eles sejam forgados por causa de sua agéo mutua, de mudar para os
movimentos a, b, ¢, etc. E claro que podemos olhar 0 movimento a impresso ao corpo A como
composto do movimento a que ele adquiriu, e de um outro movimento & ; que podemos igual mente
olhar os movimentosb ec, etc., como compostosdosmovimentos b e &4 ; c e &; etc.,
donde se segue que o novi nento dos corpos A B, C, etc., entre eles
t er asido o mesmo, se no lugar de lhes dar impulsdes a, b, ¢, nds os dermos as duasimpulsdesaea
i beda; ceada, etc. Qu pel a suposi ¢éooscorposA, B, C, etc. adquiriram deles
Mesmos 0s movimentos a, b, ¢, etc. Entdo os movimentos a4, &, a etc. devemser tais
que el es n&o perturbem em nada os movimentos a, b, ¢, etc isto € que se 0s corpos ndo tivessem
recebido sendo os movimentos 4, &, &, etc esses novi ment os deveriam se destruir
mutuamente, e 0 Sistema permanecer em repouso.

Disto resulta o principio seguinte, para encontrar 0 movimento de vérios corpos que atuam uns
sobre os outros. Decompor os movimentos a, b, ¢, etc. impressos a cada corpo, cada um em dois
outrosa,a ; b, 4; c, a; etc. que sejamtais que se ndoseimprimeaoscorpos
sendo osmovimentosa, b, ¢, etc., elestenham podido conservar seus movimentos sem se perturbarem
reciprocamente, e que se ndo se tenha impresso senéo os movimentos 4, &, & etc., o
si stema permanece em repouso; € claro que a, b, ¢, serdo os movimentos que os corpos adquiriréo
em virtude de sua agdo. Isto € o que deviamos encontrar.”

COROLARIO

“Quando um dos movimentos impressos for = 0, € claro que os movimentos nos quais o decompomos
s30 movimentosiguais e contrérios. Por exemplo, seaé= 0, terenps o novi nento &4 = ededirecdo
contréria ao movimento a; com efeito a é em todo caso a diagonal de um paralelogramo ondeae & s&o os
lados; ou quando adiagonal € = 0, oslados so iguais e diretamente opostos.”
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5. DISCUSSAO DO PRINCIPIO DE D' ALEMBERT.

Em nota de rodapé de seu “Tratado de Dinamica’, d’ Alembert afirma: “Este principio e a maior parte dos
problemas seguintes estédo contidos em uma Memdria que eu li na Academia no fim de 1742 e dessa forma a
primeira edicdo deste Tratado ndo apareceu sendo em 1743. No mesmo dia que eu comece a leitura de minha
Memoria, M. Clairaut apresentou uma que tinha o titulo: “ Sobre alguns principios que facilitam a solugdo de um
grande nimero de problemas de dindmica’” ; esta Memoria impressa no volume de 1742, foi lida depois da minha,
e ndo tem nada em comum com a minha”

Esta breve citazdo de d Alembert tem a finalidade de nos situar no contexto no qual o sédratado” foi
escrito. NBo somente Clairaut (1713 - 1765), mas uma grande quantidade de ma#titos, ou como eram
chamados nagpoca,

0s gedmetras, estavam seriamente empenhados em solucionar problemas gerais do movimento dos corpos.
N&o podemos esquecer que 50 anos antes Newton havia escrito os“Principia’ e que no periodo de 1670 41680 ou
até um pouco mais,

L eibniz confrontava o conceito newtoniano de forga, aportando importantes contribui cbes & dinamica, criticando
também de forma acerba alguns fundamentos da mecanica de Descartes, principalmente o conceito de extensdo
como caracteristica fundamental da matéria. E também importante acrescentar que foi Leibniz quem primeiro
criticou a nocdo de movimento absoluto em Newton.

Voltando a Descartes, o famoso fildsof o francés tinhafeito varias proposi ¢bes a teoria mecanica em seus

“PrincipiosdeFilosofia’, publicado em 1644. Em linhas gerais, mesmo no periodo em que d’ Alembert escreveu

0 seu “Tratado” as idéias de Newton ainda ndo estavam perfeitamente estabelecidas e sofriam um severo

questionamento por parte dos cartesianos. O ponto fraco da teoria newtoniana era exatamente o conceito de

forcaadistancia

Em nossa opinido o grande divisor de aguas desse embate histérico € o ano de 1750 quando Euler escreve a
segundalei de Newton na forma que conhecemos atualmente. A famosa equagdo que em alguns paises é chamada
de Newton-Euler com ainclusdo do somatdrio dos momentos rel acionados com a variagdo do movimento angular,
sua utilizacdo apropriando-se do formalismo proposto por Leibniz foi decisivo paraarecepcdo do newtonianismo
no continente europeu.

Voltando ao principio de d’ Alembert, podemos observar que o problema do choque de particulas tem varios
antecedentesimportantes. Principal mente Descartes, Huygens (1629 - 1695) e L eibniz haviam estudado e discutido
em profundidade os vérios aspectos deste problema. Dessasinvestigagdes iriam surgir 0s principios da conservagdo
da quantidade de movimento e da energia cinética, bem como o préprio conceito de energia potencial. Além disso,
essas idéias trariam imensas contribuicdes a propria constituicdo da mecéanica analitica, formalizada no ano de
1788 por Lagrange. Uma outra considerag&o que julgamos importante enfatizar € gue aparentemente o problema
proposto por d’ Alembert e aformulacéo que ele empregapode dar afalsaimpressdo de tratar-se de um problemade
cinematica. N&o devemos esquecer que d’ Alembert associa movimento a forgca e que uma decomposicdo de
movimento pode significar umadecomposi¢ao deforgasalém do que noitem “ definicdo” ele serefereexplicitamente
a quantidade de movimento que como sabemos é uma quantidade do dominio da dindmica.

Com afinalidade de tentar resgatar ndo somente o contexto no qual o “Tratado” foi escrito, mas também, se
possivel, asidéias originais de d’ Alembert ao escrever seu conhecido principio, utilizaremos algumas citaces do
mesmo. Conformejamencionamos anteriormente, d’ Alembert acreditavaser possivel apreender asleisdo movimento
somente através da mateméatica. Assim ele afirma: “E evidente que somente pela aplicacio da geometria e do
calculo, podemos sem a ajuda de nenhum outro principio, encontrar as propriedades gerais do movimento, seguindo
uma lei qualquer”. Além de acreditar que as leis do movimento estdo contidas nos teoremas e proposi¢des da
matemética, d’ Alembert também dirige uma severa critica a Newton pois era possivel estudar o movimento sem o
concurso da segunda lei.

Ao sereferir as causas do movimento que para Newton eram as forcas, d’ Alembert indaga e a0 mesmo tempo
responde: “Quais sdo as causas capazes de produzir ou de mudar o movimento de um corpo? NGs ndo conhecemos
até o presente sendo dois tipos: as que se manifestam a nés ao mesmo tempo em que o efeito que elas produzem...;
sdo elas que tém sua fonte na acdo sensivel e mitua dos corpos, resultante de sua impenetrabilidade: elas se
reduzem aimpulsdo e a outras agdes derivadas daquel es; todas as outras causas ndo se fazem conhecer sendo pelo
seu efeito e nés ignoramos inteiramente sua natureza...” Em outras palavras, embora as causas do movimento
fossem externas aos corpos, nds so poderiamos conhece-las, conhecendo seus efeitos sobre esses corpos.
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Seguindo a linha de raciocinio de d’ Alembert com relacdo as causas do movimento vamos diretamente a sua
criticaasegundalei quando afirma: “ Por que entdo teriamos nds de recorrer a este principio que todo o mundo faz
uso hoje em dia, que aforca aceleratriz ou retardatriz € proporcional ao elemento da velocidade? Principio apoiado
sobre este Unico axiomavago e obscuro, que o efeito € proporcional acausa...” E €le continua: “NAs ndo o adotaremos
mais, com alguns gebmetras, sendo como uma verdade puramente contingente pois que arruinaria a certeza da
mecanicaeareduziriaando ser mais que uma.ciénciaexperimental; nds nos contentaremos aobservar que verdadeiro
ou duvidoso, claro ou obscuro, ele éinutil amecénica, e que por conseqiiénciadeve ser banido.” Segundo d’ Alembert
asegunda lei de Newton introduz o dado experimental da realidade, destruindo sua racionalidade aprioristica que
Ihe era tdo cara e portanto deveria ser abolida. Isto cinqlienta anos ap6és a publicagéo dos “Principia’.

Este é o quadro geral no qual se dava o embate dos cartesianos contra as idéi as newtonianas. Vejamos entdo em
maiores detalhes o quadro conceitual no qual se apoiava a mecanica de d’ Alembert. Segundo €ele: “O principio do
equilibrio juntamente com o da forca de inércia e do movimento composto, nos conduzem a solugéo de todos os
problemas onde se considere 0 movimento de um corpo...” E prossegue: “Tudo o que nés vemos bem distintamente
no movimento de um corpo, € que ele percorre um certo espaco e que €l e emprega um certo tempo em percorre-lo.
E ento destaidéia somente que devemos tirar todos os principios da mecanica..” Continuando ele volta & quest&o
daforca “Assim eu proscrevi inteiramente asforgasinerentes aos corpos em movimento, seres obscuros e metafisicos,
que nao sdo capazes sendo de trazer as trevas sobre uma ciénciaclarapor elamesma...” E discorrendo como estimar
as forcas que atuam sobre um determinado corpo ele acrescenta: “ E unicamente pelos obstécul os que um corpo
encontrae pelaresisténcia que lhe oferecem... Mais obstacul os que um corpo pode vencer ou que ele possaresistir...
mais se pode dizer que afor¢caégrande... E ndo é ent&o sendo no equilibrio ou no movimento retardado que devemos
procurar amedida ( das forgas) ..” “ Entao no equilbrio o produto damassa pelavelocidade, ou, que € amesma
Coisa, a quantidade de movimento, pode representar aforca’.

Ficaclaro dentro do quadro conceitual usado por d’ Alembert que a quest&o do equilibrio serefere aumaforma
de estimar as forgas e ndo como um meio de transformar o problema de dindmica em um outro de estética como
alguns pretendem. A forcadeinérciaaqual el e sereferetambém ndo tem nenhumarel acdo com aadicéo de umaforca
ficticia no sentido de parar 0 movimento como os textos de mecanica interpretam modernamente o seu principio.
Para ele, forca de inércia é a que advém da massa do corpo conforme €ele se refere no “Tratado”, desta feita em
concordancia com o conceito de inércia de Newton.

6.LAGRANGE DISCUTE O PRINCIPIO DE D’ ALEMBERT.

Lagrange, em suaobraprincipal “M écaniqueAnalytique’, publicadaem 1788, discute deformaclarae acessivel,
o principio de d’ Alembert. Muito embora o trecho que nos interessa seja razoavel mente longo, preferimos usar as
prépriaspaavrasde Lagrange: O “ Tratado de Dinamica’ de d’ Alembert que apareceu em 1743 colocaum fim nessas
espécies de desafios, oferecendo um método direto e geral para resolver, ou pelo menos para colocar em equacdes
todos os problemas de dinamica que se possaimaginar. Este método reduz todas as |ei s de movimento dos corpos a
outro de seu equilibrio e conduz a dindmica a estética. NOs temos ja observado que o principio empregado por
Jacques Bernoulli ( 1654 - 1705 ) na pesquisa do centro de oscilacdo teve a vantagem de fazer depender esta
pesquisa das condic¢des de equilibrio da alavanca; mas estava reservado a d’ Alembert visualizar este principio de
uma maneira e de lhe dar toda a simplicidade e a fecundidade que ele pode ser suscetivel.

Se imprimirmos a véarios corpos movimentos que sejam forcados a variar por causa de sua agéo mutua, é claro
que podemos observar esses movimentos como compostos daquel es que os corpos adquirem realmente, e de outros
que sdo destruidos; donde se segue que os Ultimos devem ser tais que 0s corpos animados somente com eles se
mantém em equilibrio.

Tal é o principio que d’ Alembert apresentou em seu “ Tratado de Dindmica’ e onde ele fez um féiz uso em
muitos problemas e, sobretudo naquele da precessdo dos equinécios. Este principio ndo fornece imediatamente as
equacBes necessarias para a solucdo dos problemas de dindmica, mas ele ensina a deduzr as condi¢des de
equilibrio. Assim, combinando este principio com os principios ordinérios de equilibrio da alavanca ou da
composi¢ao deforcas, podemos sempre encontrar as equacoes de cada problema; mas a dificuldade de determinar
asforcasquedevem ser destruidas, além dasleisde equilibrio entre essasforcas, torna fregiientemente a aplicacéo
deste principio embaracante e penoso; e as solugdes que resultam sdo quase sempre mais complicadasque seelas
fossem deduzidas de principios menos simples e menos diretos, como podemos nos convencer pela segunda parte
do mesmo “ Tratado de Dindmica’.

Se nis qui séssemos evitar as decomposi ¢Bes de movimentos que este principio exige, ndo teriamos sendo que
estabelecer imediatamente o equilibrio entre as forgas e os movimentos engendrados, mas tomados em diregdes
contrérias. Pois se imaginarmos que se imprime em cada corpo, em sentido contrério, 0 movimento que ele deve
tomar é claro que o sistema sera reduzido ao repouso; por conseqiéncia, seria necessario que esses movimentos
destruissem esses que 0s corpos tinham recebido e que eles teriam seguido sem sua agdo muatua; assim deve ter
equilibrio entre todos esses movimentos, ou entre as forgas que os podem produzir.

Esta maneirade transformar as leis da dindmica nas da estética é na verdade menos direta que a que resulta do
principio ded’ Alembert, mas ela of erece mais do que simplicidade nas aplicacdes; isto remete aHerman e Euler, que
aempregaram na solucéo de muitos dos problemas de mecénica e onde se encontraem alguns tratados de mecanica
sob 0 nome de principio de d’ Alembert ”.
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7. COMENTARIOS FINAIS E CONCLUSAO.

O principio de d’ Alembert deve ser analisado no contexto de um confronto de idéias por parte dos cartesianos
com as leis do movimento de Newton. O que os cartesianos defendem, como pudemos depreender das palavras de
d’ Alembert, € umamecénicaracional detipo aprioristica, onde asleis do movimento sdo deduzidas da matematica
pura e simplesmente sem nenhuma intervencao ou investigacdo empirica. Nao seria exagero se disséssemos que
d’ Alembert apresenta uma outra teoria para se estudar o movimento dos corpos. |sto soa bastante estranho, pois
aguela época ja sdo decorridos mais de cinglienta anos da publicacdo dos “Principia’.

Tivemos também oportunidade de observar que d’ Alembert no utiliza o conceito newtoniano de forca e que
ele muitas vezes confunde forga com o préprio movimento, ou, o que € mais freqiente, forca com quantidade de
movimento como uma heranca recebida diretamente de Descartes. Quase que como uma decorrénciaimediata de
seu conceito de forca, ele se refere a uma situacéo de repouso como uma formade estimar as forgas que atuam em
um determinado corpo e é também por isso que ele tenta decompor o movimento utilizando os movimentos
efetivos juntamente com aquel es que sdo destruidos, pois é pela resisténcia aos obstacul os, ou sgja, tentando parar
0s objetos é que podemos medir as forcas que atuam sobre eles.

Os erros cometidos pel os textos de mecénica, na sua grande maioria, consistem em confundir os conceitos de
forca como se ndo existissem diferencas entre d’ Alembert e Newton. Em outras palavras, os textos ndo levam em
conta a histéria de como esses conceitos foram constituidos e newtonizavam o préprio principio de d’ Alembert,
enfocando o problema colocado por d’ Alembert com uma visdo moderna, posterior ao préprio Newton. De uma
certamaneira até Lagrange ao discutir o principio de d’ Alembert “atualiza’, digamos assim, o referido principio,
associando-o 4idéiade trabalho virtual. Mas é fundamental deixar claro que no ultimo paragrafo do item anterior
Lagrange nega que o principio de d' Alembert seja uma transformacéo de um problema de dindmica em um outro
de estatica, acrescentando que este fato se deve a Herman e Euler.

Quando Lagrange discute o principio de d’ Alembert em sua “ Mecanica Analitica” , ja se passaram 45 anos
da publicacdo do “ Tratado de Dindmica” . Nesse quase meio século, Euler tinha apresentado a segunda lei de
Newton na forma que a conhecemos hoje e tinha demonstrado sua extrema fecundidade e potencialidade na
solucéo de problemas os mais variados da mecanica. Era portanto, perfeitamente justificavel que Lagrange ao
voltar ao principio de

d’ Alembert introduzisse conceitos novos e de eficaciaja comprovada. Lagrange ndo sb faz isto como também
isenta o principio de ser uma mera transformacdo de coordenadas ou algo semelhante com o intuito de “parar” o
movimento.
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Abstract: The purpose of this work 1is to explore theoretical and numerical aspects of the behaviour of plane trusses
which undergo large displacements and strains. leading the material to operate in the plastic regime with damage. Such
nonlinearities justify the use of a stmple structural element, ie plane truss, in order to present the basic theoretical aspects
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1. Strains

Consider a bar with current length £ and current cross section e, submitted to a normal force N. The initial
configuration is given by the initial length L and cross section A. The simplest strain measure is the stretching
ratio, A, which permit us to obtain a dimensionless equation with respect to the displacement. A can be defined
as the ratio between the initial and final lengths,

/
T
Although the stretching, A, is a measure of deformation other measures can be worked out from it, leading to
the concept of strain. The basic idea is that any new strain measure should vanish at the reference configuration,
ie. A =1, and should agree with the classical definition stated as the change in length over the original length.
In one dimension, a general measure of strain, £, as function of the stretch ratio,

e = f(A).
can be introduced, where the function [ is chosen at owr convenience. = can expanded in a Taylor series about

the unstrained state

(1)+()\—1)df+ die . 2)

M=)
)1,\

h;

5

and enforce f(1) = 0, so that £ =0 at A =1, as sought.
In order to make the strain to increase monotonically with the stretching, g—;— = 0 for all values A > 0. Hence,

to each value of stretch there corresponds a unique value of strain. If % =1 at A =1 all definitions coincide

for small strains.
With these restrictions, many strain measures are possible and several commonly used. We can use the term

deformation family to define

L) im0,
it m( ) l & # . (5)
In X if =0,

with Table 1 defining the relations between m and the deformation class.
All the defined strain measures lead to the same result for small stretch ratios (A = 1). However, when the
stretch ratio grows, the strain values are rather different one from each other. -
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Table 1. Deformation family and stress conjugated measures.

| deformation | m | symbol equation stress
Almansi -2 £4 % (l - )\_2) T e
Hyperbolic | -1 EH 1=-xt o = opA\?
Logarithmic | 0 gL In A TL = TpA
Engineering | 1 £E Al TE = dn
Green 2 ca s =1} [oe=aa)

1.1. Strain rate

The strain rates can be easily calculated from Eq. (3) as,

where d = A=A is called instantancous strain rate.
2, Stress and Equilibrium

For numerical analysis by the finite-element method, it is suitable to write the equilibrinum of a structure
using the weak form of the Principle of Virtual Power,

] p -
ZT(O)+ Wi+ W* =0 ()
di

where v is the velocity, T(v) = % fv pv2dV is the kinetic energy and,

Wi = / gédV. W =-— / pbudV = fiv )
v 14 i

are the internal and external power, respectively, with p being the density, 0 representing the volume forces and

fi are the prescribed local forces.

For the particular case when the equilibrinm is static, the Principle of Virtual Work is applied. Since
velocities are not envolved, a virtual displacement produces the virtual work. In this way, the Principle of
Virtual Work states that a body is in equilibrium when the total virtual work of the applied forces is null,

F? — F¢ = (), where

F' = / odedV and Fe = / iS?A’-fJb(-H’r—Z Jfidu; @
v v i

are the internal and external work, respectively.

Hill (Hill, 1978), in 1968, introduced the concept of conjugate stress and strain measures as a tool with which
one can explore constitutive inequalities in solid mechanics. The stress ¢ and the deformation £ are conjugate
if the potential per unit of volume can be written as:

w' = gé (8)

Such that, regardless of the strain-stress measures used, the potential u® is always the same. The expression
work-conjugate is used to imply that a set of strain-stress definitions is physically consistent.
In this way, the potential of a normal force N is given by:

L
e (©)

where A is the Biot’ strain rate and o,, = % is the nominal stress. In this way, from the equality,

N . : m—113
E/\ = Ombm = OmA” 1A (10)

one can obtain any stress measure conjugated to the strain family Eq. (3),

G o (11)
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It is worth to point out that with m = 1 we have the classical stress—strain measures, while for m = 0,
ér =d = A\"1, the conjugated stress is called frue stress where,

.\P v N . i
B o 12
T T o
which means,
N v
o 13
s aV o

When the volume is kept constant during an analysis, Eq. (13) becomes oy, = %

We can enhance Table 1 by listing the complete set of stresses conjugated to their strains.

2.1. Stress rate

The time derivative of expression (11) gives the expression for the general stress rate,
Om = C‘;'uA‘l T (Tn = 1)/\_1”'0')‘\ (14)

3. Constitutive Laws

Until now, kinematics relations and equilibrium equations were studied separately. The way to link the
stress and strain fields is through a constitutive law. The constitutive law must be able to reproduce in details
the experimental observations about the material behaviour. In general,

T = Ty (E-m.) (15)

The simplest expression for the function o,,(g,,) is to assume it linear, which leads to the classical elastic
material model. For example, the Young Modulus, E, relates the nominal stress with Biot’ strain,

cp = FEeg (16)

In fact, we can define a general elastic modulus £, related to F, for each stress—strain measures.
A relation in rates can be obtained from Eq. (15),

é—'m- — Dm. E‘:-m { 17 )

where D, = %’g—’*- is the tangent elastic modulus and it coincides with E,, only in the linear elastic case.

Recently, not only the elastoplasticity theory in large strains field has been discussed extensively, as well
as material degradation can be formulated, using Continuum Damage Mechanics framework. In elastoplastic
analysis with damage, the degradation (or voids evolution) is represented by a damage parameter, [); while the
plastic variable represents the permanent deformation in the crystalline structure of metals,

om = (1—D)Enze;, (18)

where ¢ is the elastic part of the total strain.

T
3.1. Basic equations

When a bar is loaded, its confignration changes from a given initial state with area A and length L at t =1,
into the current state, + = ;. with area a and length #. I the truss is then unloaded at { = {5, this unloaded
confignration will differ from the initial one only by a rigid body rotation, when assuming an elastic material.

However, for a material undergoing inelastic behaviour, permanent deformations are observed when the
material is freed from stresses, Figure 1. The confliguration shown in Figure 1 is called dinfermediole local
configuration, relative to which the elastic and plastic responses of the material are characterized (Bonet and
Wood, 1997).

Since bar element is one of the particular cases when the permanent and elastic deformations are colinear,
the stretching can be written as follow (Simo and Hughes, 1997; Bonet and Wood, 1997; Kirchner et al., 1997),

A= A°NP (19)

The Eq. (19) is called multiplicative decomposition of the stretch ratio into its elastic and plastic components.
From Figure 1, the following equations can be derived,

ds = AdS ds = A°ds? ds? = APdS (20)
leading to the additive decomposition used in the small strain regime

In(A;) = In(A§) + In(A) (21)
when a logarithmic strain definition is used. In the next sections, instead of using general expressions for stress

and strain variables, the logarithmic strain £ = In(A) and its conjugate stress o = ll? will be used.

[l
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=0; c=0

=ty =0
Figure 1. Spatial position of a bar stressed beyond its elastic limit and then unloaded.

3.2. Elastoplasticity with damage model for unidimensional case

The well known von Mises criterion with isotropic hardening is used to define the region where only reversible
phenomensa take place. For unidimensional analysis, it is represented by the equation,

#(oya, D) = < |f|u L \/gh’.(a) <0 | (22)

where R(a) is the flow stress for the current value of the work hardening parameter . A general form for R(a)
is the exponential equation suggested by Voce (1955) apud (Simo and Hughes, 1997),

R(a) = oy + Ka+ (K — Ko)[1 - exp (—6a)] (23)

where K, Ko, Ky and 6 arc positive material constant and K. = Kj.
The incremental plastic strain is proportional to the gradient of the yield surface ¢,

(el6} sign(a)
—_— L = A 24
e D) (24)

=P

For material degradation, we can use the model suggested by Lemaitre (Lemaitre, 1985), where the damage
evolution is given by,

. b
S o 95
r 51-D)’ (25)
where,
2
a :
YV = —o—4——— 26
2E(1 — D) (26)

and .S is a material parameter.
Applying the strain—hardening hypothesis, the hardening parameter is represented by the equivalent plastic
strain,

6 = VEPEP = A —moee (27)

4 and ¢ must obey the Kuhn-Tucker conditions of optimization theory:
¥=0, 520, $<0 (28)
and the consistency condition:

“'((..-"} = (29)



Proceedings of COBEM 2001, Solid Mechanics and Structures, Vol. 16, 159

3.3. Elastoplastic with damage tangent modulus

In view of ¥ # 0, the consistency condition is written as,

b L g (30)

— G + - — ¢y =

do aD Hex
which must be satisfied for plastic flow, i.c., when ¢ > 0. Using equations (22]-(26), the following expression
for the hardening parameter is found:

I sign(o
_ Esig(o), .
E+ R,
where
e &
H'rr i 5 rI\ + O(I‘x o K(_]) exp -"‘:‘s(}:] (32)
From equations (24), (27), (31) and (32), the incremental plastic deformation can be written as,
E
po i (33)
E+ R,
and, finally, the stress—strain relation in rates is,
ER, lo|EY
. i 1 e D : Tk i |- ;-\ BY R
o {( iR B0 D)J o
which defines the elastoplastic with damage tangent modulus, D%P,
pdep E if =0, .
= LS DR lo| &Y G 35
[ E¥Rs R,_,f?(l—D)] if ¥ > 0.

4. Algorithmic aspects of finite plasticity with damage
4.1. Incremental problem — time discretization

Consider a structure formed by bar elements with cross section A; and length L;, subject to nodal forces f
and body forces b.

Lot tg, B, oy tny tnp1 = tn + At be convenient time instant along the time interval over which the response
is songht. Consider the time step At = f,41 — t,: at t = ¢, the total and plastic strain fields and the internal
variables are known and the solution should be computed at ¢ = £,41 for given load increments Ab and Af.

The nonlinear boundary value problem concerning the finite-step should be solved with an iterative scheme.
In the scheme here adopted, cach iteration consists of a linear predictor phase and a non-linear corrector phase
plus a convergence test. The index n+ 1 of the time step has been omitted and the superscripts ¢ and @ + 1
refor to the iteration.

4.1.1. Predictor phase

At the iteration i + 1 for a fixed plastie and damage variable value, e.g. equal to the value reached at the
end of the previous step AL, = AP and Djyq = Dy, the trial state is summarised in Box 1.

Box 1. Equations of Predictor phase.

1. Evaluate elastic trial stretching, elastic trial deformation:

e trial e ’\i+1{>\p)i_l

it+1
e frial e drialy
e = Im(A)

2. Evaluate the trial elastic stress state:

e trial _ y e trial
o1 = Bl -Dierl,

In order to check if the state of stress is compatible with the assumption of an elastic step, we can usc

e Geall P
1) LT NS o
e i, Dy) = s §h’,(t.r?,J <0 (36)
T
If ¢ <0, then the step is already elastic, that means, ane1 = @, Dy = Dy, and £ 41 = &b, perform now
a next step. On the ohter hand, if ¢ > 0, then a corrector phase is necessary.
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4.1.2. Corrector phase

For the corrector phase, the stress, damage, hardening parameter and plastic and elastic strains are updated

as follow:

oiv1 = B(1— Dip1)efi, (37)
Diy1=Di+ A‘f‘l-"% (38)
o= o5t -& (39)
el =gl AN, (40)

I etrial ; PR
Eir1 = €501 S a’}l\' A | (’11}
where:
: sign(ais1)
"I\'I\'-. = — ¥ 42
e S (42)

The value of A~, 6D and ;41 are obtained from the following system of equations,

1—D; :
il = J_iD_':l + EA"‘r .‘:‘t]j_:‘;I](Ui) =1
Yit1
G sl Ol A“m =0 (43)
|41 2
Y _\f/=Rlaj.1) =0
LDy \/; (@i+1)
where,
?
Vg1 = ik} (44)

o
4.1.3. Convergence test

Compute residual force vectors and check convergence comparing a norm of the residual with a fixed toler-
ance. If the convergence test is not passed, perform a new iteration.

4.2. Finite element method — spatial discretization

Figure 2 shows a plane truss element. It is a two nodes isoparametric element, with linear interpolation (sce
shape functions N on the figure) for displacement and continuity over the elements.
The displacements and coordinates are defined, respectively, as,

[1_5 e u}u (45)

S e

Al s e D !

= [ 6 -5 0 g} * (46)
where

ul = [ur w1 uo ] (47)

e 1 w1 = 2] (48)

are vectors of nodal displacements and nodal coordinates,
Strains are defined as,

,-_,B _l f A0
g =DBu= 11(3) (49)

where

£ = (%91 + u1)T (x21 + uz) L2 = x x5 (50)
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Figure 2. Truss element.
with
Xoi= [;zrg —xy Y2 — ;m] ul = [ug —wy Vs — -a,-‘l] (51)
The matrix B = 2—; in Eq. (49) is given by,
1
B — FA(x—i— u) (52)
where A s an auxiliar matrix,
il i i—ilet
g a0 “
Fellih 0 o)
0 -1 ] 1

4.2.1. Iterative solution procedure

As diseussed in section 2, for static analysis, a body is in equilibrium if the sum of internal and external
work is null, F* — F® = 0. For each finite clement {subscript ¢), internal and external work take the form,

Fi=ul f BT odV
%

(54)
=u’ { / NTpbdV — NTf
SV

5
|

The global force vectors can be computed from all element contributions through a standard assembly oper-
ator (Hughes and Winget, 1980), (Simo and Hughes, 1997}, which is linear and will not change the operations
carried out at element level.

In the last scction, the first step procedure (predictor phase) is based on a known value of Entl,it1
Buyp1i01 = In (Any1,41), where

Wyt 11 = Up +0Uny1 it (55)
Then, du, 1,41 remains to be determinated through an iterative solution procedure, where F? ., is lin-
carized about the current state, defined by u;,
,

i 1 " B o 5 i
‘r:_,?'.-|-l = i du;qy = kidugy (56)
]
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where k; is the clement tangent stiffness matrix. As before, the index n + 1 of the time step has been omitted
and the superseripts ¢ and @ + 1 refer to the iteration.
By solving Eq. (54a), one arrives at:

3 - A
Fi :—-)\"(1"2“)%2& (x4 u) (57)
where v is the Poisson.

That means,

i d dgi)\ 1+ 2{/1‘4
: du? =y

where b{u) = A (x 4+ u).
Finally,

ki = ki + kol o kch (59)
where the submatrices are given by,

o e Al
kj_{ = b(ll) 0#_. —-—L{:z'—b(u)

L= ) J;A (60)

P Ve i (14+2e) g +/\—(l+29}G_AA

bnsb u; I L

i34 A
kga = —(1+ 20)A~C*2) == b(u)b(u)

The equilibrium equation is replaced with the lincar approximation of F! *: 11: which results in a iterative
procedure.

G . . 5 Fer;
The explicit expression for the coefficient Z--2+=

: iz discussed next.
i np1

4.3. About algorithmic damaged clastoplastic tangent modulus

~€. il

Since equations (37) and (41) define the stress ¢ as an implicit function of the trial logarithmic strain £%
the lincarization of the relation defines the consistent algorithmic elastoplastic modulus as (Simo, 1992):

Jop
iy n+l .
L (61)
d‘n+l
Recall that,
A I7l0] 0]
6¢p = 5——080p 11+ 3D, da =0 -
| o1 i D41 o devy 11 Anil (62)
where,

341
"]'(J_ Uﬂ.-l- 1)4

1 Y.n.+l
5(}.%4—1 7 [1 _Dn+l : 9(1 T n-l |)

In view of Eq. (38).

AvSDyi (63)

} SN~

3Vt —1 Yor1 Tn+1 :
= —--—-—-—~—A AT Ay - ————— —Ando, 6
e - Um0l g ) TR e e
The constitutive law leads to,
1 ; da, doy, ;
0oni1 = d—“—UTiz bl + A OB +an|_1. WDt JU: ! (65)

=
when remembering that during a global iteration, the trial state is not held fixed due to a change of the
displacement.
With the set of equations (62), (63), (64) and (65) and in view of,

8¢ _ sign(oni1). ol {naeil olol R

Ao 1—Dpyy 80n (1—Dppg)?’ B

30’??“ 0011 trial 3Yn i1
A E 1 i D __ . TL s —f“ e bria T A"‘."

dcpf_ﬂmr { 4 1). 81)?14—]. n i 9(]. = Dn-.--l)2 :

dop 1 L ‘41}.’,’11(0’ ) Fe® Jdrial Yoi1

E))A_’“,-_’ B U n+1 “n+t1 S(l 2 D-n i-l} ;

(/o F e Adrial Tn+1 Anr

e o DR
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Figure 3. (a)Classical truss example and (b) the load-displacement curve.

: e trial
we can express 00,1 in terms of dey 7" as:

_ mdep _etrial i
50—'?-4'[ T Dn.-l—IO:ﬂ.+l ({){)

and ‘Di‘fl is called algorithmic tangent modulus and it does not coincide with the elastoplastic with damage
tangent modulus defined by Eq. (35).

5. Example

Figure 3(a) shows a classical example when large strains are considered. Initially, the truss was analised
congidering only geometrical nonlinearity (GNL), with controlled displacement at node A; the elasticity modulus
is £ = 2 10° Mpa and » = 0.. In a second analysis, the physical nonlinear response(GNL+PNL) was also
included through plasticity with damage, where K = 1. 10° Mpa, Ko = Ky =0 and S = 0.2 MPa.

The response changes significantly for the two analysis, as can be seen in the load-displacement curve of
Figure 3(b). The curves present a descending branch, well known as snap-through behaviour, when the eritical
load is reached.
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Resumo. Uma formulagdo para o estudo da interagdo entre uma estrutura, representada por uma placa apoiada sobre uma
fundagdo visco-eldstica, e um carregamento oriundo de um subsistema mecdnico em movimento, que percorra uma trajetoria
qualquer ao longo da superficie da placa é apresentada neste trabalho. Utiliza-se o método dos elementos finitos e a técnica dos
grafos de ligagdo na modelagem do sistema. O modelo matemadtico, obtido na forma de equagdes de estado, permite uma andlise
fisica do sistema global, isto é, uma andlise do comportamento dindmico da estrutura de placa e do subsistema mecdnico,
interagindo entre si. Sdo apresentados resultados de simula¢do para a validagdo do procedimento, com o intuito de destacar a
importdncia de um modelo que considere o comportamento global do sistema.

Palavras-chave: Dindmica, Vibragdes, Cargas Moveis, Elementos Finitos, Grafos de Ligag¢do
1. Introducao

Dentre as aplicagdes do problema de cargas mdveis, a andlise da interagiio entre veiculo e estrutura, constitui um
dos maiores desafios enfrentados. As dificuldades estdo na necessidade de se considerar em um mesmo modelo,
subsistemas de natureza distinta, interagindo entre si.

Por se tratar de um assunto de grande relevancia para a engenharia, esforgos tém sido realizados com o intuito de se
dar um tratamento matematico mais aprimorado, visando o estudo de sistemas mais sofisticados, e que representem
melhor a realidade.

Diferentes aspectos do problema em questdo foram investigados ao longo das ultimas décadas. Biggs (1964),
Timoshenko (1965) e Warburton (1976) apresentaram solug des analiticas para a equagdo diferencial de governo de uma
viga Bernoulli-Euler submetida a uma carga mével simples e constante.

Considerando o efeito do cisalhamento ¢ da inércia rotatdria do modelo estrutural, Achembach & Sun (1965)
analisaram o comportamento de uma viga de Timoshenko infinita apoiada em uma fundag@o elastica, quando
atravessada por uma carga movel. Jahanshahi & Monzel (1965) e Adler & Reismann (1974), utilizando a teoria de
Mindlin para placas, incorporaram os mesmos efeitos para o caso de uma placa infinita sob a agdo de um carregamento
movel distribuido em linha perpendicularmente & sua trajetoria. Todos estes trabalhos, entretanto, ndo consideraram o
regime transiente da estrutura e o carregamento adotado era sempre constante.

Utilizando a técnica dos grafos de ligagdo, Margolis (1976) apresentou um procedimento para a analise dindmica de
um veiculo trafegando sobre uma ponte. Neste trabalho a ponte foi representada por uma viga, através de suas
autofungdes e frequéncias naturais, enquanto o veiculo foi modelado como corpo rigido apoiado sobre sua suspensdo. A
dindmica do sistema completo pdde, entfo, ser estudada. Estendendo esta metodologia para a analise de modelos
estruturais bidimensionais, Da Silva & Bessa (1999), analisaram a interagdo entre uma placa de Kichhoff e um
carregamento oriundo de um subsistema mecanico em movimento.

Entretanto, a modelagem do subsistema estrutural através de suas autofungdes, implica que a solug do analitica da
equacdo diferencial parcial de governo seja previamente conhecida. Isto traz uma limitagdo para a modelagem de
estruturas com condi¢des de contorno mais complexas.

Com o desenvolvimento e difusdo de computadores digitais com maior capacidade de armazenamento e maior
velocidade de processamento, tornou-se viavel a utilizagdo de ferramentas computacionais ¢ métodos numéricos mais
elaborados. O método dos elementos finitos, particularmente, tem se mostrado eficaz na representagdo de modelos
estruturais com elevado grau de complexidade.

Varios autores utilizaram esta metodologia para estudar o problema de cargas moveis. Lin & Trethewey (1990) ¢
Yang & Wu (2001) analisaram o comportamento de uma viga Bernoulli-Euler interagindo com sistemas dindmicos de
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um e dois graus liberdade. Considerando uma carga simples, Thambiratnam & Zhuge (1996) e Hung & Yang (2001)
investigaram o caso de uma viga apoiada em uma fundag o elastica, enquanto Taheri & Ting (1990) apresentaram um
modelo para a andlise de uma placa com condi¢des de contorno arbitrarias.

Apesar da eficicia proporcionada pelo método dos elementos finitos na modelagem do subsistema estrutural, a
principal dificuldade consiste na complexidade matematica de se analisar sua interacdo com um subsistema de
parametros concentrados.

Aliando as vantagens do método dos elementos finitos a versatilidade e modularidade da técnica dos grafos de
ligagdo, Da Silva (1994) apresentou um procedimento para a representagdo de uma estrutura que interaja com
subsistemas de natureza fisica distinta. Uma aplicag 8o proposta consistia na analise de um veiculo com quatro graus de
liberdade trafegando sobre uma viga com apoios intermediarios.

Utilizando este procedimento, Bessa (2000), Bessa & Da Silva (2000a) e Bessa & Da Silva (2000b) investigaram o
comportamento dindmico de vigas e placas com condi¢des de contorno arbitrarias e submetidas a subsistemas
mecanicos em movimento com diferentes niveis de complexidade.

Neste trabalho apresenta-se uma placa discretizada pelo método dos elementos finitos e representada por grafos
multiligacdo submetida a um carregamento movel. Comparam-se os resultados obtidos com os resultados de modelos
simplificados disponiveis na literatura. Apresenta-se, ainda, um modelo especifico para a andlise da interacdo de uma
placa de Kirchhoff apoiada sobre uma fundagfo visco-eldstica com um carregamento oriundo de um subsistema
mecanico que possua uma dindmica prépria.

2. Modelagem do sistema
2.1. Placa submetida a carga movel constante

A determinacdo da resposta de uma placa sob a agdo de um carregamento movel é de grande interesse para a
engenharia, pois seu campo de aplicagdes envolve o estudo do comportamento da fuselagem de acronaves, e analise da
interagdo entre veiculos e estruturas.

Para investigar esta classe de problemas, parte-se de um modelo mais simplificado, no qual emprega-se uma carga
concentrada, movendo-se com velocidade constante ao longo de uma trajetéria plana pré-estabelecida, conforme
apresentado na Fig. (1a). O grafo de ligagdo proposto para a representaco deste sistema é apresentado na Fig. (1b).

F(1) Se:Fi

v [ 1)

jei G e
e Ll MTTF: (o)

@ (b)
Figural. () Modelo fisico do sistema e (b) Grafo de ligacdo do sistema

A parte deste grafo correspondente & estrutura baseia-se no modelo proposto por Da Silva (1994), e aplica-se a
qualquer estrutura que possa ser representada em termos de suas matrizes de massa [M], de flexibilidade [K]™ e de
amortecimento [B], representadas na Fig. (1b) pelos campos multiportas I, I e IR respectivamente.

Pelo fato da carga estar em movimento, seu ponto de contato com a estrutura varia a cada instante de tempo. Deste
modo, como o carregamento ndo se limita apenas aos nés, torna-se necessaria sua representagdo no interior do elemento
de placa. Natécnica dos grafos de ligacdo esta funcéo € desempenhada por um multitransformador modulado (M T F),
cujo médulo{F} € definido através das fungdes de interpolacdo, calculadas no ponto de contato do carregamento com a
placa.

As matrizes elementares do modelo estrutural foram definidas, através de uma formulacdo consistente, para um
elemento de dezesseis graus de liberdade (quatro graus de liberdade por n6 — w, Tw/Tx, Tw/fy e T°w/fxTy). As
funcBes de interpolacdo para este el emento sdo obtidas a partir do produto das fungdes de Hermite unidimensionais nas
diregBesx ey.

Deste modo, definidas as funcbes de interpolagdo, determina-se os coeficientes das matrizes elementares de massa
(M) erigidez (K;).
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onde D,, D,, D, e D,, representam arigidez flexional de uma placa ortotropica,

3 3 3
Eh =X, 5. ER b :1—12612h3

D ; = ’ ’
" 12{1 nn,,)’ P12 nn,) »T12(-nn,,) Y

enquanto!l, =r h e l, =%r h® sdo os momentos de inércia de massa.
A matriz de amortecimento do modelo estrutural pode ser obtida através de uma combinagdo linear das matrizes de
massa e rigidez, conhecida como Amortecimento de Rayleigh.

B =axM; +bxK’ ®3)

Neste caso, as constantes de amortecimento a e b, sdo escolhidas de modo que segjam proporcionados os
coeficientes de amortecimento modal (x, ) desgjados.

(w2 -w?) (4)

b = 1
Ww2-w?) (5)

Estas matrizes foram definidas, através de uma formulagdo consistente, para um elemento isolado da malha. Para a
construcdo das matrizes globais [M], [K] e [B], que sdo utilizadas por este procedimento para a representacdo da
estrutura, deve-se compatibilizar os deslocamentos nos graus de liberdade do modelo, impondo condi¢bes de
continuidade e equilibrio & variaveis priméarias e secundérias.

Assim, 0 modelo de estado obtido a partir do grafo da Fig. (1b), escrito em funcéo das varidveis de estado de
entrada do sistema, é apresentado na Eq. 6.

ep u e [B]m]* [K]uep u e{F H o

G076 M o g0l

onde p, e g; s80 0s vetores com as quantidades de movimento e com os deslocamentos associados a cada grau de
liberdade do modelo estrutural e e; representa o carregamento que atua na estrutura.

Deve-se ressaltar que 0 médulo do multitransformador {F} , € um vetor cujo nimero de coeficientes depende do
nimero de graus de liberdade do modelo estrutural. Porém, apenas dezesseis destes coeficientes, correspondentes aos
graus de liberdade do elemento de placa no qua a carga esteja atuando, assumem valor diferente de zero. Assim, existe
um sub-vetor 16” 1, que a medida que a carga se move para o proximo elemento, ele se desloca para os graus de
liberdade representativos deste elemento.

Os valores dos termos deste sub-vetor podem ser calculados a partir das fungdes de interpolacdo do elemento.
Como a carga esta em movimento, sua posi¢ao (i 37) no interior do elemento pode ser substituida por:

X =V (t-to) ()
y=va(t-to )

onde v, e Vv, sdo as velocidades em x ey, et € 0 instante em que a carga entra ho elemento.
2.2. Aplicativo: interacdo veiculo — estrada
A técnica dos grafos de ligagdo tem se mostrado eficaz na solucdo de sistemas que envolvam solicitagdes

dindmicas, inclusive quando ha interacdo entre subsistemas com elevado grau de complexidade. Assim, esta técnica
torna-se perfeitamente aplicavel amodelagem da interagéo entre um veiculo e uma estrada, como apresentado na Fig. 2.
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Figura 2. Modelo real do sistema veiculo — estrada

Para representar corretamente este sistema dindmico é de extrema importancia a consideragdo da influéncia do
terreno sob a estrada. O modelo fisico proposto para representar este sistema consiste de um veiculo, modelado com
sete graus de liberdade, que trafega sobre uma placa apoiada sobre uma fundagéo visco-el stica.

Devido a modularidade da técnica de modelagem utilizada, 0 modelo dindmico globa pode ser obtido através do
acoplamento dos grafos desenvolvidos, isoladamente, para cada subsistema. Deste modo, o grafo multiligacédo
representativo do sistema completo é apresentado na Fig. (3c).

L L L o _____ J

Figura 3. (@) Modelo fisico do sistema veiculo — estrada; (b) Modelo do veiculo e (¢c) Grafo multiligagdo do sistema

Como pode ser observado na Fig. (3d), a fundagdo visco-eléstica, utilizada para representar o terreno, foi modelada
como sendo uma serie de molas (kf) e amortecedores (cf) linearmente distribuidos sob a placa. Deste modo, as

matrizes caracteristicas deste modelo estrutural, podem ser obtidas através da simples adi¢do das matrizes do elemento
deplaca(K; e B}), com asmatrizesrelativas afundagéo elastica (K, e B').

ij

K!= kaff “dxdy C)

B, = chff *dxdy (10)
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Destaca-se que, como ndo existe nenhum efeito inercial associado a fundagdo elastica, a matriz elementar de massa
permanece idéntica a matriz de massa do elemento de placa.

A partir do grafo multiligacdo do sistema, pode-se determinar as equacdes de estado do modelo, aqui escritas na sua
forma matricial, em fung¢o das variaveis de estado (X) e do vetor de entradas (U).

(11)
(12)

X = AX +BU
Y =CX + DU

Neste caso, os vetores X, U e Y, e as matrizes 4, B, C e D, presentes no modelo de estado, podem ser expressos por:

X=p, p, P, a4 @ q)

U=e, e]

v =[t,]
g%[BHquPHT)[M]” 0 (B, M, ] K] o e[k ]
0 0 -IN[BJNTM] " [dB[ M " o [FE, 0

4= BIdIM” [BIN[ ™ " (8 Fd M) o -[x] [x] B
0 M]” 0 0 0 0 O
o 0 -[N]"[™m, ] [m,]" 0 0 0
g [e[M" 0 ] 0o 0 0 g

o ] o oo ofd

_%) o [] o o off

=[0 M,]" 0 0 0 0]

D=[o]

onde [N] e [¢'] sdo 0s modulos dos transformadores, expressos por:

Ny - 4 a0 CECHCRINEY
R, d  -d, -dp

Os elementos {lD} , da matriz [(D], sdo os vetores responsaveis pela representacdo de cada roda do veiculo, nos

pontos de contato situados no interior do elemento de placa.
Destaca-se que, para modelar o veiculo foram adotadas algumas propriedades caracteristicas da area de dindmica

veicular. A matriz [MV] por exemplo, contém as inércias referentes ao deslocamento vertical () e aos deslocamentos

angulares (/, e 1,) do veiculo, enquanto que a matriz [MR] representa a massa de cada roda.

00 EM,L 0 0 0%

O 0 M2 0 0

= _ 0O R 0
M,]= Ep I, 0[; [MR]—DO o 7 oD
0 I1,H *oo0

0O 0 0 M'F

As propriedades de rigidez e amortecimento da suspensdo e do pneu, foram incorporadas ao modelo, através das
matrizes:

X: 0 0 00O B 0 0 0O
O 0 O

K: 0 0 0 B, 0 0
[x,]= S BJ=5, =~ . o0
. 0 K. og 0 B 0%
50 0 0 K.g O 0 0 Bif
X, 0 0 00O EB‘ 0 0 0O
k.| = K; 0 05. B ] B 0 0%
! . 0 K, 0%’ D 0 B, OD
50 0 0 K, goO 0 0 B,,g



Proceedings of COBEM 2001, Solid Mechanics and Structures, Vol. 16, 170
3. Resultados obtidos
3.1. Placa submetida a carga mével constante

Utilizando um cddigo computacional, desenvolvido em FORTRAN 90, simulou-se o comportamento dinadmico da
estrutura para diferentes velocidades do carregamento, ¢ comparou-se os resultados obtidos com resultados
provenientes da literatura (Taheri e Ting, 1990).

As propriedades adotadas para a comparagdo dos resultados foram as mesmas propostas por Taheri e Ting (1990),
placa isotrépica simplesmente apoiada com propriedades: E =206,84 GPa, r =10684kg /m’, G =79,56 GPa,
n =0,3 e dimensdes: a =b =0,1016m e ~ = 0,00254m, sendo submetida a uma carga de 8,9 N. Considerou-se uma
trajetoria retilinea para a carga, paralela ao lado a da placa passando pelo centro desta estrutura.

A Tabela (1) apresenta o fator dindmico de amplificacdo (F,,), definido como sendo a razio do maximo
deslocamento dindmico pelo méximo deslocamento estatico (w,, =0,0116Fa*/D, , onde Dy € a rigidez flexional de uma
placa isotropica), para diferentes pardmetros adimensionais de velocidade (T /T). O simbolo T representa o periodo
fundamental da estrutura, enquanto T significa o tempo necessario para a carga percorrer toda a placa.

Tabela 1. Fator dinAmico de amplificagdo (F ;)

T/1 Este trabalho Taheri e Ting (1990)
0,125 1,040 1,045
0,250 1,109 1,090
0,500 1,242 1,256
1,000 1,573 1,566
2,000 1,383 1,409

Confrontando os fatores dindmicos de amplificacdo (F;,) calculados, com os resultados obtidos na referéncia,
verifica-se que a discrepancia maxima entre estes valores ndo alcanga 2%. Em seu trabalho, Taheri e Ting (1990)
também modelaram a estrutura pelo método dos elementos finitos, porém as equagdes correspondentes aos graus de
liberdade de rotagdo (aw/ Ox, aw/ ay) foram resolvidas estaticamente. Outra diferenca observada entre este trabalho e
a referéncia, diz respeito ao passo de integrag do utilizado. Enquanto Taheri e Ting (1990) usaram apenas 25 passos,
para um mesmo intervalo de tempo, neste trabalho foram considerados de 5.000 a 35.000 passos, dependendo da
velocidade do carregamento.

O deslocamento transversal do no central da placa, associado a cada pardmetro adimensional de velocidade (T/t )
da Tab. (1), ¢ apresentado na Fig. (4) em func¢do da posi¢cdo do carregamento. Destaca-se que os deslocamentos a partir
de x/a >1 correspondem a vibragdo livre da estrutura, pois neste instante a carga perde o contato com a estrutura.

2.00

— 0125
—— 0250
—— 0,500
1.00 — ”
— 1,000

2,000

0.00 — <<

Wdin / West

-1.00—

0. 00 0. 40 0.80 1.20 1. 60 2.00

Figura 4. Deslocamento vertical do centro da placa em func¢éo da posicao da carga
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Observando a Tab. (1) e a Fig. (4), pode-se constatar a presenga de uma velocidade critica, para a qual o
deslocamento dindmico apresenta um valor maximo. Este deslocamento méximo foi identificado (Bessa, 2000), para o
caso de uma carga movel simples, como sendo 57,5% maior que o deslocamento estatico maximo (F ., = 1,575), e

ocorria quando o tempo necessario para a carga percorrer a placa era igual ao seu periodo fundamental (T /T =1,0).
Para o caso de uma placa submetida a um oscilador, a velocidade critica do sistema depende da razio entre a massa do

oscilador ¢ a massa da placa (m/M, ). A Figura (5) apresenta a variag&o do fator dindmico de amplificagdo para dois

casos distintos: 1) placa submetida a uma carga simples e 2) placa submetida a um oscilador com m/M, =0,125.

1.80
Carga Constante
N m/ Mp= 0,125
1.60 —
/ ' T
~_

1.40 —
S
=
Y

1.20 —

1.00 —

\ \ \ \
0. 00 0.40 0.80 1.20 1.60 2

Figura 5. Fator dindmico de amplificagdo para diferentes velocidades do carregamento

Observa-se que para um subsistema mecanico, sua inércia gera um desvio na curva do fator dindmico de
amplificacdo. E interessante notar que, para uma velocidade pré-determinada, este desvio causa uma diferenca no
comportamento da estrutura. Considerando, por exemplo, a regido acima da velocidade critica, verifica-se as maiores
amplitudes de deslocamento ocorrem para o modelo com a carga constante, enquanto que em grande parte da regido
abaixo da velocidade critica, as maiores amplitudes acontecem para o modelo com o oscilador.

3.2. Aplicativo: interacio veiculo — placa — fundacio elastica

Procurando simular o comportamento dindmico deste sistema, considerou-se um veiculo trafegando com uma
velocidade constante de 20 m/s, sobre uma estrada representada por uma placa apoiada sobre uma fundagdo visco-
elastica (ver Fig. 3). As propriedades de cada subsistema sfo apresentadas na Tab. (2).

Tabela 2. Propriedades do sistema

Veiculo Estrutura
m=1100 kg 16 elementos de placa
I, =700 kg.m? a=10m

1,=1.800 kg.m’

K' =K’ =10.000 N/m
K’ =K*=9.000 N/m
B! =B? =500 N.s/m
B} = B! =450 N.s/m
K, =200.000 N/m

B, =50 N.s/m
d=1m
d>=1,8m
d;=1,4m

M. =M?=M:=M'=12kg

b=10m
h=0,1m
E =24 Gpa
G =10 Gpa

r,=2.300 kg/m’
n=0,15

X, =X, =5%

k, =4x10° N/m’

¢, =1,5x10° N 3/m’
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Considerando que a unica forga atuante sobre o veiculo era o seu préprio peso, admitiu-se que ele comecgou a
atravessar a placa no instante 7 = 20s, tempo este suficiente para que a sua posi¢do de equilibrio fosse atingida.

Deste modo, através dos resultados de simulag 8o, pode-se mostrar a interacdo dindmica entre os dois subsistemas, ¢
verificar a influéncia que um exerce sobre o outro.

A Figura (6), por exemplo, mostra o deslocamento vertical no dominio do tempo, do ponto central da estrutura.

6.0E-4 —|

4.0E-4 —

2.0E-4 —

0.0E+0 —

Deslocamento (m)

-2.0E-4 —

-4.0E-4 —|

-6.0E-4 —

\ \ \ \
20 22 24 26 28
Tempo (s)

Figura 6. Deslocamento vertical da estruturaem x =a/2 e y =b/2

Para o veiculo, apresenta-se na Fig. (7), as velocidades relacionadas ao movimento vertical (Bounce).

4.0E-3
2.0E-3 —
@ _
E
(O]
B 0.0E+0 —
o
(8]
o
(]
> —
-2.0E-3 —
-4.0E-3 I I I I
20 22 24 26 28
Tempo (s)

Figura 7. Velocidades relacionadas ao movimento vertical do veiculo (d )

Por fim, as velocidades relacionadas aos movimentos angulares em x e y, (Roll e Pitch, respectivamente), sdo
apresentadas na Fig. (8).

Ressalta-se que outros resultados, podem facilmente ser obtidos através do cddigo computacional desenvolvido.
Para o veiculo, por exemplo, pode-se avaliar a variacdo dos esforgos, das aceleracdes, das velocidades e dos
deslocamentos, relativos a cada um de seus componentes (molas, amortecedores e inércias). Estes resultados podem ser
de grande valia para a andlise da dindmica veicular e do conforto do passageiro. Para a estrutura, além dos
deslocamentos associados a cada grau de liberdade, poderia se explorar os esforgos, as deformagdes e as tensdes
atuantes.
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Figura 8. Velocidades dos movimentos angulares do veiculo: (a) d'X e (b) d'y

4. Consideracdes finais

O recente aumento do niimero de trabalhos publicados por pesquisadores, de diversas areas da engenharia, sobre o
problema de cargas mdveis, demonstra a grande relevancia desta classe de problemas, e a necessidade da obtencdo de
modelos matematicos que permitam a representagdo de sistemas com diferentes niveis de complexidade.

Uma analise do comportamento dindmico de uma placa submetida a um carregamento movel foi apresentada.
Verificou-se, através dos resultados obtidos, que o comportamento do sistema esta diretamente relacionado com a
velocidade desenvolvida pelo carregamento, identificando, inclusive, a presenga de uma velocidade critica, na qual a
estrutura apresenta suas maiores amplitudes de deslocamento.

Observou-se que o deslocamento dindmico transversal de uma placa simplesmente apoiada, sujeita a uma carga
simples, deslocando-se com uma velocidade constante, em uma trajetoria paralela a um de seus lados, pode chegar a ser
1,575 vezes maior que deslocamento estatico maximo, quando o tempo necessario para a carga atravessar a placa for
igual ao seu periodo fundamental (T/t = 1,0). Considerando que o carregamento atuante tenha sido proveniente de um

subsistema massa-mola-amortecedor, verificou-se que a massa do subsistema influencia a resposta da estrutura.

Ressalta-se, através do modelo proposto para representar a interag o veiculo-estrutura, as vantagens de se utilizar
um procedimento generalizado e modular na representagdo de um sistema de maior complexidade.

Foram apresentados, no item 3.2, alguns resultados para ressaltar as inumeras possibilidades proporcionadas por
este procedimento de modelagem. Isto nfo impede porém, que sejam extraidos outros resultados do modelo
matematico, inclusive considerando dados mais realisticos para o modelo. Uma investiga¢do interessante, e que merece
uma maior atenco, é a andlise das velocidades criticas do veiculo, tanto sob o ponto de vista estrutural (conforme
apresentado na Fig. 5), quanto em relag&o ao conforto do passageiro.

No que diz respeito ao desenvolvimento de futuros trabalhos, destaca-se a importancia de se considerar, o efeito do
cisalhamento e da inércia rotacional, através da teoria de Mindlin, para os casos de placas espessas, ndo considerados
neste trabalho. Seria interessante, também, comparar as velocidades criticas obtidas através destas duas teorias, com o0s
resultados apresentados neste trabalho.

Devido a caracteristica multidisciplinar e modular da técnica dos grafos de ligacdo, pode-se, através deste
procedimento, construir um modelo no qual esteja presente um sistema de controle, que possibilite a redugdo das
amplitudes criticas de deslocamento da estrutura.

Outra importante contribui¢ao, seria a utilizagc@o de um critério de redug¢do de ordem para o modelo estrutural, o que
permitiria uma diminui¢ao significativa no tempo de processamento.
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Summary. In several fields of engineering it has become of increasing interest to study the dynamic behavior of structures under
moving loads. Simplifications have commonly been introduced by assuming the moving load as a moving force. This contribution
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Abstract. The phenomena of dynamic plastic buckling (when the entire length of the shell wrinkles before the
development of large radial displacements) and dynamic progressive buckling (when the shell folds form sequentially)
are analysed from the viewpoint of stress wave propagation resulting from an axial impact. A numerical analysis of the
buckling phenomena reveals that the material properties together with the geometrical characteristics of the shell
determine the particular type of response for high velocity impacts. It is concluded that shells made of strain rate
insensitive materials can respond either by dynamic plastic buckling or dynamic progressive buckling, depending on
the material hardening properties of the shell, while those shells made of strain rate sensitive materials respond always
by dynamic progressive buckling. It is shown that the prediction for the peak load, which can develop in a shell for a
high velocity impact, depends on the particular yield criterion used in the analysis.

Keywords: Stresswaves, Cylindrical shells, Dynamic elastic-plastic buckling, Axial impact
1. Introduction

Thin-walled circular tubes are used widely as energy absorbing devices since they are inexpensive, efficient and
reliable. Most analyses are concerned mainly with the variation of the shell geometry and the loading conditions, while
few studies examine the influence of the material properties on the dynamic shell response (see Reid (1996),
Karagiozova and Jones (2001)). Historically, dynamic plastic buckling is associated with the high velocity impact of
cylindrical shells made of aluminium alloy (mainly Al 6061-T6, e.g. Florence and Goodier (1968)), while a large
number of experiments on steel shells, for application in transportation systems, and thus, subjected to low velocity
impacts, register a progressive buckling phenomenon. Consequently, dynamic plastic buckling has been associated with
high velocity impacts, while progressive buckling has been assumed for low velocity impacts (see Jones (1989)).
However, some experiments on auminium shells subjected to high velocity impacts, e.g. Tanaka and Kurokawa (1982),
Murase and Jones (1993) and Kurokawa et al. (1997), also registered progressive buckling, which means that dynamic
plastic buckling cannot be associated only with the influence of inertia effects.

Dynamic elastic-plastic buckling is a complex phenomenon, which is sensitive to inertia and strain rate effects as
shown by Tam and Calladine (1991), Karagiozova and Jones (1996, 2000), Harrigan et a. (1999) and Langseth et al.
(1999). The majority of these studies, however, consider mainly the effects of lateral inertia when analysing the
dynamic elastic-plastic buckling of structures. The effects of axia inertia in shells, namely elastic-plastic stress waves
resulting from axial impact, have been studied experimentally by Chen Changeen et al. (1992) and Li Ming et al.
(1994). Recently, quantitative analyses have been published by Karagiozova and Jones (2000, 2001) and Karagiozova
et al. (2000) which explore the connection between the axia stress waves and the buckling phenomena, which might
develop in axialy loaded circular cylindrical shells.

The purpose of this study is to analyse the response of thin-walled tubes, which are made of different materials, but
subjected to identical dynamic loads, in order to explore the influence of the transient deformation process on the
buckling phenomena. It is observed in the reported experiments that dynamic plastic buckling of cylindrical shells
develops axisymmetrically, so that the response of relatively thick shells, which can buckle axisymmetrically, is
analysed.

2. Materials and shell geometry

The response of shells made of two different materials is examined in order to study the influence of the material
properties on the buckling phenomena, which might develop in circular cylindrical shells when subjected to a high
velocity impact with an initial kinetic energy T,= 2.2 kJ. An aluminium alloy, which has a density p = 2685 kg/m?, is

approximated as a bilinear strain rate insensitive material with an elastic modulus E = 72.4 GPa, hardening modulus E,
= 542.6 MPaand ayield stress 0, = 295 MPa. The actual static stress strain relationship for steel with p = 7850 kg/m?,
E = 210 GPaand a static yield stress 0, = 285 MP4, is used and the strain-rate effects are taken into account according



Proceedings of COBEM 2001, Solid Mechanics and Structures, Vol. 16, 176

to the Cowper-Symonds equation with the coefficients D = 16640 s* and q = 3.53. This static stress-strain curve is
approximated as shown in Table 1. Isotropic strain hardening is assumed for both the steel and aluminium. All shells are
106.68 mm long. The aluminium shells SA1and SA2 have a mean radius R = 11.875 mm and thickness h = 1.65 mm.
The steel shells SS1and SS2have radii R = 11.875 mm and R = 16.238 mm, respectively and thicknesses h = 1.65 mm
and h =1.2 mm, which resultsin equal masses of these shells.

e> 0 0.0237 0.0477 0.0711 0.0941 0.138 0.190
o, N/mm? 285 339 378 405 428 461 491

Table 1. Approximation of the static true stress-strain relationship for steel
3. Finite element simulation

An axial impact of a moving shell is modelled. The proximal end of the shell strikes arigid wall at initial velocity
V, anditisassumed that a mass, G, is attached to the distal end to provide a sufficient initial kinetic energy.

The numerical simulation of the impact event was carried out using the FE code ABAQUS/Standard, version 5.8. It
is assumed that an axisymmetric buckling mode develops, so that 2D axisymmetric solid elements are used in the
calculations. All shells are modelled by 60 elements in the longitudinal direction and four elements through the shell
thickness.

The contact between the shell and the rigid wall is defined using the ‘surface interaction’ concept together with a
friction coefficient of 0.25 at the impacted end. Any self-contact of the inner and the outer surfaces of the shell are
assumed frictionless. The axial and the radial degrees of freedom, u,w, of the nodes at the distal end are fixed in order

to model a clamped end, but no constraints are assumed for the degrees of freedom associated with the nodes at the
proximal end. The modelled shells have no initial imperfections.

4. Stress wave speeds

An analysis of the three dimensional stress state of the shell, which is modelled by the present finite element
simulation, reveals that the shell is in a biaxial stress state (o, # 0, o, # 0, o, = 0) during the early stage of
deformation. This observation simplifies the theoretical analysis for the stress wave propagation.

Consider a thin-walled tube made of an elastic-plastic material with isotropic strain hardening subjected to an axial
loading. The biaxial stressstate, o, # 0, o, # 0, isassumed to obey either the von Mises or Trescayield conditions
in Fig. (1a) and (1b), respectively for strain rate insensitive materials, while only the von Mises yield condition is
considered for strain rate sensitive materials. It is assumed that the total strain rate is the sum of the elastic and plastic
strain rates
g =& &, =12 @)
and the plastic flow rules are associated with the von Mises or Tresca yield criteria. In the particular case of a biaxial
stress state, which neglects shear, the corresponding flow rules are

ép
gr = — (20, - g,), ¢y = —= (20, - 0,), 2ab
X ZUe ( X 9) 0 ZO'e ( 0 x) ( a, )
. . D\ 2 . p\2 .- /2 2 2 /2
ep = 2/3(e0)? + € + e}’ o, = (02 + 0% - 0,0, (2c.d)
associated with the von Mises yield criterion, and
&P = ﬁé:, £ =0 &= —ﬁsg, (3ah)
2 2
g2 = (/3 2(eD)? + @7 + €7, o, =0, -0 (3¢0)

where o, and o, are the maximum and minimum principal stresses (Mendelson (1972)) associated with the Tresca

yield criterion.
The total strain ratesin an elastic-plastic material associated with the von Misesyield criterion are

. _ P 1, . P
(Ox - Vce) + 28(; (Zox - 0e)v € = E(Ge - VOX) + 286 (209 - Gx) (4ab)

e e

x
m|~
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and it is evident that they are continuous functions of the current stress state. Explicit relationships between the plastic
strain rate and the stress rate can be obtained for each side of Tresca's yield hexagon (Fig. (1b)) for an elastic-plastic
material with linear strain hardening (Karagiozova and Jones (2000)). In equations (1-4), €,, €, are total axia and

circumferential strains, respectively, €, €f are the corresponding plastic strains and €! is the equivalent plastic strain.
The axial, circumferential and equivalent stressesare a,, 04, O, , respectively.

It is assumed for loading that the equivalent stress is a function only of the equivalent plastic strain for the strain rate
independent case

o, = F(e), & = 9(0.), (5a,b)
which leads to an explicit relationship between the corresponding rates

£l =9g'(o,)o., (6)
o that for a material with linear strain hardening, E, ,

g(@,) =@-A)/EAXN =E /E. )

Perzyna's model for strain rate sensitive materials (Perzyna (1963)), which assumes that the tota strain rate is the
sum of the elastic and plastic strain rates, is used in the present study

o, 1

1
s = — & +vyv* (F 'gii:_(’j“' 8
& =% Ty () %, 3|< ®
where y* isaviscosity parameter, @ isanon-linear function of F and <CD(F)> is determined as
OF <0
P(F)) = . 9
(®(F)) Uo(F).F > 0 €)
Theinelastic strainrateis
. of
&7 =y (ofF) (10

acij

where f(o;) = 0, isthevon Misesequivalent stress, so that the total strain rates for abiaxial stress state are

. 1. . P(F) . 1. . P(F)
s>( = E (Gx - VOG) + y * < 20'6 > (20x - Ge)’ 88 = E (Ge - VGX) + y * < 20_e > (208 - Gx)' (11a1b)
Function ®(F) isdetermined by power law, which depends only on the overstress
o(F) = e B (12)
o 0

where D and q are specific constants for the considered material and o°(eP) is the static yield stress which depends on

the plastic strain viaisotropic hardening.
The equations of motion for amedium in a biaxial stress state are given by

O, = pY, and o,/ R = pv,, (13a,b)
where v, = du/ ot and v, = ow/ dt, while the kinematic equations can be written as
€, =V and € =V, /R. (14a,b)

The governing eguations for the elastic-plastic stress waves in a tube with a biaxial stress state can be presented in a
vector form when using eqns (13,14) together with egns (4) or (11)

Aw, + A'w, +b = 0, (15)
where

w=[uo,w o, (16)
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for a strain rate sensitive material, where pand v are the material density and Poisson's ratio, respectively. The wave
speeds, ¢, are the roots of the equation

- cA + A =0, (21)

from egn (15). For ¢ # 0, the wave speeds are

12
- Y
° @W@ | )

It is evident that, for a strain rate dependent material, the waves have a constant speed and

= J_r(E / p@ - vz))“z, (23)
06/00 c"/c®, SRS oelgo elastic
5 — and elastic | .. Wwave
“/ 2 ., speed
1 14 o e
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Figure 1. Stress wave speeds corresponding to different yield criteria, E = 72.4 GPa, E, =542.6 MPa.
(a) von Misesyield criterion; (b) Thescayield criterion; (SRI ans SRS mark rate insensitive and sensitive materials)
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while the wave speeds in a strain rate insensitive material depend on the stress state and the hardening modulus. It is
shown by Karagiozova et al. (2000) that, for the later case, the uniaxial plastic wave speed can be considered as a lower
bound for the speed of the plastic waves, which can propagate in a cylindrical shell made of a strain rate insensitive
material. A graphical interpretation of the stress wave speed (egn. (22)),which depends on the stress state and the

material model, is presented in Figure (1a,b). The magnitudes of the elastic and plastic wave speeds, c” / c®, are
plotted normal to the corresponding yield locus for A = 0.0076 (E;, = 542.6 MPa, E = 72.4 GPa). The material model
obeying the Tresca yield condition and having linear strain hardening leads to the discontinuities of the wave speeds
shown in Figure (1b), which are associated with the singular points of the yield locus. It is evident that the stress
wave speeds depend on the particular material idealization. In this context, any theoretical analyses on the dynamic
elastic-plastic buckling of shells, which are based on the uniaxial stress wave theory for strain rate insensitive materials,
cannot give adequate predictions since they are associated with a single val ue of the plastic wave speed. Fig. (1a) shows

that any stress state producing ¢, # O gives rise to plastic wave speeds larger than c!,, i.e. aways larger than the
uniaxial plastic wave speed.

The radia inertia at the beginning of the impact event allows an axial compression to develop with large axial
plastic strains and €, = 0. This stress-strain state determines either the minimum value of the plastic wave speed

associated with the von Misesyield criterion

ch = +(E/p)" A4 AN - v®) + 32 - N}?, (0, = 0,12 0, = VvG,, 0, <0, g, <0), (24
or the speed of the slow plastic wave (see Karagiozova and Jones (2000)) associated with the side DE of the Tresca
hexagon
q|1/2

¢, = (E/pf'? 2)\[2)\(1 -V + (1- A)JE] , (0, = -0,, 6, = vG,, 0, <0, 0, <0). (25

The plastic waves start to propagate at t = 0 from the proximal end of the shell and determine the peak load
resulting from a high velocity axial impact. It was shown by Karagiozova et al. (2000) that the peak load in a circular
cylindrical shell made of a strain rate insensitive material, which obeys the von Mises yield condition, is

P / 2MRN = 20, / 3 + pV,(E / p)1’2{4)\[4)\(1 ~ V%) + 3L - A)]‘l}l'2 = % 00 + PV(oE,?)  (26)

for A << 1.
The expression for the peak load in a shell made of an eastic-plastic material, which obeys the Tresca yield
condition, is be obtained as (see Karagiozova and Jones (2001))

P | 2100 = 0, + pVH(E 1 0 RAr — v1) + - AT = o ¢ pvooE s VE) . @)

It should be noted that the minimum values for the plastic wave speeds associated with the von Mises or Tresca
yield conditions and used in egn (26) and (27), respectively, are higher than the plastic wave speed determined for the
uniaxial stress state in a bar (Karagiozova et al. (2000)). Thus, an estimate of the peak load in a shell when using the
uniaxial plastic wave speed would underestimate the dynamic effect by about 7.4% for materials obeying the Tresca
yield criterion and by 15% for materials obeying the von Mises yield condition.

It is evident that the peak load is sensitive to the impact velocity and the materia properties, including the
hardening properties and the plastic yield condition. Anillustration of the biaxial stress wave effects on the peak load is
shown in Fig. (2) for shells made of an aluminium alloy with a strain hardening modulus E;, = 542.6 MPa, ayield stress,
0p = 295 MPa and obeying the von Mises or the Tresca yield conditions (solid lines). The dashed lines in this figure
give the peak loads when using the uniaxial plastic wave speed together with the von Mises or Tresca yield condition.
For comparison, the peak loads resulting from a numerical simulation using the FE code ABAQUS and the von Mises
yield criterion are presented in the same figure. Good agreement is observed for the shell response to axial impacts with
initial velocities between 40 m/sec and 120 m/sec. Impact velocities smaller than 40 m/sec do not cause an
instantaneous plastic deformation at the proximal end of a shell made of the particular aluminium alloy. It should be
noted that the von Mises and the Tresca yield loci are approximations of the actual yield properties for elastic-plastic
materials, so that equations (26) and (27) can be considered as respective upper and lower bounds for the peak loads in
circular shells made of strain rate insensitive materials and subjected to an axial impact.
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Figure 2. Pe& load developed in shell SAL. e numericd values for the pes load using ABAQUS
5. Buckling phenomena

The numericd results reved some charaderistic feaures in the development of the buckling shapes, which depend
on the materia properties and the impad velocity. Two medhanisms of axisymmetric buckling initiation are observed
for the shell geometry analysed in the present study - dynamic plastic buckling, when the entire length of the shell
wrinkles before the development of large radial displacements, and dynamic progressve buckling, when the shell folds
develop sequentially.

The static yield stresses of the two materials examined are wmparable (o, = 295 MPa for aluminium and o, =

285 MPa for sted), so that the influences of the shell geometry, the material hardening charaderistics and strain rate
eff ects can be explored on the development of different phenomenain axisymmetricaly deformed cylindricd shells.

5.1. Development of buckling shapesfor aluminium shells

It is srown by Karagiozova € al. (2000) Karagiozova and Jones (2201) that the initiation of buckling arising from a
high velocity impad is enstive to the material behaviour in the plastic range. It is anticipated that particular
combinations of the plastic wave speed (eqn (22)), determined by the hardening modulus, and the inertia properties of
the shell | ea either to a dynamic plastic buckling, or to a dynamic progressve buckling.

Shell SA1 having hardening modulus, E,, =542.6 MPa is €leded as an example where dynamic plastic buckling
develops during the initial phase of the resporse under an axial impad at V, = 80 m/sec against a rigid wall. The

development of the buckling shape of this shell is presented in Fig. (3). It is evident that the shell responds initially by
dynamic plastic buckling (Fig. (3b)) after which progressve folding develops with one fully developed fold closer to
the proximal end and two ather folds nea to the distal end. Shell SA2 has the same geometry, but is made of a bili nea
meaterial having one-half the hardening modulus, E, = 2713 MPa. This dell buckles only progressively starting from
the proximal end, as shown in Figure (4). The results presented in Figures (3) and (4) show that the duminium shell can
respond to a high velocity impad either by dynamic plastic buckling, or by dynamic progressve buckling, depending
on the value of the strain hardening modulus for the same shell geometry.

()

(b) (c)
(d) (e)

Figure 3. Development of the buckling shape of shell SA1, V,= 80 m/sec
(a) initial, (b) t =0.124msec, (c) 0.435 msec (d) 0.662 msec, (€) 1.1 msec
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This conclusion is supparted by several experiments reported in the literature. Dynamic plastic buckling of moving
shells made of Al 6061-T6 ( E, =690 MPa) is observed by Florence and Gooder (1968) for initial velocities between
101 m/sec and 127 m/sec Dynamic plastic buckling of stationary shells made of the same material was observed
experimentally by Murase and Jones (1993 for impad velocities between 50 m/sec axd 150 m/sec. Dynamic
progressve buckling of a stationary shell made of low strain hardening aluminium alloy, E;, =70 MPa was observed by
Kurokawa ¢ al. (1997 for an impad velocity of 50 m/sec.

! + - |
y M

() (d)

© lM f

Figure 4. Development of the buckling shape of shell SA2, V, =80 m/sec
(a) initia, (b) t =0.178 mseg (c) 0.435msec, (d) 0.662 mseg, (e) 0.961 msec (f) 2.238msec

The experimentally observed (Florence and Gooder (1968), Tanaka and Kurokawa (1982, Murase axd Jones
(1993), Kurokawa ¢ al. (1997) and numericdly obtained (Figs. (3,4)) buckling phenomena can be analysed from the
viewpoint of stress wave propagation caused by the dynamic axial compression of the shell. Figure (5a) shows the stress
waves propagated along shell SA1, when it is druck against a rigid wall at V,= 80 m/sec A mass G = 0.652 kg is

attached to the distal end of the shell, which provides an initial kinetic energy of T, = 2.2 kJ. Due to the radial inertia
effects, the shell response is dominated by axial compression during the initial deformation phase, so that a plastic wave
having aspeed c® = c!., propagates from the proximal end. The minimum plastic wave speed is ¢f.. = 516 m/secfor

ashell made of this material. For example, the plastic wave has propagated a distance of approximately 30 mm from the
proximal end at t =57 psecwhen the magnitudes of the compressive strains have reatied an almost “ saturated” value
and the strains behind the wave front then increase only dightly for later times. The primary plastic wave and the plastic
wave, which is caused by the reflection of an elastic wave from the distal end, mee a t = 110 psec when the entire
length of the shell is then urder large axial compressive plastic strains. Further axial compression and wrinkling

developsuntil t =180psec
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0.0
0.0 &=
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0.00 0.05 0.10 0.00 0.05 0.10
x(m) X(m)

@ (b)
Figure 5. Stresswave propagation phenomenon in aluminium shells, V, =80 m/sec
Strain distributions at the mid surface a different times alongthe shell; (a) shell SA1, (b) shell SA2
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The influence of the strain hardening material properties on the buckling processis demonstrated in Fig. (4). A
smaller value of the strain hardening modulus give rise to lower plastic wave speeals, and an increased time for a plastic
wave to propagate dong a shell. The radial inertia forces then cannot suppart the unbuckled shape during this longer
time, which is necessary for the plastic wave to propagate the entire shell | ength for the development of dynamic plastic
buckling. Fig. (5b) ill ustrates the propagation of stress waves in shell SA2, which is gruck against arigid wall at V, =

80 m/sec. The plastic wave emanating from the proximal end, and having a speed of 370m/sec can propagate only 18.5
mm before the radial displacaments nea this particular end start to grow rapidly. This distance is aufficient for the
formation of the first fold only. After t = 80 psec only the radia displacements continue to grow which leadsto large
bending strains, while the compressve strains do not change dong the unbuckled part of the shell. Elastic unloading
occurs aaossthe shell thicknessand interrupts the propagation of the plastic wave.

An analysis of the deformation processes of shells SA1 and SA2 reveds that the initial buckling patterns of
cylindricd shells under a high velocity impad are governed by the propagation of elastic and plastic stresswaves, but
that further deformation always develops progressvely until the entireinitial kinetic energy is absorbed.

5.2. Development of buckling shapesfor sted shells

An analysis of the resporse of aluminium shells, which are subjeded to high velocity impads, shows that a
sufficiently large radia inertia of a shell can lea to dynamic plastic buckling. This condition is also present for sted
shells, partly because of the higher material density. However, dynamic plastic buckling is not observed for either of the
sted shells when taking into acount the influence of material strain rate sensitivity. Typicd examples of the
development of the buckling shapes for sted shell s are presented in Fig. (6) for shells SSL and S, which strike arigid
wall at 65 m/sec Both shells buckle progressively initially from the proximal end, regardliessof the wall thickness but
the sequence of the fold development is different. An analysis of the strains propagating along the shell shows that the
initiation of buckling associated with a high velocity impad occurs without any unloading aaossthe shell thickness,
althoudh large radial displacements develop nea to the proximal end.

| #|° 1

(a) (b)

_\t_
4£]7

) (8

Figure 6. Development of the buckling shape of steel shells, V, =80m/sec
(a,b) Shell SSL; (a) initia, (b) t =2.72msec
(c-g) Shell S; (c) initial, (d) t = 0.356mseg (e) 0.641 mseg (f) 1.068msec, (g) 2.966 msec

The propagation of stress wavesin shell SSLis $own in Fig. (7a). A mass G = 0.938kg is attached to the distal end of
the shell, to provide aninitial kinetic energy of T, = 2.2 kJ. The aial plastic strains propagate & the dastic wave sped,

so that the primary plastic wave refleds from the distal end and at t = 20 psec the associated strains are dmost
doubled. Folds develop nea baoth ends and are fully developed at t = 450 psec. The deformed shape of the shell then
remains virtually unchanged during the remaining response & is evident from Fig. (6). It is evident in Fig (7a) that the
axial strains, athoudh they vary in magnitude dong the shell, increase with time dong the entire length in contrast to
the behaviour in aluminium shell s (Fig. (5a)) where strains propagate dong the shell.
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Figure 7. Stress wave propagation phenomenon steel shells, Vo = 65 m/sec.
Strain distributions at the mid-surface at different times along the shell; (a) shell SS1 (b) shell SS2

The increase of strains with time at a particular location is discussed also by Bodner and Aboudi (1983) for a visco-
plastic medium when subjected to a constant impact vel ocity. This phenomenon is related to the type of plasticity model
used in the analysis. It is assumed in the present study that strain rate effects influence only the dynamic yield stress. If

o, = f,(e0) isthe static stress-strain relation, the plasticity loading/unloading criterion is (Cristescu (1967))

p
o, > f,(¢P) for plastic loading, i.e. aaite >0, (28a)

p
o, < f,(eP) for elastic unloading, i.e. %{e = 0. (28b)

Thus, the plastic strains may increase even when the stress is decreasing in contrast to a strain rate insensitive material
where the plastic strains remain constant as soon as the stress starts to decrease. Therefore, when the stress begins to

decrease fromastate o, > f,(€P), the plastic strain first continues to increase, and only after a certain time, when the

stress satisfies the relation o, = f,(¢P), the plastic strain remains constant. This material behaviour causes plastic

strains with different magnitudes to propagate along the shell, and can lead to a strain localisation, which might be
followed by alocal buckling.

The stress wave propagation in shell SS2 which is struck against arigid wall at Vo= 65 m/sec, is shown in Fig.
(7b). A similar pattern of plastic strains growing with time is observed. However, the strains near to the proximal end
grow more rapidly in comparison with those near to the distal end due to the high strain rate at the beginning of the
impact event and the smaller radial inertia of shell SS2 The strain distributions presented in Fig. (7b) are similar to
those presented in Fig. (5b), except larger compressive strains develop along the steel shell. Although the strain patterns
in Figs. (7b) and (5b) appear similar, different mechanisms of strain propagation has led to these particular distributions.
Nevertheless, these patterns of strain distributions are associated with the dynamic progressive buckling of cylindrical
shells under a high velocity impact. An analysis of the stress wave propagation behaviour presented in Fig. (7a,b) shows
that the localisation of strains is related to the particular loading/unloading criterion (egn (28a,b)), which governs the
buckling process in shells made of strain rate sensitive materials. This behaviour contrasts with the buckling of strain
rate insensitive shells where the plastic wave speed isimportant.

The progressive buckling of shells, which are made of strain rate sensitive materials and subjected to high velocity
impacts, has been reported in the literature. For example, Tanaka and Kurokawa (1982) have observed experimentally
that dynamic progressive buckling developed in a cylindrical shell made of a strain rate sensitive aluminium alloy
A5052 when impacted axially against arigid wall at Vo= 71 m/sec.

7. Conclusions

The elastic-plastic stress wave propagation effects are analysed for a moving shell and it is found that, in general, the
entire length of the shell made of a strain rate insensitive material can participate in the buckling process for a high
velocity impact. It is shown that the initiation of buckling for a high velocity impact is sensitive to the material
properties, particularly to the strain hardening modulus. The combination of the plastic wave speed, which is
determined by the hardening modulus and inertia properties of a shell, leads either to dynamic plastic buckling or to
dynamic progressive buckling. A regular buckling shape for a high velocity impact on relatively thick shells develops
within a sustained axial plastic flow. A localisation of strains leading to progressive buckling develops in shells having
small strain hardening properties. The buckling process then involves a partial elastic unloading of some cross-sections
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of the shell, thereby interrupting any further stress wave propagation. Shells made of strain rate sensitive materials
always buckle progressively when considering the particular material model. Buckling starts either from the impacted
end due to the relaxation properties of the material causing strain localisation near this particular end, or from the distal
end due to the increased strains caused by the reflected stress wave.
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through grant 2000/08446-8.
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Abstract: The structural response of a circular cylindrical shell subjected to an axial impact load by a moving massis considered. The
inertia sensitivity of a shell made of an elastic-plastic material is explored using a finite element analysis. It is shown that for a constant
input momentum, G'V;, the shell response depends on the initial velocity and striking mass. A conclusion is made that larger energies
can be absorbed by a shell subjected to high velocity impacts when decreasing the striking mass. Moreover, the initial conditions
and material properties define the particular patterns of the axial stress wave propagation, causing two different phenomena called
dynamic plastic and dynamic progressive buckling. Material strain rate sensitivity is also considered in the analysisin order to further
investigate the energy absorbing properties of the shells.
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1. Introduction

An elastic-plastic cylindrical shell responds by different patterns of buckling when is subjected to an axial impact.
A long cylindrical shell can become unstable in a global buckling mode when only a few localised folds occur aong
its length. Thisis atypica Euler buckling mode, characterised by a poor structural performance in terms of absorbing
the impact energy and it is associated, generally speaking, with slender structures subjected to quasi-static loads or low
velocity impacts. For sufficiently short tubes and with aradius to thickness ratio in the range of 5 to 20 (Jones, 1997), the
so called progressive buckling might take place. This mode of buckling is such that the structures is stable and capable
of absorbing a larger amount of energy when compared to the global buckling. Progressive buckling mode can be fully
symmetric or, in addition, having a wavy cross-section. Typically, this progressive shell response does not occur in thick
shells subjected to sufficiently high velocity impacts. Inthiscase, athird mode of buckling occurs, when the shell becomes
wrinkled throughout its whole length and it is called a dynamic plastic buckling.

Clearly, it isimportant to know what is the predominant buckling pattern for a given set of initial conditions, material
characteristics and shell geometry. Thisallows oneto engineer astructurein order to improveits performance as an energy
absorber, an important task to be accomplished by many devicesin the context of 1oad and passenger transportation saf ety.

Generally speaking, high velocity impacts on relatively thick shells made of materials with alarge hardening modulus
cause a regular buckling shape to develop along the shell (Karagiozova and Jones, 2000), while a decrease of the shell
thickness leads to locally developed deformations (Ren et al., 1983; Ming et al., 1994). It isthe aim of this article to
comment on the main findings recently published by the authors (Karagiozova et a., 2000). It is shown that different
buckling modes are possible for a constant impact momentum when varying the impact velocity and, hence, the striking
mass. Attention is restricted to symmetric buckling modes only, leaving out global buckling and non-symmetric through
cross-section progressive buckling.

2. Method of analysis

The energy absorbing properties of acylindrical shell having amean radius of 11.875 mm and athickness of 1.65 mm
is simulated numerically when the mass of the striker is varied from 0.2 kg to 335 kg with impact velocities within the
range 4 m/sec to 180 m/sec. The shell is made of a high strength aluminium alloy modelled as a bilinear material with a
flow stress of 295M Paand a linear elastic and hardening moduli of 7.24 GPa and 542.6 M Pa, respectively. The shell rests
clamped on a base, with its free end being struck by a mass G travelling with an initia velocity V4. The bilinear material
adopted exhibits also kinematic hardening during the deformation process, a feature which is believed to yield realistic
predictions for dynamic buckling problems, particularly when high compressive strains are accumulated in the structure
during the first compression phase (Karagiozova and Jones, 1995; Karagiozovaand Jones, 1996).

The numerical simulation of the impact event was carried out using the FE code ABAQUS/Standard, Version 5.7.
Since it is assumed that only axisymmetric buckling mode develops, the 2D solid element CAX8 is used for the calcula
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Figure 1. Regions for the load parameters where different buckling phenomena can occur. A - Uniform axial compres-
sion, B - Dynamic plastic buckling, C1 - Initial dynamic plastic buckling and a subsequent progressive buckling, C2 -
Progressive buckling, d - maximum energy which can be absorbed by a shell made of strain rate insensitive materia e -
maximum energy which can be absorbed by a shell made of strain rate sensitive material (Karagiozovaet a., 2000).

tions, with the load applied as a point mass attached to the nodes of arigid body. The shell is modelled by 60 elements
in the longitudinal direction, with four elements across the thickness. A constant amplitude force applied to the nodes of
the rigid body models the gravitational 1oad. Contact between the shell and the striking mass is defined using the surface
interaction concept together with a friction coefficient of 0.25. Self-contacts, when occur, between the inner and outer
surfaces of the shell are assumed frictionless. The modelled shell has no initial imperfections.

3. Axisymmetric Buckling Phenomena

A number of experiments on the axial impact of elastic-plastic cylindrical shells show a variety of final buckling
shapes which depend on the shell geometry, shell material and the applied load, namely axisymmetric and asymmetric
buckling and global bending.

Axisymmetric buckling can develop in different ways depending on the impact conditions (Florence and Goodier,
1966; Karagiozova and Jones, 2000). Here, the energy absorbing properties of a circular cylindrical shell are studied
in order to analyse the buckling phenomena for different combinations of striking masses and initial impact velocities.
A summary of the numerical simulation is presented in Figure 1, which shows the loading regions in which different
axisymmetric buckling phenomena devel op.

Region A in Figure 1 represents the uniform compression of the shell as aresult of impacts with small initial kinetic
energies. Inthisregion, the entire impact energy is absorbed in axial compression and uniform circumferential expansion.
The energy absorbed in this mode is observed to increase slightly when decreasing the striking mass. A further increase
of the impact energy causes buckling of a shell, where dynamic plastic or dynamic progressive buckling can occur.
Accordingly, high velocity impacts cause dynamic plastic buckling shown in Figure 2(a), while the same shell collapses
progressively for low velocity impacts, Figure 2(b). This is an important point in the context of this work because
two distinct modes of collapse occur for constant impact momentum, leading to the conclusion that the phenomenon of
buckling is sensitive to the inertia. Of course, the impact velocity threshold determining one buckling mode or another to
occur depends on the material properties and shell geometry.

Progressive buckling mode develops for the load parameters within the region C2 in Figure 1. The initial dynamic
response of a shell for a high impact velocity is more complex than for progressive buckling, but the subsequent buckling
behaviour can develop progressively with time. This response is observed in regions B and C1 in Figure 1 for relatively
small striking masses. Low energy impacts cause buckling along the entire length and theinitial kinetic energy isabsorbed
entirely in compression because the wrinkling develops within a sustained plastic flow, i.e. bending occurs with no elastic
unloading of the shell cross-section (region B in Figure 1). Thus, the dynamic plastic buckling phenomenon (Jones, 1997)
can develop only for load parameters lying within a narrow range and its main characteristic is to occur under a sustained
plastic flow.

Higher impact energieswithin region C1 in Figure 1 cause the buckling processto initiate a ong the entire shell length
and continue to develop later progressively. The summary of the numerical simulations in Figure 1 suggests that the
post-buckling behaviour of a shell with large radial displacements and strains devel ops always progressively (regions C1
and C2). Curve d in Figure 1 indicates the maximum energy which can be absorbed by a shell made of a strain-rate
insensitive material and subjected to a mass impact, which just avoids bottoming-out, with no more tubing available for
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Figure 2: Two basic collapse mechanisms of buckling in shells as obtained from the finite element model. (a) dynamic
plastic buckling, (b) progressive buckling.
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Figure 3: Final buckling shapes of the shell at maximum absorbed energies and different combinations of the striking
mass and the impact velocity. 1 - G = 0.4167 kg, Vo = 120 m/s, 2 -G = 3 kg, Vo = 43.2m/s, 3 -G = 7 kg,
Vo =32.76 m/s,4—G =21 kg, Vp = 14.62m/s,5-G = 262.5 kg, Vo = 4 m/s.

further folding (complete squashing).

It is being observed that for many metals the stress-strain relationship depends on the strain rate. Curve e in Figure
1 has the same meaning as d but is associated with the same aluminium when taking the strain-rate effects into account,
as described later. It isimportant to note that the initial buckling phase plays a decisive role in the formation of the fina
buckling shape of a shell. Some final buckling shapes at impact energies causing a complete squashing of a shell made
of a strain-rate insensitive material are presented in Figure 3. The initially formed buckling shape, which results from a
relatively high velocity impact (profiles 1-3 in Figure 3), is characterised by 6 wrinkles and this shape is preserved during
the entire response. The fina buckling shapes at the lower impact velocities, however, are characterised by 5 wrinkles
(profiles 4 and 5 in Figure 3) with an almost straight intermediate section deformed only in compression.

An evident feature of curves d and e in Figure 1 is that the energy which causes complete squashing of a shell,
decreases when increasing the striking mass. It is estimated from the present numerical simulations that dynamically
loaded shells absorb up to 43% more energy at compl ete squashing than the energy required to squash quasi-statically the
shell. Thisincrease of the 'dynamic’ energy is due to the influence of inertia effects when increasing the impact velocity.
A summary of the typical shell responses are grouped in regionsin Figure 1, which are discussed separately.

4. Compression Region A and B in Figure 1

Low energy axia impacts on a cylindrical shell cause only an axial compression and a uniform radial expansion
for a high strain hardening aluminium aloy. Due to the influence of radia inertia forces, more energy is absorbed in
compression when increasing the impact velocity. Energies associated with relatively small striking masses and impact
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Figure 4: Dynamic plastic buckling of the shell impacted at 100m/s by a mass of 0.1 kg. (a) Final shape of buckling. (b)
Load time history.

velocities higher than about 30 m/sec cause dynamic plastic buckling of the particular shell analysed here, wheretheinitial
kinetic energy is absorbed in compression. A regular shape of buckling with small radial displacements forms along the
entire shell length.

The final buckling shape of the shell struck by amass G = 0.1 kg at V, = 100m/sec is shown in Figure 4(a) where
afinal shortening of 10% of itsinitial length is observed to occur. Small radial displacements develop within a sustained
plastic flow causing no elastic unloading across the shell thickness. The load time history resulting from this impact and
presented in Figure 4(b) indicates mainly compression of the shell.

Vaughan (Vaughan, 1969) considered a constant deceleration of the striker and proposed the threshold velocity for
dynamic plastic buckling

ho0

Ver = pR(l T+ G/m)’ (1)

where m isthe shell mass. The predictions of equation (1) were verified using the experimental datareported by Florence
and Goodier (Florence and Goodier, 1966) when athick shell was struck against arigid wall, for which the condition of a
sustained plastic flow for dynamic plastic buckling is satisfied. The dashed linesin Figure 1 is the prediction of equation
(2) for the shell analysed in the present study.

It was found that the initiation of buckling of ashell under ahigh velocity impact is governed by the stress wave propa-
gation phenomenon. An analysis of the stress waves in an elastic-plastic shell was performed for the Tresca (Karagiozova
and Jones, 2000) and von Mises (Karagiozovaet al., 2000) yield criteria where the minimum and maximum plastic waves
speeds in a shell made of avon Mises material were obtained as

|E )
Cmin =+ ;\/4/\(1 —2) +3(1- 1) @
and

E 1

i e )
Figure 5 indicates that the response of a cylindrical shell to an axial impact is dominated by axial compression during
the initial deformation phase so that a plastic wave starts to propagate from the proximal end (x = L) having —op =~
—0,/2. The loading path of a particular point along the shell and across the thickness can be made by analysing the
strains and the movement of the yield loci in the stress plane. Figure 5(a) presents the axial and circumferential strains at
the mid surface along the shell at several times. The movement of theyield loci a ¢ = 54usin Figure 5(b) shows that an
unloading plastic wave travelling at speed 520 m/s has propagated a distance of 28 mm from the proximal end. Together
with this, a new plastic wave resulting from the reflection of the primary elastic wave from the distal end has moved
at distance 18 mm. The two plastic waves travel towards each other and meet at atime ¢t = 90usec, causing a plastic
flow along the entire length of the shell and the strain distributions at t = 124usec in Figure 5(a) show that the shell has
buckled with wrinkles along the entire length. The movements of the yield loci presented in Figures 5(c,d) correspond
to thetime ¢ = 202usec, when the buckled shape of the shell is fully developed. It is evident that the axial movements
are considerably larger than the circumferential ones (except for local effects at the proximal end) and no tensile strains
have developed. Thus, the entire buckling process for the shell in Figure 4 has devel oped within a sustained compressive

plastic flow.
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Figure 5: Stress wave propagation in the shell impacted with G = 0.1kg and V, = 100m/s. (a) Strain distributions at the
mid-surface at different times along the shell. (b) Movement of the yield loci o§, at ¢ = 54us. (c) Movement of the yield
loci 0§ att = 202us. (d) Movement of theyield loci of at t = 202us.

5. Low Velocity Impact — Post-Buckling Behaviour (Region C2 in Figure 1)

For impact energies larger than those in regions A and B (i.e., regions C1 and C2 in Figure 1), a post-buckling
behaviour of a shell with large radial displacements occurs until curve d, associated with an impacted shell, which is
sguashed completely.

The development of the buckling shape of the shell subjected to an impact with amass G = 262.5kg and travelling
with Vo = 4m/sis presented in Figure 6. The numbers marking the deformed shapes correspond to the numbers marked
on the load-time history curve in Figure 7(a). The shell wrinkles develop progressively regardless of the initial pattern of
buckling and the main characteristics of the impact event when the shell is struck by amass G = 262.5kg travelling with
Vo = 4m/s are presented in Figure 7. An external energy of 2.1 kJis sufficient to cause complete squashing of the shell.
Further increase of the impact energy would cause an increase of the load for ¢ > 0.03 sec and a solid body response of
the shell, as evident from the |oad-time history presented in Figure 7(a).

The velocity—time history in Figure 7(b) shows regions of a constant slope followed by a curved line. The constant
dlope region corresponds to the compression phase before the next wrinkle occurs while the curves between two straight
lines represent the variation of the velocity during the bending phase of the fold formation. A correspondence between the
velocity-time history and the energy transformation during the impact event is evident in Figure 7(c). The faling curve
represents the variation of the kinetic energy of the striker, T}, and the three rising curves correspond to the external work
done by the gravity of the striking mass after initial impact, T, the energy dissipated in plastic deformations, T}, and the
reversible elastic energy dueto the elastic material properties, T,. The different rates of plastic dissipation are caused by
the different phases of shell deformation. Thus, each fold of the shell undergoes a compression in addition to the initial
one, which occurs in the shell before buckling. The shortening of the shell due to compression continues to increase
during the entire impact event.

For this particular shell, the buckling deformations start to develop from the proximal end but, soon after, the axial
stress near the distal end starts to dominate, so that two complete wrinkles devel op sequentially near the distal end. After
that, anew wrinkle develops near the proximal end dueto theincrease of the axial force and the small radial displacements
near this particular end. After forming three complete folds near the distal end and two complete folds near the proximal
end, the remaining length of the shell available for bending is too short in order to buckle, so that the last phase of
deformation is compression only until the shell is completely squashed. A significant proportion of the impact energy is
absorbed in compression as it is proportional to the shortening of the shell and this energy is estimated at 10.4% of the
initial impact energy.



Proceedings of COBEM 2001, Solid Mechanics and Structures, Vol. 16, 190

W, s
pr— | . ofmand Tk '
13 = a [ ! LY M — - —
a1 & “I '.I s 'i.' = . - -\.: - o
Ty \ | . L Y o T,
| ‘ TR lig "'h.\,‘_ o r
J "-_1 '..-J' “ ey e T, . ‘*-.-\.xx .
2 P 1 ¥ h“'a.__ 3 o L
.H'H.
B =, ___:P'; e T
- T,
o i S S
n . n . L [ Afimsssmaizzzs —
n.on om n.og 0.03 .04 n.on oo ki) oo o 00D 0. noe 0o .04
i) Yzec) - tisac) & ifsae)
5 II 5 ]

Figure 7: Progressive buckling for low velocity impact in ashell, G = 262.5kg, Vo, = 4m/s. (8) Load time history at the
proximal end. (b) Velocity time history at the proximal end. (c) energy transformation during the impact event.
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Figure 8: Development of the buckling shape of ashell, G = 0.4167kg, V5 = 120m/s
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Figure 9: Dynamic plastic buckling phenomenon at high velocity impact, G = 0.4167kg, Vy; = 120m/s. (a) Load time
history at the proximal end. (b) Energy transformation during the impact event.

6. High Velocity Impact (Region C1 in Figure 1)

The post-buckling behaviour of the shell requires 3.0kJ energy for complete squashing when it is struck with an initial
velocity Vo = 120 m/s. The development of the buckling shape for this particular shell is presented in Figure 8. The shell
instability develops first in a dynamic plastic buckling mode and a regular buckling shape is observed at ¢ = 165.3pusec
(position 2). The squashing of the shell continuesto develop progressively, positions 4-9 in the figure. The final buckling
shape is characterised by the same number of folds as those formed at the earlier phase of dynamic plastic buckling
(position 2) so that the buckles formed initially during the dynamic plastic buckling phase act as'initial imperfections' for
the subsequent phases of deformation. The times corresponding to the buckled shapes presented in Figure 8 are marked
on the force-time history in Figure 9, which is not as repetitive as that observed for a quasi-static loading in Figure 7(a).

In fact, the compression of the shell dominates the deformation process during the impact event. Large axial strains
and stresses develop in the shell before the buckling phase which leads to a significant shortening of the shell at this stage.
The reduction of the shell length during the first phase of compression is estimated as 12%, while the final reduction is
14.5%. The large compression of the shell during the first phase of deformation causes a significant portion of the initial
kinetic energy to be absorbed before large radial displacements start to develop in the buckling phase.

7. Discussion

It is evident from the previous results that buckling is sensitive to both the inertia of the shell and the inertia of the
striker. This sengitivity is a particular feature for axially loaded structural elements as shown, e.g., in ((Su et a., 1995),
(Karagiozova and Jones, 1995), (Karagiozova and Jones, 2000)). This inertia effect is further illustrated in Figure 10,
where the shell, subjected to equal impact energies but resulting from different combinations of the striking mass and the
initial velocities, responds by decreasing a crushing distance when increasing the impact velocity, indicating that more
energy is required for a complete squashing of the shell. The reason for a decrease in the crushing distance when the
impact velocity increases can be attributed to the influence of radial inertia effects, since more energy is absorbed during
the first compression phase when increasing the impact velocity.

The influence of strain rate on the material behaviour can be quite important for metals like steel. Although the
aluminium exhibits a small strain rate sensitivity, a high velocity impact on a shell can cause considerable strain rates,
which might influence the structural response.

Inthe present analysis, the strain rate istaken asé = V4 /L in order to estimate the dynamic yield stress of the material
when using the Cowper-Symonds equation

04 = os[1 + (¢/ D)), 4

with D = 1288000s! and p = 4 (Jones, 1997). It is assumed also that the elastic and the strain hardening moduli do
not change with the strain rate as well as the kinematic hardening. The largest increase of the dynamic yield stress is
og = 1.19140, for the shell subjected to an impact velocity of 184.5m/s.

Using these material properties, an increase of the maximum energy required for the complete squashing of the shell
is observed (Figure 1), when strain rate effects are taken into account. This required energy for the shell increases by
11.4% when the dynamic yield stress is increased by 19.1%. However, the increase of the maximum energy absorbed by
the shell due to the enhanced yield stress does not change the phenomena that develop under axial impact as the material
hardening characteristics are assumed independent of the strain-rate. Only the values of the |oad parameters determining
the boundaries between the regions for different types of shell responses are changed.
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Figure 10: Final buckling shape for the shell impacted with energy of 2.1 kJ and different combinations of the striking
mass and the impact velocity.

It was shown in (Karagiozovaand Jones, 2000) and in section 3 that dynamic plastic buckling of shells, which buckle
in the plastic range, develop only within a sustained plastic flow. The plastic waveis able to travel the entire shell length
before arapid growth of the radia displacements occurs and buckling develops with an amost uniform axial force along
the shell. The smaller radial inertia of a thinner shell will lead to more rapid growth of the radial displacements, halting
the propagation of the plastic wave and the development of local bending deformations results in a progressive buckling
of the shell (Karagiozova and Jones, 2000). Strain hardening properties of the material also influence the devel opment
of local plastic deformations during the early phase of the impact event. Lower values of the strain hardening modulus
give rise to lower plastic wave speeds, so that the time for the plastic wave to propagate along the shell is longer. The
radia inertia forces cannot support the unbuckled shape during the time, which would be necessary for a development of
dynamic buckling of the shell.

The general observations on the dynamic phenomena of axial compression, dynamic plastic buckling and dynamic
progressive buckling remain valid for the axisymmetric response of strain rate insensitive cylindrical shells under axial
impact and elastic-plastic materials displaying linear strain hardening. However, the boundaries between the regions for
the various phenomena depend on the shell geometry and the material characteristics. For example, regionsB and C1 in
Figure 1 are smaller for thinner shells or shells made of a material having a small hardening modulus, thus causing the
buckling process to be dominated by the dynamic progressive buckling phenomenon.

This tendency offers an explanation for the progressive buckling phenomenon discussed in (Kurokawa et al., 1997)
for acylindrical shell having L = 300 mm, R = 15mm, h = 1mm, made of an aluminium alloy with g = 120MPaand
E}, = 7.0MPaand struck by amass G = 0.493kg travelling with initial velocity V, = 50m/s. The shell geometry together
with the very low material strain hardening characteristics provides a condition for the rapid development of local plastic
deformations near the proximal end resulting, later, in progressive buckling. Thicker shells, or shells made of materials
having alarge strain hardening modulus, will manifest dynamic plastic buckling for awider range of load parameters, so
that the regions B and C1in Figure 1 will expand.

8. Conclusions

A numerical simulation has been undertaken to examine the influence of inertia effects governing the buckling phe-
nomena in axisymmetrically deformed cylindrical shells subjected to an axial impact loading. It is concluded that the
dynamic behaviour of cylindrical shells are both velocity and mass sensitive.

It is shown that the inertia effects during the deformation process determine the particular pattern of buckling, which
developsin aelastic-plastic circular cylindrical shell subjected to an axial impact. Larger kinetic energy can be absorbed
for higher velocity impacts when decreasing the striking mass, because larger strains and stresses are accumulated in the
shell during the initial compression phase. The compression of the shell develops intermittently throughout the entire
response for a low velocity impact which causes a significant shortening of the shell. The shortening of the shell due
to compression for a high velocity impact develops mainly during the initial phase of deformation before buckling com-
mences.
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Resumo. Neste trabalho apresenta-se uma andlise do comportamento dindmico de estruturas reticuladas planas em concreto
armado considerando-se a ndo-linearidade fisica. O modelo estrutural é formulado via Principio dos Trabalhos Virtuais
empregando-se o método dos elementos finitos. Para simular o comportamento néo-linear fisico do concreto empregam-se os
modelos de dano de Mazars e de La Borderie. O ago é considerado como um material elastopldstico com encruamento linear. A
andlise dindmica é efetuada no dominio do tempo. Um exemplo numérico ilustra a influéncia do dano e da plastificacdo na resposta
dindmica em estruturas reticuladas planas em concreto armado.

Palavras chave: Método dos Elementos Finitos, Principio dos Trabalhos Virtuais, mecdnica do dano continuo, ndo-linearidade
fisica, andlise dindmica

1. Introducio

Os estudos sobre a resposta ndo-linear de materiais tém gerado diferentes propostas de modelos mecanico-
matematicos capazes de simular com melhor precisio tal comportamento. De particular interesse para este trabalho
destacam-se alguns modelos que decorrem da aplicacdo da teoria da plasticidade e da mecénica do dano em meios
continuos: Lemaitre & Chaboche (1990), Lemaitre (1992), Mazars (1984) e La Borderie (1991).

O principal objetivo aqui é avaliar o desempenho de modelos de dano na simulagdo do comportamento estrutural
ndo-linear de estruturas reticulares planas em concreto armado considerando-se regimes de resposta dindmica. A
abordagem dindmica ¢é intencionalmente limitada a verificagdo da influéncia das chamadas forcas inerciais e
dissipativas sobre a evolu¢do da danificagdo e da plastificagdo, bem como o seu efeito conjunto na resposta estrutural,
Paula (2001).

Para representar o comportamento ndo-linear fisico do concreto, adotam-se os modelos de dano escalar
apresentados em Mazars (1984) e La Borderie (1991). O aco ¢ modelado como um material elastoplastico com
encruamento cinematico.

Para a solu¢do numérica do sistema de equag des ndo-lineares resultante da combinagio da formulag o variacional
adotada com o método dos elementos finitos, utiliza-se o método de Newmark em conjunto com o procedimento
incremental iterativo de Newton-Raphson, Argyris & Mlejnek (1991). As integrais de interesse s@o resolvidas
numericamente pela quadratura de Gauss-Lobatto, Hughes (1987). Como critério de convergéncia, comparam-se as
normas euclidianas de forgas e de deslocamentos com uma certa tolerdncia adotada.

2. Formulacéo variacional para analise ndo-linear dinimica
2.1. Equac¢io de movimento

Levando-se em considerago o principio de D’ Alembert, Argyris & Mlejnek (1991), num certo intervalo de tempo
e segundo uma descricdo lagrangiana total, a equacdo de equilibrio pode ser escrita pelo Principio dos Trabalhos
Virtuais na forma:

[r8aav, =[saeav, j(pﬂ)advn +J(ud)61an —Jb.éddVO-Jfo.éddAﬂ—anédifi =0 M)

onde: b e t, sdo, respectivamente, forgas externas distribuidas por unidade de volume e de superficie da configuragio
de referéncia e S € o tensor de Piola-Kirchhoff de 22 espécie, dd € o vetor de deslocamentos virtuais cinematicamente
admissiveis, € o tensor de deformagdes virtuais compativeis, r, indica o vetor residuo de forgas, &q, ¢ o vetor de
deslocamentos virtuais correspondentes aos pontos onde o vetor de forgas concentradas f,(t) ¢ aplicado e nc € o
numero de componentes desses vetores.
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2.2. Forma aproximada gerada pelo método dos elementos finitos
Uma forma aproximada para a Eq. (1) poder ser obtida empregando-se o método dos elementos finitos. O elemento
de barra empregado neste trabalho encontra-se descrito em Paula & Proenga (2000), possuindo trés graus de liberdade
(dois deslocamentos ¢ um giro) atrelados aos nos de extremidade.
Admitindo-se que a estrutura tenha sido discretizada num certo nimero de elementos, o vetor deslocamento de um

ponto genérico de um elemento finito pode ser representado em fungdo dos deslocamentos nodais por meio da seguinte
forma matricial:

d=q¢q 2

onde @ ¢ a matriz que contém as fungdes de forma e suas derivadas segundo X, coordenada que mede a posi¢do dos

pontos ao longo do eixo da barra, Paula & Proenga (2000).
Os vetores velocidade e aceleragdo resultam:

d =gq d =4 (3a,b)
Por sua vez, os vetores dos deslocamentos virtuais e das deformacdes virtuais podem ser interpolados por:
ad =¢@dq 0g =Bdq (4a,b)

Substituindo-se as Egs. (3a,b) e (4a,b) na Eq. (1), obtém-se:
[aBSAV, [ra® o @V, & o padv, f3' bdV [ & ¢t,dA, -3 &' F =0 5)

Visto que os deslocamentos virtuais nodais sdo arbitrarios, a nulidade expressa pela Eq. (5) pode ser verificada a
partir da seguinte condigéo:

J;E Sdv, J:‘ ® ppdv, -J;_(p L dV, —J;_(ﬁb dv —J;ip t,dA, —Z f =0 (6)

A relagdo anterior pode entdo ser escrita segundo o arranjo proposto por Argyris & Mlejnek (1991):

M{+Cq+F" =F" ™)
onde:
F™ = J’ETSdVO i M = J’ gppdv,; C = J’ [CRVOR'A (8a,b,c)
0 0 0
ot T T -
F —J’_(pde +¢E£pt°dA0+Z f, Q)

Do desenvolvimento da expressio que exprime a derivada do vetor dos esforcos internos com relagdo ao
deslocamento e considerando-se uma relagao eléstica entre os tensores de Piola-Kirchhofff e o de Green: S = De, segue

que a matriz de rigidez tangente para o elemento de pdrtico plano, grandes deslocamentos, fica dada por:

K, =J’BTQB dv, +J'gs dv, (10)

Em particular, no caso unidimensional quando se considera a ndo-linearidade fisica D = (1 - d)E , sendo d a varidvel

que quantifica o dano em correspondéncia a um certo nivel de deformagéo.
Observando-se a Eq. (8c), tem-se que a matriz de amortecimento pode ser obtida por uma integragdo analoga
aquela que gera a matriz de massa, porém ¢ bastante dificil se determinar a magnitude do pardmetro de amortecimento
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viscoso do material. Para se contornar tal dificuldade, utiliza-se 0 método de amortecimento de Rayleigh, Cook et all
(1989), que supde que a matriz de amortecimento seja dada pela combinaggo linear entre as matrizes de rigidez e de
massa:

C=A,M+AK, (11)

onde A e A, sdo constantes que quantificam propor¢do das contribui¢des das matrizes de massa e rigidez inicial,

respectivamente, na matriz de amortecimento. Neste trabalho, adotam-se valores que possuem relagdo com uma fragio
do amortecimento critico para uma dada frequéncia natural de vibrag¢&o, conforme sugerida em Cook et all (1989).

3. Modelo constitutivo de Mazars

O modelo de Mazars, apresentado originalmente em Mazars (1984), introduz uma variavel escalar D que representa
e quantifica o estado local de deterioragdo do material.

Destacam-se as seguintes hipoteses gerais: as deformagdes permanentes sdo desprezadas, sejam elas de natureza
plastica, viscosa, ou induzidas pelo proprio processo de danificagio e o carregamento é proporcionalmente crescente
(radial). Além disso, admite-se que o aparecimento e a evolugdo do dano decorram exclusivamente da existéncia de
alongamentos. Nesse sentido, define-se a deformagdo equivalente como uma variavel escalar representativa do estado
local de extensao.

A deformagdo equivalente ¢ calculada em fungéo da parte positiva das componentes principais da deformagao por:

E=3.(e) (i=1..3) (12)

No modelo de Mazars, o dano se inicia quando a deformagfio equivalente atinge um valor de referéncia igual a

deformagdo €,,, a qual corresponde a resisténcia maxima em ensaios de tragfo uniaxial.

O critério de danificag¢do, que permite identificar situagdes de evolugdo do dano, ¢ dado pela seguinte fungéo:
f(2,d)=%-s(d)s0  com s(0)=¢, (13)

Para incluir estados de tensdo mais complexos, mas preservando-se as caracteristicas dos casos uniaxiais, a variavel
de dano d ¢ entdo definida como uma combinagdo linear de d, e d. na forma:

d=a,d, +a.d, (14)

respeitando-se sempre O, + 0. =1; naturalmente o, =1 para tragdo uniaxial e 0. =1 para compressdo uniaxial.
Nos casos de carregamento radial tém-se:

~\ _ _8d0(1_AT)_ AT

dr(s)_l € exXp BT(E_EdO)] -
~\ _ _8d0(1_AC)_ AC

dc(s)_l € exp[BC E_8‘10)] "

Nas expressoes anteriores A, B, e €, sdo pardmetros caracteristicos do material que podem ser identificados
com base em resultados de ensaios de tragdo uniaxial com deformagdo controlada. Os pardmetros A. ¢ B. podem ser

identificados com resultados de ensaios de compressdo uniaxial com deformacéo controlada, Alvares (1993).

Em termos de relag@o tensdo-deformagdo, o dano escalar penaliza diretamente todas as componentes do tensor de
rigidez elastica. Assim sendo, a relagdo constitutiva do modelo, nas formas secante e tangente, ¢ expressa,
respectivamente, por:

(1=d)e (17)
g=D (1-d)¢-D de (18)

g:

1o

A taxa do dano ¢ dada por:
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g) X (19)

-0d 0 Oty _ ¢
0¢ 0g, Ot g,
onde: F (g): Edo(l_AT)+ AB; . (E): Sdo(l_Ac)+ AB. .
o & explB(E-g, ) € epB(e-e, )]

=1se >0 ea—s=—v 2 se €<0
o€

4. Modelo constitutivo de La Borderie

Este modelo aplica-se principalmente a situa¢des de solicitag des ciclicas com inversdo de sinal. Na sua formulagio
permite-se levar em conta o aspecto unilateral da resposta do material, fendmeno inerente a0 comportamento mecanico
do concreto que consiste na independéncia dos processos de danificacdo de estados de tragdo e de compressio.
Definem-se, ento, duas variaveis escalares representativas do dano em tragao (d] ) e do dano em compressdo (d2 ) A
ativacdo de um ou outro processo de danificagio, por efeito do fechamento ou abertura de fissuras, quando da inversdo
do processo de carregamento, é feita mediante um controle sobre o sinal das tensdes principais. Consideram-se,
também, deformagdes anelasticas ou residuais devidas exclusivamente ao dano.

As relagdes entre as variaveis de estado e as suas variaveis associadas podem ser deduzidas a partir de um potencial
de estado. No modelo constitutivo de La Borderie sugere-se o potencial de energia livre de Gibbs ()() como potencial

de estado, La Borderie (1991), a adotar sendo o mesmo dado pela seguinte expressdo:

W0.ddoz.2,)=\2 0, <0>-¢_- ¥ (o:0-1e°(g))+

2E(1-d,) 2E(1-d
W%)( Tr(a))+ ﬁTrL)+G( )+G, (2,) (20)

onde: <(_5>+ e <C_I>_ sdo, respectivamente, as partes positiva e negativa do tensor de tensdes, Tr(c_r) é o primeiro

invariante do tensor de tensdes, V ¢ o coeficiente de Poisson do material virgem, E ¢ o modulo de elasticidade do
material integro, (3, e [3, sfo os pardmetros a serem identificados, relacionados ao aparecimento de deformagdes

anelésticas; G,(z,) e G,(z,) sdo fun¢des de encruamento. Além disso, a fungdo f (Tr(c_r)), que permite levar em conta
a abertura e o fechamento de fissuras, assume diferentes relagdes de acordo com a relagéo entre os valores de Tr(c_x) e
da tensdo de fechamento de fissuras, 0, considerada um pardmetro do material a ser identificado.

As expressdes propostas sdo:

f (Tr(_)) = Tr(_) quando Trt(f_) U [0 00[
£(Tr(o)) = E Tr{o) ET rlo)  quando Tr§ )O]-0,.0 1)

f(Tr(g)) = —%Tr(c_r) quando TI(I_) D]— m,—of]

As leis de estado derivam do potencial de estado, dado pela Eq. (20) e definem as varidveis associadas as variaveis
de estado mediante derivadas parciais. Assim, o tensor de deformagdes resulta de:

e=9X _¢ 4¢ (22)
oo

sendo €, a parcela de deformag des eldsticas e €, o tensor de deformagdes anelasticas. Tais componentes sdo dadas,
respectivamente, por:

=P DY (o o)) o3

= E(l-d,) E(-d,)
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__Bd o, Bd,
- E(l_dl)ag E(l_dz)

24

Neste trabalho adotam-se as expressdes para a determinac¢o das variaveis associadas as variaveis de dano propostas
em PITUBA et all (1999):

_x _{9).:(9). +28.f(o)a,

= 9X _ 2
' ad, 2E(1-d, ) 2
y, =9 _(9).:{g) +.Tg)a, 26)
ad, 2E(1-d, )’

onde os coeficientes 0, (i = 1,2) assumem o valor unitdrio quando a varidvel de dano d, for diferente de zero; caso
contrério sdo nulos.

As variaveis Z, poderiam ser definidas de forma andloga. Entretanto, em lugar de explicitar as G, que aparecem
na Eq. (20) e a partir delas, por derivagao, obter aquelas varidveis, sugere-se empregar diretamente expressdes para Z,
resultantes de ajustes sobre resultados experimentais. A forma geral dessas expressdes € a seguinte:

0 lBi O
z :aG,(zi):BYm L, LHd g 0 (i=12) 27)
0z H A, l-d, H

onde A,, B, e Y, sdo pardmetros a serem identificados.

Nota-se que as varidveis Z, tem valores iniciais dados por Zi(di =0)=Y0i. As Expressoes (27) aparecem, na
verdade, nas fungdes critério de danificacdo F, =Y, -Z,, as quais caracterizam condigdes para a evolugdo ou ndo do
dano em tragdo ou em compressdo. Tais condi¢des sdo:

Se Y, <Z, entdo di =0 e aresposta imediata ¢ elastica linear (28)

Se Yi=ZieYl>0,entﬁo Yi:Ziediio 29)
Havendo evolugdo de dano pode-se determinar d, a partir da Eq. (27):

1

d =1- - 30
l 1+[Ai(Yi _YOij.lB1 (30)

Detalhes sobre a implementa¢@o numérica para o caso unidimensional ver La Borderie (1991).
5. Exemplo numérico: viga bi-apoiada em concreto armado
Neste exemplo apresentam-se os resultados da analise dindmica realizada sobre a estrutura (viga) apresentada em

Alvares (1993). Considera-se a ndo-linearidade fisica do concreto e do aco. A estrutura é discretizada em 12 elementos
finitos iguais. Os dados geométricos e a distribuicdo das armaduras estdo apresentados na Fig. (1).

NI- @5 ¢/12-¢.90
P P
i i 2@5 mm
30 | 27
30

deslocamento 3 @10 mm

Q0 L 80 L 20 110} }( 9 %
ov 1 © 1 © 1T

10k
(|

Figura 1. Geometria e armago da viga (dimensdes em cm)
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Propriedades do concreto: E =29200 MPa; v=0.2; p=2500kg/m’

Propriedades do ago: E =196000 MPa ; f, =420 MPa; p=7850kg/m’; E, =19600 MPa

Parametros do modelo de Mazars: A, =0.995 B, =8000 A_. =0.85 B. =1050 g, =0.00007

Pardmetros do modelo de La Borderie: B, =1MPa; B, =-10MPa; Y, =3.05x10"MPa; Y, =5x10°MPa;
A, =3.5x10°MPa™; A, =6.8MPa™"; B, =0.95; B, =0.7705; 0, =2.6 MPa

Para a analise dinimica adota-se um passo de tempo At =1.107s, considerando-se duas situagdes de solicitagdo. A
primeira corresponde a vibrag&o forgada provocada por carga P=25 kN, aplicada instaneamente ¢ mantida constante no
tempo. A segunda corresponde a vibragao livre provocada por deslocamentos iniciais de 4mm e 6 mm, impostos a se¢do
central da viga. As duas anélises foram feitas com e sem amortecimento, sendo as taxas de amortecimento critico de 3%
e 10%.

Na Figura (2) estdo apresentadas as respostas das andlises dindmicas linear e ndo-linear fisica correspondentes a
situag@o de vibrac¢ao forgada sem amortecimento.

P=25kN

-12
g -10 ~
s
= ——Modelo elastico
B o6
s —— Modelo de Mazars
o 4 4
'ng 4 —— Modelo de La Borderie
@)

0 0.01 002 003 004 005 0.06

Tempo [s]

Figura 2. Variagdo do deslocamento com o tempo — vibragao forgada nao amortecida

Observa-se na Fig.(2) que em relagio a resposta eléstica o efeito da danificagdo combinado com o da plastifica¢ o
do ago e do concreto, no modelo de La Borderie, provoca um aumento no nivel do deslocamento maximo e no periodo e
a amplitude de vibragdo da estrutura.

Na Figura (3) estdo apresentadas as respostas para vibrag¢do forgada com amortecimento, somente com o modelo de
dano de La Borderie. Neste caso, adotam-se taxas de amortecimento critico de 3% e de 10%.

P=25 kN - Modelo de La Borderie
-12 +

-10 ~
-8

-6 1 — Taxa de 10%
4 - —— Taxa de 3%

Deslocamento [mm]

2 —— Sem amortecimento

0 001 002 003 004 0.05 0.06

Tempo [s]

Figura 3. Variagdo do deslocamento com o tempo — vibragdo forgada amortecida
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Observando-se a Fig. (3) verifica-se que quanto maior a taxa de amortecimento critico menor é o nivel do
deslocamento final amortecido em virtude, certamente, do efeito inibidor do amortecimento sobre os processos de
danificagdo ¢ de plastificagio.

Na Figura (4) estdo apresentadas as respostas dindmicas linear ¢ nfo-linear para o caso de vibracdo livre sem
amortecimento, provocada por deslocamento inicial de 4 mm, para os modelos de dano de Mazars e La Borderie.

d=4mm

8 _
e
Rl
= L .
g 9 Modelo elastico
g 0 Modelo de Mazars
E Modelo de La Borderie

'4 T T T T T T
0 0.01 0.02 003 0.04 005 0.06

Tempo [s]
Figura 4. Variagdo do deslocamento com o tempo — vibragdo livre ndo amortecida

Nota-se, em primeiro lugar, na Fig. (4), que o deslocamento maximo obtido com as analises ndo-lineares ¢ maior do
que o da andlise linear. Comparando-se as respostas ndo-lineares com a puramente eldstica, observa-se também que
quanto maior o nivel de danificagio e de plastificacio menor a amplitude e maior o periodo de vibrag do,
HATZIGEORGIOU & BESKOS (2000). Entre as duas respostas ndo-lineares, o modelo de La Borderie apresenta menor
amplitude e periodo de vibragdo. Isto porque o modelo leva em conta o efeito de fechamento de fissuras e deformagdes
permanentes do concreto, e que ndo sdo levadas em conta no modelo de Mazars, ¢ que fatores inibidores da evolugéo do
dano.

Na Figura (5) os resultados referem-se ao caso de vibragdo livre sem amortecimento provocado por deslocamento
inicial de 6 mm. Estdo ilustradas as variagdes no tempo das frequéncias associadas ao primeiro modo de vibragéo
natural da estrutura. Sobre as respostas obtidas existem os efeitos da danifica¢@o e plastificagdo do concreto, no modelo
de La Borderie, combinados com a plastificagdo do aco.

d=6 mm
550

500
450 ~
400 ~
350 -
300 -

Hz]

Modelo elastico
250 - Modelo de Mazars

200 ~ Modelo de La Borderie
150 + - v b a

100 T T T T T T
0 001 0.02 003 004 005 006

Frequéncia [

Tempo [s]

Figura 5. Variagdo do primeiro modo de vibragao natural com o tempo — vibragéo livre

Um detalhe importante ¢ que devido a imposicdo do deslocamento inicial de 6mm, a simulagdo da resposta
dindmica inicia-se com a estrutura ja danificada. Consequentemente para ambos os modelos de dano empregados a
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estrutura no instante inicial (t=0 s) apresenta uma frequéncia menor do que a do modelo eléstico. Assim sendo, de um
modo geral, a danificacfo e a plastificagdo diminuem a frequéncia natural de vibragao da estrutura.

Na resposta obtida empregando-se o0 modelo de Mazars, a evolugdo do dano acarreta em diminuigdo da frequéncia,
0 que se nota no intervalo aproximado de 0.007 a 0.01 s. A partir, aproximadamente, do instante 0.01 s, se ndo houvesse
evolugdo da danificagdo e se 0 aco se mantivesse em regime elastico, a curva de frequéncia deveria se manter constante
no tempo. Porém a resposta obtida apresenta pequenas variagdes que devem ser imputadas a pequenas variagdes do
dano e plastificag@o do ago.

Para o modelo de La Borderie, ¢ importante lembrar que as alteragdes apresentadas na frequéncia refletem
fortemente os efeitos do fechamento das fissuras e das deformagdes permanentes do concreto e do ago. Por conseguinte
a interpreta¢ 80 dos resultados torna-se mais complexa. A andlise descrita a seguir, fortemente pautada nas
caracteristicas do modelo de dano de La Borderie, poderia também ser justificada pela associa¢do entre as respostas da
curva de frequéncia e da curva de deslocamento no tempo similar aquela ilustrada na Fig.(4). Por exemplo, no intervalo
de 0.0 a, mais ou menos, 0.005 s tem-se um aumento consideravel no valor da frequéncia, refletindo o ganho de rigidez
pelo processo de fechamento de fissuras ¢ descarregamento do aco plastificado induzidos quando da imposigdo do
deslocamento inicial. Entre 0.05 ¢ 0.01 s ha uma forte evolugdo da danificagdo, provocando queda de rigidez ¢ de
frequéncia. A variag¢do alternada da frequéncia no intervalo de 0.01 a 0.02 s se deve aos processos de descarregamento
do ago, seguido de danifica¢do ¢ plastificagdo do concreto. De 0.02 a 0.025 s o ganho de frequéncia decorre da
recuperagdo de rigidez por fechamento de fissuras. No intervalo de 0.028 a 0.055 s a frequéncia se mantém
praticamente constante porque ndo se tem uma evolucdo forte nos processos de danificacdo e de plastificac@o.
Finalmente, a queda de frequéncia que se observa proximo do instante 0.055 s reflete a passagem de um regime de
fechamento para abertura de fissuras.

6. Conclusodes

O trabalho relaciona-se a simulago da resposta dindmica de estruturas reticulares planas em concreto armado.

A formulagdo do equilibrio dindmico fundamenta-se na aplicacio do Principio dos Trabalhos Virtuais segundo a
descricdo lagrangiana total. A mecéanica do dano foi empregada para a consideracdo da ndo-linearidade fisica nas
estruturas em concreto. Particularmente, a equagdo constitutiva utilizada para a analise do comportamento do concreto
na tra¢ 80 e na compressao uniaxiais baseou-se nos modelos de danificacio apresentados originalmente por Mazars
(1984) e La Borderie (1991).

Nas integragdes numéricas relativas a determinacdo da matriz de rigidez tangente e do vetor de esforcos nodais
internos aplicou-se a quadratura Gauss-Lobatto, a qual se mostrou bastante eficiente no caso de elementos em concreto
armado.

Para integragdo no dominio do tempo, utilizou-se o procedimento implicito de Newmark combinado com o
procedimento incremental e iterativo de Newton-Raphson.

De modo geral. observou-se, como era de se esperar, que a resposta dindmica da estrutura sofre a influéncia do
acréscimo de danificag@o induzido pelas forgas inerciais.

Sobre a analise dindmica, vale detalhar algumas conclusdes especificas:

Observando-se as respostas que incluem a ndo-linearidade do concreto, verifica-se que elas sdo diferentes
empregando-se os modelos de dano de Mazars e de La Borderie. Pelas suas caracteristicas e sobretudo pelos resultados
obtidos para as frequéncias de vibrag o, o modelo de dano de La Borderie ¢ mais adequado que o modelo de dano de
Mazars nas andlises dindmicas.

Tendo-se em vista o primeiro modo de vibragéo da estrutura, uma indicag@o importante dos resultados numeéricos é
que a danifica¢ o diminui a frequéncia natural, o que estd de acordo com constatag des apresentadas por Riera & Rios
(2000) a partir de ensaios realizados em vigas de concreto armado.

Apesar de ndo ter sido possivel realizar um confronto com resultados experimentais, as respostas obtidas nos
diferentes exemplos analisados mostraram-se bastante coerentes.
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Abstract. This work presents a study of dynamic structural behavior of plane reinforced concrete frames considering
nonlinearities induced by continuous damage. The structural model is formulated by Principle of Virtual Work and the
finite element method is employed. The Mazars’ and La Boderie’s damage model are used to simulate concrete
constitutive behavior. The reinforcement is considered as an elastoplastic material presenting linear kinematic
hardening. The dynamic numerical analysis is performed on time domain. The influence of damage over the vibration
response is evaluated on plane frames structures.
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Resumo. O objetivo deste trabalho é o desenvolvimento de uma metodologia de modelagem numérico-computacional para
previsdo de tensdes residuais que se formam em uma placa soldada. E usado um modelo numérico baseado na Técnica de
Diferengas Finitas (TDF). As componentes de tensdo sdo determinadas por derivagdes da fungdo de tensdo de Airy, a qual depende
do estado termo-elasto-pldstico do material em determinado instante. Esta andlise, conduzida sucessivamente no tempo, permite
que se obtenha o estado de tensdo residual no final do processo. Apds o desenvolvimento da formulagdo, sdo discutidos os métodos
destinados a resolugcdo numérica do problema. Em seguida sdo apresentados resultados de simulagbes numéricas de soldagem com
simples deposicdo de calor (“bead on plate”) e soldagem de topo, bem como a comparagdo com resultados obtidos por outros
autores.

Palavras chave: tensdes residuais, deformagdes pldsticas, métodos numeéricos, técnica de diferengas finitas, soldagem.
1. Introducio

Processos de fabricagdo como conformagdo mecanica, usinagem ou soldagem normalmente resultam na presenca
de tensdes residuais nas pecas produzidas. Essas tensdes residuais podem influir sobre o desempenho das pegas,
afetando a resisténcia a fadiga, a flambagem, a corrosio, a capacidade portante e a estabilidade dimensional (Parlane et
al., 1981). Tensdes residuais no corddo de solda podem alcangar o limite de escoamento do metal de adigdo. Assim, a
determinacdo dos valores das tensdes residuais torna-se importante no projeto e na avaliacdo de desempenho de pecas
soldadas. Esta determinagdo, porém, geralmente ¢ dificil. O estado de tensdo no interior de pecas espessas quase sempre
s0 ¢ determinado através de complicados modelos numéricos de elementos finitos. As poucas possibilidades de técnicas
experimentais, nesses casos, restringem-se a técnicas sofisticadas como a difragdo de neutrons. Oddy et al. (1998)
relatam a ocorréncia de uma dispersdo de valores de tensdes residuais da ordem de 100 MPa no interior de pegas
espessas, usando essa técnica. No caso da analise de placas finas, quando ¢ admitida a distribui¢do uniforme das tensdes
ao longo da espessura, a modelagem numérica torna-se mais simples, sendo também viavel o uso de procedimentos
experimentais (técnica do furo central, fotoelasticidade de reflexdo, “Moiré”, raios-X, ultrassom, etc.). Muitas destas
técnicas, no entanto, apesar de relativamente simples, sdo onerosas. Isto limita a possibilidade de se obterem dados
experimentais ao longo de toda a placa. Esta limitacdo ¢ importante, pois sabe-se que as tensdes residuais variam
bastante ao longo da algumas regides da placa (Kamtekar, 1978). Assim, a possibilidade de se obter rapidamente, € com
menor custo, a distribuicdo das tensdes residuais em toda a placa justifica a busca de uma modelagem numérica
simplificada.

O uso de programas comerciais de elementos finitos na analise de tensdes residuais em placas finas soldadas
apresenta dificuldades devidas ao acoplamento das analises transientes térmica e mecanica. A existéncia de tensdes
residuais implica a presenga de deformagdes plasticas, o que significa que a analise deve ser de natureza termo-elasto-
plastica e, como tal, ndo-linear. Por se tratar de um problema de plasticidade, a analise deve levar em conta uma série
historica de distribui¢des de temperatura e adaptagdes sucessivas das deformagdes plasticas as tensdes geradas no
aquecimento e resfriamento da placa e do cordao de solda.

A modelagem numérica aqui apresentada, baseada na técnica de diferengas finitas, é de uso relativamente facil.
Como resultados de aplicacdo da técnica, além das trés componentes de tensdo residual em cada ponto da placa
(considera-se estado plano de tens@o), obtém-se também as deformagdes plasticas em cada ponto. Pode-se também
conduzir analises transientes, considerando um determinado instante dentro do processo de soldagem. O método
apresenta, no entanto, limitagdes como o fato de restringir-se a placas finas, retangulares ¢ com extremidades livres, ¢
considerar a tensdo de escoamento como Unica propriedade do material variavel com a temperatura. Estudos visando a
eliminag8o destas restrigdes encontram-se atualmente em curso.
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2. Fundamentos teoricos

2.1 Relacéo entre tensdes, temperatura e deformacgoes plasticas

E possivel estabelecer a relagdo entre uma fungdo de tensdo de Airy, a temperatura e as deformagdes plasticas em
uma placa soldada, por meio da seguinte equacio (Mendelson,1968):

L5 () = (ee)+ 6+, 0

onde:
- U=U(x,y) : fungdo de tensdo de Airy;
— 0a: coeficiente de expansio térmica do material;
— 0: distribuigdo da diferenca de temperatura em relagio a temperatura ambiente;

- E: médulo de elasticidade do material,

- D4(.) = agx(‘;) +2 64(-) + 04(-).

ox’dy?  ay*
2 2
12)= 20,20,
Ox dy
9%er d’e?  0%er
- G=—7—- =+ =, (2)
9y’ Oxdy  0x’
eV, € }p ,é‘fy sdo as deformagdes plasticas acumuladas;
2(5er 0°\0e? ) 0*(oer
_ AG:a (58)()_2 ( X)’)_'_ ( xy); (3)

9y’ 0x0y Ox”
- Og?, 585 , 58;; sd0 os incrementos de deformagio pléstica.

2.2 Distribuicio de temperatura

A distribuigéo da temperatura 8 na placa em cada instante (Fig.(1b)), ou seja, para cada posigdo do eletrodo, pode
ser obtida com a formulagdo de Rosenthal (Kamtekar,1978),

_ Q -MWé
0(8)=—Y oK (WR
(€) T T o(AvR). @)

- ¢ : Coordenada de cada ponto em relagio & posi¢io do eletrodo. ¢ = x — vt ( Fig.(1a));

- Q : poténcia fornecida, dada por Q=/7.V.I, onde /] ¢é o rendimento térmico do processo de soldagem, V ¢ a

tensdo e I € a corrente elétrica;

- v velocidade de soldagem;
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k : condutividade térmica;
- t,: espessura da placa;
- A=1/2K), K: difusividade térmica, K= k/(pCp), p:densidade, C,: calor especifico;

- Ky : fungdo modificada de Bessel, do segundo tipo, de ordem zero.

CR=E 4y

temperatura 0

Figura 1. a) Coordenadas na placa  b) Distribuigcdo de temperatura
2.3 Modelagem numérica
Considerando uma malha de pontos apropriada, que cubra uma metade da placa, considerada simétrica em relagéo

ao eixo de soldagem, conforme ilustrado na Fig.(2a), a Eq.(1) pode ser discretizada em um conjunto de pontos internos
da placa, por meio da técnica de diferencas finitas (Mendelson, 1968). Para tanto, a Eq.(1) ¢é reescrita sob a forma:

0*(U)=D, )
onde:

D=-E(0*(a8)+G+AG), ©)

Para cada ponto da placa, a Eq.(5) pode ser expressa na seguinte forma discreta:

CiUgyj+ CUju + G Uy + C Uy +

+GCsUjo + C Uy + CGUjj + CUj + G Upja +

+ Cio Uin,ja + Cii Uin,j + Ci2 Uiy jn +Ci3 Uiy = DG, J) @)

No caso de uma malha regular, os coeficientes C;, C,, ..., Cy3, sdo dados por:

1 2 4 4
¢ =Cy=—; C,=C=Cy=C =53 C3:C11:_(_+ j;
P p

4 0

CS:CQ:L- C6:C8:—(i+ 4 }; C7:£+£+ 8 :

>
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b) CONDICOES DE CONTORNO

Figura 2. a)Esquema da malha adotada para aplicacdo da técnica de diferencgas finitas b) Condigdes de contorno
referentes a soldagem de topo de uma placa com extremidades livres

Deve-se considerar também, na solugdo, as condi¢cdes de contorno e de simetria apropriadas. No caso de uma
soldagem de topo de uma placa com extremidades livres, para um instante intermediario da soldagem, as condigdes de
contorno sdo aquelas esquematizadas na Fig.(2b) (Kamtekar, 1978). Considerando todos os pontos internos da placa,

bem como as condi¢des de contorno ¢ simetria, o conjunto de equagdes forma o seguinte sistema linear, cuja resolugéo
fornecera os valores da fungdo de Airy em cada ponto da placa.

[4]{u}={D}. ®)

onde:

[A] : Matriz dos coeficientes Cy, C,, ..., Cy3;
{U } : Vetor-coluna dos valores da fungéo de tensdo;

{D} : Vetor-coluna dos valores de D correspondentes a cada ponto interno da malha.

Uma vez obtidos os valores discretos da fungdo de tensdo de Airy, as componentes de tensio 0, , O , ¢ T, em

cada ponto sdo dadas por:

U U_ . -2U, +U

UX = ay2 = Ux (l’ .]) |:| o 21’1 ALl 5 (93_)
0°U .U, -2U, +U,

g, = O = Ux(laj) 0— 1 hz,j T ; (9b)
-0’ U'+ i+ _Ui+ i-1] Ul-_ i+ _Ui— i

T, :ﬂj Txy(i,j) D_( i+1,j+1 1. 1) ( 1,j+1 1,/ 1) ©0)
Oxdy 4hp

Caso as tensdes Oy, Oy e Ty, configurem um estado de tensdo tal que a placa se encontre em regime eldstico em
todos os seus pontos, a andlise transiente estard completa. Neste caso, Oy, Oy € T, sd0 as tensdes que ocorrem na placa
para a temperatura . A temperatura ambiente nio restario tensdes residuais e nem deformagdes plasticas. No entanto,
se Oy, Oy € Ty, € a tensdo de escoamento f, em determinado ponto da placa, para a temperatura 8 em que esse ponto se
encontra, configurarem a ocorréncia de escoamento, restario deformacdes plasticas e tensdes residuais apds o
resfriamento. Neste caso, o lado direito da Eq. (5) ndo serd conhecido a priori, demandando uma determinag@o das
deformagdes plasticas em um processo iterativo, pois tais deformacdes dependem do estado de tensdo. Configura-se,
entdo, uma andlise nio-linear.
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2.4 Critério de escoamento
Para verificar se determinado ponto da placa permanece em regime elastico a uma determinada temperatura,

compara-se uma tensdo equivalente, 0., com a tensdo limite de escoamento do material & temperatura em que o ponto se
encontra. De acordo com o critério de Von-Mises, o ponto em questdo permanece em regime elastico se:

o, < £,(6). (10)

onde a tensdo equivalente ¢ dada por (Mendelson, 1968):

1 2 2 2 2 2 2
o, —E\/(ax ~o,f+lo, -0 +(o. -0 ) +elr,  +1,2 +1.?) (11)
No caso de estado plano de tenséo,
- 2 2 2
g, —\/Jx to,-0,0, +37 (12)

2.5 Analise plastica

O Método das Solucdes Elasticas Sucessivas, sugerido por Mendelson (1968) consiste em um processo iterativo
para determinar os incrementos de deformacdo pléstica correspondentes a um determinado incremento de carregamento.
Tal método, esquematizado na Fig.(3), pode ser adaptado para a solugdo do problema termo-elasto-plastico do
comportamento das tensdes em uma placa, com a temperatura, durante a soldagem. Neste caso, o incremento de
deformagio plastica deve-se a uma mudanga na distribuigdo de temperatura, e ndo a um incremento de carregamento.
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Figura 3 . Esquema do método das Solugdes Elésticas Sucessivas
2.6 Métodos numéricos

Como o problema da determinagdo das tensdes residuais ¢ dependente da série histérica de temperaturas, das
condi¢des de contorno e da interagdo entre todos os pontos da placa, além de ser altamente sensivel a pequenas
variagdes nos valores das deformagdes plasticas, a analise deve utilizar intervalos de tempo pequenos ¢ malhas
refinadas, configurando grande esforgo computacional. O interesse volta-se, entdo, para a analise e selegdo dos métodos
numéricos apropriados para a solugdo do problema. Os métodos numéricos de resolugdo de equagdes diferenciais
subdividem-se em diretos e iterativos, sendo estes dois tipos detalhados a seguir.
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2.6.1 Métodos iterativos

Os métodos iterativos (ou de relaxagéo) oferecem vantagens tais como a maior facilidade de adaptagdo a problemas
diferentes. Permitem trabalhar com malhas com maior nimero de pontos, o que ¢ especialmente desejavel em se
tratando de solugdes que apresentem fortes gradientes, que demandam malhas mais refinadas. Além disso, podem ser
usados em analises ndo-lineares, uma vez que o lado direito da equagdo pode ser mudado a cada iteragcdo. Os métodos
iterativos utilizam, como rotinas bésicas de relaxagdo, métodos como o de Jacobi e o de Gauss Seidel. Ambos podem
ser adaptados a estratégias de aceleracdo, conduzindo ao SOR ("Successive Overrelaxation") que ¢ um algoritmo
iterativo largamente utilizado até a década de 70 (Press, 1992).

Utilizando os procedimentos de Jacobi, Gauss-Seidel ou SOR, a precisdo final da solucdo estd associada ao
espagamento da malha e ¢, em geral, deficiente. A convergéncia € rdpida nas primeiras iteragcdes, mas passa a quase nio
progredir com um maior nimero de iteragcdes. Esse problema ¢ contornado com o uso da abordagem Multigrelha na
solucdo numérica de equacdes diferenciais por diferengas finitas (Briggs, 1987). Nessa abordagem, a corre¢do de um
residuo, que ¢ a diferenga entre o lado direito da equagdo e o produto da matriz de coeficientes pelo vetor-solugdo, é
calculada em uma malha mais "grosseira" (com menor niimero de pontos) e transferida, por interpolagdo, para as
malhas mais refinadas. O vetor-solugdo, calculado na malha mais refinada, ¢ entdo corrigido. A eficacia da abordagem
Multigrelha baseia-se em atingir todo o espectro do erro com a relaxagdo (que corrige principalmente erros de alta
frequéncia) e a correcdo a partir do residuo calculado em malhas diferentes (que atinge erros de baixa frequéncia)
(Briggs, 1987). Métodos Multigrelha sdo, atualmente, o tipo de método a se adotar na solugdo de problemas com
malhas densas, com grande produtividade (Press, 1992).

Apesar das vantagens dos métodos iterativos (facilidade de programacdo, versatilidade, adaptabilidade a problemas
ndo-lineares), nem sempre eles podem ser empregados. Ha casos em que o processo pode ndo convergir. Uma condi¢io
suficiente para se garantir a convergéncia ¢ o sistema ser diagonal-dominante, isto €, a soma dos coeficientes dos pontos
vizinhos de um ponto ser menor que o coeficiente do ponto.

2.6.2 Métodos diretos

Os métodos diretos conduzem a matrizes muito grandes, o que é um fator limitante da quantidade de pontos da
malha. Métodos diretos tendem também a ser muito especializados, isto é, torna-se dificil adaptar um modelo para a
solucdo de outros problemas com diferentes operadores e condigdes de contorno (Briggs, 1987).

Na construgdo de rotinas baseadas em métodos diretos deve-se estudar a constitui¢do da matriz de coeficientes
e as modificacdes que ela e o lado direito da equacdo devem sofrer para assimilar as condi¢des de contorno. A matriz de
coeficientes normalmente ¢ de grandes dimensdes. No entanto, a propor¢do de elementos ndo nulos é pequena, com
estes se concentrando em regido proxima a diagonal principal, sendo 13 as diagonais ndo nulas, no caso de problemas
em [* (Fig. 4). Para reduzir o dispéndio de meméria e esforgo computacional, o programa utilizado deve ser capaz de
aproveitar as caracteristicas de esparsidade da matriz de coeficientes.

matriz de coeficientes

vetor-solugéo
EENEEEEENEENENENEEEENEEEEEER
|
lado direito da equagéao
ENEEEEEEE NN

. . . . £ ~ 4
Figura 4. Esquema das matrizes e vetores considerados nos métodos numéricos para solugio de problemas em [
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3. Testes numéricos preliminares

O ambiente de programacio escolhido foi o MATLAB". Como ¢ desejavel trabalhar com malhas mais refinadas e a
analise ¢ de carater ndo-linear, buscou-se desenvolver um modelo de solugdo usando um método iterativo com
abordagem Multigrelha. Escolheu-se a rotina de relaxagdo Jacobi para se evitar lagos em comando "for". Testes

preliminares em problemas unidimensionais ou bidimensionais, com equagdes governadas pelo operador [J?, mostraram
a adequagdo de tais escolhas.

Ao se desenvolver o programa para solu¢do do problema da formagdo de tensdes residuais, onde se emprega a
equagdo diferencial em que o operador ¢ (%, os primeiros testes mostraram grande instabilidade numérica. As ordens de
grandeza dos valores de 0y, por exemplo, mostraram-se inadmissiveis. Na maioria das vezes havia divergéncia e ndo se

obtinha uma solugéo. Considerou-se que essa divergéncia ocorria devido ao sistema de equa¢des ndo ser diagonal-
dominante e portanto, ndo se poder garantir a convergéncia.

Para contornar a instabilidade numérica, a rotina de relaxacdo foi alterada para um sistema em "xadrez" ("red-black
relaxation" (Briggs, 1987)). Isso conferiu estabilidade numérica a solu¢do do problema. Testou-se a resolugdo de uma
equacdo diferencial em 0% (Eq. (13)) , cuja solugdo analitica é conhecida .

D4(U):exyy4+Ze"yx2y2+4xy+2+exyx4, (13)

Solugdo : U(x,y) =¢€",

Na Figura (5) podem ser vistos resultados obtidos com o uso dos varios dos métodos numéricos considerados.
Pode-se notar a deficiéncia dos métodos iterativos testados. Os erros indicados sdo erros rms, ou seja, raiz da soma da

média dos quadrados das diferencas entre os valores obtidos com os varios métodos empregados e os valores da solugio
exata em cada ponto da malha adotada.
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Frente ao baixo desempenho conseguido com os métodos iterativos optou-se pelo uso do método direto, apesar
de suas limitagdes. Usou-se, na numeragdo dos pontos internos da malha, a convengao lexicografica, ou seja, numeragéo
conforme as linhas (Briggs,1987). Os resultados forneceram indicios da possibilidade de se resolver a equagio
governante da formagdo de tensdes residuais, (Eq. (5)) usando o método direto, conforme apresentado a seguir.

4. Exemplo de aplicacio ao problema de previsio de tensdes residuais

Foram conduzidas simulagdes numéricas de soldagens em placas de aco, com variagdo das condi¢des de
soldagem. Considerou-se, em um caso, a simples deposicdo de calor ("bead on plate") e, em outro caso, a soldagem de
topo, para verificar o efeito das diferentes condi¢des sobre a distribui¢do e magnitude das tensdes residuais. As
caracteristicas do material, pardmetros energéticos do processo ¢ dimensdes das placas podem ser vistas na Tabela 1.
Tais caracteristicas sdo semelhantes as utilizadas por Kaldas e Dickinson (1981a,b).

Tabela 1 — Caracteristicas do material, pardmetros energéticos ¢ dimensdes das placas estudadas

Caracteristicas, parimetros e medidas Aco
Condut. térmica (k) 0,050 J/(s.mm.C)
Densidade (p) 0,785¢-5 Kg/mm’
Calor especifico (Cy) 420  J/(Kg.C)
Expansdo térmica (a) 12e-6 (1/C)
Modulo de elastic.  ( E ) 205¢3  N/mm’

Coef. de Poisson (v ) 0,28 (*)
Tensdo de Escoam.  ( f) 246 N/mm’> (%)

Temperatura de fusdo

1500 C

Poténcia term. fornec (Q ) 850,8 (J/s) (¥
veloc. de soldagem (v ) 7,62 mm/s (*)
Comprimento da placa ( L ) 508 mm (%)
Semi-largura da placa ( b ) 127 mm (*)
Espessura t) 3,175 mm (%)

(*)Kaldas e Dickinson (1981)

A Figura (6) mostra os graficos das tensdes residuais para o caso da soldagem da placa de ago na condicdo de
simples deposicdo de calor (“bead on plate”). Na Figura (7) podem-se ver as deformagdes plasticas correspondentes.
Observa-se que as deformagdes plasticas restringem-se a uma regido adjacente ao corddo de solda, o que significa que a
maior parte da placa encontra-se em regime elastico.
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Figura 6 - Graficos de tensdes Oy, Oy € Ty, no caso da soldagem da placa de ago com simples deposicao de calor ("bead
on plate")
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Figura 7 - Deformagdes plasticas €”, € e €'y, no caso da soldagem da placa de ago com simples deposi¢do de calor
("bead on plate")

Na Figura (8) s@o apresentados graficos das tensdes residuais ao longo de dire¢des especificas dentro da placa,
sendo uteis para comparacdo dos efeitos das duas condigdes de soldagem estudadas (simples deposicdo de calor e
soldagem de topo). Nota-se que o resultado final, em termos de tensdes residuais, depende efetivamente da condicdo de
soldagem. Na regido adjacente ao corddo de solda, e longe das extremidades da placa, no entanto, a distribui¢do e
magnitude das tensdes sdo semelhantes. No grafico de 0, da Fig.(8) também sdo mostrados, para comparagio,
resultados (também obtidos por simulagdo numérica) apresentados por Kaldas e Dickinson (1981a,b). Notam-se
diferengas no valor maximo de O, na regido do corddo de solda. Os valores apresentados pelos ultimos autores
aproximam-se mais da tensdo de escoamento do material, o que parece mais coerente, pois Oy € Ty, S30 pequenas na
regido central da placa e, assim, a tensdo equivalente 0, deve se aproximar de 0, Os resultados da presente modelagem
melhorariam com a inclusio de uma condig¢do de contorno adicional que limitasse o valor de 0. Isso seria mais facil em
um método iterativo de solucdo da equacdo governante.

rmal om *y"

\
Tens&o normal em "x" ol

Tensdo Sigma, soldagem de topo.

20 longo do eixo x
ara y/b=0,1

Kaldas e Dickinson (1981)

simples deposigdo de calor il
("bead on plate")

mm
OfOOOOO

_— soldagem de topo

0 20 40 60 80 100 120 140

Figura 8 - Comparagio entre tensdes residuais resultantes de simples deposi¢@o de calor e soldagem de topo. Em (a)
pode-se ver o resultado obtido, também com simulagdo numérica, por Kaldas e Dickinson (1981a-b).

5. Conclusodes

Foi apresentado um equacionamento para o problema da determinagdo de tensdes residuais e deformagdes
plasticas em placas soldadas, com enfoque nos procedimentos para resolugdo numérica da equagio diferencial regida
pelo operador (0. Foram analisados dois tipos de métodos: iterativos e diretos. Os métodos iterativos aplicados
apresentaram problemas de convergéncia. O programa computacional desenvolvido mostrou-se eficaz na determinagéo
das tensdes residuais decorrentes da soldagem, necessitando, porém, de melhorias no tratamento das tensdes na regido
do corddo de solda. A utilizagdo desse programa, formulado a partir de diferencas finitas, é consideravelmente mais
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simples que a de pacotes comerciais que permitem analise termo-elasto-plastica ndo linear, dentro de suas restricdes
(placas retangulares) e simplificacdes admitidas. A abordagem do problema também ¢ bastante fenomenologica, com a
sequéncia de resolugdo ocorrendo de modo similar ao processo real de soldagem (mudangas na temperatura, formacao
de tensdes e acomodacdo dessas tensdes por deformagdes plasticas).
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Abstract. This paper describes the development of a methodology for the numerical prediction of residual stresses due to welding on
a plate. A numerical model, based on the Finite Difference Technique (FDT), is developed. Stress components are determined by
computing the derivatives of the Airy stress function, wich depends on thermo-elasto-plastic state of the material at a given moment.
Results of welding simulations using different welding conditions, such as bead on plate and butt-welding are presented, as well a
comparison with other authors’ results.
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Resumo. O objetivo deste trabalho é o estudo tedrico/ numérico do comportamento mecdnico de pegas de madeira refor¢adas
por fibras de carbono, utilizando a técnica dos elementos finitos. A associagdo da madeira a fibra de carbono permite
aplicagdes tanto em termos de concepgdo estrutural (projeto) como de reforgo (recuperagdo) de pegas em setores como a
construgdo civil e naval. A teoria utilizada para a formulagdo do modelo se insere no contexto das teorias de estratificados para
materiais compostos. Utilizando modelos de vigas, foram feitas diversas variagdes na posi¢do e na taxa de refor¢o. Os
resultados obtidos permitiram definir o comportamento estrutural do material resultante da associa¢do da madeira com as
fibras de carbono e o ganho de rigidez da pe¢a em fungdo do refor¢o aplicado.

Palavras chave: comportamento mecdnico, reforgo, madeira, fibras de carbono, materiais compostos.

1. Introducio

A idéia inicial de associar um material leve a madeira foi de reforgar edificagdes com problemas estruturais. A
Australia por exemplo, possui mais de 10.000 pontes de madeira em sua rede de estradas principais, regionais e locais.
Muitas delas t€m sofrido com a falta de manuteng@o e estdo em servigo por mais tempo que o previsto em projeto,
necessitando de uma reabilitacdo. Muitas outras estruturas de madeira como cais, depdsitos e edificios antigos também
se encontram deteriorados. Parte destas estruturas sdo importantes obras historicas, outras sdo parte essencial de infra-
estrutura, o que impossibilita a demoliggo.

A recuperacio estrutural entra em cena como resposta aos problemas de envelhecimento das obras. Ela abrange
também edificacdes abaladas por sinistros de qualquer natureza ou por falhas no planejamento, projeto, execu¢do ou por
emprego de materiais ¢ componentes de baixa qualidade. Atualmente, a discussfo a respeito da manutencdo e
durabilidade das estruturas é assunto de vital importancia. O Reino Unido por exemplo, consome cerca de 4% de seu
PNB (cerca de US$ 51 bilhdes anuais) com o reparo ¢ a manutengdo de estruturas. Freqiientemente, devido a limitagéo
de recursos, apenas trabalhos minimos sdo feitos para garantir as estruturas em servico, uma estratégia de manutengdo
que ndo ¢ a ideal. Além disso, as cargas de servigo agora impostas as estruturas sdo maiores que as cargas inicialmente
projetadas. Considerando os aspectos de impacto ambiental no uso de madeiras nativas e a rdpida diminui¢ao de arvores
com seg¢do transversal elevada, os métodos tradicionais de reabilitacdo de estruturas de madeira ndo sdo sustentaveis.

O uso de Plasticos Reforcados por Fibras de Carbono (PRFC) tem se limitado ao refor¢o de estruturas de concreto,
mas existe um enorme potencial para o seu uso no reforgo de estruturas de madeira. Na América do Norte, Europa ¢
Japdo ja existe uma grande aceitacdo dos elementos estruturais de materiais convencionais refor¢ados por fibras.
Existem varios tipos de matrizes e fibras utilizadas como refor¢o. As primeiras fibras utilizadas em estruturas foram as
fibras de vidro, aramida e carbono (Bulleit, 1983). As fibras de aramida e carbono possuem maior resisténcia e
durabilidade, por isso sdo as mais utilizadas. As matrizes associadas a essas fibras podem ser termoplasticas ou
termofixas.

O alto custo das fibras de carbono e a incompatibilidade entre a madeira e estas fibras tornavam inconveniente o
refor¢o de estruturas de madeira (Tingley e Cegelka, 1996). Estes problemas estdo sendo resolvidos com a redugo no
custo e com os novos métodos de aplicagdo das fibras de carbono.

O objetivo principal deste trabalho € o estudo do reforco de estruturas de madeiras através de fibras de carbono,
identificando a curva de enrijecimento em fung¢io do reforgo aplicado. A analise rigorosa da estrutura através das teorias
de estratificados em materiais compostos permite a compreensio detalhada do comportamento mecanico do material. O
estudo visa auxiliar aplicagdes ndo somente na recuperacdo de estruturas como na concepgdo estrutural de novos
projetos. Para validacdo do modelo numérico, numa primeira etapa os resultados foram comparados com resultados
obtidos através de formulacdo analitica. Numa segunda etapa, utilizando o programa computacional de elementos
finitos ANSYS", foram feitos diversos testes variando-se a quantidade e a posi¢do do reforgo e a carga aplicada. Um
enfoque particular serd dado ao comportamento mecanico das estruturas refor¢adas nas faces inferior e superior.
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2. Caracteristicas das fibras de carbono

O uso de materiais compostos na engenharia tem crescido rapidamente, principalmente nos casos onde altas
relagdes resisténcia/peso especifico sdo exigidas. Tanto do ponto de vista de esforgos mecanicos como de outros efeitos
especificos, como ac¢des da temperatura e da umidade, os materiais modernos sdo exigidos no desempenho de fungdes
multiplas (Cunha, 1992). Uma grande vantagem dos materiais compostos ¢ a possibilidade da varia¢do dos elementos
constituintes da estrutura segundo as dire¢des desejadas. No caso de refor¢o de estruturas, esta caracteristica permite
uma distribui¢do segundo as dire¢des preferenciais dos esforcos, gerando uma eficiéncia excepcional para o material
resultante da associag@o. Os PRFC em particular possuem as seguintes propriedades:

¢ Altarelagdo resisténcia/peso especifico;

¢ Nao se plastificam: seu limite eldstico corresponde ao limite de ruptura;

¢ Boaresisténcia a fadiga e a corrosio;

¢ S&o pouco sensiveis aos produtos quimicos como graxa, 6leo, liquidos hidraulicos, pintura, solvente, etc;

e Aresisténcia a impactos e aos choques s3o menores nos compostos em relagdo aos materiais metalicos;

¢ Parauma dada espessura, os materiais compostos possuem uma melhor resisténcia ao fogo que as ligas leves.

O coeficiente de Poisson para madeiras estruturais estdo entre 0.033-0.47 e para os PRFC esta entre 0.12-0.36, mas
0.33 é 0 mais comum. Isto faz com que os PRFC sejam compativeis com a madeira (Tingley, 1996). A baixa densidade
dos PRFC gera pouco acréscimo de carga nas estruturas. Devido a estas caracteristicas, o uso de PRFC na engenharia
estrutural tem crescido bastante nos ultimos anos.

3. Compoésitos de madeira

O uso da madeira com secdo sdlida esbarra em dois inconvenientes: as pegas de madeira possuem suas dimensdes
limitadas e pecas com tamanho muito grande, em geral, possuem muitos defeitos naturais (Calil et al., 2000). Para
vencer estes inconvenientes sdo utilizados processos de transformagdo, que possibilitam a criagdo de estruturas
compdsitas como os laminados, contraplacados e aglomerados.

Os compdsitos de madeira sdo um grupo de materiais que contém madeira em seu todo ou fibras de madeira como
componente basico. As fibras sdo interligadas por um adesivo natural ou sintético. Entretanto, a madeira sélida pode ser
vista como um material composto da combinag@o de fibras com a lignina. Ainda, a madeira pode ser tratada como um
sistema composto de ldminas de faixas alternadas de material de alta e baixa densidade. Como exemplo de estrutura
composita, a Figura (1) mostra estruturas laminadas horizontalmente coladas Glulam), que utilizam madeira de
reflorestamento, permitindo vencer grandes vaos e suportar grandes carregamentos. Sdo muito utilizadas em edificios,
galpdes e em vigas de pontes. O uso de PRFC como reforgo (Fig. 2), permite diminuir a se¢do transversal das pegas. As
Figuras (3) e (4) ilustram algumas aplica¢des das estruturas do tipo Glulam.

fibra de carbono

madeira

fibra de carbono

Figura 1. Estrutura laminada tipo Glulam. Figura 2. Glulam refor¢ado com PRFC.

Figura 3. Aplicacdo do Glulam na construgdo de residéncias. Figura 4. Aplicagdo na construcdo de arcos.
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4. Teoria de calculo

O calculo exato dos esfor¢os e deslocamentos de estruturas em geral pode se mostrar dificil ou até impossivel. Os
métodos numéricos sdo uma alternativa interessante a esses problemas. Em particular o método dos elementos finitos
(MEF) permite o célculo de estruturas com formas geométricas variadas e condi¢des de contorno e de carregamento
complexas. Sua precisdo depende entre outros, da teoria utilizada e do grau de refinamento da malha.

A teoria mais usual para o célculo de placas estratificadas ¢ a Teoria Classica. Porém, as simplificacdes
introduzidas por esta teoria podem gerar erros significativos em relagdo a resposta estatica e dindmica da estrutura.
Viérios estudos mostram que a Teoria classica subestima as deflexdes e superestima as frequéncias, a capacidade de
amortecimento especifico e as forgas de flambagem. Além disso, as deformagdes cisalhantes transversais, desprezadas
pela Teoria classica, desempenham uma fun¢do importante no processo de ruptura de materiais compostos do tipo
poliméricos por exemplo. A Teoria do Cisalhamento de 1* Ordem (FSDT), que considera o cisalhamento transversal,
possibilita a obtencdo de resultados satisfatorios para a maioria dos casos de estratificados.

A obtengdo das equagdes diferenciais parciais que regem o estado de equilibrio entre os deslocamentos,
deformacdes, tensdes e forgas, pode ser feita basicamente de duas maneiras (Jones, 1975): utilizando diretamente as
equagdes de equilibrio estatico e cinematico da estrutura ou utilizando as condi¢des de estacionaridade de funcionais.
Na FSDT,O campo de deslocamentos a ser imposto em um ponto qualquer de uma estrutura do tipo placa ¢ definido
pelas seguintes expressoes:

0(x, y) + z.Gy(x, y) (1)

Este campo de deslocamentos ¢ determinado por cinco variaveis independentes: u,, v, € w,, que sdo os deslocamentos
do plano médio e € g,, que sdo as rotagdes do plano médio segundo as diregdes x e y, respectivamente. A aplicacdo
dos principios de equilibrio ou energéticos, conjuntamente com as condi¢des de contorno, leva a seguinte relagdo
constitutiva do material estratificado:

N, O A, A, A, B, B, B, 0 0 D%ix%
O d O
E[Ny 0 DAIZ A, % B, By, By 0 0 D@gylj
ENWE E‘Am A, A, B, B, B, 0 0 B%gyg
%\/[x D: %ll B12 Blﬁ Dll D12 Dlﬁ O O D[kx D (2)
Ei\/[y E E|Blz B, B, D, D, D, 0 0 B%y B]
|jllxy% ?IG B26 Béﬁ D16 D26 D66 O O Bmxyg
2,880 o o o o o wH, HIGE
RBEE0 0 0 0 0 H, H,BH.H

onde N, M e O sdo os esfor¢os normais, de flexdo/tor¢do e de cisalhamento, respectivamente. 4;; sdo os coeficientes da
matriz de rigidez de membrana, B;; sdo os coeficientes da matriz de acoplamento membrana/flexdo-tor¢do, Dj; sdo os
coeficientes da matriz de rigidez de flexdo-tor¢do e Hj; sdo os coeficientes da matriz de rigidez de cisalhamento
transversal. Tem-se:

A, =3 @Q)(n, -h,) ®

.= 5@ ) @

D, =25 @), (. - ) )

H,=k3 Q) (h, ~h,.) (6)
sendo:

hy; : distancia do plano médio da se¢do transversal até o limite inferior da camada k;
hy : distancia do plano médio da secdo transversal até o limite superior da camada k;
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Q, : coeficientes de rigidez, referenciados a um sistema de eixos qualquer;

k : fator de corre¢do do cisalhamento transversal.
5. Propriedades dos materiais

A madeira considerada neste estudo ¢ o Pinus Caribea da classe de resisténcia das Coniferas, conforme
especificagdes da NBR 7190 - Projeto de estruturas de madeira. Diferentemente dos célculos convencionais, nesta
simula¢do a madeira é considerada como um material ortotrdpico, conforme Fig. (5), onde as propriedades elésticas sdo

dadas pelas relagdes:

Ei:E:E020:1.6:1 E; =8.431 GPa E, = 0.674 GPa E; = 0.422 GPa
G:G3:G;010:94:1 > G2 = 0.602 GPa G3 = 0.566 GPa Gy3 = 0.060 GPa
El . G12 014 :1
3
1

.

(& ?

Figura 5. Sistema de eixos principais da madeira.

Os valores utilizados para o coeficiente de Poisson foram Bodig, 1982): vi; = 0.219; vi3 = 0.262; v,3 = 0.364. As
propriedades usadas para a camada unidirecional de fibras de carbono, considerada como transversalmente isotropica,
foram obtidas de formulagdes da micromecanica, com um volume de fibras de 60%:

E; =230 GPa G, =5 GPa Vi =0.32
E, =20 GPa Gi3 =5 GPa Vi3=0.32
E; =20 GPa Gy; =4 GPa Vo3 =0.35

As propriedades da cola isotrdpica sdo (Triantafillou e Deskovic, 1992):

E1 = E2 = E3 =0.9 GPa
Gip =G3 =G3=0.32 GPa
Vi2 =Vi3=Vy3 = 0.4

6. Avaliacdo da confiabilidade do modelo

A confiabilidade de um modelo numérico deve ser testada, ou através de um modelo experimental, ou através de
um modelo teérico consolidado. Para verificar este aspecto, modelou-se uma viga bi-apoiada carregada uniformemente,
como mostra a Fig. (6). Os resultados obtidos com o programa computacional ANSYS foram comparados com os
resultados do modelo tedrico. Foi utilizado para a modelagem o elemento especifico para materiais compostos
SOLID46. O modelo utilizou 60 elementos, resultando em 543 g.d.1 para a estrutura.

Figura 6. Modelo de elementos finitos da viga.
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A viga possui vdo L=0.60m e se¢do transversal de 0.03 x 0.06 nf. O carregamento é ¢g=900 N/m. No caso de viga, a
FSDT ¢ simplificada, levando ao seguinte valor para a flecha no meio do vio (Berthelot, 1992), Eq. (6):

5qL .
=—1-D 6
Ve T3 " (6)

onde:

DV = lA (DZZ'D66 - Dié)

11
A = Dll ‘DZZ’D(s(y +2‘D12'D16‘D26 - Dll D;ﬁ _DZZ'DTB - DGGDTZ
sendo as constantes D;; dadas pela Eq. (5).

O modelo estudado pode ser considerado como sendo um estratificado composto por diversas camadas de PRFC,
cola e madeira. As Figuras (7) e (8) esquematizam a composi¢ao do estratificado.

i s Madeira
-
Figura 7. Se¢do transversal do estratificado utilizado na modelagem numérica.
Layer Materials
Theta 1 - madeira
2 - PRFC
2 - cola
0
0
1
3
2

Figura 8. Esquema de empilhamento das camadas.

A Figura (9) mostra as curvas obtidas para o modelo numérico e teérico (Eq. 6). Os resultados obtidos apresentam
uma 6tima aproximagio entre os modelos.
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o
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a \
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0
0 2 4 6 8 10 12 14

Taxa de reforgo

Figura 9. Resultados obtidos da flecha para verificar a confiabilidade do modelo numérico.
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7. Analise do enrijecimento da estrutura reforcada

Nesta etapa calculou-se o deslocamento no meio do vdo para a viga bi-apoiada descrita no item anterior, com
refor¢o na face inferior ou com reforgo nas faces inferior e superior. Os resultados obtidos, Fig. (10), mostram que para
uma mesma taxa de fibras de carbono, o posicionamento do refor¢o nas faces inferior e superior gera um enrijecimento
maior da peca. O enrijecimento foi calculado pela Eq. (7):

Enrijecimmto(%)= M.IOG‘A) (7)
w

Y

onde:

w, : deslocamento no meio do vdo para uma determinada taxa de reforco;
W, : deslocamento no meio do vao para a viga sem reforgo.

80
—
L o—=e ]
il
70 o] :
/ ,J‘./"’/I./""—k/
80 P/ ”J/l“”
- /g/ﬂ
° —
5 ok ¥ ¥ ¥ ¥
E40 7
(53
i f
{5 % ) "
20 i 0 Reforco nas fibras inferiores e superiores
I + Reforco nas fibras inferiores
10 i
0
0 5 10 15 20 25 30 35

Taxa de reforgo (%)

Figura 10. Resultados do enrijecimento da viga.

8. Comportamento mecinico do material

Ao associar os dois materiais, madeira ¢ PRFC, gera-se um estratificado cujas camadas possuem diferencas
significativas nas suas propriedades elasticas. Por exemplo, o médulo de elasticidade E do PRFC é 27.28 vezes maior
que o da madeira. Dessa forma, foi levantada a hipdtese de que o material resultante poderia trabalhar como uma
estrutura sanduiche. As camadas de PRFC nas faces inferior e superior funcionariam como “peles”, resistindo as
tensdes normais da flexdo e a madeira funcionaria como alma, um espagador entre as peles, resistindo aos esforgos
cisalhantes transversais.

As Figuras (11) e (12) representam as tensdes normais Oy € cisalhantes Oy, na viga. As tensdes normais estdo de
acordo com o comportamento esperado para estruturas sanduiches, porém as tensdes cisalhantes dependem, além das
propriedades elasticas, da relacdo espessura das peles/espessura do espagador (#/¢), ou seja, da taxa de reforco aplicado.
Na Fig. (12.a) a relacdo utilizada ¢/e) foi de 1.33%, o que nlo caracterizou o sanduiche do ponto de vista da

distribui¢do das tensdes cisalhantes. J& para a Fig. (12.b), a relagdo utilizada (¢/e) foi de 0.208%, o que comprovou a
hipdtese levantada.

1.33¢7

e/2

3.60e5 e

- 3.60e5

e/2

133¢7

Figura 11. Grafico das tensdes Oy (N/nf) ao longo da secdo transversal.
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Figura 12. Distribui¢do das tensdes cisalhantes oy, (N/nt) ao longo da se¢do transversal.

Deve-se ressaltar que, embora a teoria utilizada pelo ANSYS seja similar @ FSDT, existe um ajuste das tensdes de
cisalhamento transversal, o que garante a distribui¢cdo parabélica ao longo da secdo transversal ¢ a nulidade destas
tensdes nas faces externas do estratificado. As Equagdes (8) de ajuste sio:

. 3 . 3
O, = 5(1 - rz)oka O, = 5(1 - rz)cyz,k ®)

onde 0, eO;,‘k sdo as tensdes cisalhantes transversais ajustadas e ‘r’ é a coordenada normal, variando de —1.0 (face

inferior do estratificado) a 1.0 (face superior do estratificado).

A Figura (13) mostra como variam as tensdes nos materiais em fun¢@o da taxa de reforca aplicado. Os valores das
tensdes foram normalizados. Ty, representa o valor da tensdo para uma taxa de reforgo qualquer e Ty, representa para a
madeira o valor da tensdo na pega sem reforco, e para a cola e o PRFC, o valor da tens@o para uma taxa de refor¢o de
1.33%.
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Figura 13. Resultados da variagdo das tensdes (a) na cola, (b) na madeira e (c) no reforgo.
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Para verificar a relagdo carga x deslocamento da viga, aplicou-se algumas taxas de refor¢o, ¢ variando o
carregamento da viga, tragaram-se as curvas de deslocamento em fun¢do da carga aplicada. Os resultados obtidos na
Fig. (14) mostram que a rela¢do carga x deslocamento da viga tem comportamento linear.
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at
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Deslocamento no meio do véo(mm)

Figura 14. Comportamento carga x deslocamento da viga.

9. Conclusao

Estudou-se neste trabalho a aplicagdo de fibra de carbono no reforgo de estruturas de madeira através de simulagdes
numéricas via elementos finitos. A metodologia de andlise possibilitou o célculo preciso do comportamento mecanico
do composto. A utilizacdo das fibras de carbono possibilitou grandes enrijecimentos para uma pequena taxa de reforco
aplicado. Dessa forma, € possivel reforcar estruturas danificadas sem aumento significativo do seu peso préprio, ou
ainda, criar pecas novas capazes de resistir a grandes esfor¢os com se¢des transversais reduzidas. Este trabalho tera
continuidade com a andlise de estruturas do tipo placa visando outras aplicagdes, além da realizagdo de ensaios
experimentais.
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Abstract. The objective of this work is a theoretical / numerical study of the mechanical behavior of timber pieces reinforced by
carbon fibers, using finite element method. The association of the wood to the carbon fiber allows applications in structural design
as of repair of strucutures in civil and naval constructions. The used theory for the numerical modelling is inserted in the context of
the laminated theories for composite materials. By using models of beams, several simulations of the placement and the
reinforcement ratio have been made. The obtained results allowed to analyse in details the mechanical behavior of the resultant
composite and the gain of rigidity as a function of the applied reinforcement.
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Abstract: Theaimisto evaluate the numerical response of the hp-cloud meshless method on different kinds of nonlinear analysis such
as the static and dynamic ones. The problem of a reinforced concrete beam is considered. The behavior of the concrete is taken into
account by the two damage models of Mazars and of La Borderie. The beam is considered as a layered system. General details about
the numerical implementation of the numerical method are outlined. Firstly, a static analysisis performed being the numerical results
compared with experimental measures. A good performance of the method is verified with both damage models. Then a dynamic
analysis of the system s conduced without accounting for damping effect. The results show the strong influence of progressive damage
on the nonlinear structural behavior. The dynamic response can be different depending on the kind of damage model adopted.
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1. Introduction

Despite the recent advancesin using traditional Finite Element Method, FEM, nonlinear mechanical problems, such as
damage and crack propagation has motivated, through the last few years, a search for the devel opment of less cumbersome
numerical procedures which preclude the use of amesh for building the approximate functions. Among these procedures
is the hp-cloud Method, (Duarte, 1996), that has been largely used in the solution of several kinds of boundary-value
problems, BVP.

The objective of this paper is not to present any additional development on the method itself but otherwise to verify
its performance when applied to nonlinear static and dynamic structural analysis. In the section 2 the formalism of the
method is reviewed as well as the genera procedure to build the Galerkin-approximation of a BVP. The problem to be
considered is presented in the section 3 and consists of a reinforced concrete beam analysis. Two scalar damage models
are employed to describe the nonlinear behavior of the concrete, the Mazars' and La Borderie’'s models. The peculiarities
of both models are briefly commented. Static and dynamic analysis are then performed by the hp-cloud method.

2. Meshless Methods

As well the Finite Element Method, the meshless methods also provide a systematic way to implement Galerkin
approximations of variational boundary-value problems, BVP. According to (Duarte, 1995), a method can be considered
meshless if the basic equations governing a BVP do not depend on the availability of a well defined mesh. The hp-
Clouds Method, (Duarte, 1996), is agood example of thiskind of procedure. This method is based on the ideas launched
with the Diffuse Element Method, DEM, (Nayroles et al., 1992), and improved by (Belytschko et a., 1994) with the
Element Free Galerkin Method, EFGM. In the DEM the Moving Least Square functions, MLS, are used to define the
finite-dimensional spaces of the trial and test functions of the Galerkin’s method. In the EFGM, the DEM formulation is
improved by the correct computation of the MLS derivatives and by using Lagrange multipliers to impose the Dirichlet
boundary conditions. In spite of being a meshless method, the EFGM employs an auxiliary grid to support numerical
quadrature integrations.

In the hp-Clouds Method the approximation functions, among them the MLS ones, are viewed as partitions of unity,
(Oden and Reddy, 1976), and used to construct an hierarchy of functionsin order to trivially implement a p-enrichment.

2.1. Moving Least Square (MLS)

Let be considered the problem of finding an approximating continuous function u(x) : @ — R, (n = 1,2 0r 3)
based upon a discrete number of known values u; at an arbitrary set of points Qy = {wj}évzl, z; € Q. The strategy of
solution to be adopted consists of building the approximation @ () localy at each position « of the domain. Such best
approximation is defined as alinear combination of the elements of a set of linearly-independent functions P = {p, },,
often a polynomial basis. The coefficients a;;(x) involved in the combination are linked to asub-set of m < n < N

points, belonging to a sub-domain ﬁn C Qp:

u(z) = a(x) = ij(az)aj(w) = p’(z)a(x) Q)
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L et be introduced a positive x; dependent weight function I, defined in asuch way that it takes values in a compact
support w; = {x € Q : ||z — ;|| < R;} and attains a maximum at the point ;. The scalar R; is a measure of the
influence domain of x;. In the context of the MLS, (Lancaster and Salkauskas, 1981), the coefficients a;(x) of (1) are
determined by minimizing the following function J(x) of the weighted sum of the square distances between u(x) and
u(x):

N
J(@) = Wil —z)){u; — a(x)}? @
j=1

Note that as an effect of the weight function W}, only the n nodes x; whose domains of influence w; contain the
considered position  participate of the sum. Therefore, the () vector which minimizes J(x) is given by:

N
a(z) = Z A Y (x)B;(x)u; ©)
where:
N
A(ZIJ) = Z Wr(w - wr)p(wr)pT(wr) (4)
Bj(x) = W;(z — z;)p(x;) ®)

Thus, the approximation (1) can be written as:
N
u(e) = () =Y é;(x)u; (6)
j=1

where ¢, is ageneric element of the set of shape functions, with the same support w; of the correspondent 17/; and given
by:

¢;(x) = p" (x) A~ () B, () v

The existence of A‘l(m) requires a specia choice of R;, (Duarte, 1996). The enrichment of the approximation
given by the MLS is only possible by increasing the degree of the polynomials in the set P. Some studies about the
characterization of the weight functions as well as its influence on the approximation can be found in (Belytschko et al.,
1994) and (Mendonca et al., 2000).

. k,
2.2. Hp-cloud family Sy”

In (Duarte, 1996), a new class of hierarchical shape functions is proposed, the hp-cloud family, which is constructed
by multiplying partition of unity functions by some basis functions. It can be shown that the shape functions of the MLS
are partitions of unit.

Then let be considered the ML'S shape functions (7) generated by the set of m monomials Py, = {p,}}*, that spans

the space P, of polynomials of degree less than or equal to k. The hp-cloud family, Sﬁ;p is defined in such way that it can
represent any polynomial of degree lessthan or equal to p > k. Such definition is represented as:

SN = {{ej (@)}, U{ps(@)pi(@) Ly« i=m+ 1, q pi €Pp— Pas p >k} ®

where P, isthe space of polynomials of degreelessthan or equal to p spanned by the basis of ¢ monomias P, = {p; };?: 1-
An important feature of the hp family isits ability of developing customized functions for specific applications, which
is achieved by introducing special kinds of functionsin the set P,,, as suggested in (Oden and Duarte, 1997).
By replacing the functions (8) in the expression (6), the hp-cloud approximation function can be written as:

N q
u(x) = Z%(CL’) {Uj + Z pi(fc)bji} 9

1=m-+1

where b, is an element of the set of additional coefficients introduced at each node «;.
In this work, the hp family is obtained by the enrichment of a particular basis of MLS functions formed by the set of
monomials of degree k = 0, P, = {1}, named Shepard functions:

_ Wiz — =)
Z')]"V:I W (x — x,)

Asit is observed in (Duarte, 1996), with Shepard functions the inversion of A(x) at each position x is by no means
necessary. As a conseguence, theimplementation of the MLS algorithm becomes easier and the computational cost of the
numerical analysisislower than using the other types of ML S approximation functions.

¢j(x)

(10)
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2.3. Galerkin approximation of boundary-value problems

Following (Oden and Reddy, 1976), the boundary-value problem, BVP, can be stated as:

Au = f inQ

Byu = gr 0noQ, with0<k<m-1 1D

Find v € U such that: {
where U is a Hilbert space, 2 is a smooth, open and bounded subset of )", with a smooth boundary 92. The linear
differential operator A is of order 2m and {Bk};”:‘ol are boundary linear differential operators. Finaly, f and g, are
prescribed functions of another Hilbert space @Q = I'm(A), i.e,, theimage of A. The associated variational BVPis:

Find v € U such that: B(u,v) =1(v) Vv eV (12)

where 'V is a Hilbert space of test functions, B(-, ) isabilinear formof U x V — Rand i(-) isalinear formof V — .

By the Galerkin method, an approximation to the solution of the above problem can be found on finite-dimensional
spaces U, € U and 'V, C V. The shape functions spanning both subspaces can be, for instance, the ones defined by the
MLS procedure (7), or by the hp-cloud family (9). In the first case one has the EFGM, and in the other one the hp-cloud
method. Since the shape functions do not present the selective properties, that is ¢; (x;) # d;;, (Belytschko et al., 1994),
the exact boundary conditions can be imposed by Lagrange multipliers. Thus, the BVP may be rewritten as:

B(i,?) = (D) V€V (13)
with
B(ii,%) = B(@,?) + [k, Bt — gi] with A\, € Q'

where @’ is the space of Lagrange multipliers )\, dual of @, and [-, ] isaduality pairing on Q" x @ used to impose the
essential boundary conditions. The function )\, are defined by the linear finite element functions N; and the N’ nodes
x,; € 0f). By defining the following vectors of nodal parameters and shape functions as:

UT:[m biy - by - un byy - qu}

VT:[m biy -+ Cg - UN CN1 v ch}

" =[ ¢ p(@)er - p@)dg o On pi)on o pn(@)dg |
AM=[Xx X - Av ]| Ni=[N Ny -+ Ny |

and, in the case of the hp-cloud method, replacing (9) into (13), it results a system of equations represented by:
B (<I>TU, <I>TV) —1 (@TV> (14)

The solution vector U may then be substituted again in (9), so that the expression for the approximation solution can
be built.

3. Reinforced concrete beam

The performance of the hp-cloud method on solving nonlinear problemsis verified through the analysis of areinforced
concrete beam represented in Fig. (1). As the nonlinear behavior of the structure is mainly due to the nucleation and
growing of microcracks in the concrete, the material constitutive modeling is formulated by the Continuum Damage
Mechanics. Static and dynamic analysis are conduced and some peculiarities of the numerical simulation are outlined.

3.1. Governing equations and numerical implementation

Let be considered the beam of rectangular cross section, shown in Fig. (1(a)), and loaded by two vertical forces F'.
The Bernoulli beam theory is assumed with a strain field given by e, = w, — yu;. Being w, and u; the first and the
second derivatives of the displacements components u,, and u,, in the 2 and y directions, respectively, of points positioned
at the z axis. The potential energy functional aiming a dynamic analysis without damping can be stated as:

Uint

Wewt
L h E / 11\2
I = '/0 /0 5(“7« —yuy) dy p bdr — (F - uyle=a + F - uyle=r—a) (15)

L h
— / {/ uxpilx—l—uypﬂydy}bdx
0 0

Win
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(b) Domain approximation
Figure 1. Reinforced concrete beam

where E isthe Young's modulus of the materia, p isits density; W.,, isthe potentia of the external forces, U,,,; isthe
strain energy and W;,, is the potential of the inertial forces, assumed as part of the body forces by d’ Alembert principle,
(Bathe, 1996). The essential boundary conditions at any time are: u,|y—¢ = 0 and u,|y=0 = uy|z=r, = 0. For dynamics
analysis, at timet = 0, the accelerations must be imposed on the boundary as i, |,—o = 0 and iy |;—0 = ily|s=1 = 0.

On applying the principle of the stationary potential energy at ¢t = 0, in agreement with the Galerkin method, as well
as the boundary conditions by the Lagrange multipliers, the following approximated form, can be written:

L h h
oIl / {6Uf<1>;<I>;TU$ Ebdy — 5U{<I>;q>;,’TUy/ Eybdy
0 0

0
h h
- 6U§‘I>Z<I’;TUI/ Eybdy+5U§q>gq>gTUy/ Ey%dy} da
0 0

F

z=L—a

- (uy)'e, F-U,) ®,

r=a

L .. T T h .. T T h
- / U, ®,87U, | Ebdy—oU,®,® Uy/ Eybdy (16)
0 0 0

h h
- 5U§<I>;<1>5Um/ Eybdy+5U§<I>;jq>;TUy/ Ey%dy}dx
0 0

+ (A" N eTu,

+ UL ®NT N
0

z=0

r=

+ (x)"'NeTu,

+ UL ®NT A"
o :

T= =0

+ A" NeTu,

LT SULSNT \Ue

z=L

r=

+ (5A“') N&"U,| +U,3NTA"
=0 =0
+ (8") Ne"U,| +oU,eNTA"|
+ (5A“") N 37T, _L+5Uf<I>NT>\“ =0

where the field of approximated displacements is given by the expression (9) for the hp-cloud method. The subscripts
2 and y define the horizontal and vertical directions of the vectors of nodal parameters, shape functions and Lagrange
multipliers given in the section 2.3. Note that U, and U, as well as its second time derivatives, U, and U, are
approximated in the same way. The imposition of the boundary initial conditions follows analogous procedure to the one
described in the section 2.3, and with respect to the acceleration new Lagrange multipliers A and X" areintroduced.
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After smplifying, the system of equations obtained by (16) can be represented by the following matrix form:

K of [(2N+3)x (2N+3)]

I ?NXN)T KXeny 'Givey 'Ginay NG?NXI) 1 @ofi2n3 fw?’]
(Kiew) Kl 0 0 0 g:p 2
(Gtva) 0 o0 0 T S
(IG?NXI))Z 0 0 0 0 ((A/\uu)zi 8

| (YGly) 0 0 0 o |

17)
[ Mingn) MY .ny ‘Hiney "Hiyy YHiyeoy ] )
(MGw)  Miywy 0 0 0 o
(1H(NX1)>T 0 0 0 0 (),
G 1))2 0 0 0 0 ((A’\uz));
i (NHngl)) 0 0 0 o m

M of [(2N+3)x (2N +3)]

where: L h L h
K, = /0 (@.8'7),;, /0 Ebdyydr; K= /O (@8"7),; /0 Ey?bdy b de;
h

K = —/0 {(‘I’;@ZQT)U/O Eybdy pdw; fi=F(®}|,_,+ ®}|,_;_,);

L h L h
ng:/o {(cx)mcpf)ij/o Ebdy}dm; M;’j:/o {((I);’(I);’T)”/o Eyzbdy} -

L h

Mz :—/ {(@’y@f) / Eybdy s dz; 'GF = N1 (0)82(0);
0 i Jo

LGY =Ni(0)27(0); NGY =Nn(L)PY(L); “HF = N1(0)7(0);

In the relations above, M is the consistent mass matrix, and NV is the number of nodes used to approximate the one-
dimensional z-domain. The left superscripts 1 and NV refer to the coefficients of the Lagrange multipliers of the nodes 1
and N respectively.

Finaly, the vector of internal forces, f . ,, presents the following structure:

nt?

L h L h
T _ / _ " _ .
Fint = [ /0 /0 P o,bdydx ( /0 /0 y®,0.bdy dx) 0 0 O 1 Ma (18)

inertial forces
transpose vector

3.2. Mazarsdamage model

In the Mazars model, (Mazars, 1984), the concrete is assumed to be an elastic medium with progressive damage. The
damage of the material isquantified locally by ascalar variable 0 < D < 1. By imposing the strain equivalence principle,
(Lemaitre and Chaboche, 1990), the secant form of the constitutive relation is written as follows:

o=(1-D)Dgye (19)

where Dy istheinitia elastic constitutive fourth order tensor of the undamaged material.
For the multiaxial stress state case, D isdefined by alinear combination of the basic variables D1 and D¢ correspon-
dent to the tensile and compressive parcels of stress state:

D =arDr + acDc (20)
The basic damage variables are given by:
o Edo(l — AT) (1 - AT) . o Ed()(l - Ac) (1 — Ac)
Dr=1- z T eBr(E—ean)’ De=1- g "~ eBo(E—ca0)
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where:

e Ap, By, Ac and B¢ are characteristic parameters of the materia that can be identified on the basis of uniaxial
strain controlled tests;

e a7 and a¢ are coefficients determined on basis of the state of strain at each point of the body, (Alvareﬁ, 1993),
being related to the tensile and compressive parts of the stress state. The condition ar + a¢ = 1 is adways true.
Obviously, for puretension a = 1, while for pure compression ac = 1.

e Inthe Mazars' model, the damageislocally consequence of extensions. Thené = /(e1)% + (e2)2 + (e3)2 named
equivalent strain, represents the amount of extension and is obtained from the positive part of the principal strain
components;

e ¢4 isathreshold value of the equivalent strain bellow of which no damage occurs.

Theuniaxia version of the model isof special interest in thiswork. Then the rate constitutive relation can be expressed
in the tangent form as:

0s = (1 — D)Eoé — DEge (21)

where Ej isthe Young's modulus of the undamaged material. The damage rate is defined as afunction of the strain rate
and of the equivalent strain as:

0D 98 Oy . 0F

D=z00 ot ~ 7@ 5

(22)

being:
ﬁ B 1 ife, >0
Oeq - —vV2 ife, <0

The function F(&) appearing in (22) is given, to the tension and compression cases, by:

1-— AT) ATBT

_ ~eao(1—Ac) AcBco
&2 eBr(é—¢ca0) ’

Fe(é) =

o eaol
Fr(é) = &2 eBc(E—zao0)

3.3. La Borderie's damage model

The Mazars model doesn’t take into account two important phenomenato the representation of the damage of concrete
in adynamic analysis:

e therecovering of the stiffness with the crack closure (“unilateral effect”);

e the presence of inelastic strains.

The La Borderie's model, (La Borderie, 1991), success in incorporating these aspects by introducing in the eg. (19)
two scalar damage variables, D, for damage due to tension, and D, for damage due to compression. Differently from the
Mazars model these variables are not combined, making possible to describe the unilateral behavior of the concrete. In
(LaBorderie, 1991) the model is presented following the formalism of the local state method. In such approach the state
potential is given by the Gibbs free energy , defined as:

(o) -(a)4) (o)~ -{o)-)

+ 7 (o-0)—Tr*(o)] +

X 2E(1 - Dy) * 2E(1—D,;) ' E
B1 Dy B2Do )
mf(TT(O‘)) + mT? (o) + G1(#1) + Ga(22) 23)

where () represents the internal product operation, (o) and (o) _ are the positive and negative part of the stress tensor
respectively, Tr(o) = o4, 81 and B2 are material constants related to the arising of the inelastic strains, G(2;) and
G4(z2) are hardening functions of z; e 2o (accumulated damage measures), and f is a function describing the crack
oppening and closure conditions, defined as:

Tr(o) when  Tr(o) € (0, +00]
f(Tr(o)) = [1 + T;CE:)] Tr(oc) when Tr(o)e (—oy,0] (24)
—ﬂTT(U) when Tr(o) € (—o0, —0y]
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with oy being the crack closure stress. The total strain derives from the potential (23) as:

62%25‘34’_51’ (25)
Jo

whereits elastic and inelastic parts are:

&= E(io-_>+1)1) + E(§G_>D2) +plo=TreNT (20
1Dy Of(Tr(a)) BaDo
E(l—Dl) oo E(].—DQ)

el =

I (27)

The associated variables to damage are given by:

X _ (o)+ +ai2p:if(o)

Y= 9D, T 2B =Dy =
_ Ox (o) +a22B:Tr(0)
Y2 = 5D, T 2B - Do) 29

being o; (i = 1,2) egual to zero if D; = 0 and equal to the unity if D; # 0, (Pitubaet al., 1999).
A damage criteria can be expressed by thelaw F; = Y; — Z;, where Z; are the thermodynamic associated variables to
z; which are obtained by the following expressions:

1/ D, \V%|
Yoiz (1 — D:) ‘| (t=1,2) (30)

being A;, B; and Y,; material parametersto be identified. Considering the damage criteria F;, the damage evolution can
be caracterized as:

_0G(z)
ZZ N 32’7 a

If Y; < Z; = D; =0 linear-elastic response
. . 1
If i=Z,andY; >0=D;#0 andD; =1 — (31

1+ [A; (Y — Ym’)]Bi

Complementary details about the unidimensional implementation of the model can be found in (La Borderie, 1991).
3.4. Layered system

In section 3.2, it was shown that the material stiffnessis deteriorated by the damage process. For this reason thereis
no way to perform analytically the integrals of the equations (16) and (18) in the y direction. Inthe present work, asimilar
technique to the one used on a FEM context, (Alvares, 1993), isemployed, where each element islayered acrossits height.
Asin the hp-cloud method there is no element mesh associated, the integration cells are considered to be layered. Instead
of keeping constant the elastic properties of the material at each layer, here E = Ey(1 — D) islinearly interpolated on
base of its values at the layer boundaries. Therefore, for anumber of n layers, some of the integrals of interest become:

h

Ebdy
0

h
/ Eybdy =
13

0
h
/Ebedy = )
0

Il
INgE
| o

@
Il
-

(Eiy1+ Ei)(yi — yiv1)

<
3

™

[(Biv1(? + yiyier — 20201) + (292 + yivir1 — v2i1)] (32

=1

3

b

15 (Bt (0 + lyien + vyl — 3yi0)+
=1
+Ei(3y? - y?yiJrl - yiyz'2+1 - yi2+1)]

Notethat in the numerical analysis, each layer has an one-dimensional response, which allowsto work with the tangent
stiffness of the expression (21). The same technique can be applied to calculate the vector of internal forces f,,,,, (18).
The steel reinforcement bars are considered separately as a pure elastic media being the arrangement of bars substituted
by an equivalent steel layer.
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Table 1. Geometric data adopted, model parameters and material properties

Ar =0.995 B = 8000 Ac =0.85 Be = 1050
gq0 = 0.00007 E. =29200 M Pa E, = 196000 M Pa v, =0.2
Y1 =3.05-100*MPa | A1 =3.50-10° MPa~ ! B; =0.95 B1=1.0MPa
Y, =5.0-1003MPa Ay =6.80 MPa~ T By =0.7705 B2 = —10.0 M Pa
o¢ =2.60 M Pa h xb=30x 12cm? L=24m a=80cm
pe = 2500 kg/m3 ps = 7850 kg/m? c1=2cm co=1.5¢cm

3.5. Numerical examples

The structure analyzed isthe beam represented in Fig. (1). Thedetails about the reinforcement di stribution are depicted
inthe samefigure. The reinforcement consists of three steel bars of 10 mm diameter disposed in the tension zone and two
steel bars of 5 mm diameter in the compression one. Geometric data adopted, model parameters and material properties
are presented in Tab. (1).

The subscripts ¢ and s refer to the concrete and the steel, respectively. The coefficient ¢; is the distance between the
geometric center of the tension stedl bars and the inferior border of the cross section; ¢, is the correspondent distance
related to the centroid of the compression steel bars and the superior border of the cross section. The parameters of the
Mazars model wereidentified on the basis of testsreported in (Alvares, 1993), whereit can also be found the experimental
results used here for comparison with the numerical analysis. In respect of the parameters of the La Borderie’'s model,
they were obtained by fitting the numerical response from tension and compression uniaxial loading to the Mazar’'s model
ones. The following assumptions are adopted to the hp-cloud method:

w50 ] Experimental 1
- Experimental 2
10 —+— hp-cloud analysis (Mazars)

] ——hp-cloud analysis (La Borderie)
0\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0
Uy(mm)

Figure 2. Static analysis - Load intensity /' versus U,, transversal displacement of the node 4, see Fig. (1).

a) Polynomial degree The problem (16) requires C'*-continuity for displacement w,, and C°-continuity for displace-
ment w,., SO that the approximation must represent any complete polynomial of degree less than or equa to 2
and 1 in the y and x directions, respectively. The completeness requirement is verified by adopting the families
h=0P=3 and $5=0P=" to approximate u, and u, . Shepard functions are enriched by the basis of monomials
P,s={1 2 2> 2% }jandP,_1={1 =z };

b) approximation of the domain: An uniform distribution of points along the complete length of the beam is adopted,
asitisshownin Fig. (1(b));

c) weight function: C?2-continuous cubic spline weight functions are adopted:

2/3 — 4r? + 4¢3 if r<1/2

Wf(x_‘”f)zf(r):{ 4/3 —dr +4r% —4/37% if 1/2<r<1 (33)

|z — ;]

withr = ,and R; = h Vj. The resulting approximations present C-continuity for both v, and u,, and

verify the comp])ati bility requirements;

d) numerical integration: Aslong asit is anonlinear problem, the properties of the material differ along the beam
so that a great number of integration points and layers is necessary. Good results can be obtained using 20 Gauss-
Legendre points per cell across the length and 10 layers across the height;
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€) physical nonlinearity: Only the concrete is responsible for the global nonlinear behavior. The steel is taken as
a linear-elastic material perfectly adhered to the concrete. The final nonlinear system is solved by the Newton-
Raphson method, (Bathe, 1996);

f) dynamic analysis To integrate the system of equations (16), the Newmark algorithm is employed, (Argyris and
Mlejnek, 1991). The parameters vectors, the stiffness matrix and the mass matrix employed are not the true ones,
due to the kind of the shape functions adopted;

0) equilibrium : At each load and time step of the iterative procedure, the equilibrium of the internal forcesis verified
by both the energy norm, with a tolerance of 10~1°, and the L, norm of the residua of the displacements, with a
relative tolerance of 1076.

In the graphic of the Fig. (2), the numerical solutions (Mazars and La Borderie's models) for the static anaysis are
compared with experimental measures enclosed by the two dotted curves. The divergences of the numerical solutions
beyond the load level F' = 35 kN are dueto theyielding of the steel bars which is not accounted for the adopted models.
On the other hand, both solutions are very closed to each other and to the experimental one up to such aload level. As
long asthisisastatic analysis, the loading is not reversible and both models reproduce basically the same phenomena. In
the dynamic analysis, it is adopted atime step At = 1 - 10~°s. Furthermore two loading situations are studied: forced
vibration, Fig. (3(a)), with F' = 25 kN and free vibration, Fig. (3(b)), induced by an initial displacement of 1mm at the
middle section of the beam.

In both loading situations, the physical nonlinear responses of the structure are compared with the linear elastic one
without damage. It can be observed an increasing of the period of the vibration induced by the damage evolution. The
Mazars and La Borderie’'s models induce similar responses in the forced vibration regime but the same is not true in the
case of the free vibration one. The pure elastic and Mazars models appoint oscillations around the rest position of the
structure. On the other hand, using the La Borderie’'s model, the oscillation occurs around a different position. This
behavior can be explained by the fact that only the La Borderie’'s model takes into account the residual strains. Other
important issue here is the reversing of response that causes the closure of the micro-craks. This phenomenon produces a
recovering of the stiffness and is considered only by the La Borderie's model.

— elastic model — Mazars model — La Borderie's model — elastic model —Mazars model — La Borderie's model

10.0 15+

8.0 104 SUVARS SNARAvA
I _os iy A AN
< 6.0 7 c 1\ / V \\ x [ / \
E ] EOOT W T \wi DNIERED"
=40 \ / 5 3 W 7N \ LN

] PR ////7\\ | -0.5 ; \\/ 7 ’// .\\ w‘\(/ vé \\\ /—
20 N A ae VA
0.0 1 \\\\//\ T - - T ‘\\ ‘/‘ T s _1.5 1 T T T T
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
time (sec) time (sec)

(a) Forced vibration (b) Free vibration

Figure 3. Dynamic analysis of the reinforced concrete beam

4. Conclusions

In this paper the formalism of the hp-cloud method was briefly reviewed and agenera procedure of itsimplementation
in a Galerkin approximation of BV P was described. Aiming to evaluate its numerical performance, static and dynamic
analysis were conduced on a reinforced concrete beam. The structural behavior was described in an one-dimensional
domain and avery simple nodal distribution was employed. Good humerical results were obtained by taking advantage of
the hp-cloud enrichment polynomial technique. The behavior of the concrete structure was simulated by the two different
damage models of Mazars and La Borderie. Both models presented equivalent numerical responses for the static analysis.
In the dynamic analysis only the La Borderie was able to simulate the presence of residua strains and the stiffness
recovering due to the crack closure.

A lot of simulations still remain to be done but the results obtained up to now allow to evaluate the hp-cloud method
as a efficient numerical tool to thiskind of problems.
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Resumo. Este trabalho tem por finalidade generalizar a formulagdo candnica de Hamilton, vislumbrando a mecénica dos meios
continuos, cujas energias cinética e potencial, ou suas lagrangeanas, envolvem derivadas de ordem superior em relagdo aos pardmetros
espaciais das variaveis de campo e de velocidade, na perspectiva de se obter leis de conservagio e sua invariancia com respeito ao grupo
de transformagdes candnicas das variaveis de campo, além de exemplos da mecanica do continuo focando aplicagdes em problemas
concretos.

Palavras chave: Hamilton, continuo, invariantes, conserva ¢do, candnicas

1. Introdu ¢éao

Generalizar a formulag@o canonica de Hamilton objetivando a mecénica dos meios continuos € mostrando que a mesma ¢
relacionada com a equagdo do tipo:

Fq [EF(@)]= f M

mais condigdes de contorno, onde
F [ ¢éum operador ndo linear e ndo potencial
¢ uma variavel primal generalizada
¢ um termo que descreve fontes ou sumidouros nos problemas de mecénica
um tensor que descreve uma lei constitutiva

O oo0od

¢ o adjunto da derivada de Fréchet do operador ndo linear F(g)

I R EN

2. Equa ¢des Canénicas de Hamilton

Do ponto de vista Hamiltoniano da Mecanica sabe-se que, dada a energia mecanica de um sistema em fungio de seus
deslocamentos ¢q e de suas quantidades de movimento p = mg as equagdes do movimento resultam da chamada formulagéo

candnica de Hamilton:

) 0H

p=-2 ()
dq

. 0H

q—ap - 3)

Nestas equagdes, o funcional H representa a energia mecénica do sistema conservativo e 0 a derivada parcial (Arnold,
1987; Lanczos, 1070; Leech, 1965; Whittaker, 1964; Goldstein, 1959). O sistema acima descrito corresponde ao diagrama
da fig. (1), (Tonti, 1969).

Neste diagrama, ¢ indica uma variavel primal considerada num espago de fungdes U; ¢, a respectiva velocidade,
pertencente ao espaco de fungdes V; p a varidvel dual de ¢ considerada num espago V’ emparelhado com o seu original V
através de uma relagdo constitutiva m e de uma dualidade canodnica (que ¢ indicada posteriormente por <[, [>) e L*
operador adjunto de L, (Vainberg, 1964; Reddy, 1965; Riezz, and Nagy, 1972).
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d
u - (mg) = f U
dt
q > f
d d
L=— L*¥=—-_
a Y A dt
é\ >
m
VvV A%

Figura 1. Formulacdo candnica de Hamilton

3. Generalizacio das Equac¢des Canonicas de Hamilton

0 OoHO
Seja C;— a derivada variacional de H em relag@o a ¢, definida por: 6—H - E‘I'ﬂﬂ +D6_HD +....... y (Oliveira,
q

0¢  0¢9q [0q'0 [0¢'00
1986).
Em problemas da mecénica dos meios continuos, vamos considerar um determinado operador ndo linear F(q), que
associaremos as seguintes equagdes que denominaremos, candnicas generalizadas:

OH =

5 atr] @
OH

E:F (@) - )

1%

Nessas equagdes aparecem além de ¢, p e F(g) as quantidades H e Fq , que sdo respectivamente denominadas “funcional
Hamiltoniano” e adjunto da derivada de Fréchet Fy do operador F(q) . A razdo do nome funcional, reside no fato de a
funcdo Hamiltoniana classica H ser aqui definida por meio da seguinte integral:

H(q, p)=JqH (@, %, q, p) dQ, (6)

ou seja, mais precisamente H é um funcional de UxV’ —» R eH : RxR"XUxV’— F , onde F ¢é um espago de fungdes

convenientes, definido de tal modo que H seja sua integral em Q subconjunto simplesmente conexo do R"
(int(Q)=Q -0 Q). H ¢ denominado “uma densidade Hamiltoniana”.

Recorda-se aqui as nogdes de diferenciabilidade a Fréchet e derivada variacional .
Sejam U e V espagos normados e L (U, V) o espago de Banach das aplicagdes lineares e continuas de U e V.

definigdo 3.1

Seja F: SOU- V, onde S é um aberto de U. A aplicacdo F ¢ Fréchet diferenciavel em q S se existe
Fq 0L (U, V), tal que
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F(g+h)—-F(q) = Fc; (h) +v(g; h), paratodo A, tal que: @)
@y

lim *——————=0

e [l ®)

O operador dF (g, h), tal que:
Fy(h)=dF(q; h) = F (q) [k )

¢ chamado diferencial de Fréchet ou diferencial forte do operador F em g.
' Lt
Associados ao operador Fq encontram-se o seu adjunto Fq : V' - U' e um operador trago , definidos pela seguinte

férmula de Green abstrata:
' [E3
<P Fy[0415 =<Fg [p].09 >+ <y(p).0q ,> (10)

onde: Jg denota a variag@o em relagdo a ¢, y¢ o operador trago de d V'parad U', de modo que y(p)[d U', d « indica

o0 espaco das variaveis definidas na fronteira de regido fisica Q.

As equagdes candnicas (4) ¢ (5) correspondem ao diagrama da fig. (2).

U Fy LEF(]=f U
q > f
o
F v A q
E
\Y, \A

Figura 2. Formulag@o candnica generalizada de Hamilton
O sistema acima, considerado como “Sistema Canonico Generalizado”, abrange o de Hamilton para o caso de ser
d .. . vk . o iy
F =— e estd vinculado a equagio Fq EEF(g)d= f, que por sua vez aceita uma formulagdo variacional. Esse tltimo

dt
conceito estd intimamente ligado as nogdes de potencialidade e gradiente de um funcional.

4. Leis da Conservacio

Uma lei de conservagdo ¢ dada por uma equagdo do tipo:
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dH div S (11)
—— ==div 3,
dt

cujo objetivo ¢ encontrar um tensor S que satisfaca a mesma, através da densidade Hamiltoniana do tipo quadratico,

*
decomposta em duas parcelas como segue, cujo a equacdo de Euler-Lagrange & (L ) = Mg + F(} [EF(q)]

- I IR R - (12)
H [z 4, g, EF(g)]= _Equ -EF(q)EF(q),

onde, para maior generaliza¢do, g € p sdo vetores, e ressalta-se a presenca do operador ndo linear F (§). Logo, a lei de
conservagio é analoga ao do tipo, (Olver, 1979)

d
» (densidade) + div (fluxo) = 0 (13)

Teorema 4.1

Se H ¢ dado por (12), entdo (11) ¢ valida para

S=BIq, EF(§)]. (14)

sendo B a forma bilinear, em g e p, de fronteira concomitante de Fq , dado por (10), isto é:

BI§. EF()] = <F 141 EF(§)> - <§. F, [EF(§)] > (13)

q

Segue da expressdo (12) que

dH
dt

= ~GMj - EF(§) Fy(§). (16)
Usando a defini¢do da expressao local da formula de Green Generalizada, tem-se que
. [ L%
div { B[4, EF (§} = EF (§) Fy(@) =G F, [EF @), (17)

com B a forma bilinear de fronteira concomitante de Fq .

Observando a identidade
EF (§) Fy(@) = EF §) Fg§) =G F, [EF @)]+§ F, [EF ). (18)

obtém-se, entdo

1%

dH . . v .o
=< {mi +r; 1eF @} { EF @ £yt iy 15 (@} (19)

dt

Observando a definicdo € (L ) e aequagdo (17), reescreve-se a equagdo acima como:
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dH B . = _
= {e L} -anf BlG, EF @G} . (20)
Fazendo S = B[g, EF (§)], e como numa curva extrema £ (L ) = 0, chega-se a
dH .
=—div S, demonstrando assim o teorema. 21)

dt

5.0 Tensor S

Tendo em vista que na mecénica dos meios continuos os problemas geralmente sdo descritos por equagdes diferenciais a
derivadas parciais, é necessario adaptar o tensor S definido acima para o caso de operadores ndo lineares com derivadas

parciais. Entdo considera-se o conjunto de indices dos tipos {i} {il’ iz}, {i), iy, i3}, ...... , associados com derivadas

parciais de variavel dependente. Por exemplo,

dq dq

. - ; efc... (22)
0 xl1 1 0 xlla xl2

iz’

gl
Seleciona-se um dos indices, por exemplo i,e indicando
iy (inisiy ) por iy (23)

N representa qualquer conjunto de indices tipo s Iy b3y Iy By gy . etc, isto €, /\D{lz, Iy b3yl byl ey Iy 13...zn} .
Para obtengdo do tensor S, considera-se a seguinte versdo da formula de Green generalizada associada a um operador

Fge duas fungdes Ye @

' 1%
r ((pa W):<wa Fq((p)>_<Fq (I“IJ): Q>, onde (24)
*0
M@ W=foalF,; | 0@ BN, ds 2s)
’ qu/\ 5 NG
com soma nos fatores repetidos, N i componentes da normal a0 Qe

1 *D 1% e "
quﬁ/\) E(W)Dtv/\ = (quil W) +qol-2Fqi1i2 W) +q)i2-%Fqi1i2i3 W) +..., 26)

sendo que
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8F 9 0 aFD. & 0 8F D 27)
1%
Fyp @) =4S Y5 gt
94 0gq; 0x; 5 0x; 6
1 =R UY 3§ " Y H
T a Fo. @ o aF O
O, 0 O
+...
(ﬂll W=v3 dq, ox Dag O 05,9 .D‘anl g (28)
iy “ iz g iz 7SR VLIS
S . o - dH N
Ao se comparar a parte semilinear da expressdo (24) , < Fq (@), ¢>, com a parte semilinear de = a expressdo
1% . .
(20)e (15), <Fy [EF((})], G > chega-sea Y =EF(§) e @=g,eobservando uma formula que envolve o
operador U, conclui-se que,
. \'O
S=BlY, ¢ = Fqil/\ E(W) Dy (29)

somando nos blocos repetidos A (blocos de indice).
Pode-se agora enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.1

Associado ao operador ndo linear F(q) diferenciavel a Fréchet, existe um tensor S, tal que vale a seguinte lei de
conservagio

dH =—div §, onde (30)
dt
. \'O
§= quilA) % W) Ij39/\ G1)

PROVA: Bastatomar (y = EF(q).

6. Exemplo: Equacdo nio linear do movimento transonico

Como exemplo da formulagdo anterior, serd considerado a equagdo do movimento transénico bi-dimensional, (Liepmann,
and Roshko, 1967).

€ (L) =@ 0 —0x@yy =0 (32)

onde @¢ o potencial de velocidade.
O operador diferencial aplicado a ¢ na equagdo acima ¢ dado por:

F(§0) = (&x +(pzz —§0x(0xx (33)

A fim de constituir-se o Hamiltoniano associado a este operador, constroi-se primeiro a densidade Lagrangeana L (¢)
associada a F(¢), que pode ser feito através do funcional da circulag@o.
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) =j(1) <F(AQ), @ >dA
/(@)= I(l) {IS[A((pxx + (&z) _/\2§0x (ng](ﬂdxa'% dA

(34)
1 1
f(@=s E((ch +@,; )@dxdz _ISE P Py Pz
Por integrag@o por partes rebaixa-se a ordem das derivadas (livra-se ¢dos simbolos de derivagdo (segunda)), entdo:
1 2,1 3
fo=Js —5 B[f +@; H+g @yf dxdz +t.c., onde .c. sdo os termos de contorno. (35)
Justificativa:
d(2 3 .
a ((px (p) =20, 0@ + ¢, € assim (36)
L=+ d(¢2¢) (37)
3 x@cx 6 X 6 dx X
cujo a densidade Lagrangeana é dada por:
L@=- [+ o G
2 6
Encontrada a densidade Lagrangeana, deve-se identificar as coordenadas generalizadas “g” e o momentum “p”.
Escolhendo estas coordenadas e tendo a densidade L , a construgdo da Hamiltoniana H pode ser feita em analogia a
constru¢do da Hamiltoniana da mecénica de particulas onde agora ¢ = @, (¢ = @), tem-se p = —¢,,
0 oL
(pois p =—— =——=—,) e assim verifica-se que a Densidade Hamiltoniana ¢ dada por
q 0 @,
1 o 1 1 3 .
H=—¢, —— @ ——¢,, aqui t corresponde a z
PRLI qf 6 39)
dH 1 2 (40)
T 0Bz PP Oy
dz 2

Partindo-se das equagdes de Euler-Lagrange dadas por (32), e da equacdo (20), determina-se a forma bilinear de fronteira
B. Entéo,

aH 0 1 O
et} = _2%%%%,( 1)

—_—

2

Tomando B = — Eﬂx(& —— @ ¢, numa curva extrema (£(L ) =0), tem-se entdo a lei de conservagio, ou seja,
2

min

H z = _[B]x (42)

Observe-se também que fixando ¢, como parametro e variando @, :
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oL

p _u +1¢2D¢
z H’@c ) XHZ (43)

7. Exemplo: Oscilacdes transversais de uma barra circular em forma de anel
( Whittaker, 1964)

As energias cinética e potencial associadas as oscilagdes de uma barra de sec¢do circular, definida pelo setor circular

[-X¢, Xo] de um anel de raio R, e oscilando no plano do anel sdo dadas por
mR X
T ) (07 i) (44)
EI XO 2
V(u)= —3 I'XO (uy tuyyy ) dx (45)
2R

onde x ¢ a coordenada angular a partir do centro do setor, u ¢ o deslocamento tangencial ao arco que passa pelo centro das
seccdes da barra, I ¢ 0o momento de Inércia, E € o médulo de Young e m a massa uniformemente distribuida da barra.

de (44) e (45), obtém-se as densidades:

1

J (0, )= mR@Z+a2) (46)
2
1 EI 2

V(u,uX3 )= oY (ux +uX3 ) (47)
oo 1g o2 20 El 20

Ly 3 ,u,ux)—g gﬂR(u +uX)'F(ux+ux3) - (48)
o'u

onde: L=J -V e ur= r=1,3.

X"

Agora calcula-se as derivadas variacionais de L a serem aplicadas na equacdo de Euler-Lagrange (51)

¢ Qo O dDaLD & EaLH
*_(1) Doy @fﬁ -1)° @fﬁ— 3
U (dx) u s dx Eﬁux |] (dx) EBuX3 B
SL _EI
su gl e aTe) (49)

D o ¢ Hao U o a0 O R ) 50
—= — O -0
b @uas ﬁ (dx)® 9 ou dx [Puy E x2
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Substituindo-se estas expressdes na equagio de Euler-Lagrange

oL d 0oLl

oul Pl (51)

i OL
onde: — ¢ a derivada variacional em relagdoa u” e — ¢ 0 mesmo em relacdo a o' , obtém-se a equagio do
ou ou

movimento (52), a seguir:
a2

u +2u . +tu , +a—=wu ~ —u) =0 52
NRAEVERLE) atz(xz ) (52)

oL
Isto posto, pode-se calcular as equag des candnicas, como segue, ¢ usando o fato que p=— , obtém-se,

u
p=mR(u-u 2 ), que resolvida em u=u(t,x,u,p) , obtém-se uma solugéo da forma,
X
1 (o] q (o]
ui=—-2>0Y p 5 = , com q= P H:
R 12072 R iZyPx2i (53)
Substituindo esta expressdo em H = pg —L (60), com uso de (48) tem-se a densidade Hamiltoniana
101 201 4
H(uy,u 30,4 2)——H:(q -2qq2q )+ (uX+u 3) . (54)
0, oH
op:
De (4) ¢ (5), obtém-se [ ! (55)
. OH
_p, =
H' o

Por outro lado , como:

H U
—- )°D -1
o B s

3 0,5, 0
67H_1D6HD d DaH O__El

u 5,+2u 4,+u ) 56
ou dx [ﬁuxg (dx) EB 3H R3 x2 x4 Txo (56)
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[ l s U O

— =(-1)°Dgy oH (-1* d S 0% g

dq ® P40 ()" Hq s H
2 0 []

SH oH dOHO d

—= -0t 7
14) op d (57)
a O dx[Ppx[ dx”[Pa 5 H
resulta:
OH p 0 0H gq
0q mR dp mR (58)
Substituindo estas expressdes em (55) obtém-se o sistema candnico correspondente a (52), ou seja:
1 (o]
= OY p o
%1 mR iZO x21
. EI (59)
5): RS 2t te)
8. Equaciio de Euler —-Lagrange
Devido a dualidade das transformag¢des de Legendre, partindo-se da densidade Hamiltoniana, pode-se construir a
densidade Lagrangeana correspondente, como segue:
H =pg-L (60)
Em particular considera-se aqui o caso em que A ¢ dado por
2
L = prg) - 2 g fg)an
2 F (61)
Além do mais, p = EF(q); assim chega-se a
L =2 £F2(q) ~qfb Aqd
2 (62)
E tomando-se condi ¢des de contorno homogéneas, tem-se
I (63)
L(q.F(9) =J (¢.F(q)) = EEF (9) —H(q.F(9))
Considerando agora a variavel tempo em separado, modifica-se a Lagrangeana dada por (62), como segue
: L2 1.2 1
L(t:0..F (@) = Mq” = EF™(q) +afo  (Aq)dA} (64)

cujo a equagdo de Euler-Lagrange, no caso de f depender somente de g sera:

M+ Fy [EF(g)]+ /() =0 (65)
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No que segue considera-se a Lagrangeana dada por (64) sem perda de generalidade, quando for conveniente, pode-se
considerar f{g) = 0 nas expressdes acima.

Equagdo de Euler —Lagrange Generalizada

oL _dOeLo_

- 66
oul digealn (66)

esta equacgdo difere da equagdo tradicional, devido a presenga da derivada variacional.

definicédo 8.1

0oL O
O conjunto {Ei(L)} I<i<m ,onde {Ei (L)} = 2 4 Bé—L.D denomina-se vetor de Euler —Lagrange Generalizado.

Sul dipsu' O
Teorema 8.2

Se L ¢ uma lagrangeana generalizada, entdo {Ei (L)} =0, no subespaco das variagdes Ufo ((5;11 O L].; )
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Abstract - This work has the objective of generalize the canonical formulation of Hamilton, foreseen the mechanics of
continuous system, which kinetic and potencial energies or their lagrangeans are described by higher order derivatives, with
relation to space parameters of the field and velocity variables, in the perspective to obtain conservation laws and its
invariance with respect to group of canonicals transformation of the field variables, it will also show exemples of continuum
mechanics in aplication in real problem.
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Resumo. Uma cantoneira usada na constru¢do de torre de eletrificacdo foi instrumentada com diversos extensometros
elétricos(strain gages) ao longo do eixo longitudinal de suas abas. A cantoneira foi entdo submetida a carregamentos controlados
de tragdo e compressdo, aplicado separadamente em cada uma de suas abas e no centro de gravidade de sua segdo transversal. A
partir dos dados obtidos, foi tracado um perfil da distribui¢do de tensées ao longo do comprimento da cantoneira. Baseando-se nos
resultados obtidos, discute-se o uso destas cantoneiras na construgdo de torres de eletrificagdo.

1. Introducéao

As torres utilizadas em eletrificagdo, em geral, t€m suas trelicas construidas com cantoneiras de abas iguais, as
quais sdo fixadas entre si por meio de parafusos, em apenas uma de suas abas (Fig. 1).

Essa configuragdo na fixacdo das cantoneiras leva a uma distribui¢do de esforcos diferente para cada aba.

O conhecimento do perfil dos esfor¢os atuantes ao longo de cada aba pode dar aos projetistas, informagdes com
relacdo a distribuicdo do carregamento real, propiciando a discussdo de formas alternativas de fixag@o (de preferéncia
no eixo neutro da cantoneira) ou a adog¢do de cantoneiras de abas desiguais que poderiam levar a uma economia de
peso, uma vez que esse ¢ um problema bastante significativo para a montagem das torres no campo além de influir
decisivamente no seu custo final.

Por outro lado, conhecendo-se melhor a distribuigdo real dos carregamentos nas abas, mantendo-se a mesma forma
de fixag@o e cantoneiras de abas iguais, pode-se aproveitar melhor estas estruturas afim de vencer maiores vdos ou até
mesmo a aplicacdo de carregamentos mais severos que propiciariam o mesmo coeficiente de seguranca e a mesma
confiabilidade.

Nesse trabalho sdo apresentados apenas os resultados obtidos para cantoneiras de abas iguais. Estudo com outros
perfis estdo sendo desenvolvidos.
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Figura 1. Detalhes da fixagdo das cantoneiras na construgdo da torre.
2. Metodologia

Uma cantoneira de ago carbono com dimensdes 700 x 65 x 5 mm foi instrumentada com 28 extensémetros elétricos
distribuidos longitudinalmente em ambos os lados de suas abas. Os extensometros foram posicionados com seu eixo de
medi¢do alinhado com o eixo longitudinal de cada aba (Fig. 2). A ligagdo dos mesmos foi feita a 3 fios, em % de ponte
de Wheatstone.

Porto1l P IEI ? |5|:| rtod  Ponto S

Figura 2. Posicionamento dos extensometros na cantoneira.

As abas foram identificadas como aba A e aba B. Em cada lado de cada uma das abas foram colados 7
extensdmetros igualmente distribuidos ao longo do comprimento da cantoneira. Depois de instrumentada a cantoneira
foi submetida a carregamentos controlados de tragdo ¢ compressdo, do seguinte modo:

e tracdo e compressdo no eixo longitudinal da aba A;
e tracdo e compressdo no eixo longitudinal da aba B;
e tragdo e compressdo no centro de gravidade da segdo transversal da cantoneira.

Foram feitos carregamentos repetidos de tracdo com forgas variando entre 0 e 30000 N e de compressdo variando
entre 0 e 5000 N. Os valores médios destes ensaios repetidos foram tomados para analise.

3. Calculos realizados

Obedecendo as equagdes da resisténcia dos materiais (Beer and Johnston, 1982) e as correlagdes extensométricas
(Hannah and Reed, 1992), foram calculadas as deformagdes longitudinais em cada aba, as quais foram convertidas em
tensdes e, posteriormente, convertidas em forga atuante em cada aba.
4. Materiais e equipamentos

Os extensdmetros usados foram do tipo KFC-CI-11 de fabricagdo da Kyowa. Para fazer os carregamentos

controlados utilizou-se a maquina universal de ensaios mecénicos, marca Instron com capacidade para 100 kN. A
Figura 4 mostra sistema de aquisi¢cao de dados utilizado.
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Figura 3. Sistema de aquisicao de dados.
5. Resultados experimentais

As Figuras 4 e 5 mostram os valores experimentais de forcas obtidos durante o carregamento de tracdo nas abas A e
B, respectivamente.

Valores de forga nas abas A e B devido

35000 ao carregamento de trag&o na aba A
—o—AbaA-ponto1 —&—AbaB -ponto 1
—o—AbaA-ponto2 —2— AbaB - ponto 2

30000 - Aba A -ponto3 —~— AbaB - ponto 3
—o—Aba A -ponto4 —2— Aba B - ponto 4

AbaA-ponto5 —2— AbaB - ponto 5
250009 —o— AbaA- ponto 6 Aba B - ponto 6
—o— Aba A -ponto 7 —2— Aba B - ponto 7
B
£ 20000+ e
z
S
b
s 15000
g
S
w
10000 +
5000
/ et
0

T T T T T T 1
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
Forga Aplicada (N)

Figura 4. Valores de forgas nas abas A ¢ B devido carregamento de tracdo na aba A.
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Valores de forga nas abas A e B devido

ao carregamento de tragdo na aba B
35000
—o— Aba A -ponto 1 —4— Aba B - ponto 1

—o— Aba A -ponto 2 —4— Aba B - ponto 2
300004 Aba A - ponto 3 —=— Aba B - ponto 3
—o—AbaA-ponto4 —4— Aba B - ponto 4
—o—AbaA-ponto5 —2—AbaB -ponto 5
25000 | —° AbaA - ponto 6 Aba B - ponto 6
—o— Aba A -ponto 7 —4— Aba B - ponto 7

20000

15000

Forga Medida (N)

10000

5000 /
"0
e
/_0_——51

1
5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
Forga Aplicada (N)

Figura 5. Valores de forgas nas abas A e B devido carregamento de tragdo na aba B.

As Figuras 6 e 7 mostram o somatorio das forgas durante o carregamento de tragdo nas abas A e B,
respectivamente.

Somatdrio das forgas nas abas A e B devido

35000 — ao carregamento de tragdo na aba A
—o—ponto 1
30000 - —o— ponto 2
ponto 3
—o— ponto 4
25000 ponto 5
—o— ponto 6
= —o—ponto 7
Z 20000 P
@
be]
o
=
« 15000
S
s
w
10000
5000
0

T T T T T T 1
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
Forga Aplicada (N)

Figura 6. Somatorio das forcas nas abas A e B devido carregamento de tracdo na aba A.

Somatério das forgas nas abas A e B devido

35000 ao carregamento de tragdo na aba B
—o— ponto 1
30000 — —o— ponto 2
g ponto 3
—o— ponto 4
25000 — ponto 5
g —o— ponto 6
Z 20000 e ponto?
g
3 J
2
w 15000
S
5 p
2
10000 /
5000
0 T T T T T T 1
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000

Forga Aplicada (N)

Figura 7. Somatorio das forgas nas abas A e B devido carregamento de tragdo na aba B.

A Figura 8 mostra os valores experimentais de forgas obtidos durante o carregamento de compressdo na aba A. A
Figura 9 mostra somatério das forcas nas abas A e B, durante o carregamento de compressao na aba A.
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Valores de for¢a nas abas A e B devido
ao carregamento de compressao na aba A
85007 o Apaa- ponto 1 —=&— Aba B - ponto 1
5000 —o— Aba A - ponto 2 —2—Aba B - ponto 2
—<o—AbaA-ponto3 —4—AbaB -ponto3 8
4500 —°—AbaA-ponto4 —a—AbaB-ponto4
AbaA-ponto5 —4—AbaB -ponto5
4000 ——AbaA-ponto 6 Aba B - ponto 6
—o—AbaA-ponto7 —4— Aba B - ponto 7
3500
<
8 3000
2
3
= 2500 4
8
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Forga Aplicada (N)

Figura 8. Valores de forgas nas abas A e B devido carregamento de compressao na aba A.

Somatério das forgas nas abas A e B devido
5500 ao carregamento de compress&o na aba A
5000 —o— ponto 1 i
—o— ponto 2
4500 4 —o— ponto 3
4000 4 —o— ponto 4
ponto 5 £
3500 — —o— ponto 6 7
= —o— ponto 7
S 3000
3 Z
3 4
S 2500 %
$ 2000+ 7
1500
1000
500 —
0 T T T T T T T T T T 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500
Forga Aplicada (N)

Figura 9. Somatoério das forgas nas abas A e B devido carregamento de compressdo na aba A.

As Figuras 10 e 11 mostram os valores experimentais de forcas obtidos durante os carregamentos de tracdo e
compressdo no centro de gravidade da se¢do transversal da cantoneira.

Valores de forga nas abas A e B devido ao
35000 — carregamento de tragdo no centro de gravidade
—o—Aba A-ponto1 —2— Aba B - ponto 1
—o— Aba A - ponto 2 —4— Aba B - ponto 2
30000 —o—AbaA- ponto3 —~— Aba B - ponto 3
—o— Aba A -ponto4 —=— Aba B - ponto 4
Aba A-ponto5 —2—AbaB -ponto5
250009 —o— Apa A- ponto 6 Aba B - ponto 6
—o—Aba A-ponto 7 —2— Aba B - ponto 7
€ 20000
o
z
5
2
8 15000 —
5
w
10000
5000
0 T T T T T T 1
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
Forga Aplicada (N)

Figura 10.Valores experimentais de for¢as obtidos durante os carregamentos de tracdo no centro de gravidade da secdo

transversal da cantoneira, nas abas A e B.
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Valores de forga nas abas A e B devido ao
5500 — carregamento de compress&o no centro de gravidade
5000
—o— Aba A -ponto1 —2— Aba B - ponto 1
4500 —9°—AbaA-ponto2 —2— AbaB -ponto2
Aba A - ponto3 —4— Aba B - ponto 3
40004 —o— AbaA-ponto4 —2— Aba B -ponto4
Aba A -ponto5 —a— Aba B - ponto 5
_. 35004 —o—AbaA- ponto 6 Aba B - ponto 6
£ —o— Aba A -ponto7 —4— Aba B - ponto 7
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g
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g
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Figura 11. Valores experimentais de forcas obtidos durante os carregamentos de compressao no centro de gravidade da
secdo transversal da cantoneira, nas abas A ¢ B.

As Figuras 12 e 13 mostram o somatorio dos valores experimentais de for¢as obtidos durante os carregamentos de
tragdo e compressdo no centro de gravidade da segdo transversal da cantoneira, nas abas A e B, respectivamente.

Somatdrio das forgas nas abas A e B devido ao

35000 — carregamento de tragéo no centro de gravidade
—o— ponto 1
30000 —o— ponto 2
ponto 3
—o— ponto 4
25000 ponto 5
—o— ponto 6
= —o— ponto 7
< 20000
2
35
‘15000 4 /
g
5
s
10000
5000
0 T T T T T T 1
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000

Forga Aplicada (N)

Figura 12. Somatério dos valores experimentais de forcas obtidos durante os carregamentos de tragdo no centro de
gravidade da se¢do transversal da cantoneira, nas abas A e B.

Somatdrio das forgas nas abas A e B devido ao
5500 — carregamento de compressao no centro de gravidade
5000 —o— ponto 1
—o— ponto 2
4500 ponto 3 4
n —o— ponto 4 ;
4000 nonin 5
3500 - ——o— ponto 6
g —o— ponto 7
8 3000
]
3
= 2500
g
S 2000
1500
1000
500
0 T T T T T T T T T T 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500
Forga Aplicada (N)

Figura 13. Somatorio dos valores experimentais de forcas obtidos durante os carregamentos de compressao no centro de
gravidade da secdo transversal da cantoneira, nas abas A e B.
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6. Discussao dos resultados

e No caso de tragdo e compressdo em apenas uma aba, observa-se nas Fig. 4, 5 e 8 que aproximadamente 90% da
forca aplicada vai para a aba que estd sendo solicitada diretamente e apenas 10% da forga vai para a outra.

o Observa-se nas Fig. 6, 7 ¢ 9 que a soma das forcas suportadas pelas abas A e B ¢ igual a forca aplicada em uma das
abas, tanto para tragdo quanto para compressao.

» Quando a forga ¢ aplicada no centro de gravidade da segdo transversal da cantoneira, observa-se nas Fig. 10 e 11 que
cada aba fica submetida a aproximadamente 50% da forga total aplicada.

o Observa-se também nas Fig. 12 e 13 que a soma das for¢as nas duas abas ¢ igual a forga total aplicada.

7. Conclusoes

e A fixacdo de cantoneiras apenas por uma aba, como utilizado nas construgdes de torres de eletrificacdo, ndo ¢é
adequada para transmissao uniforme de cargas.

e [FEsta fixagdo deveria ser feita através de um dispositivo que transmita toda a carga ao centro de gravidade da secdo
transversal da cantoneira, de modo a permitir uma transmissao uniforme de cargas.

e Os usuarios destas torres deveriam promover um amplo estudo a respeito da seguranca e uso destas estruturas.
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Summary. A corner shelf used in the electrification tower construction, was instrumented with several strain gages, along the
longitudinal axes of your brims. The corner shelf was then submitted to compression and tension loading, applied separately in each
one of your brims and in the center of gravity of your transverse section.

From the obtained dates, a stress distribution profile was traced in the whole length of the corner shelf.

Supporting on the obtained results, discuss the use of these corner shelf on the electrification tower construction.
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Resumo. O trabalho apresera aotimizagdoestrutual detrelicas e prticos enD. Aestruturra édiscretiza@ emelemnetos de
barra e vga. A funcé a ser minimizda é o wlume,tenc comorestri¢cdes de flexitilade a flamkagem. Avariavelde piojeto
addada éa secadransversal de caalelementpsend permitidb que a mesmaarie dentro de una faxa estdbelecida.Os
gradientes de flexitidade eflambagempara autovalores simples duplos sio determinaosatravés @ métalo analitico e
diferencas fiitas Neste prblema sa utilizados quatro tiposde mahas,sena deprimeira aquarta ordem de vizinanga,onde se
buscaa 6tima @nectividde eftre todbs oselementos. fgrogramacao natematia é utlizada para aresolu¢c® do problemade
otimizacd®, onde os alores ds varidveigle prgeto s® enontradasatravés dgrogramaca® linear segiencid (SLP) comuma
estratégiaheuristicapara a escolla dos limites mveis.

Palavras chave:. atimiza¢® topologica, flambagem, flexibidade.

Palavras chave:. atimiza¢® topologica, flambagem, flexibildade.)
1. Introducédo

O estudoda otimizagdoestruural teve inicio com Maxwell (Cardoso2000 , que elabaou a primeirateoria para
obter o minimo volume em estruturas uniaxiais sujeitas a um dado carregameto e maerial. Michell, em 1904
(Bendsoe,195) criou uma teoria do 6timo layout de trelicas parao menor peso.O assinto voltou a despertaro
interesedospesquisadoresasultima quaro décadasA partir do trabalhopublicadopor Dorn et al, 1964, voltou-sea
se eatdar olayou 6timo de urmuniverso de barras.

De acordocom Kirsch, 1989,0 progressoecentenestadreaé o resultadado desenvolvinentonaanaliseestrutual,
métodosde otimizacdoe computadoresmais eficientes. A otimizacdoedrutural combinadacom a matemética e a
engahariatem-setornadouma areacom mutiplas aplica¢cdesgcomo aeronéatica, mecéicae civil, nucleare naval. A
pesquisanestaareatem sido motivadapelacompeticadecnold@icae no desafo quevariosproblema apresenta a sua
solucao.

A otimizagcdode umaestrutura é realizadaatravésde mudanca nosvaloresde algumas varidveisque descreven as
caracteristicada estrutira, asvariaveis de projeto.Os problemasde otimizacdoestrutiral sdoclaséficadosconforme a
naturezadasvariaves de prgeto emtrésdiferentestipos: otimizagdodimensonal, de forma e topoldgica,conforme se
reprgete algumas dimensfesespecifica, uma parteda fronteiraextema da pegaou a existénéa ou ndode materialem
cada ponto da estrutura.

Este trabalho apresentaa otimizagaotopoldgicade estrutiras composta por vigas e barras.O obetivo neste
trabalhoé minimizar o volume da estrutra, com restrigesimposta de flexibilidade e estabilidadeestrutiral. As
variaves de prieto astado neste trabalho séo as sec¢desueasas de cada eleméo.

Este artigo apresenta andlise de sensibilidade da funcéo objetivo (volume) e dasrestricdesde flexibilidade e
flambagem. Um ponto importantedestetrabalhoé adedugéadaderivadadosautovalorespois existea necessidadede
distinguir entreauovaloressimples e repetidos sob penade se haverinstabilidadena corvergécia do problema.Os
gradientesao obtidos utilizandse un método analitico opor diferencadi nitas afrente.

2. Andlise de Seribili dade

A analisede sensibilidadeobjetiva obterasderivadage caracteristicada estruturaem relagcaocasvariaves de prgeto.
Estesgradientespemitem o uso de eficientesalgoritmos de progranacdomaemaética paraa otimiza¢cao.O primeiro
passmaanalsede uma estiuturacomplexa é adiscretizagd@spaciaba estrutiraatravésde uma témicade elementos
finitos, diferenga finitas ou outro modelo matematico. A andise do problemaendo requer a caracterizagaalo
comportanento mecanicoda estriura atravé da solucdoalgébricade um sistema de equag¢des queepresenta a
condicao de equilibrid?ara a@sposta estética, o fmemadiscretizado é representapor

Ku=f 1)

ondeK é amatriz de rigidez, u o vetor de deslocamsto e f o vetor for¢a, e parao problemade flambagem por
autovalores,

§<_AK9 ﬁ:” X

onde K, € amatriz de rigidez gemeétrica e\ o autovalor, que rsée problema corresponde a carga critica.
Este artigo apresentaas sersibilidadesda funcéo objetivo, flambagem e flexibilidade pelo método analitico e
diferencadinitas a frere.
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2.1. Determhacéo da derivada da funcémbjetivo

A fungéo objetivo, volume, € uma funcéodireta da variavel de projeto e ndo apresentamaioresdificuldades
(Haftka, 1996) O ohjetivo é rgpresentado pela relacaonvexa

ne ©))
V=3l
|

onde V é o volme, | canprimento ev variavel de projetaem derivada

a_V:|- (4)
vuij :

onde V é o volme, | o canprimento ev é a variavel de pjeto, e neste trabalho representa a area.

2.2. Determnacao do gradiente pardlexibili dade

A derivada do trabalho externddftka, 1996) ébtida diretamente do conceito de trabalho da forgas externssjaou

F:ftu (5)

onde F é o trabalho externo. Utilizandoda regra da cadeia obtemos

oF _aft  iau ©
—=—u+f"—

ov ov ov

A derivadada forca em relacaoa variavel de projeto dependeda naturezada forga. Se ndo forem consideradas
forcas de corpagstas derivadas seudam. Por outro lad, se forem casideradas apenad@ca peso, na fona

f =ulgy (7)

onde g é acelerac@pavitaciondey é a densidade, entédo a derivada é:

of (8)

Ay
Py gy

A derivada do deslocaento enrelacdo a variavel de projeéoun poucomais dficil de se obterpoisarelacdoentreos
deslocanertos e as densidadaéo é direta, pois ambos estdo relacionados pela equacao de equilibmpdAsgando
a expressao

u=k-Lf (©)
Obtemos
-1 (10)
A derivada damatriz inversa pode ser obtidzela deivada da relacao
(11)

kk=1=1

pela aplicacdo deegra da cadeia
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-1 (12)
ok k_1+kak -0

ov ou

Lembrando quea matrizidentidadenaodependalavariavelde projeta Isolandoa derivadade interessee substituindo
na equacao da derivadadieslocameto (equacao 8), obtém-se

-1 (13)
du —kak u+k‘1ﬂ
au ov ov

Substtuindo a expressaala derivadado deslocament@m relacdoa variavel de projeto na expressaale interesse
obtémse

oF __aft Lok (14)
———2———u+u —u
ou ov ou

2.3. Determnacao do gradiente pardlambagem

Neste item € apresentada formulacéo geral para andlise de sersibilidade para problemasque apresenta
singularidade pndeé governadgor umaequacadinearde autovdores.O problemade autovalorepoderéestarsujeito
a restricdes linearesou ndolineares.A deteminacaodo gradientede autovaloresserademongrado paraautovalores
simples e duplos, para estruturageitas a restricdo de estabilidade estalt
2.2.3 Deéerminacao da sensilh dade para autovalores shples

Consderando-se o problengeneralizado de autovalores:
Ax=ABx (15)

Exemplosde deteminag@odasderivadagie autovalore autoveor, paraautovaloresdorepetdos,foramrealizadas
por Fox eKapoor, 1968 usando estrutasdiscretizadas, para problemasfasgiiéncianatural.

& EP— oB B (16)

oA _ [Pu au 0
aU xt Bx

Em relacdo a equacéao (1fode-se nanalizar o denminador para que seja walor uritario:
ulBu=1 (17)

e 0 segundo termo no numeradorpode ser despreado, pois 0 seuvalor comparadocom o primeiro termo é muito
menor, entdo a equacéo 14 pode ser expressa datedquina

(18)
N _ tB‘?
au =X E&

Choi et al (1983),partindoda equacaol5, obtiverama equacaale derivadaparaautovaloresimples,isto sendo
paraprimeirapartedo problema,expressgelaequacad 6. Estecalculoda derivadade autovaloredoi utilizado para
otimizacdode estrutiras, sujeitastanto a restricdode flambagem como de frequécia, ondea matriz A é amatriz de
rigidez e a B é a matriz de rigidez ge#rica ou demassa.

O célculoda derivadade autovaloregelacionadas estabilidadeestrutiral consderacomo aproximacgéaoinicial a
existécia de apenasum autovalor, juntamente com seu autovetor, desconglerando a possibilidadede existir
autovaloresduplos, que correponde ao mesno modo de flambagem ou ndo. Parao casode autovaloresepetidos,
onde séo bem corhecidose surgan em problemas de otimizac@oestruural, a teoria demonstraque os autovdores
duplos ndo sao diferenci&eis em relacdoa variavéd de prgeto, mas somente diferencidel direcionaimente. Essa
condicdo de autovalores repetidos caustabilidade no problema, km pode ser confinado na se¢do de resultados.
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2.2.3 Déerminacao da sensilt dade para autovalores repetidos

A obtenc¢éado gradientedos autovdores com relagdoaosparametrosle projeto é extranamante importante pois
atravésdesss tornase possvel a modificagdo do prgeto. A situacdode autovaloresrepetidosou idénticos com
diferentes modos ocorre emmuitas sfuagdedisicas. Para este caso, o estuduoeste teve irficio na década passada.

Entre os pesquisadoregue se destacana no estido de autovaloregpode-secitar Ojalvo, 1988, baseando-seo
métodode Nelson,dandocontiruidadeDailey em 1989.Hou e Kenrny, 1992, apresentaramam méodo paraanalise
aproximada de autovaloresagitovetores.

Nos casosem que o0s autovdores sdo repetidos,normamente é dificil diferenda-los, estaafirmativa pode ser
melhor explicado pela invagaicao das diferecas atre un problema de aut@lores sinples e repetidos
- a primeira e tindamental difere¢ca é que a eobinacao lhear dosutovetores, tabén seraum aubvetor;

- a sggundadiferencgaé relacionadacom a deficiénciada matriz (A - AB), se autovaloregepetidosocorremcom uma
freqiénéa m, entdoa matrizestaradeficientede m linhas e colunas, ondeA é amatrizderigideze B a matrizde massa
e ou rigidemeandtrica.

Nestetrabalhoo gradienteda sersibilidadeparaautovaloresiuplos foi baseadmo esudo realizag por Pedrsen,
2000.Paa autovaloresdénticos,, existen dois autoveoresdiferentes, paraa determnacéodo gradienteé necesario
deterninar uma regido, sendo representagiar um plano, onde busese oméximo e ominimo valor da derivada.

u=aup+pBur (19)

a2+p2=1 (20)
Tanto ul, u2 e u dewesatsfazer a condicéo:

utBu=1 1)

Consderandoa condi¢dode singularidadedo problemado problemade autovalores,a expressa@odeserreduzida,
ficando da seguite forma:

A . 0B 23)
(XUR+BUE)§Q%_AE%] U1+BU2):O

Expandindo a equacédo e considerando que:
u=auj+pBur (24)

Realizando as devidasmanipulacde matenaticas e considerado a singularidadedo problema de autovalores,
obtémse

) EA oA 0B (26)
t+ t -——— B-AN— + =0
(x U1 B W [PpU Ov ov ug* P u2)

Expandindo a equacéo (28)@nsiderando-se que

A 0B (27)
=t -\ —
9nm Uné;pu au EJm

Simplificando-se a equacéao (28) e sendo os vetqresportogonas ernre si, obtén-se
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oA (28)
5 @ 2911+ B%gpp*+ 2B 015

A equacéo (30) é derivada em relacdo as saasantesa e 3, reduzindo a ma equacao hongénea da fana:
20 gll+ ZB 912:0 (29)

A equagdd?29) naformamatricial, é obtido os aubvalores,que corresponderdeos gradientesle um problenade
autovalores repetidos.

‘911 glﬁ Ez ‘j (30)
912 92
2.2. Diferencas finitas a frente

Umatémicasimplesparao calculodaderivadade autovaloreem relacéoa umavariave de projeto é aproximacgao
por umadiferencafinita, (Haftka e Glirdal, 1992. Estetipo de procedimeto é computachalmente caro, mas de facil
implementacéce por issomuito popular.Conforme Aldeman e Haftka, 1986,a analisede sengbilidade pararespostas
estaticas, onétodopor diferencas fiitas quasesempre éinferior ao métodoanalitico.Paraos casoso qualcalculasea
derivadapararespstastransiertes, isto nem sempre ocorrera.Quandométodosexplicitos sdousadosparaintegrara
equacadiferencial,a linearidadedas equag¢fesle sensibilidadendo consttui uma vantagem computaciaal. Paraos
casosde integragacexplicita, aproximacgaopor diferencgafinita é freqiientenente superior computacionafmente do que
métododireto. Quandotécnicasde integracdoimplicita sdoutilizadas, a aproximacaopor diferencasfinitas € menos
atrativocomputacimalmerte mes de facil mplementacao do que apraxiacao direta.

Falhas neste tipo de processo@atemdevidoaotamarho do passoa serselecionadoNo ca® do tamanho do passo
ser grande, ocorrerares devido adruncanento. Esseipo de ero normainente aparece quando meos na gparsaoda
sériede Taylor sdonegligenciados,isto é, utilizando somente os termos de baixa orden. Se o passoselecionaddor
pequenopcorrerderrodevidoao condicionamento, isto é, a diferencaentre o calculonumérico dafuncaoe o seuvalor
exatodevidoaoarredbndameto dasoperacéemuméricas.O gradientegparaautovaloreapreseta-seda segiinteforma
utilizando diferenca finitas:

oA _ D\ _ AL +4u)-A() (31)
Jou Avu Av

A expressdao aana obtidgpor diferencas fiitas a frante.
3. Formulagéo do Problena

De acordocom Bendsoee Kikuchi, 1992, 0 universode elementos é dadopar n pontosnodaise m possveis
conectividades. Partindo desta estratfomadapor elematosdiscretizados, busese a sal¢cdoquesatisfacaa solugcdo
otima. Nestetrabalhobuscase obter o minimo valor da funcaoobjetivo, na qual estafuncao serarepresentadaelo
volume, sendo que as restricbessaoflexibilidade e flambagem.Este problema poderaser formulado de duasformas
diferentes (Haftka e Girdal,1996,Bendsoe,19%, Cherg, 1992),sendoa primeiraforma consideraa minimizagdodo
volume can restricao ddlexilidade, tendo cao valores lnites para area.

m (32)
minimo Suili
i=1
m
sujeito > fikulk < Fhm ite
i=1
m

areginf S > Uj <areasup

onde k se refere ao cagecarregmentoem questdoA Segundaformabuscao minimo volume tendocomo restricdoa
estabilidade estrutal e valores knites para secao transversal
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_ m (32)
minimo Suili
i=1
sujeito A< Peritico

m
areginf S > Uj < areasup
i=1

o valor de A é determhadoatravésde um problema de autovalores,ondeo menorvalor em médulo corresponderao
primeiro valor de carga critica.

As funcdesde restricdo tantoa restricdode flambagen como a de flexibilidade, sdoaproximadastilizando-seas
derivadasde primeiraordem dasrestricdesmpogas. Woo, 1987, utilizou aproximacaodasrestricdespor um méodo
generalizaddibrido, ondeesteé maisconservdivo do quea sériede Taylor, mas estetrabalhoutilizard a expansédona
sériede Taylor. Estaexpansaa necessariaparatornar-sea fungdo na forma linear, entdoposteriormete utilizar a
programacédinearsequ@cial. As funcdesdasrestricbesexpandidasna forma de Taylor apresenta-se da seguinte
forma:

- Flambagen
) (33)
A=xg+t—L-
A0*3, b -vo)
- Flexibilidade
(34)

F=Fp+t oF () - )
0" 30 0
4. Definicdo do universo de barras

De acordocom Rozvary, 1995,n0 projeto topolégico, os elematosdeverian poderseradidonadosou removdos
duranteo processa@ consequenteente 0 modelode elementcs finitos e asvariaveis de projeto mudarian. Essetipo de
fendmeno torna-secomplexo no processa podeinfluenciar na analse; e outradificuldadeencontradasereferese ao
ndmero de elmentos, podendo amertar drasticenente, tornado-seuma estrutura de analisemipraticavel.

O esudorealizadopor Beckerse Fleury,1997e Rozvary, 1995,a otimizagactopologicaé baseadanicialmente em
um universo de elementas, ondeobtémse adtimaconectvidadedoselementos,isto €, com todosos possives nos.Ese
tipo de estruturaé uma aproxima&aodiscretizadale um universo de barrrasna buscada solugdoexata.De acordocom
este esudo, as areas dos elemantos poderdo tender para zeo, e consequetemente poderdo ser removidas
autanaicamente da estiutura, de maneiraa melhorar a eficiénda computagonal, isto poderiaser consideradacomo
uma vantagen. No problemapraticode otimizacéotopologica,a estruturadiscretizadaé caracterizadgelo fato queo
modelo de elementos finitos ndo é modificado duranteo processode otimizacdo.As variaves de prgeto estarao
limitadas por um limite superiore outro inferior, sendoque nenhum elemento poderaatingir o valor zero parase¢éo
trangersal.

Dorn et. al., 1964, foram os primeiros a utilizar estutura discretizadaconteaxdo um universo de barras.Eles
estabelecera os pontosnodais,ondeos elemertos geradogpoderiamse conectarcom alguns pontosou com todosos
pontos possivsi

A conecividade somente com os primeiros nés vizinhos tornase muito restrita a solugédo. Outros graws de
vizinhangaspodem definir o universode elementa, consstindo estaconedividade ndo somente do primeiro grau de
vizinhanga. Trés tipos de vizinhga foran relatadogpor Beckerse Fleuty, 1997:segundaordemde vizinhancaterceira
ordem de vizihanca e quarta ordede viznhhanca.

5. ProgramacaoMatematica Linear Sediencial

A progranacdomatematica € uma importanteferramerta na areade engeaharia para solucionarproblemas. O
métododa programacaolinear (Arora, 1989) é a solucaomatamatica paraencontraros valoresminimos ou maximos
parauma funcéo objetivo, sujeita as restricbes.Tanto a funcdo custo, como as restricGespodan ser funcdesnéac
lineares.entédo utiliza-sedo artificio dalinearizacdalafuncéo,no qual ostermosdasfun¢despodan serexpandidosna
série deTaylor Haftka eGurdal, 1996e Tada eMinami, 1993).
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. (35)
minimizar f(xo)+ > (Xi ‘Xoi)%a
i=1 Xi
g
(xi - Xoi)EB—JH 20
1 Ha Xi 0

9 (X0)+i

IHM>S

hj (Xo)J’i

M3
X
|
X
o.
p—
> oy
11
11
o

onden é o nimerodevariaveisdo projeb. A Ultimarestricdoé conheé@da como limitesmowveis, garanindo destaforma
gue a variacaodasvariaves de prgeto ndo sejamexcesivamente grandesde maneira a garantir a linearizacdodo
problema. Este tipo de restricdo é importante para cgénéa do prdlema.

A resolicdodo problemaapresetado pelaequagdd36), forneceos valoresdasvariaveisde prgeto (x;,i=1...n).
Estes viores séo utilizados para resolver o problema deindicdo, que ém processaterativo,atéo momento em que
a funcaoobjetivo atinja um maximo ou minimo. A estetipo de problemaondeas fun¢desséolinearizadasgamos o
nome de progmmacdao linear segpncid (SLP) Haftka eGurdal, 1996 €herg, 1992)

Um dos problema associada programacadi near seqii@cial ega ligado na escoha dos limites moéveis, pois a
escolhaerradado mesno poderacausara ndo convergécia do problema.A escolhado tamanho dos limites méveis
dependerélo valor do gradiente paravalorespequenosde gradients pode-separtir comlimitesaltos,casocontrarioos
mesamos deveraoser baixos, pois certanente qualaquer violacdo destasregras causaraa falha do program, isto €, o
problemandoterduma corvergécia. A escohade limites méveis pequéosde mais poderacausara paradgorematira
do problema.Parase consideramum limite méve baixo ou alto, dependeralo valor do gradiente,sto é, parao caso
ondearestricdodo prdolemaé aflexibilidade,o valor do gradienteparaestarestricdoé baixo, entdopode-separtir com
limites altos,ja parao casoondea restricdoé a flambagen, os valoresdasderivadassaoaltos,entdoos valoresdeven
ser baixos.Durante o processade otimizag&o,0s li mites podem aumentar ou diminuir, conforme aconvegénciado
problemaEsse valoressdomodificadoscornforme o sinal davariavelnastrés Gltimas iteragdeqPedersen1973). Seo
sinal da variavel nastrés Ultimasiteragéedor positivo ou negaivo, o valor do limite mével seradiminuido, conforme
critério adotad, neste caso foi de 0.8, mas nde a variavel de projetpresentamavariacéo do sinal rsdrésultimas
iteragcBes,isto significa que o problemaainda ndocomecouapresatar convegénda, entdoos limites méves serdo
aumentados, sedo este amerto de 1.20

Umacaracteristicanteresarte dosproblemagie progranacaomatematicalinearé ade queasderivadasdafuncéo
objetivo em relacdoas variaves de projeb sdo constantespdo necesarianente nulas. Isto significa que o ponto
extremo seencontranafrontera e ndono interior do dominio admissivel. SendoasrestricGesambém lineareso ponto
de 6timo deve semeontrar nanterseccao de duas mais restri¢cdes.

Apesarde se Ter aptaa pelo SLP, os autoresreconhecm que haoutros bonsalgoritmos paraa otimizagdocom
grande dmero de variaveis, e¢no por exenplo o MMA.

6.Resultados

Elemento de viga

O examplo apresentadoa Fig. (1) considerowm casocom mdltiplas forcasaplicadastodasde valor unitario. O
valor inicial da cargacritica é de 11426 corespondendparacada valor de forca aplicadae desga-sequea estrutira
suporteo valor de 30000 A funcéoobjetivo desteproblemaé otimizar o volume com a redricdo de flambagen. Os
modosde flambagem sdomostradosiaFig.(2), e seusrespectvos autovalorescoinddiram com os obtidosno prograna
implementado.Este reaultado apresentowma perfata corvergécia, pois o terceiroautovalorndo coincidiu com os
dois primeiros.O reaultado obtido pode ser considerada@omo a 6tima solucdoparao problema,mas lembrandoque
este resuwhdo correspondeoaninimo local, pois a restricdo diembagen é uma funcéo néo conve.
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Figura 2. Representacdo do primeiro euselp modo deflambagem.

As solugdesdos probleanas apresetados nas Fig.(4), representan a minimizacdodo volume com restricdoa
flexibilidade. O tamarho da estrutira utilizado € o mesmo paratodos os resultadoscitados, mas tendo somente a
diferencana quanidadede elementosutilizadosdentrodessasnalhas.Essetipo de maha € classficado de acord com
a vizinhanca utilizada, sdo respectivanerte: Primeira vizinhangcacom 173 elementos, segunda vizinhanga com 307
elementos, terceiravizinhanga com 505 elementos e quartavizinhanga com 641 elementc. Corforme o aumento da
ordemda vizinhancapode-seperceberque seu formado aproxima-sedo contiruo e exise uma reducéodo volume,
apesar de amentar o amero de elem&os, coforme mostrado na fg.(3).

Figura 3. Representacdo aelha (elenento de viga 8x5m).
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Figura 4. Estruira otmizada sjeito a restricdo de flexibilidade com quatro tipos de ordem dehaacas.

Elemento de barra

A solucdodo problemade trelica, Fig. (5), consideramdltiplos cas® de carreganento e o resultadoapresentado
refere-sea minimizacéode volume, tendocomo restrigdoa flexibilidade. O volume inicial da estrutira é de 46.3%, e
apos a otimizagdo obtése 11.79.

Figura 5. Representacdda makha (elemento de barra- 8x5 m) a esquerdeae estritura otimizada sujeito a maltiplos
carregmentos.

7.Conclusdes

O estudo tratou da atizacdo estrtural detrelica e porticos nplano,tendocomofuncaoohjetivo o volume sujeita
asretricdesde estabilidadeestruturale flexibilidade.Um dosobjetivosdo trabalhofoi a andlisede sensibilidadedeste
tipo de problema,com um enfoque especialparaa sensibilidadede autovalor,utilizado pararesolverproblemade
estabilidade estrutal.

Recenteente comecal apresentarum egudo sobre autovaloresrepetidos, poiseste tipo de situagcéocausa
instabildadenasolucéo.Foi deserolvido umaexpressaanalfica parao gradientede autovaloresiuplos,mas parao
casoondeo terceiroautovalorcoincidir comos dois primeirosestaformulagdoperdesuavalidade sendonecesérioter
sido consideradoa existénciade trés auovalores repetidos. Os autovalores foram consideradosnumericamente
idénticosquando a diferencaentre o primeiro e o segundo e o primeiro e o terceirondo fossemaior do que cinco
porcento.

A utilizacdo do método da progranagao matanatica facilita a implementacéode noves formulagfes quando
comparado cm o método dccritério de 6timo.Nestetrabalhofoi utilizadaa progranacgadinearsediencid com limites
méveis variaveis que é um métodobem estabelecidae satigatério que apresentotse eficiente para resolucdodos
problemas
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TOPOLOGY OPTIMI ZATION OF TRUSES AND FRAMES WITH COMPLIANCE AND BUCKLING
CONSTRAINTS

Abstract. This work presentsa topdogy optimizationformulationfor 2D trussesandframes.Structuresarediscretizedoy trussesor

beamelements.The function to be minimizedis the total volume of the structure,with complianceand buckling constraints.The
designvariablesarethe crosssectionalareas chosenwithin proper bourds. Sensitivitiesfor the objectivefunction and compliance
constraintare determinedanalytically. Sensitivitiesfor the buckling constraim are computedby finite differencesor by a newly

developed analyticahethod for single ahdouble eigenvalues. Re dff erent types foground stuctures are useffom first to fourth

order neigtborhood conectivity. Mathemati@l programming is usedto solve the optimization prablem, using a sequerial linear
programming technique with heuriss driven moving bonds strateg.

Keywords. Tgpologyoptimization, buckling, conpliance.
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Abstract. Thiswork presents an extension of a previously published object-oriented architecture to be used as a general numerical
framework for the development of computer programs based on either the boundary element method (BEM) or the finite element
method (FEM). The proposed design provides a set of special classes developed to handle those entities or procedures most
commonly found in solution algorithms based on boundary or finite elements. The underlying idea of this tentative implementation is
to enable the analyst to "assemble" a customized code accordingly to the type of problemisto be solved and the method to be used.
Some code fragments are presented to show the level of extensibility and reusability achieved by the present proposal.

Palavras chave:. finite element method, boundary element method, object-oriented programming.
1. Introduction

During de last decade the use of object-oriented programming (OOP) has become a common practice in most
software development fields. The diffusion of the use of OO languages in engineering is intimately related to the
software development cycle and its corresponding cost. The constant need for updating computer programs devel oped
under structured programming has led to a demand for extensibility and reusability of the codes (or part of them)
without demanding the costs associated to the development of new software or due to unwanted changes in source
codes successfully tested and used. This demand is relatively old, but only the appearance of object-oriented
programming languages has been leading to an adequate sol ution.

One of the engineering fields more heavily impacted by OOP is the computational mechanics, specialy the
development of finite element codes. A review of the literature reveals many conceptually different possibilities
available to develop FEM computer programs using OO philosophy (Archer, 1996; Hedegal, 1994; McKenna, 1997). In
the BEM context, the published works are much more scarce (Marczak, 1999).

This work presents an object-oriented architecture to be used as a general numerical framework for the
development of computer programs based on boundary elements or finite elements. The main goal of the present
proposal is to unlink the storage classes (those containing elements, nodes etc.) from the analysis classes (linear, non-
linear, static, transient etc.), so that the inherent characteristics of each method is preserved in the class hierarchy. The
starting point of the present design is the mcBEM library developed for boundary elements (Marczak., 2000). By
increasing the level of abstraction of the mcBEM classes it became clear that the same class organization could be used
for other discretization-based methods like the FEM.

2. A simple organization for classes commonly found in FEM/BEM software

The basic structure of most OO engineering analysis software is composed by objects that can be grouped in three
levels of hierarchy: auxiliary objects, model objects and analysis objects. This conceptua division will be used
throughout this work because it allows a general view of the level of abstraction employed in each level.

Whatever is the class hierarchy used, the essential part of any FEM/BEM software is the solution algorithms of the
discretized problem. This is generally provided by a set of classes that govern the flow of the available data during the
solution. Because of the responsibility that these classes have on the solution of the problem, it is expected a higher
level of abstraction in their design, and we refer to them in this work as analysis classes. It isin this level that one or
more objects solve the problem from the governing equation point of view. This is accomplished by using and
controlling the information generated by objects in the auxiliary and model levels. For example, a single mesh object
can be used to solve a static linear problem and a dynamic transient problem during the same job. In essence, both
problems differ only in the way the analysis objects will manipulate the data provided by the model objects, using the
tools provided by the auxiliary objects.

The model objects are necessary to store and manage the problem data. They provide the data of the numerical
model to the analysis objects. These data are responsible for the relationship between mathematical problem and
physical problem or, in other words, the model classes store the computational model of the problem. For instance, it is
in this level that one can find FEM/BEM objects like material property, geometry, mesh, numerical integration,
boundary condition, superelements and loading.

Classes to handle specia entities like basic linear algebra objects (vectors, matrices, etc.) are also necessary. Their
objects perform auxiliary (but not less important) tasks requested by the analysis and model objects, or help to build
higher level objects as an aggregation of them. Although matrix objects are the most common case, other examples of
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auxiliary objects are mathematical functions, dictionaries, linear systems, arrays, lists, strings, geometric primitives,
memory management, etc.

This proposed classification does not mean, for example, that a matrix class actually has alow level of abstraction.
But calling it an auxiliary class means (in the context of the present work) that there is not much more that a matrix
object could do other than matrix operations. An analysis class, by its turn, can span from a simple linear steady state
analysis to a fluid-structure optimization analysis.

3. The mcBEM library

The development of the mcBEM library started as a research project focusing on applying OO programming to
develop flexible, modular, and reusable software components for solving differential equations by the BEM. The
underlying idea in its design is that different applications share a common mathematical and numerical structure, and
more importantly, storage (model) classes do not perform any solution step. In the form of a compiled library, mcBEM
provides a complete set of auxiliary and model classes, as well as a basic set of analysis classes. To create an
application code, the analyst assembles the code collecting the objects necessary to perform the solution. The
programmer’swork is limited to implement the new analysis classes (in case they are not provided), deriving them from
any of the existing ones. The objective of this section is to present the basic hierarchy layout of mcBEM main classes
and its extension to support finite elements.

3.1. mcBEM model classes

The nt BEMmodel classes are mostly formed by a set of classes derived from a super class called ncEntity.
They were designed to compose a bulk of entities commonly found in a discrete PDE solution model, like FEM and
BEM. The most important model class of the proposed design is the ncDomai n class. McDomai n acts as a container
class for the analysis, storing all ncEnt i t y objects necessary to describe the problem such as geometry, mesh, loads
and boundary conditions. The objects are stored in list objects (nmcLi st ) especially designed for nrc BEM reducing by a
significant amount the overhead generated by the use of general purpose standard lists (like the STL - Standard
Template Library Programmer's Guide, 1999). Figure 1 depicts the basic hierarchy of ntBEMmodel classes. Some of
them will be shortly described in the sequel:

« ncPoi nt : Implements a coordinate point in O® space. It can be attached to a user-defined coordinate system,
if desired.

« ntNode: Derived from ntPoi nt class, a ntNode object represents a point which has degrees of freedom
(DOF), i.e. aspace location that holds part of the discrete solution for a given mesh.

* ntCoor Sys: Enable the analyst to use specia coordinate systems throughout the solution.

« nchMaterial: A classtoimplement general material properties.

« ntGeonetry: Implements geometric properties for special applications (like areas in spars, thickness in
plates, etc.)

e ntBESubr egi on: Implements a BEM subregion of the solution domain. This can be used to handle
problems composed by different materials, geometric properties etc. The ncBESubr egi on class aso
encapsul ates information about the type of the differential equation which is being solved, so that it knows how
many DOF's each ncNode have, or what are these DOF's. In addition, a mc BESubr egi on object can access
the fundamental solution of the problem, and determine whether a DOF is a prima or a dua one. This is
necessary to implement compatibility conditions on the interface shared by two or more subregions, as well as
to impose the boundary conditions. A similar class - the ncFESubr egi on can be used to implement
superelementsin afinite element analysis.

e« ntlLoad: This class is used to create genera loads to be applied on the domain. In BEM applications, the
boundary conditions are implemented as a special case of loads.

Since the BEM requires only the discretization of the boundary of the domain (for most linear problems), the
computational mesh handles differently BEM and FEM partitions. InaBEM analysis nt BEl enent objects are used to
discretize the boundary with several types of boundary elements, while nrcDCel | objects are used to discretize the
interior with domain cells, if necessary. The domain cells are needed only on the areas where some physical variable is
to be integrated, and their mesh is not required to be compatible. For FEM analysis, mcFElement objects compose the
mesh. Similar classes can be used for control volumes, finite volumes, and finite difference schemes.

What ntBEl enent, ntFEl enent, and ncDCel | have in common is that they are all domain partitions
generated by aggregating two super classes. ntPhysi cal Partition and ncGeonetricPartition. This
allows the geometric description of the partition be dissociated from its physical description (Devloo, 1997). For
instance, a linear geometric partition (two points) can be used along with a linear (two node) or a quadratic (three
nodes) physical partition, so that the p-enrichment of the partition can be controlled (Figure 2).
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mcSparGeometry

mcGeometry

[n‘cMaterial]—[mc lsoMateriaI)

mcBeamGeometry

mcCoorSys

mcPlateGeometry

mcPoint

mcBEPotential2D

mcBESubregion

mcBEPlaneStress

mcBESubregion

mcBEPlaneStrain

3
i [

mcFElement

mcBEPIlateBending

| mcBHEement
5: [m%inthNodeHmTarget]

mcGeometry

mcBE2D1

mcMaterial
T mcBElement

mcFElemen

mcLoadCase

mcLoad mcDCell mcDC2DQ1

mcPatch

mcBody Load)—[mcDeadWeig ht)

mcSurfacelLoad

mcintersection

mcBoundary Condition

Figure 1. Basic ncEnt i t y class hierarchy.

ThentDomai n class aggregates and manages all ntEnt i t y objects for a given solution domain. It represents the
computational model of the problem, and is used by the analysis classes to access all necessary information to solve the
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discretized problem. Since ntDonai n objects perform no analysis step, the analyst can solve different domains during
the solution phase, or solve the same domain with different types of analysis.

Geometric n Physical Geometric Physical
partition: g partition: /A partition: partition:

’ Boundary element ’ Finite element
B ! = =
F—— Geometric point «—

Geometric point
.. Physical node — Physical node

—

Figure 2. lllustration of the composition of two-dimensional domain partitions using geometric and physical partitions.

(@ (b)

3.2. mcBEM model classes

The analysis of the problem is performed by a set of five super classes aggregated by the analyst, depending on the
type of the problem and solution desired. Some of the ideas adopted here were adapted from the work of McKenna,
1997. This approach adds flexihility by enabling the user to slot each one of these five major classes according to the
specific needs of each application. If necessary, one can implement a new class by deriving it from any of these super
classes and limiting the coding task to those analysis steps not provided. The analysis classes currently implemented in
this work are summarized below:

« ntSol utionAl gorithm The ncSol uti onAl gorithm objects orchestrate the major steps in the
analysis. Typical tasks of these objects are: form the left-hand side and the right-hand side of the linear system,
and trigger the solution of the linear system. In case of linear problems thisis generally done only once, but for
non-linear problems the steps are repeated until convergence is reached. Currently, three major subclasses are
derived  from  this  class ncEqui | i bri untol Al go, ncTr ansi ent Sol Al go and
ncEi genval ueSol Al go. Both can be particularized for special cases, asillustrated in Figure 3.

e« ntAssenbl er: ThentAssenbl er objects provide methods necessary to form the system of equations. It is
responsible for accessing each boundary element, domain cell, or finite element and adding its contributions to
the global system of equations. Two major subclasses are currently derived from nt Assenbl er class: they
are the ntl ncr ement al Assenbl er class, which generates derived classes like nc St at i cAssenbl er
(for linear static problems), ntTransi ent Assenbler (for transient problems) and
ncEi genval ueAssenbl er (for eigenvalue problems). Figure 4 shows the basic hierarchy.

« ntModel Handl er: The model handler objects are responsible for providing access to the objects in
ncDomai n during the solution phase, so that no object in the analysis aggregation needs to access the domain
directly. Any object in the domain can be reached by nt Model Handl er methods. Iterators are provided to
access and loop over nodes, elements, material properties etc. Figure 5.aillustrates the basic hierarchy.

 ntConstraint Handl er: The ntConstrai nt Handl er super class implements methods to apply
congtraints on the system of equations. Prescribed displacements or tractions are handled here.
mcConstraintHandler objects also handle the imposition of compatibility conditions on the interface shared by
two or more subregions. Other examples of tasks performed here are DOF numbering and Lagrange multipliers
handling. In case of the BEM, the nt Const r ai nt Handl er object is aso responsible for creating the nodes
of the boundary elements and domain cells automatically (Figure 5.b).

* ntAnal ysi s: Thisis the analysis aggregation itself. A ncAnal ysi s object receives al other component
objects as arguments. It checks for validity of the aggregation and links them by pointers. A single virtual
method: anal yze() triggers the analysis start up. ncAnal ysi s objects aso knows whether the solution
domain changed so that is necessary a new analysis (like in adaptive or nonlinear problems) or not. Figure 6
illustrates the subclasses implemented in this work.
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mcBEMEquilibriumSolAlgd mcBEMLinear
mcFEMLinear

mcFEMEquilibriumSolAlgo mcFEMNewtonRaphson)

mMCcFEMBFGS|
mcSolutionAlgorithm

mcFEMBucinngSoIAlgo]

mcFEMEigenvalueSolAlgo

mcFEMVibrationSoIAIgo]

mcFEMTransiemSoIAIgo] coe

chEMTransientSoIAIgo] oo

Figure 3. Typical ntSol ut i onAl gor i t hmhierarchy.

chEMIncrementalAssembIer)—[chEMStaticAssembIer)

mcFEMStaticAssembIer)

mcFEMIncrementalAssembler mcFEMNewmarkAssembIer]

mcFEMTransientAssembler

mcFEMCentraIDiffAssembIer)

mcFEMEigenvaIueAssembIer) ces

Figure 4. Typical nt Assenbl er hierarchy.

mcBEMConstraintH andler)

mcConstraintHandler

mcFEMModeIHandlea mcFEMConstraintHandIer)

3@ (b)

Figure 5. (a) Typical nrctModel Handl er hierarchy. (b) Typical ncConst r ai nt Handl er hierarchy.

mcBEMStaticAnalysis

mcFEMDirectTransiemAnaIysis)

mcFEMTransientAnalysis

mcFEMHarmonicTransiemAnaIysis]

mcFEMStaticAnalysis

mcFEMModalAnalysis

Figure 6. Typical ncAnal ysi s hierarchy.
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3.3. mcBEM auxiliary classes

The ncBEM library provides a large number of classes encapsulating many features found in computational
mechanics. A few examples are: lists, dictionaries, identifiers, iterators, error handlers, file handlers, DOF sets,
fundamental solutions and numeric integrators.

Of particular importance in the efficiency of a numerical solution is the storage and manipulation of the system
matrices that generate the solution of the problem. The present implementation of nc BEM provides two major super
classes to accomplish thistask (see Figure 7):

e« ntSystenf Equati ons: It is responsible for storing the system matrices. It also provides methods to
perform the assembly of element sub-matrices as well as rearranging rows and columns to eliminate/add DOF's
etc. Some types of storage schemes are provided to accommodate the types of matrices generated by the
different methods (banded, full, symmetric, non-symmetric, etc.). The nt Syst enf Equat i ons objects do
not perform the solution of the system.

« ntSol ver: This is the super class that actually solves the system of equations. Because it is disconnected
from the nc Sy st en®X Equat i ons, antSol ver object can be linked with well-known Fortran solvers or
other numerical libraries (Zeglinski et al., 1997).

chonSymmetricLSOEHmcDenseNonSymLSOE)

mcLinearSOE

chandedSymLSOE)

[mcSystemOquuations meSymmetricL SOE

mcSkylineSymLSO E)

mcEigenvalueSOE

mcGaussDNSLS

mcNonSymmetricLS mcDenseNonSymLS

mcLUdecDNSLS

mcLinearSolver

mcBandedSymLS

mcSymmetricLS

mcSolver

mcSkylineSymLS

mcEigenvalueSolver

(b)

Figure 7. (a) Typical ncSyst enOf Equat i ons hierarchy. (b) Typical ncSol ver hierarchy.

For BEM applications, the type of differential equation being solved is encapsulated in a ncFundSol uti on
superclass. The nature and the number of degrees of freedom used, the fundamental solutions tensors and other
important properties are stored in this class. Examples of derived instances of ncFundSol ut i on objects are the
ncPot enti al 2D, ncPot enti al 3D, ntEl ast 2D, and ntEl ast 3D and nctPl at e2D objects.

The mcBEM library uses a nc DOFSet object attached to each node of the mesh. A nt DOFSet object is a set of
nc DOF objects, whose identifier is assigned to a given fundamental solution. Therefore, the user can create its own
DOF sets according to the problem to be solved.

Some of the auxiliary classes are template based. Of particular interest is the ncQuadr at ur e class, developed to
allow the use of numerical integration schemes without explicit loopings over the sampling points. Since it is a template
class, it can be used to integrate matrices, vectors or functionsin a single code statement. The class supports up to three-
dimensional integrations and handle singular integrals (common in most BEM formulations). It also enables the user to
employ different types of quadrature in each direction of the integration domain. The public members are heavily
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polymorphic and the integrand is set by the user through a function wrapper, avoiding the explicit call of the user
function. A pseudo-code of the class definition is shown in Figure 8.

tenpl ate <class T> class ncQuadrature

ncQuadrature(dim nip,

vi rtual

VOi
i nt

VOi
i nt

Vect or
Vect or

VOi
VOi
VOi

T
T
T
T

d

d

d
d
d

typ)
~ntQuadr at ur e()

setOrder(nl, n2,

get Order(dir)

n3)

set Type(tl, t2,

get Type(dir)

t 3)

get Stati ons(dir)

get Wi ghts(dir)

set | nt egrand( nt1Dl nt egr and)
set | nt egr and( nt2DI nt egr and)

set | nt egr and( nt3DI nt egr and)

I nt egrate(acc)

I nt egrat e(nclDI nt egrand, acc)
I nt egr at e( nc2DI nt egr and, acc)
I nt egr at e( nt3DI nt egrand, acc)

Figure 8. Simplified definition of ncQuadr at ur e class.

An example of the usage of this class is pseudo-coded in Figure 9 where a function, a vector and a matrix are
integrated. In this example, if my_sti f f ness isthe ntFEl ement member that performs the well known product
B'C B at a given intrinsic coordinate (r,st), the statement in line 4 of the code in Figure 9 will result in the stiffness
matrix K® of the element. When used combined with the loopings provided by appropriate ncl t er at or iterators, this
type of tool result in arather simplified and maintainable code like the oneillustrated in figure 10.

1:
2:
3:

o gk

Ke
Fe

ntQuadr at ur e<doubl e> Func(1, 3,1);
ntQuadr at ur e<Vector> Vect (2, 2,1);
ncQuadr at ur e<Mat ri x> Mat

g

Mat . Integrate( imy_stiffness )
Vect . I ntegrate( | my_loadi);
Func. I ntegrate( ny_func );

_____________ S

‘ subroutine name ‘

number of intrinsic variables
number of integration points
type of quadrature

Figure 9. Example of usage of ncQuadr at ur e class for matrices (Ke), vectors (Fe) and ordinary functions (f ).
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/1 Matrix integrator - 2x2 Gauss rule:
1. nctQuadrature<mMatrix> Mat(2,2,1);

/] Get the finite elenents iterator:
2: fe = Mdel Handl er - >get FEl enent sUsi ngMaterial (“Steel ”);

I/ Loop over the elenents:
3: -while (fe) {

/1 Evaluate the stiffness and mass natrices:

|
|
|
4: i Ke = Mat.Integrate(fe.current->Stiffness);
5. 1 Me = Mat.Integrate(fe.current->Mss);
|
|
i /1 Assenbl e:
6: i SysOf Eg- >Assenbl eK(Ke, Mbddel Handl er - >mapDOF(fe. current) );
70 SysOf Eg- >Assenbl eM Me, Mddel Handl er - >napDOF(fe. current) );
|
8: i f e++;
9: L}

Figure 10. Using nctl t er at or s and ntQuadr at ur e objectsto form global stiffness and mass matrices.

4. Coding applications - extensibility and reusability

The main goal of the OO design proposed in this work is to enable the analyst to write a few programming lines to
customize the code for a given application, regardless it isa FEM or BEM code. This is accomplished by assembling
an appropriate aggregation of objects. The aggregation is centered in a nctAnal ysi s object, which knows a
ncDomai n and has a minimum group of the following objects: ntSol uti onAl gorithm ntAssenbl er,
ncModel Handl er, ncConstrai nt Handl er, and ntSyst emOf Equat i ons (which knows a ntSol ver).
Such composition isillustrated in Figure 11.

After checking if al objects in the aggregation are valid, the user trigger the analysis start by invoking the
analyze( ) member function of nc Anal ysi s class.

[ﬁr}{od_e] mc BEl ement mcDCel | mc BESubr egi on mcload : ‘

nmcDomai n ncAnal ysi s

[ ncSol uti onAl gori thm]

ncAssenbl er

[ mcMdel Handl er |

[ ncConst r ai nt Handl er J

[ nmc Syst enOf Equat i ons j

| meSol ver |

Figure 11. The analysis aggregation.

A simple analysis like the one shown in Figure 11 would be straightforward reusing the relevant objects. Figure 7
shows a possibility. For instance, the solution of a linear static plate-bending problem would use the same code that a
steady state head conduction problem (the inherent differences would be hidden in subregion objects defined properly).
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1: ntDonain part_959;

2: donmi n. Readl nput Fi | e("part959.dat");

3: donmi n. set Current LoadCase(donai n. get Def aul t LoadCase()) ;

4: ncBEMLI near theAl gorithm

5: ncBEMSt ati cAssenbl er t heAssenbl er;

6: ncBEMvbdel Handl er t heModel ;

7: nmcBEMConstrai nt Handl er theConstraint;

8: ntDenseNonSynlS t heSol ver;

9: nmcDenseNSLSCE t heSOE(t heSol ver);
10: ncBEMst ati cAnal ysis t heProbl en{ part_959, theAl gorithm theAssenbler,

t heModel , theConstraint, theSOE);

11: theProbl em anal yse();

Figure 12: A nc BEMdriver code for alinear static analysis by the BEM.

1: ntDonain part_959;

2: donmi n. Readl nput Fi | e( " part959.dat");

3: donmi n. set Current LoadCase(donai n. get Def aul t LoadCase()) ;

4: ncFEMLI near theAl gorithm

5: ntFEMSt ati cAssenbl er t heAssenbl er;

6: ntFEMVbdel Handl er t heMbdel ;

7: ntFEMConstrai nt Handl er theConstraint;

8: ntSkylineSynLS t heSol ver;

9: nctSkyli neSLSCE t heSOE(t heSol ver) ;
10: ncFEMSt ati cAnal ysis t heProbl em(part_959, theAl gorithm theAssenbler,

t heModel , theConstraint, theSOE);

11: theProbl em anal yse();

Figure 13: A nc BEMdriver code for alinear static analysis by the FEM.

If the user is interested in solving the same problem depicted in the code of Figure 13 in transient regime using a
Newmark scheme, it would be necessary to derive a ncNewmrar kSol Al go class (if not provided yet) from
ncFEMIT ansi ent Sol Al go (see Figure 3) and simply change lines 4, 5 and 10 of the code in Figure 13 according to
Figure 14.

1: ntDomain part _959;

2: donmi n. Readl nput Fi | (" part959. dat");

3: donmi n. set Current LoadCase(donmi n. get Def aul t LoadCase()) ;

4: ncFEMNewrar kSol Al go t heAl gorithm

5: ncFEMIr ansi ent Assenbl er t heAssenbl er;

6: ncFEMVbdel Handl er t heMbdel ;

7: nmcFEMConstrai nt Handl er theConstraint;

8: ntSkylineSynlLS t heSol ver;

9: ntSkyli neSLSCE t heSCE(t heSol ver) ;
10: ntFEMIransi ent Anal ysis theProbl em(part_959, theAl gorithm theAssenbler,

t heModel , theConstraint, theSCE);

11: theProbl em anal yse();

Figure 14: A nt BEMdriver code for atransient dynamic analysis by the FEM.

5. Conclusions

This work presented a modular, reusable and extensible OO design for numerical solution of general problems
using either the BEM or the FEM. The main super classes of the proposed architecture were presented, showing the
independent role that storage and solution classes play. The particular characteristics of each solution strategy are
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hidden in the hierarchy level of the corresponding classes, enabling the use of the same driver code for a variety of
problems. This enable the user to customize the code for a given application by modifying only afew lines of the driver
program, thus reducing drastically the development cycle of new engineering analysis codes. The next step in this
development is to couple both methods in a single analysis to make use of the best properties of each one.
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Abstract: Stress induced phase transformations constitute the basic mechanism associated with the shape memory effect. At the
mesoscopic level, many authors have devoted their attention to the study of the motion of phase interfaces, trying to describe their
positions, orientations and evolution rules. The goal of the present study is to relate, in a very simple one-dimensional setting, the
macroscopic behavior of pseudoel astic materials to non-convex stored energy potentials.
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1. Introduction

Martensitic stress induced phase transformations can be observed in a class of materials, which include
Ni-Ti and Cu-Zn-Al alloys, known as shape memory materials. Such materials exhibit the interesting ability to
recover very large apparently plastic deformations upon raising their temperatures above specific levels. From
the theoretical point of view, many authors have reported their studies on stress induced phase transformations,
including Ericksen (1975), Falk (1980), Abeyaratne and Knowles (1988), Fu, Huo and Miiller (1994), amongst
others. From the kinematic point of view, phase transformations can be characterized by discrete changes in the
strain levels of the material. As a consequence, phase interfaces can be described as placements of strain dis-
continuities. Mechanical models considered by Ericksen (1975) and Falk, for instance, consider nonmonotonous
stress-strain curves, as illustrated in Fig. 2, in order to allow the coexistence of distinct strain levels associated
with the same stress level. Although nonmonontonous stress-strain curves constitute a very convenient way to
describe coexisting phases, they are not observed in practice. Experimental stress-strain curves for this class
of materials usually shown the pattern illustrated in Fig. 4, exhibiting hysteresis loops when the material is
subjected to loading-unloading conditions. The link between the nonmonotonous stress-strain curves and the
ones exhibiting hysteresis loops is not difficult to establish but has been neglected in the literature. In this
sense, the goal of this paper is to relate, in a very simple one-dimensional setting, the macroscopic behavior of
pseudoelastic materials to non-convex stored energy potentials.

An outline of the paper is as follows: in section 2, we present some preliminary definitions. In section
3 we present a simple one-dimensional model which allows the description of coexisting phases within the
medium. This is accomplished by considering a non-convex stored energy density function, which leads to
a nonmonotonous stress-strain relation. For the sake of completeness, the section 4 reproduces an analysis
performed by Abeyaratne and Knowles (1988) on the admissibility of phase transformations, where we make
the necessary adaptations to our particular model. In section 5, we rewrite the model in terms of the mean
strain, making the meso-macro link which justifies the difference between the mesoscopic nonmonotonous stress-
strain relation and the macroscopic stress-strain curve without discontinuities. The model is complemented in
section 6 so as to allow the description of the hysteresis loops observed in experiments.

2. Preliminary definitions

Let the one-dimensional medium of interest be represented by the interval [0, L] C R. For the sake of
simplicity, let us suppose that the area A of the cross section of the medium is unitary along [0,L]. The
deformation of the medium can be characterized by a mapping « : [0, L] — R such that:

K(X) =X +u(X), Xe[0,L], u0)=0, u(L)=a. (1)

where u(X) is the displacement of the material at position X € [0, L] and @ is the displacement at the right-hand
end of the medium. The corresponding strainfield € : [0, L] —] — 1, 400 is given by:

e(X) = dxu(X), X elo,L]. (2)
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Figure 1: Stored energy function and stress-strain relation for the mechanical model.

Since the cross section of the medium is constant along [0, L], the equilibrium condition can be stated simply
as:

o(X) = constant VX € [0, L], (3)

where o(X) denotes the stress at the material point X.
3. Stored energy function and coexistence of phases

It is supposed that there exists a stored energy density function W (e) such that the stress response function
o(g) is given by:

o(e) = 0. W(e), g€ | —1,400[ (4)

The specific form of the stored energy function considered in this paper is given by the piecewise quadratic
function:

E
W (e) := min ( g2

E
2 2

(6 — emo)* + wm0> . (5)

where E, €0 and w,,g are scalar material parameters. The quadratic potentials in (5) intersect to each other

at:
1 E
Eam — m (2 Em() + me) . (6)
Thus, the stored energy density function (5) can be rewritten as:

E
552 if e€ ]—1,amls

W(e) = (7)
E

5 (€ —emo)’ +wmo if €€ [eam,+oo|.

The derivative of (7) with respect to the strain e gives the piecewise linear, non-monotonous stress response
function:

FEe if ee€ ]*]—75am]7
O—:

E(c—emo) if €€ [eam,+o0].

(8)

Asisillustrated in Fig. 1, the stress-strain curve experiences a jump at the strain level €,,,,. For convenience,
let us define the following bounds for each of the branches of the stress-strain curve:
E

oa=0ct 5 emo  and o =0c— 5 Emo, 9)
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Figure 2: (&) Coexisting strain levels of strains ¢, and ,,, for the same stresslevel o € [oar, 04]; (b) Mixture of phases in the
one-dimensional medium under traction.

where 0. = wpo/emo is known as the Maxwell stress of the material (see Gurtin (1983) for details). Strain levels
below e, are associated with the austenitic phase of the material, while strain levels above ., are associated
with the martensitic phase.

Figure 2.a illustrates the fact that, for stress levels below o, only austenite can be present in the material,
while for stress levels above o4, only martensite is allowed to exist. On the other hand, for stress levels
o € [om,04], two strain levels, say e, and e, (associated with the austenitic and the martensitic phases,
respectively) correspond to the same stress level 0. As a consequence, a mixture of phases can be observed
in the medium, exhibiting a discontinuous pattern strain field, as illustrated in Fig. 2.b. Phase interfaces
can be characterized by the placements of strain discontinuities in the mixture, and, in this setting, phase
transformations can be described as motions of such placements of strain discontinuities.

4. Admissibility of phase transformations

In the present context, phase transformations will be characterized by motions of phase interfaces. In this
sense, we start this section by presenting an analysis of admissibility of phase transformations, based on results
reported by Abeyaratne and Knowles (1988). Let us assume that there exists a phase interface at a point
S(t) € ]0, L[ of the medium, where ¢ accounts for the time instant. Let the material be in its martensitic phase
along [0, S(¢)[ and in its austenitic phase along ]S(¢), L], as illustrated in Fig. 3.

The total stored energy of the system is given by:

L 5(8) L
Vint :/o W(e(x,t)) dz :/0 W(e(x,t)) d:v—l—/s(t) W(e(xz,t))dz (10)

As long as the phase interface moves with velocity S(t) > 0, material particles flow across the interface,
undergoing transformation from austenite to martensite. Making use of Reynolds Transport Theorem, together
with the equilibrium condition (3) and the constitutive assumption (4), the derivative of Vint with respect to
time can be written as:

) S(t) .
Vin = /O 0. W (e(, £))Pue (. £) da + W (S~ (£) S (1)

v [ aW(e(x,t)dhe(a, t) de — W(=(ST()S(1)
S(t)

+o(t) [v(L,t) —v(S*(t),t)] — W(e(ST(t))S(t) (11)

Figure 3: Motion of phase interface.
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where v(z) accounts for the velocity of the particle at x. Further, since the continuity of u at S(t) imposes the
condition:

[o(S(), 0N = ~[[(S(2), O] S(8), (12)
where [[g]] := g(ST) — g(S™), it follows that the expression (11) for Vint can be rewritten as:

Vint = o(t) [o(L, 1) —0(0,1)] = [[E(0)]] S(D), (13)
where:

E(o) :=W(e(o)) — oe(o) (14)
is the Eshelby (1975) force. The dissipation D(t) of the system is then given by:

D(t) = o(t) [o(L,t) = v(0,)] = Vint = [[E(0)] S(£) > 0, (15)
which implies that the jump in the Eshelby force must be positive (since we are assuming S (t) > 0):

[£(o)]] = 0. (16)

In the specific case of our study, from (8) we have, for a given stress level o,

c(SHW, ) =2 and  e(ST(b),t) = % + Emo. (17)

and, as a consequence, the jump in the Eshelby force, at the phase interface, is given by:

[€(@)]] = W(e(ST(t),t) — 0=(ST(t),) = W(e(S™ (1),1) + 0e(S™ (1) 1)

=5 (5) o (3) -5 [(F) ~em] ~wmoto (G -cm)
- 2 \E g B 2 B €m0 Wm0 o B EmO
= 0&€mo — Wmo = 0, (18)
or:
o> Ymo _ Oc. (19)
EmO

Therefore, phase transformation from austenite to martensite is admissible only if the stress is at or above
the Maxwell stress level. Of course, the relative position of martensite with respect to austenite does not
change the result. A completely analogous reasoning leads to the conclusion that the inverse transformation,
from martensite back to austenite, is possible only if the stress level is at or below the Maxwell stress o.. In
summary, we have:

Transformation from austenite to martensite isadmissible < o> 0g, (20)

Transformation from martensite to austenite isadmissible < o < oe. (21)

5. The stress-strain curve in terms of mean strains

The stress response function (8), defined at meso-scale level, allow the description of coexisting phases.
Nevertheless, it does not agree qualitatively with stress-strain curves observed experimentally since, rather

o A

€

Figure 4. Stress-mean strain curve: macroscopic mechanical behavior in the presence of stress-induced phase transformation.
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than exhibiting discontinuities, such stress-strain curves describe hysteresis loops during loading-unloading
procedures, as illustrated schematically in Fig. 4. In order to establish an association between the stress-strain
curves of Figs. 2.a and 4, we have to restate the mechanical response (8) in terms of the mean strain &, defined
simply as:

u(L) - u(0)
L

g =

(22)

Given a stress level o € [0, 04], the corresponding strains ¢, and &, for the austenitic and the martensitic
phases are given respectively by:

o
Eq = 5 and Em = - + €mo- (23)

If 0,,, € [0,1] is the volume fraction of the martensite in the medium, then:

u(L) — u(0) = (/6 Lsmder/(l 6 )Leadas) :(%+emo) 9mL+%(179m)L

and hence:

E= % + OmEmo. (24)

As a consequence, we can write the stress-mean strain relation as:
o0=E(E—0memo), 0 € [0,1]. (25)

Now let us consider a tensile test with prescribed mean strain &, starting at £ = 0, assuming that the material
is initially at its austenitic phase (6,, = 0). The admissibility condition (20) precludes phase transformation
from occurring while ¢ < o.. When the stress ¢ attains the value o, then phase transformation becomes
admissible but not mandatory: phase transformation could occur, but increase in the stress level without phase
transformation also satisfies the admissibility condition. In order to overcome this multiplicity of possibilities
at the stress level o = ., we build rules for actual phase transformations based on the following argument: “ At
bifurcation points of configuration paths, a system undergoing quasi-static changes in its thermomechanical state always
follows the path of minimuminternal energy” . In the specific case of our mechanical system, this argument applies
as follows: the internal energy is given by:

E E
Vint = / [ (e — 5m0>2 + wm0:| dx + / —2dx
Om L 2 (l_evn) L 2

E E
:55§9mL+wm09mL+55§(1me)L

E
= EEZL—&—me 0, L, (26)

but, since £, = 0/E, we can rewrite (26) as:

2
Vin(a:6) = (5 + w00 ) L. (27)

At a given mechanical state (o, 6,,), let us compute the rate o change Vint in the internal energy corresponding
to a rate of change ¢ in the mean strain. If such a rate of change is performed under the assumption that
0 = 0, i.e., no phase transformation occurs, then it follows from (27), together with (25), that:

Nint 9o . 0o P
o gstLEefaLs. (28)

V| nt (Uv Om ) Om=0 —

On the other hand, if the rate of change in the internal energy takes place under the assumption that phase
transformation occurs (at a constant stress level), then:

Vint 9, -
= —E =

me -
L
00, O0¢ €m0

Vint(o, 0m) =0 E=o.Lé, (29)

During loading (£ > 0), while o < o, the rate of change in the internal energy given by (28) is smaller than
the corresponding rate given by (29). Thus, if we apply the argument of minimum energy path, the system
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Figure 5. Path followed by the stress-strain curve, based upon the minimum internal energy criterion: (a) increase in stress, (b) direct
phase transformation (from austenite to martensite) or increase in stress, (c) direct phase transformation, (d) decrease in stress, (€)
inverse phase transformation (from martensite back to austenite) or decrease in stress, (f) inverse phase transformation.

will experience an increase in its stress level without undergoing any phase transformation, as is illustrated in
Fig. 5.a. This is consistent with the thermodynamic admissibility condition (20). When the system attains
the stress level 0., then both expressions (28) and (29) exhibit the same value o.Lz (Fig. 5.b). Any small
increase in the stress above o. makes Vint|&:o < Vint|ém:0 and, as a consequence, the system follows the path
of transformation from austenite to martensite, rather than continuing to increase the stress (Fig. 5.c). During
unloading (£ < 0), while ¢ > o, (Fig. 5.d) we have Vint|ém:0 < Vintls=o < 0, meaning that a decrease in the
stress level without phase transformation is expected since it leads to a faster decrease in the internal energy
of the system. When the stress attains the value o. (Fig. 5.e), we have Vint|9m:0 = Vint|s=0 < 0 and hence
both decrease in stress or transformation from martensite back to austenite are possible. For any stress level
lower than o, (Fig. 5.f), the inequality Vint| 6,,=0 > Vint|s—o < 0 imposes a phase transformation rather than a
decrease in stress, so as to promote a faster decrease in the internal energy.

6. Hysteresis loops

If no further constraint is imposed on the mechanical model, the resulting stress-strain curve obtained during
loading-unloading conditions (see Fig. 6.a) does not exhibit the hysteresis loops reported in the literature. In
order to incorporate such dissipative behavior into our model, a constraint on the evolution of 6,, has to be
imposed: even if Vint|{;:0 < Vint\ 4, —o» Phase transformation cannot occur unless |o — o] = R, where R is a
material parameter indicating the radius of the hysteresis domain. By considering a formalism usually adopted
for the description of flow rules in classical plasticity, this constraint can be stated as:

Oy = A % (30)
A >0, (31)
flo)=lo -0 = R<0, (32)
Af(o) =0. (33)

meaning that phase transformation takes place whenever the quantity ¢ — o, attains, in absolute value, the

ol

MI"
MI"

(3 (b)

Figure 6. Stress-mean strain curve: () with no dissipation and (b) after consideration of constraint upon the evolution of the volume
fraction of martensite.
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level R. It is interesting to notice that, in the specific case of our model, the quantity o — o, is proportional to
the Eshelby force observed at the phase interfaces:

[[5(0)“ =0&mo — Wmo = (‘7 - Uc) Emo, (34)

which is the thermodynamic force corresponding to S in expression (15) for the mechanical dissipation. The
resulting stress-mean strain curve is illustrated in Fig. 6.b.

7. Concluding Remarks

We presented, in a very simple one-dimensional setting, a study on the mechanical behavior of materials
undergoing stress-induced phase transformations, establishing a link between a nonmonotonous stress-strain
curve (defined at a mesoscopic level) and the macroscopic stress response exhibiting hysteresis loops. Ad-
missibility conditions, as stated by Abeyaratne and Knowles (1988), are not sufficient to explain the phase
transformation processes. Assumptions on minimum internal energy paths, together with constraints on the
phase transformations have to be taken into account.
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Abstract. This work presents a methodology for optimizing 2D forged components considering an elastic-plastic approach. The
procedure is based on the integration of a general purpose preprocessor, a finite element nonlinear analysis code and a convex
approximation optimization algorithm. A new objective function, developed by the authors, is described. The boundary to be
optimized is parameterized by NURBS whose control points are taken as design variables. In order to obtain the optimum values for
the design variables, the Globally Convergent Method of Moving Asymptotes (GCMMA) is adopted. Numerical results are presented
showing the efficiency of the proposed methodology.
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1. Introduction

Preform and die-shape optimization in metal forming has received much attention in latest years due to its potential
direct impact on reducing manufacturing costs. Since the pioneering work of Park et al.(1983) there have been many
attempts to develop a reliable and efficient procedure. Park and his colleagues proposed the “backward deformation
simulation”, which tried to obtain the optimum initial die-shapes based on an heuristic backward analysis. In the 90’s,
mathematical programming techniques started to take the place of heuristics and more complex problems became
tractable. Two approaches can be distinguished in this regard: application of combinatorial and gradient based methods.

In combinatorial methods, independent situations are tested and the best one is retained. While this technique
always converges to the global optimum, in nonlinear problems with many design variables its computational cost
becomes unreasonably high. Nevertheless, in a near future, massive parallel computing may turn this approach
competitive. Gradient based methods have the disadvantage of getting trapped in local minima; however, in nonlinear
problems with many design variables, they give good results in a tolerable amount of time. For this reason, most real
engineering problems are still being solved by this technique.

Grandhi, Chenot, Zabaras and Kobayashi lead research groups that have reported major contributions in gradient
based metal forming optimization. More recently, Kleinermann (2000) analysed the convergence rate of different first
order mathematical programming algorithms for preform and die-shape optimization.

2. Objective functions and design variables
In order to pose the preform optimization problem it is necessary to choose an objective function to be minimized

and the associated design variables. For this purpose, Chenot et al. (1996), Wright and Grandhi (1999) and
Badrinarayanan and Zabaras (1996) adopt variations of the following objective function, which is related to Fig. (1):

w:iAiz :i[(xi _xol')2 +(yi _in)z][(xm _xi)2 +(yi+1 —y,-)z] )

(xonyo:')

Achieved shape

Desired shape

5 (xi’yi) (x;+1> Yinl )

Figure 1. Objective function proposed by Chenot, Grandhi and Zabaras.
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In Eq. (1) and Fig. (1), (x,-, y,-) are the coordinates of the i-th boundary node after deformation and (xow yol-)

indicate the coordinates of the projection of this node on the desired boundary following the normal to the latest. To
minimize the objective function given by Eq. (1), the boundary of the component is described by parameterized curves
and the parameters are taken as design variables. If splines are adopted for parameterization, either control points or
keypoints may be these parameters, as shown in Fig. (2).

(a) (b)
Figure 2. Boundary parameterization: (a) by control points; (b) by keypoints [extracted from Chenot (1996)].
After defining the shape and the boundary conditions on the geometric model, a finite element mesh is generated
and the boundary conditions must be transferred to the discretized model. A finite element analysis may then be
performed, allowing the evaluation of the objective function, as shown in Fig. (3). Figs. (3a) and (3b) show the initial

trial preform before and after the forging process. In Fig. (3b) the desired final geometry is indicated and Fig. (3c)
depicts the exact area that Eq. (1) approximates and should be minimized [it is easy to relate Fig. (3b) to Fig. (1)].

. (a) - (b) . (C)

Figure 3. Objective function evaluation.

Kleinermann and Ponthot (1999) propose, as an alternative, to take as the objective function S(x) the sum of the gaps
defined by the distance between the nodes on the surface to be optimized after deformation and their projection on the
desired shape boundary, as depicted in Fig. (4).

Find x*=(xf,x;,...,x;)r so that
. 2 2)

S(x*) = % Z (gapi (x)) minimum

i=1

achieved final shape defined by
nodes on the boundary to be
optimized after deformation

y -

Figure 4. Objective function proposed by Kleinermann.

Preform desired final shape
(black thick line)

In Eq.(2) w; is a user defined weight which may be applied to privilege the match of the geometries in a desired

neighborhood and # is the total number of gaps considered. Nodal coordinates are taken directly as design variables.

Both objective functions, defined by Egs. (1) and (2) have been used successfully in numerical applications.
Nevertheless, Fig. (5) shows that in some cases it might not be possible to compute the proper projection of the nodes
on the desired surface. The first problem is that there may be various orthogonal projections for the considered node. An
improper choice can break down the procedure. This is illustrated in Fig. (5a) in which the shortest projection is the
wrong one. The second problem is that even if the “right” projection is chosen, as in Fig. (5b), a zero objective function
can be obtained in situations where there can still exist a considerable area that is far from the desired shape. This is
shown in Fig. (5¢).
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Figure 5. Drawback of the existing objective functions presented.
2.1. Proposed objective function and design variables

In order to address the problems of the objective functions presented, a different one was proposed by the authors
(Mufioz-Rojas, 2000). It is essentially another way of evaluating the area approximated by Eq. (1). Firstly the boundary
of the desired shape is approximated by a sequence of straight lines forming a polygon. The boundary of the deformed
mesh also defines a polygon. Then, it is possible to perform an exclusive or boolean operation — the union minus the
intersection - between these two polygons to obtain a third polygon. The proposed objective function is the square of
the area of the third polygon, which will be called xor area in this text. Fig. (6) shows the effect of an exclusive or (xor)
boolean operation. This procedure may be applied to evaluate accurately the area to be minimized in Fig. (3c).

4, g
— .
H @
4, 4,04, 4, n 4, A 04 -4 n 4

Figure 6. Exclusive or boolean operation.

The design variables are taken to be the control points of the splines as illustrated in Fig. (2a). This choice eases the
introduction of tangent continuity constraints between two spline segments. Figure (7), extracted from Wang et al.

(1999), shows that if Di, is the last point of the first segment and D% is the first point of the second segment, the

1

nels DL = D% and D12 are collinear. This defines a linear equality constraint.

tangent continuity is assured if D

1
Dg Sl ]
-

- #
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: rr"djf_\n\\.l:- .-(f
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i 1.
* (x
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Figure 7. Tangent continuity by control points colinearity.
3. Proposed procedure of optimization

The present optimization procedure is composed of three main modules: the preprocessor, the finite element
analysis code and the mathematical programming algorithm. These three modules are integrated by a managing code
which has auxiliary routines to perform specific tasks such as, for instance, evaluating the objective function,
constraints and necessary gradients. Each of these modules will be described below.

3.1. Module I: Preprocessor

The general purpose preprocessor GiD, developed at the Universidad Politécnica de Catalunya, is used to generate
the geometric and finite element models. This software has the attractive feature to be easily customizable to prepare
input data files for any external solver. GiD allows to define the shape of the component to be analyzed by NURBS,
accepts the definition of boundary conditions on the geometric model, generates the finite element mesh and
automatically transfers the required information. All the commands can be given in a batch file. Details about GiD’s
customization are found in Mufioz-Rojas et al. (2000). The academic version of the program is available in internet at
the address http://gid.cimne.upc.es.

3.2. Module II: Finite Element Analysis

In order to develop the analysis calculations, an elastic-plastic incremental finite element code called METAFOR is
employed. This code was developed at the University of Li¢ge by Hogge and co-workers (Ponthot and Hogge, 1991),
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and is available at UFRGS by a cooperation agreement. The program may use either a Lagrangian or an Arbitrary
Lagrangian Eulerian description, allows the consideration of different material and contact laws, thermo-mechanical
coupling and damage, among other features. Furthermore, it was especially developed for 2D and 3D metal forming
simulation. GiD’s customization allows a direct generation of all the data necessary for METAFOR.

3.3. Module ITI: Mathematical Programming Algorithm

The third module consists of an appropriate mathematical programming algorithm which should be efficient and
reliable. In early times, during the 60’s and 70’s, sequential linear programming (SLP) was widely used for structural
optimization. Although this approach worked well in many cases, it used to generate intermediate unfeasible designs.
Moreover, due to the linearization its convergence rate was frequently low and heuristic strategies had to be adopted to
define proper move limits for the design variables. A previous work by the authors (Mufioz-Rojas et al., 2000) applied
SLP together with the procedure presented in this paper for preform optimization. Convergence was achieved but the
mentioned difficulties showed up, motivating the search for a better mathematical programming algorithm.

Fleury and Braibant (1986) recommend that in structural optimization the algorithm should be conservative,
meaning that intermediate designs should tend to stay inside the feasible region. Based on this idea they presented the
CONLIN - convex linearization algorithm. In this approach, the method decides if the linearization is developed with
respect to direct or reciprocal variables in order to obtain a conservative convex and separable approximation. Later on,
Svanberg (1987) proposed the first version of the Method of Moving Asymptotes (MMA), which was followed by the
its globally convergent versions (GCMMA) [Svanberg, 1995; Zillober, 1995 and Svanberg, 1999a,b]. These methods
may be seen as extensions of CONLIN and also all use convex and separable approximations for the objective function
and constraints. This allows to map the optimization problem to its dual space by means of explicit expressions. In the
dual space there are only lateral constraints and the number of design variables is defined by the number of active
constraints in the primal problem. Hence, in many structural cases it is very favorable.

In this paper, Svanberg’s 1999 version of the GCMMA is adopted. Nevertheless, in order to introduce the convex
approximation algorithms, a brief description of CONLIN, MMA and GCMMA will be presented based on the review
made by Bruyneel and Vermaut (1998).

3.3.1. CONLIN - Convex Linearization

Let the direct and the reciprocal design variables be defined as x; and y, =1/x, respectively. The function to be

approximated, g(x) is expanded in a Taylor series, as follows. The sum z concentrates all the terms that contain a
positive 0g/dx, derivative. Accordingly, the sum z concentrates the terms in which this derivative is negative.

Hence, an approximation to g(x) centered in the k-th analysis point is given by

l=ele)o 5 2N )y 2D, ) 0

a'xi ay]

Developing the expression for dg/dy, one finds

oo)=ele by 260 e ) gy 25 B L o

i

The choice of linearizing each term with respect to direct or reciprocal design based on the signal of dg/dx, is

justified by the search of a conservative (more convex) approximation. A convex function must have positive second
derivatives. It is easily observed that the first and second derivatives of §(x) are given by

O e I e T R

Hence, for a convex approximation of §(x) it is necessary that Og(x" )/ Ox, be negative. If ag(xk)/ Ox, is positive,

the corresponding term in §(x) will be concave, decreasing the approximation’s conservativity. In this case, the term is
linearized with respect to direct variables yielding a linear approximation, whose second derivative is null.

CONLIN’s approximation greater conservativity with respect to the usual linear approximation employed in SLP is
shown in Fig. (8). It is clear that CONLIN generates solutions more likely to be inside the feasible region.
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Figure 8. (a) CONLIN’s function approximations at points A and B; (b) Conservativity: SLP x CONLIN.

One of the drawbacks of CONLIN is that although the functions approximations contain curvature, this is fixed. It
would be desirable that the curvature approximations could be modified by the algorithm so as to fit more precisely the
curvature of the original function. This consideration motivated the development of the Method of Moving Asymptotes.

3.3.2. MMA — Method of Moving Asymptotes

This method is an extension of CONLIN and also consists in a separable convex approximation. However, now
intermediate variables are used for linearization which are given by z, =1/ (U ; —xl.) ey =1/ (x,. —L,.). The original

function g(x) is thus linearized with respect to z; for ag(x" )/dxl. >0 andto y, for ag(x" )/ax,. <0. Hence,

k k
£l=ele)o 5 2N )5 ot ) o
- 0z = Oy,
This time, developing the expressions for dg/dz, and dg/dy, one gets

=ale)e gl -y el L L Byt L

i

or , in its more usual form,

_ 1 1 1 1
g(x):g(xk)+ Zp,-k@,i . T E‘*Z‘ﬁ@m L xk—pF E ®)

where

X, ! ! Ox

Pt =(Ut —xf)ZM and ¢t =—(x* - 1t ) 28 (10-11)

L; and U; are two parameters called moving asymptotes. They are mathematically constrained by the inequality
I < x¥ <UF, so that a convex approximation is assured. If Z, =0 and U, =+oo, the approximation particularizes to
CONLIN. On the other hand, if L, =—o and U,; =+, one gets the usual linear approximation used in SLP. A
graphical representation of the MMA approximation is given in Fig. (9).

S &

Figure 9. MMA convex approximation.
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The most important feature of the MMA is that through the values given to Z; and U it is possible to increase or
decrease the approximation’s curvature. This is equivalent to having control over the convexity degree and
conservativity of the approximation.

In order to obtain a stable and fast convergence, an appropriate rule for updating the moving asymptotes values is
necessary. Svanberg (1987) proposes that during the first two iterations

1§ =xf -5, (% —x,) and U =xf +5,(x, -x,) (12-13)

i i

where X; and x; are the upper and lower limits of the i-th design variable and s is a user defined parameter.

In the following iterations, if the optimization results oscillate, the asymptotes are relocated closer to the analysis

k-1

point x*, in order to stabilize the procedure. So, if the signals of (x - x/ ) and (x,"_l - xf'2) are different, then

Io=xt -5 (v =27 ) and UF =xF 45, [UF - x) (14-15)

On the other hand, if the convergence rate is slow and monotonic, the procedure may be relaxed by putting the
asymptotes farther from the analysis point, x* . Hence, if the signals of (x - xi 1) and ( - x/" 2) are equal, then

I=xt =5, (¢ =) and UF = xF 45, [0 - 2) (16-17)

where the values of s, s,e s, are fixed, for instance, in 0.5, 0.7 e 1.2, as recommended by Svanberg. Clearly, other
updating rules can be proposed.
3.3.3. GCMMA - Globally Convergent Method of Moving Asymptotes: Svanberg’s 1995 version.

The original version of the MMA is not globally convergent. In some pathological situations this fact may lead to
difficulties in its convergence. To cope with this problem, Zillober (1993) and Svanberg (1995, 1999a,b) presented
modified versions of the MMA which show global convergence of the approximate problem.

The strategy presented by Svanberg in 1995 is simpler than the one proposed by Zillober and consists solely in a

modification in the definition of the coefficients p; and g; of Eq. (9).
For an approximation centered in point x*, one has
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where r ,k are strictly positive parameters which are updated together with the asymptotes L; and Ui. These terms create

a second asymptote, yielding an approximation with a global minimum as depicted in Fig. (11).
The initial value for the parameter r; may be calculated by

oo 18

(20)

where n is the number of design variables.
According to Svanberg, the parameters r ,k should be updated by

rf‘:er" if gik_'(xk)<gi(xk) and I”k:rik_1 if gf_l(xk)Zgi(xk) 21)
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Sx) A

Figure 10. Convex approximation of the GCMMA.
3.3.4. GCMMA - Globally Convergent Method of Moving Asymptotes: Svanberg’s 1999 version.

Although the 1995 version worked well for a large number of structural problems, in some cases its performance did
not show satisfactory because of slow convergence. Due to this, Svanberg (1999a) modified the algorithm defining an
outer and an inner loop. At each outer loop iteration, the function values and their gradients are evaluated and the
minimum of the approximated problem is found. If the approximated values of the objective function and constraints
evaluated at the solution point are lower than the real ones, the solution is considered to be conservative enough and no
inner iterations are needed. Conversely, if either the approximated objective function or a constraint have greater values
than the real functions at the solution point, an iteration in the inner loop takes place. In this loop, the algorithm goes
back to the last converged point in the outer iteration and heuristically decreases the curvature of the function that failed
conservativity. In each inner iteration it is necessary to perform a finite element analysis at the solution point in order to
check if the conservativity criteria has been achieved. No gradients are necessary in this stage. Usually a few inner
iterations are necessary for convergence. With these modifications, the GCMMA became more efficient than the 1995
version. Mathematical convergence of the method can be proved as detailed in Svanberg (1999b).

3.3.5. Sequential Quadratic Programming (SQP)

One of the most popular algorithms for nonlinear programming for structural optimization is SQP. Although
modern implementations of this method based in quasi-Newton procedures such as BFGS or DFP are very efficient, it
has two main disadvantages when compared to the MMA. The first one is that for large optimization problems the
memory necessary for the storage of the Hessian matrix may increase vastly. The second and most important one is that
unless the Hessian is diagonal, the quadratic approximation of the objective function is not separable. This fact denies
the possibility of obtaining an explicit relation between the primal and dual formulations (Duysinx et al., 2000).
Although for problems with few design variables this does not represent a problem, it is a major disadvantage when the
number of design variables increases, as for instance in topology optimization. Considering the characteristics of the
problem presented in this work, SQP would be suitable. Nevertheless, the aim is to analyze the behavior of the
GCMMA because of its greater range of applicability.

3.4. Managing code

A managing code was developed which calls modules I, IT or III as needed. It is also composed of auxiliary routines
that evaluate the objective function, constraints and gradients. The objective function is calculated with the aid of a 2-D
boolean operations library developed by Alan Murta and available in internet at the address http:/
www.cs.man.ac.uk/aig/staff/alan/alan-murta.html. At the present stage, the sensitivity analysis is evaluated by forward
finite differences. The perturbation on the design variables is taken as 107 times the length of the spline. A semi-
analytical procedure for sensitivity evaluation is currently under development and will be the subject of a forthcoming
article.

4. Numerical results

Three numerical examples are considered in this paper. All of them correspond to the upsetting of an
axisymmetrical component. The examples include the cases of 20% and 50% height reduction with sticking and sliding
friction. In all the cases, the initial shape of the optimum preform is defined to be 100 mm height while its radius is
variable and unknown. To determine the optimal radius distribution, the boundary of the longitudinal section’s upper
right quadrant is parameterized using 3 straight line segments and one spline. The spline is a NURBS of degree 3
defined by 7 control points which are taken as design variables. The initial trial design is set as a perfect cylinder of
height 100 mm and radius 115 mm. The discretized model is made of a structured mesh containing 10 x 15 bilinear
elements. This may be observed in Fig. (11), keeping in mind that the mesh is mirrored. In all the examples analyzed
the effective plastic strain field is shown in the deformed meshes.
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Figure 11. Initial trial preform before forging and parameterization of upper right quadrant.
4.1. Example 1.
This example considers a friction coefficient of 0.3 and 20% height reduction, that is, the desired final shape of the

component is a perfect cylinder of height 80 mm and radius 115 mm. The shapes of the trial preform before and after
forging are shown in Fig. (12).

(b)

Figure 12. Initial trial preform: (a) before forging, (b) after forging.

In the optimization problem, a 0.1 mm minimum distance between successive control points was imposed as the
only constraint. The average number of the internal loop iterations of the GCMMA was 4.72. Figure (13) presents the
optimized preform, the corresponding forged shape o the component and the xor area convergence graph.
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Figure 13. Optimized preform: (a) before forging, (b) after forging, (c) xor area convergence .
4.2. Example 2.

This example considers a 20% height reduction and sticking contact. The shapes of the trial preform before and
after forging are shown in Fig. (14). The dashed lines illustrate the desired final shape.

(a) -L ]

Figure 14. Initial trial preform: (a) before forging, (b) after forging.
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The same constraints of Example 1 were imposed and the average number of the internal loop iterations of the
GCMMA was 3.44. Figure (15) presents the optimized preform, the corresponding forged shape of the component and
the xor area convergence graph.
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Figure 15. Optimized preform: (a) before forging, (b) after forging, (c) xor area convergence.
4.3. Example 3.
This example considers sticking contact and 50% height reduction. The desired final shape of the cylinder is thus

50 mm height and 115 mm radius. The shapes of the trial preform before and after forging are shown in Fig. (16). The
desired final shape is also shown in the Figure.

@ " (b)

Figure 16. Initial trial preform: (a) before forging, (b) after forging.

The same constraints of Examples 1 and 2 were imposed and the average number of the internal loop iterations of
the GCMMA was 5.77. Figure (17) presents the optimized preform, the corresponding forged shape of the component
and the xor area convergence graph.
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Figure 17. Optimized preform: (a) before forging, (b) after forging, (c) xor area convergence .

5. Concluding remarks

A successful procedure for optimizing 2D preforms in metal forming processes was developed using existent
software and a managing program. The methodology uses a general purpose preprocessor (GiD), a finite element
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nonlinear code (METAFOR) and a convex optimization algorithm (GCMMA) as independent modules. A new
objective function based on an “exclusive or” boolean operation was proposed and successfully applied. Three
numerical examples show the practicability of the approach. The efficiency of every optimization procedure is dictated
by the gradients evaluation cost. In this work, the necessary gradients are calculated by finite differences but their
evaluation by a general semi-analytical approach is currently under development.
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Resuno.Um processo de sol dagem ndo convenci onal e pouco expl orado vem sendo proposto cono

de risers rigidos emago APl 5L X80: é o processo de soldagem radial por friccaar quabjét
nivel de tensdes residuais remanescentes apos a fabricacdo de juntas tubul ares sol dadas |
friccdo. Isto porque o conportanmento necéanico de conmponentes e equi pamentos pode ser0é®ort
resi duai s originadas nos processos de fabricacdo. Isso faz com que o conheci nento das nesne
real isticos nos projetos e dimnui o risco em andlises de integridade estrutural. Ag esedioc
processo de fabricacdo foramfeitas nas faces interna e externa de duas juntas sol dadas ut

1 Introducéo

Ha alguns anos a industria da prospecgdo de oleo e gas detectou a necessidade de desenvolver alternativas aos
r ser Slexiveis devido ao crescente aumento das profundidades de operagdo [11]. Além disso, as linhas flexiveis sdo
complexas do ponto de vista construtivo, o que dificulta a previsio do seu comportamento dindmico [8]. O
comportamento dindmico de uma linha flexivel é particularmente importante durante a instalacdo, quando podem
ocorrer problemas que comprometem a linha inteira, uma vez que estes componentes sdo fabricados em peca unica,
enrolados em carretéis e langados ao mar. Outro aspecto importante ¢ o maior custo dos dutos flexiveis em relagdo aos
rigidos.

Portanto, a alternativa mais econdmica é o emprego de r i seri@idos em ago [11], o que implica na necessidade de
utilizar agos de média a alta resisténcia que, no entanto, apresentam baixa soldabilidade. A viabilizagdo da construgéo
de dutos submarinos em ago para aguas profundas e ultra-profundas impde algumas restrigdes:

- o processo de soldagem deve ser confidvel, seguro e econdmico;

- o duto submarino deve resistir aos esfor¢os de langamento.

Os esforcos de instalagdo ou de langamento de um duto ao mar sao de dois tipos: esforgo de tragdo devido ao peso
proprio e esforgos devido ao dobramento imposto aos dutos pelos métodos de transporte e de instalagdo ou langamento.
Geralmente os dutos sdo soldados em terra, enrolados em carretéis e conduzidos até o local de de instalacdo, onde sdo
desenrolados e retificados antes do langamento [9]. Os dutos também podem ser soldados no local mas, ainda assim, o
posicionamento para o langamento impde dobramento nos mesmos [2] [5]. As técnicas mais utilizadas para langamento
sdo conhecidas como J-l aye S| aynas quais a forma assumida pelo duto enquanto esta posicionado para ser langado ¢
semelhante a um J e a um S, respectivamente. Tanto na etapa de transporte em carretéis quanto na etapa do langamento
propriamente dito, ocorre a deformagio além do limite elastico por flexdo nos dutos, induzindo tensdes residuais.

Dentro deste quadro os processos de soldagem por friccdo, bem conhecidos desde a década de 60 [3][4][6][7] pela
facilidade de executar juntas de qualidade, inclusive quando se trata de soldar materiais dissimilares, apresentam-se
como uma op¢do interessante.

As caracteristicas basicas deste processo de soldagem sdo:

- o calor ¢ gerado por atrito, devido ao movimento relativo entre as partes, as quais se encontram sob pressao;

- asoldagem ¢ executada no estado solido, excluindo a possibilidade da geracdo de quaisquer defeitos oriundos

da solidificagdo ou pela a¢do de hidrogénio;

- atemperatura maxima ¢é baixa em relagdo aos processos que envolvem fusdo, ndo favorecendo o crescimento

dos graos;

- a alta taxa de deformagdo associada a temperatura elevada promove a ocorréncia de um processo de

recristalizag@o dindmica, gerando uma microestrutura de gréos finos.
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A Figura 1 apresenta um esquema de uma solda por friccdo radial. Neste processo, estabelece-se a unifo de trés
partes, dois tubos ¢ um anel. Os tubos sdo mantidos fixos e o0 anel é quem recebe o movimento de rotagdo ¢ o de avango.
Isto possibilita soldar elementos longos e obter dutos em qualquer comprimento desejado. Um mandril de sustentacdo,
para impedir o colapso dos tubos devido a compressdo aplicada radialmente, ¢ posicionado dentro dos tubos durante a
soldagem.

O calor ¢ gerado pelo atrito entre o anel e os tubos. Conforme o calor flui através do material, este tem as suas
propriedades mecanicas diminuidas e deforma-se sob compressdo. Uma fina camada que se mantém na temperatura
maxima do processo ¢ constantemente expulsa, formando a rebarba. A macrografia da Fig. 2 mostra as linhas de
deformagdo, demonstrando a intensa deformagéo plastica associada ao processo.

Figura 1 — Esquema da montagem dos tubos, anel e mandril de sustentag@o para soldagem por fric¢do radial.

Nesta condi¢do, o comportamento do material ¢ dependente da taxa de deformag@o, uma vez que a plastificagéo
esta associada ao fluxo plastico que, por sua vez, esta associado ao gradiente térmico. Esta associagdo entre deformacdo
e temperatura caracteriza o processo de soldagem por fric¢do como um processo termo-mecénico totalmente acoplado e
faz com que a sua analise seja complexa.

Uma vez que o interesse ¢ empregar tubos soldados por fricgdo radial na constru¢do de ri serw@ma aplicagio de
extrema responsabilidade, € necessario reunir a maior quantidade de informagdes possiveis sobre as juntas soldadas.

A analise metalografica das juntas soldadas por fricgdo radial mostra as linhas de deformagéo indicando um intenso
fluxo de material e que ndo ha a formagdo de nenhum tipo de defeito. O tamanho de gréo original do material dos tubos
¢ fino e mantém-se relativamente fino apds a soldagem tanto junto as linhas de ligacdo entre os tubos e o anel quanto
nas zonas afetadas pelo calor (ZAC).

Figura 2 — Macrografia de uma junta soldada por fric¢do radial (ataque 25% de HNO; em agua).

A importancia de se avaliar as tensdes residuais destas juntas estd associada a natureza pouco convencional do
processo de soldagem e a necessidade de estabelecer pardmetros que possibilitem controlar e melhorar o processo ¢ o
posterior tratamento térmico de alivio de tensdes. Para isso, foram programados ensaios para medir as tensdes residuais
em duas amostras recebidas, denominadas PB-11 ¢ PB-18.

Existem, portanto, duas formas de investigar tais processos:

- andlise experimental, por meio da medi¢do das tensdes residuais apds a soldagem;

- andlise numérica, na qual ¢ feita a simulacdo da seqii€ncia de eventos executados até que a solda seja efetuada.

Neste trabalho ¢ apresentado o resultado de medi¢des das tensdes residuais realizadas em duas juntas soldadas por
fric¢do radial.



Proceedings of COBEM 2001, Solid Mechanics and Structures, Vol. 16, 289
2 WMateriais e Metodos

As amostras foram soldadas como descrito anteriormente, usinadas para retirar o excesso de material do anel e as
rebarbas e tratadas termicamente. O tratamento térmico empregado consistiu de um aquecimento até 920°C seguido de
um resfriamento em agua e de um tratamento de revenido a 600°C por 3 minutos. Uma das amostras ainda foi
deformada e retificada por esforco de flexdo para simular o processo de langamento destes dutos ao mar, o dobramento
foi feito sobre uma forma com 7,83m de raio e a retificagdo foi feita sobre uma forma com 20m de raio.

O método empregado para medir as deformagdes residuais foi o método do furo cego, utilizando o equipamento
especifico para fazer os furos e o equipamento para adquirir os dados (deformagdes fornecidas pelas rosetas de
extensometros tipo KFG-1.5-120-D28-11).

Em cada uma das amostras foram realizadas medi¢des externa e internamente. O esquema da Fig. 3a mostra as
posi¢des de medigdo ao longo do eixo longitudinal da junta soldada, as quais correspondem ao centro do anel (interno e
externo), a linha de ligacdo entre o anel e os tubos (somente externo) e a ZAC (somente externo), ¢ na Fig. 3b estdo
mostradas as posigdes dos pontos de medida ao longo da circunferéncia das juntas. Estas coincidiram com as marcagdes
feitas durante a execugdo das soldas, 0°, 90°, 180° ¢ 270°.

270°
Ponto de medida f o ke e (g ag=
ne centro do anel Panto de meadida
v | /maZAC
~ ANEL - 0° 180°
TuBQ ./ TUBO
interna
(a) 90°
(b)

Figura 3 — Esquema das posi¢des em que as tensdes residuais foram medidas: (a) pontos de medida ao longo do eixo da
junta soldada e (b) posi¢des ao longo da circunferéncia das pegas.

As amostras analisadas foram denominadas PB-11 ¢ PB-18. A mostra PB-11 foi soldada, tratada termicamente
apos a solda e deformada para simular a operacdo de langamento dos dutos submarinos ¢ a amostra PB-18 foi apenas
soldada e tratada termicamente apos a soldagem.

A montagem de um ensaio é mostrada na Fig. 4. Na Figura 5 é apresentado o detalhe de uma medigdo realizada na
superficie interna da junta.

Figura 4 — Montagem do ensaio para medi¢@o interna e do sistema de aquisicdo de dados.
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Figura 5 — Montagem do ensaio para medi¢do interna: o Dri | |  H@lpesicionado dentro do tubo.

3 Resul tados

Os resultados dos ensaios de tensdes residuais estdo apresentados nas figuras 6 a 10, onde estdo indicados os
valores de tensdo residual principal méxima (Omax) € minima (Omin) Na sua posicdo. A direcdo das tensdes principais
maximas obtidas nestes ensaios corresponde, aproximadamente, a dire¢do longitudinal e a direcdo das tensdes
principais minimas corresponde, aproximadamente, com a dire¢do das tensdes residuais circunferenciais. O dngulo de
defasagem entre as direcdes principais e as diregdes circunferencial e longitudinal das juntas soldadas estd em torno de

6°.

A Figura 6 mostra os valores de tensdes residuais medidos interna e externamente no centro do anel da amostra nao
deformada PB-18. A Figura 7 dé os valores de tensdes residuais obtidos sobre a linha de ligagdo entre o anel e o tubo e
a Fig. 8 mostra as tensdes residuais obtidas na ZAC.

Os resultados obtidos nos ensaios da amostra PB-11, tubo deformado, sdo apresentados nas figuras 9 e 10. A Figura
9 refere-se as tensoes residuais obtidas interna e externamente sobre a linha média do anel e a Fig. 10 mostra as tensoes
obtidas na zona afetada pelo calor desta amostra.
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| o, =+145MPg |

o,.=—10MPa
Tain _E ;21]:}.:1'{!’”
g

& Ty

=+ 224 MPa Wlo, . =+31MPa
o, ==173MPa

r
 =+216MPa f)}"
0., =+173MPa_ /
e
G, =+25MPa
6,, =— 166 MPa

Figura 6 — Tensdes residuais obtidas nas circunferéncias interna e externa sobre o anel da amostra PB-18 (ndo

deformada).
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Figura 7 — Tensoes residuais externas obtidas sobre a linha de solda da amostra PB-18 (ndo deformada).
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Figura 8 — Tensoes residuais externas obtidas na zona afetada pelo calor da amostra PB-18 (ndo deformada).
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Figura 9 — Tensdes residuais obtidas nas circunferéncias interna e externa sobre o anel da amostra PB-11 (deformada).
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Figura 10 — Tensdes residuais externas obtidas na zona afetada pelo calor da amostra PB-11 (deformada).

4 Discussao

Inicialmente ¢ importante lembrar que a diregdo das tensdes principais maximas corresponde, aproximadamente, a
direcdo longitudinal e a direcio das tensdes principais minimas corresponde aproximadamente a direcdo das tensdes
circunferenciais, apresentando um angulo de defasagem em torno de 6° entre elas.

A analise dos resultados dos ensaios de tensdes residuais permite concluir e confirmar alguns pontos.

A simetria em torno do eixo longitudinal da junta, ou seja, simetria axial foi detectada pelos ensaios na amostra PB-
18 (n3o deformada). Os resultados apresentados nas Figura 6, 7 ¢ 8 demonstram esta tendéncia, sendo a diferenca entre
eles justificada pelo desalinhamento axial entre os tubos da junta. A tensfo principal maxima resultou trativa e com
valores entre 19 e 31MPa no centro do anel. O valor negativo para a posi¢io superior (270°) externa deve-se,
provavelmente, a algum esforco de impacto sofrido pela amostra durante transporte. A tensdo principal minima resultou
compressiva, variando entre trativa —131 e —173MPa. A tendéncia a axi-simetria é confirmada também pelos resultados

nos pontos internos de medida, os quais resultaram tensdes residuais trativas.
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Sobre a linha de ligagdo foram encontrados valores compressivos de tensdo residual (Fig. 7), o que dificulta a
propagacdo de defeitos. Uma vez que a ligagao entre as partes se dd em um plano, esta ¢ a regido da junta soldada com
maior probabilidade de apresentar defeitos. Logo, se as tensdes residuais sdo compressivas na superficie externa deste
plano de ligacdo, a propagacdo de eventuais defeitos sera dificultada ou impedida. De qualquer forma, ha uma diferenca
nos resultados das quatro posi¢des. Isto se deve, principalmente, ao posicionamento dos extensémetros, uma vez que o
objetivo era fazer os furos sobre a linha de solda, a qual, além de nfo estar bem definida, ainda apresentava
irregularidades devido a usinagem para retirada do excesso de material do anel e da rebarba.

As tensdes calculadas a partir dos ensaios realizados sobre uma circunferéncia na ZAC estdo mostrados na Figura
8. As tensdes principais sdo baixas, compressivas € variam entre extremos proximos em cada ensaio. Ha uma oscilagéo
maior nos valores das tensdes principais minimas. Estas variagdes ocorrem, provavelmente, em fun¢do do
posicionamento dos extensdometros, os quais sdo direcionais e, portanto, sensiveis a posi¢ao.

A amostra PB-11 foi deformada e retificada apds a operagdo de soldagem, como descrito anteriormente. Como a
deformagdo foi imposta por um esfor¢o de flexao, esperava-se detectar pelos resultados das tensdes residuais qual foi o
plano de flexo e qual € a influéncia deste procedimento nas tensdes residuais.

A analise dos resultados referentes a circunferéncia na linha média externa do anel, Figura 9, mostra que o efeito da
simetria axial foi comprometido, uma vez que ndo hd uma mesma tendéncia em todas as posi¢des. Pela comparagao dos
resultados ponto a ponto entre as duas amostras, ¢ possivel determinar que o plano neutro ao dobramento foi o plano
que passa pelas posicdes 90° e 270°. Pode-se ainda determinar que o tubo foi dobrado no sentido de 180° para 0° e
retificado em sentido inverso, pois as tensdes residuais calculadas para a posi¢do 0° resultaram compressivas e para
180°, trativas, indicando que o esfor¢o sofrido tinha o sinal oposto. As tensdes resultantes dos ensaios na superficie
interna da junta na posi¢ao sobre o plano neutro ao dobramento apresentam-se semelhantes as medidas na amostra nio
deformada (PB-18), enquanto na posicdo 0° houve a inversdo do sinal e uma reducéo consideravel em seu modulo.

As mesmas observagdes podem ser feitas pela analise dos resultados referentes a circunferéncia na ZAC, na qual ha
uma inversdo no comportamento da tensdo principal maxima em 0° de compressiva na amostra ndo deformada PB-18
(Fig. 8) para trativa na amostra deformada PB-11 (Fig. 10). Nas demais posicdes as tensdes mantiveram-se
compressivas.

A considerago das tensdes residuais em projeto ou verificagdo de integridade estrutural ¢ feita pela composigo
das tensdes, isto €, pela soma algébrica das tensdes residuais e das tensdes devido aos esfor¢os externos. A tensdo
equivalente resultante desta composi¢@o € entdo comparada com a tensdo de escoamento indicando o nivel de seguranga
do componente.

5 Concl usdes

A partir dos resultados dos ensaios realizados foi possivel concluir que o nivel de tensdes imposto pelo processo de
soldagem radial por fricgdo é baixo e, especificamente sobre a linha de ligagdo entre o anel e os tubos, ¢ favoravel por
apresentar tensdes compressivas tanto na direcéo longitudinal quanto na dire¢@o circunferencial.

Além disso, a analise dos resultados obtidos nos ensaios feitos na amostra previamente deformada pela simulagio
do processo de langamento permitiu observar que as deformagdes permanentes impostas pela flexdo das juntas sodadas
alteram a distribui¢go de tensdes residuais. No entanto, as tensdes residuais resultantes apos o dobramento permanecem
favoraveis, isto é, em qualquer ponto de medi¢@o ndo foram obtidas tensdes residuais trativas consideraveis, isto ¢, as
maximas tensdes residuais trativas obtidas sdo inferiores a 10% do limite de escoamento do material dos tubos.

A presenca de tensdes residuais compressivas na direcdo longitudinal é favoravel, pois geralmente este é o sentido
da abertura das trincas que surgem em r i Sels operacio, ja que o principal carregamento imposto nestes componentes
¢ tracdo longitudinal.

Finalmente, segundo recomendagdes internacionais [10], as tensdes residuais obtidas podem ser consideradas em
analises de integridade estrutural posteriores e, sendo os valores das tensdes trativas baixos, pode-se afirmar que o
processo de soldagem por fric¢do radial atende aos requisitos para a fabricagdo de dutos submarinos, inclusive de ri ser s
rigidos neste item.

6 Sugest des

Na parte de andlise experimental ¢ recomendavel realizar ensaios de tensdes residuais sobre a linha de ligagdo entre
o anel e os tubos de uma amostra deformada, os quais ndo foram feitos na amostra PB-11 devido a condi¢do inadequada
da superficie nesta posigao.

Por outro lado, ¢ possivel completar a analise do processo de soldagem radial por fricgdo através da simulagdo do
processo pelo método de elementos finitos, obtendo-se a distribuicdo de tensdes residuais geradas e até mesmo variar
parametros de processo a fim de melhorar as juntas fabricadas.
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Resumo. A formulacdo com Dupla Reciprocidade ¢ uma das mais importantes técnicas de modelagem do Método dos Elementos de
Contorno (MEC). Apesar do bom desempenho em termos gerais, particularmente no caso dos dificeis problemas de propagagéo de
ondas sob cargas de impacto, o controle dos altos modos demanda ainda grande ateng¢@o. Devido & formulagdo mista, os
deslocamentos sdo calculados simultaneamente com as tensdes e a influéncia de altos modos mal representados pode distorcer
bastante a resposta numérica. A saida mais comum tem sido usar esquemas de avango no tempo com amortecimento ficticio fazendo
o controle da taxa de dissipagdo exclusivamente pela magnitude do passo de integragdo. Com a finalidade de aprimorar a resposta
das tensdes, o presente trabalho apresenta os resultados obtidos com trés esquemas portadores de controle paramétrico de
amortecimento: o conhecido esquema Wilson 8, método HHT a e o recente esquema de autoria de Chung-Lee.

Avaliou-se a qualidade da resposta através da simulagdo de dois exemplos da dindmica escalar que possuem solucdo analitica.
Foram examinados a influéncia do refinamento da malha, do valor do passo de integracdo e o efeito da variacdo de diversos
pardmetros pertinentes aos esquemas citados.

Palavras chave: Elastodindmica escalar, Métodos Numéricos, Método dos Elementos de Contorno, Dupla Reciprocidade

1. Introducéo

A Dupla Reciprocidade, uma técnica do MEC inicialmente idealizada para a resolugdo de problemas de vibragdo
livre (Nardini e Brebbia, 1982), motivou numerosos trabalhos de pesquisa que objetivam criar modelos capazes de gerar
resultados satisfatérios no estudo de problemas dindmicos e desta maneira fornecer novas alternativas nesta importante

classe de problemas.

A utilizagdo da Dupla Reciprocidade permite a obtengdo de um sistema de equagdes matriciais de forma analoga a
resultante da aplicacdo do MEF, com a diferenca de que nenhuma integra¢do no dominio ¢ efetuada. Por outro lado, o
avanco temporal no MEC exige a utilizagdo de esquemas portadores de amortecimento ficticio, capazes de filtrar a
presen¢a de modos elevados mal caracterizados. Nos casos mais comuns da dindmica estrutural, os modos mais altos
ndo participam da solugdo e sua eliminagdo em nada prejudica a resposta. O problema passa a ser critico quando a
resposta de fato possui um conteido modal mais elevado, como os casos transientes relacionados ao impacto e a
propagacdo de ondas (Loeffler et al, 1991), pois a inclusdo de amortecimento geralmente acarreta diminui¢cdo na

precisdo das respostas.

Neste trabalho ser@o apresentados os resultados concernentes a dois problemas escalares bidimensionais submetidos
a carga de impacto. A escolha deste tipo de solicitacdo ¢ importante para avaliacdo do desempenho do método, pois a
resposta do carregamento ¢é de dificil representacdo, especialmente na avaliagdo das forcas de superficie.

2. Equacdes basicas
Considere a equagdo que governa a propagacio de ondas em meios elasticos homogéneos, dada por:
2 2
0 1 .
e g
H@x Oy H c

Onde u é o deslocamento e ¢ ¢ a velocidade de propagacdo da onda. Os sistemas sdo constituidos de um dominio Q
(X), onde X representa as variaveis espaciais do campo, definido por um contorno I (X), sujeito as seguintes condigdes:

u(X,6)=w(X,1) em T, (X) @)

ou(X,t) du(X,t)
On on

em T, (X) 3
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De modo geral, ,(X) é a parte do contorno pertencente a ['(X) onde sdo prescritas as condi¢des de contorno
essenciais (deslocamentos); de forma complementar ["4(X) representa as regides onde sdo conhecidas as condi¢des de

contorno naturais (forgcas de superficie). A caracteristica dindmica do problema requer condigdes iniciais em Q(x) do
tipo:

u(x,0)=ug(x); (x,0) =g (x) @)
3. Formulacio integral basica do MEC

Inicialmente, escreve-se a equag@o (1) na forma integral, ponderada pela solu¢do fundamental u*(E;x). Entao, tem-
se:

1
I u,,.,.uDdQ:—zI i u"dQ Q)
Q c Q

Por conveniéncia, utilizou-se a notagdo indicial e omitiram-se os argumentos. O lado esquerdo da equagio (5) tem
um desenvolvimento analitico bem conhecido na literatura (Loeftler,1988), que transforma a integral de dominio em
integrais de contorno. A fun¢do u (§x), denominada solug¢do fundamental, é a solu¢do em um dominio infinito de uma

equagdo de Poisson com termo fonte concentrado, representado por uma fungio delta de Dirac em X=¢, Para problemas
bidimensionais:

1
uD(X;X):—Eln r(x; X) (6)

Sendo r ( & X ) a distancia euclidiana entre o ponto § de aplicagdo de carga, denominado ponto forte, e um ponto X
genérico do dominio, chamado ponto campo. Integrando-se por partes o lado esquerdo da equacgéo (5), aplicando-se o
Teorema da Divergéncia e utilizando-se as propriedades da fung¢do delta de Dirac, chega-se a seguinte expressio:

C(x) u(x)+Iru qur—Irq u dr :—CLZIQL; u dQ (7

Mais detalhes em relagdo ao procedimento matematico utilizado, pode ser obtido nas referéncias tradicionais sobre
0 MEC, tais como (Brebbia, 1978) e (Brebbia et al, 1984).

4. Aplicacio da Dupla Reciprocidade
A integral de dominio do lado direito da equag@o (7) pode ser aproximada através de integrais de contorno

utilizando o método da Dupla Reciprocidade (Partridge et al, 1992). Primeiramente, representa-se o deslocamento u por
uma soma finita de fun¢des, na forma:

WX, 087 (OF/(X), j=1, 2, e m ®)

Tal procedimento assemelha-se a uma separacio de varidveis, onde as func¢des F sdo arbitrarias. Uma opgdo
adequada consiste na distancia euclidiana entre dois pontos comumente denominada fun¢fo radial simples.
Conseqiientemente, a integral de dominio pode ser escrita como:

La‘ u"dQ Da'fLFf u"dQ ©
Introduzindo-se fung¢des l|JJ (X), que sdo primitivas de P (X), tais que:

J=FJ 10
y ! (10)

e substituindo-se a equagdo (10) na equacdo (9), pode-se efetuar operagdes analogas aquelas realizadas anteriormente
para a equacdo de Laplace. Assim, apds elaborado procedimento matematico:

. O Nl J ey j 0 j 00
Luu dQ 0a BC(X)y x) J’I_y qdl'+Irh uall'E (11)
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. . J
Onde h’ =y {n, 205— (12)
n

Finalmente tem-se a forma integral completa da equagio de governo escrita em termos de integrais de contorno:

COuex)+ [ u gtar [« u® dr=87(xy Y00+ qur—J'rhf uDdI'S % (13)

No seguinte passo efetua-se a divisdo do contorno [(x) em elementos discretos, em cada um dos quais os
parametros do problema sdo considerados constantes, lineares ou quadraticos. Aqui serd considerada apenas a
formulagdo para elementos constantes. Ressalta-se que além dos deslocamentos u e as forgas de superficie g serem

considerados constantes ao longo de cada elemento, 0 mesmo ocorre com as fungdes Yy 7 e h”/, por simplicidade, pois

poderiam ser calculados exatamente. Assim, a equacdo (13) pode ser escrita para cada elemento do contorno gerando
um conjunto de equacdes que, utilizando a nota¢do matricial, pode ser escrita da seguinte maneira:

1 14 ={ 1 b1-d 1] | 09

Escolhendo-se um numero de fungdes F igual ao niimero de nods de discretizagéo, a fungdo & pode ser substituida
e escrita em termos de # , de acordo com a equagdo (8):

] =[A 74 (15)

Definindo-se:

={ [el WA 1]} [ 19

Finalmente obtém-se um sistema de equacdes diferenciais de segunda ordem, que pode ser escrito da seguinte
maneira:

] [ ] [4 4 ¢} a7

5. Discretizacio temporal

A discretizagdo temporal e o posterior avango no tempo sdo feitos numa etapa posterior a discretizagdo espacial,
através de métodos de integracdo direta. Estes métodos buscam definir uma relagdo adequada, que permita calcular
valores futuros a partir de resultados anteriores de uma forma consistente. Assim, enquanto a solu¢do exata satisfaz a
equacdo diferencial em qualquer instante t U [0,td, para a solucdo aproximada deseja-se satisfazer essa equagdo em
instantes discretos, t, b,. . . . , &, t1, ... , tr(Loula et al, 1982). O intervalo de tempo At é denominado passo de
integracdo. Neste artigo estudou-se trés operadores de aproximacao, cujos algoritmos sdo mostrados a seguir:

5.1. Algoritmo de Wilson q

A idealizagdio deste esquema teve por objetivo transformar o operador de aceleragdo linear em outro
incondicionalmente estavel. Para tanto considera-se que a aceleragdo varia linearmente num intervalo estendido de

célculo As = 8 At. No MEF, valores de 8 > 1,37 tornam o esquema incondicionalmente estavel. Este esquema propde o
seguinte (Bathe, 1982):

2 ASZ

ug =u, +As u, +—ii, +—iig (18)
3 6

ug =u, +As un+7un+7us (19)

O sistema matricial final para o avango no tempo fica:
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0o 6 O 06 6 . s
H+—MQus=G q¢s ~MF—~u, +— u,+2 u,0 (20)
O A O s’ Qs B

Obtido # 5 » a aceleragdo no final do passo de integragio At € obtida por interpolagdo linear entre o valor de ii; € iy,

considerando o intervalo definido por 8. Com esse valor da aceleragio e usando-se expressdes semelhantes a (18) e (19)
com o intervalo At, determinam-se u,+; e u,4; , que serdo usados como condic@o inicial para o novo instante de
calculo.

5.2. Algoritmo de Chung - Lee

O método de Chung-Lee, também conhecido como CHL-3, ¢ um esquema que aproxima o deslocamento ¢ a
velocidade da seguinte maneira (Chung e Lee, 1994):

Upe) =ty + D 10, +A12[(y2—b)y'n +b iinHJ Q1)

) . . 3. 0O
Uyl = Uy, +At gun +Eun+lg (22)

Substituindo (21) e (22) na equagdo de equilibrio dindmico obtém-se a seguinte equagdo matricial:

0, 0 0y 1 (%‘b) a
G M + HO g = ME——u, + tty + L1, 4 G g0y 23)
A\*b A Hv2b At b &b H

Demonstra-se para o MEF que o algoritmo é estével para 1 < =28/27 e quanto maior for o valor de B, maior serd

o amortecimento introduzido no sistema. As simulagdes mostrardo que para 0 MEC a variagéo de 3 é muito mais ampla.

5.3. Método HHT- a

Este método é uma adaptagdo do método de Newmark, de acordo com as expressdes apresentadas a seguir (Hughes,
1987):

ey =u, 01 i, +%[(1 —2b)ii, +2b i,y 4)
et =10y + ¢ [(1-G) iy +9 iy 03)
[M] {1'} n+l + (l + a)[H]{u} n+l -a [H]{u} n = (l +a)[G]{q} n+l _a[G]{q}n (26)

Pode-se mostrar que para —1/3<a <0, g= (1 -2a )/2 e b= (1 -a )2 /4 o algoritmo torna-se incondicionalmente
estavel quando utilizado junto a correspondente formulagdo do MEF. Combinando-se convenientemente as equagdes
(24) e (26) obtém-se a equagdo matricial (27), que juntamente com a equagdo (25), faz o avanco da solugdo no tempo:

[adg + ct] i} o =lart +ar] (i, +[m] {andfid, +4F }+a+a) [6] {4, -ale] {4, @)

Onde: a=1/A*b, b=1-2b/2b ¢ c=1-a 28)

6. Exemplos numéricos
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O desempenho dos esquemas junto ao MEC ¢ estudado a partir da simulagdo da resposta dindmica de duas barras, a
primeira de secdo uniforme e outra de se¢do linearmente variavel, solicitadas axialmente por uma carga de impacto
constante, na qual a mesma ¢ aplicada e deixada permanentemente ao longo do tempo.

6.1. Barra de secio constante

As caracteristicas geométricas sdo apresentadas na Fig. (1). Embora aparentemente simples, a solugdo numérica
deste problema ¢ dificil, pois ha participacdo de todos os modos de vibragdo (Loeffler, 1988). Nas simula¢des
numeéricas, o contorno foi discretizado através de 18, 36 e 72 elementos. Foi analisada, também, a influéncia da inclusao
de poélos (pontos internos de interpolagdo) na precisdo dos resultados. Esta mesma figura mostra algumas das malhas
utilizadas nas simulag¢des. Outras discretizagdes além das mostradas sempre seguiram o mesmo padrio de regularidade.

Primeiramente apresentam-se os resultados obtidos através do conhecido método Wilson 6. Este esquema gerou
respostas bastante semelhantes aquelas obtidas através do esquema de Houlbolt, mas o controle paramétrico do
amortecimento permite ao esquema de Wilson 6 maior flexibilidade na escolha do passo, especialmente nas malhas
mais refinadas. Os deslocamentos, calculados no ponto A, sdo de mais facil solugdo, razdo pela qual concentraram-se
maiores esfor¢os no estudo das tensdes, calculadas no ponto B.

/ L 4
2 - - . - . k . . . . .
q A Cc=1 B I/ 0,6m \ . R . R R
° ° ] . . . 4 d ° °

/ L g

Py AV AP N Py Py AV4 Py Py
72EC-15P1
12m I8EC-10PI

Figura 1. Caracteristicas geométricas e algumas das malhas utilizadas para discretizagio.

Na Fig. (2) pode-se observar a representacdo do deslocamento através do Esquema de Wilson O utilizando-se
malhas de 18 e 72 EC. Pode-se observar boa concordéancia entre os resultados numérico e analitico. A malha de 18 EC
apresenta maiores erros no periodo. Na malha de 72 EC, estes erros sdo bastante reduzidos, pelo menos nos primeiros
dois ciclos e pode-se observar também pequena melhora no erro da amplitude, ligada a quantidade de amortecimento
ficticio.
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Figura 2. Efeito do refino da malha no célculo dos deslocamentos. Malhas de 18 ¢ 72 EC, sem Pl e com At=0,7s ¢
0=2.
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Figura 3. Efeito do refino da malha no célculo das for¢as. Malhas de 18 ¢ 72 EC, sem PI e com At=0,7s ¢ 8 =2.

No caso das for¢as de superficie, a representacdo numeérica oferece maior dificuldade e o refino da malha, apesar de
melhorar consideravelmente a resposta, gera resultados apenas razodveis conforme mostrado na Fig. (3). Um fator que
auxilia positivamente a qualidade dos resultados € a inclusdo de pontos internos interpolantes. A Fig. (4) apresenta
resultados para tensdo utilizando malhas de 18 e 72 EC com 21 internos e At = 0,3 s. Um outro fator importante ¢ a
escolha apropriada do passo de integracdo At. As simula¢cdes mostraram que devido ao controle paramétrico do
amortecimento ficticio, através de O, pode-se utilizar passos menores do que aqueles utilizados no algoritmo de
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Houbolt, especialmente para malhas mais refinadas. Apesar deste procedimento incrementar o custo da solugdo, ¢
importante notar a significativa melhora dos resultados.

Tensédo na extremidade fixa Tensado na extremidade fixa

0.5 0.5 1
Tempo (s T
1 n ﬂWﬂ . h N J{\ 14 empe (SJ)'\'.‘

Figura 4. Efeito da inclusfo de pdlos e otimizag¢do do passo. Malhas de 18 ¢ 72 EC, At=0,35.,0 =2 ¢ 21PL.

O segundo esquema utilizado ¢ o algoritmo de Chung — Lee, caracterizado pelas elevadas taxas de amortecimento
ficticio. Este esquema também possui controle paramétrico do amortecimento, podendo ser regulado através do passo
de integra¢do ¢ do pardmetro [. A representacdo dos deslocamentos, como no caso anterior, apresenta menos
dificuldade mas observa-se que as elevadas taxas de amortecimento degeneram rapidamente os resultados,
especialmente na faixa de valores de [ proposto para a utilizagdo junto a formulagdo do MEF. A Fig. (5) mostra o efeito
do refino da malha para o calculo do deslocamento utilizando-se malhas de 18 ¢ 72 EC, pode-se observar que com o
refino da malha melhora-se o erro no periodo, mas o erro na amplitude somente apresentou uma pequena melhora no
primeiro ciclo. A Fig. (6) mostra este mesmo efeito para as tensdes e nota-se que mesmo no primeiro ciclo da malha
mais refinada os erros sdo mais grosseiros.
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Figura 5. Refino da malha no célculo dos deslocamentos. Malha de 18 ¢ 72 EC, sem PI, At=0,3se f=1.
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Figura 6. Efeito do refino da malha no calculo das for¢as. Malha de 18 € 72 EC, sem PI, At=0,3se B=1.

A alternativa para melhorar a solugio consiste na escolha adequada dos pardmetros que regulam o amortecimento.
Para uma malha de 36 EC, 21 Pl e 3 = 1 observa-se uma pequena melhora na representacdo com a utilizagdo de passos
menores, conforme pode-se observar na Fig. (7). O efeito da variagdo de [ estudou-se numa malha de 72 EC e
verificou-se que ¢ possivel utilizar uma ampla faixa de valores para [3, contrariando a estreita faixa estipulada por
Chung-Lee para a aplicagdo do esquema junto ao MEF. Com o refinamento da malha o valor minimo de {3 aumenta,
mas o valor maximo continua muito além da faixa estipulada, especialmente para pequenos valores do passo de
integracdo, conforme mostrado na Fig. (8).

O ultimo algoritmo utilizado é o Método HHT-0. Este esquema caracteriza-se por admitir a utilizacdo, sem perda
na precisdo, de passos bem maiores do que aqueles permitidos nos outros algoritmos utilizados neste trabalho,
permitindo assim consideravel economia no tempo da solugdo. A Fig. (9) apresenta resultados para deslocamento
mostrando a influéncia do refino da malha e na Fig. (10) pode-se observar este efeito para o caso das tensdes.

Através da inclusdo de PI pode-se melhorar significativamente a representagio das tensdes. A Fig. (11) mostra
resultados para malhas de 36 EC com inclusdo de 6 ¢ 10 PI respectivamente ¢ At = 0,9 s. Para malhas de 72 EC nao foi
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possivel obter resultados satisfatorios, pois apesar de apresentar boa precisdo no primeiro ciclo, a resposta degenera-se
rapidamente no ciclos seguintes.
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Figura 7. Efeito da variagdo do passo no calculo das tensdes. Malha de 36 EC, 21 PI, =1e¢At=0,1¢0,2s
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Figura 8. Variagdo de 3 no calculo das tensdes. Malhas de 72 EC, 21 PI, At=0,1,¢ 0,05s; e 3=0,1 ¢ 10
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Figura 9. Refino da malha no céalculo dos deslocamentos. Malhas de 18 e 72 EC, sem PI, At=1,5s e o =-0,3.
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Figura 10. Refino da malha no calculo das tensdes. Malhas de 18 ¢ 72 EC, sem PI, At=1,5 s e a =-0,3.

Tensao na extremidade fixa Tensao na extremidade fixa
054 Tempo (s) 0.5 7 Tempo (s)
04 0
50
60'5 1 50'5 B
M wm
81 2 -1
i ~
1.5 4 -1.5 A
2 4 2
25 4 -2.5 -

Figura 11. Influéncia da inclusdo de PI. Malhas 36 EC, At=0,9 s, a =-0,3 ¢ 6 ¢ 10PL.
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6.2) Barra de se¢éo linearmente variavel

O ultimo problema simulado consiste de uma barra de se¢do linearmente variavel cujas caracteristicas geométricas

sdo mostradas na Fig. (12). Nesta mesma figura sdo apresentadas duas das malhas utilizadas, com 58 ¢ 117 EC e
inclusdo de 38 PI.

0,1 x cos(30) m \
i 1 x cos(30) m

>

Figura 12. Caracteristicas geométricas da barra de se¢@o linearmente varidvel e malhas utilizadas

Nos graficos mostrados a seguir a solugdo analitica foi retirada de (Loeffler, 1993) e é representada pela linha
pontilhada, enquanto a solu¢@o numérica ¢ apresentada pela linha cheia.

Utilizando-se o esquema de Wilson 6, o valor de 0 capaz de gerar uma resposta estavel varia consideravelmente em
relagdo ao caso da barra de secéo constante. Por exemplo, para uma malha de 58 EC com 38 Pl e At = 0,2 s obteve-se

resultados estaveis, mostrados na Fig. (13), somente a partir de 8 = 7,5. O melhor resultado para deslocamento nestas
condigdes foi obtido para 6 = 10.
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Figura 13. Deslocamento e tensdo para uma barra de segdo variavel. Malha de 58EC com 38 PI, At=0,2 s ¢ 6=7,5

Aumentando-se o valor do passo é possivel melhorar a representagdo das forgas, mas o resultado continua
apresentando arredondamentos ainda excessivos, que distorcem o resultado numérico em relagdo ao analitico,
conforme pode-se observar na Fig. (14), na resposta para At = 0,5 s. Nesta mesma figura pode-se notar que utilizagdo de

malhas mais refinadas ndo ¢ um recurso valido para reverter esta situa¢do pois para uma malha de 117 EC no ¢
possivel observar melhoras significativas.
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Figura 14. Tensdes no ponto B da barra.. Malhas de 58 e 117 EC, respectivamente com 58 PI, At=0,5s¢6=7,5

No esquema de Chung-Lee, a faixa de valores para [3 estd muito além daquela estipulada para o MEF. Para uma
malha de 58EC com 38PI e At = 0,2 s, por exemplo é possivel efetuar a integracdo somente a partir de = 7,5. A Fig.
(15) mostra a representacdo do deslocamento ¢ da forgas nestas condigdes. Observa-se boa concordancia entre os
resultados numérico e analitico para o caso do deslocamento mas para o caso da tensdo, da mesma forma que no
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algoritmo anterior, observa-se excessivo arredondamento na solugdo numérica. Com o aumento de At € possivel utilizar
valores para 3 cada vez menores. Para At = 5 s, por exemplo, pode-se utilizar valores de 3 =2 na malha de 58 EC (Fig.
16). Para malhas mais refinadas o valor minimo para [3 ¢ maior do que para malhas mais pobres mas nio contribui
significativamente no aprimoramento da solugdo conforme pode-se observar na Fig. (16).
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Figura 15. Representago do deslocamento e da forga através de uma malha de 58 EC, 38 PI, At=0,2se 3=7,5.
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Figura 16. Representacdo da tensdo. Malhas de 58 ¢ 117 EC com 38 P, At=0,5s e =2 e 7,5 respectivamente.

O Método HHT-a ¢ bastante interessante devido a possibilidade de utilizar passos grandes, apesar de que na
representacdo da tens@o ndo € possivel obter melhorias muito significativas. Par uma malha de 58EC, 38 PIe a =-0,3
¢ possivel efetuar a integracdo a partir de At =4 s e nota-se, na Fig. (17), que nestas condi¢des a representacido do
deslocamento € bastante precisa, mas a tensdo, apesar de apresentar alguma melhoria em relagdo aos outros métodos,
continua sofrendo arredondamentos excessivos.

O refino da malha pode ser utilizado para melhorar a representagdo da forca. Observa-se que o valor do passo
minimo para obter um algoritmo estavel varia e para malhas de 117 e 289 somente ¢é possivel efetuar a integracio a
partir de At=5 s, conforme mostrado na Fig. (18). Nao foi possivel obter solu¢do numérica capaz de representar

satisfatoriamente os picos apresentados na solugdo analitica. Estes erros na amplitude crescem consideravelmente a
partir do segundo ciclo.
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Figura 17. Deslocamento e tensdo calculados através de uma malha de 58 EC, 38 PI, At=4se a =-0,3.
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Figura 18. Efeito nas tensdes do refinamento da malhas, de 117 ¢ 289 EC, com 38 PI, At=5s e a =-0,3.
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7. Conclusdes

Em todos os casos a representagdo precisa dos deslocamentos foi obtida sem muitas dificuldades, mas para o
calculo das tensdes é preciso escolher com muito cuidado os pardmetros envolvidos, especialmente aqueles que
regulam o amortecimento ficticio. Os esquemas testados permitem a inser¢do de amortecimento através de outros
pardmetros, além do passo da integragdo, produzindo melhores resultados junto ao MEC, devido a maior flexibilidade.

No esquema WilsonB, a dosagem adequada de amortecimento permite a inclusdo de maior numero de pdlos,
melhorando as condi¢des de integracdo em relagdo ao esquema de Houbolt. As simulagdes mostraram que ambos
esquemas produzem resultados bastante similares, mas a flexibilidade maior na inclusdo de amortecimento permite
obter melhores resultados no esquema de Wilson 6, especialmente na integragdo com passos menores.

O esquema de Chung-Lee apresenta as maiores taxas de amortecimento. Seus resultados foram animadores no
ciclo primordial, mas sua utilizagdo deve ser cuidadosa, pois a quantidade de amortecimento varia sensivelmente com
pequenas variagdes do passo e a faixa de variagdo de [3 varia consideravelmente em relagéo a estreita gama de valores
propostos na utilizagdo junto ao MEF. E possivel obter resultados de precisdo consideravel através da utilizagdo de
grandes valores de 8 combinados com pequenos valores de At.

O ultimo algoritmo apresentado neste trabalho, Método HHT o, mostrou-se interessante pela possibilidade de
utilizar passos muito maiores para obter resultados de precisdo compativeis com os outros métodos, o que implica na
diminui¢do do custo de computagdo. No problema da barra de se¢do variavel, este método melhora a representagdo das
tensdes, apesar da solugdo continuar apresentando excessivos arredondamentos.
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PERFORMANCE EVALUATION OF SOME NEW TIME INTEGRATION METHODS IN ELASTODYNAMIC
PROBLEMS FORMULATED BY DUAL RECIPROCITY BOUNDARY ELEMENT METHOD
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Abstract. Dual Reciprocity formulation is one of the most important techniques for modelling of the Boundary
Elements Method. In spite of the general good performance, the wave propagation problems demand still greater
attention in controling of the higher modes, especially under impact loading. Due to the mixed formulation,
displacements and tractions are calculated simultaneously and the influence of higher modes badly represented can
disturb greatly the numerical response. The most common solution has been to use time integration methods with
fictitious damping. So, the numerical dissipation control is done exclusively for the time step size. With the purpose to
improve the traction response, this work presents the results obtained with three time integration methods with
parametric control of dissipation: the well-known Wilson 8 scheme, the HHT o method, and the recently devised CHL-
B method. The quality of the response was evaluated through the simulation of two dynamic scalar examples that have
analytic solution. It was examined the influence of the mesh refinement, of the time step size and the variation of
several pertinent parameters to the mentioned methods.

Keywords. Scalar Wave Propagation, Numerical Methods, Boundary Elements Method, Dual Reciprocity.
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Resumo. Este trabalho apresenta um elemento subparamétrico hierdrquico baseado na versdo p do método dos
elementos finitos para a andlise de placas e cascas. O primeiro nivel de aproximagdo da solugéo é obtido através do
elemento finito quadrilateral quadrdtico de nove nés da familia Lagrangeana, baseado na degeneragdo de um elemento
solido tridimensional e na formulagdo de Reissner-Mindlin, com integracdo numérica consistente. Para outros niveis
de aproximacdo, sucessivos refinamentos hierdrquicos sdo usados, objetivando remover a caracteristica de rigidez
excessiva do elemento na andlise de placas e cascas finas. Tal formulagdo é aplicada na andlise estdtica e dindamica de
placas e cascas. O objetivo deste trabalho é a andlise do numero de pontos de integracdo numérica nos refinamentos
hierdrquicos de 3° 4° e 5° graus. Exemplos numéricos sdo apresentados para mostrar a precisdo, eficiéncia e
vantagens da presente formulacdo. Os resultados numéricos obtidos nos exemplos de aplica¢do sdo comparados com
solugdes analiticas e outras técnicas numéricas, disponiveis na literatura.

Palavras chave: elementos finitos, versdo p hierdrquica, integragdo numérica, casca.

1. Introducéo

Embora a analise de estruturas compostas por placas e cascas pelo Método dos Elementos Finitos ja se estenda por
mais de trés décadas, o estabelecimento de um modelo que seja confiavel, eficiente e aplicavel a qualquer situa¢do
(placas e cascas finas ou placas e cascas moderadamente grossas) ainda continua a ser objeto de estudo de muitos
autores. Bathe et al. (1985 e 1986) resumiram os requisitos que devem ser encontrados no desenvolvimento de um
elemento finito confidvel e eficiente para analise de casca:

1. o elemento deve satisfazer os requisitos usuais de invariancia e convergéncia (Zienkiewics, 1977);

2. o elemento deve ser formulado sem o uso de uma teoria especifica, de maneira que possa ser aplicavel em
qualquer situacéo de placa ou casca;

3. o elemento deve ser simples, barato e utilizar, considerando a analise de cascas, cinco ou seis graus de
liberdade por no;

4. o elemento deve ser "numericamente seguro”, isto é, ndo deve conter qualquer modo espurio, ¢ deve estar
livre do efeito de bloqueio;

5. o elemento ndo deve ser baseado em fatores de ajuste numérico;

6. o elemento deve ser relativamente insensivel as distor¢des geométricas;

7. o elemento deve ter a capacidade de proporcionar solugdes precisas e eficientes.

A formulagdo para andlise de casca baseada na degenera¢do de um elemento sélido tridimensional através da
reducdo de sua dimensdo na direcdo da espessura (Ahmad ezal., 1970) tem sido escolhida por um grande numero de
pesquisadores nos ultimos anos com o objetivo de satisfazer os requisitos acima e, baseado nessa formulagdo, o
elemento de nove nds da familia Lagrangeana (Fig. 1) tem sido usado como base para o desenvolvimento de muitos
elementos finitos para analise de casca. Em parte, isto se deve as seguintes observagdes: na analise de tensdes no plano
o elemento isoparamétrico de nove nés ¢ menos sensivel a distorgdes geométricas que o elemento de oito nos
(Cook, 1981 e Verhegghe et al., 1986) e, para o caso geral de flexdo de placas o elemento de nove nds tem um 6timo
desempenho se comparado a outros elementos quadrilaterais lineares, quadraticos e ctibicos (Pugh et al., 1978). Além
disso, os elementos de nove nds para andlise de cascas sfo geralmente considerados como vantajosos em casos onde
existem grandes variagdes de tensdes, onde as deformagdes por flexdo dominam a solugdo, e onde a geometria é curva
(Parketal., 1986).

Entretanto, ¢ bem conhecido que os resultados obtidos através do elemento de nove nds para analise de cascas
apresentam diversas deficiéncias (Ofiate, 1992). A integragdo exata do elemento quadrilateral quadratico de nove nos
exige 3x3 pontos de integracdo na quadratura de Gauss-Legendre para a matriz de rigidez que contém os termos
relativos a flex@o e 3x3 pontos de integragdo para a matriz de rigidez que contém os termos relativos a cortante
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(integra¢do numérica consistente). Os resultados obtidos sdo excelentes para situagdes de placas e cascas
moderadamente grossas, contudo, com a redugfo da espessura o elemento torna-se excessivamente rigido e os
resultados n3o tendem aqueles da teoria classica de Kirchhoff para placas e cascas finas. A integracdo numérica
reduzida (2x2 pontos de integracdo para a matriz de rigidez que contém os termos relativos & cortante) elimina em
muitos casos o efeito de bloqueio na andlise de placas e cascas finas, mas pode gerar elementos com modos espurios
facilmente propagéaveis em toda malha para varias condi¢des de contorno, que distorcem a solugéo.

Figura 1. Elemento finito de casca quadrilateral quadratico da familia Lagrangeana.

No processo de refinamento # a malha de elementos é refinada através da diminuicdo sucessiva do tamanho dos
elementos. Neste processo o nimero ¢ o tipo de fungdes de interpolagdo sobre cada elemento permanecem fixos. A
utilizagdo deste tipo de refinamento tende a aumentar o custo da analise (novos nds e elementos tém de ser gerados) e
produzir erros associados a subdivisdo excessiva da malha de discretizacéo.

Ao contrario, no processo de refinamento p hierarquico o numero e a distribuicdo de nds e elementos sobre a malha
discretizada permanecem fixos, no entanto, o nimero e o grau das fun¢des de interpolacdo sdo aumentados
progressivamente. As matrizes de rigidez produzidas nos estdgios anteriores aquele da aproximacdo pretendida
reocorrem e ndo precisam ser recalculadas. A qualidade de aproximagdo da solucdo e o custo computacional sdo
vantagens que a versdo p hierarquica de refinamento oferece em relagio a versdo 4.

Um aspecto essencial na busca de alta performance para a versdo p do Método dos Elementos Finitos diz respeito
as propriedades de bom condicionamento e esparsidade das matrizes de rigidez e massa locais associadas ao elemento
de referéncia (Babuska ez al., 1989). Em particular, o bom condicionamento dessas matrizes garante que os problemas
de algebra linear resultantes da discretizagdo por elementos finitos (sistemas lineares e problemas de autovalor) podem
ser resolvidos usando-se uma aritmética de precisdo finita (Carnevali ezal., 1993). Isto demonstra-se particularmente
importante quando se empregam aproximacgdes de alta ordem e/ou métodos iterativos na solug@o de sistemas lineares
oriundos da formulag@o pelo Método dos Elementos Finitos.

Os padrdes de esparsidade e condicionamento das matrizes de rigidez e massa locais sdo determinados pela
definicdo das fungdes de forma e indiretamente influenciam os padrdes de esparsidade e condicionamento das matrizes
globais (Carnevali et al., 1993). Padrdes apreciaveis de esparsidade sdo caracterizados por estruturas em banda e um
pequeno numero de elementos ndo-nulos. O bom condicionamento das matrizes locais ¢ decisivo na utiliza¢do de
métodos iterativos, pois resulta na redug¢do do niimero de iteragdes. Da mesma maneira, a esparsidade dessas matrizes
resulta num menor custo por operagdo Carnevalietal., 1993). As fun¢des hierarquicas cldssicas para elementos
quadrilaterais propostas em Szabderal.(1991) apresentam boas caracteristicas quanto a esparsidade
(Edgaret al., 1996). Tais caracteristicas decorrem diretamente das propriedades de ortogonalidade das integrais dos
polindmios de Legendre.

Banerjee et al. (1992) apresentaram uma detalhada analise da integracdo numeérica para a versdo p do método dos
elementos finitos. A andlise concluiu que p-1 nimeros de pontos de integrag@o sdo exigidos para integrar um polindmio
de grau p utilizando o processo da Quadratura de Gauss-Legendre em uma dimensdo. O estudo mostrou também que o
numero de pontos para integrar um polindomio de graup em duas dimensdes pode ser relaxado para p e propos diversos
esquemas de nimeros de pontos de integragdo para os acoplamentos entre o sistema isoparamétrico e o refinamento de
grau p, bem como esquemas para os acoplamentos entre refinamentos de grau p diferentes.

Este trabalho apresenta uma formulacgdo do tipo hierdrquica, baseada no conceito de aproximagdop. O primeiro
nivel de aproximagdo da solugdo é obtido através do elemento isoparamétrico quadrilateral quadratico de 9 nds da
familia Lagrangeana, formulado a partir da teoria de Reissner-Mindlin, com integragdo numérica consistente. Para
outros niveis de aproximagdo sdo realizados sucessivos refinamentos hierarquicos com o propdsito de retirar a
caracteristica de rigidez excessiva do elemento isoparamétrico na analise de placas e cascas finas. Sdo analisados, a
partir dos resultados numéricos ¢ das propriedades de condicionamento local, os diversos esquemas de ntimeros de
pontos de integragdo utilizados nos refinamentos de grau p, propostos por Banerjee eral. (1992). Sdo apresentados
exemplos numéricos para mostrar a precisdo, eficiéncia e vantagens da presente formulagdo, e os resultados obtidos sdo
comparados com os disponiveis na literatura.

2. Formulacio

De acordo com Zienkiewicz et al. (1971), o campo de deslocamento do elemento de casca ¢ interpolado a partir das
fungdes de forma N;(§,n) quadrilaterais quadraticas, e é dado por:

n

- ” - " t . 1
A(x,h,z )= ZN,-(X,h)d,- +z DZN,(x,h)BZ‘-- v, @ -z DZN,.(x,h)DQ’-- v, [b, (1)
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na qual o deslocamento A(X ,h,Z) ¢ um vetor coluna de componentes u, v € w, nas diregdes X, Y e Z, respectivamente,
de um sistema de referéncia global associado ao elemento e, da mesma maneira u;, v; ¢ w;, as componentes do
deslocamento d.. Neste trabalho o campo de deslocamento do elemento de casca serd interpolado a partir das fungdes
de forma N, (X,h) quadrilaterais quadraticas de nove nos da familia Lagrangeana, portanto n=9.

O refinamento da expansdo quadratica especificada pela Eq. (1) pode ser conseguido adicionando-se a ela funcdes
de forma hierarquicas M,(&,n ) de ordem superior a dois (Babuska et al., 1981). As fungdes M(&,n) sdo polindmios de
grau p associados a cada um dos lados do elemento (k = 1, 2, 3 e 4) ou sdo polindmios de grau p, do tipo bolha,
associados ao elemento (£ = 5, 6, 7, ...). Neste trabalho o refinamento da expansdo quadrética foi feito adicionando-se

fungdes de forma hierarquicas de 3° ,4° ¢ 5° graus. As fungdes de forma utilizadas foram definidas em termos das
integrais dos Polindmios de Legendre (Szabo ef al., 1991), conforme mostra a Tab. (1).

Tabela 1. Fun¢des de forma hierarquicas de 3°,4° € 5° graus.

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
p= 3 ! i e : e =SS __. T _H‘H'
- AL -
p=4 o - g =
= il e - e - -
p=5 e e .

Desta forma o deslocamento A dado pela Eq. (1) para o caso do elemento isoparamétrico, torna-se:
Arxh,z )= Z N.(x,h)d, +z EZN,,(x,h)dzf-vh @, -z IIZ N,.(X,h)Eg’—ﬁh. b, +Z Z M (xh)d, ()

para o caso de elemento paramétrico do tipo hierdrquico. Nesta expressdo d,, , de componentes ay, by € c,x segundo 0s

eixos X, Y e Z do sistema de referéncia global, ¢ o vetor constituido dos pardmetros hierarquicos. As fungdes M,(&n)
quando inseridas na Eq. (1) nfio modificam o nivel de aproximacdo do elemento, no entanto, a incégnita d . deixa de

ter o significado fisico de varidvel nodal. Na realidade, as componentes de d—pk sdo pardmetros dependentes das

incégnitas nodais CT‘. , @, e b,.Deuma maneira compacta, a Eq.(2) pode, ainda, ser dada por:

{u =[N]d4 (3)

na qual {#} é uma matriz constituida dos deslocamentos u(&,n,0), v(§,n,0) e w(&,n,0), [N] ¢ uma matriz constituida das
fungdes de forma N;(€,n) e Mp(En), e {a} ¢ uma matriz constituida dos deslocamentos nodais u;, v;, w;, @; e b; e dos
pardmetros hierrquicos apy, byk € Cp.

De acordo com as hipdteses basicas da teoria de placa e casca (Timoshenko e al., 1959) e em funcdo da solicitagdo
do elemento, um ponto genérico vai apresentar, segundo o sistema de referéncia local (', y' z' ), a ele associado, o
seguinte estado de deformacgéo especifica:

a1 0 0 O
Oey, O 9% =
o oY L oL
9B oy 4§ . oof
ey D= Oy 1 0 %BV',D ()
B-5 5 1 1 BfH
| A Y
@x'z’a O 0 _ﬂ_D
z ﬂx’E
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ou ainda,
CROEY @

na qual, {u'} corresponde aos deslocamentos segundo o sistema de referéncia local e [L] ¢ o operador linear. Os
deslocamentos {u'} podem ser dados em fung¢do dos deslocamentos globais {u} de acordo com a seguinte expressao:

{u} =lo]" dud (6)

sendo que [q] ¢ uma matriz (3%3) constituida dos cossenos diretores do sistema de referéncia local com relagdo ao
sistema de referéncia global. Pode-se rescrever a Eq. (6) como:

{e} = [c] o] i} = [z] o] (N 4 (M

Definindo-se como [ B] a matriz que relaciona as deformagdes especificas com os deslocamentos e as rotagdes nodais,
tem-se que:

8] =[] f " [N )

ou, de uma maneira compacta,
{e} =[8]dd 9)

na qual {€'} ¢ uma matriz coluna (5x1), constituida das deformagdes especificas e distor¢des em um ponto genérico do
elemento segundo o sistema de referéncia local, [B] uma matriz (5%87) constituida das derivadas das fun¢des de forma e
{a} uma matriz coluna (87%1) constituida dos deslocamentos nodais e dos pardmetros hierdrquicos.

Aplicando o Principio do Trabalho Virtual e o Principio de D’Alembert, chega-se a determinacdo das matrizes de
rigidez e de massa do elemento, e do seu vetor de carga:

+1 +1

[K“]:LJ’_]J'IB]T (D] £ t(xh)| i ah dz (10)

4+l 41 4]

[M“]:L [ OV BN o o az (11)
(= [ 10 cl o e e (12)

+ +1

(= [ 0] 6 ) o

na qual, [D'] é uma matriz quadrada (5x5), simétrica, constituida das constantes elasticas do material, [J(x,h)J o
determinante da matriz jacobiano da transformacdo global-local, r3(x,h), o modulo do vetor ;73(X,h normal a

superficie média. De uma forma compacta, pode-se escrever a equagdo que representa o equilibrio do sistema:

(v ]did +[x]dd ={r, 1 {7} £ ) (14)

na qual [M°] é a matriz de massa do elemento, {} é um vetor coluna constituido das aceleragdes nodais € dos
pardmetros hierdrquicos, [K°] é a matriz de rigidez do elemento, {a} é um vetor coluna constituido dos deslocamentos
nodais e dos parametros hierarquicos, {f;’} ¢ o vetor de carga correspondente as cargas distribuidas nas faces externas
do elemento, {#;,°} é o vetor de carga correspondente a acdo das forgas de corpo e {£°} o vetor de carga correspondente
as cargas concentradas. A Equag¢do (10) e a Equacdo (11) uma vez resolvidas, levam as matrizes de massa e rigidez do
elemento, respectivamente:

=g o

1= dx,| [x..]o

=g kI

(16)

As submatrizes [K;;] e [Mj;] estdo relacionadas com os nos i e j, sendo que tanto i quanto j variam de 1 a 9; e
caracteriza o elemento isoparamétrico. As submatrizes [K; ;] € [M; ] estdo relacionadas com o n6 i, o grau m e o lado
ou elemento », sendo que i variade 1 a9, m de 3 a5 e n de 1 a 6; e caracteriza o acoplamento entre o elemento
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isoparamétrico ¢ a parte do elemento hierarquico correspondente ao refinamento de seus lados e elementos. As
submatrizes [Ky | € [Mimn] estdo relacionadas com o grau &, o lado ou elemento /, o grau m e o lado ou elemento »,
sendo que k e m variam de 3 a 5 e /e n variam de 1 a 6; e caracteriza o elemento hierarquico correspondente ao
refinamento de seus lados e elementos. As submatrizes [Ky;;] € [My,;] estdo relacionadas com o nd j, o grauk e o lado ou
elemento /, sendo que jvariade 1 a9, k de 3a5e /del a6; e caracteriza o acoplamento entre a parte do elemento
hierdrquico correspondente ao refinamento de seus lados e elementos e o elemento isoparamétrico.

Na obten¢do dos vetores de carga, e das matrizes de rigidez e massa foi realizada a integracdo numeérica nas
diregdes, & e n, utilizando-se o processo da Quadratura de Gauss-Legendre (Zienkiewiczetal.,1989) com diferentes
numeros de pontos de integragdo dependendo do grau das fungdes de forma.

Encontradas as equacdes algébricas que descrevem as caracteristicas de cada elemento do sistema estrutural, o
préoximo passo ¢ combina-las para formar um conjunto completo de equagdes, que governe a reunido de todos os
elementos. O procedimento de montagem deste conjunto de equacdes é baseado na necessidade de que o equilibrio se
verifique por todo o sistema. O processo de resolugdo do sistema linear consiste na obteng¢do dos deslocamentos {a}.
Para tanto resolve-se, primeiramente, o sistema isoparamétrico:

. 1da.} {1} (17)

na qual [Kj,,] € a matriz de rigidez global do sistema, {a;s,} € o vetor relacionado com os deslocamentos nodais e {fi;,} €
o vetor de carga global do sistema, correspondentes ao sistema isoparamétrico.

Pode-se fazer o refinamento da solugdo obtida através da primeira reanalise do sistema introduzindo fungdes de
forma hierarquicas de terceiro, quarto e quinto graus:

o] (Kl [K,M] [KM]DE{a Yo dr}
h3,isa] [Kh?] [Kh? h4 [K/13h5] hi B fh(}
] (K] K] [KolOda} g d1)
ol 1Kl (K] [k BHeJB H7)E

na qual [K;], [K4] € [Kys], s3o matrizes de rigidez globais do sistema, {a;3}, {ans} € {ass}, sdo os vetores relacionados
com os pardmetros hierarquicos e {f,3}, {fi«} € {fi5}, sdo os vetores de carga globais do sistema, correspondentes aos
sistemas hierarquico para a primeira reanalise (3° grau), para a segunda reanalise (4° grau) e para a terceira reandlise
(5° grau), respectivamente.

O processo de resolugcdo do problema de autovalor generalizado consiste na obtencdo da matriz diagonal [A] que
contém os n autovalores A; e na obten¢do da matriz [P] que contém os n autovetores {f;}. Para tanto resolve-se,
primeiramente, o sistema isoparamétrico:

k. J{o, ] {m.] b ] fn] (19)

De maneira analoga a analise estatica, pode-se fazer o refinamento da solucdo obtida através da primeira reanalise
do sistema introduzindo fun¢des de forma hierarquicas de terceiro, quarto e quinto graus.

(18)

DD
I:H:II:I:H:I

3. Exemplos numéricos

Apresentam-se, a seguir, os resultados obtidos a partir do elemento finito hierdrquico proposto para placas e cascas
com algumas configuracdes de condi¢des de contorno e relacdes entre espessura e dimensdo caracteristica. Procurou-se
avaliar a caracteristica do elemento quanto & convergéncia com o refinamento da malha de discretizacdo. Foi feito,
ainda, além da comparagio dos resultados obtidos nas analises isoparamétrica (p=2) e hierarquica de 3° (p=3), 4° p=4)
e 5° graus (p=5), a comparagdo com os resultados obtidos analitica ou experimentalmente disponiveis na literatura.
Foram analisados diversos esquemas de nimeros de pontos utilizados na integragdo numérica (Fig. 3) das matrizes de
rigidez e massa do elemento (Fig. 2). Sdo apresentados, também, resultados sobre o condicionamento das matrizes de
rigidez locais para cada esquema de nimeros de pontos de integragio.

O grau de esparsidade das matrizes de rigidez locais ndo foi calculado, uma vez que as fungdes de forma
hierarquicas utilizadas neste trabalho foram definidas em termos das integrais dos Polindmios de Legendre que
apresentam boas caracteristicas quanto a esparsidade (Edgaret al., 1996).

DK;(J Ki.em,h:i Ki:n N4 Kisen h5 D DMA‘SO M:;D 3 M:a ha Mlia hs E

%(Zs,m; Ke K/jx h4 ;3115 O %‘4;‘3‘:,\1: M;, M/fs,m Mhlh5 0

k. k.. | k. [k:,,.0 O, | M. | M, | M;,,0

%qw Ko | K | K 5 5‘4 wao | Misis | Mis,s | M 8
(a) (b)

Figura 2. Matriz de rigidez (a) e matriz de massa (b) do elemento com refinamento de 3°, 4° e 5° graus.
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Figura 3. Esquemas de numeros de pontos utilizados na integra¢do numérica.

3.1 Cilindro puncionado com carga concentrada unitaria

O problema do cilindro puncionado suportado por diafragmas rigidos em suas extremidades (Fig. 4) representa
um teste severo para avaliar a habilidade do elemento finito de casca representar estados complexos de tensdo axial
(tensdo de membrana) e tensdo de flexdo. Em fun¢do da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um
oitavo do cilindro, utilizando malhas de discretizagdo de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6, 7x7 ¢ 8x8 elementos. A Figura (5)
apresenta as curvas de convergéncia para os deslocamentos normalizados wa do ponto A para os diversos esquemas de
numero de pontos de integra¢do. Na Figura (5) os graficos tém na ordenada o deslocamento normalizado (Fligge, 1962)
e na abscissa o numero de graus de liberdade correspondente a cada malha de discretizagéo.

A Figura (6) apresenta os resultados considerando o condicionamento das matrizes das matrizes de rigidez locais
para os diferentes tipos de esquemas de pontos de integragdo considerados (Fig. 3). Calcula-se o nimero de condi¢do
das matrizes locais através da relagdo ((max m) / (min m, 0)), na qual max me minm sdo os maiores e 0s menores
valores singulares diferentes de zero dessas matrizes, respectivamente Zumbusch, 1995). Esse modo de avaliagio
equivale a calcular o nimero de condigdo a partir da sua defini¢do considerando a norma euclidiana (norma-2). Na
Figura (6) os graficos t€ém na ordenada o nimero de condigdo e na abscissa as malhas de discretizagdo.

IRTLITT
¢ mu
-I-l
CoaILpr
1L
I

Figura 4. Cilindro puncionado suportado por diafragmas com carga concentrada unitéria.
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Figura 5. Curvas de convergéncia para os deslocamentos normalizados wx do cilindro puncionado.
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Figura 6. Condicionamento das matrizes de rigidez do elemento.
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3.2. Placa circular engastada nas extremidades

Para verificar se o elemento finito com refinamento hierdrquico gera elementos com modos espurios propagaveis
em toda malha e se existe o problema de bloqueio na andlise de placas finas foi feito um teste classico proposto na
literatura: a placa circular engastada nas extremidades com varias relagdes #/a (Leissa, 1969).

A seguir sdo apresentados os resultados numéricos da placa circular engastada nas extremidades, considerando a
analise dindmica (problema de autovalor generalizado: obtencdo das freqiiéncias naturais e dos modos de vibrar do
sistema), utilizando o Esquema (12), mostrado na Fig. (3), de nimeros de pontos utilizados na integragdo numérica.

Em fun¢do da geometria modelou-se apenas um quarto da placa com malha de discretizagdo de 12 elementos
(Fig. 7) para varias relagdes entre espessura e dimensdo caracteristica (no caso o raio R): t/a=10" (placa moderadamente
grossa) e #/a= 107,107, 10*, 107 ¢ 10° (placa fina).

A Figura (8) apresenta as seis primeiras freqiiéncias naturais simétricas normalizadas através da Teoria de Placas
Finas de Kirchhoff (Leissa, 1969) para cada relacdo #/a e o nimero de graus de liberdade envolvidos na analise do
elemento finito proposto com seus refinamentos.

R=5
Figura 7. Placa circular engastada nas extremidades com malha de discretizagdo 12 elementos.
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Figura 8. Freqiiéncias naturais simétricas normalizadas para a placa circular engastada nas extremidades.
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Na Figura (8) foi feita, ainda, além da comparacdo dos resultados obtidos nas analises isoparamétrica p=2) e
hierarquica de 3° grau (p=3), 4° grau (p=4) e 5° grau (p=5), a comparacdo dos resultados obtidos com os elementos
finitos 9URI, isoparamétrico quadrilateral quadratico de nove nés com integragdo totalmente reduzida (que é o mesmo
elemento finito proposto, mas com integracdo numérica reduzida e somente andlise isoparamétrica), ¢ Shell93,
isoparamétrico quadrilateral quadratico de oito nos com integragdo totalmente reduzida (Ahmad ezal., 1970,
Cook, 1981) disponivel no "software" comercial ANSYS 5.4.

A Tabela (2) ilustra os seis primeiros modos de vibrar simétricos da placa circular engastada nas extremidades,
obtidos a partir do elemento finito proposto com refinamento de 5° grau (p = 5) e do elemento Shell93 do ANSYS, com
malha de discretizagdo de 7x7 elementos e #/a=10". A analise da placa com o elemento finito Shell93 para as relagdes
t/a=10", 10° ¢ 10, ndo foram concluidas e o programa apresentou a seguinte mensagem de erro: "Probably initial
shift greater than first mode or Final Mode(s) is in a cluster", que significa que ocorreu o problema de bloqueio na
analise de placas finas ocasionando dificuldades numéricas na solugdo do problema de autovalor generalizado. E por
esta razdo, estes resultados ndo aparecem na Fig. (8).

Tabela 2. Modos de vibrar simétricos para a placa circular engastada nas extremidades.

1° MODO SIM. 2° MODO SIM. 3°MODO SIM. 4° MODO SIM. 5°MODO SIM. 6° MODO SIM.

@n%

4. Conclusoes

“EXATO”

HIERARQUICO

J

ANSYS

b4 4S5

l‘:ﬂ\.- ‘

A partir dos resultados dos exemplos numéricos, verifica-se que o refinamento da solu¢do do elemento
isoparamétrico, através da introdugdo de polindmios de terceiro (p=3), quarto (p=4) e quinto (p=5) graus, apresenta
excelentes resultados.

Comparando os resultados obtidos considerando os varios esquemas de numeros de pontos utilizados na integragdo
numérica, pode-se dizer que todos os esquemas apresentaram bons resultados relativos ao condicionamento, mas o
Esquema (12) apresentou o melhor resultado relativo a convergéncia com o refinamento da malha.

Pode-se observar também que a convergéncia com o refinamento da malha é muito boa, apresentando resultados
semelhantes para p=3, 4 e 5. Os resultados obtidos mostram que o novo elemento nido apresenta o problema de bloqueio
e modos espurios.
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Summary. The paper presents a subparametric hierarchical finite element based on the p-version concept for the
analysis of plates and shells. The first level of approximation for the solution is obtained through the isoparametric
quadrilateral quadratic nine-node Lagrangean shell finite element, based on the degeneration of three-dimensional
solid element and the Reissner-Mindlin's formulation, with consistent numerical integration. For other approximation
levels, successive hierarchical refinements are used, aiming to remove the characteristic of excessive rigidity of the
isoparametric element in the analysis of thin plates and shells. Such formulation is applied to static and dynamic
analysis of plates and shells. Numerical examples are presented to show the accuracy, efficiency and advantages of
present formulation. The objective of this work is the analysis of the number of points of numeric integration in the
hierarchical refinements of 3rd, 4th and 5th degrees. Numerical results obtained for the application examples are
compared with analytical solutions and other numerical techniques, available in the open literature.
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Resumo. O Método da Fung¢do de Green Local Modificado (MLGFM) ¢ uma técnica integral que tem sido utilizada
para resolver diversos problemas da mecénica do continuo. Este Método pode ser entendido como sendo uma extensido
do Galerkin-BEM e sua principal caracteristica ¢ o uso de proje¢des da Funcdo de Green sem o seu conhecimento
explicito. Em todas as aplicacdes realizadas na ultima década as projecdes da Fungdo de Green foram calculadas
utilizando o Método de Elementos Finitos (MEF). Neste trabalho utiliza-se, pela primeira vez, o Método de Trefftz
Modificado para avaliar estas projecdes. As aplicacdes numéricas mostram resultados comparativos com o MEF, BEM
e MLGFM com as aproximagdes convencionais obtidas com o MEF.

Palavras chave: MLGFM, Trefftz, BEM, Fung¢do de Green.
1.Introducio

O Me¢étodo da Funcdo de Green Local Modificado (MLGFM) teve suas origens na década de 1970 quando o
prof. Dorning (University of Illinois at Urbana) e colaboradores propuseram e utilizaram o Partial Current Balance
Method (PCBM) para a solugdo do problema da difusdo de neutrons, Burns & Dorning (1973,1974,1975), Burns
(1975). Apos estes trabalhos, surge o Local Green's Function Method (LGFM) utilizado para a solugdo de problemas de
condugio de calor e escoamento de fluidos, Horak (1980a), Dorning (1981), Horak (1980b) e Horak & Dorning (1981).

Esta mesma técnica foi adotada por Lawrence & Horak (1978a,b), Horak (1980a), Dorning (1981), Horak
(1980b) e Horak & Dorning (1981). Mudaram apenas as aplicacdes do método e o nome que passa ser denominado de
LGFM. Entretanto, de acordo com as formulagdes utilizadas por estes pesquisadores, para implementagdo do LGFM ¢
necessario o uso de um operador auxiliar no contorno do subdominio (célula de célculo, ou elemento), prescrito pelo
usudrio. Este operador auxiliar sempre foi prescrito no contorno do elemento como sendo N= £, . Assim, as condi¢des
de contorno para célculo das Fung¢des de Green a nivel de elemento passam a ser

(N' + N*)G(p7 Q) = 0 Dpl:“_elemento ’QDQelememo (1)

onde N* ¢ o operador de Neumann para o problema adjunto, N’ é o operador auxiliar prescrito pelo usudrio ¢ G ¢ a
funglo de Green. Esta idealizag¢@o pode ser vista na Fig.1.

™.
L I I\ kO
FEEX W
- w
ko M- ] ko
_ WE gz 2w
Qi { Ko
(N*+ko)G=0 no contorno

do subdominio

Fig.1-Discretizagdo com Diferencas Finitas ¢ operador Auxiliar, k,, Burns & Dorning (1973,1974,1975).
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Nestas tltimas aplicagdes dois fatos sdo marcantes:

1-Usando mesma malha, o LGFM mostrou uma eficiéncia milhares de vezes superior ao método de Diferencas
Finitas (FDM) e algumas dezenas (centenas) superior ao Método de Elementos Finitos (MEF). A eficiéncia ¢ entendida
em termos de tempo de computagiio para obter a mesma convergéncia. Este comportamento € atribuido ao uso de
fungdes de Green Locais previamente conhecidas e utilizadas na relagéo de reciprocidade, e

2-Embora o LGFM tenha propriedades de convergéncia comprovadamente boas, nestes trabalhos verificou-se
dependéncia do operador auxiliar, ko, especificado pelo usudrio. A convergéncia ¢ dependente de ko e este talvez tenha
sido motivo para desencorajar futuros trabalhos e o desenvolvimento do método.

Tendo em vista estes resultados, especialmente o valor nodal de tragées e deslocamentos, o prof. Silva sob a
orientag¢do do prof. Barcellos, DEM-UFSC, usa as idéias do LGFM para o desenvolvimento do Modified Local Green's
Function Method (MLGFM) em sua tese de doutorado no ano de 1988. Na tese de doutorado do Prof. Barbieri (1992)
constata-se claramente que a nova metodologia de calculo desenvolvida ndo ¢ influenciada pelo valor do operador
auxiliar.

Na ultima década o MLGFM foi utilizado para andlise de diversos problemas do continuo. As principais
aplicacdes foram para problemas de potencial, Silva & Barcellos (1987); potencial, hastes e vigas, Silva (1988);
potenciais singulares ,Barcellos & Barbieri (1991); placa de Mindlin, Barbieri & Barcellos (1991), Mundz R. &
Barcellos (1994); potenciais ndo homogéneos, elasticidade bidimensional, mecénica da fratura bidimensional,
elasticidade tridimensional, placa de Mindlin e analise de convergéncias h e p , Barbieri (1992); membranas e cavidades
acusticas, Filippin et. al. (1992); flexdo de placas ortotrépicas laminadas, Machado (1992), Machado et. al. (1992);
cascas semi-espessas , Barbieri et. al. (1993); formula¢cdes com bases Lagrangeanas Hierarquicas para problemas da
elasticidade tridimensional, Meira Jr. (1994), formulagdes para subestruturas, Barbieri et. al. (1994); e problemas
condutivos e fortemente convectivos, Barbieri (1999a-b). Resultados ainda n&o publicados mostram a aplicagdo do
MLGFM para problemas incrementais no tempo, Barbieri (2001).

Nestes anos todos as proje¢des da Fun¢do de Green sempre foram calculadas com uso do MEF. Verificou-se
que a grande aplicagdo do MLGFM ¢ para o calculo de esfor¢os precisos no contorno. Para esfor¢cos, o MLGFM
também ¢ menos sensivel & distor¢do da malha do que o MEF e a razdo precisdo de fluxo - tempo de processamento ¢é
extremamente vantajosa para o MLGFM em comparag@o com o MEF, Barbieri & Mundz (1998a,b).

Neste trabalho ¢ feita uma revisdo das principais etapas necessarias para a implementagdo numérica do
MLGFM. Estes procedimentos serdo discutido nos préximos itens, assim como esta nova proposta para calculo
aproximado das proje¢des da Fungdo de Green.

2.Formulagdo Matematica

A solugdo u(Q) para problemas lineares bem postos do tipo
Au(Q)=b(Q) UQLQ (2)

com condig¢des de contorno devidamente prescritas, pode ser obtida com a equagao integral:
* t t
u(Q) :?[G(P,Q)‘b(P) dQ +1[[N G(p,Q)] u(p)dr —IG(p,Q) [Nu(p)|dr 3)

onde (P,Q) sdo pontos pertencentes ao dominio Q; (p,q) sdo pontos pertences ao contorno I'; N e N” sdo operadores de
Neumann associados ao operador linear A e ao seu adjunto A”; b(P) é a forca de corpo de G(P,Q) ¢ uma funcio de
Green associada ao problema.

Mesmo conhecendo G(P,Q) explicitamente, normalmente existem dificuldades numéricas para o calculo das
integrais que aparecem na Eq.(3) devido a singularidade presente na Fun¢do de Green. Estas singularidades serdo
eliminadas com o procedimento descrito em seguida.

Somando e subtraindo a quantidade,

G(p.Q)'[Nu)] N'G(p.Q) 'u(p) @

na expressao para calculo de u(Q), Eq.(3), resulta:
u(Q =[6.0)b®d2- [N + N).0] wprar +{Gp. 0 [N+ N hplar o

Note que N’¢ um operador auxiliar no contorno e uma escolha apropriada (especificado pelo usuario) utilizada
por diversos autores ¢ N= k,, onde k, ¢ uma constante. Apds Barbieri (1992) este operador passou a ser prescrito nas
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parcelas do contorno com condigdes de contorno do tipo Dirichlet homogéneas. Este procedimento ¢ adotada para
evitar o pos-processamento da ultima parcela da equagdo anterior.

Assim, prescrevendo (N+N)G(p,Q)=0 como condi¢@o de contorno para o calculo da ( #nica) fungdo de Green
e utilizando a aproximacgo F(p)=(N+N )u(p), a solucdo u(Q) pode ser avaliada com mais facilidade por:

u(Q =?|:G(P,Q)‘b(P) dQ+[G(p.Q) F(p)dr (6)

A avaliag¢@o numérica desta expressdo ¢ muito mais confortavel do que a da expressdo original para u(Q). Nesta
expressdo ndo aparecem derivadas do tensor fundamental e/ou de F(p). Ainda, utilizando a aproximag@o de F(p) com as
fun¢des de interpolagdo do contorno (elementos de contorno) as possiveis singularidade na Eq.(6) sdo totalmente
eliminadas. Tomando o trago de u(Q) tem-se (para espagos de Hilbert com esta propriedade):

u(q) =?|:G(P,q)‘b(P) dQ+[G(p.q) F(p)dr (7

e estas equagoes, Eqgs.(5) e (7), forman o conjunto de equagdes integrais que definem completamente o problema em
estudo.

3.As aproximacées de Contorno e Dominio

As variaveis u(Q), u(q), b(P) e F(p) sdo aproximadas utilizando o processo convencional utilizado no MEF
e/ou BEM. Com estas aproximagdes, o residuo da Eq.(5) ¢ ortogonalizado no dominio (Método de Galerkin) resultando:

[lelfdleaws=[d' [ae.Q) § dadaibi+f ¢ [Gp.f k araais) ®

onde u(Q)= []{u"}, b(P)=[¢] {b} e F(p)=[X]{f} sdo as aproximacdes de elementos finitos e de elementos de contorno.
[#] e [x] representam o conjunto de fungdes de interpolagio de dominio (MEF) e contorno (BEM),
respectivamente. {u”}, {b}e {f}representam os vetores com valores nodais de u(Q), b(P) e F(p), respectivamente.

Esta equacdo também pode ser reescrita na forma:

[lol{dlae w®} =[Ga®){d da vy +[Gap)| § dr if) ©)

onde Gd(.) é a projecdo da funcdo de Green no subespaco gerado pelas fungdes de interpolagdo de dominio (MEF) e
vale:

Gd(P)' =[9]'G(P.Q)' a2+ Ga(p)' =[1¢]'G(p.Q)" a0 (10)
Repetindo procedimento semelhante para ortogonalizar o residuo da Eq.(7) no contorno tem-se:

J[cdt[cddr TRE 7[[ci»‘ [ae. [ ¢ dodr (b} + T[ b' [Ge. af k drar ()

onde os valores de contorno u(q) foram interpolados com u(q)= [@]{u}, sendo que [¢] representa o conjunto das
fungdes de interpolagdo de contorno ( tomadas como sendo o trago de [¢] ) e{u"} ¢ o vetor dos valores nodais de u(q).
Note que F(p) também ¢ interpolado no contorno, porém o conjunto [X] pode ser diferente de [¢].

Novamente, esta equagdo também pode ser escrita na forma:

[ldTdar s = [Ge){d aaibi+ Ge(p)[ } dr 1} (12)

onde Ge(.) € a projecdo da fung@o de Green no subespaco gerado pelas funcdes de interpolacdo de contorno e vale:
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t — t t . t — t t
Ge(P) —IFQCKPAD dr : Ge(p) —lﬁﬂcﬂpxn dr (13)

4.0 Calculo das Projecdes da Funcio de Green

As projecdes Gd(.) e Ge(.) sdo calculadas resolvendo os dois problemas auxiliares descritos abaixo (para
maiores detalhes veja Silva (1988) e/ou Barbieri (1992)):

Problema 1:
A" Gd(P) = [¢(P)]

. ' (14.2)
(N +N)Gdpy=0 DpOr.POQ
Problema 2:

A" Ge(P) =0

. ' (14.b)
(N'+N)Gep) =[op)] OpOr,POQ
Todos os trabalhos apds Silva (1988) utilizaram o MEF para resolver estes dois problemas associados, isto €, o
calculo das projegdes da Fungdo de Green sempre foram realizados com uso MEF. Neste trabalho as proje¢des da
Fungdo de Green foram calculadas com uso do Método de Trefftz Modificado, Petterson & Sheik (1988). Esta ¢ a
diferenca deste trabalho com todos os outros realizados anteriormente com o MLGFM.
Para concluir a analise, apds obter estas aproximagdes para as projecdes da Funcdo de Green os valores nodais
para u(Q) e F(q) sdo calculados resolvendo conjuntamente as Egs.(9) e (12).

5.Exemplos

Problema 1: Encontrar u(x,y) tal que:

2 2
0 u(x,y) , 0uxy) _

S 3y Oy 0Q
_ TX

u(x12) = T, Xcos(—) 0 x0T,

u(x,y)=0 J ey BT

onde Q ={(x,y)00%:=3<x<3, 0< y<12}. As parcelas do contorno, I, e I, , estdo ilustradas na

Figs.2(a) e 2(b).
A solug@o analitica para este problema é:

e O Ty, . T [ X
u(x,y) =T, ﬁmh( ; )/ sinh( ; )HX cos( ; )

onde o par (b, 1) representam as dimensdes dos lados do dominio retangular e T, ¢ uma constante. Nesta aplicacdo
utilizou-se: b=12, 1=6 ¢ T,,=100.

Devido a simetria do problema, apenas a metade do dominio foi discretizada impondo a condi¢do de fluxo nulo
na linha de simetria, Fig.2(b).

As aproximagdes com Elementos Finitos

Para as aproximagdes das projecdes da fungdo de Green o dominio foi discretizado com a malha de elementos
finitos lineares ilustrada na Fig.3(a). Com esta discretizacdo as aproximacdes para Gd(.) sdo calculadas com o MEF,
Eq.(14.2).

De maneira andloga, o contorno € discretizado com a malha de elementos de contorno ilustrada na Fig.2(b).
Com esta discretizagdo calcula-se a projecdo da Fungdo de Green Ge, Eq.(14.b). Em pontos de descontinuidade da
normal sdo previstos nos duplos na malha de elementos de contorno.
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Ay f y
u =100cos(Tx / 6)
b=12 du 0 .
= u=
on
X
» X
>
I=6 u=0
Fig.2(a)-Dominio. Fig.2(b)-Condig¢des de Contorno.
Fig.3(a)-Malha de Elementos Finitos Lineares. Fig.3(b)-Malha de Elementos de Contorno Lineares

(* =nd duplo).
As aproximagdes com o Método de Treffiz Modificado

Para o célculo das aproximagdes das projecdes da fungdo de Green com o Método de Trefftz Modificado
foram utilizados pontos de referéncia localizados na dire¢@o da normal ao elemento e ao dobro do seu comprimento.
Para aproximar a proje¢do da Fungdo de Green associada ao nd j os esquemas ilustrado nas Figs.4(a) e 4(c) foram
utilizados. Para os nds ligados a dois elementos dois novos nés e pontos de referéncia s@o criados. Para os nos
associados aos elementos nos cantos apenas um no6 e um ponto de referéncia sdo criados. Este procedimento foi adotado
para prescrever condi¢do de contorno com o valor de 0,5 nestes nds adicionais do contorno, ou seja, para obter um
carregamento mais proximo possivel ao descrito pelas fungdes de interpolagdo de contorno, Eqs.(14.a) e (14.b).

Foram utilizadas duas malha para célculo. A malha homogénea com 10x6 elementos e a malha ndo homogénea
com o mesmo nimero de elementos, porém com divisdes do dominio executadas com retas paralelas em y= 12, 11.625,
11.24, 10.50, 9.0, 6.0, 4.8, 3.6, 2.4, 1.2 e 0. Os valores obtidos com estas duas malhas estdo mostrados nas Tabs.(1) e

).
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< 1>
contomo >
® ® jtl
o117,
®— —®
®— - fortomo = |
& —&
®— —®
& —& j-1
& —® Fig.4(b)- Nos adicionais para o ponto j (seme descontinuidade da normal).
®— -®
®— —®
desoontinuidade
R —& @ o
®— —® —e pontos
®R— - ® i+1 j inidas
& & ponto
® é é ® mntos o . adidonal
cortomo = J-1

Fig.4(a)- Pontos de Referéncia para o Método

de Trefftz Modificado. Fig.4(c)-N¢ adicional para o ponto j ( descontinuidade da normal).

Tabela 1- Comparagdo de Resultados para Potencial em x=0. Malha Homogénea.

BEM-Simétrico*

SOIU(}ENlO Matriz Matriz DBEM* MLGFM MLGFM

y Analitica Cheia Superior Trefftz MEF
10.80 53.348 50.534 50.537 52.933 53.306 52.674
9.60 28.460 27.504 27.523 28.144 28.414 27.745
8.40 15.181 14.580 14.586 14.926 15.143 14.613
7.20 8.096 7.791 7.796 7.890 8.068 7.695
6.00 4313 4.148 4.151 4.151 4.294 4.048
4.80 2.290 2.203 2.164 2.164 2.278 2.123
3.60 1.202 1.156 1.106 1.106 1.194 1.101
2.40 0.603 0.580 0.534 0.534 0.599 0.547
1.20 0.250 0.241 0.240 0.207 0.248 0.225

* Kanarachos & Provatidis (1988).

Tabela 2- Comparagdo de Resultados para Potencial em x=0. Malha Ndo homogénea.

BEM-Simétrico*

Soluc;ﬁo Matriz Matriz DBEM* MLGFM MLGFM

y Analitica Cheia Superi()r Trefftz MEF
11,625 82.1724 81.318 81.375 81.841 82.144 81.925
11.250 67.5229 66.738 66.738 67.190 67.484 67.048
10.500 45.5932 44.112 44.244 45.265 45.535 44.707
9.000 20.7864 18.320 18.407 20.438 20.698 19.361
6.00 4.3133 3.199 3.130 4.010 4.309 3.3067
4.80 2.29029 2.302 2.327 2.037 2.283 1.7343
3.60 1.20156 1.102 1.104 1.002 1.196 0.8993
2.40 0.60299 0.570 0.574 0.457 0.600 0.4468
1.20 0.25041 0.234 0.231 0.160 0.249 0.1842

*Kanarachos & Provatidis (1988).
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Tabela 3- MLGFM. Andlise do Fluxo em y=12.

Solugdo Malha Homogénea Malha Nao Homogénea
X Analitica Trefftz MEF Trefftz MEF

0.00 52.3602 53.2953 53.3714 52.7212 53.0572
0.50 50.5761 50.8051 51.5528 50.8037 51.2493
1.00 45.3453 45.5817 46.2210 45.5760 45.9489
1.50 37.0243 37.2333 37.7393 37.2357 37.5171
2.00 26.1801 26.3743 26.6857 26.3771 26.5286
2.50 13.5518 13.9475 13.8135 13.9488 13.7322

Problema 2: Encontrar u(r,0) tal que:

— Au(r,0) =0 0,0 0Q
u(0.1,8) = 1000
1(0.4,0) =500

onde Q ={(r,0)00°:0.1<r<04, 0<O<2T.

Novamente, devido a simetria do problema, apenas a parcela do dominio definida por 0<6<1712 foi
discretizada para andalise. A malha homogénea utilizada na andlise foi composta por 12 elementos na diregdo r e 4
elementos na diregdo 6. Os pontos de referéncia para calculo das proje¢des da Fungdo de Green com o Método de
Trefftz Modificado foram colocados na diregdo normal ao contorno e¢ a distdncia de 2 vezes o comprimento do
elemento.

Os resultados que aparecem na Tab.4 mostram a comparacgéo dos valores obtidos com o0 BEM, MEF-MLGFM
e Trefftz-MLGFM.

Tabela 4 — Comparagdo BEM, MEF-MLGFM e Trefftz-MLGFM.

r Analitica BEM* MEF-MLGFM** | Trefftz-MLGFM
0.15 853.76 854.00 854.23 853.36
0.20 750.00 750.00 750.12 750.06
0.25 669.52 669.40 669.65 670.39
0.30 603.76 603.60 603.81 603.90
0.35 548.16 548.00 548.20 545.41

*Skerget &Brebbia (1983)
**elementos quadraticos para aproximar projecdes da Fun¢do de Green.

Conclusoes

Os resultados numéricos vistos nas Tabs.(1) a (3) mostram que a implementacdo do MLGFM com calculo das
aproximagdes das projecdes da Fung@o de Green usando o Método de Trefftz Modificado foi bem sucedido. A
dificuldade encontrada para uso desta nova técnica esta na colocagdo dos pontos de referéncia necessarios para os
calculos do Método de Trefftz Modificado. Especial atencdo deve ser dada a este fato. Técnicas adaptativas para
obtencdo da melhor colocagdo destes pontos ¢ uma nova frente de pesquisa a ser estudada.

Como pode ser visto nas Tabs.(1),(2) e (3), os resultados do Trefftz-MLGFM s#o bastante precisos.
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Abstract. The Modified Local Greens Function Method (MLGFM) is an integral technique that has been used to solve
several problems of continuum mechanics in the last decade. This method may be understood as an extension of the
Galerkin Boundary Element Method, and its main feature is to make use of the properties of a Greens Function
projection associated to the problem, without its explicit knowledge. This paper has the purpose of presenting (at first
time) the determination of the Green’ function projections using the Trefftzs method for MLGFM implementation.
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Resumo. Este trabalho apresenta um modelo para estudar a influéncia do acoplamento termomecdnico sobre o comportamento
mecdnico em estruturas trelicadas elasto-viscopldsticas considerando o efeito de Dano. O comportamento da estrutura foi estudado
utilizando-se dois modelos baseados na teoria de variaveis internas: um modelo anisotérmico onde a influéncia da equagdo da
energia é considerada e um modelo isotérmico onde esta influéncia é desprezada. Apesar de ser um problema ndo linear e
acoplado pode-se mostrar que técnicas numéricas simples podem ser usadas se uma decomposi¢do aditiva for aplicada. O método
de decomposicdo do operador adotado no trabalho separa o problema original que é altamente acoplado em dois subproblemas
desacoplados: um problema eldstico resolvido através do Método dos Elementos Finitos e um problema termopldstico resolvido
através de um esquema de Runge-Kutta de quarta ordem. A solugdo destes dois problemas em seqiiéncia permite uma aproximagdo
para o problema global inicial. Foram realizadas simulagdes simples com carregamentos quase-estdticos monétonos e ciclicos
considerando barras de ago 316L. Os resultados numéricos mostram que parte significativa do trabalho pldstico é transformado em
calor, resultando numa variagdo de temperatura que pode afetar tanto o comportamento mecdnico como a vida util do material.

Palavras chave:. viscopldasticidade, acoplamento, termomecdnico, Dano.
1. Introducio

A grande maioria dos modelos propostos para a simulacdo do comportamento de materiais metalicos sob regime
elasto-viscoplastico ou elasto-plastico tratam os fendmenos mecénicos e térmicos isoladamente, supondo que ndo
existam interacdes entre eles. Porém, pode-se observar que em certas situagcdes que envolvam deformacgdes inelésticas,
se produz uma quantidade de calor substancial e o acoplamento entre os fendmenos térmicos € mecanicos devem ser
considerados.

Este acoplamento vem incentivando estudos para a obtencdo de equagdes constitutivas que permitam a inclusdo de
um acoplamento global que iremos chama-lo de termomecanico (Pacheco, 1994; Barbosa et al, 1997), e procedimentos
numéricos para tratar o sistema de equacdes acopladas do problema (Simo & Mihe, 1992; Pacheco, 1994; Stabler &
Baker, 2000). Desta maneira € possivel obter modelos que permitam previsdes mais realistas sobre o comportamento
dos materiais.

A teoria constitutiva apresentada possui um enfoque baseado na mecédnica dos meios continuos com variaveis
internas (Lemaitre & Chaboche, 1990) onde realiza-se uma modelagem do comportamento mecanico de barras de ago
316L, inicialmente a temperatura ambiente, submetidas a carregamentos mondtonos ou ciclicos.

O objetivo do presente trabalho ¢ analisar, através de resultados numéricos, a importancia da equacio da energia,
através dos seus termos de acoplamentos termomecéanicos, no comportamento mecanico da estrutura utilizando um
modelo de dano continuo para simular o comportamento de um sistema de barras ineldsticas. O modelo aqui
desenvolvido sera usado na simulagdo de uma trelica elasto-viscoplastica considerando todos os termos de acoplamento
termomecanico.

Utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais desenvolve-se o sistema de equagdes ndo lineares para o problema de
evolugdo quase-estatica de uma treliga elasto-viscoplastica. Para a aproximagio da solugdo do problema, propde-se uma
técnica numérica simples baseada nos Métodos de Decomposi¢do do Operador (Operator Spliting Methods) e
algoritmos seqiienciais associados (Carvalho,1993; Armero & Simo, 1992). O M¢étodo consiste numa decomposi¢ido
aditiva das equacdes elasto-viscoplasticas originando um algoritmo do tipo preditor e corretor. Este algoritmo implica, a
cada passo, na solu¢do de um problema elastico isotérmico, resolvido pelo Método dos Elementos finitos, seguido da
aplicagdo de um algoritmo termoplastico consistindo na solucdo de equagdes diferenciais ordinarias cujo método de
solucdo utilizado foi o de Runge-Kutta.



Proceedings of COBEM 2001, Solid Mechanics and Structures, Vol. 16, 326
2. Equacdes Constitutivas com Dano

Para uma modelagem completa do material estudado, além dos principios basicos que formam os principios
fundamentais da termomecanica sdo também necessarias informagdes adicionais que o caracterizem. Essas informagodes
sdo dadas através de um conjunto de equacdes, de natureza empirica, chamadas de equagdes constitutivas. O grau de
detalhamento da modelagem € fun¢@o da escolha destas equagdes.

As equagdes constitutivas utilizadas para descrever o comportamento ineldstico do material, assim como o modelo
de dano, sdo derivados a partir de uma teoria constitutiva de varidveis internas com forte respaldo termodindmico. A
teoria constitutiva aqui apresentada, também abordada em Pacheco (1994) e em Costa Mattos (1988), permite descrever
um grande numero de comportamentos mecéanicos inelasticos numa mesma estrutura matematica.

A Teoria sera apresentada dentro do contexto termodindmico unidimensional, associando-se variaveis de estado aos
diferentes mecanismos que intervém durante o processo de deformacdo. O conjunto de equagdes constitutivas do
modelo sdo dadas por (Pacheco, 1994):

s =(1-D)E[(e-e”)-a(q-q,)] M

e'P—<|S -X|-R-(1-D)s, >n s-X
k

s -X] @
p=le"| 3)
¢ =" -@3)j /) Xp )
¢y =eP-@B)i y/ay)Xyp ®)
b ©

p e ¢ sdo variaveis internas associadas respectivamente ao endurecimento isotrdpico R e ao endurecimento cinematico

X, € é deformagdo total, €P a deformacdo plastica, 8 a temperatura absoluta, D ¢ a varidvel interna de dano relacionada
~ . D ., e A R . . ., . N .

com a degradacdo do material, e B~ € a “for¢a termodindmica” associada ao dano. As demais variaveis sdo coeficientes

constitutivos considerados com tendo uma dependéncia linear com temperatura (Pacheco, 1993).
Considerando o caso adiabatico, sem geragdo de calor e sem convecgdo a equacdo da energia pode ser escrita
como:

rcq':d1 +acpT

0
onde c. representa o calor especifico.
O acoplamento interno (d;) e o acoplamento térmico (acpT) podem ser escritos respectivamente da seguinte forma,
d =seé’ -Rp-X¢ + B D
1 ®)
D
acpT =q %i(e -ep)+ﬁp+(z/3)ﬂc- 18 D%
q 1q g 1q o

O acoplamento interno estd associado a poténcia dissipada devido ao trabalho de deformagdo pléstica e o
acoplamento térmico estd associado a dependéncia dos coeficientes constitutivos com a temperatura.

3. Trelica Elasto-viscoplastica com Dano

A estrutura considerada consiste em uma treliga elasto-viscoplastica composta por 3 barras com sec¢éo transversal
constante e 4 nds . Onde se aplica uma forga prescrita F(t) .
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Figura 1. Trelica simples

Considerando as hipdteses de carregamentos quase-estaticos na trelica e deformagdes homogéneas em cada barra, ¢
possivel mostrar que o problema se reduz a encontrar, a cada instante t e em cada barra, os deslocamentos nodais, as
deformagdes plasticas, a temperatura ¢ um conjunto de variaveis internas = (p,c) de forma que as equagdes (1)-(5)
sejam sempre satisfeitas. Utilizando-se como base para o Método dos Elementos Finitos, o Principio dos Trabalhos
Virtuais e seguindo os mesmo desenvolvimento descrito em Carvalho, 1993, obtém-se o seguinte sistema algébrico a
ser resolvido:

E_U:£+E’+gq (10)

Na equagdo (10) acima, U ¢ o vetor dos deslocamentos nodais e R é o vetor dos esforgos aplicados nos nds. Sendo
R os esforgos provenientes da deformagdo plastica e R® os esforcos provenientes do efeito causado pela variagdo de

temperatura. K é a matriz rigidez global de toda a estrutura.

A equagdo (6) juntamente com as equacdes constitutiva e equagdo da energia formam o problema de valor inicial a
ser resolvido. As seguintes condigdes iniciais foram adotadas

Para t=0: €’ =s =b =e=p=X=Y=0;,q=293K
4. Algoritmo Solucio

Apesar da generalidade e sofisticacdo das equagdes constitutivas consideradas neste trabalho, técnicas numéricas
relativamente simples podem ser utilizadas para se obter uma solu¢do aproximada do problema descrito pelo conjunto
de equagdes (1 -7 ) e (10) conseguindo ainda uma boa estabilidade e precisdo nos resultados obtidos.

Para a aproximacao da solug¢do dos problemas de evolugdo quase-estatica, em trelicas elasto-viscoplasticas, propde-
se uma técnica numérica simples baseada nos Métodos de Decomposi¢do do Operador (MDO - Operator Spliting &
Fractional Step Methods) e algoritmos seqiienciais associados (Product Formula Algorithm) (Carvalho,1993; Armero,
& Simo, 1992; Stabler & Backer, 2000). A idéia basica do método consiste numa decomposi¢io aditiva das equagdes
do problema original numa seqiiéncia de outros mais simples do tipo preditor/elastico e corretor/termoplastico de forma
que possam ser aplicados métodos numéricos classicos dos quais se conhe¢a bem o comportamento de estabilidade e
convergéncia. Este algoritmo implica, a cada passo, na solu¢do de um problema elastico isotérmico, resolvido pelo
Método dos Elementos Finitos, onde se calcula o campo de deformacgéo total e de tensdo, considerando que as variaveis
B, €, 8 ¢ D niio evoluam, seguido da aplicagdo de um algoritmo termopléstico consistindo na solu¢do de equagdes
diferenciais ordinarias cujo método de solucdo utilizado foi o de Runge-Kutta ou o de Euler onde neste passo processa-
se a evolugdo das varidveis o, B, €, 8 € D. O algoritmo global assim obtido permite uma aproximagdo do problema
geral, e segundo alguns autores (Marchuck, 1983; Chorin et al, 1978; Ortiz & Taylor, 1983 ), possui propriedades de
estabilidade e de consisténcia se cada algoritmo independente igualmente a possuir.

O algoritmo global com o esquema iterativo, estd mostrado na logo abaixo. Foi considerado um valor critico para o
dano de 0,9, pois para valores acima deste, o material praticamente ja atingiu seu limite de vida podendo ocorrer, caso
se considere valores maiores de dano, problemas numéricos.

Algoritmo:

i) n=1; &y ,B, 0 eDgsido conhecidos em cada barra
ii) Estimativa elastica
Epn = Spn—l ; Bn = Bn—l 5 en = en—l € Dn = Dn—l
iii) Calculo da matriz rigidez K( D, ) =K,
iv) Calculo de FP(e?,) =FP,
v) Célculo de F%(8,) =F®,
vi) Célculo de U, , solugdo do sistema pelo Método dos Elementos Finitos :
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Ka)(Un) =FPo+ (Fy) + (F%)

K é uma matriz simétrica e positiva definida
vii) Célculo das deformagdes (&,”) associadas aos deslocamentos nodais (Un)
x) Calculo das forgas termodindmicas em cada barra (a,), (BHB) através das equagdes de estado.
xi) Verificar para cada barra se

s -X|-Y-(1-D)s, - F, <0
1.xi) sim J Processo Eléstico:
Epn = 8pn—l ; Bn = Bn—l 5 en = en—l € Dn = Dn—l
Vé para xiii)
2.xi) ndo [0 Problema de Evolugéo viscoplastica:
Calculo das taxas das variaveis internas €7 , B ,? e D,

Calculo de &,° ; B, ; 6, e D, (Método de Euler ou Runge-Kutta)
Xii) Dy <Deritico ?
1xii)) sim0 continue

2xii)) ndo [ Fim
xiii)) n=n +1
xiv) Critério de parada : n > numero maximo de passos ?
lxiv) sim[ Fim
2xiv)  ndo U volte para (ii)

Os algoritmos de solucdo foram implementados utilizando-se o software MATLAB (Hanselman & Littlefield,
1999) onde também foi desenvolvida uma interface grafica para uma melhor interagdo com o usuario do programa.

5. Resultados Numéricos

Foram obtidos resultados numéricos de simula¢des com carregamentos em forca prescrita aplicados na estrutura
trelicada constituida de barras de aco austenitico 316L. O parametro constitutivo Sy associado ao dano foi considerado
constante em todas as simula¢des com valor igual a 30 GPa. Os demais coeficientes de constitutivos podem ser obtidos
em Barbosa et al. (1997).

Com o objetivo de avaliar a influéncia do acoplamento termomecanico no comportamento das barras foram
estudados os seguintes modelos:

1.  Anisotérmico : onde a equagdo da energia é considerada no modelo.

2. Isotérmico : desconsideramos a equagdo da energia no modelo.

5.1 Carregamento Monétono

Para a simulago com carregamento mondtono linear foi utilizado um coeficiente angular de 3.9x10” N.s. A forga ¢
prescrita no né 4 da trelica conforme mostra a figura 1. Pela Devido a sua maior solicitagdo as figuras a seguir sdo da
barra 2.

Nas figuras 2 e 3 mostra-se a evolu¢do da tensdo e da deformagao plastica acumulada (p), respectivamente, para o
caso descrito monotonamente. A varidvel (p) representa a histéria de deformacdo do material, logo quanto maior a
deformac@o plastica acumulada mais comprometida estard a vida do material. Observa-se um amolecimento mais
significativo para o modelo anisotérmico.

Na figura 4 mostra-se a evolugdo da temperatura. Observa-se um aumento de aproximadamente 250 K, valor
bastante significativo ocorrido principalmente devido aos termos de acoplamento interno relacionados ao dano e a
deformagdo plastica. O aumento de temperatura provocado pela deformagdo plastica promove uma diminuigdo da
resisténcia mecanica do material que por sua vez promove uma maior deformagdo plastica gerando uma maior
quantidade de calor. Este processo de retroalimentagdo é acelerado com a inclusdo da variavel de dano ao modelo.

A evolugdo da varidvel de dano até um valor final de 0,9 (associado a ruptura da barra) é mostrada na figura 5,
observa-se que considerando o acoplamento termomecénico a degradagdo do material é acelerada.

Os graficos apresentados tiveram um tempo de simulacdo até alcancarem o dano critico de 14,3 segundos para o
modelo anisotérmico e 15,7 segundos para o modelo isotérmico, ou seja, uma redugdo do tempo de vida com a presenca
do acoplamento de 1,4 segundos.

Através das varidveis de dano e de deformac@o plastica observa-se uma pequena diferenga de comportamento para
os casos com ¢ sem a presenca da equacdo de energia. Para o caso sem a consideragdo dos acoplamentos
termomécanicos obteve um erro de previsdo da vida do material de 8,9 %.
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5.2 Carregamento Ciclico

Neste caso a trelica do caso anterior ¢ submetida a carregamento ciclico do tipo triangular conforme mostra figura
6. O periodo do ciclo ¢ de 0,5 segundos e a forca méaxima € de 4,9 MN.s que corresponde a 0,54% de deformacio total
na barra 2 no primeiro ciclo.

Na figura 7 mostra-se os graficos da tens@o com o tempo para os ultimos ciclos de carregamento. Pode-se observar
o efeito de amolecimento gerado pelo acréscimo da equagdo da energia ao modelo.

A figura 8 apresenta o comportamento global dos ciclos de tensdo com o tempo para o modelo anisotérmico. Nota-
se no inicio da simulagdo um aumento na amplitude da tensdo que ocorre devido ao efeito de endurecimento ser
predominante. Quando a evolug¢do do dano torna-se significativa, a amplitude de tensdo cai, estabilizando-se num
patamar constante.

Na figura 9 ¢ mostrada uma comparagdo entre o primeiro e ultimo ciclo de simulacdo da curva tensdo-deformagio
plastica. Pode-se notar que no ultimo ciclo a barra ndo apresenta histerese plastica mostrando uma tendéncia do
material estabilizar elastico para as condi¢des de carregamento dado.

A evolugd@o do dano para os casos anisotérmico e isotérmico para a barra 2 € visualizado na figura 10. Observa-se
que para o caso ciclico prescrito em forca, a diferenca da variavel de dano ente os casos foi insignificante.

A evolugdo da temperatura encontra-se na figura 11. Observa-se uma variagio de temperatura de aproximadamente
70 graus devido principalmente ao termo de acoplamento interno associado a deformagio plastica.
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De um modo geral, verifica-se que para a simulagdo apresentada que os modelos com ¢ sem a equagio da energia
apresentam tempo de vida diferentes: o caso anisotérmico para a barra 2 chegou ao dano critico aos 363.726 segundos
(727.452 ciclos) e o caso isotérmico chegou ao limite maximo de interagdes 1000 segundos (2000 ciclos) e ndo atingiu
o dano critico estabilizando-se sem apresentar ciclo de histerese plastica, ou seja , obtendo estimativa de vida infinita
visto que o dano nfo iria aumentar. Apesar desta diferenga na previsdo de vida observa-se que a degradacéo para ambos
os modelos foi praticamente idéntica.

E interessante notar também que as diferengas de comportamento foram observadas para uma amplitude muito
pequena de deformagdo plastica.

6. Conclusoes

Este trabalho utilizou um modelo baseado na teoria das varidveis internas para estudar o efeito do acoplamento
termomecanico no comportamento de uma estrutura treligada composta de barras de ago inox 316L, submetida a cargas
ciclicas e mondtonas.

Uma formulagdo constitutiva termodinamicamente consistente foi considerada através de um modelo de dano
continuo acoplado a lei de comportamento do material em estudo.

Apesar de ser um problema de dificil solu¢do devido a sua complexidade e carater altamente ndo-linear, mostrou-se
que solugdes numéricas podem ser facilmente obtidas, a partir de métodos classicos, se a técnica de parti¢do do
operador for aplicada.

Nos exemplos apresentados no trabalho constatou-se um aumento de temperatura provocado pelo processo de
deformacgdo plastica que levou a uma diminuicio da resisténcia mecénica do material, que por sua vez desenvolveu uma
maior deformagio plastica, gerando uma maior quantidade de calor reduzindo em 8% a vida util do material para o caso
monoétono.

Para o caso ciclico prescrito em forg¢a foi obtido um tempo de vida do material, para o modelo anisotérmico, de 1/3
do tempo de vida para o modelo isotérmico. A consideragdo da equacdo da energia levou o material a antes de
estabilizar-se elastico romper-se, 0 que ndo acontece para o caso isotérmico onde o material se estabiliza eldstico antes
do dano critico ficando com tempo de vida infinito. Apesar desta diferenga na previsdo de vida observa-se que a
degradacio para ambos os modelos foi praticamente idéntica.
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COUPLING 1IN ELASTO-VISCOPLASTIC TRUSS WITH

Abstract. A model with internal variables is presented to study the thermomechanical coupling effects on a metallic viscoplastic
truss subjected to quasi-static loading. Metallic components submitted to cyclic loading, part of the plastic work is transformed into
heat, resulting in a temperature rise, which affects the mechanical behavior of the material. In cyclic analysis of metallic structures,
usually the hypothesis of isothermal process is adopted. A damage variable is introduced in the model to study the influence of the
thermomechanical coupling in processes involving the degradation of the material. Simple numerical solutions are obtained when an
Operator Spliting Technique is used. Numerical simulations of a 316 L stainless steel truss are presented and analyzed. The present
work shows, through simple examples, that simplifying isothermal hypothesis can be inadequate when inelastic deformations are

involved.

Keywords. viscoplasticity, coupling, termomechanical, Damage.
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Resumo. A modelagem numérica da propaga¢do de trincas é uma situagdo complexa que envolve dificuldades considerdveis,
devido, entre outros problemas, as dificuldades na simulagdo da transi¢do do meio continuo ao descontinuo Neste estudo se
apresenta uma comparagdo entre resultados experimentais obtidos com um corpo de prova de vidro e o estudo com dois métodos
numeéricos essencialmente diferentes: o método dos elementos finitos, e o método dos elementos discretos. Conclusées sdo
apresentadas sobre as vantagens e as desvantagens dos métodos empregados para realizar estas simulagoes.

Palavras chave:. Fragil, Fratura, Propagacdo da Trinca, Fator de Intensidade de Tensoes

1. Introducao

Muitos critérios tradicionais de dimensionamento sdo baseados em limitar a tensdo maxima na secdo critica do
componente ou estrutura ao valor da tensdo de seguranga, que ¢ normalmente a tensdo maxima admissivel dividida por
um coeficiente de seguranga.

Entretanto, projetos de crescente sofisticacdo e razdes de economia criaram a necessidade de melhor compreensdo
do comportamento dos materiais nas condi¢des de servico, e em particular dos problemas de fratura e fadiga.

O fendmeno da propagagdo instavel de fissuras foi estudado pela primeira vez nos anos 20, com o trabalho de
Griffith (1920) sobre o valor tedrico e experimental da tensdo de fratura de um sélido fragil.

A analise pela Mecanica da Fratura de estruturas fissuradas da resposta ao problema da seguranga operacional.
Basicamente, o problema consiste na obtengao de uma estimativa quantificada do comportamento da fissura observada,
ou de cuja existéncia se suspeita: ou esta permanece com dimensdes inferiores as criticas durante o periodo de servigo
seguinte, ainda que aumente estavelmente de dimensdes durante esse periodo, ou se propaga instavelmente, e nesse caso
¢ necessario tomar providéncias preventivas.

A motivacao deste estudo ¢ realizar a simulacdo numérica do caminho que percorrera a trinca ao se propagar,
informagao de importancia para poder evitar o colapso da estrutura.

Nesse trabalho analisou-se uma estrutura de vidro com uma geometria simples, bi-apoiada, submetida a um
carregamento estatico (aplicado lentamente) uniformemente distribuido e descentrado, comparando qualitativamente os
resultados obtidos com o ensaio experimental realizado.

2. Propagacio de trincas utilizando o método dos elementos finitos

O método dos elementos finitos se baseia na idéia de dividir o continuo em um niimero finito de pequenas regides,
denominadas elementos finitos, mas mantendo a idéia basica inicial de meio continuo. Segundo apresentado por
Carvalho et. Al (1999), existem diversos métodos que permitem prever a diregdo de propagacdo de uma trinca, como a
maxima tensdo circunferencial (Ggns ), @ maxima taxa de liberagdo de energia potencial (Goysy) Ou @ minima densidade
de energia de deformagdo (Sgmsx). O método utilizado pelo programa é a maxima tensdo circunferencial.

2.1 Teoria de propagacao da trinca segundo a maxima tensao circunferencial
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O critério da maxima tensdo circunferencial ¢ relativamente simples de ser deduzido, apresentando uma solugdo

fechada.
As tensdes na ponta da trinca para o modo I e II sfo dadas pela soma das tensdes obtidas para cada modo

separadamente (solucdes de Westergaard). Como resultado s@o obtidas as seguintes equagdes em coordenadas polares.
A representacdo fisica dos coeficientes das Eq. (1-3) ¢ visualizada na Fig. (1):

G, = Zlcos[gj{K, {1 +sen’ (e2ﬂ + %K” senf —2K tan(ij} (1
o

G, = L cod 2 K, cosz(e —EK,, sen0 ()
2nr 2 2) 2

T, = ! cos(ej[K, send + K, (3cos0 —1)] A3)
2nr 2

Onde:

r, 0: distancia e angulo no sentido anti-horario medidos da ponta da trinca ao ponto que se deseja analisar;
K : coeficiente de intensidade de tensdes para o modo I;

Kj : coeficiente de intensidade de tensdes para o modo II;

o, :tensdo normal na dire¢ao radial;

Oy : tensdo normal na dire¢do circunferencial;

T,0 . tensdo de cisalhamento.

=t

Ponta da Trinca

Figura 1. Tensoes circunferenciais na ponta da trinca, Carvalho et. al. (1999).

O critério da méaxima tensdo circunferencial estabelece que:

- A extensdo da fissura se iniciara na sua ponta, na direcao radial;

- A extensdo da fissura se iniciara em um plano perpendicular a dire¢do onde Ggs € maxima e logo, T, = 0;

- A extensdo sem fadiga ocorrera quando Gy, atingir um valor critico correspondente a uma constante do material.
(Kic para o modo I).

Introduzindo as condigdes antes citadas nas expressdes (1), (2) e (3) e resolvendo as mesmas € possivel obter os
seguintes limites superior e inferior, em moddulo, do angulo de propagagdo da trinca, bem como seus valores
intermediarios, dados respectivamente pelas expressdes a seguir:

0=0° 4)
0 =+70,5° (5)
2
K K
0 =2arctan %K—’i (’J +8

i

(6)
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O sinal do angulo nas expressdes (5) e (6) ¢ dependente do sinal de K. Se Ky >0 = 0 < 0. Por outro lado, se
Ky <0 = 0> 0. Maiores detalhes sobre a deducdo dos limites apresentados nas expressdes (4), (5) e (6) podem ser
encontrados em Carvalho et. al. (1999)

O modelo de propagacdo da trinca descrito acima esta implementado em um software que calcula as condigdes de
equilibrio do sistema utilizando o Método dos Elementos Finitos, FRANC2D (1999), desenvolvido na Universidade de
Cornell. O mesmo permite simular processos bidimensionais de propagagdo de fissuras, baseado em uma estratégia de
geracdo adaptativa de malhas de elementos finitos.

A metodologia de calculo utilizada no software é relativamente simples, caracterizada por 6 passos basicos:

- Analise do modelo pelo método dos elementos finitos;

- Calculo dos fatores de intensidade de tensio;

- Determinagdo da diregdo de propagacao da trinca e a nova localizagdo da ponta da fissura;

- Delecao da malha de elementos finitos adjacente a extensdo da trinca;

- Atualizagdo da geometria da trinca;

- Remalhamento automatico.

Cada um desses passos ¢ executado automaticamente. Cabe ao usudario entrar apenas a geometria, as condigdes de
contorno, ¢ o comando para se iniciarem os calculos.

Para a analise estrutural ¢ empregado o método padrdo de elementos finitos, usando elementos isoparamétricos
triangulares ou retangulares com fungdes de interpolacdo quadraticas. As equagdes da elasticidade linear infinitesimal
sdo assumidas durante o processo de propagacdo. Essa hipotese ¢ valida, pois € necessario fornecer também ao
programa o incremento da trinca a cada iteragdo, que deve ser um valor pequeno (da ordem de milimetro) para se obter
resultados coerentes. Assumindo um tamanho inicial da trinca, o programa pode calcular o fator de intensidade de
tensdes. Elementos do tipo “quarter-point” sdo usados para capturar o estado de tensdo-deformagao na ponta da trinca.

O fator de intensidade de tensdes calculado ¢ entdo empregado para determinar a préoxima configuracdo no processo
de propagacdo. Isto ¢ feito em duas etapas:

- Inserindo o fator de intensidade de tensdes na teoria de propagagdo, que prediz a mudancga incremental no angulo
de propagacio, e determina a estabilidade local;

- Se a trinca esta instavel, ou se a estabilidade ndo esta sendo verificada, a localizagdo da nova ponta de trinca é
solicitada. Essa nova ponta deve ser verificada quanto a estabilidade, e os calculos sdo refeitos pelo programa.

A modelagem da geometria resultante desses passos é executada eficientemente porque a estrutura de dados do
programa usa a topologia de uma malha de elementos finitos para descrever a geometria do modelo. A “topologia”
descreve as relagdes entre as diferente entidades topologicas, como vértices, furos, etc. A capacidade de mudancgas
locais na malha em uma regido ao longo do caminho de propagacdo da trinca possibilita tragar a evolugao da trinca sem
nenhuma perda de informagao estrutural das demais regides, tais como geometria, condi¢des de contorno e propriedades
de material.

Maiores detalhes sobre o processo de remalhamento utilizado pelo software podem ser verificados no trabalho de
Bittencourt et al (1996).

3. Método dos elementos discretos

Este método ¢ baseado na discretizagdo espacial do continuo, utilizando elementos de barra que formam uma trelica
espacial, onde se faz uma equivaléncia mecanica entre o comportamento dessas barras e o meio continuo que se deseja
representar.

As equagdes de movimento resultantes sdo desacopladas (a matriz de massa ¢ diagonal e o amortecimento ¢
proporcional a massa) e sdo integradas no tempo, utilizando o Método das Diferengas Finitas Centrais.

Cada n6 tem 3 graus de liberdade (deslocamentos nas 3 diregdes). As massas sdo unidas por elementos
longitudinais e diagonais de comprimento Lc e /3 L /2 respectivamente. A treliga ¢ formada por um conjunto de

modulos cubicos regulares mostrados na Fig. (2). Se o meio for isotropico elastico e linear, o coeficiente de Poison é
v =0,25 e a area das barras longitudinais internas ¢ calculada usando a Eq. (7).

Ly

Figura 2. Arranjo ctbico: (a):mddulo basico, (b) composi¢do de prismas.
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9+8
=1 — (7)
18+ 24n
Onde:
n=8v (4-8v) sendo v o mddulo de Poison. Para os elementos diagonais tem-se:
2n(9+8
A, =L =270 (9+8n) (8)

“J3(18+24n)

No caso em que v ¢ diferente de 0.25 a equivaléncia entre 0 modelo so6lido e o reticulado nado ¢é perfeita. Assim,
pequenos erros sdo introduzidos no modelo.

No dominio temporal, se utiliza um esquema explicito de integragdo numérica. Em cada passo de integragdo , se
resolve para cada n6 uma equagao de equilibrio do tipo:

mdzui +c%—f 9)
d’t dt
Onde:

m: massas nodais;

c: coeficiente de amortecimento proporcional a massa;

u; : sdo as componentes do vetor de coordenadas nodais em relagdo aos trés eixos de referéncia X;;

f: componente das forgas internas (aplicadas pelas barras que concorrem a um no) e externas.

Este método tem sido aplicado com sucesso no estudo de materiais suscetiveis de fraturar, onde a hipotese dos
meios continuos, base dos métodos numéricos tradicionais (elementos finitos e de contorno) ¢ violada.

3.1.Defini¢ao do critério de ruptura e da relacio constitutiva elemental (RCE)
A relag8o constitutiva de cada barra tem a seguinte forma:
Forga = fungdo(deformagéo da barra) (10)

Considerando que o material em estudo tem comportamento fragil, a mecéanica linear da fratura pode ser aplicada.
O fator intensidade de tensdes (K;), pardmetro de comparagdo da mecanica da fratura pode ser escrito como:

K,=y-f a (11)

Onde:

f; :tensdo de controle critica;

X : parametro que depende da geometria do problema;

a: comprimento da trinca.

Considerando o comportamento linear até a ruptura (f; = €, * E) e considerando estado plano de deformagdes,
verifica-se que pode ser escrita uma expressdo para a deformagao critica, mostrada na Eq. (12):

G, 1/2
S”ZR"{E. 1iv2 } (12)
Onde:
KL fiv?)
G, =—L(1-v? 13
= (13)

e Ryé um “fator de falha” definido como:

R. = !

A partir dessas definigdes, pode-se adotar um diagrama bi-linear para a relagdo constitutiva elementar (RCE),
ilustrado na Fig. (3):

(14)
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iF b kE
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Figura 3. Relag@o constitutiva elementar das barras do reticulado: a) Diagrama constitutivo adotado com seus
parametros de controle; b) Esquema para a carga e descarga (Rocha, 1989)

Os simbolos usados na Fig. (3) tém o seguinte significado:

F: forga axial que atua na barra, fungdo da deformagao ¢,, sendo P, o valor dessa for¢a associado a ,;

E, : rigidez axial pelo comprimento da barra, E, ou E, , conforme a topologia da barra (normal ou diagonal);

g, deformacdo critica de ruptura. E a deformagio na qual o material comega a romper;

k; [ductilidade]: trata-se de um pardmetro que permite calcular a deformacéo para a qual a barra ndo transmite mais
esforgos de tragdo (e, =k; - &);

k — cr (15)

L. : Comprimento critico das barras, Eq. (16);

Lc : comprimento das barras normais;

Ayg : area de influéncia da barra, ou seja, area de fratura associada a sua ruptura. Pode ser expressa na forma

Ar=cy- Lc? , onde ¢, é um coeficiente geométrico proprio do modelo, com valor definido como 0,1385, para as

barras normais, conforme Hayashi (1982);

G¢ : Energia de fratura especifica do material, mostrado na Eq. (13);

E importante observar que ¢,, E, P, e Gy sdo considerados propriedades exclusivas do material; A; e Lc sdo
propriedades exclusivas do modelo e os parametros k; e E, dependem tanto do modelo quanto do material.

Submetida a compressdo, a barra tem um comportamento linear eldstico, sendo que a ruptura do modelo global
quando comprimido devera ocorrer por tracdo indireta, causada pelo efeito de Poison.

E importante destacar que a forma como se modela o efeito de abrandamento (“strain-softening”) é fundamental
para uma correta representagdo do fendmeno de ruptura de um material fragil. O efeito de abrandamento presente no
diagrama adotado tem como principal objetivo condicionar a quantidade de energia a ser consumida durante a ruptura
do material.

Observa-se também que quando uma barra rompe, nem toda a energia elastica ¢ consumida no processo de ruptura.
Parte dessa se preserva sob a forma de energia cinética e elastica nas duas por¢des em que o elemento se divide. Como
ndo ¢ possivel se ter esta subdivisdo para o elemento isolado ja que as massas estdo concentradas nos nés, € nao
distribuidas no comprimento da barra, isto se traduz em uma limitagdo do comprimento L¢. Esta restrigdo se reflete no
fato de que toda a energia elastica deve ser consumida pelo processo de fratura da barra. Para que isto se verifique, o
fator de ductilidade kr deve ser maior do que 1. Pode-se definir entdo um comprimento de barra critico L, , Eq. (16)
como sendo um limite maximo no nivel de discretizagdo para que o modelo computacional funcione corretamente,
mostrado por Rocha (1989).

- 2-@-(}1};“) (16)
o.
Onde:
o= (9+86) (17)
(18+245)

9
- 18
8 %) (18)
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Este método tem sido utilizado com sucesso na simulagdo do comportamento mecéanico de materiais frageis como
concreto e concreto armado, assim como em solos. Maiores detalhes sobre o método e suas aplicagdes podem encontra-

se em (Hashasi, 1982; Rocha, 1989; Riera & Rocha; 1991 e Iturrioz, 1995), sendo que nestas referéncias podem
encontrar-se os antecedentes do método e aplicagdes feitas por outros centros de pesquisa.

4.Descricdo do ensaio realizado

Com o intuito de comparar a eficiéncia dos modelos numéricos apresentados neste trabalho na determinagdo do
caminho seguido pela trinca, realizou-se um ensaio mecanico em um corpo de prova de vidro, cujas dimensdes sdo
apresentadas na Fig. (4), bem como as condi¢des de apoio e de carregamento. Foram consideradas as seguintes
constantes elasticas, extraidas do Nucleo de Design e Selecdo de Materiais (NDSM/UFRGS 2000):

Mbédulo de Elasticidade (E): 6.76x10"N/m? , coeficiente de Poison (v): 0.24, Kic: 600000 a 760000 Nm™>
40

Y
-,
Tp!
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f
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Figura 4: “layout” do corpo de prova ensaiado. a) descricdo geométrica (espessura do corpo de prova: 10 mm),
b) condigdo de carregamento e apoios.

hidraulica.

O ensaio consistiu em aplicar lentamente uma carga monotonicamente crescente até a trinca induzida no corpo de
Na Fig. (5) se apresenta a fotografia do corpo de prova antes de realizar o ensaio € 0 mesmo montado na prensa

prova propagar-se em forma instavel; a pré-trinca induzida foi de 2 mm de comprimento.

&

a)

b)

Figura 5. a) Fotografia do corpo de prova, b) amostra montada na prensa.

A carga de ruptura obtida foi de 8697N. Na Fig. (6) ¢ mostrada a configuracao final da placa apos o ensaio.

a) b

Figura 6. a) Corpo de prova apds o ensaio; b) propagagdo da trinca no software FRANC2D.
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Foram realizados dois ensaios sendo que um destes foi desconsiderado devido a excentricidade da carga aplicada, que
modificou o mecanismo de ruptura do corpo de prova. Uma analise experimental mais completa seria necessaria para a
confirmagdo do padro de ruptura obtido no tinico ensaio relevante.

5. Modelos numéricos implementados e comparacéo de resultados
5.1. Modelo com elementos finitos

Foi considerado um modelo de estado plano de deformacgdes, utilizando elementos isoparamétricos quadraticos de 8
nos.

O programa utilizado FRANC2D ¢ interativo e permite varias facilidades na andlise do modelo. A malha de
elementos finitos é gerada no software CASCA, distribuido no mesmo pacote. Todas as operagdes de ambos os
programas sdo descritas com detalhes no manual do programa, distribuido eletronicamente juntamente com o software.
Cabe salientar que o programa permite também medir a vida util por fadiga do modelo, utilizando a regra de Paris.

O programa permite obter também o fator de intensidade de tensdes para a carga de ruptura obtida
experimentalmente (P=8397N); sendo o valor de fator de intensidade de tensdes correspondente K; = 622141 Nm™? ,
valor que esta dentro da faixa de valores de K¢ obtidos como dados que caraterizam o material empregado (K¢ entre
600000 ¢ 750000 Nm™"?).

Na Fig. (7) ¢ apresentada uma vista do modelo discretizado (antes de iniciar-se o processo de propagagdo da trinca,
e uma vista do estado tensional, em termos da 1" tensdo principal.
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Figura 7. a) Vista do modelo discretizado utilizando o programa FRANC2D, b) vista do estado tensional em termos da
1 tensdo principal.

Na Fig. (8a) ¢ apresentada a configuragdo final obtida com o FRANC2D, que comparada com os resultados obtidos
experimentalmente, Fig. (6) e com os obtidos com o método dos elementos discretos, Fig. (8b) apresentam-se
satisfatorios.

b) it
Figura 8. Comparag@o entre as configuracdes finais obtidas no ensaio experimental e nos modelos numéricos;
a) Modelo obtido com elementos finitos (FRANC2D), b) modelo obtido com o método dos elementos

discretos.

5.2. Modelo com o método dos elementos discretos
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Nessa secdo ¢ descrito o método dos elementos discretos que foi implementado com intuito de simular o corpo de
prova em questdo. Devido ao fato de essa analise ser de carater qualitativo, estando interessados na configuragdo final
da placa fraturada, o corpo de prova foi modelado em escala, reduzindo-o com um fator de 10, mostrado na Fig. (8a).

Dessa forma, o modelo foi discretizado com uma malha de 80 por 50 médulos de comprimento 0.1 mm. Este ¢ o
maximo tamanho de modulo possivel de empregar para este material como foi salientado em segéo anterior, (ao quebrar
uma barra toda a energia consumida deverd ser a energia de fratura dissipada ao produzir uma area fraturada
equivalente a qual a barra representa). Isto implica que os valores dos parametros descritos devem ser os apresentados
na Tab. (1). O modelo em escala real poderia ser construido, mas acarretaria em um consideravel aumento do custo
computacional.

Tabela 1. Principais dados de entrada do modelo da placa empregando o método dos elementos discretos.

Comprimento das barras normais, L 0,Imm
Moédulo de elasticidade do vidro, E 64 x 10" N/m?
Coeficiente de Poison, v 0,24
Deformacao critica de ruptura, g, 0,91 x 107
Energia de fratura, G (calculada utilizando K; = 750000 Nm™"?, 328
limite superior encontrado para o vidro, NDSM/UFRGS (2000)) ’
Comprimento critico das barras, Lcg 0,1 x 10° mm
Ductilidade, k, 1,06

Rgc 78

Se o interesse fosse estudar a velocidade de propagacdo da fissura ou quantificar as energias envolvidas no
processo, a simplificagdo utilizada (diminuir a escala do modelo) ndo seria valida. Na Fig. (9b) se apresenta um detalhe
da configuragdo do modelo fraturado, e na Fig. (8b) € possivel observar a configurago final obtida com este método,
que comparada com o modelo experimental € com o0 modelo com elementos finitos mostra um bom desempenho.

a) b m——

Figura 9. a) Modelo com elementos discretos, b) detalhe da configuragdo final obtida; as barras rompidas foram
apagadas.

Finalmente na Fig. 10 € apresentado um balanco energético, que mostra em forma qualitativa como a energia
externa ministrada ao sistema ao aplicar a carga se transforma e ¢ dissipada durante o processo.

Balango Energético
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Figura 10: Balango energético durante o processo de propagacgdo da fissura, ENEX= Energia Externa, ENEL=Energia
elastica de deformacdo, ENGD=Energia dissipada durante a fratura, ENCN=Energia cinética.

6. Conclusoes

Neste trabalho se realizou o estudo da propagagdo de uma trinca num corpo de prova de material fragil utilizando
duas metodologias diferentes (Método dos Elementos Finitos e Método dos Elementos Discretos) e validando os
resultados através de um ensaio experimental. Desse estudo se obtém as seguintes conclusdes:

- Ambas metodologias empregadas permitiram modelar corretamente o caminho de propagacdo da fissura para a
configuracdo ensaiada experimentalmente;

- O método dos elementos finitos se apresentou mais flexivel na etapa de se definir a geometria e permitir a
realizagdo de célculos associados com esta propagacdo, como determinar a quantidade de ciclos para passar de um
estagio a outro do modelo, ou determinar o fator de intensidade de tensdes;

- O método dos elementos discretos apresenta maiores dificuldades na hora de modelar a geometria do corpo de
prova, porém permite obter informagdes que neste trabalho ndo foram exploradas, como o balango energético e a
medicdo da velocidade de propagagdo da trinca na sua fase instavel. Também seria possivel avaliar a influéncia de
diferentes taxas na aplicagdo do carregamento que, no caso de velocidades elevadas, pode mudar a configuragdo das
trincas formadas. Um estudo exaustivo seria necessario para aproveitar as potencialidades aqui citadas, permitindo o
mesmo calibrar as varidveis introduzidas como dados do modelo (g,, amortecimento, etc.). Outro aspecto ndo explorado
neste trabalho foi a possibilidade de introduzir aleatoriedade no sistema simulado (considerar a tenacidade do material
como um campo aleatdrio); todos estes temas potenciais de continuag@o desta pesquisa.

Para finalizar, é importante ressaltar que a simula¢do de fendmenos fisicos com modelos que partem de hipoteses
de trabalho diferentes resulta num saudavel costume que condiz ao fato de enxergar diferentes aspectos do fendmeno
estudado.
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Abstract. Numerical modeling of crack propagation is a very difficult problem to solve. One of the most complex problem is to
simulate the transition phase that occurs from the continuum to non-continuum environment. In this study we present a comparison
between experimental tests in a glass specimen and two different numerical methods: finite element method and discrete element
method. Finally, we present conclusions concerning to advantages and disadvantages about these methods to solve this problem.
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Resumo. Este trabalho discute alguns modelos analiticos, disponiveis na literatura, utilizados para estimar a rigidez de flanges
aparafusados. Um modelo simplificado de elementos finitos que considera as tensées de contato entre os elementos da junta é
desenvolvido. Um estudo da distribui¢do das tensoes de contato e da identificag¢do da regido do flange que contribui efetivamente
para a rigidez da junta é apresentado para diversas espessuras de flange. Os resultados dos modelos analiticos sdo comparados
com os resultados obtidos nas simulagdes numéricas, fornecendo assim informagdes uteis para o projeto mecdnico de flanges
aparafusados.

Palavras chave: Rigidez de juntas, modelagem, simulagcdo numérica, tensées de contato, elementos finitos
1. Introducao

A utilizacdo de flanges aparafusados como elementos de junta ¢ bastante comum nas mais diversas areas, como a
petroquimica e a nuclear. Estes elementos de conexdo oferecem diversas vantagens sobre outros tipos de jungdo, como a
rapidez de montagem e desmontagem. Apesar de sua ampla utilizagdo, o projeto mecanico tradicional deste elemento
conta com diversas simplificagdes o que eleva o grau de incerteza com relagd@o a sua integridade mecénica, resultando,
muitas vezes, na necessidade de se utilizar coeficientes de seguranga elevados. Para aplicagdes corriqueiras que nio
apresentem um elevado grau de criticalidade, o projeto tradicional simplificado pode ser visto como uma solugdo
adequada. No entanto, existem aplicagdes criticas, como na area nuclear e aeroespacial, onde um entendimento mais
profundo sobre o comportamento da junta se faz necessario.

O projeto mecanico tradicional de flanges aparafusados, tanto para carregamento estatico quanto de fadiga,
emprega formulagdes analiticas simplificadas baseadas no parametro fator de junta C. Este parametro depende da
rigidez do parafuso, k;, e da rigidez dos flanges, k,, além de outros elementos presentes na junta como arruelas e juntas
de vedacdo. O valor de k, normalmente ¢ estimado supondo que o parafuso seja um cilindro submetido a um
carregamento axial. Para estimativa do valor de k,, existem na literatura diversos modelos analiticos. Utilizando
geometrias simples como cilindros ou tronco de cones vazados, estes modelos procuram delimitar a regido em torno de
cada parafuso que efetivamente estaria contribuindo para a rigidez dos flanges (Osgood, 1970; Osman et al., 1976; Ito
et al., 1977; Osgood, 1979; Juvinall, 1983; Jinsong & Zhaoyi, 1988; Shigley & Mischke, 1989). Estes modelos
analiticos tém a vantagem de apresentar uma expressao explicita para o calculo de k,, com aplicabilidade limitada a
determinadas configuracdes geométricas.

Existem ainda outras caracteristicas importantes que influenciam a integridade mecéanica de uma junta, como o
valor da pré-carga imposto aos parafusos. Normalmente a pré-carga ¢ obtida através da aplicacdo de um torque de
aperto que acaba introduzindo tensdes de cisalhamento nos parafusos, reduzindo a resisténcia mecénica da junta. Além
disso, existe uma grande incerteza com relacdo ao valor da pré-carga que a junta efetivamente absorve (Blake & Kurtz,
1965; Juvinall, 1983; Dowling er al, 1988). Alguns trabalhos atuais abordam este problema propondo solugdes
alternativas capazes de reduzir o grau de incerteza (Varga & Baratosy, 1995; La Cava et al., 2000).

Neste trabalho, desenvolve-se um estudo da rigidez de flanges utilizando um modelo elastico simplificado de
elementos finitos. Utiliza-se elementos de contato para representar o contato do parafuso com o flange e o contato entre
os flanges. O objetivo deste trabalho é apresentar uma discussio sobre as principais formulagdes analiticas disponiveis
na literatura para estimar a rigidez de uma junta e identificar as caracteristicas principais e as limitagdes de cada uma.
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Os resultados das simulagdes numérica sdo usados para analisar o desempenho das formulag¢Ges analiticas disponiveis
na literatura.
2. Formulacées Analiticas
As formulagdes analiticas para o dimensionamento de flanges aparafusados, tanto para carregamento estatico

quanto de fadiga, empregam estimativas para as cargas nos parafusos e nos flanges baseadas no parametro fator de junta
C. Este parametro depende da rigidez do parafuso, 4, € da rigidez dos flanges (partes unidas), ,,, € ¢ definido como:

co_k )

onde o valor de k, normalmente é estimado supondo que o parafuso seja um cilindro submetido a um carregamento
axial. Através do valor de C ¢ possivel estimar a carga no parafuso, F, , € na junta, F,, da seguinte forma:

F,=CP+F, @)
F,=(1-C)P-F 3)

onde F; representa a pré-carga no parafuso que usualmente ¢ estimada em 75% da carga de prova do parafuso (Juvinall,
1983; Dowling et al., 1988; Shigley & Mischke, 1989) e P representa a carga externa. Dessa forma, o valor de £,
influencia significativamente o dimensionamento dos elementos de uma junta aparafusada.

As metodologias analiticas disponiveis na literatura para estimar o valor de %, procuram estabelecer uma geometria
equivalente que efetivamente contribui para a rigidez das partes unidas. Essas metodologias utilizam geometrias
simples, como cilindros ou tronco de cones vazados. Dessa forma, ¢ possivel estabelecer uma expressdo explicita para o
calculo de k,, com aplicabilidade limitada a determinadas configuragdes geométricas. A seguir apresentam-se alguns
modelos analiticos utilizados para estimar-se o valor de k,, de flanges.

Todos os modelos estdo baseados na geometria de um cilindro ou em um tronco de cone vazado equivalente cujo
didmetro interno ¢ igual ao do furo do parafuso (d)). O primeiro modelo, denominado Cilindro_1, considera um cilindro
vazado, de comprimento igual ao comprimento do flange, com um didmetro externo (d,,,) igual ao didmetro externo
médio de um tronco de cone de 45° e cujo didmetro da base menor coincide com o didmetro da cabega do parafuso, ou
seja (Osman et al., 1976):

ext

45! :dc +£ “4)
2

onde L/2 representa a espessura do flange e d. representa o didmetro da cabega do parafuso. Outro modelo, denominado
Cilindro_2, que também usa o conceito de cilindro vazado, é baseado na observac¢do experimental da distribui¢do da
tensao nos flanges e considera que o diametro externo do cilindro ¢ igual a (Jinsong & Zhaoyi, 1988):

asht=d 4 ®)
10

Para estes dois modelos, a rigidez de um flange, k,f: , € considerada como sendo igual a dos cilindros vazados
acima definidos, ou seja:

=2 @) ©

onde £ é o modulo de elasticidade do material do flange.
Para os modelos baseados na geometria de um cone vazado (Ito et al., 1977; Osgood, 1970, Osgood, 1979, Shigley
& Mischke, 1989) é possivel estabelecer uma expressdo geral para a rigidez do flange:

~ w E d, tan(c) Q)

o = L @t L tan(et)—d,) (d, +d,)
(d,+Ltan(a)+d,) (d,—d,)

onde o representa o angulo do cone. Assim como para os modelos anteriores, considera-se que o didmetro da base
menor do tronco de cone coincide com o diametro da cabega do parafuso.
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Para uma junta composta por dois flanges, a rigidez total da junta (k,,) ¢ dada por:
S f(2)
kK,

R (®)
m O RE)
kY + k]

onde k,ﬁ‘(l) e k,f: 2) representam a rigidez de cada um dos dois flanges.

No dimensionamento de juntas, um pardmetro importante ¢ a carga externa maxima que ndo promove a
separacdo dos flanges, F,:

Jp— ©
= (1-C)

3. Descriciao da Junta Estudada

Neste trabalho, considera-se um flange padrdo DIN 2544 de ago carbono fundido, que ¢ bastante utilizado na
industria petroquimica. A fixagdo dos flanges ¢ feita através de 8 parafusos de cabeca sextavada, M16 x 2 e classe 5.8
(carga de prova de 59,7 kN). Os parafusos e as porcas utilizadas estdo de acordo com a norma DIN 7990 (DIN, 1989).
A Figura (1) apresenta as caracteristicas geométricas do flange em questdo. Os parametros indicados na figura séo os
seguintes: DN = 80 mm, D = 200 mm, B = 160 mm, L/2 =26 mm, d,= 18 mm, d. = 24 mm, d; = 86,4 mm, s = 3,2 mm,
r=6 mm.

dl

Figura 1 — Geometria do flange estudado.

4. Modelo Numérico

Desenvolve-se um estudo da rigidez de juntas utilizando um modelo elastico de elementos finitos. Adotou-se um
modelo simplificado para a junta, considerando-se uma geometria que representa somente a regido proxima ao parafuso.
O modelo proposto ¢ composto por dois discos que representam a regido dos flanges proxima ao parafuso, um cilindro
que representa o corpo do parafuso e dois cilindros que representam a cabega do parafuso e a porca, conforme mostrado
na Fig. (2). Neste estudo inicial, ndo sdo considerados elementos como arruelas e juntas de vedacdo. Os discos possuem
um furo de didmetro interno igual ao didmetro dos furos do flange (dy) e um didmetro externo igual & distancia entre a
linha de centro dos parafusos e a face externa do flange (D-B). L/2 representa a espessura do flange. O cilindro que
representa o parafuso possui um didmetro d e os cilindros que representam a cabega do parafuso e a porca t€ém um
diametro d. = 1,5 d. Além disso, supde-se que o didmetro dos furos do flange ¢ igual ao didmetro do parafuso.
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Apesar da geometria deste modelo simplificado diferir da geometria do flange, ele € capaz de captar as
caracteristicas relevantes do processo de transferéncia do carregamento entre os elementos da junta. Nas analises
desenvolvidas ndo se considera o atrito entre as partes, uma vez que este somente ¢ importante na presenga de cargas
externas transversais ao parafuso, o que ndo ocorre nos casos estudados.

Figura 2 — Modelo de para o estudo da rigidez da junta.

Em fun¢do da geometria simplificada adotada foi possivel desenvolver o estudo numérico utilizando um modelo
plano axi-simétrico de elementos finitos. Utilizou-se na analise o pacote comercial de elementos finitos ANSYS, versdo
5.6 (Ansys, 2000). A jungdo foi modelada através de elementos bi-dimensionais de 4 noés (PLANE42). Para representar
o contato da cabega do parafuso e da porca com os flanges, ¢ entre os flanges, utiliza-se elementos de contato
(CONTAC48). Além disso, foram utilizados elementos de pré-carga (PRETS179) para promover a pré-carga do
parafuso. A Figura (3) apresenta a malha do modelo de elementos finitos, obtida ap6s um estudo de convergéncia.
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Figura 3 — Modelo de elementos finitos — Malha.
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5. Simulacoes Numéricas

Considerando o flange apresentado na Fig. (1), algumas simulagdes numéricas sdo desenvolvidas. Adotou-se uma
pré-carga de 44,8 kN que representa 75% da carga de prova do parafuso (Shigley & Mischke, 1989). Esta pré-carga foi
aplicada através do posicionamento de elementos de pré-carga na se¢do média do corpo do parafuso. Os parafusos e os
flanges sdo de ago, possuindo um moédulo de elasticidade igual a 200 GPa e um coeficiente de Poisson igual a 0,3.
Considerando o comprimento livre do parafuso igual a espessura da junta (52 mm), a rigidez do parafuso (k;) € igual a
773 MN/m.

Inicialmente desenvolve-se um estudo da rigidez para o conjunto, considerando apenas o carregamento de pré-
carga. Os resultados das simula¢des numéricas mostraram, para esta configuracdo de carregamento, uma tensdo na
direcdo axial do parafuso (dire¢do y) de 220 MPa. As Figuras (4-5) mostram as distribuicdes da tensdo equivalente de
von Mises e a da tensdo na diregdo axial do parafuso (direcdo y).
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Figura 5 — Distribui¢go de tensdes na direcdo axial do parafuso na dire¢@o y (em Pascal).

A Figura (6) mostra a variac¢ao da rigidez da junta em fungdo da espessura do flange para as diversas metodologias.
Neste estudo mantém-se todos os pardmetros constantes, a menos da espessura do flange, L/2. Os resultados sdo
mostrados em relacdo a configuragdo original, mostrada na Fig. (1), onde L/2 = Ly2= 26 mm. Observa-se que as
metodologias analiticas, a menos a denominada Cilindro 2, fornecem valores de rigidez bastante superiores
(aproximadamente de 2 a 3 vezes) a obtida pelo método de elementos finitos. A metodologia Cilindro 2 é baseada na
observagdo experimental da distribui¢do da tensdo nos flanges e apresenta uma boa concordancia com os valores
obtidos pelo método de elementos finitos. Cabe ressaltar que na analise pelo método de elementos finitos, a rigidez foi
estimada calculando-se a razdo entre a carga total aplicada nos flanges (de valor igual a pré-carga) e o deslocamento

médio, na dire¢do y, tomado na regido de contato entre a cabega do parafuso ¢ a face do flange.
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Figura 6 — Rigidez da junta em fungdo da espessura do flange.
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A Figura (7) mostra a distribui¢do da tensdo de contato na regido entre os flanges. Observa-se que em flanges de
menor espessura, somente uma parte da superficie de contato entre os flanges efetivamente transmite o carregamento. Ja
para os flanges de maior espessura, observa-se uma distribuicdo mais homogénea, onde praticamente toda a superficie

participa da transferéncia da carga.
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Figura 7 — Distribuiggo da tensdo de contato na regido da entre os flanges.

A Figura (8) apresenta a distribuigdo de tensdes na direcdo axial do parafuso (diregdo y) para diferentes razdes L/L.

e~ . ~ . . . [ mN\*
A regido cinza representa valores de tensio fora da faixa de interesse, definida por 0" <o, <0.01(c ") , onde

min ~ I ~ o~
O, representa a tensdo minima em toda a peca (compressdo na regido de contato entre a cabega do parafuso e a

. MmN\ * ~ , . e~ L, .
superficie do flange) e (o)) representa a tensdo minima na regido de contato entre os flanges. Este ultimo valor

representa 1% da menor tensdo (maior em moddulo) na superficie de contato e fornece uma indicagdo da regido da
superficie de contado a partir da qual a carga ndo mais ¢ transmitida entre os flanges. Dessa forma, pode-se considerar
que a regido contida no intervalo definido acima ¢ a regido do flange que efetivamente contribui para a rigidez da junta
flangeada (k,,). A Figura (8) mostra que para as diferentes razdes L/L, estudadas, a regido que efetivamente contribui
para a rigidez da junta flangeada apresenta uma forma aproximadamente cilindrica.
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Figura 8 — Distribui¢go de tensdes na direcdo axial do parafuso na dire¢@o y (em Pascal) indicando a regido da junta que

contribui efetivamente para a rigidez da junta. (a) L/Ly= 0,25, (b) L/L,= 0,25 - detalhe, (c) L/Ly= 0,5, (d)

LILy=1,0,(e) LILy=1,5¢ (f) L/L, = 2,0.
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Desenvolveu-se também um estudo de modo a comparar as respostas, em termos de tensdo axial no corpo do
parafuso, obtidas através dos métodos analiticos e o método de elementos finitos para o caso envolvendo um
carregamento externo gerado pela pressdo interna. Adotou-se uma configuragdo onde foi aplicada pressdo nas faces
transversais dos dois flanges de modo a simular o efeito de uma carga de trabalho equivalente a 12,5 kN devida a
pressdo interna. A solugdo numérica foi desenvolvida em dois passos. No primeiro passo aplicou-se uma pré-carga de
44,8 kN na se¢do média do corpo do parafuso. No segundo, manteve-se o efeito da pré-carga e aplicou-se pressdo nas
faces externas dos dois flanges, na regido onde ndo ocorre contato entre o flange e a cabega do parafuso.

Os resultados da simulagdo numérica mostraram, para esta configuragdo de carregamento, uma tensio na direcao
axial do parafuso (direcdo y) de 227 MPa, o que corresponde a uma carga no parafuso de 45,6 kN. A Figura (9) mostra
a distribuicao de tensdes na dire¢do axial do parafuso (direcdo y).
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Figura 9 — Distribui¢go de tensdes na direcdo axial do parafuso na dire¢do y (em Pascal). Pré-carga combinada com
carga externa.

A Tabela (1) mostra os valores estimados para a carga axial do parafuso e a carga de separagdo, obtidos através do
método de elementos finitos, considerado como modelo de referéncia, e através de 4 modelos analiticos em conjunto
com a Eq. (2) e a Eq. (9).

Tabela 1 — Carga no parafuso e carga de separacdo — Combinagdo da pré-carga com a carga externa.

MODELO K, (GN/m) C(-) F,, (kN) Fy, (KN)
Elementos Finitos 1,9 0,29 45,6 50,0
Cilindro 1 6,6 0,11 46,2 50,1
Cilindro 2 1,6 0,33 48,9 66,4
Cone 30° 3,4 0,19 472 54,9
Cone 45° 4,9 0,14 46,6 51,8

E interessante observar que os modelos analiticos prevéem valores para a carga no parafuso ligeiramente superiores
aos resultados fornecidos pelo método de elementos finitos, apresentando entre si uma pequena dispersdo, conforme
mostrado na Tab. (1). Isto pode ser justificado pela pequena parcela da carga externa que é transmitida ao parafuso. De
acordo com a Eq. (2) e os valores de C listados na Tab. (1), a carga transmitida ao parafuso esta entre 1/9 ¢ 1/3 da carga
externa aplicada (P), o que, para os casos estudados, representa de 3% a 9% do valor da pré-carga no parafuso (£;). Vale
ressaltar que em um projeto de uma junta aparafusada existem duas limitagdes associadas a amplitude da carga externa.
A primeira, limita a pré-carga a 75% da carga de prova, o que representa aproximadamente 64% da carga de
escoamento do parafuso, no caso de parafuso reutilizaveis (Shigley & Mischke, 1989). A segunda limita o valor da
carga externa de acordo com a Eq. (9) e estd relacionada a forga de separagdo (Fi.,,). Ambos os fatos limitam o
acréscimo relativo a aplicag@o da carga externa a uma pequena fracao do valor de F.

Em relacdo a carga de separacdo, observa-se que os modelos analiticos também prevéem valores superiores aos
observados nas simula¢des por elementos finitos (até cerca de 30% maiores).

O modelo denominado Cilindro 2, apesar de apresentar uma boa concordancia com os resultados numéricos em
termos de rigidez, apresenta a maior discrepancia em termos de carga no parafuso e carga de separacdo. J4 o modelo
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Cilindro_1, € o que apresenta uma melhor concordancia em termos de cargas no parafuso e de separag@o, mas apresenta
a maior discrepancia em termos de rigidez. Isto indica que para os modelos analiticos estudados, uma melhor estimativa
da rigidez dos flanges, &, ndo ¢ suficiente para garantir valores da carga atuante no parafuso e da carga de separacdo
mais precisos. No entanto, a comparacdo entre as cargas estimadas através das diversas metodologias, mostra uma
variagdo de cerca de 3% para a carga no parafuso e de 33% para a carga de separagdo, indicando uma boa concordéancia
em termos de um projeto tradicional de engenharia.

6. Conclusoes

Neste trabalho, apresenta-se um estudo da rigidez de flanges utilizando um modelo elastico simplificado de
elementos finitos, considerado como modelo de referéncia. Dessa forma, os resultados das simulagdes numéricas sido
usados para analisar o desempenho de alguns modelos analiticos disponiveis na literatura. Uma analise desenvolvida
variando-se a espessura do flange mostra que esta variavel influencia consideravelmente a distribui¢do de tensdes no
flange e, consequentemente, a regido do flange que efetivamente contribui para a rigidez das partes unidas. Observa-se
que essa regido da junta flangeada apresenta uma forma aproximadamente cilindrica. Os resultados obtidos para uma
configuracdo de carregamento envolvendo carga externa, mostram que os modelos analiticos estudados apresentam
previsdes para a carga no parafuso ligeiramente superiores as obtidas pelo modelo de elementos finitos. O modelo
numérico desenvolvido capturou a separacao dos flanges, permitindo estimar a carga de separagdo de referéncia. Os
resultados também indicam que, para os modelos analiticos estudados, uma melhor estimativa da rigidez dos flanges,
kn, ndo ¢é suficiente para garantir valores da carga atuante no parafuso e da carga de separacdo mais precisos. No
entanto, a comparagdo entre as cargas estimadas através das diversas metodologias, mostra uma variagdo de cerca de
3% para a carga no parafuso e de 33% para a carga de separacdo, indicando uma boa concordancia em termos de um
projeto tradicional de engenharia.
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Abstract. This work discusses some analytic models, available in the literature, used to estimate the stiffness of bolted flanges. A
simplified finite element model that considers the contact stresses among the contact surfaces is developed. A study of the distribution
of the contact stress and the identification of the region of the flange that contributes effectively to the flange stiffness is presented for
several flange thickness. The results of the analytic models are compared with the results obtained by numeric simulations, supplying
useful information for the mechanical project of bolted flanges.
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