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SUMARIO

Neste trabalho sdo apresentadas as formulagdes de dois
modelos de elementos finitos recentemente propostos.0s elemen
tos discutidos quanto a aplicabilidade na andlise geral de tu
bos sdo os seguintes:um clemento viga-tubo com os deslocamen-
tos axial,de torgdo,de flexdo e da ovalizagdo variando ctbica
mente ao longo do tubo e um elemento de placa,plano com trés
nés onde as deformagdes de membrana sdo constantes.Uma andlise
onde as respostas destes elementos sido comparadas as da formu
lagdo geral de cascas ilustra a qualidade das formulagdes e
oferece uma avaliagdo das modificagdes recentemente propostas
4 formulagdo do elemento viga-tubo.

The formulations of two recently proposed displacement
based finite element models are presented.The elements, a pi
pe-elbow element with axial,torsional,bending and ovalization
displacements that vary cubically along the axis of the elbow
and a three-noded constant membrane strain flat plate element,
are discussed for their applicability to a general piping a-
nalysis,A sample analysis where element responses are compa-
red with a general shell formulation illustrates the effec-
tiveness of the formulations and evaluates the newly propo-

sed enhancements to the pipe-elbow element.



1. Introdugio

Sistemas de tubulagdes, largamente usados em olecodutos,
centrais nucleares e trocadores de calor sio de impotincia re
levante considerando-sc¢ a scguranga ¢ os custos de tais ins-
talagdes. Recentemente u'a maior atenglio tem sido dedicada ao
desenvolvimento de modclos yue efctivamente preveem os prin-
cipais modos de deformagoes em tubos,bisicamente as deforma-
goes de viga e as deformagoes de ovalizagio.

As primeiras observagdes experimentais dos efecitos  da
ovalizagdo em tubos mostraram serem os modelos analitices pa-
ra vigas curvas inadequados 3 aniilise estrutural de tubos su-
jeltos aos efelitos da ovalizagido|lf. Bm 1911,utilizando méto-
dos de cnergia,von Kdrmin mostrou fisicamente os cfcitos da
ovalizagdao em tubos ¢ propds um modelo analitico que elucidon
os resultados experimentais publicados!2|. No modelo proposta,
von Kdrmdn considera um comprimento diferencial do tube curvo
cm gque o momento fletor interno € constante) assume-s¢ portan
to ser a ovalizagiio da segido reta constante ac longo do tuho,
Assim,os sistemas de tubulagoes om que o carga momento ¢ v
rifivel ou o fato de ndo haver ovalizagdo em uma das extrem:
dades do tubo ou ainda os celeirtos da interagido entre tubos
curvos ¢ retos ndo podem ser analisados utilizando-=¢ o mode-
lo proposto por von Kirmin.

Devido as limitagoes acima,algunas solugoes utolzande
a teoria geral de cascas tem sido apresentadas para descrever
o comportamento do tubo|3].Apesar de remover algumas Jdas hipd
teses simplificadoras Jde von Kirmdin,tars solugocs nao sao efe
tivas na andlisc geral de tubulagoes. O grande potencial para
a andlise geral de tubos estid no uso Jdo método de clementos
finitos|4,5]. Atualmente tubos siao analisados utilizandu-se
hidsicamente trés modelos!o-8]: (alelementos tri-dimensionnis,
{h)elementos gerais de cascas, ¢ {(Clelementos especiais e
tipo viga-tubo. Considerando v mimero de grius Jde Dibevdasie
envolvido e o custo do processamento ntmerico para a anidlisce
tipica de um sitema de tubulagoes,es Jdois primeiros modelos
estdo além do estado da-uarte dos meios de computagac atuad <.

) ohjetivo deste tvabalho ¢ aprescenlar um ootudo compa
rativo das formulagoes de dois elementos recentemente puhli

cados, Primeiro,o clemento wspecial viga tubo oou guistie nds
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onde as deformagdes axial,de torgdo,de flexdo e da ovalizagio
variam cdGbicamente ao longo do eixo do tubo[9]. A formulagio
do elemento € uma extensdo natural do modelo pioneiro de von
Kdrmdn modificado para acomodar os efeitos da interagdoc entre
tubas [10]. O segundo € um elemento de placa,triangular,com
trés nés e seis gr&us-de-iiberdade por né [11]. A formulagao
isoparamétrica deste elemento baseia-se na teoria de placas
com deformagdes de cizalhamento transversal (teoria de Reiss
ner ou de Mindlin para placas [13]) e utiliza ordem de inte-
gragdo. reduzida. !

Na préxima Segdo sdo apresentadas as formulagdes bdsi-
cas destes dois elementos e discutidas quanto a aplicabilida
de A andlise geral de tubulagdes.

2. Formulagao dos Flementos

A andlise geral de estruturas utilizando o método de
elementos finitos consiste bAsicamente na formulagdo das e-
quagdes de equilibrio para cada elemento e posterior solugdo
do sistema de equag¢des independente dos tipos de elementos
envolvidos. Neste processo geral de discretizagdo da estrutu
ra, como na andlise de Ritz,fungdes de interpolagio aproximam
os deslocamentos em todo o dominio do elemento. Uma vez esta
belescido o Indicador Variacional

n=u - w (1)

onde U e W sdo respectivamente a energia total de deformagio
e o potencial total das cargas externas, a solugdo é obtida

invocando-se o Principio dos Trabalhos Virtuais (ou Princf-

pic da Energia Potencial Minima) [5]. Assim, com &l=0 obtém-
-se a equagdo de equilfbrio,

K U= R (2)

onde K é a matriz de rigidez da estrutura associada aos
grdus-de-liberdade listados em U,

k= f B'c B av (3)
v
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e R é o vetor das forgas externas referidas aos nés dos ele-
mentos. Na Eq. (3) B € a matriz de transformagdo geométrica

deformagio-deslocamentos e C e a matriz de transformagdo ten
sdo-deformagbes. Na solugdo da Lg. (2) & necessirio estabecle
cer apenas a matriz B de cada clemento e proceder a integra-
¢do numérica da LEq. (3).

2.1. O Elemento Viga-Tlubo

Considere-se inicialmente o eclemento de viga na Fig.
la cuja segio reta circular nao se¢ deforme em seu plano  ou
fora do seu plano. Na formuluagio do clemento sio usados basi
camente os deslocamentos axial,de (lexido ¢ de torgao e,por-
tanto,o campo dos deslocamentos reflerido ao sistema glohal

de coordenadas &

u.[r,8,t)= iE hou® + t z- L “ﬁi a h Ve (4
e g K v Ve e RS
i= 1,2,3
com
.k k 0.k ko K 0.k -
_\,_5 e c \:; ( \_t_ :!_ . t \:,-]
onde ,
r,s,t = coordenadas isoparamétricas |5]
h]\l'T] = fungocs de interpolagao isoparamétrica |9,10]
u? = deslocamentos associados ao nd K
E}l; = rotagoes associadas go nd k
4, = rato externo da scgao reta associada ao né k
X i . { . s
GV:i = componente 1 do vetor unitirio Jyf na diregio
t,associado ao nd k
k ; T oo
E%i = componente 1 do vetor unitdrio \t na diregiio

s,ass0ciado a0 nd k

A partir da Eg. (4) as delformagées totais releridas ao

2 0 (3]
sitema global de coordenadas | X x?,“fgj
ao sistema local de coordenadas (r,s,t). Apenas as dJdelforma-

sd0 transformadas

goes importantes do modelo de viga sdo entdo incluldas,vspe-

cificamente: a deformagao normal £, © a5 deformagoes de ci-
zalhamento A As cquagoes de deformacoes assim obtl-




S
¢as formam a matriz de transformagdo geométrica B, do modelo

de viga.

°
LR

(a). Geometria e discretizagio do elemento de

viga de segdo reta circular.

|
|
t ¥ §
o \inTRADOS
EXTRADOS % 1 .(INTRADOS ,
(¢ + 1807 ! s tg-o‘: _|

ELBOW AXIS

(b). Deslocamentos de ovalizagiio considerados
na formulagio(1? modo de Kérmén;w( neg.)

Fig. 1. Deslocamentos associados ao elemento viga-tubo.

Para incluir os deslocamentos da ovalizagdo da segdo
reta,Fig. 1lb,assume-se gue o tubo ovalize scgundo os seguin
tes modos de deslocamentos,

N . N

4, c k d K
w, (r,¢)= 2‘ ( z: h,c’ sin 2mp + E: hkd cos 2m¢) (6)
£ k=1 \ p=1 km m=1 n
onde a hip6tese bhdsica é w = - dw_/d¢ ; ck e dk k=1,2,3,4
T - r £ » m m? 3Lty

sdo os deslocamentos generalizados da ovalizagio do tubo.
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Dependendo do tipo de carregamento e da gecometria do tubo,é

suficiente incluir-se apenas o primeiro ou os dois primeiros
termos de um (ambos) duplo-somatdrio(s). Na implementagio do
elemento Nc e Nd podem assumir os valores O(sem ovalizagio),
1,2 ou 3. 0Os deslocamentos totais do elemento sdo a soma dos
deslocamentos presentes nas Eqs. (4) e (6). Portanto, um nd
tipico do elemento viga-tubo possui incégnitos os seguintes

deslocamentos

UkT= [ UT ug u

k
3

k
1

k

k .k .k K "
By 23 Py g Ay 1 (7)

k
2 2

|C§(C C]§|dd

As deformagdes associadas a ovalizagdo da segido reta ,
no sistema local de coordenadas,possui as seguintes componen

tes
2 dE k
w w
R 1
| . . _[(..___ _) —ZQ]( (8)
ooV p - a cosd R - a cos¢ de
dw
- 1 £
(v, ) (7) —= (9)
ngoov R - a cos¢/ de
i |
Vg ‘ [ d~2~uw’
€ = W, — | (10)
EE oV 20 & de

0 segundo termo na Eq. (8) e a Eg. (9) representam as
modificagdes da teoria de von Kdrmdn para incluir os cfeitos
da interagdo entre os elementos. Bisicamente estas modifica-
gdes representam as componentes da flexdo e do cizalhamento
incluidas no estado bi-axial de deformagdes devido as mudan-
gas de curvatura da superficie mediana durante a deformagao
do tubo. A matriz de transformagdo peométrica do elemento &
obtida adicionando-se a matriz transformagio geométrica a
partir das Eqs. (8) a (10) 2 matriz EV do modelo de viga. A
continuidade nas derivadas dos deslocamentos radiais na su-
perficie mediana do tubo ¢ enforgada através de uma matri:z
de penalidade adicionada a matriz de rigidez do elemento[10].
Esta condigido é equivalente a imposigdo da continuidade das

rotagdes na formulagdo geral dos elementos de viga.
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2.2. 0 Elemento de Placa

0 elemento triangular DKT (Discrete-Kirchhoff-Theory)
mostrado na Fig. 2 possui trés nés nos vértices com seis grd
us-de-liberdade por né; o elemento ¢ plano e,uma superficie
de casca como em um tubo curvo é modelada em uma montagem de
"facetas planas™. O objetivo primeiro do desenvolvimento des
te elemento foi o de obter-se um elemento simples e de preci
sio como uma alternativa ao clemento isoparvamétrico de cas-
cas. A matriz de rigidez do clemento DTK ¢ construfda da se-
guinte forma [14]:

(1) o comportamento A flexdo sepue uma generalizagdo
da formulagio de Kirchhoff inicialmente desenvolvida para
vigas e extendida para a formulagdo de placas: "qualquer seg
mento dnicialmente normal & superticic mediana do elemento
permanece reto mas nio necessariamente perpendicular 3 super
ficie mediana deformada”., Com esta hipétese,as componentes
dos deslocamentos devidos 2 flexdo e referidos ao sistema lo
cal de coordenadas x,y,z,sio

u= :G'},[x,yl ;ov=-z0 (x,y) je w= wix,y) (11)

onde u,v,w s3o respectivamente os deslocamentos no plano e
transversal,w é o deslocamento na superficic mediana e 8x e
Uv sd0 as rotagoes da normal a superf{fcie da placa nos planos
v-z e x-z respectivamente. Na andlise linear as deformagoes
devido a flexdo obtidas a partir das equagoes acima sdo ime-

diatamente identificadas,

rode O g 28 -
XX ¥ X
rb -28
Yy X,y
h o .
= z (8 -0 ) 12
Yxy L B
b W+ D
Xz iX y
\_ b W+ @
sz* -~ » Y X J

(2) o comportamento de memhrana é ohbhtido a partir dos
deslocamentos na superffcie mediana do elemento. As deforma-

¢Oes,assumidas constantes através da espessura da placa,sdo



£2x= o b B s W o T m R # R (13)
Na formulag3o do elemento triangular DKT as deformagdes
sdo referidas apenas aos deslocamentos na superficie mediana.
Assim,na implementagdo do elemento polinfmios de Hermite in-
terpolam os deslocamentos nos trés nés e a matriz de transfor
magdo ceométrica deformagAo-deslocamentos é obtida substituin
do-se o campo de deslocamentos ohbhtido nas Fa. (12) e (13). A
integragao reduzida da matriz de rigidez e efetuada no domi-
nio da superficie mediana do elemento.

Fig. 2. O Elemento triangular DKT

3. Andlise Comparativa dos lilementos

0s exemplos apresentados nesta Segao foram analisados
na Ref. [9] e a solugdo analitica apresentada em |[3]| entre-
tanto,nestas andlises,os cfeitos da interagdo ndo cram consi
rados., A Fig. 3,as recspostas do elemento viga-pipe considera
dos os efeitos da ovalizagdo para diferentes condigdes de
contorne nas extremidades,sdo comparadas com as respostas do
elemento triangular DKT.Nas configurag¢des [ ¢ Il foram usa-
dos 5 e 7 elementos viga-pipe respectivamente cnguanto gue
com o elemento de placa,meio-tubo foi modelado com malhas de
216 e 288 elementos respectivamente. As respostas dos elemen
tos nas anfilises com flanges mostram a boa concordancia das
solugwes comparadas com as do elemento isoparamétrico geral
de placas [15]. E notdvel a variagdo nas solugdes guando os

efeitos da interagdo e dos flanges siao considerados:a dife-
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renga entre as solugdes gerais de cascas e as apresentadas

pelo elementoviga-tubo representam apenas 3% do @rro cometi-
do quando néio sdo considerados os efcitos da interagdio na a-
ndlise de tubos com {langes.

] i I L] T I I I
/-Rpf. [9],Config.]/sem flanges

Config.I1l/sem flanges

|
|
|
|
|
|

10 = -
*
“'g Config. T1/flange em A
ar- =4
s:{::ﬁ”:::“;ﬂ::s Config.l/flange em A
[ o —
1 Sol, com clem
de ciseas Config. 11/ flanges Configuragio 1!
4 - i em Ao R
‘*-.__ Param. Geoméiricos:
: == R/a=3.07,c/5= 20.8
2 = — —
| Config.I/flanges em AR R/L=220, 9=03
0 1 1 1 ! 1 L 1 1 1
.50 25 | 10 20 30 40 S50 &0 TO 80 90
!
TUBD RETO m TUBO CURVO

Fig. 3 Respostas dos modelos nas anfilise sob diferentes

condigoes de contérno da Ovallizm,'im(wrmcdido a $=90°)

4. Conclusodes

As formulagoes de dois clementos efetivos para a andli
se geral de tubulagbes sio apresentadas. Uma andlise compara
tiva dos elementos demonstra ser o clemento viga-tubo bastan
te efetivo na andlise geral de tubulagoes considerando-se o
nimero de varidveis de elementos [initos envolvidas. A boa
concorddncia dos resultados demonstra que as modificagdes in
troduzidas no modelo de von Kdrmdn representam os termos im-
portantes da teoria de cascas necessdrios para acomodar os
efeitos da interagido entre tubos.
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SUMARIO

0 cAlculo de problemas de molpe de transientes mfiltiplos
nos sistemas de apoio com aux{lio do método espectral modal
& comparado A& integragﬁo direta das equagBes de movimento.
SH5o nesquisadas vArias vossibilidades de sumernosigﬁo de
for?as componentes com Darticinagaes modais, baseadas num

exemplo de chleulo de uma tubulagfo.

SUMMARY

Structural analysis of multinle transient pulse
oroblems by the modal response spectrum method is compared
to direct integration of the equations of motion. Various
ootions for combining load components and modal contribu-
tions are investigated in conjunction with a computational
case study from the field of piping design.
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1. Introduction

The sudden closing of a valve in a fluid-filled pipe
generates high pressure pulses provagating throuph the en-
tire pipinr svstem, The assessment of the safety of the de-=
sien requires the computation of the maximum deformations
and stresses of the structural system.

Current nractice of analvsis consists of a two-nart
time historv investisation. First, the time histories of
the hvdrodvnamic forces are determined by Tluid dynamics
methods, Second, a stress analvsis follows in which the
force time histories from the first steo serve as a load-
in~s vattern in space and time.

Toe the structural desipner the maximum, over the
time domain, of deformations and stress resultants rather
than the time histories themselves are of main concern,
This suppests the anplication of the spectrum method of
modal analvsis, This method has been used successfully in
the analysis of structural response of piping systems sub-
jected to support accelerations caused by earthauakes and
other severe stochastic dvnamic loading conditions,

The use of transient resnonse snectra in the analv-
sis of pulse problems has been treated extensively by Ja-
cobson and Ayre[l]. The use of response snectra in the ana-
lvsis of structures was first introduced by Benioff[2] and
Biot[S]. The apnlication of the spectrum method to the ana-
lysis of transient pulse problems is an approximation in
the sense that the temnoral relationshins of the response
from the individual loads and the sipns of both, loading
and response, are lost. The superposition of the individual
loading contributions to the total response requires an
approach different from the superposition of multiole supo-
ort excitation contributions from an earthquake.

A driving factor for the use of the spectrum method
in transient pulse problems is the npossible saving of com-
putational cost, provided that the transient load spectra
are available free of cost. Otherwise the cost of the gene-
ration of the spectra from time histories has to be added
to the total cost,
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The present paper sets up the numerical procedure for
the analysis of transient pulse problems by the spectrum
method. It explores the validity of the approach by compa-
rison te both, modal and direct time history analyses.
Three areas of particular interest are investipated: (a)
the number of modes required to describe a nressure pulse
rroblem, Including the treatment of the residual components;
{b) the tvpe of superposition of the load components and
mode components required to arrive at a realistic result;
(¢) the effect of damping in the analysis., Cost savings vs.
accuracy are apnraised for a typical transient pressure

pulse analysis of a nower plant piping system,

2, Mathematical background

The matrix equation of motion of a discretized mathe-
matical model of a oviping svstem subjected to force excita-

tions is given by

M

|=:

+CV+XY =1 Bt) , (1)

where M, C, and K are the svstem mass, damninm and stiff-
ness matrices, respectively, and E, i and ¥V are the nodal
noint accelerations, veloclties and disnlacements, resnec-—
tively, The dvnamiec force eXxcitations are described by two
matrices, a distribution matrix, ip, vhich locates the for-
ces on the structural modal topolosv, and the time histo-
ries P(t). The number of rows in Ep corresnonds to the num-
ber of deprees of freedom, n, of the mathematical model,
while the number of columns corresnonds to the number of
different time histories.

The free, undamned vibrational characteristies of
the model are computed from the solution of the eirenprob-
lem

k-2°mE-0 . (2)

The solution of the eirenproblem is carried out to m modes
1j'j and frequencies mf where, 1€jfm<n and

g=1¢, ¢,,.... 81, @ =aianfe],sf,...87 ]. (3
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Modal decomposition reduces the n coupled equations
of eq.(1) to m uncoupled second order differential equa-
tions in Yj plus a residual equation in Eo' The total dis-
placement can be written as

m
v = Egl ?j Yj H EO . {4)

When only the modal components are taken into account the
j=th uncounled equation is

L . 2 v—_‘v Q
Yy 2500y vey ¥y = Ly B v

The modes are assumed to be normalized to rive the follow-
ing peneralized mass, damping, and stiffness, resnectively,
T T T 2
: L= 13 ce. =2 . K¢, =w |,
EJ E QJ i én& QJ Ejgﬁ » éj* $1 i (s)
The modal marticination factors are contained in the matrix
Eni’ which is a row matrix with one coefficient for each of
the time histories. The particination factors are comnuted
from
T
Lyy= &% . (7)
In the treatment of the residuum, which is the vart
of the solution not covered by modal decomvosition, the
following identitv is used

~

188" -1, ., (3

=n
where g = til,fp,...,irT. Althourh all the modes un to én
are not actually comnuted thev are nevertheless nart of
the derivation of the residuum 10. Iy premultinlvine eq,

(7) with the matrix $ the following is obtained,

~

$L - 33" B =M (o)

= = - =

This concludes the matnematical backaround of the
problems to be solved, The comnputational procedure may he
carried out directly from eq.(1) by direct intesration, or
from eqs.(4) and (5) by modal time history analvsis or hv
spectrum analvysis, Of course, there are other additional
modal analysis procedures to compute maxima of the solu-
tion.
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3. Computational aporoach

“odal solution procedures will be described only, For
the presentation of a brief summary of a direct intepration
solution procedure,

3.1 Modal time history analysis

The comnlete acceleration time histories are written
in terms of eq.(4) as

i m v =
vit) = 3 P v (e ¥ (B) . (10)
- < = Rl =0
=1
The modal comnonents vi(t) are commuted {rom

¥o(ey = Z:Eii ?{(t) ’ Gty

in whieh 1 is the number of the load time historv under
consideration. The normalized modal resnonse from force
time history 1 is comnuted from the interral
g £ 3
2 - - 50 =T
i) = i/ § FHme i sing (ev)ae
: ; v ogE0 (12)

The damned frequency w“1 in eq.{1?) is obtained from
s/1 - € (13)
T e . -

The residuum in eq.('0) contains the contributions of all

the hirher modes m<jsn

i n s
¥le) = 3 0L v de) . (14)
=M+ '

3ince these modes have not been comnuted their effect must
be annroximated. This can be done by considering the sum

n m
) b, - fﬂ?]_” szii_k g (15)

J=m+1
When the exnression for i L of en.(2) is substituted in
eq.(15) it can be rewritten as

n -1 m
Bylpy =MLy - 1;4—’#;1.1 ‘ Gl

J=m+1

The break of the modal anproach should be taken at j=m+1l

where Yﬁ(t) can be replaced by El(t). The residuum is then
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i i m iz
Vo(e) = (T - jgl b,Ly) Blo) . (17)

The solution of the m uncoupled second order differ-
ential equations of eq.(5) is presented in eq,(12) as an
integral. The solution mayv also be obtained by a numericail
solution algserithm such as the Wilson, Newmark or Goldberg
algorithm[ 4] .

3.2 Modal response spectrum analysis

The first computational step in this approach is the
aseneration of spectra for each of the time histories. This
is done by finding the maxima of the acceleration time his-
tories in eq.(12) for different w's, For each & selected
for analysis a maximum sa(w,g) is computed.

The j-th modal acceleration amplitude resulting from
the 1-th force spectrum is

&l 1 1 o
Vimax = | 1p;] Sp(e58) . (18)

The j-th modal acceleration amplitude from all force spec-—

tra is obtained from
1
- =1 2
ijax _{§ ({jmax} }é (12)

Eq.f12) assumes that the forces do not all act at once in
the same direction. The sipgn is lost in this analysis in
en,(18). Both eqguations constitute an approximation in the
sense that nhase relationshins are not accounted for. Other

possible tvoes of superposition are absolute summation

v - Ern g y
ijax - gj {jmax ' (20)
or summation including the signs
bt 1 .1
= ST (w
¥ jmax I};I‘nﬁ. o (@yr 80 | bes

The summation of eqg.(20) is the most conservative tvne of
superposition of the load contributions. The summation of
eq.(21) is an enveloping method in the sense that all mo-
dal load components of mode j move in phase. Such a situ-
ation can be described more accurately by asslgning the

same spectrum S: to all the load positions while the dif-
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ferent scale factors are contained in the distribution vec-
1
r .
to &

The modal components of the acceleration maxima are
combined by one of the various modal superposition rules.
One typical such superposition rule is the SRSS-method,
which is used here in place of other rules

s m o . 1
¥ ax: = { g:l (éijmax) } & (22)

In dealing with displacements and stresses a more consSer-
vative modal suvernosition method will be presented.

The residual acceleration is comnuted from the spec-
trum value which is independent of frequency, Sé(ab,g),

using a modified form of eq,(17),
m

vl S 1 _
Eomax = (H 1n E;£

The comnlete solution is obtained from the square root of

n

O
t_bji.w) 5,00 ,8) . (23)

I ) -] E: s i i 2 s U
the sum of the squares of V. from eq.(?1) and V_ in
which

4 = Z b B

—omax 1 —omax ° (24)

Misnlacement and stress comnonents are computed in a
similar wav as the accelerations. The modal displacement
maximum for the i-th mode is

= = b / 2 5
Y_']'ma:-: {_1:n‘-\x wj * (25)

The modal disnlacement maxima can be sunerimnosed by the
S1S85-method of eq,(22), by the ABS-method,
m

\ima.‘( = E;T ! gi ‘I'_ii > (28)
which i3 quite conservative, or by any of the methods re-
quired by the code [ 5] .

A more reneral supernosition method has heen sumres-
ted by Der Kiureghﬁm[ﬁ]. This method is based on the cross-
correlation coefficients, gij' of the free vibration fre-
quencies, %, where i,i=1,...,m, For constant modal damnin-~
£ the cross-correlation coefficisnts are

= 8%°(14r) /2 y (27)

(1—r2)2+ f-lgar{h‘r‘);3

Fij
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where r’“ﬁ’“ﬁ' The modal superposition is given by the
square root of a double sum,

T m 1
Ymax = {12;:1 ng £15(8579) (8y¥ ) ] 2

(28)

The residual disolacement maximum is obtained by
solving the quasi-static problen

k = } a
3 1omax B Eomax 8 (20)

The total displacement maxima are
z 2
Etot:al max {Ux Uy Uz ?x q} ¢z? &= {{imax) 2 (30)

2__
(Eomax) jz

The next steo in the computational procedure is the
commutation of stress resultants at various points of the

ni7ing system,

Etotal max {Nx Ry @, M M, sz . (31)

Using the element stress-deformation transformation matri-

ces of the mathematical model, one arrives at the modal

and residual stress resultants, respectivelv, as follows:
- b4
=3 2 gJ " imax (modal) (32)
EO =8V, (residual)

In keeping with eqs.(28) and (30) the total stress resul-

tant maxima are 1
m m oy 3
-G:total max {1§1 El ?HEiEJj ¥ éo] (33)

This concludes the presentation of the modal analysis
methods.

4, Example oroblem

The analysis methods described in the foregoing sec-
tions were exercised with an examnle oroblem taken from BRef.
[ 7). The niping system shown on Fig.l is defined for the
purnose of the presentation in condensed form by a ten de-
gree-of-freedom reduced system stiffness matrix and a dia-
gonal mass matrix. Three load time histories of corner
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forces simulate a pressure pulse oririnating at the valve
and travelling through the svstem (Fip.2). From the time
histories three sets of acceleration response spectra have
been computed, of which the ones with five percent dampninr
(Fig.3) were used in the response spectrum analvsis.

A direct inteﬁratién time history analysis with five
nercent equivalent modal damping was carried out. The cor-
responding Rayvleigh damping coefficients based on the
first two frequencies were o=2,02 and $=0.00113. Three mo-
dal time history analyses'with all ten modes were comple-
ted with the modal damping ratios of five, eirht and two
nercent. The direct and modal displacement time history ma-
xima show sood asreement (Table 1). The effect of modal
damping on the model's dvnamic nerformance is as expected,
The complete time histories are shown on Fipm,4,

In the modal response spectrum analvsis the modal
amnlification factors were first computed for each of the
three loads and then combined by three different sunerposi-
tion rules (Table 2), The following abbreviations are used:
ADD=addition, ABS=sum of absolutes, and SRSS8=square root of
sum of squares., As exnected, ABS5 results in the larrest
amplification factors.

The ampnlification factors ol Table 2 were used to com-
pute displacement responses with all ten modes (Table 3).
Various modal superposition rules were used., The most con-
servative results were obtained with ABS5-ABS, While ABS-SRSS5
may still be accentable in comparison with the results of
Table 1, the other combinations must be called deficient
(CQC=complete quadratic combination).

Since only the first two modes dominate the modal ana-
lvsis (compare Table 2), two reduced superpositions SRSS-
SRSS with five and two modes, including the effect of the
corresponding residua, were conducted (Table 4), Yhen com-
pared with the SR355-SR35 column of Table 3 these results
document a further loss of accuracyv.

Finallv a different aoproach to supernosition of load
and modal components was tried (Table 5). Displacement re-
sponses were computed for each of the loads (spectra) sevpa-
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rately by S5RSS and CQC, and the displacement responses were
then obtained by ADD and SRS5S. CQC-SRS5S results are unac-
ceptable while for the other two columns deficiencies occur
for some degrees of freedom.

Tynical computer times are: eigensolution (10 figure
tolerance, 136 Jacobi rotations) 0.470 sec; generation of
three spectra with five different damping ratios, 100 out-

put freguencies and 200 intepration time steps 42.454 sec;
direct integration time historv analysis with 200 intepra-
tion time stens 2.294 sec; modal time history analysis with
200 integration time steps 4,568 sec; interpolation of
spectra 0.204 sec; computation of modal response amplifi-
cation factors 0,152 sec, Computer times for matrix opera-
tions and printing are not accounted for, From the above
list the generation of spectra is the costliest item.

5. Conclusions

In the analysis of transient problems with starcered
load time histories, such as pulse problems of pipinpg svs-—
tems, the maxima from a response spectrum analyvsis do not
necessarily form an upper bound, except for the combination
of modes and loads by absolute summation., All other suner-
position rules may lead to deficiencies. Superrposition
rules from seismic response analvsis are unsuitable for mul-
tinle pulse analysis. Generation of load spectra is time
consuming.,

More numerical experimentation with the spectrum meth-
od is needed to find useful wayvs for its application in mul-
tinle pulse problems. Apnlication of seismic response analy-
sis techniques to multiple pulse problems leads to unconser-

vative results and is strongly discouraged.
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_Table 1 Time !listory Analysis

dof Direct liodal Time History Analvsis

Ho, Tyme Intencration
F= 5% 5% A% 20

1 UX10 7.056=3 7.206=3 6.861~-3 7.617=-3
2 UY10 5,035=-2 5,090-2 4,855=2 H,332=2
3 UXie 6.362=2 6,430=-2 6,178-2 6,7i5=-2
4 UZi6 4,901-1 4,973~1 4,790-1 5.168=1
5 UX22 3,007=2 3,005=2 2,536-2 3.724=2
6 uUyzaz 4,505-1 4,464=1 4,152-1 4,835=1
7 UY30 H,248-1 5.262-1 4,2346-1 5,733-1
8 UZ30 4,.631=-1 4,665=-1 4.,474-1 4,876=-1
o UX44 5,272~3 5,340=-3 4,751-3 6,558-3
10 UZ44 1.260-3 1,397=3 1,237=3 1.606=3

Table 2 Combined Amnlification Factors

Mode

No ADD ABS SRSS (Loads)
1 1,342 1.651 1.500

2 1.121 1,226 1.194

3 1.892-3 1.,065-2 7 .346=3
4 5,111-2 6.494-2 5,560=2
5 3,279-3 2,620-2 1,779=2
) 1.,908-2 1.9233-2 1.845-2
7 7.063=-4 1.823-3 1.329=3
8 1,785-2 1.785=-2 1.566=2
9 5.246-4 5,5509-4 4,184-4
10 2.147-3 3,015-3 2.576-3
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Table 3 Displacement Resnonse with Combined
Amplification Factors

dof ADD ADD ABS ABS SRSS
No. Tyne 5RE5 cOHc ABS SR58 SRSS
1 UX1i0 5.877-3 5,203=-3 1.364-2 7.018=-3 6,367=3
2 UY10 4,454-2 4,497=2 ’,042=2 5,195=2 4,766=2
3 uxie 5,028-2 5,087=2 o, 401-2 6.121=-2 h,568-2
4 UZ16 3,031-1 3,976-1 6,570-1 4.626=1 4,244~1
5 Ux2e 3.007-2 3,053=-2 7.350=-2 3,905-2 3.520~2
6 Uyz22 4,4092-1 4,4408=1 7.491-1 5.469-1 4.,281-1
7 UY30 5,163-1 5.108-1 8,544-1 6.265-1 5,711-1
8 UZ30 3,621-1 3,66hA-1 6.320~1 4,316=1 3,040-1
9 UX44 6,512-3 6,475=3 1.387-2 7.509=3 6,916~3
10 UZ44 1.355=-3 1,.316=3 3.487-3 1.691-3 1,503=2
Table 4 Displacement Hesponse with Reduced Number
of Modes, Includine lesiduum
dof 5 Modes 2 modes
No. Tvpe modal total modal total
1 UX10 6,338=-3 6,341-3 6,083=3 6,167-2
2 uY1o 4,714-2 4,785=2 4,708=2 4,768=2
3 UXié 5,568=2 5,568=2 5.544-2 5,.547=-2
4 UZ16 4,244-1 4,244-1 4,242-1 4,245-1
5 uxa2a 3,517~-2 3.517-2 3,327=2 3,327=2
6 Uyz22 4,981=1 4,981-1 4,976~1 4,680-1
7 UY30 5.711-1 5,711-1 5,.710=1 5,711~-1
8 UZ30 3,949-1 3,949-1 3,9245-1 3,949-1
e UX44 5,864-3 6,999-3 5,829=-3 8,395-.3
10 UZ44 1.45%2-3 1,.455=3 1,292-3 1.403=-3
Table 5 Combination of Individual Displacement Responses
dof SRSS cqe cac (Modes)
No. Tvpe ADD SHES ADD (Loads)
1 UX1i0 7.505-3 6,3050-3 7.498~3
2 UYio 5,581-2 4,817=-2 5,636=2
3  UX16 6,222=2 5,639-2 6.294-2
4 UZ16 4,639-1 4,294-1 4,691-1
5 UXz22 4,347=2 3.447-2 4,266=2
6 UyY22 5,477-1 4,034-1 5.427-1
7 UY30 6,275-1 5.651-1 6,212-1
8 UZ30 4,320-1 3.208-1 4,380-1
9  UX44 9,908-3 65,851-3 Q,826-3
10 UZ44 1,933-3 1.463-3 1.680-3
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SUMARIO

Este trabalho pretende mostrar, atraves de uma descrigao genérica
os procedimentos e as técnicas mais tipicas que sao usadas pela NUCLEN
para o projeto e calculo de tubulagoes de Usinas Nucleares. O trabalho
descreve o sistema de c]assificaqéo e mostra as técnicas de analise que
sao usados para o projeto e verificacao dos sistemas de tubulacao, i.e.
Pressac de projeto para o dimensionamento da espessura da parede, ané]i
se de temperatura e peso proprio, juntamente com a determinacao dos pon
tos de suporte. As técnicas de projeto e analises dinamicas sao descri-
tas para consideragao de carregamentos de terremoto e impulsos de pres-

sao.

SUMMARY
This paper intends to show as a generic description, the procedure and
the typical techniques that are used in NUCLEN for the design and the
calculation of the piping of Nuclear Power Plants. The paper describes
the classification system and shows the analysis techniques which are
used for the design and verification of the piping systems,i.e.pressure
design for the dimensioning of the wallthicknesses,temperature and dead
weight analysis together with determination of support points. The tech
niques of dynamic design and analyses are described for earthquake and

pressure impulse loadings.
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1. Introduction

This paper describes the design and analysis procedures used by
MUCLEN for the piping calculation of Nuclear Power Plants, but it is
not intended as a detailed design specification.
Because of the need to provide security against the uncontrolled
release of radivactive materials, a rigorous classification system is
applied to nuclear piping and an extensive set of codes and standards
have been developed in the nuclear industry. The paper describes the
classification system utilized by NUCLEN and refers to industry codes
and standards applied. There are described the various design and
analysis technigues used by NUCLEN to meet the requircments of these
standards and the requirements of the state or governmental bodies

having legal jurisdiction over a specilic nuclear plant.

2. Piping System Classification

2.1 Mechanical System Quality Group Classification

Mechanical systems and components fall within various quality
levels or groups which are directly related to codes and code classes
In addition, due to the cowplex nature of system functions and their
importance to safety, mechanical systems and components are further
classified by requirement categories. Within a system, components or
portions of systems may have differing categories. In this sense,
components will imply pressure vessels, tanks, piping, pumps, valves
and other equipment. The requirement categories RC-1 to RC-3 are
applied relative to the design, materials, fabrication and quality
assurance.

Systems and components which do not relate to nuclear safety are
assigned to a RC-4 or RC-5.
except piping and system components DN32 nominal size and smaller
(failure of which can not lead to uncovering of the core with operation
of the charging pumps).
used to effect isolation of the Containment atmosphere from the outside
environs, (2) to portions of the Reactor Coolant System not covered by
RC-1 and (3) to safety components of the following:

- Residual Heat Remaval System
F

- Those portions of the Reactor Coolant Auxiliary Systems which form

the Reactor Coolant letdown and makeup loop.
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portions of Reactor Containment Cooling Systems inside the Reactor
Containment, some of which may circulate Reactor Coolant
Emergency Core Cooling System including injection and recirculation
portions
Air Cleanup System inside the Reactor Containment and portions that
serve as extensions of Reactor Containment during air cleanup re-
circulation
Reactor Containment Hydrogen Control System
portions of the Main Steam and Normal Feedwater System extending
from and including the secondéry side of the steam generator up
portions of Reactor Containment Cooling and Air Cleanup Systems
outside the Reactor Containment that may recirculate Reactor Coolant
those portions of the Reactor Auxiliary Systems that provide boric
acid for the letdown and makeup loop
those portions of the Reactor Containment Cocling Systems not
covered by RC-2
emergency Feedwater System
portions of Component and Process Cooling Systems not covered by
RC-2 that cool other safety systems, the control room or safety-
related electrical components outside Reactor Containment

Components of fluid systems required:
for Spent Fuel Pool Cooling System
to support on-site Emergency Power Supply System operation
for compressed air systems required to support control or operation
af safety systems, and
to control or filter air-bone radivactive particulates or iodines
not covered by RC-2

The following non-safety system components, the failure of

which would result in uncontrollable release to the environment of

gaseous radicactivity, normally held up:

- portions of the Reactor Coolant Auxiliary Systems that form the

letdown and makeup loop, or

portions of the Radiocactive Waste Disposal System

2.2 Seismic Classification

The following seismic classification is applicable:
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2.2.1 Class | components (active/passive)

As defined in KTA 2201.1 all components which are safety-
related belong to Seismic Class | {SC-1}. They are required under or
after all off-normal conditions consequent to external influences for
the safe shutdown of the reactor, for maintenance of the shutdown
condition, for residual heat removal and prevention of impermissible
activity release.

Active class | components are assigned the '"Function' (F)
objective of protection which in turn includes "Tightness'" (D)
and "Stability'" (S). Active plant components are those of which at
least in subsections must perform or enable to perform mechanical
movements (movements of parts relative to one another, e.g. pumps,
valves, relays} in the execution of their safety-related function
and/or the deformation must be kept in certain permissible limits.

All other plant components are passive (e.g. tanks, vessels,
piping). Passive class | components are assigned to the 'D' and 'S'

objective of protection, 'F' is inapplicable.

2.2.2 Class Il {A) Components

Class Il (A) encompasses non-safety-related components which
however may effect class | components as a result of impacts and

damage which they may sustain.

2.2.3 Class || Components

All other plant components belong to class |1. For these
components, no proof is required. These components appear without
an objective of protection.

The following definitions are applicable as objectives of

protection:

for keeping accidents under contro!. The component is no longer
required to perform active functions. Tightness is understood as
entailing stability.

Function (F) is defined as the condition in which the system or
component is able to perform its normal function, e.g. valves can
still be opened and closed, electrical switchgear can still perform
switching operations. Function is understood as entailing stability

and tightness.
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3. Design and Analysis Techniques for Large Piping ( 2 DN 50)

All large diameter piping in a NCN nuclear plant is subjected
to rigorous design and analysis, the extent of which is a function
of the piping's classification (reguired category, seismic and
explosion). Large diameter piping is defined as piping having an

internal diameter greater than or equal to 50mm.

Table 1. Type of analysis in relation to the classification
Requirement Seismic
Cateqgory Classification
(RC) (sc) DL T S 3 SH/WH
RC -1 SC-1 and SC-11(A) X X X X X
RC - 2 SC-1 and SC-11(A) X X X X X
RC - 2 Non seismic X X X
RC - 3 SC-1 and SC-11(A) X X X X X
RC - 3 Non seismic X X (X)
RC = 4 Non seismic X X
RC - 5
where DL = weight(dead load) T = temperature
S = seismic E = explosion loading

SH/WH = steamhammer or waterhammer

Piping in NCN plants with RC-1,2 or 3 is designed and analysed
to design specifications developed on system by system basis. The
design specifications consider both static and dynamic loadings and

establish the credible loading combinations to be considered.

3.1 Pressure Desiagn

Once the internal diameter of piping has been determined to meet
system functional requirements (flow volume and frictional head loss)
the required wall thickness is determined from the piping's design
pressure considering different factors like corrosion allowance

specified in accordance with DIN or other standards.

3.2 Weight and Temperature Design and Analysis

Once the piping routings have been determined from plant layout
considerations, flexibility analysis are performed using the "Static
Loading Analysis Procedures''., These are typically written as a set

of linear equations as follows:
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in which: F = joint load matrix K = stiffness matrix
d = joint displacement matrix

Flexibility analyses are performed to verify that the piping
layout has adequate inherent flexibility resulting from its shape,
such that the temperature expansion strains resulting from the
temperature conditions can take place without inducing unacceptably
high stress levels. |If the unsupported piping flexibility results
are unacceptable, the piping is rerouted to increase the system
flexibility.

Once it has been determined that adequate flexibility exists
in a piping layout, weight analysis are performed to locate weight
supports such that the piping is stable, its stress levels are
acceptable and the deflections of the piping are acceptable. In these
analysis, the distributed weight of the piping plus any insulation and
heating tracing, and the concentrated weights of any valves or other
components are considered. The analyses are performed using the
Finit Element Method (FEM) with lumped weights at the nodal points
in the mathematical model.

Before performing weight analysis, vertical weight supports are
located through-out the piping using design guides or experience.
Where ever possible, these supports are designed to be rigid supports
but where the results of the flexibility analysis indicate large
temperature expansion, vertical spring hangers or constant supports
are used,

Weight flexibility analysis are interated adjusting the vertical
support types and locations until an arrangement of supports s
obtained which provides adequate weight support of the piping such
that pipe stresses, displacements and nozzles and moments are all
within acceptable levels while providing sufficient flexibility to
maintain the temperature expansion stresses displacements and nozzle
forces and moments all within acceptable levels.

To facilitate compliance with the Design Specification and
piping codes, when weight and temperature expansion stresses are
combined with other loadings in the design checking phase, NCN
normally limits weights and temperature expansion stresses to the
following values:

Pressure stress: 33% of SY

Weight stresses: 10% of SY
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Temp. expansion stresses: 150% of S5Y
where SY is the piping material yield as defined in the ASME BPVC

Section 111,

3.3 Seismic Design and Analysis

3.3.1 Determination of Piping Dynamic Characteristics

All large diameter piping of seismic Category 1 (nominal
diameter 2 50mm) is designed and analysed for earthquake induced
inertia effects and earthquake induced anchor movements. The piping
is typically analysed using the "Response Spectra Modal Analysis
Procedures'. The governing joint equilibrium equations for dynamic

loading can be written as

Mi +cl + KU = FI + £D + FE = F (1) (2)

where

Fl = matrix of inertia forces = MU,

FD = matrix of damping forces = CU

FE = matrix of elastic forces = KU

F(t) = applied dynamic load vector

U = relative displacement vector

@ = relative velocity vector

g = total acceleration vector

-

= system mass matrix

system damping matrix (viscous damping assumed)

= I,y X
]

= system stiffness matrix

The natural undamped dynamic characteristics of vibration of the
piping (Eigenvalues or frequencies and Eigenvectors or Mode Shapes)
are determined. This is basically a mathematical computation based
on the mass and stiffness characteristics of the complete piping

loop as analysed using the Finite Element Method.
The dynamic properties of the system are determined by solving

the equations of motion for the undamped vibration assuming harmonic

motion.
ie. MU+ kU = 0 (3)
Equation becomes: ~w?. MU + KU = 0 ()

or changing to the flexibility form:

FHU =t whers: Boak (5)
w? " -




with the substitution U = BX (6)
we get T

8 M8 0 m#n (7)
with B = the Eigenvectors

For most typical piping systems all natural dynamic characteris-
tics of the piping in the frequency range 0 - 33Hz are determined.

The contribution of modes above the frequency cut-off of 33 Hz
to piping response is considered by inclusion of the rigid body

modes of response of the piping.
3.3.2 Determination of the Piping's Dynamic Seismic Inertia

Response

Once the dynamic characteristics of the piping are determined,

the dynamic seismic inertia response is calculated.

The equations of motion can be written as follows:

MU + CU + KU = MTl'J'g (8)
which are a set of coupled ordinary second order differential

equations, or

T v T . T T -
B, AT + gL cgY + 8 kv = -a. M (9)
where gn - Mode shape for ''n'' th mode

(A function of position (x,y,z))}

This leads after some transformations to the decoupled

equations

& . 2 4 -

Yn+2§n w, Yn+un Yn = __H*'"" l.lg (10)

n
which can be solved with the Duhamel or Convolution Integral:
i (t-T) -

Y.‘..‘ "“- Ug.( le Sin w, (1-T)dT (11)
as time dependent solut:cn or with response spectra via

o s L s ey 2

'max Hn wn

= maximum generalised coordinate response in the ''n'"' th mode
corresponding to acceleration in the | coordinate direction

(i = x,y,2)

L A R L T PR

i — L
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e

=g g, &
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3.3.3 Combination of Modal Response

Since the response spectrum method of dynamic analysis yields
the maximum dynamic response for each mode, it is generally not
reasonable to directly sum the individual modal responses by absolute
summation., It has been shown that this summation procedure is
generally too conservative as the modal maxima do not occur simulta-
neously, and summation of the modal response by the "Square-Root-of-
the-Sum-of-the-Squares' (SRSS) summation procedure provides a more

realistic estimate of the total maximum response.

3.3.4 Selection of Input Spectra

A specific selection from the various floor and nozzle spectra
developed fer piping analyses as input spectra in the analyses s
necessary for each pipe analysed. This selection corresponds to the
anchor points or nozzles to which the pipe connects, and the points

along the pipe at which the piping is supported.
3.3.5 Spatial Directions of Excitation and Combination of

Spatial Response

In the calculation of the seismic response of piping the total

response (summation of modal responses) is calculated for excitation
in each of the three spatial coordinate directions separately, and
the total response of the piping is then calculated from the indivi-
dual responses in each spatial coordinate direction.

In either of the types of analyses, it is generally assumed
that the mass and inertia of the piping is sufficiently small in
comparison with both the mass and inertia of the mechanical components
to which the piping connects and that of the structures from which
the piping is supported. Thus the piping may be considered separately
from the mechanical components and structures. The input motion for
the seismic analysis of piping is accordingly defined at the piping

connection and support points on the mechanical systems and structures.

3.4 Steam and Waterhammer Design and Analysis

Several of the major piping systems in a NCN plant may be
subjected to Steamhammer or Waterhammer effects resulting from
rapidly closing or rapidly opening valves or pump operation changes.

These systems are typically as follows:
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a) Mainsteam system: - Steamhammer effects resulting from rapid
turbine stop valve closure {(upset or emergency
conditions)

= Steamhammer effects resulting from moderately
rapid mainsteam isolation valve closure (upset
or emergency conditions)

b) Feedwater system: - Waterhammer effects resulting from rapid
requlating valve closure (upset conditions)

- Waterhammer effects resulting from pipe rupture
and the resultant rapid check valve closure
(emergency conditions)
c) Pressurizer RV
Discharge system: - Steamhammer (shock) loading resulting from
rapid RV opening
For the above systems, hydrothermal analyses must be performed
to determine the forcing functions imposed on the piping by the
change in flow conditions, and dynamic piping response analyses must
be performed to determine the stress induced in the piping and the
piping displacements and support forces. The response is evaluated
step-by-step through the desired time range, starting with any given

initial condition. The incremental form of the equations of motion is
M ool + C al = K gl = gf (1) (13)

in which aF (t) is the change in applied load vector. al is the
change in displacement vector, an C, and 5[ represent the effective
damping and stiffness matrices applicable during the increment. In a
non-linear system these properties may be changing as the structure
responds, but in a linear system these properties are constant., It is
reasonable in any event to assume them to remain constant during each

time increment if the increments are made short enough.

4. Seismic Design and Analysis for Small Diameter Piping

The design and analysis technigues used for small diameter piping
(nominal diameter less or equal 50), depend on the classification of
the piping, the complexity of its layout and the complexity of design
conditions. The follwoing techniques are typically used.

Design guides and design charts are used for all small diameter

piping, instead of rigorous analysis. The procedures used for this
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piping are applied both in the design office and on site after the
piping has been erected.

Small diameter piping is erected and supported appropriately
after completion of weight and temperature design.

Those lines categorised. as Seismic Category | are then reviewed
in the field by experienced personnel. Any necessary additional
seismic supports are then located and designed by experienced piping

engineers in the field, using the design guides and charts.

5. Conclusions

This paper showed that with the classification with requirement
categories and for seismic classifications a detailed system of
classification is established to ensure that sufficient calculations
will be made for the piping systems. The methods shown are given as

overview of the most important techniques which are used.
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UM ESTUDO SEMI-ANALITICO DAS VIBRACOES INDUZIDAS
PELO ESCOAMENTO EM TUBULACOES DE CENTRAIS NUCLEARES

José Eduardo Maneschy
Furnas Centrais Elétricas S/A

Depto. de Engenharia Nuclear

SUMARIO

Apresenta-se um método semi-analitico para a determina
gao da seguranca de tubulagoes excitadas pelo escoamento in
terno. O método consiste em aplicar ao sistema um espectro
de frequéncias uniformemente distribuido obtido a partir das
aceleragoes modais medidas experimentalmente. E estabeleci
do um critério que permite verificar se o nivel de  tensoes

dai resultante estd dentro de limites admissiveis.

SUMMARY

A semi-analytical method is presented to evaluate the
piping system safety due to internal flow vibrationexcitation.
The method is based on the application of a plane spectrum
on the system, resulted by measured modal accelerations. A
criteria is established to verify stress levels and compare
with the allowable levels.
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1. 1Introducao

Os 6rgaos reguladores para o licenciamento de centrais nu
cleares estabelecem a necessidade de se adotar um proorama de
testes antes do funciconamento normal da planta. Os prineci
pais objetivos sao assegurar gue os componentes , tubulacoes
etc. estao adequadamente projetados e também, verificar se os
modelos analiticos adotados para estes sao confiaveis. Nos
testes devem ser observadas e medidas a cxpansao térmica e as
vibragoes a que os sistemas possam estar sujeitos.

Este trabalhc pretende apresentar um método gue estuda
se o nivel de tensces, causado pelas vibracoes induzidas pelo
escoamento de fluido nas tubulacdes, nao supera os valores
admissiveis impostos pelas normas.

0 procedimento que foi desenvolvido necessitava oue as
aceleracoes de pontos previamente selecionados sobre a estru
tura fossem medidas. FEstes valores foram obtidos com a insta
laqéo de acelerdmetros, sendo os resultados apresentados na
forma de espectros de frequéncia [ 1] . Estas medicoes foram
realizadas pelo Centro de Pesquisas de Eneraia Fiétrica (CEPEIL)
durante o teste funcional a quente da Central Nuclear de An
gra I.

2. Tensao Admissivel a Vibracao

As aceleragoes e deslocamentos dinimicos resultantes de
vibragoes produzem tensocs primarias na linha cue, quando cop
binadas com aquelas provocadas por caraas previstas nas eospe
cificagoes (pressao interna, peso proprio, sismos) nao devem
superar os limites admissiveis pelas normas. Assim, para cue
possa ser determinada a faixa dc tensoes rrservada as vibya

coes, deve-se considerar a andlise de tensocs para a linha

ta analise, realizada seoundo o cdédiae ASME secao 111 sibse
gao NC-3650, [27] , estabelece cue para tubulacoes de classe
nuclear 2 as tensoes primarias devem satisfazer as seauintes

equacoes:

D oap.951 2 o 108 (1a)
it 7
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(M, + My)

B so0.758 ~2 2 125 (1b)
a4t z

onde P & a pressac interna de projeto, D diametro externo do
tubo, t espessura da parede, i fator de intensificacao de ten
soes, Z o médulo da segao e S, tensao admissivel.M, é o valor
do momento resultante devide ao peso proprio e outras caracas
mecanicas e My o momento resultante devido aos terremotos.

As Egs.(la, lb) podem ser modificadas de modo cue, o me
nor valor das equacoes abaixo, forneca a tensao admissivel as

vibragoes:
L]
PD A
o =1.0 8- (— + 0.7514 —) (2a)
VIB h 4t 7
ou
M!4+M
oyrg = 1.2 5, - (E2 + 0.751 A2 (2b)
4t Z

onde M'A é o momento resultante devide ao peso proprio.
Encontrado o valor de tensao admissivel deve-se acora
determinar qual o nivel de tensao atuante causado pelas vibra

¢oes do sistema. E este o propésito da secao seoguinte.

3. Método Proposto

A maior dificuldade do problema em estudo estd asscciada
ac fato de nao se conhecer, a priori, a excitacao a aue es
ta submetida a tubulagao. Esta dificuldade & contornadaaguan
do se propoe que o sistema seja submetido a um espectro de
frequéncias uniformemente distribuido, obtido a partir dasma
ximas aceleragoes modais determinadas experimentalmente. Se
o valor da maxima tensao atuante na tubulacao excitada por es
te espectro nao ultrapassa Oyqp+ Pode-se asseourar que o ni
vel de vibracoes € admissivel.

A hipotese de gue a excitacgac devida ao escoamento do
fluido possa ser representada por um espectro de frequéncias
uniformemente distribuido pode ser aceita uma vez cue, de um
modo geral, as estruturas a partir de um determinado valor de

freguéncia respondem da mesma forma, conforme pode ser visto
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na Fig. la. Assim, como a excitacgao devida ao escoamento de
fluidos é de  alta frequéncia, a determinacao das tensces
envolve um espectro como ¢ mostrado na Fig. 1lb, gue passa a
ser significativo a partir de um determinado valor fo'

Para que o método possa ser implementado € necessario
que seja estabelecida uma relagao entre a aceleracao modal e
o espectro de aceleragdes. Assim, considere-se o sistema com
N-graus de liberdade submetido a este espectro. A solucao
da equacdo do movimento pode ser obtida através da analise
modal [E] . Dessa analise resulta um conjunto de N eguacoes
desacopladas que pode ter sua solugao estabelecida  através

do método do espectro de resposta. Baseado neste método o

1g

-

fo
Fig.la - Espectro para as Estruturas Fia. 1b - Fspectro para o prcolema

valor da mdxima aceleragao modal para cada direcao, no ponto
modal i pode ser posto na forma:

’ ; ) 1/2
o ST | L Z
L ¢n{j=X,Y,Z{Ynjsanj) J (3)
onde .
¢; - vetor modal
Ynj - fator de participacao modal na diregao j
Sanj ~ aceleracao espectral do n-&simo modo na di
recao j

Admitindo-se gue o valor do espectro de aceleracoes & o

mesmo nas diregées X,Y,Z obtém-se, para cada uma destas dire
i

na forma:
o ¥

¢oes, o valor de W
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el 3 2 o G

ﬁnx a ¢nX{Ynx+Y nY+Tnz) S, (4.a)
: 2 1/2

W= ek (v a2 4y2 (4.b)

wnY q‘n‘fwn)(hIr ny +“rnz]| S,
i . 1/2

i _ i 2 2 2

Wz = a2yt Yay *Vnz! g (4.c)

Entretanto, como o método do espectrc de resposta foiu
tilizado, os valores dados pelo conjunto de Eags.(4) =ao valo
res relativos, isto €, para gue o valor da aceleracac total
seja encontrado, deve-se adicionar as Egs.(4) o valor da ace

leragao da base, gue para valores madximos pode ser assumida

igual a s. As expressoes dal resultante sao:

; : 1/2

1 ook 2 2 2

Ay $nx“Ynx+YnY+YnZ) +1} s, {5.a)
F % 1/2

s N 2 2

T o +11 S, (5.b)
] . 1/2

el 2 2 2

Anz = t2!Onx*YnytYng!  tLE S, £3.2)

As maximas aceleragoes medidas experimentalmente Aﬁauag
do substituides no conjunto de equacoes acima permite deter
mirar qual o valor do espectro de frequéncias uniformemente
distribuido, S, A que deve estar submetidc o sistema. Desse
modo, pode-se encontrar cual 2 maxima tensao atuante na tubu
lacao associada a este espectro e compara-la com o valor da
tensao admissivel. Se esta dltima cuperar a maxima tensan a

tvante a tubulagao estd gualificada com relagac 3s vibracgoes.

4, Fxemplo Numérico

Para ilustrar ¢ método proposto, uma tubulagaoc declas
se nuclear 2, mostrada na Fic. 2, foi analisada.

Inicialmente considera-se a tubulacao submetida aos ca
sos de cargas previstcs nas especificacoes, com o objetivode
se determinar a tensao admissivel ds vibracoes,
la Eg.(2).

cVTB,dada re

0 mndelo dinamico utilizado para a determinacac de Yy1R
€ agora excitado com um espectro iqual a lo, atuante nasdire
coes X,Y e Z, conforme a Fioc. lb. Esta andlise permite deter
minar as frequencias naturais, os vetores modais e os fato

res de participacgdo modal.



F =g
.4 LOCALIZAGAO DO Ry
ACELEROME TRO
ANCORAGEM
2
[
0

Fin. 2 - Modelo Estrutural para a Anilisc
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Para o acelerdometro localizado no ponte 16 os maximos va

lores de aceleragocs medais medidas foramflj:

Bysx = 0,956, 600 Hz
Pycy = 0.406a, 750 Hz
By4g = 1.220 a, 662 iz

cubstituindo-se ~stes valores juntamente com os vetcres
modais e fatores de participagao mrodais no conjunto de Fes.
(5), obtém-se o valor deo espectro icual a:

S. = 0.928
5 q
Este espectro gvando arlicado nas trés direcres fornece

a midxima tensan atvante no sistema, ~cue & i~ual a:
0 = 566 psi

Ohserva-se entao nue o valor da tensao devida as wvibra
coes resultantes do ~scrament~ do fluido & bem inferior 3 ad

missivel as vibracoes, que para » linha analisada é:

“SIR 11000 »si

5. Conclusces

0 trabalhn apresenta um métod~ que analisa se as ribhra
cors induzidas pelo escoamento de fluidos n?Ao prodnz tensoes
gus possam surerar cs limites admissiveis nelas normas.

Para a tubulagao estudada como exempln, determinou-se
qual o valer maximo de tensao nara o sistema submetido 2 um
sgpectro de frequancias nniformemsnte distribuide simmlando
A excitag@=o. O valor da maxima tensao obtide, sendoinferior
3 =dmissivel 3s vibracoes, permite qualificar a lirha de acor
do com os critérios estabelecidos pelo codian PSME.
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L. Introdugio

As tubulagbes nucleares de classe 1 devem scr projetadas contra fa
lhas por fadiga. A subsegido NB-3600, se¢ao 111, do Codipe AME, da  re-
gras simplificadas para preencher os requisitos gerais da subsegdo NB-
-3200. As tensbes térmicas na tubulacao, causadas pelos transientes de
temperatura no fluido, podem ser estimadas através das quantidades T,
AT, e AT, definidas no Codigo.

Aqui se propde um método semi-analitico para determinar a distri-
buigdao de temperatura atraveés da parede do tubo, produzida por um tran-
siente de temperatura arbitrario no fluido interno. Considera-se que @
parede do tubo & plana e usa-sc a equacdo diferencial unidimensional da
conducao de calor em coordenadas cartesianas.

Considera-ce que o tubo é isolado externmmente, cmbora  pudessem

ser usadas outras condigoes de contorno.

Figura 1 - Geometria e Condigdes de Contorno

2. Solucio Semi-Analitica da Fquagio de Calor Transiente

A Figura 1 mostra a geometria ¢ as condigoes de contorno do proble
ma, Os raios internos e externos sao respectivamente r; e r.. A espessu
ra da parede € denotada por L. O coeficiente de pelicula, a condutivida
de térmica do material do tubo, o calor especifico e a massa cspecifica
sao h, k, ¢ e p respectivamente. Inicialmente o tubo estd @ temperatura
T ea historia no tempo da temperatura do fluido & dada por Te(t).




A equacao diferenciul e

onde T e t denotam temperatura e
medidt da parede externa do tubo

condighes iniciais ¢ de contorno
S

ar
wo e
K :‘_] = B =
r="1
0

tempo respectivamente, A variavel x

e a difusividade témica

sy o Caso geral de o lustaria no tempo da tesperatara do

erRiteiria, e sotucao anal Ttica completa nio ¢ possvel

sbderando Tt semdo g soma Je tungoes degraus, como mostrada na Fign

|

com condicors de contornn

v obteimn=se o solugin Jdaoequacio (1),

30 ¢ b, come ot somn Jde solucoes degraus unitiarias,

. 1
Ii.u}
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Considere AT (x,j) como a variagao na temperatura do tubo no ponto
x, no tempo t = j At, devido a uma variagao de temperatura unitaria de-
grau no fluido, no tempo t=o. Intdo, a temperatura no ponto X, no tempo
t=j At € aproximadamente

T(x,t=jat) = T, + Tt (X, T-T!) + ar! (x.3) (T,-T)/2 +

(5)
+ aTl(x,j-l}(TZ-To)/Z T (x, 1) (T;-T5_)/2

ou, em forma compacta,

e B e i ersran g o o
T, £=50)=Teat (0, (T 213 /20 3 81 03K (T Ty /2, (©)

Portanto, para At suficientemente pequeno, a equagdo (6) da a dis-
tribuigao de temperatura na parede do tubo.

Falta, ainda, determinar aTl(x,j), solugio da equagio (1), com con
digoes de contorno (2), (3) e (4) ¢ Tl.=‘i'(')+1. Usando separacio de varia-
veis, determina-se que

1 _ e nk a 2 . X .
AT (x,t) =1 + nij] An cxp[- —E-Z[J\nl] t :[ cos [(lnﬁ}ﬂ, M

onde:
1 2 sen (Anﬂ}

An = (J\nﬂ+ sen (!\nﬂ] COS (?\nﬁ] (8)

c [)hﬂ sao as raizes das equacoes (9) uabaixo,

AR

coty (An'l] = i_n__ . &)
i

sendo o nimero de Biot Hi =g

Desta forma, a equagio (60) nos permite calcular T, .’!'l‘l e AT,, de

acordo com as definicoes da subseciao NB-3052, do Uadigo ASME,

3. Solugio Numérica da Bquagio de Autovalor

As raizes da cquacao (9) podem ser {acilmente detemminadas,atraves




e

do método de Newton, especialmente aplicado 3 equagdo. Considere-se a de

terminacao das raizes de

F[U.]—'Bi cotp(Af) - (AR) = O (1)

Tragando um grifico de cotp {A\R) ¢ (%E), verifica-se gque o i-Csima

raiz da equacio (10} estd entre (i-Dn e (i11/2)n. Tambén, neste interva

lo, FUM)7 0 e F'(3) >0, i.c., F(A) tem a configuracio mostrada na Ii

gura 3.
F(AL)
!
e B i s .l
f
| - Fixyp)
I | r-'ri]'}

pente

. 1 xw-li—lln . '.'1.'.. =
S ] -
(i-1) \\

et/

y
'
'

' |

' :

:

. 1}

Figura 5 - Conliguracio de FOE) na visinhane -l

da i=Csima raiz

Verifica-se facilmente que o sceninte algoritimo ¢ sempre  conver-

i determinacio da 1-Csima raic:

1) Ieixe Xp = Li=l)n s o
. v . . 1'(!('] |-.l voly .\11 = \I
21 Caleale ST ) i e i
T “l I+ B cosec™
1 |
). se Xy < L=V Coz-se x, = 18 x 'Ii-ll'l-l. t
' A v 12 ! Pt orm=se a0

1

wssa O Beox, ¢ (U=, fazese x,ox, © oretarmi=se ao passo D,
= ' |

1
Repete=se este processo at¢ que a telerancia S0 g alvanciada,

s !|x|| - a0 o toteriucia.
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A aplicagio deste esquema no computador tem mostrado resultados ex

celentes.

1. Resultados NMuméricos

4.1 Distribuigio de Temperatura

Referindo-se & Figura 1, considerou-se wm tubo com as segnintes ca
racteristicas: rj=71,05m, r;ﬂl,l&:ﬂu; =550 W s/kp n(‘_; c=?’,33x1{1_h ka/
/T[III3; h=5000x10"0 W/m'|13 9. A condutividade témmica K foi considerada di
ferentemente pelo codigo ANSYS e pele meétodo proposto, i.c., o codign
ANSYS tem a capacidade Je considerar o K como uma fungio da tomperatira,
enquanto, no presente métode, 51 nsado um valor médio de k. A expressio
- L01E 07 T (/).

As condigoes de contorno térmicas lorum: '!'{_'. { temperatura inicial
da tubulacio) = 296 °C; Telt) (histéria no tempo da temperatura no luf
do) = 120 °c.

A Figura 4 apresentu a comparagio dos cileulos Jde temperatura  on-

geral para K foi K=45,73x1077

tre o ANSYS (modelos axissimétrico e planar) ¢ o método proposto, usanda

um valor de K correspondendo it temperaturia media Jdo transiente, fv ®as
T oo = (1202 + 200%)/2 = 208 PCo Isto dd Koo = 1502051077 (W (00,
medio 4 medio

Verifica-se que, para t=h ' sepundos, por exemplo, as temperaturss sao

S e S R T

LOCALTZACRO FEMeERATIRA (U0Y

5.0 segundos

| PAREDE TNTERNA
__ESTESSURA MEDTA

L PAREDE EXTIRNA

Considerando que, usando o ANSYS, os cileules toram feitas com 3

variavel, os resultados acima concordam perfeitanente bem.

4.2 Distribuigas de Ten:

A subseciio NB-3000. da secde T11, do cadigo Ml di témulas apro
ximadas para avaliar as tensdes temmicas om tubos. A iniensidide Jde oron-

sio de pico térmica em um tubo reto € dada por

ol ida G | LT 1
BE‘ j—‘r\r_-\-n 1\3 .\]1 + T N {11




51
orde AT, e AT, sdo definidos na secdo ITI, do Codigo ASME, E, a e v sido
os modulos de Young, coeficiente de expressao témmica e coeficiente de
Poisson, respectivamente, Ky = 1.0 para tubos retos.

A tensiao foi calculada em um sistema de coordenadas ciliidricas,o_rl
de r, 0 e z representam as diregoes radial, circunferencial e axial, res
pectivamente. Inicialmente, para calcular as tensbes témmicas reais, to-
mu-se a capacidade do ANSYS, usando um modelo axissimétrico no  estado
plune de ti,méﬂ' para ambos os casos de distribuicao de temperatura, i.e.,
dos modelos planar e axissimétrico. Os valores utilizados foram E =
= 207,798,072 - 88,275T - 0,0031%

eraus Celsius, v=0.3 ¢ :1‘—12,5xlil-[’{1/(’(2). Como o tubo esti em um estado

{N/nmz], onde T é a temperatura em

plano de deformugao, os resultados do ANSYS devem ser transformados, co-
mo se verifica a seguir.
No estado plano de tensio, as solugdes elasticas para um tubo reto

com umia Jdistribuicao de temperatura radial T(r), sio dadas por /2/:

, 5 b r
o 9'7 s I r T(r) dr - J rT(r) dr} . (12)
r° |bT=a” Ja i
Tl 2
Vs 7 | T [ r T(r) dr + [ rT(r) dro-r "t‘(r}] . (13)
k r° Lh-a” ‘a a

onde a ¢ b siio os ralos internos ¢ externos, respectivimente. Também de
/2/, as solucoes no estado plano de defommagao sdo obtidas, dos resulta-
dos no estado plano de tensio, substituindo-se E, v e a pelas quantida-
des E; = ]T/(I-\"’), \)fu/{l-\:} e nl‘—ullw), respect ivamente. Usando estes
valores em (12) ¢ (13), € o mesmo que substituir al por k= ak/(1-v).
'ara o estado plano de deformaciio hi uma componente de tensiio adicional,
Tia quando as extremidades sao livres, ¢__ ¢ dado pela formula abaixo:

2z

o B b

fr, =ye= ;%?J rT(r) dr - T (r]:] = 0. ¥ Oy (14)

i

c as componentes g €O sio obtidas, dividindo-se equagoes (12) ¢ (13)

00
por (1-v). Isto foi feito para transformar o estado plano de temsao, re-
sultado fornecido pelo ANSYS, cm um estado plano de deformagao.

A distribui¢ao de temperatura dada pelo método proposto, em  t=5.0
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segundos, foi usada para comparar as solugoes considerando-se a secao 11T

do Codigo ASME e a solugao eldstica. Os resultados estio yesumidos abai-

X0:
TENSOES (N/mi®) em t = 5.0 scgundos :
LOCALT- ANSYS [ Y ) Soluciio Mgtudo do |
TACAD Modelo Axissimétrico|Modelo Planar Elastica L5 ‘\Sﬁ[‘f‘f{) i
para o Calculo para o Caleulo s i
da Temperatura da temperatura . :
dyg = 149,81 Opy = 19,39 jag = 1090 !
PAREDE o = 0,0 o = 0,0 Opp = 00 :
INTERNA 'n" = 149,81 Co= 149,39 0., = 146,96 ‘ i
S1_= 149,81 = 199,30 |Si = 140,80 |s(=114,14 |
Ogg = 70,76 Ogg = ~72.40 oy, ==71,42 ir“{‘.‘ Loy
PAREDLE Opp = 0.0 B = 0,0 T ® 0.0 | .
EXTERNA |3, =-70,76 gL = =720 B, =T1,42 l !
(ST = 70,70 SLo= 7246 S1 o= T i

(* ) Modulo de Young I = 207,798 072 - 88,2751 - 0,003T"
(**) Madulo de young b« (T = 2089C) = 189.307,0

ST - Intensidade Jo tensio

5. Conclusoes

A se¢iio anterior mostrou que o método do Cadigo ASME i boas esti
mitivas para a intensidade de tensao mixima, om face dos cleitos témi-
cos, A comparacao entre as duas solugoes do ANSYS, i.e., considerwndo as
temperaturas determinadas pelos modelos planar ¢ axissimétrico,  usando
um mesmo modelo axissimdtrico n determinacio dias tensdes, mostrou
diferenca muito pequena nas intensidades de tensao, Isto justifica 0
uso de um modelo planar para o cileulo da distribuigao de temperaturi.

0 pequeno nio conservitismo  encontrado no método do Godige AL

quiando comparado com o solucdo clistica, ¢ devido ao fate de que,  para
h=i1

um tubo I'Ot('r],1 II'S ny equacao (11}, deveria ser H%_l*fﬂ"‘;';ﬂ"' ."-:mul &
r - - " . vy

< > muLto menor y &, wle ser desprezadin. Au -

quantidade T(heay © Mo menor que pode ser despresu QUi gy

= 0, 0267,
Imbora tenhamoes considerado somente o tipo de condica de contor
no, outras poderiam scer tratadas identicamente, Isto afctard cssencisl-

mente a equacao de autovalor (91,
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T(GF} &

300 —
h \ arede externa
o

media %

Modelo Planar ANSYS

250 %,
\g.
Método Proposto \

Modelo Axissimétrico ANSYS

parede
interna
200 |
150 . - - -~
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 t(s)

Figura 4 - Histaria no Tempo das Temperaturas
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SUMAR10

As especificagoes para projetos industriais de redugoes
sujeitas ao ecfeito de pressao interna, nao comentam, em ge-
ral, sobre As alteragoes provocadas nos fatores de intensifi
cacao de tensoes quando sc insere, no ramo dec menor ou maior
diamctro, uma junta de expansao. O presente trabalho, além
do estudo dos fatores de intensificacao para o caso em que ©
esfor¢o axial redistribui-se aos dois ramos, analisa os ca-
sos onde o esfor¢o axial reduz-se a apenas um dos ramos, o
que determina alteragoes de até cerca de 30% nestes fatores.

SUMMARY
The standards reccommended for the stress analysis of pipe
reduction do not take into account the various possibilities
for the balance of the axial forces due to the internal pressure

acting on the reductions.
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1. Introdugao

Admitindo gue a cada um dos clementos que compoem uma tedugdao a
ser submetida A pressio interna fosse permitido deformar-se livremente,
observar-se-ia que, nas jungbes as deformagoes produzidas em cada compo-
nente seriam diferentes, indicando a necessidade de gue esforgos de fle-
xdo deveriam ser introduzidos para que a continuidade da estrutura vies-
se a ser mantida nestes pontos. A determinugio destes csforgos e suas con

sequencias sdo apresentadas a seguir.

2. Anilise

Para os elementos estruturais conicos e cilindricos utilizados
na composigdo de redugdes a serem submetidas ao efeito de pressio inter-
na (p), & possivel obter solugdes analiticas atraves da teorid das cas-
cas finas de revolucdo [1], [2]. Visando generalizar o problema, tais so
lugbes foram adimensionalizadas. Desta forma, os esforgos resultantes,
rotacbes ¢ deslocamentos despertados nas cascas conicas podem ser descri
tos como:

a) Solugao homogénea

H

M
Fﬁ% = %% [C1(2vbeiyy + ybeiy'y) - Ca(2vberyy + yherp'y) +

+ C3(2vkeiry + ykeip'y) - Cy(2vkerpy + ykers'yl] .

H
X s Zm . . 5 ; ; ;
=R cota (Ciber,y + Cpbeiyy + Cikerpy + Cykeizy) .
H H H il H
Hy Q1 My N, N

Th = Th cosa ' Eh7 ' ER ~ Eh

8% = tgam? (Cibeipy - Coheryy + Cakeizy - Cukerzy)

Gx sen’a
i [Ci{ybery'y - 2Zvberpy) * Co(ybeis'y - 2vbei,y) +
+ Cy(ykery'y - 2vkerpy) + Cylykeir'y - Zvkeisyv)]
I 7 1/
onde v = 2p VX , o = m(LOt &y ,om = [12(1—v?])/

b) Solugdo particular para pressio interna

g

P
N P tg a [ R K

T
Y - YR

.
|
yu IJ




Ng F_.
Eﬁzgtgu[i_] i
Bp_ﬁptgn )'23+}'A{C{y’ﬁ-)';}
X E 2 m y& v
Gi p sena tgla y "[ y; C y; - ¥4
® — [m] (Pl =50~ S )

x 0 1

3 . |
0t 2 3 465 678
-

Fig.1- Convengdo de sinais. Fig.2- Comportamento de §,, @ § ,,
voriando Yg-Y, 0 Y, .

A solugao homogenca para o problema do cone, também denominada
solugio de flexdo, pode ser obtida atraveés de fungoes de Bessel de ordem
dois e caracteriza o comportamento da casca quando sao aplicados esfor-
¢os ou deslocamentos nas bordas. A partir das solugoes para csforgos ho-
rizontais ¢ de momento unitarios atuando respectivamente na borda menor
A e maior B, as constantes C podem ser conhecidas, conduzindo a

1,2,3,4
determinagao da matriz de {lexibilidade [«Sij]:

1 Y2 B 0/ By vy vz 8, v, n/D)?

Oa

|

£ F 3 B
i Iﬁzl Y,/ 2% By valyy/2m? Byn v, (/22 Ty, v4(yg/2m)?
il ||‘g LN W2 B /27 By v2 By, 10/

a1 20027 8 Y30/ 2M? B3 vy (/D7 8y vy v/ 2W?)
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para §; = [ﬂA 8p/h By B"h] , onde y, = tgam?® Y, = sen’a/cosa e Vi ®
= se 30&/2 cosa .

Os coeficientes ng apresentados, constituem uma matriz simétri-
ca, dependente do valor das fungées de Bessel nas hordas y=yA [ v==vH.
cujo comportamento pode ser analisudo através da Fig. 2 ([2] e 3h

Assim, quando Yp = YA < ?m(cosa/sen’a) [{h/h}l:” -(a/h) 1!"?] assume
valores maiores que 6, os estor¢os de [lexao gue atuam em uma das bordas
ndo produzirdo perturbagoes significativas na horda oposta. Torma-se en-
tao conveniente adotar um comprimento para a geratriz Jdo tronco de conc
tal que Vig =iy ® 12,

Na solugao p.;.rtlcular apresentada, o constante € caracteriza o
tipo de carregamento N f’i:}: a ser imposto, de tal forma que, nas bordas,
Sud componente axial '\l /ih reproduza o esforgo longitudinal despertado
nos cilindros ali acoplddﬂs. Este esforco longitudinal depende das dimen
soes da redugio, da pressido interna ¢ dus condicoes de apoio da  tubula-
¢ao. Desta forma, os valores de U apresentados na Tabela 1, podem ser as

sociados a tres casos distintos:

TABELA 1 - Esforgos axiais despertados.

cosoe/ E h
CASO C Borda A Borda B
1 Jo-0vg - 4! pa/2Eh pb / 2Eh
2 [+] 0 (pb /2Eh)(1- (a/b¥ )
3 1 (pa/2€Eh)(1-(a/b)* ) o)

CASO 1 — esforgo axial se redistribui nos dois ramos da tubulagao,

CASO 2 — simula a existencia de uma junta de expansido no rimo de  menor
diametro,

CASO 3 — simula uma junta de expansio no ramo de maior diametro.

Para que a solugao particular do cone lique consistente com  as
condigoes de contorno, € necessdrio introduzir nas bordas esforcos hori-
zontais HA,B = - Ni sena/Th de modo a se ter a resultante paralela ao ei
xo longitudinal do cilindro.

A solugio para os cilindros semi-infinitos a serem acoplados o
tronco de cone, pode tambem ser descrita de mancira adimensional . como:

1) Solugao homogenea

(a/h) ¥

e v ol e o F (Ci(sen = - cos z) - U=fsen 7 + coas z})
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H
Q -z
R - © (Cy cos z + C, sen z) ,
H H
N N =1 e
ﬁ= 0, E% = {g] fzn e “(Cp(cos z - sen z)-C;(sen z + cos z)),

H
W -1 N
Bg = 2(a/h)¥2 n? e % (C, cos z - C sen z) , T {%] E% >

onde z = ux , u = n/(@ah)2 e n = (3(1-v2)) W .

N
X

i i
My

YA WY

Fig.3- Convengdo de sinais.

b) Solugao particular para pressio interna

NE e = P — g
R i izl & = & =1
th Eh ~ ERh h E |h ’ X

Através da aplicacao de esforgos unitarios, cortante e de momen-
to, na bonda do cilindro, determinam-sc as constantes Cl,Z da solugao ho
mogenea. Consequentemente a matriz de flexibilidade para cilindros {ijl
pode ser definida como:

i = -an3(a/h) 2 -ZnQ(a/hJ. . & _JB .
et -2n?(a/h) -2n (a/h) 3

[&

1 lw/

Na solugdo particular obtida, a constante C representa um esfor-
¢o axial externo aplicado. Quando dois destes cilindros (a=a,b)  encon-
tram-se acoplados ao tronco de cone apresentado, o esfor¢o axial Ni/ Eh
despertado em cada um destes, tera para cada caso estudado (1, 2 ou 3) ,
o valor da componente axial do esforgo Ni/ﬁh produzido no cone. Desta
forma, o deslocamento axial a ser despertado em cda um dos cilindros
(ca e cb) pode ser descrito como:

) E R - v )]}
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woych p {b by sen?a (Vg N ) y%
=) - e G v 2w () 00 - 53]}
L
De posse destes elementos, pode-se computar que valores devem as

sumir os esforgos de flexdo para que, nos pontos de jungac cilindro-cone

e cone-cilindro, se obtenha rotagoes e deslocamentos relativos nulos,
isto é:
ca ca P
“(8y * 8y) (8 - 6yy) %13 Sy X
ca ca
(857 * 8y (85, + 85,) =853 824 J Xy |+
ch ch
631 832 (633 * 833) (85, = 85,0[ | %,
ch chb
841 842 Foag ™ Bad B %) an
P (o)
% & = { 0
511 612 6].3 614 0 5].
P P ca
; —521 *622 —623 62& HA ‘ 62 - (w /h) = 0 ?
P
i 8
531 632 633 63& g 53 $
P . P ch
—541 —642 —63‘3 ﬁ_“‘ HB 54 - (w /h) L 0 )
onde os coeficientes 5ij P G;? e G;? foram tomados cm valor absoluto.

Assim, para os tres casos analisados ¢ possivel obter os corres-
pondentes esforgos e a consequente distribuigao de esforgos.

Sabido que, as tensoes mais perigosas scrao despertadas nos pon-
tos de descontinuidade geométrica, foram desenvolvidos fatores de inten-
sificagao de tensoes, Ky © Kg. para os pontos de juncio em fungdo da
TENSAO CISALHANTE MAX. atuante nos cilindros componentes em pontos sufi-
cientemente distantes das descontinuidades. Desta forma, em cada  caso,

a tensao cisalhante maxima na jungao (T e ) pode ser determinada como:
ALB

TABELA 2 - Tensoes despertadas.

TENSOES NOS PONTOS DISTANTES NA JUNCAO
CASO ™ Tt -Ng/h | T Tmoxag
RAMO MENOR
1 Pa/2h pa/h Pa/ 2h ——
2 0 pa/h pa/2h
3 |(pa/zm (-(b/a¥ 7| pa/h _ [(pa/2mi1+((b/a¥ -1/2)] Ka Tmax
R;HO MAIOR
pb/2h pb/h pb/2h B
2 l(pb/2h) (1-(a/b)*)] pb/h pb/2h TUmasg =
3 0 pb7h pb/2h K Tmax
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3. Resultados

Em cada um dos casos analisados, foram levantadas curvas para os
fatores de intensificagao, KA e KB‘ usando diversas relagoes entre os
raios dos cilindros componentes variando-se o raio do cilindro maior (b)
em relagao ao do cilindro menor (a), sendo estes unidos atraves de tron-
cos de cone com diversos angulos de vértice (2a). Serdo aqui apresenta-
dos alguns destes resultados.

4. Conclusoes

Analisando os resultados, observa-se que na Fig. 4.1, onde o es-
forco axial se redistribui aos dois ramos (CASD 1), o desvio entre as
curvas do fator Ky referente a jungdo cilindro-cone, aparece apenas para
a relagdo b/a = 1.5, na medida em que o angulo de redugio (a) ¢ aumenta-
do. Este aumento de a propicia valores inferiores a 6 da relagao YR Yar
0 que caracteriza existir interferencia entre os csforgos produzidos nu-
ma das bordas do cone sobre a outra. Tal desvio ¢ cada vez menos observa
do na medida em que sio utilizadas relagoes de espessura (h/a)  menores
(Fig. 4.2), acarrctando valores maiores da diferenga Yp¥ar

Para os fatores de intensiflicagao KB‘ destas lguras (4.1 ¢ 4.2),
quando a relagao de raios (b/a) € aumentada, o esforgo axial produzido
no ramo maior cresce, gerando com isto, estados de tensoes mais intensos,
dai serem obtidas curvas difcrentes para as diversas relacoes b/a adota-
das.

As Figuras 5 ¢ b, que analisam a situagao em que o esforgo axial
€ equilibrado apenas pelo rame maior (CASO 2), apresentam comportamento
semclhante ao CASO 1 quanto ao aspecto, tanto para o fator K,-\‘ quanto pa
ra o fator KB‘ mas apresentam valores mais baixos comparativamente.

Quando o esfor¢o axial ¢ cquilibrade apenas pelo ramo menor (CA-

S0 3}, aparecem diversas curvas para o fator K,, correspondentes as dife

A
rentes relagoes h/a. [sto deve-se ao fato de que, a medida que se aumen-
ta o raio do ramo de maior diamctro, mantido o angulo o, maiores troncos
de cone estario sendo utilizados, com isto, os esforgos uxiuais desperta-
dos na horda superior deverao crescer, gerando estados de  tensoes mais
intensos (Fig. 7).

Para o fator K, nesta situagao  (Fig. 8), a intensificagao de

Bl’
tensoes produzida na jungao cone-cilindro nao € alterada para as diversas

relagdes b/a, jid que o esforgo axial produzido nestes pontos ¢ nule, dai

suas curvas encontrarem-se sobrepostas. Como K, apresenta valores baixos,

B
o desvio esperado para a rclagao b/a = 1.5 fica muito atenuado.
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Fig.4.1 ¢ 4.2 - Voriag3o de K, e Kg quondo o esforgo axial se redistribui aos dois ra-

LA
Ky
20 |
. %: 3.
e L: 2.
N a
¥ 15}Fb_
=%
‘9.:1.5
a
rd
Fig. 4.1
10 .
(4] 5
mos ( CASO1).
28 T T T T T 5
/
24 | /4
/
; ¥
22 | yd
.tlz 3.0 ! /'
a F oo
20 b_ss ;o
a 7
~ 18}k b.2o ;L yi
a i
- .h: 15
16 |- 5
14 |
12
10 L
o 5 10

l&NZO 25 30

Fig. 5 - Variagdo de Kg quando o esforgo axi
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Se os resultados dos GASOS 2 e 3 forem comparados aos obtidos no
CASO 1, verifica-se que: a) no CASO 2, observam-se fatores de intensifi-
cagao pelo menos 35% inferiores ao CASO 1 para a borda A e pelo mencs
10% inferiores para a borda B; b) no CASO 3, observam-se fatores de in-
tensificac@o até cerca de 30% superiores ao CASO 1 para a borda A e pelo
menos 30% inferiores para a borda R, 0Os dois dltimos casos analisados,
ocorrem quando uma junta de expansio € inserida no ramo de menor ou mai-
or diametro respectivamente.

0s fatores aqui obtidos, para os tres casos, podem ser utiliza-
dos, diretamente, para determinar qual o valor da espessura a ser adota-
da junto as descontinuidades. lstes resultados sio importantes na especi
ficacao de normas para projetos industriais, que em geral nao  comentam
sobre a alteragao dos fatores de intensificacio na presenga de juntas de

EXpansdo.
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SUMAR 10
0 projeto otimo de uma mola helicoidal para o trabalho
em compressiao sob severas condigoces ¢ apresentado. Utiliza-se
um método baseado no critério de otimalidade para minimiza-
¢do de fungoes nao-lineares com restrigoes de desigualdade.
Resultados de testes realizados com diferentes restricoes de
projeto sao comparados.

SUMMARY
The optimal designofa spring, which works under severe
conditions, is presented. The optimization 1is carried out

using an optimality criteria based algorithm, for non-linear
constraints and objetive function. Results of tests performed

for some different design constraints are compared.
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1. Introdugao
Este trabalho € motivado pelo crescente interesse tanto

na aplicagdo de técnicas de otimizagdo ao projeto mecanico
como no desenvolvimento de programas do tipo ''caixa preta',
com interface universal, adequados para um largo emprego em
engenharia.

Bibliotecas de programas de otimizagdo, ja disponiveis,
tém sido usadas na sintese de projetos entretanto a diversi-
dade de métodos torna, muitas vezes, complexa a tarefa de se
legdo do algoritmo mais adequado a solugdo de um determinado
problema por pessoas ndo profundamente especializadas em oti
mizagao.

0s métodos de otimizagdo baseados no critério de otima
lidade, inicialmente propostos para a otimizagao estrutural,
tém sido desenvolvidos e generalizados encontrando, atualmen
te, pela sua capacidade de resolver problemas de grande por-
te com rapida convergéncia, vasta area de aplicagdo ainda pou
co explorada.

Neste trabalho apresentam-se uma breve descrigao do mé
todo de otimizagao, a formulagao do problema de projeto de
uma mola helicoidal e a obtengdo do projeto de minimo peso
utilizando-se o programa PROMIN ora em fase de desenvolvimento.

0 projeto otimo de molas helicoidais ja foi estudado
por Bachtler e Rommel [2] com o emprego de um método que nao
calcula derivadas.

Maiores informagoes sobre a analise de molas helicoi-
dais podem ser obtidas em [3 e 4], referéncias tomadas como
base para o desenvolvimento do presente trabalho.

2. Metodo de Otimizagao

Considere-se o problema de minimizar uma fungao P(X) -
— fungao objetivo — com X = (xi,xz‘...,xm) — vetor de proje-
to — sujeita a % restrigoes de desigualdade da forma:

(0 €0 3 & el (2.1)

Pela introdugao de & "varidveis de desvio" 2 obtem-se [5]:

(XL E (X)) ¥ z2 =0 L Sy SR | 2.2
cJ( ) cJ{] 23 ] ( )
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de tal forma que o problema de minimizagao com restrigoes de
desigualdade pode ser transformado num problema equivalente
com restricoes de igualdade. Neste novo problema, as condi-

goes necessarias a existéncia de um otimo local sao dadas por:
22 = i®1,2,....m (2.3)

em que ¢ = ®(X.,Z,A2) € a funcido de Lagrange associada ao pro-

blema:

A (2.4)

& 1™

k=2
L}
+
e

As condigoes nccessarias podem ser reescritas na [(orma:

ap % 3cj
- A == =0 i=1:2ie0.m
Bxi j=1 J ax,
Ai :j =0 i = IZyeeeyh (2.5)
¢, + 27 =0 5 = L2, .

lma secgiiencia de vetores de projeto X, a partir de um
projeto factivel, pode scr gerada pela  scguinte farmula de

recorréncia [1]:
r i} 7
Al I 11+[a‘—1ju“Jx“ (2.6)

em ogue a € um parametro gue controla a convergencia [5] e v
¢ um vetor dado por:
Iaﬁiv L

ac.
v EAjJU { ‘] i=1,2,..., mo, (2.7)

\J
ax.
1

vo o= l—o
i leij j=1
ambos reavaliados a cada iteragao.

OUs incrementos nas variaveis de projeto (xi) e nas via-

riaveis de desvio [:j) sao dados, respectivamente, por:

Vo vl vo_ v_ X oA ot
Axl = X - Xy [ lij Xq i | B S m (2.8)
sz = 2 L Y = @Y Y e 12,0008 (2.0)

J 3 i I
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em que K & um parametro de controle.
Os incrementos de primeira ordem nos residuos de res-
trigao [ci) sao dados por:

m gaciyv L r3cliqyv
actY = c!“+1 - Vo= ) [——l] axY + 1 {ﬁ"l] &z:
J J J i=119%y 1 k21192
(2.10)

Impondo-se, acada iteragdo, que tais incrementos (ac!")
sejam nulos, uma equagao que permite a determinacao dos coe-
ficientes 1; € obtida:

]
v v Y] "
. AT =gy = 1.2,000,R £.17
kZI Bey A3 &8 y Gl
em que:
" ? ac.y Vv 3Py -
oY [__l] [_d_] 2§ 1,3 ik (B8
Fooogag Xgl 19%p TR
m dC.yvpdCLy Vv
v s - 'k v o_ A G5
By i£1 [axi] [Bx ] x 2Ke ﬁkj § [ LISF. PR L -2 e
A=l 2 iuseqd
s _{0 se k # j
ki ;
1 se k=3

Caso alguma restrigao seja violada, a recuperagdo da
factibilidade & obtida impondo-se a condigao [5]:
v v v
Ac, i ¥ C.-% 9 2.14
( JJ j j ( )
Outra forma de proceder a recuperagido de umprojeto con
siste na repetigdo da ultima iteragao com uma redugao ne mo-
dulo do passo [1].
Informagbes sobre a avaliagao dos parametros de contro
le a e K podem ser obtidas na referéncia [5].

3. Lay-Out do Programa Basico

0 programa de otimizagao compreende dois blocos funda-
mentais. O primeiro, denominado analisador, calcula a fungao

objetivo e suas derivadas em relagao as variaveis de projeto
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bem como as restrig¢des e suas derivadas em relacdo as mesmas
variaveis. O segundo, denominado sintetizador, dimensiona um
novo projeto a partir dos dados fornecidos pelo primeiro bloco.
O programa termina quando a redugdo da fungao objetivo
¢ menor que um limite previamente estabelecido.

A Figura 1 aprcsentﬁ um fluxograma simplificado.

ANALISADOR

NAO

SINTETIZADOR
-PROMIN-

Fig. 1. Fluxograma basico do programa de otimizagio

4. Definigio das Varidveis ¢ Restrigoes Relevantes ao

Quer-se minimizar o peso P de uma mola helicoidal de
diametro médio D, diametro do arame d, com N voltas e compri
mento livre En para o trabalho em compressao sob carregamen-
to flutuante ¢ elevada temperatura (Figura 2).

As variaveis de projecto sao: D, d, N ¢ to.

A fungido objetivo — peso — ¢ dada por:

P = pu?2 ND %; (4.1)

em que p € o peso especifico do material.



Fig. 2. Mola helicoidal para trabalho em compressao

As restrigdes sobre a geometria e comportamento da mo-
la sao brevemente descritas abaixo:

Resisténcia a fadiga e ao escoamento. As falhas por fa

diga e escoamento sao previstas pelo critério de Soderberg
com o valor do limite de fadiga fixado em 67,0 Kpsi [3].0 va
lor da resisténcia a fadiga 8c6 ¢ obtido do produto do limi-
te de fadiga (endurance limit) pelos fatores de corregao de-
vidos A temperatura de trabalho e a confiabilidade rtequeri-
da [3].

A expressao da restrigado é:

C1=—S-E-KKT+-L|RT—1‘$D (4.2)
se sy

em que SSe e sdao, respectivamente, a resistencia a fadi-

Ssy

ga e ao escoamento na torgdo; T € T , respectivamente, as

tensdes cizalhantes alternada edmédia; K. e Kg fatores de cor
recdo devidos a curvatura do arame e a consideragdo do efei
to cortante na avaliagdo da tensao [3] e n um fator de segu-
ranga.

Flambagem. A falha por flambagem, para o caso em que
a mola tem uma de suas extremidades fixa e outra livre para

mover-se lateralmente mas impedida de girar, é prevista por
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Wahl [4].
A expressao da restrigaoc é:
c, = 1 6“40 (4.3)
Rl e ;
max

em que 6§ € a maxima deflexao experimentada pela mola e

ax
6. € a deflexao critica dada por:

cT
/_92
§ = 0,812 2 1 - /1-6,87 [-a (4.4)
cr o Eo

Ressonancia. Para o caso de mola helicoidal comprimi-
da entre duas placas paralelas, a freqiiéncia {n do primeiro
modo de vihragao axial & dada por [4]:

_ 14100 d

£ (Hz) (4.5)
n p2(N-2)
A expressio da restrigao ¢:
f
¢y =1 - v—’f <0 (4.6)

em que f & a fregiiencia de trabalho e v um fator arbitrado
(v = 10,0 no exemplo testado).

Compactagdo. Molas que trabalham sob compressdo tém
sua capacidade de deflexao limitada pelo espago existente en
tre as voltas. A mola serd dita compactada quando este espa-
¢o for nulo.

0 comprimento da mola compactada KC ¢ dado por:

» 1
.= Ned - 5 d (4.7)
A expressao du restrigao &
e
Cy = g—-1¢0 (4.8)
min
em que 2 .. € o comprimento da mola na sua maxima deflexdo.

Forgas exercidas pela mola. Para atender a especifica
goes de projeto sao estabelecidos limites inferiores para as
forgas exercidas pelas molas nas situag¢des de mixima e mini-
ma deflexao.



72

As expressoes das restrigoes sao:

=
-

Cs=1-P—1.~$U (4.9)
cg = 1 -%—z,-,s 0 (4.10)

em que P; e P, sao, respectivamente, as forgas reails nas si-
tuagoes de maxima e minima deflexdo e P} e P} sdo forgas mi-
nimas admissiveis.

A Tabela 1 apresenta os requisitos de projeto para os
quatro casos testados. Um material recomendado para as condi
¢O0es de trabalho nesses casos & o ago Cr-Va AISI 6150 [3].

Tabela 1. Requisitos de Projeto

Caso 1|Caso 2|Caso 3|Caso 4i
Comprimento de montagem (in) 2,00 2,00 2,00 2,00 E
Comprimento com maxima deflexao (in) 1,60 1,60 1,70 1,70 E
Forga minima de montagem (lb) 10,0 40,0 10,0 40,0 l
Forga minima com maxima deflexac (lb); 50,0 100 50,0 100
Freqiiencia de trabalho (rpm) 1000 1000 500 1500 }
Temperatura de operagao (F) 250 250 ' 250 250 i
Confiabilidade (%) | 90,0 | 90,0 | 90,0 | 90,0 5
Coeficiente de se_%,ruranga | 1,20 1,20 I 1, ZU__—_;L L20 I

5. Resultados

Os resultados obtidos para os quatro casos testados
(Tabela 1) sao apresentados na Tabela 2. Em todos eles, o
"projeto de partida" foi o mesmo, definido pelas varidveis:
D=1,6 in, d = 0,24 in, N = 6,0 in e 10 = 2,2 in, com o pe-
so inicial de 00,3820 1b.

Tahela 2. Resultados

. | — . —_— : " Redugao do
.Laso|D(1n) d (in) |[N{in) ED (in) |peso(1lh) peso (%)
1 |
[ 1 [1,352]0,1427[5,825] 2,391 | 0.1108 70,99
l 2 1,467|0,1874|5,902| 2,296 n,2101 45,00
| 3 1,36510,1484|5,823| 2,398 n,1209 69 53
’l 4 {1,400/0,183715,848( 2,344 | 0,1909 50,03 |

R G
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As Figuras 3 e 4 apresentam o valor da fungao objetivo
a cada iteragao.

4 |

°

x 3

= L

e caso 2

a

0

:,‘]— caso 1

PR N T S T, Lt N R (M 100 i L S | i
0 5 10 15
ITERACAO

Fig. 3. Historia da fungao objetivo para os casos 1 e 2

PESO (ib x10)

0 5 10 15
I TERACAO

#ig. 4. Histdria da fungao objetivo para os cusos 3 e 4

6. Conclusoces

0 presente trabalho apresenta os resultados da aplica-
gao de um método basecado no critério de otimalidade na otimi
zagao de uma mola helicoidal.
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As Figuras 3 e 4 mostram a histéria da fungao objetivo
para quatro casos de projeto testados. Sao verificadas uma va
riagdo monotdnica decrescente da funcado objetivo e, apds as
primeiras iteragdes, uma redugdo do peso da mola a valores
muito proximos daqueles obtidos ao final do processo.

0 aspecto da histéria da fungdo objetivo, acima descri
to, tem sido observado em aplicagoes anteriores do método de
otimizacdo empregado neste trabalho. Tais propriedades justl
ficam o desenvolvimento de um sistema computacional para oti
mizacdo de projetos com base em algoritmos dessa natureza. O
sistema PROMIN, utilizado neste trabalho, vem sendo desenvol
vido dentro de um critério de facil utilizagdo em variados
tipos de problemas de projeto ¢ tendo em vista usuarios nao

profundamente especializados em otimizagao.
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1. Introdugdo

A utilizegdo dos computadores digitais nas fases de
projeto, deu origem a um vesto conjunto de ferramentas, cg
nhecido stualmente como CAD, ou Projeto Assistido por Compu
tador.

0 CAD conjuge as potencislidades de um eficiente pro
cesso decisorio s interativo com a possibilidade de simula
¢do de sistamas complexos, parmitindo:

1. Obteng3o de slternativas racionais de projeto.

2. Interagao entre solugoses alternativas com objetivo
de um projeto otimizado do sistems,

3, Simulagao de sistemas, no intuito de se praver o
seu comportamento real, tanto sob condigOes estaticas como
dinamicas.

A drea de projeto essistido por computador se desen
volveu grandemente e ele pode ser caracterizada subdividip
do-a em dois rmmos:

- A parte grafica interativa (Intaractive Computer
Graphics).

- Dimensionamento e simulagao do desempenho teorico.

Na analiss de sistemas, em geral, é exigida alguma in
formagao sobrs o seu comportamento resl, sem que se tenha
construido o modelo fisico ou protﬁtipn para avaliagan sob
condigBes de testes, A utilizagBo de ferramentas matemati
cas mais precisas conjugada com as solugoss numericas por
Elementos Finitos, permite analisar tedricamente o camporta
mento elastico de sistemas, para gue se pnssa prever com
bom grau ds exatidao o sau comportamento real guando em sar
vigo,

Neste trabalho, tratar-se-a dests (ltimo aspecto.

2, D uso do metodo dos Elemaentos Finitos

Em geral tenta-se projetar um elemento estrutural, ou
sistemas estruturais, tal que as suas carecter{sticas satﬁ
ticas 8 dinamicas satisfagam todas as exigencias de projeto
sob condigbes de custo minimo, Na maioria das vazes, torna-
se dificil, ou ate impossivel, determinar solugdes Stimas,
do ponto de vista matamético, quando se tem complexos pro

blemas de projeto.
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A utilizag3o de computedores digitais pode permitir a anéli
ss de varias variaveis por meétodos computacionais, Neste
ponto, torna-se claro gue & exigido um método computacional
que possa ser aplicado a ume variedade de problemas.

Nos Gltimos anos fez-se varias tentativas para se ana
lisar estatica e dinamicamente o comportamento de sistemas
estruturais usando-se uma modelagao da estrutura como sendo
composta da elementos vigas, ou o métodn dos parametros con
centrados [a] . Tais aplicagnes tiveram sucesso efamero ,
principalments devido ao fato da isolagAo da mstruture por
meio de uma montagem de elementos vigas resultar num simi
lar topologicemente limitedo: a elasticidade das vigas, muli
tas das vezes tinham que ser estimadas por julgamentos hasg
ados em axpari%ncia acumulada, pu recorrendo-se a resulta
dos empiricos [1] i [3] .

0 Método dos Flementecs Finitos torna-se prefarido por
gue permite similaridade topolégica muito mais proxima en
tre modelo » sistems real. Isto conduz a uma maior precisan
na determinagho das caracteristicas estaticas e din%micas,
diminuindo consideravelments as exigancias relativas a tam
po de computagdo.

Descreve-se a seguir um sistema de dimensinnamento e
anilise tedrica do desampenho estatico e din3mico de elemen
tos o/nu sistemas estrutursis pelo Métoda dos Flementos )

nitos (MEF) irplementado pelo Laboratarin de Pﬁquinas Fer

L}
ramentas da £scola de Engenharia de S3ao Carlos = USP.

3. Formulagan geral do problema

14 se ressaltou anteriormente, cue 2 principal vanta
gem do M,C.F, ofersce sobre os outros métndes de andlise &
a sua grande qgeneralidade, Em geral, parecs provaval que,
com A utilizag3o de muitos elementos, e nossivel se Anroxi
mar virtualmente de qualquer problema sldstico continuo com
condigoes complexas de carga e ce contorno, a tal extensso,
que se pode executar uma analise bastante precisa, 4 dnica
limiteg3o0 a utilizag3o de um ndmero muito grande de elemen
tos, 6 o fator custo de utilizegao do computador e os traba
lhos de preparagac de dados, e interpretagao dos resultados,

Convém salientar gue, mesmo com & utilizagao de um
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computador digitel de alta velocidede & grands capacidads de
memoria centrsl, e praticabilidade da solug3o do problema e
a efetividade da analise depende diretamente do procedimen
to numérico ampregadn[ il.

Um sistema estrutural, submetido 8 agso de um con jun
to de solicitegoes, pode ser descrito em termos das suas prg
priedades alésticaa, de inércia e de amortecimento, pelo s8

guinte conjunto de equagoes, sob 8 forma matricisls

Ivl (%)« [eQx}e D3 = {e] (1)

Antes da especificacgo de qualquer um dos dois casos
de analise (estatica ou dinamica), o sistema computacional
calcula e monta Iﬁ], [E] e IK) » @s matrizes globais de mas
sa amortecimento e rigidez, respectivaments.

4, Analise estatica

0 sistema assume a 2q, 1 na forma:

k){x} = {7} (2)
isto 6: o problema torna-se o da snluqﬁo de equagaes simul
taneas, guando s3o conhecidas a matriz global de rigidez [KJ
e o vetor de carregamento {D}, obtendo desta maneira o ve

tor deslocamsento {n} da estrutura nns pontos nodais.

As deformajGes nodeis san calculadas por:

GRLIE [x} (3)
onde [E] A uma matriz com diferenciagoes apropriadas das
fungbes deslocamentos,

is tensdes podem ser agora calculadas, utilizando-se

as relagoes Fundamentais das equagoes tens3o-daformacgao: |

{G}: [n]. (6} (a)
onde [D] & a matriz elasticicade.

lesta maneira, na anslise estatics pode-ss obter o se

guinte conjunto de dados:

o
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deslocamentos nodais

-~ L
- tensoes nos nos

- tensces principeis em cada elemento da estrutura.

5. Analise dinamica

A fesa de analise dinamice estd dividida em dues par
tas:

obtengdo das frequéncias naturais e modos de vibrar.

cdlculo da resposta am Fraquancia

- conservativa
- nao conservativa
A obtengeo das frequencias naturais e modos de vibrar
toma a equagao de movimento (eg. 1)

[v] {x} + LK]-{x} = {pj (s)

onde {P} & um vetor de carga.
A ag. 5, no caso harmonico e homogeneo, se resume na
solugao de um problema de autowalor do tipo:

(] (W, = A {3, (e

onde {LLS @ o vetor da forma nodal, = 0‘( autovalores cor

respandentes as frequencias naturais.

L

Na nbteng3o da resposta am frequancia no caso consar
vativo ( [€) = 0), o métcdn utilizado & a andlise modal ou
sintese modal, gque com a nssociagEO a8 um problema de auvto
valor, desacopls as equagoes com coordenadas normalizades,

Para o ceso nao conservativo, podem ocorrer casos de
amortecimento proporcional ou nao proporcional, Se fer o cz
so proporcional, o amortecimento obedece 2 Lei de Rayleigh
para amortecimento; a soluggn da aquacEO amortecids segue um
procedimento similar para o casc conservativo,

Se o amortecimento for nao-proporcionml, as equagoes
nao podem ser desacoplades pela transformagao em coordena
des normais, Até bem pouco tempo nao existia um matodo, afi
ciente, répido e preciso de soluceo de movimento amortecido
para este caso., O metodo utilizado para a solugao de equa
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goes de movimento emortecido, (caso néo proporcional), uti
lizedo no sistema implantado no LAMAFE, deve-se a LIRRNI[ﬁl,
e 8 denominedo Método da Inversao Modificade. Este matodo &
bastante aficiente ® envolve apenas duss multiplicagoes de
matrizes e a sclu¢50 de um conjunto de equaqﬁes lineares,
Podem ser snalisados os seguintes cesos de amortecimento:

- Amortecimento histeretico proporcional a8 massa ou
B rigidez,

- Amortecimento viscoso proporcional » massa ou ® ri
gidez,

6. Modelagem estrutural

Ao se preparar uma estrutures para snalise pelo M.E.Fuy
deve-se inicislmente subdividir a estrutura em usrios ele
mentos Fundamenteis, transformando-se m estrutura resl em
uma estruture gaumétrica pelm garacgn de uma malhade elemen
tos, observando-se as seguintes condigoes: evitar elementos
desnecessarios, manter a malha sempre em fungao do que  se
quer analisar, e da precisﬁo da analise gue se guer obter.

Rpés a definigdo dos elementos e enumeragao dos nés,
deve-se gerar os dados da estrutura, ou sejam: coordenadas
cartesianas dos an, ceracter{sticas f{sicas dos materiais
empregados (modulo de Ynung, densidade e cosficiente de
Poisson) e nimero de graus de liberdade de cada no.

Os tipos de slementos existentes no P,E.F., do LAMAFE
sBo: VIGA, RETANGULOD, THIﬁNEULU, GUHDRILﬁTERﬁ, HEXAEDROD, TE
TRAEDRD e AXISSIMETRICC, todos de primeira, segunda e ter
ceira ordem, [6]

Rs condigbes de solicitagao utilizades para ® analise,
podem estar na forma de: Tensao Plana, Flex3o Pura ou Anali
se de casca,

7. Dimensionamento e desempenho tearico de méquinas

farramentes

No projeto de Méquinas Ferramentas, diversos Ffatorses
fazem com que sej= necessario o desenvolvimento de uma tég
nice gue proporcione resultados confiaveis e ds.ripida obten
¢80, baixo custo, fAlguns desses fatores s3o:

- uxig&nciaa de melhoras gualidades estéticu-diHQMicas
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pera as méquinas ferramentas
- emprego de novos materiais

- reprojeto ds méquinas visando redugac de custo e pe

S0
- alto custo de construgao de pratétipos para ensaio
- fzlta de normalizegao adequada para méquinas aspe
cizals
- pusencia de tAcnices exatas para analise de desem
penho.

A utilizagao de C.A.0', permite ao projetiste prever as
carecter{sticas estdtico-ainAmicas da maquina em desenvolvi
merto, para quaisguer formas cu meteriais gue ele imaginar,
facilitando-lhe a definigan do projeto final, Fermite tam
heam o dimensinnamento de elemmantos de m5Quina5. aplice:ﬁn
de importancia especial quando n®n houver calculus normali
zados par= o elemento projetado, Os princip2is ecnmrornentes
de miquinas nue pocem sAr dimensionacos e/ou anelisacdos par
2,3.0,, shn: astruturas em garal, nervuramertos, mesas, yui
25, mzncais, eixcs e outrcs elempntns rotativos, elementcs
de fixagao e reteny3n, U's mlementos ritados podem ser anali
sados com amortecimento interno efnu exterre, de tipo visco

=n pu histerstirn( Viﬂ”[5]}-

B, Exemplo de aplicagao

Mo projeto do eixo drvore de uma retificador= [Fig.,1)
. s . L4 . :
juer-se astimar: a tigidez astatices da poanta dn rixc nnce
. ; - )
esta localizacds 2 ferramenta, as freguercias raturs=is, 6s

modcs de vibrar

Fig. 1 - fixo-frvora da wuma retificadora
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A modelagesm fi{sice do eixo &:

onde, pare mancais de rolsmento seris 62 SKF, a rigidez es
tdtice (K) foi estimada em 1, 15 Kg/}.{m
4 modelagem por elementos finitos a:

3
—
-
™
F
L

com 8 elementos e 78 graus de liberdade. F nos nos 1 e 8,

BN

posigdo dos mancais, foram restringidos os graus de liberda
de: X, 7 e E& "

Realizou-se no no 12, posig¢Ao da ferramenta, um carrg
gamento estdtico na diregae Y de 100 N,

Os resultados obtidos foram:

8) rigidez estatica do nd 12 de 2,5 Nf}# m

b) Frequéncias naturais e modos de vibrar

12 modo de vibrar

L &

W1-7,8 hz (torcional em @x)
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22 wodo de wvibrar

32 modo de vibraer

W?m 261 hz w3z 387 hz

4% mudo de vibrar

59 modo de wvihrar

W= 972 hz ‘W5=10%4 hz

Tempo gesto em modalagado - 10 minutos
Tempo gasto de computador - 4 minutos (utilizou-se um

mini-ccmputador DIGITAL 2NP-11)
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SUMARTO

Um modulo especifico para gerar coordenadas nodais  om
malhas uni, hi ¢ tridimensional estd descrito ao longo do
nresente trabalho. Este modelo esta sendo incorporade ao sis
tema SIMELE de elementos linitos, aumentando consideravelmen

tc a capacidade operacional do referido sistema.

SUMMARY

In this paper a specific set of subroutines for nodal
coordinates generating is discribed. This set is incorpora-
ting to the SIMELF system of finite clements, considerably
growing the operational capacity of the alter mentionated
system.
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I - jntrodugﬁo

Em estruturas QU componentes estruturais espaciais o}
Volume dg informacoes envalvido na entrady e dades necessi -
rio pary qualquer frogrami de olementos Finitos ¢ up CHTrave
40 seU uso. Desta formy @ necessiaria g BOPaCao autemirica  de
dados | reduzindo o trabalho do Ustirio. bem come d chunce  de

erias. Por outro lado. wmuitas Veies um =imples csquena deopp-

ra

a0 linear @ deficiente, dquando a formy BOUTRCtTica u s0p o

delada ¢ vomplexa. Destan Lorma, 4 sepunda versgo doe ot io ie

geragace de coordenadus (.. sistema SIMELY 1 baseig-se

conceito Je intrrpu]ugﬂn_ considerande o dominio a seyp

tizado como um superelemento ESOPMI ANt e Assim, o

Mo se fundamenta pe mapeament o do dominio Feal. no espacn e

Cm uma regiao regular padrio no CEPACY PST L ASSIm Ta Sy
cic curva fica representada pop v yuadrado pe USPUCo rat

tm volume ¢ mapeado CRoum cibo, Page esquems do peracio permi
te que formas cemplexas swejam pervadas com relativag Faciiidade,
pelo Yarnccimento de dlenr s rucus inlormacaps,

-

2 - A Metodoloy

de Geragao

Ite uma formy Leral. us cosrdenady s deum ponto qual -

quer, gue pertenca a um elementp isnnurnmétricu. a0 ohtidas

(Sl liTs]
=N N
yoE N ¥ i
2 = Nj =y

onde as fun¢des de interpolicio sio calculadas no punto d

ceordenadas intrinsccas Ei. nonto homaloupo ny pPeRto e coor

nadas (x,y,z).

Considerande AROTU 0 rogiae yo CHPECH L oy ] deve

“ubdividida em up corto nimero Je Carmentos ingras. podese

Cmpregar o mapceamenta pava delingy s coordegada,; s pantos

intermedidrios . FEooue ostas voerdenadus poden or b s

lo uso das cquagaes 1)), bastande Yoryiy A% Coardemsdas iy -

trinsecas do ronto homd o

A deroy g, o od e conrden gy g
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intrinsecas ¢ feita facilmente, jd que no espago rst a regi-
do fica definida entre pontos de coordenadas +1 e -1. Interpo
lande agora entre estes valores, tem-se as coordenadas intrfﬂ
secas do ponto intermedidrio. Retornando ao espago xyz, pela

transformagao do mapeamento, as coordcnadas reais sao obtidas.
A superficie gerada & de grau igual ao grau da formulagao isg
paramétrica usada para o processo de geragio. Como as coorde-
nadas no SIMELF sdo geradas secgundo um sistema subestrutural,
¢ possivel usar este processo para gerar malhas segundo os
sistemas retangular, cilindrico ou esférico, ja que ua interpo
lagao ¢ feita segundo x: yi: z, R: 0: z ou R; 8 ¢, respectiva
mente. A interpolagao pode ser linear ou entao segundo um es-
quema nao linear, com uma alteragao do intervalo entre elemen
tos consecutivos. Assim, ¢ possivel gerar uma malha como a
ilustrada na figura 1, fornecendo apenas as coordenadas dos

quatro vértices.

X3

Xz

Xy

Figura 1 - Coordenadas intrinsecas geradas por interpo
lagao linear e coordenadas globais obtidas

por mapeamento quadratico.

3 - 0 Processo

0 processo de geragido desenvolvido esta descrito para
o caso tridimensional, onde o dominio espacial € particionado
em elementos finitos de dominios volumétricos, ja que o caso
bidimensional esta embutido no procedimento espacial. Um flu-

xograma operacional do processo esta apresentado na figura 2,
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ilustrando as diversas ctapas do processo. que sao detalhados

a seguir

] I. LEITURA DE DADOS |

[

| 2 GERA NUMERAGAD LIM{TROFE ]

[ 3. GERA COORDENADAS NAS ARESTAS l

[ 4. GERA NUMERAGAD E COORDENADAS NO VOLUME ]

I 5 FAZ MAPEAMENTO INTRINSECO GLOBAL I

Fim

Figura 2 - Fluxograma operacional para gerar Jdodos en

um voiime.

Na primeira ctapa sao lidos os dados necessdarios,

ntmeros de clementos em cada divecav. o puntes in
termedidrios dos clementos. gue pode ser diferente scounde o
diregdo. o tipo de progressao usada no caleulo dos compr e -

tos das arestas dos clementos | prugl'u:-\ﬁzlu aritmetice ou vre

2ressao geomctrical), a razao da progres Yl ! e ad
diferir conforme a direciao. o numerag. Joong inags r i
de funcao de mapeaments o ser nrilizada, o tipo de teny
coordenadas ¢ Ffinalmente as coocdenadas globars dos ponlos
s P
que deflinem o dominio.
A sepunda ctapa gern o numeracao de todes 0. pont
nodais que situam-s¢ sohre as arestas o JosmTaio, jatorsan g

esta avquivada na matrviz MAR. usada nu otape
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Com o nimeros de eclementos em cada diregio conhecido,

a terceira etapa obtem as coordenadas intrinsecas de todos
os pontos situados sobrce as arestas. Deve ser observado que
no caso do elemento conter pontos intermediarios nas arestas,
estes sao posicionados fazendo uma divisdo uniforme dos com-
nrimentos dus arestas, ou scju, apenas o comprimento do ele-
mento € que scgue a progressiao selecionada.

A quarta etapa usa as informagoces geradas anteriormente
para determinar as coordenadas dos pontos restantes. Inicial-
mente sao obtidas as coordenadas Jdos pontos das quatro faces
paralelas ao cixo intrinscco r, pela subrotina COPLA. O proce
dimento estd detalhado no apendice. Com  estas coordenadas ge
radas, o interior do volume € calculado considerando a inter-
secgido de uma superficie interna. definida por quatro pontos
nas arestas paralelas ao cixo r, com uma reta definida por
pontos nas faces normais ao cixo r. Esta intersecgao ¢ feita
pela subrotina ISUPRE.

A Gltima etapa faz o mapeamento do sistema rst para o
sistema global adotado. seja o cartesiane retangular, cilin-

drico ou esférico.
4 - Resultados

Estio descritos abaixo dois cxemplos de aplicagio do mg
dulo de  geragio de coordenadas. um para um caso tridimensio-
nal e o outro para o caso bidimensional, onde sio discutidas
algumas das potencialidades do processo usado para definir as

coordenadas.

4.1 - Lxemplo

A figura 3 mostra o resultado obtidos na solucio de um
dominio espacial, onde foram gerados 27 clementos e 208 nds.
As informag¢oes necessirias  para o processamento [oram:

- Nimero de clementos em cada uma das trés diregdes ge-
radas, NI, NJ, NK, respectivamente 3, 3 ¢ 3.

- Nimero de pontos intermedidrios nas arcstas que os
elementos possuem, em cada direcio, 1P, JP, KP, respectivamen
e Ly e Ly
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- Percentual que fornece a razao da progressao que de-
fine o comprimento dos elementos em cada uma das diregoes,
IPERC, JPERC, KPERC, respectivamente -30, 0 e 0.

- Tipo de progressao usada. No caso progressao aritme-
tica.

- Nimero do né inicial, NOI=1

- Tipo de fungao de interpolagao usada no mapeamento.
Fo1 especificada uma formulacao baseada na familia serendipi-
ty de segundo grau.

Finalmente coordenadas globais dos pontos que irac

definir o dominio e permitirdo o mapeamento. Estes pontos es-

tao assinalados na figura 3.

Figura 3 - Exemplo 1.
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4.2 - Exemplo

A Cigura 4 ilustra uma outra possibilidade de alterar
o grau de refino da malha, aldém do uso das progressoes. As
progressoes afetam o caleulo das coordenadas intrinsecas, £

cando o refino constante ém uma dada diregio, ou seja, as u-

vestas paralelas o uma diregan possuem conprimentos iguais .
auando ne espago rst. Outra torma de alterar o refino 6 mu -
dando agora as coordenadas globais dos pontos intermediarios

gue definem o volume. Na ficora 1a foram usados os pontos ig

nedidrios dus arestas 1 o 3 com posicoes intermedidrias
ntre os ponteos extremos. Na Uivura b os dois pentos inter-
medidrios foram deslocados para uma posicio mais proxima do
vortice comum Gs arestas 1oe 3. Isto tem como efeito uma
distorcao na malha gerada, pois cstes nés intermediarios pos
suem como coordenadas intrinsecas [(0:=1) o (=1:0) e logo
quando do mapeamento houve a distorcao mencionada.

Os dados fornecidos para perar as duas configuracoes

foram:

- Nidmero de elemento NI=3. NJ=3,

- Nimero de pontos intermedidrios 1P=1., Jp=1.

- Interpolacao quadrdtica.

= s pantos gue definiram o dominio estio assinalados

na Chgura 9.
5 - Conelusoes

O omédulo de geracio automidtica de coordenadas apresen
tado ¢ wma extensio Je um médulo jid existente no Sistema
SIMELE, melhorando sensivelmente s capacidade de andlise de
modelos tridimensionais. No entanto, o médule descrito nao ¢
@ versao final pois existem algumas opgdes que serio introdu
Sidas brevemente. Uma destas ¢ o desenvolvimento de funcées
de interpolacdo que permitam o mapcamento scgundo uma super-
ficie clipsoidal. pois as funcbes atualmente disponiveis in-
terpolam em uma superficic parabdélica. Assim, para situa-
¢oes onde temos contornos cifpticus (ou circulares) o modulo

nao ¢ aplicdvel, a menos quce o mapecamento pudesse ser feito
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to segundo um sistema de coordenadas esférico ou cilindrico.

Figura 4 - Exemplo 2.
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APENDICE

Na subrotina COPLA sao determinadas as coordenadas de
pontos sobre uma superficie plana, no dominio rst, atraves
da solugao da interseccao de duas retas. As [ungoes declara-

¢ido usadas ¢ o significado Jdas varidveis sao:

Yug g
2
P S -
| y2
“ {
- . -
xs 3

Y = ((Y2-Y1) (XA-X3)+2(Y2+Y1)/(4-(Y2-Y1)(X4-X3))

X = ((X4-X3)Y + (X4 + X3))/2
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A subrotina ISUPRE obtém as coordenadas de pontos inter
nos ao volume, por um processo de resolucdo da intersecgao de
uma superficie, nao necessariamente plana, por uma reta. A
equacio da superficie & x =a+ by + C, + dyz, onde as cons-

tantes a; b; ¢ e d sao
a = (XA + Xp + X¢ + Xp)/4 b = (-Xp + XB - XC * XD)/4

¢ = (-XA - Xp + XC + Xp)/4 4 = (XA - XR - Xg + XD)/4

xB

XC

-—1 < ; (13Qp Q;]_;_
(1,P,,Ps) *

XA

x %D

Sio definidas as variaveis auxiliares

Vi = (P2 *+ Q2)/2 Vy = (Q2 - P2)/2
Wy = (P3 + Q3)/2 Wy = (Q3 - P3)/2
a =d V2 W y=a+ bV +c Wy +d\q W1

g = b Va2 + cWy + d(Vy W2tV Wy) -1

sendo a coordenada x do ponto de interscccao a solugao de
a x? +# Bx + vy =0 ¢ as coordenadas y ¢ z sao ohtidas como

y= V1 + V2 x oz = Wy + W, x. No caso de a=0, entido x=y/#.
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CRITICAL AND POST CRITICAL ANALYSIS OFF DIVERGENCE:
PART 1: NORMAL FORM ALGORITHM

Liu Hsu
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Rio de Janciro - RlJ

SUMARTO

An algorithm for obtaining the normal form ef analyti-
cal differential svstems is given. It can be implemented in
a computer avoiding usual cumbersome alpgebraic calculations.
The normal form is wtilized in Part 11, to generate a pertur
bation method for the analysis of divergence instability and

in particular, the buckling of clastic systems.
1. INTRODUCT [ON

Since Poincar¢, the problem of finding the simplest
form, or neamaf foam, to which a syvstem of differential equa
tions can be reduced, by means of (nonlinear) change of coor
dinates or transformations, has been considered hy scveral
authors. The most recent version of the normal form was gi-

ven in 1964 by Briuno |'

The reason for bringing a given differential system in-
to normal form is that it is often much casier to draw gene-
ral conclusions when the system is in normal form. Somctimes
one can cven integrate the system when it is normalized (e.
g., when the normal form is lincar) |?].

One difficulty, of practical character, in the normal
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form approach, is that the computation of the normal form is

involved. Starzhinski was the first to give an explicit me-
thod for obtaining normal forms |?|.

In this paper we provide an alternative algorithm and
also take into account that, for asymptotic studies, the di-
mension of the original system can be reduced to the number
of critical eigenvalues (i.c., with zero recal parts). Pre-
vious works in this direction appeared in |[*] |"].

In principle, our algorithm can be utilized for normali
zation up to any order (the higher the order of normaliza-
tion, the higher will be the precision of the results).Thus,
an extension of the algorithm presented in |'| has been ob-
tained. However, the amount of computation, grows quite rapi
dly and the possibility of increcasing the order of normaliza
tion will depend on the computer capacity.

2. NORMAL FORM OF DIFFERENTIAL SYSTEMS

Let 4y o R x) he /Cr sS0Ties In TR
wl(E) i wn[_) C power serics X, X,

{(x = [xl. Fad xn} ) without constant terms, which converge

in some neighboard of x = 0. Then, this point is a  singular

point of the system

X, = ¢i(§] o4 2 by s N6 (1)
Theorem 1.1 |'| For cvery system (1) there exists a formal

invertible transformation (x * v):

.

= & i T )
sy L Rig X e n )
i
reducing (1) to the neamal foam
. k!

Y5 = ¥ Tg giﬂ ¥ (3)

g'-a=0
- T R y .
where, q = (ql. sy qn} £ Ni PNy s fintepral q : q; = -1
Q 20, kK# Liqgp v ..o vq, 20001 =1, ... 0t )"‘J‘

51 4 42 Iy . 5

Y1 ¢ ¥pow Fga e Yi 5 hiq‘ p,m are constants. The sum in
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(3) only contains resonance terms, i.c., terms satisfying
gTA = 0, where } = (AI, " Kn)' is the vector of eigenva-
lues of the linear part of (U.1). Furthermore, the linear

part of (3) 1s in Jordan canonical form.
When the Jordan canonical form is diagonal, the normal

form can be written as

b r v =
Yy Ai P ¥ ! Gy ¥= i | PETETRgeR | (4)
L )
vi
where v = (vis vy. =w-y v ) is an integral vector with vy 0
: P — W Wi A8 ;
and gi (Al vy An unj Al. i.e., the sum only con
tains resonant terms defined by the relation Avi = 0.
1.1 - Normal Form lor Studying Asymptotic Bechavior
Supposec that the lincar part of (1) has ¢ cigenvalues

with zero real parts and that the m(= n - £) remaining eigen
valuce have negative real parts.

Then. svstem (1) can he reduced to
WA flu, V) VT By e glu V) (5)

" ;i ; . ! T
by means of a (formal) transformation (3). where ¥i=[qT,y b

ICH I 4 u e RK, Vo R™ f and g are strictly nonlinear,
the eigenvalues of A (respec., of B) have zero (respec., ne-
gative) rveal parts and g(u, 0) = 0. It is readily seen that
the manifold v = 0 is invariant with respect to (4}, i.e..is

composed of trajectorices of (5). Then,the treduced system,
u=Au+ flu, 0) . (6)

generally contains the esscential propertics of the solutions
of (5) (or of (1)) in a neighbourhood of u = 0, v = ¢. Now,
according to theorem 1.1, we can normalize (0). Then, 5ys5-
tem (1) is transformed to the form (5) where, in addition,
(6) 1s in normal form (3).

From the viewpoint of the invariant manifold theory,
system (6) relates to the restriction of (1) to a centre ma-
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nifold |®*| |%].
From a more physical viewpoint, the variables u repre

sent "slow'" modes and the variables v represent "fast" mo
des. The fast modes die out after some relatively short
transient and then the slow modes alone, governed by the

reduced system {(6), represent the time evolution of (1).

In the asymptotic analysis of (1), local conclusions
can be obtained with the reduced system (6). In this case
we will consider the (partial) normalization which trans-
forms (1) to (5), where (6) is in normal form (3).

When also the transient (non-asymptotic) behaviour 1is
of interest, full normalization {accerding to theorem 1.1)
is required in general [?].

3. The Normalization Algorithm

Notation:
u, v: integral vectors {ul. R un), {v]. R un); o
v, > 0;
T
ol =y up + e vy
i L tants;
¢JE, BJE constants
§I = (611, 621, P én]J. aij Kronecker delta;
!\ /B
{ s ve ;
{XJ}. .BJE}. vectors : N B
Xn Bng
E pl Ha IJn _
o= x0T, xz“. ceea X % : summation over all integral
2 |
=K yectors w, lul = K.
Z : summation over all integral vectors p. |y|=K,K+1‘
lE,=K ¥
We sketch below the algorithm that normalize (1) to

(5) when the critical eigenvalues (with zero real parts)are
simple divisors. The reduced system (6) is obtained in nor-

mal form (4).

(A): A linear transformation brings (1) to the form (see

#11z2

x v

RN U G .ox¥ s g =1, Y 7.a

g AEp e I 4, B0 (7.2)
lyl=2
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oo

= K Vi L v =
X} = Ay (X)) + {[u§=21¢k9 XX} s k=28 % 1, vy e (7:b)

;
(B): Successive transformations (almost identity) are ap-
plied to (7) to achieve increasing order of normalization.
These transformations aré of the form

Reom Xy 4 BLED g . e 0, seny Bid (8)
: s |u§=K ay =

with p = (u], Moo eeey My 0, ..., 0), i.e. the Kth order

polinomial in (8) only contains critical variables. First,
(8) is applied to (7) with K = 2. By chosing the B's. norma

lization is obtained up to the sccond order. Then, a new
transformation (8), with K = 3, 1s chosen to normalize the
resulting system up to order 3, and so on (Note that (8)

leaves invariant (in (7)) terms of order lower than K).

The transformations (8) should in principle, be car-
ried out for K+=. However, in practice, one can stop at so-
me sufficiently large K = N. Then, we speak of N-normal form
to be understoed as "normal  up to order N" {inclusive).

Following the above procedure and omitting details,the

following recurrent relationshirs are ohtained {u' =
T . H
(ul, sees bp)i A thl ..... Al )
(N) . (80, 8
BJE Wi i pti o By £ 0)
(N) _ REE = .
::: - N Bju 0 (could be arbitrary), (Au'j 0}

1 1L00 SO ¢GRI D R AP Rl 15

where the ¢}§).s are the coefficients of (7) after success:
ve application of (8) with K= 2, 3, ..., N. Then,



(N¢1) _ (%)

¢jg ju (Ayg !
: (N+1) _ _ :
lui <N o5, Y Aoy F O
¢£t+1) 0

The remaining ¢'s are given by:

s
(N+1) _ (N
o570 = oY - )

L ARSI ol i
& 2 i=1 ig!=|u|-N+] ot ME T
[v)-1 : .
) 1 QENé t...45. P { &
M= ' ""‘lM ‘-I1 S5 [M ML |g[i'H:N
) B e D
() ™
fi By i e )
!IH(I] 1L9(L} (a1
‘[H IM IM—l
P e n
]1=1‘ N
PIML = Summation over all i.-comphinations
[1. b Ly
and
summation over all integral vectors 9{1').
SLETIPN I 21 s b SBETSEVING [g[i‘}E=N and E =
o SRR u(l) + ...+ u(l) + ﬁi ¥ 51 . The num
B UL+l M
ber 1. is an integer satisfying L < M and
(|§'I - M)}/N-1.

It is assumed that the summations in (11) extend only

sver the range of definition of their arguments: undefine!
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terms are cxcluded (e.g., if v = (3,0,0), v = (0,2,0), i=1,

then §'9+§i = (4,-2,0); thus, the term HJN%-u+é. is unde-
fined and is excluded in the first summation of’(11). By
conventional ¢{i) = ¢.U.
Y e (N+1) (N)
NOTE: In (11) it is easy to see that 55 = ¢JG if
FIRE? ) "
3-Normal forms arc most useful in practice and some

times are sufficient to "solve" the problem. We develop from
(9) (10) and (11) the following expressions f{or the 3-nor-
mal form coefficients (Au'j = 0) of the reduced system:

(3) _ (2} P o m
¢_illi = ¢j‘._1 = ¢.I”_' ST 2
[ T 5 L et (2 (2) .
i P I v a0 Yy f“ll B *”1) =8, IR
I t Th2 g TR
inl -
wi 2] 3 ;
B given by (9).

NOTE: Although in (11) the supcersceript S+ appears . noi

REC L M

sides, there is no difliculty in solving for

since (11) is a triangular system.
4. CONCLUSIONS

An algorithm for finding the normal (orm of awalvrical
differential svstems has been given. [he usclulness of nor-
mal forms is well known ['| [7] |*| |*|. Perturbation me-
thods can be derived from the normal form approach in order
to assess nonlinecar flutter |'[, divergence (buckling), in
ternal resonance || and parametric resonance |7]. The ad-
vantage of this approach is the possibility of relegating
usual lengthy computations to a computer, without resortine

to the usc of special symbolic computer languages.
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SIMMARY

The normal form of analytical differentiasl systems ob-
tainced in Part | is applicd to the analvsis of post-critical
behavior of nonlincar dynamical systems near a Jdivergence hi
furcation. The "reduced system’” delined in Part o ois wtili-
zed to determine, (a) the stable or unstable nature of the
hifurcating point, {h} the local ecquilibrium paths associat-
ed with the divergence (or buckling) bilurcation and {¢) the

influence of imperfections.
1. INTRODUCT ION

The normal lorm approach appears to he well suited lor
treating large nonlincar svstems because of its  alpgorithmivc
character. A computer program can he implemented,  according
to Part 1, in order to prepare the bifurcational problem,
i.e., cither to (ind the complete normal form or to [ind the
reduced system.

The analvsis of a normalized system, is often much more
amenahle than in the original form.

The reduced system describes the asymptotic behavior of

the full system (sce Part I). 1f & more complete description
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of the full system, including the transient behaviour, is
desired, then, it is generally convenient to completely nor
malize the system.

In this paper, divergence (or buckling) is treated by
the normal form approach. A perturbation method is describ
ed. By the algorithm proposed in Part I one can arbitrarily
increase the precision of the results (e.g., equilibrium
paths), i.e., higher order approximations can be obtained.

The systems considered are general. Elastic (conserva-
tive) systems are treated as special cases. Load or imper-
fection parameters can be included with ease when treating
the buckling of structures. We use the term "divergence"
when general dynamical systems are considered and "bu-
ckling', when elastic conservative structures are treated.

2. CRITICAL AND POST-CRITICAL BEHAVIOR

Let us consider a system

% = F(x. a) = Ala)x + £(x, w): £(0; o) =03 x e R"; o e R,
(1)
where f is analytic in its arguments. Supposc that for some
a = uc, the matrix A(uc) has one zero e¢igenvalue, while the
remaining n-1 eigenvalues have negative recal parts. For de-
finiteness let all ecigenvalues of A(a) have negative real
parts for o < a“ while for a > o', only one eigenvalue is
on the right hand side of the imaginary axis. The parameter
value of is obviously a bifurcation valuc since the solu-

tion =0 of (1) is stable for a < a° and unstable .+ for

X
o > a%. This situation descrihes the simplest divergence bi
furcation. More complex cases arise when, for o = nc, more
eigenvalues are zero. Let us first examine the former case.

According to Part I, the reduced system for a = ac. is

a first order differential equation of the form

ﬁl - g glc u{- (2)

The coefficients € are calculated by the given algo-
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rithm. According to Malkin ['!| the trivial solution of (1)
is stable if the first nonzero coefficient GEJ is such that

C

J is odd, GIJ < 0 (stable) (3)
and unstable if
J is even or J is odd with GTJ > 0 (unstable) (4)

Thus, the critical stability problem can he solved if
some G is nonzero.

Let us now examine the post-critical properties of(1).
For this purpose we introduce a perturbation scheme writing

I Sl S (5)
where ¢ is a small parameter. Without loss of generality
let o« = 0. Then, we introduce the dummy equation

g =0 (6)

to be used in conjuction with (1). The augmented system (1)
(6} has two zero eigenvalues since ¢ is considered as va-
riable. Thus, the reduced equation is shown to be

k

. 3 1 j
e =0, u, =u ) G., Uy £ (7)
1 1 ke Tk ks

x 1 LG
wh e bv sl i = 0.
ese obviousiy jo i

Again the coefficients G can be found using the normal
form algorithm. Let us retain in (7) only terms up to order
3 (in ¢ and ui), that is,

- 1 1, = .1 4 el 2
up = [Ggy € + Gyy e + 6y € uy + Gy up * Gy upl ¥ (8)

Equation (8) has the trivial solution uy = 0.
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1
1070

Case (a): G
In this case we see that, besides the trivial solution
u, = 0, we also have the (constant) solution

_ 1 S
u; = - {;m/GlU £ oa {(9)

By hypothesis Gé] >0 (for o > 0, u = uu). Thus the so
lution u, = 0 is stable for ¢ < ¢ and unstable for e >0
whereas the solution (9) is stable for ¢ > 0 and unstable
for e < 0.

TR 1
Case (b): Glﬂ =0 , GZU <

Then, instead of (9) we have two solutions approximd-
tely given by

1

2 . 1
uy = - LJM/GEU £ (10}

1
for ¢ > 0. These solutions are verified to be stahle.

. s S 1 L.
Case (c): Gyy 0, Gy 3 0

ltere the two nontrivial solutions (10) exist for ¢ < 0
and are unstable.

1t is readily secen that in any case other G coeffi-
cients than G;], uin (case (a}) or H;]. uiﬂ (case (b))} only
contribute for improving the cxpressions of the nontrivial
equilibrium paths (9) or (10) respectively.

The above conclusions on the reduced system () can be
extended to the full system (1). However, this is not imme
diate because the normalizing transformation is not necessa
rily convergent. The extension can be made through the im-
plicit function theorcem. In order to avoid the complica-
tions related to using formal power series, once can use N-
normal forms with N sufficiently large. Another possible way
of making the extension is through the center manifold theo
¥ ¥ 15l trart I)-
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It is not difficult to correlate the above cases with
certain well known types of bifurcations ocurring in clas
tic conservative systems. Case (a) corresponds to an asym-
metric point of bifurcation (always unstable), Case (b) and

Case (c¢) correspond to the stable and unstahble symetric
pointsaol bifurcation rcsboctivcly. We will come hack to

this point in section 2.1.
Using the algorithm of Part 1 we can show that the
coefficients G of (8) arc given by

r. B y
Bag ™ I Mg
1 o .
620 % %1(2,0,....0)°
oL (2)
Ooi = By * ot ¥tk -+ &3 Wty 0)°
J5E e g1 ~1 =J
? (11)
where, A, = ng/ar 4 E[. ER are respectively the critical
=4 &

left and right eigenvectors of Ala ), the cocefficicents ¢
are those obtained by the lincar transformation of step (A)
of the normalizing algorithm (see Part 1, scction 3), and
E}El 0 0) (coefficients of the sccond order normalizing

transformation) is given by
i (12)
(sec Part I, scction 3, (5)).

2.1 - Equilibrium Paths. Limit Point.

Thus far, we have considered systems of type (1) which
have the trivial cquilibrium solution independently of the
parameter a. Such systems arisc, cither when the fundamen-
tal equilibrium path is 0, or when a sliding set of incre-
mental coordinates is adopted. llowever, under this formula
tion, some loss of generality is implied; at a limit point
the fundamental path is not defined beyond the critical va-
iue a. Morcover, utilizing sliding set of incremental coor

dinates is not simple, computationally. For the rcasons, we



108

give a more general formulation to the normal form approach.

Suppose that at = 0, as belore. Then, let us study syvs
tem (1) for a = e, where ¢ is a small parameter, Without
loss of genmerality, let (0. 0) = 0 in (1). However, F(ll e}z
0 is not required in the following. Now, we consider the

augmented system

%: Blxe vl 20 = 00, {14
where, as before, + is considered as a variable. Ubviously.
the cquilibriom point x = G, U by ocritical o with two
zevo eigenvalues. Therelore, two cases must be distingulsh-
ed: the zero ecigenvalues are cother sinple or double.
Denoting b = 6/ 4 1Y iees cateulated at 3= 0, & < 0

we define the quantity
I (i |

5 L, - v
where \:[ is defined betow (1), Then, the sero cigenvialues

are simple if -'.‘=] and Jouhle, otherwise, Lot us consider oad

cash.

= M Asvmmetric and svemed rae Difureat ions.,

B =¥
The reduced equation is o the form
I‘I = AT e M i 158
1 e I
o= [;:] ooy )e The equilihrrmm paths ave sought an the Fovrm
= a. ul {aby
¥ = e B LAYy
=1 !
From (l16) (L5), with Llll mowe ol
dli1) o+ o B it By F2H) FLd
. = -1 - 1 = al i ) )
‘ll (=¢ | i 1 § 1 1§ 1 i 1
5 1,3 ! i 1 . Y i i ; {t
iy = = [iilL"[” + L]}l'” a, + '..Il : i R I f"_u,..;




109

Then, the following cascs are possible:

(1) G{Z,D) # 0: there are two branches with nonzero slope
at up = 0 (including if G{U‘zJ when one slope is infini
te). This caracterizes an asymmetric point of bhifurca-
tion which is unstable;

[II)G{E‘U) = 0: one branch has nonzero slope and the other
one generally has an extremun for ¢ at u, = 0. This cor
responds to a symmetric point of bifurcation and is sta
ble if 6{3 /6T < ¢ and unstabic if 6{3:0)
o) 1y,

8 0: Limit Point

_.]—

In this case, in order to avoid normal forms for the
multiple ecigenvalue situation we replace (13) by X =
F(x. v?), v = 0 where y? = ¢.

Thus, the reduced system is of the form

* - opel2s0) (0,2) L(3,0) +(152) 27
u; = [6; uj + G _ v'] ¢ [G) uj + 6 uoy?] o+
(18)
and the corresponding equilibrium path is
£ N ui + a, u? . (19)

e
where, a, = U{z’”)/ﬁ}u‘“ {—{;%3‘“)-(‘.1““' ;1.)/01(“‘“,

Ay =
4

etc... Then, if a, # 0, the critical point is a limit point

since £ has to maintain a fixed sign for ]u][ sufficiently

X

small. Notec that G(H‘L] = § . Thus, the condition for a li-
leg.2) (2,0)

mit point is & = G %0 £ 0, G £ 0.

It is interesting to note that G{:‘“) and Ggs‘ﬂ} are
precisely the coefficients of the reduced equation in the
critical case & = 0.

The above results arec similar to those ohtained for
conservative systems |?].

In order to obtain the ecquilibrium paths in terms of
the original variables x, the normalizing transformations
are used. In normal coordinates (ul. v}, we have determined
the equilibrium paths in the parametrized form:

e = e(&); uy o= Ezv=10. (21)
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Let T, denote the linear transformation bringing (13)
to the form (7) - Part I (£ = 2, Ay = A, = 0) and Let T
(k =2, 3, ...) denote the transformations (8) - Part II.
Then, in order to have the equilibrium paths with a preci-
sion of order £N, one needs (N+1)-normal form and the N-nor
malizing transformation T(N) defined as 3s

k

)
T Ty Ty voe Ty (22)

This transformation transforms the curve (21) into original
coordinates. Of course, this can be easily done in a compu-
ter in terms of the parameter £; there is no need to find
the explicit expressions for the N-normalizing transforma-
tion T(N].

3. BUCKLING OF CONSERVATIVE ELASTIC SYSTEMS

For elastic systems, divergence occurs (dynamically) ,
only with double or multiple zero eigenvalues. Therefore |,
one should, in principle, have to use different normal forms
(for the multiple eigenvalues case). However, since in the
conservative case, the buckling analysis can be undertaken
in a purely static manner, this difficulty can be circum-
vented by only considering the equilibrium equations.

Let V(g, a) be the total potencial energy function of
a conservative structural system, where q is the vector of
generalized coordinates a; (i=1, ..., n) and a is a load
ing parameter. Suppose that in the region of interest the n
equilibrium equations aV/aqi = 0 yield a single valued fun-
damental solution gy, = qg (). A sliding set of incremen-
tal coordinates x; is then defined as find g = qg{a) * X
Furthermore,let us perform in the new energy function
W[xi. a), a linear change of variables x » u (dependent of
a) such that the quadratic form of the resulting energy

function D(ui, a) is diagonal, that is, of the form

2
igl g S
Consider the bifurcation at o = o when a, = 0 and

1
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a; >0 (i =2, 3, ..., n). Then |*|, denoting by a sub-

script the partial differentiation with respect. to the
corresponding variable, i.e., Dij = a’n/aui 3uj we have

the following results,

fu) if Dgll # 0, the critical case is unstable;
(b) if n‘{ll =0 and B7;;0 = DYyqq =3 :;: (Dgy1)7/D54>0(<0),
the critical case is stable (unstable).

The superscript c denotes evaluation of the derivatives
at o = a°. '

We can show that precisely the same stability condi-
tions can be easily derived by the normal form approach.
Indeed, it is sufficient to consider the differential equa-
tions

u, = -3D/%u; ; i ='1, ..., n, (23)

which obviously have the same equilibrium points as the ori
ginal problem. Then, for a = a«° we construct the reduced
system (2). We even have explicit expressions for G;C. G%C
through (7). Since the equilibrium paths pattern leads, in
the conservative case, to stability conclusions, from (9)
and (10) we have that,

(a') if Gic # 0, the critical case is unstable

lc = 0 G1C
(b') if G -3

(uns%able].

< 0 (> 0) the critical case is "stable

By calculating Géc and Glc (from (11)) we readily veri
fy that G%g = - D§11/3 and Gé = - D§;q,/3!- We have thus es
tablished the same stability conditions as above ((a).(b)).
The introduction of system (23) is rather artificial; we
could have normalized the equilibrium equations directly.For

conciseness this will not be done here.

3.1 - Imperfection Parameters and Multiple Buckling

In principle, there is no difficulty in considering im
perfection parameters or more than one load parameter. They
can all be considered in the normalization procedure by
adding to the given differential system % = FEX. o) + the
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dummy equation é = 0, where a is the vector of parameters.

Multiple buckling is of some importance in elastic
stability theory |?]. In this case, system (23) would have
several zero eigenvalues, but these eigenvalues would ' be
simple because the linear part of (23) is symmetric. Thus,
no conceptual difficulty arise in applying the normal form
algorithm; the reduced system would have dimension £ (the
number of critical eigenvalues).

4. CONCLUSION

It is well known that the buckling or divergence ana-
lysis by a perturbational approach usually leads to cumber-
some algebraic calculations (see |*|, pp. 143, 194-195).

We have proposed a new perturbation method based on a
normal form approach which relagates all lengthy calcula-
tions to the algorithm presented in Part I. In principle,
arbitrary order approximations can be obtained for the equi
librium paths, load and imperfection parameters can be in-
cluded and multiple buckling can be treated. Finally, we
notice that, because we have considered normal form of dyna
mical (differential) equations, general dynamical features
could be assessed (e.g., stability, transient behavior and
dynamical buckling).
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SUMARIO

Aborda-se, neste trabalho, a existencia e unicidade da
solugdo variacional do problema de Dirichlet definido sobre
um setor plano, com ponto de partida para investigar as con-
digcoes de convergencia da solugdo numerica aproximada pelo
método dos elementos finitos, de problemas com singularida-

des no contorno do seu dominio de definigao.

SUMMARY

Here is discussed the existence and uniqueness of the
variational solution of Dirichlet's problem defined on a
plane sector, taken as a start point for further investigations
on convergence of the numerical solution by finite element
method for problems with boundary singularities.



1. Introdugao

Uma das razoes que motivou este trabalho foi a consta
tagao de que a geometria (forma) do contorno do dominio de
definigado de alguns problemas de valor de contorno pode in-
fluenciar, sensivelmente, a convergencia de sua solugao nu-
mérica.

E sabido, por exemplo, que na resolugdo numérica dos
problemas da mecanica da fratura, a maioria dos métodos uti
lizados conduz a valores pouco significativo do fator de in
tensificagao de tensdes. Assim sendo, acredita-se que um es
tudo objetivando elucidar essa questao possa conduzir a uma
formulagao numérica eficaz para a resolugio de problemas des-
ta natureza.

0 trabalho aqui apresentado representa uma etapa des-
te estudo, em que & abordada a existéncia e unicidade da so
lugao variacional do problema de Dirichlet, definido sobre

um setor plano.

2. Apresentacdo do Problema P1

Determinar a funcaoc u tal que

Au o= f em 0 (1)
ru

=0 sobre 30 (2}

Sendo Qw um setor circular definido assim

Qm ={({r,8)] T >0, 0 <8 < w} (

(7]

e 32 ¢ a uniao de abertos ({'j] de R, cuja frontecira e

uma variedade de R com dimensao igual a zero.

3. Formulacdo Variacional do Problema Pl

Para o estudo do problema variacional associado a PI,

considere o espago de fungoes

2
V= {v | v/r , Yvel (2 ) e v|, = 0} (1)
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Sobre V¥ define-se a forma bilinear

a(u,v) = [ Vu-Vv dx ¥ veV (5)
f

W
e o funcional linear e continuo

L(v) = [ fvdx ¥ velV (6)
a2

w

Tem-se, entao, o seguinte problema variacional:

Problema Variacional - Dada uma fungao f tal que
rfe Lz(ﬂm). determinar uma fungao u e V que satisfaga a equa
¢ao

afu,v) = &(v) ¥ velV (7}

4, Existencia e Unicidade do Problema Variacional

Para demonstrar a existencia e unicidade do problema

variacional formulado € necessario o seguinte resultado.

Lema 1 - A forma bilinear da equacao (7), tal como foi
definida, e continua e coerciva sobre V x V.,

Demonstragao - Escrevendo u(x) na forma

fw

u(rcosw, rsenw) I é% u{rcosé ; rsent)ds
0

w
y 3 3 .
= [ (-rsend b7 + rcost Ejgglj[xl.xz}dﬂ (8)

tem-5¢

(i1}
g] lvu] de (9)
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Aplicando a desigualdade de Schwarz

u(x,;x,) .
‘w IYul’ de
= 0
Integrando ambos os membros
2
[ —%— dx £ w’ J |Yu|z dx ;: ¥r >0
1)

w
Observando que a norma de V

u P
lullg = I (L% + |yul?)ax
Q

w

€ equivalente @ norma

ufll = ] |vul? dx
a

W

ou seja
clilullic thull, < (w*+1) H[lulll
consequentemente
la(u,v)| = |l[ull] [lfv]l] (continuidade)
[a(u,w)| 2 « [|lu]li? (coercividade)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

A existencia de uma solugdo tinica u € V do problema va

riacional fica assegurada pelo tcorema enunciado a seguir,
cuja demonstragdo pode ser encontrada em ODEN [6] , GESTEI-

RA [2] e BABUSKA [17].
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Teorema de Lax-Milgram-Babuska

Sejam U e V dois espagos de Hilbert, e a(u,v) uma for-
ma bilinear, continua e coerciva sobre U x ¥V, com uel e
v € V. Suponha também f € V' espago dual de V. Entdo, existe
un Gnico elemento u el tal que
a{un.v} = L(v)
para todo veV; e mais
ull = <[l £]f
o U V'

em que ¢ & uma constante positiva.

5. Comentarios sobre a Solugdo Variacional

Na definigd@o do espago V & importante notar a necessi-
dade de se ter v/r e Vv ¢ Lz[ﬂw].

As condigoes para que isso acontega dependem da geome-
tria do contorno, e isso fica evidenciado no estudo da regu-
laridade da solugao u de (1) e (2).

Demonstra-se (veja por exemplo GESTEIRA [2])., que se o
dominio 2, for convexo (uw < m e pcssiyel identificar V com
0 espago H;[Qm} e, neste caso, a solugao aproximada construi
da a partir do problema variacional possui a mesma taxa de
convergéncia conhecida para os problemas com fronteira regu-
lar (ver Fig. 1).

Entretanto, se o dominio a, for concavo, isto & w > m,
nio e mais possivel identificar V com H;[Qw]‘ mas com um es-
pago intermediario entre Lz[ﬂm} e H;(Qw} que depende de w.
Assim sendo, os rtesultados numéricos para solugbes aproxima-
das de problemas desta natureza sdo de convergencia muito len
ta (ver Fig. 1)
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LEGENDA ———— Tor¢do numa haste com segdao em "L"

EHHGHHI{Q)

0T

Je

2577

20

----- Torgao numa haste com segdo quadrada

{ - Taxa de convergéncia na norma () para o pro
hlema da torgio numa haste com  secdo  trans

versal em forma de "L ¢ com scgio guadrada.

6. Conclusoes

Do cxposto, concliti-se gue © necessario wnvestigar o

reguluridade da solugau do probhlema de valor de cvoatorng an-

tes de efletuar tentativas de melhorar o aproxtmagio mmesice

que as condigoes de regularidade da solucao pederas for

informugoes valivsas par o uma correty forml agiw

aproximado.

Estudos nessc scatido vem sende descmalvidos ¢ espevs

se, em future proximo, poder formualar o veselver sadeles apre
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ximados e resolver numericamente, com eficiéncia. problemas

com singularidades no contorno.

7. Agradecimento

0 autor agradece a Escola Politecnica da Universidade
Federal da Bahia e ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Ci
entifico e Tecnolégico - CNPgq pelo apoio recebido durante a
elaboracao deste trabalho.

8. Referencias Bibliograficas

[17] BABUSKA, T. and AZIZ, A.K. The Mathematical Foundations
of the Finite Element Method with Applications to Partial

Differential Equations, Academic Press (1972).

[2] GESTEIRA, C.S. "Convergéncia do Método dos Elementos Fi
nitos para o Problema de Dirichlet em Dominios com Fron
teira Poligonal", Tese D.Sc COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro
(1978).

[37] GRISVARD, P. "Probleme de Dirichlet dans wun Cone"
Richerche di Mat. 3 (1971) pp. 175-192.

»

[4] MEDEIROS, L.A. "Tépicos de Equagdes Diferenciais Parci-
ais", Monografia da I Escola de Matematica Aplicada, Lab.

Computacao Cientifica - CNPq (1978).

[5] NECAS, J. Les Méthodes Directes en Théorie des Equations
Elliptique, Masson et Cie. Paris (1967]).

[6] ODEN, J.T. and REDDY, J.N. Introduction to the Mathematical
Theory of Finite Elements, Wiley-Interscience (18976]}.




121

ANALS PROCEEDINGS
COBEM 81
VI CONGRESSO BRASILEIRO DE >
ENGENHARIA MECANICA mi
RIO DE JANEIRO, 15 — 18 de dezembro de 1981 —
TRABALHO
PAPER N® D-13 e 121 - 128 PUC/RJ

AN ALGORITHM FOR THE DETERMINATION OF THE HELMHOLTZ FREE
ENERGY AND DERIVED STATE PROPERTIES FOR CO, NEAR THE
CRITICAL REGION, )

Alejandro F. Romero Lopez.

Full time professor, and Mech.Engrg.Dept.Head, Facultad de
gggenieria, Universidad Nacional Autb6noma de México, México
20, D.F.

Venus Siegmantel.

Graduate student, Lehrstuhl A flir Thermodynamik, Technische
Universitdt Miinchen, West Germany.

J, A. Caballero Tardaguila.

Graduate student, Centro de Cdlculo, Facultad de Ingenieria,
Universidad Nacional Autdénoma de México.

Abstract.

The available information for state properties near the
critical region is generally limited to the constants which
describe the critical point, In order to get a better view
of the associated phenomena, an equation for the Helmholtz
free encrgie, based on scale ecquations is developed. Since
the free cnergy is not measurable by direct means and the
macroscopical thermodynamics states only the existence with-
out any further information, regarding its explicit form, a
very careful mathematical handling is required in order to

obtain an expression for the free energy function.

1. Introduction,

The state of a pure fluid nhase is determined through
two independent intensive state properties. Thermodynamics
also states that for every couple of such state pronerties,
there is a characteristic state function, through which is
possible to describe all of the thermodynamic nroperties of
the fluid. This means that only one canonical state eguition
is tequired to fully describe all of the thermodinamic cha-
racteristic aof a suhstance.
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in table I, as well as the parameter values of the bis. For
w=1and 1 = 1, the equation (2.1) must reproduce the cri-
tical parameters, PC, Per Tc’ however for slightly deviated
values from the critical ones the equation fails to proper-
ly describe the state of the system, so one has to use an
additional scale equation for the so called "critical field"
the development of such an equation is made in the part 3.

of this paper.

2.2 The Helmholtz free energy.

In addition to the zeroth law (state equation), the ther
modynamic potentials are an excellent tool to describe the
performance of compressible substances. In equilibrium ther
modynamics, which is often calle "thermostatics" one of the
best suitable functions to fully describe the state of a --
substance is the Helmholtz function or specific free energy

f=u-Ts = f(T,v) = £(T,p) (2.3)

(2.3) can be succesfully used to describe totally the fluid
states of the substance (and even the solid states). With -
this potential it is possible to generate thermodynamic in-
formation, even in the two phase field between the two bran
ches of the coexistence curve.

However, the specific free energy is not directly measu-
rable but T and p are, and, what is most important, the en-
tropy and all of the main state properties can be expressed
as functions of f and its derivatives, which in turn are
functions of T and p (or T and v).

In order to save time and space the following denomina--

tion system is adopted for the derivatives of f

fro= (T £,=GH V) = (a2€/5Tyv) ,etc.  (2.4)

Making use of the convention (2.4), of the well known --
thermodynamic definitions, one can derive the table 2.1 --
which shows the different thermodynamic state properties ex
pressed as functions of the specific free energy f and its
derivatives. With this potential it is possible to choose a
model function ¥=¥(T,p,a) = f(T,p) where a is a parameters
vector, to be determinea with the help of experimental data
{3}.
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There are two fundamental reasons to choose T and v as a

couple of specially adequate independent thermodynamic va-
riables, First of all, T and v are easy to measure and last
but not least, the correspondent characteristic function,

the specific frec energy or Helmholtz function
f=u-Ts = £(T,v) (1.1)

represents an unambiguous function of T and v feor all of the
possible fluid states, including the two-phase field.

The specific free cnergy is not measurable by direct --
means, however the entropy and all of the most important
state properties can be expressed as functions of f and its
derivatives, which in turn depend only on (T,v)

This paper deals with the calculation of the specific -
free energy as a function of the specific density p=—%—
and the thermodynamic temperaturc T. Since it is the inten-
tion to present data around the critical point, the Interna-
tional Union of Pure and Applied Chemistry (IUPAC) {1} for-
mulation is used. The polar coordinates of the scale equa--
tions are transformed to obtain the specific free energy of
CO; and an algorithm is set up in order to calculate the --

most important thermodynamic properties.

2. The specific free cnergy.

2.1 The state equation for carbon dioxide.

Since the €O, is a real gas, it is not possible to uti--
lize the ideal gas law and it is necessary to look for an -
empirical equation of state from which it is possible to de-
rive an expression for the free energy. An accepted empiri--
cal equation taken from {2} and also adopted by the IUPAC -
{1}, follows:

o 7

$ oz bij(m~1.004292}i_ (r-1.000329) "

. 1
i=1 _']=l (2.\}]

P=pRT{1+w I

where:

w = o/pc FE ki o A 3 (2.2)

Pe and Tc are the critical values of the density and the --

temperature resncectively, whose units and values are given
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Table 2.1 State properties as function of f and its deriva-

tives.

State property relation with f
Pressure p % fv

Specific entropy s - fp

Specific internal energy u f-T FT
Specific enthalpy

h=u+puvw f - Tfp - vf,
Isochoric specific heat Cy - Thpqg
3 P - a2

Isobaric specific heat c -T{fTT f Tv/fvv)

Speed of sound a=vv/=(ap/av » v(fvv—szv/FTT)lfz

Joule-Thomson coefficient or
throttling coeff. “h=[aT/3n)h —(V+TFTV/fVV}/cp

To obtain the free energy from measured variables the pro
cedure consist of three steps:

4]
1. u-u, = r’} (p/p? - (T/pzjtap/aT}p)dp (2.5)
2. s-ss = [P(-1/p%) (3p/3T)  dp (2.6)
Po E
3. f-fo = (u-ue)- T(s-s,) (2.7)

Where the subindex "0" refers to an arbitrary reference le-
vel, From the expresions (2.5) to (2.7) can be easily seen
that a state equation is needed to proceed further, the equa
tions given in {1} are then used to be fed through a digi-
tal computer to solve these integro-diferential equations,

3. The scale equation of state.

As already mentiened in 2.2 the following equations will
be used in order to produce a state equation for CO;

hp = P T Pe =rf g g (3.1)
Pe
sp= " "Pc_ BT (0) + c aT+ar® %o (1-0)2

P (3.2)



125

T-Tc _ P (1-bZe2) (3.3)

TC

AT =

The function q (8) represents a polynom of the following

form:

qle)= 1, + I,82+I,8%+c|1-b%p2|2-0 (3.4)

Where Tc’ o and p. are again the critical values of the
temperature, density and pressure, all of the constants are
listed in table Il at the end of the paper.

The equations (3.1) to (3.4) are of course not linear and
the elimination of the polar coordinates is rather complica-

ted and leads to a very long expression:

1 b
— Y 'L 3 —-‘“—"—}+IL,{—%L }
2 1
— g X =g X
2 & ZE
¢ | 1-b2ffe_j2 |27%
2
! & A Ap 42
c, AT + a { — X } « _TE_ « {1- (—:——) } (3.5)
2
— X —pX
S ¢ =8

Where the following substitutions have been made:

X = AT + at (3.6)

st = { AT + {(aT)? + 4b? (20)2) /2 ) (3.7)
g7

(3.5) is then an equation of state for CO; in the critical -
region with p as function of T and p, to be handled in a com
puter program in order to obtain the state properties des-
cribed in the table 2.1 The flow diagram is shown in fig.I
Some computer runs were carried on both at the technical Uni
versity of Munich (4} and at the Computer Center of the Fa-
cultad de Ingenieria UNAM. The algorithm is available upon
request,
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Table I Critical and parameter values for the analytical
state equation (2,1), {2}. {pc= 0.466 g/cm®, T = 304.21 K}

; 1 2 3 4 5 6 7

i
1 -0.22752 -1.676081  0,258461 0.375298 -0.667801  -0.867583 -0.148490
2 0.444043 1,249715 5.918263 15,361183 19.276572 8.573382 -
3 -0.169816 -1.811102 -4,555665 -3.772066 3,555267 4,853015 -
4 0.004387 -1.733004 -10,953678 -27,346306 -26.406603 -6,311699 -
5 0.250079 2.323768  7.349680 6.470629 -2.374910  -2,524378 -
6 0,054958 1,140034  7,247919  14,681055 9,330838 - -
7 0.143590 -1.642296 -4.543618  -3,042281 ., - - -
8 0.013211 -0.097104 -1.581314 1.807640 - - -
9 0.037745 0.424796  0.853158 - - - -
10 -0.011485 -0.081056 0,044506 - - - -

Table II Parameter values for the state equation
near the critical region (scale equation), {2}.

Constant Value Constant Value

b 1.4402 cforT>Te 240.4358

a 0.065 cforT<T, -58.38316

B 0.347 I 36.98893

g 1.4918 I, -82.07936

& 4,576 I 56.66053

cy 6.98
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SUMARIOQ

S5i una estructura esta localizada cerca del epicentro de un terre-
moto, la energia impulsiva en una onda de compresion (onda-P) puede ser
suficiente para debilitarla en lugares criticos, de manera tal que su
habilidad para soportar futuras vibraciones del terreno es reducida. EI|
manuscrito describe el movimiento progresivo de la onda dilatacional
{onda-P) en un modelo de un tanque de almacenamiento nuclear por medio
de un estudio fotoelastico dinamico. Las reflecciones de los soportes
de la cascara son observadas, y la fuerte onda de flexion, que deforma
la cascara misma, es estudiada por medio de fotoelasticidad y proce-
dimento mediante el uso de indicadores de desplazamientos dinamicos.

SUMMARY

If a structure is located close to the epicenter of an earthquake,
the energy in the impulsive wave (P-wave) can be sufficient to weaken
the structure at critical locations such that its ability to survive
subsequent vibratory ground motions is impaired. The paper described
a dynamic photoelastic study of the progressive movement of a dilita-
tional P-wave into a model of a nuclear containment vessel. The reflec-
tions at the dome abutments are observed and the strong flexural wave
that deforms the dome itself is studied with photoelasticity and with

dynamic strain gage procedures.
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1. Introduction

Seismic analyses of large civil engineering structures generally
consider the vibrational responses of such structures due to the hori-
zontal and vertical ground motions as recorded by accelerograms., The
possible dangers from the impulsive components of the dilitational or
P-wave is usually considered to be minor. |If, however, a structure is
located close to the epicenter of a major earthquake, the energy in the
impulsive waves can be significant and may be sufficient to cause struc-
tura) damage, Such damage may be fatal by itself, but is more likely to
weaken the structure at critical locations in such a way that it is less
likely to survive the subsequent ground motions associated with the
slower moving surface waves.

These impulse waves are amenable to study with the aid of dynamic
photoelasticity involving the Cranz-Schardin high speed spark camera (1).
This camera system can record the progression of an impulse wave as it
moves into and through two-dimensional photoelastic models of various
configurations. In order to evaluate the behavior and damage potential
of such impulse waves on large structures, several series of dynamic
photoelastic records were obtained for impulse waves in models of typi-
cal structures. The results for one specific case is presented in this
paper because it represents a typical design for a large reactor con-
tainment shell (2).

The Cranz=Schardin camera and dynamic photoelastic procedures have
been described elsewhere (1,3,4). The eguipment normally operates as a
light field polariscope with 16 spark gaps in air. The 16 arcs are
fired sequentially with adjustable initial delay and variable intervals
between arcs. The spectrum from the high voltage air arc is filtered
through deep blue narrow band filters. Since the short wavelength blue
light is emitted only during the peak intensity period of the arc, the
resultant exposure isa short duration (600 ns) pulse of near monochro-
matic light on a film selected to be sensitive in the blue region of the
spectrum, The film is pre-fogged to just before the knee of its density
vs., exposure curve, It is then immediately responsive to the additional
exposure from the short duration arcs and a single flash is enough to
produce well exposed negatives. Sixteen sequential hiah speed photo-
graphs (at an equivalent framing rate of 1.7 million frames/s.) are ob-
tained on a single sheet of 250 x 356 mm (11 x 14 in) film. The total
event time spanned by these pictures can he varied, without changing the

exposure times of the individual pictures, by adjusting the time inter-
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val between the discharges of the ares.

The procedure described above was modified in two major ways to
overcome the peculiar difficulties of interpreting the photoelastic data
from this and other structural models. Dynamic color photos of the iso-
chromatics were used quantitatively to obtain accurate interpretations
of the fringes. Good color rendering required that the polariscope op-
erate with white light in the dark field mode. To this end the polari-
scope was altered for dark field operation and the blue filters were
removed from the field. The exposure at each individual frame is not
adjustable with diaphram settings, as in other cameras. Since the pre~
cise energy and duration of the different arcs are not alike, the indi=
vidual exposures had to be adjusted. This was done by inserting differ-
ent neutral density filters behind each of the lenses until all 16 pic-
tures were exposed correctly within the tight tolerances required for
good color photography. Further color corrections were made with low
level filters to compensate for the slightly different spectra at the
arcs caused by variations in total discharge energy between different
arcs. The color positive film could not be pre-fogged, so its ''speed"
was enhanced to 1100 ASA (32DIN) by special processing, reauiring even
tighter control over variations in exposure. Cibachrome process P-12
was used to make color enlargements from the color positive photographs.

The fringe orders of interest in this study were generally below
4 and at the times of greatest interest, below 3. At these levels,
color photographs can be used effectively to estimate partial fringe
order (5,6), provided a good monochromatic calibration standard is avail-
able. Two such standards were used here = a disk in diametral compres-
sion and a beam in pure bending. In both cases a model of the same
material as was being used in the dynamic study was loaded statically to
a useful fring order of 5. A full set of 16 photographs were then taken
of the statically loaded model in the dynamic polariscope. The first
with monochromatic light on black and white film (blue filters in place)
and the second in "white" light as described above. After processing
and printing, there was now an accurate calibration for each arc up to
the 5th order blue fringe. This permitted partial fringe order read-
ings to be estimated well, especially at levels up to 2.5.

For the dynamic photographs, black and white negatives were ob-
tained from the color positive (Ektachrome) transparancies by the fol-

lowing procedure:
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. Prefog a sheet of high contrast black and white film (Kodak 6127).

. Place film in film holder of camera underneath the color positive

film previously obtained.

. Remove polarizers from the optical system,

. Place deep blue narrow band filters in place.

. Place previously selected neutral density filters in place for

each individual arc.

. Fire camera (arcs) through any normal procedure (No model and

No explosive).

. Develop the 6127 film in Kodak D-11 developer.

. Make black and white prints in usual manner.

The resulting photographs were sharp and of high contrast. They matched
the color photographs exactly so that the two sets of pictures can be
interpreted with confidence.

The photoelastic model of the reactor vessel was machined integral
with the "ground" from a 6 mn thick sheet of CR39 photoelastic material
(Homalite 120). A 25 mm square grid was scribedonto the model, Since
interest centered on the behavior of the dome and its abutments, the
side walls of the model was only half as high as they would have needed

to be for accurate geometric modeling of the structure on which it was

based. The impulse was generated with a 100 mg charge of lead-ozide
(PbNG) in a line load 25 mm long placed 130 nm below the base of the
reactor model. This produced a reasonably flat wavefront at the time
that the dilitational P wave entered the model.

Compressive explosive loading functions of this kind tend to have
strong tensile unloading tails. To reduce this effect the line charge
of explosive was packed into a separate block of [(R=39 material which
was attached to the lower surface of the model with a bond that is weak
in tension (double sided masking tape). The tensile unloading wave then
causes the small block to separate from the main body of the model so
that only the main compressive pulse and a very low amplitude tensile
tail passes on into the main model. There was no additional contral
over the shape of the incident wave, The model dimensions were chosen i
to be in reasonable ratio with the wavelength of the incident wave which
represented a seismic shock wave,

The photoelastic data strongly suggested that the dome fleses in
reverse bending (tension-compression-tension) under the influence of
the impulse wave. The optical information alone is not conclusive.

S0, to confirm that bendine does indeed voeur and te ohtain inforiation
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on the sign of the bending stresses, strain gages were mounted at the
crown of the dome, on the inside as well as on the outside. The strain
gages were 120 &, 1.57 mm single element foil gages in a dynamic
potentiometric circuit with 10,62V D.C. exitations and a kil balast
resistor. The signals were recorded on a 2 channel oscilloscope with
an input impedance of lkil 15 pf.

2. Results

Two sets of dynamic pictures have been selected to illustrate
how the impulse wave behaves in the structure and how it can induce
seriocus and unexpected tensile stresses. [In Fig. | the impulse source
was deeper and of lower amplitude than in Fig. 2. In both cases the
times are given in micro-seconds after the explosion. The effect of

the shorter travel time and the ditference in intensity can be seen in

170 us 193 us

Fig. 1. Dynamic Photoelastic photographs at

four different times after the explosion.
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the two frames at 96 and 94 us. In the former case (96 us, Fig. 1), the
impulse has moved only about 35 mm up the legs of the model and the maxi-
mum fringe order is just over 3. |In the latter case (94 us, Fig. 2),
the wave is already entering the crown abutments (=64 mm from base)} and
the maximum fringe order in the first compressive pulse is almost 4.

In both cases the pulse shape is similar with a leading ramp length
(wave front to first compressive peak) of 25 mm. The two sets of frames
were selected to show how the passage of the impulse through the dome
introduces stress patterns which are similar to bending patterns. The
analysis given here does not address the reflections in the abutments
nor does it consider the apparent flexure of the walls,

A1l impulses were placed symmetrical with respect to the vertical

centerline of the model. Consider Fig. 1:

. Frame 96 pus: The first compressive half-wave has just entered
the walls. The light areas in the unper portions of the arch
are residual values.

. Frame 131 pus: The extreme front of the wave has just started
to reflect from the top of the wall. The reflection is, of
course, tension and cancels a certain amount of the compressive
stresses in the part of the wave which now lies immediately
below the top. The reflected wave front is now B8 mm below the
top and the expansion of the compressive pulse into the roof

has just started.

Frame 170 ps: The expansion into the dome has proceeded 75 mm;
i.e., three gquarters of the way across. The two compressive
waves, which entered from opposite sides, reinforce each other
so that maximum values are on either side of top center.

Frame 193 us: The tensile reflections now reinforce each other

with peak stress values near top center.

Consider Fig. 2:

. Frames 80 and 94 us: The wave enters and travels up the walls
and into the expanded volume of material of the abutments.

Frame 153 us: The fronts of the waves have crossed at top

center. They are now almost at the far walls ready to expand
into the abutment.
Frames 184 and 199 us: The center of the dome experiences a

complicated stress cycle.

Frame 214: The top center portion of the dome is in a clear

bending mode.



Fig. 2. Six dynamic isochromatlc photographs for another model

with a larger charge of explosive than in Fig. 1. Times

are in micro-seconds after explosion.

In Fig. 3 the time histories at the top (outside) center and the
bottom {inside) center of the dome are presented. The two central
graphs compare the strains as recorded by the two strain gages. It is
gquite clear that from 200 ps on the dome experiences bending oscilla-
tions with the bottom surface in tensioa when the top surface is in
compression.

The uppermost and lowermost graphs present the fringe orders at
the upper and lower surfaces at the center of the dome. It is, of
course, not possible to assign positive or negative values to the
fringes; hence, the lack of sign on the scales above and below the
zero lines. The information on sign from the strain gages was used to
plot the fringe orders either above or below the zero level. Once
that is done, the whole picture emerges in a consistent way and the pre-
vious interpretation of the photoelastic photographs is possible.

3. Conclusions

It is evident from this very simplified and admittedly distorted
mode]l that there is a strong ossibility that the impulse component of
seismic waves may be a threat to the reliability of large structures

The most important experimental difficulty in this modeling
approach is posed by the limited extent to which the shape of the im-
pulse wave can be modified to simulate a real seismic wave. This prob=-
lem can be overcome by using non-polymeric model materials such as
glass where the waves can be excited with piezo-electric crystals. The

wave shape can then be modified to reproduce, on a reduced scale, the
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exact shape of seismic waves. Unfortunately, glasses have low bire-

fringence; i.e., the models will display very low fringe orders. Pre-
sent research at lowa State University is concerned with developing a
technique called half-fringe photoelasticity, which will permit highly
sensitive photoelastic tests on glass models. |f successful, the method
will remove a major cause of distortion in the seismic photoelastic
modeling.

TIME ps
0 200 koo 600 800 1000
T T T T T

, [ T T | | ]
Ne
€t
)
Nb

TIME us

Fig. 3. Data for center of dome at times after explosion
N, = Observed fringe orders on top of dome

Measured strain on top of dome

m
]

= Measured strain on bottom of dome

Nb = Observed fringe order on bottom of dome
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SUMARIO

Foi desenvolvido um método para cilculo das tensbes térmicas na
parte cilindrica do vaso de pressao de um reator tipo PWR. As tensdes
térmicas analisadas sao aquelas causadas pelo gradiente de temperatura
radial, durante a operagao do Sistema de Resfriamento de Bmergéncia ou
durante o resfriamento da usina nuclear. A distribuicao de tensdes foi
obtida usando o conceito de deformagao plana para cilindro oco. Dos seis
casos de choque térmico analisados, concluiu-se que a condigao  limite
para o maximo decréscimo na temperatura de resfriamento que nao causa
deformacao plistica & 210 °F .

SUMMARY
A method for calculating the thermal stresses in the cvlindrical
part of a PWR pressure vessel was developed. The thermal stresses

studied were created by radial temperature gradient during Emergency
Core Cooling System operation or during plant cooling down. The  stress
distribution was cbtained by using the concept of plain strain for
hollow cylinder. The limiting condition for maximum sudden decrease in
temperature which should not cause plastic collapse on the pressure *
vessel was concluded to be 210 °F .
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1. Introdugio

0 vaso de pressao de um reator nuclear tipo PWR € projetado para
suportar as mais rigorosas condigbes. Além de resistir a altas pressdes
e temperaturas (para o reator nuclear Angra I, a pressao e temperatura
de projeto sao, respectivamente, 175 ata e 343 °C), o vaso de pressao
sofre o bombardeamento de néutrons e a agao da radiagao y. Devido a
agao dos néutrons rapidos, o material do vaso tem diminuida a sua duti-
lidade |5|. A absorgao de raios Y bcasiona a geragao de calor em toda a
espessura do vaso de pressao |3] .

A parede do vaso de pressao & isolada termicamente no lado exter-
no e & resfriada, pela aqua do circuito primario, no lado interno. Con
sequentemente, quando a temperatura do refrigerante & bruscamente dimi-
nuida, devido 3 entrada em funcionamento do Sistema de Resfriamento de
Emergéncia |6| (por exemplo, decorrente de um LOCA - "Loss of Coolant
Accident"), ou quando a poténcia do reator & alterada, levando i varia-
3o do fluxo de raios y, o vaso de press3o & submetido a um choque tér-
mico, gerando, assim, tensoces térmicas .

O C3digo ASME-Secao III - Vasos Nucleares |1| determina que, para
0 vaso de pressao de um reator nuclear, as tensoes térmicas, causadas
por gradientes térmicos, sejam cuidadosamente calculadas e interpreta-
das, para garantir a integridade do vaso sob as condigoes mais adversas.

0 objetivo deste trabalho & estabelecer um método de calculo e de
anilise de tensoces tBrmicas em um vaso de pressao de um reator tipo PWR,
Para isso, foram calculadas as tensces térmicas decorrentes de choques
térmicos causados por : 1) atuagdo do Sistema de Resfriamento de Emer-
gencia e 2) Resfriamento normal da usina .

2. Distribuicao de temperatura na parede do vaso de pressao

A distribuicio de temperatura na parede do vaso de pressdo foi de
terminada por muitos pesquisadores. Thomas e Coppari |4| e Eberwein |2|
desenvolveram, independentemente, expressoes analiticas para calcular a
distribuigao transiente de temperatura no vaso de pressao, nos Casos em
que a temperatura do fluido refrigerante cai de repente. Neste trabalho,
foi desenvolvido um método de cilculo de distribuicdo de temperatura
que permite variar, com o tempo, a temperatura do refrigerante do cir-
cuito primirio (importante no caso de resfriamento do reator nuclear)

A equagao de conducao de calor ao longo da espessura do vaso de
pressao & dada por,
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onde, t @ a temperatura, x € a coordenada ao longo da espessura do vaso
(x=0, superficie interna; x=h, superficie externa), qc'." é o calor gera-
do na superficie interna devido 3 absorgao dos raios v, u o coeficiente
deabsorqa'odosraiosmkéeicmﬂutividadetémica(bmaberialdovaso,

aaéadifusividadetéxmicadomatermldovasoeaéotmpo.

2.1. Distribuicao de temperatura para caso estacionario
Para a solucao da equagac (1) no caso estacionario, sdo utilizadas
as seguintes condigoes de contorno :
a) na superficie externa :

=0 (2)
*=h
b) a temperatura na superficie interna do vaso de pressao, ty, pode

ser estimada pelo fato de que o calor na parede do vaso € transferi
do por convecgao para a agua de resfriamento, assim,

S
n

1h

h, (&, - t) = (1-e

£ 5=t ) 3

onde, hg & o coeficiente deconvecgao de calor, te & a temperatura do re-
frigerante e h a espessura do vaso. Inteqgrando a equagao (1), utilizando
acmﬂiqéodecasoestacimﬁrio%=0easmﬂiqﬁesdemntorm (2) e
(3), obtem-se a seguinte distribuicao de temperatura ao longo da espessu
ra do vaso :

B opa Py B gy B s 4)
Llhf uk

2.2. Distribuigao de temperatura para o caso transiente

Dividindo a parede o vaso de pressac em ii pontos, espagados de
Ax, e aplicando o método das diferencas finitas d equagao (1), obtemse,
para o instante 6+A8 a sequinte distribuigao de temperatura na parede do
vaso de pressao :

e ae
8+46 8 o _ .8 ) —ux
Y = (-2F)) t; +F_ (£ ) t1+l) + ——— e (5)
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onde, tiéatarperaturampnnboidapaxededovaso, Poéon&rero de
Fourier, dado por ﬂa.i‘.a/&xz, p e c sao densidade e calor especifico do
material , e A8 € o incremento de tempo. As condigdes de contorno pa-
ra a solucac da equagdo (5), sdo
a) na superficie externa (i = ii),
EH»&B 6+40

L T e (6

b) na superficie internma (i = 1),

T ﬂxz
B

0+ﬂ8 0

t 1+2F{t

B £} 8
l + Bi&x (tf = tl) + (@)

onde, Biﬂx = thx/k (n? de Biot)

3. Distribuicao de tenstes térmicas

0 vaso de pressao de um reator nuclear & considerado como um ci-
lindro oco onde o raio internc & "a" e o raio externo & "b". Assim, uti-
lizando a teoria da elasticidade e usando o principio das deformaghes
planas, sao obtidas as seguintes expressoes que permitem o cilculo das
3 tensoes principais : tensao radial (0.}, tangencial (0y) e axial (0,)
causadas por um gradiente térmico radial |7].

- _ r

Clr = -(l_-\-ﬂ_ [ b’- 7 1- f trdr '_rl“ aJr trdr 1 (8)
_ _En 1 a 1 r _

UB = T.-:\T I bi- a? 1+ rz]afb trdr + F a.Ir trdr E I (9)
_ Eo 2v =

9 "I lpiard tE-t] (0)

onde, E & o mbdulo de elasticidade do material do vaso, a & o ocoeficien-
te de expansio térmica, v o coeficiente de Poisson, e t e r sao a tempe-
ratura e o raio correspondentes .
A tensao axial, 0,,+ Tepresentada pela expressao (10), refere-se
3 condicio em que hi supressac completa da deformagao relativa axial .
Portanto, para que a forga resultante nas extremidades seja nula,
& necessdrio introduzir uma tensao axial corretiva o} dada por :

N 1
op =~ TE—a afb 2nro, dr (11)

Pelo principio da superposigao tem-se, finalmente, que a tensa axial
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total, ¢_, & dada por :
— [}
g =0 +oz {12)

z 0

o momento de Flexao Linear Equivalente, Q, & calculado pela expressao
1] :

Q=

Tl

f*_‘}f,z 0 X.dx (13)

Para a determinacdo das tensdes, o, 0y e 0,, fol desenvolvido um
programa de computador em lingquagem FORTRAN IV. Nesse programa, inicial-
mente, sao resolvidas, numericamente, as equactes (4) e (5). A sequir ,
s30 calculadas as expressoes (8) a (13), por meio de consecutivas inte -
gragbes numéricas .

4, Resultados e discussao

O presente modelo matemdtico foi aplicado ao vaso de pressao de um
reator PWR tipico. Na Tabela 1, & apresentado um resumo dos casos anali-
sados. O material do vaso de pressao & o ago carbono ASIM 533 Grade B
(tensdo limite = 1/3 tensao de ruptura - 30 KSI). Duas espessuras do va-
so foram consideradas : 6,3 polegadas e 10 polegadas (didmetro interno
do vaso 154 polegadas). O choque térmico, caracterizado pela diferenca
de temperatura do refrigerante antes e apds o transiente, & causado pela
atuacao do Sistema de Refrigeragao de Bmergéncia .

MNa Figura 1, & apresentada a distribuicao de temperatura ao longo
da espessura do vaso de pressdo para o Caso 1. E interessante notar que
mesmo no caso estaciondrio, devido 3 absorgao de raios y, ha uma diferen
¢a de temperatura de 21,1 °F entre as superficies externa e interna do
vaso, Na mesma figura foram colocados, também, os resultados obtidos por
Eberwein |2| utilizando um método analitico diferente. Como pode ser ab-
servado, hi uma Otima coincidéncia entre os dois resultados .

A distribuicdo de tensGes tangenciais, Ogs para o caso 1, & apre -
sentada na Figura 2. Como era esperado, as tensOes miximas ocorrem na su
perficie interna do vaso e sdo tensdes de tragao, enquanto que, na Super
ficie externa, temos tensoes de campressao. Foi verificado que as  ten-
sbes radiais, O sao aproximadamente 100 vezes menores que as tensoces o
e 0, e, portanto, praticamente nao afetam o cilculo total de tensoes .

Na Figura 3, s3o apresentadas as variagbes das tensdes tangenciais
maximas , % omax’ para os 6 primeiros casos. Os valores de Q e F (pico de

8
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Tabela 1 - Resumo dos casos analisados.
Condigoes antes do transiente : temperatura do
fluido 554 °F (290 °¢) At =3 x 10% Brume. £62

Condigoes apds transiente
Caso Tipo de Espessura Temp. do qé"
Transiente da parede Fluido 10%. BTU
in {(mm) % Po hr . ft?
1 Choque térmico 6.3 (160) 482 (250) 1,68
2 Choque térmico 6.3 (160) 437 (225) 1,68
3 Choque térmico 6.3 (160) 392 (200) 1,68
4 Choque térmico 10 (250) 482 (250) 1,68
5 Choque térmico 10 (250) 437 (225) 1,68 :
|
6 Choque térmico 10 (250) 392 (200) 1,68 !
{
7 Resfriamento da 10 (250) | taxa de resfria 0,337
usina (desliga- mento 100 ®F/hr
mento normal) durante 4 h
et +
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Fig. l. Distribuicao de temperatura ao longo da
espessura do vaso de pressac, Caso 1 .
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m&:,r-am-m,siotm&n,wm.ﬂmm ressal-
tar que a tens3 mixima ndo ocorre no mesmo instante do choque térmico .
As tensdes maximas sdo atingidas, respectivamente, aos 25, 30, 33, 50 ,
55 e 60 segundos para os casos 1 a 6. Os valores miximos de Q sao atingi
dos apSs 3 minutos (Casos 1, 2 e 3) e 4 minutos (Casos 4, 5 e 6) .

A variacdo das tensSes miximas, em fungao da temperatura do refri-
gerante, & apresentada na Figura 4. Na faixa de temperatura analisada, a
tensao tangencial mixima, o momento de flexdao equivalente e o pico  de
tensdo tém comportamento linear. Do Cdigo ASME |1| pode-se inferir (3a.
mﬁiqfndemjem)mq|]niommmmemaa ten-
sao limite (1,5 x 30 KSI). Neste valor limite de Q, estaoc incluidas as
tensces mecanicas e as tensoes térmicas, sendo estas (ltimas, devidas
nao sb aos gradientes radiais, mas também aos gradientes axiais. Portan-
to, numa hipbtese bem conservadora, a parcela de Q corresponde apenas
aos gradientes térmicos radiais (este trabalho) nac deve ultrapassar 50%
do valor do Q. .. Assim, o valor limite deve ser 22.500 psi. Na Pigura
4,estevalormrrespaﬂeamadifexav;ademmturade2m°? no
fluido refrigerante, Nestas condigoes, o choque térmico nao deve ser su-
perior a 210 °F, sob pena de serem ultrapassadas as condigbes limites .

No caso 7 foi analisado o resfriamento da usina nuclear a uma taxa
de 100 %F/hora. Na Figura 5 & apresentada a distribuicdo de temperatura
e na Figura 6 sdo mostradas as distribuigGes de tensGes méiximas. Como po
deserobservado,cm,ceramentan com o tempo, atingindo os wvalo
res maximos apos 3 horas .

5. Conclusdes

Pelo presente trabalho desenvolveu-se um método de cilculo de ten-
soes térmicas devidas a gradientes térmicos radiais em vasos de pressao.
Nos casos analisados, mostrou-se que, mesmo no caso estacionirio, a dis-
tribuicdo de temperatura na parede do vaso & nao linear, devido & absor-
g3 de radiag@o y. Aumentando o At do choque térmico e a espessura  do
vaso, aumenta o tempo para ser atingida a tensao mixima. Nos transientes
ttpodn;ueténnim,asbem&esum,oerEofuuﬁaslinaams do
choque térmico. A mixima diminuigio de Sgua de resfriamento (At cho
que térmico miximo), que garante o comportamento eldstico do vaso, é
210 % .
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SUMAR 10

Neste trabalho € apresentado um conceito de projeto para vasos
e trocadores de calor, submetidos a carregamentos externos e internos,
resultantes de operacac normal e acidente.

Uma definicao e explicagao das condigoes de operagao e niveis de
tensao sao fornecidos. Uma descricao do tipo de analise (tensao, fadi
ga, deformagao, estabilidade e vibracao) € apresentada em detalhe, e
também, os procedimentos técnicos para os vasos, trocadores de calor e

suas partes estruturais individuais.

SUMMARY

A design concept for vessels and heat exchangers against internal
and external loads resulting from normal operation and accident s
shown.

A definition and explanation of the operating conditions and
stress levels are given. A description of the type of analysis (stress,
fatigue, deformation, stability, earthquake and vibration)
is presented in detail, also including technical quidelines which are
used for the vessels and heat exchangers and their individual struc-

ture parts.




1. Introduction

Vessels and heat exchangers of nuclear plants are installed in
primary systems as well as in other nuclear and conventional circuits.
According to the classification of the system, the vesseis and heat
exchangers are designed for different operating conditions with
different allowable stress levels.

For relevant technical safety systems also loads due to earth-
quake and, if necessary, loads due to postulated pipe rupture might
be considered.

To meet these strains a proposal is done tor the reguirements of

the design concept for vessels and heat exchangers.

2. Operating conditions and stress levels

2.1 General

For each system the operating conditions (load cases) are classi-
fied due to the postulated safety requirements.

For the vessels and heat exchangers the stress levels must be

related to the load cases.

2.2 Operating conditions (load cases)
2.2.1 General

In general, load cases,can be:

- static

- dynamic

- non-steady state

2.2.2 Design load case

Usually this load cases cover the stresses which are the result
of the maximum loads of normal operating conditions. Only those
loadings are considered, which have components of primary
stresses. Design pressure, temperature, dead weight and other design

determining loads contribute to this load case.

2.2.3 Operation conditions

2.2.3.1 Normal operating conditions

This includes all those conditions which belong to the normal
operational service inclusive the start up, shut down, full or partial

load including the transients.

2.2.3.2 Abnormal operating conditions
These are the deviations from normal operating conditions, which

occur through function, or switching effects in the system.
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2.2.3.3 Test cases
The test cases cover initial as well as periodic pressure

testing.

2.2.4 Failure modes

Distinction should be made between emergency conditions and
faulted conditions.

Deviations with low probability from normal operational condi-
tions are emergency conditions, but deviations with extremely low
probability as well as postulated load cases, are considered as faulted
conditions. The design earthquake is considered as emergency condition,

the safe shutdown earthquake as faulted condition.

3. Stress levels for vessels and heat exchangers

Stress level 0 is related to the design load case. In this case
the primary stresses (membrane and bending stress) are to be considered.

The stress level A for the normal operational condition includes
a consideration of all primary (membrane and bending stress), secondary
and peak stresses, especially because also the proof of the fatigue
has to be done. The same is valid for stress level B for the abnormal
operating conditions,

The stress level P is related to the testing conditions and only
primary stresses are considered.

The emergency conditions are related to stress level C, the
faulted conditions to stress level D. For both only the primary stresses

are considered.

k. Loads on the vessels and heat exchangers

The stresses and strains created by mechanical loads should be
determined and evaluated by an analysis of the component mechanical
behaviour.

Mechanical loads are:

dead weight

pressure and pressure transient

temperature and temperature transient

loads from attached piping

restraint free end displacement heat expansion

vibration caused by earthgquakes as well as

flow induced forces and tube vibration especially in heat

exchangers
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The individual loads are superimposed according to the require-

ments of each load case.

5. Analysis of the mechanical behaviour

5.1 General

The analysis shows that the component (vessels and heat
exchanqers) will withstand the loads at each stress level. The
stresses and deformations of the components and their parts are
determined for the given loads and the correct design has to be proved
with the corresponding allowable values.

The analysis can be carried out besides others also with the aid
of a calculation model; with this model, the component is transferred
to an idealized model, to which the component should correspond in its
characteristics,

The following methods may be used:

finite differences method
finite elements method

structural dynamic analysis

5.2 Types of analysis
In general the following analyses are made for vessels and heat
exchangers; stress, fatigue, deformation, stability, earthguake and

vibration analysis.

5.2.1 Stress analysis

The object of this analysis, with stress category and stress
limits definition is to demonstrate that only allowable strains and
by this only allowed deformations may result.

The stress categories shall be divided into primary stresses,
secondary stresses and peak stresses.

Primary stresses:

Stress which is necessary for the laws of equilibrium. It is not
self4imiting. Therefore a thermal stress can not be a primary stress.
If the primary stress exceeds the yield strength, a global failure is
the consequence. A primary stress can be of - local

- general character

Secondary stresses:

Stress which is selfimiting, that means if yield stress is
exceeded, no global failure is existing usually a secondary stress is

coming from constraints of adjacent material or (i.e. cladding) by
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self constraints of structure. A secondary stress can be
- thermal stress
- bending at a gross structural discontinuity

Peak stresses:

A peak stress is a very localized stress without noticeable
distorsion. It is the increment of stress which is additive to the
primary plus secondary stress and is mainly caused by local disconti-
nuities or local thermal stress. It may be only necessary for the
fatigue calculation, because it is only the source of a fatigue crack
or a bittle fracture. Examples:

a) thermal stress in the austenic cladding of a carbonsteel component
b} surface stresses produced by thermal shock

For evaluating the primary stresses the reference stress is
determined; for the sum of the primary and secondary or for the sum of
the primary, secondary and peak stresses the alternating stress
intensity is formed.

The reference stresses are calculated on the basis of the
shear stress hypothesis. To avoid the failure because of large deforma
tion the primary and secondary stresses are determined; on the other
hand, to avoid failure due to fatigue the sum of all stress components
has to be considered.

for any case the following procedure has to be used (when the
principal stress direction does not change) to determine the alternat-
ing stress intensity:

Consider the values of the three principal stresses at the point
versus time for the complete stress cycle. These are designated as
gy, oy and 63‘DELerminatinnnf the stress differences 512 = U~ Ua,

5 23 = T3 tf3 and 53] = 0§ ¥ 0? versus time for the complete
cycle. The symbol Sij used to represent anyone of these three stress
differences. Determination of the extremes of the range through which
each stress difference sij fluctuates, and find the absolute magnitude
of this range for each Sij' Call this magnitude S and let S

rij altij
0,5 Srij' The alternating stress intensity Sa]tis the largest of the
5 . values.

altij
The reference stress and Lhe alternaling stress intensity are

dependently of the material characteristic values,



5.2.2 Fatigue analysis

This analysis type should be made to determine the usage factor
aof each part of the component. The usage factor must be lower than one,

A simplified fatigue analysis can be made, whereby six criteria
have to be fulfilled whi.h however will not be detailed here. Other-
wise the elastic fatique analysis will be used. 1f the criteria for
this elastic fatigue analysis is not passed the simplified elastic -
plastic fatique analysis has to be wmade.

A special application is found in the heat exchangers with a
crossflow of the medium for the tubes. The tubes are set vibrating,
a vibration amplitude will be created by the crossflow.

However all vessels and heat exchangers with high number of

load cycles must be taken into consideration.

5.2.3 Deformation analysis
This should only be carried out if for cperational reasons

deformation must be limited.

5.2.4 Stability analysis

In the stability analysis, structural stability with respect to
inadmissible sliding and tilting of the component and its support
under the superposed loads shall be examined.

In addition, sufficient strength and stability (buckling) of
the component and its supports shall be proved.

Elements of components supports are points of attachment at the
shell, such as lugs, joints and fastenings. This can be done with

screws, bolts, welds and the foundation anchoring.

5.2.5 Seismic analysis

Vessels and heat exchangers are classified in accordance with
their functions for the load case earthguake. A difference is made
between Class | and Class 11 (A) components. Class | components
are components which must be able to perform a safety-related
function during and after or only after a DBE and SSE. Class || (A)
components are components which are not required to perform a safety-
related function during or after an SSE, but whose failure would,
however, be an hazard to a Class | component. Additional to the
loads due to earthquake other loads must be considered, such  as
dead weight, pressure, flow induced forces, etc. The protection

objectives are defined of Class | components by the terms function,
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tightness and stability, for Class |l only tightness and stability.

To determine the loads and stresses caused by earthguakes
different calculation methods may be used.

Quasi dynamic as well as dynamic methods are employed. As many
of the vessels and heat exchangers are low-frequency, the response
spectrum method is an adequate method. For this a response spectrum
will be calculated for the horizontal and vertical directions. The
spectra depends from the type of buildings, from the level of installa-
tion and from the damping value. The response spectrum shows the
acceleration dependently of the frequency. To determine the eigen-
frequencies and mode shapes, which must be known for the response
spectrum analysis, calculation models on the bases of finite element
programs are developed.

The displacements and forces and moments may be superimposed
according to different methods; sgquare root of the sum of the sguares,
group build up method and the 10 percent combination method.

The stress results are evaluated according to stress level C
(for DBE) and to stress level D (for SSE).

5.2.6 Vibration analysis

At heat exchangers tubes subject to cross flow from experience
vortex shedding frequencies and liftforces are observed.

The tift coefficient is used for the determination of the acting
forces at the tube. Consequently the stressaes of the whole tube caused
by flow-induced forces can be determined. At still higher flow
velocities there appears the effect ''fluid-elastic coupling'; the
velocities then occuring represent an upper limit.

For the flow-induced loads of the heating tubes due to vortex
shedding, the margin between forcing frequencies and natural
frequencies is sufficiently wide. The forcing frequencies are much
lower than the natural fregquencies of the parts of the heating tube.

The danger of vibrations due to "fluid - elastic
coupling'', especially in the upper regions of the steam generator, does
not exist, because the actual flow velocity is substantially lower

than the critical one.

6. Loads on vessels and heat exchangers from attached piping
A special item are the nozzle loads for connecting piping
systems. The connection loads and moments are in many cases not

available at the time of the first design. Therefore, one has to
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define at the beginning of the calculation several maximum loads and
moments, which are treated as an upper limit and which must not be
exceeded at the later performed piping analysis. The formula utilized
for determining loads and moments is based on experiments, calcula-
tions and assessments of other facilities and has been borne out in

a modified form. These loads are also used for dimensioning nozzles.

7. Technical guidelines

Besides the already mentioned calculation methods, the finite
element method is especially suitable for the mure complex calcula-
tions that can not be analysed according to the technical guidelines.
Its use is very efficient with corresponding experience, being how-
ever cost and time intensive,

The following technical guidelines are especially used for

design dimensioning:

AD - guidelines {Germany)
TRD (Germany)
DIN - Standards {Germany)
VDI - Guidelines (Germany)
ASME Code (UsA)

Britsh Standard {8S) (England)

For the structural parts of vessels and heat exchangers the

following guidelines are mainly used:

Vessel wall - AD, ASME, BS 1515
AD, ASME, BS 1515
Nozzles - reinforcement - AD, TRD, ASME, BS
Flanges - AD, DIN, ASME, BS 1515
DIN, ASME, BS 1515

Tube plate

Supports
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§UMKRIO

Este trabalho trata da andlise limite rigido - plastica
de cascas de revolugao sujeitas a carregamento rotacionalmen
te simétrico. Uma vez efetuado o processo de discretizacdope
lo MEF, o problema da anilise limite se reduz a aplicagao de
técnicas de programacao nio-linear, onde a técnica de minimi
zagdo sequencial sem restrigoes (SUMT) foi adotada. Para apro
ximacio estaticamente admissivel, apresentam-se resultadosde
limites inferiores da carga de colapso e comparam-se os re-

sultados com os existentes na literatura.

SUMMARY

This work is concerned with rigid-plastic limit analy-
sis of shells of revolution subject to rotationally symme=
tric loadings. After assembling the finite elements, the 1i
mit analysis program is reduced to a simple application of
the non-linear programming technique, where the sequential
unconstrained minimization technique (SUMT) is utilized for
the statically admissible approach. Lower bounds of the co-
llapse loads are presented and compared with the results des
cribed in the literature.
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1. Introdugao

Para o estudo da carga limite de cascas de revolugac
submetidas a cargas axissimétricas Biron e Hodge [1,2] cons
truiram os campos cstaticamente admissiveis dependendo de um
sistema de parametros arbitridrios ¢ obtiveram numerosos re-
sultados, mostrados em zS—S}. A formulagao completa que se
vale do método dos clementos finitos € apresentada por Hodge
e Belytscho [6] e Maier [7].

Neste trabalho utiliza-se o método dos elementos fini-
tos empregando-se elementos tronco-conices de tal forma que
fique preservada a estrutura de implementuagao computacional
prépria do método. Utiliza-se ainda programagao ndo-linear
através da técnica de minimizacdo sequencial sem restrigoes
[9] e métodos que usam varidvel métrica como sugerido em [8].

A formulagio estatica apresentada parte de valores [i-
xados, dentro de uma parametrizagao que satisfuaz as cquagoes
de cquilibrio, das tensdes circunferenciais ¢ da carga de rui
na. [ exigido do campo de tensoes ser plasticamente admissi
vel apenas em cada né. Adota-se uma formulagio de "cascas

sandwich” com o critério de plasticidade de von Mises [10,11].

Z. Relagées Fundamentais

Em fungdo das varidveis reduzidas, as equagdes de equi
librio de casca de revolugiao [11,]2] para o caso particular
de casca conica sao:

é% (Sn} -~ n, - 5 p¢ =0 (1)

d (s 28 p =1 {2

a5 q) + no tg a+25 p = ds
9 ] .

IS (Sm) - h my - Sq = 0 {3

com as seguintes variaveis reduzidas:

N N M M
s e s i o <y
W =ae g R = o= § ol = A R el
N, * "6 = N, M, * M T M,
M Q P - L
= ___D = £ = _¢ o = i —
SR e Al S B L S 14)




N D, ..
ey | T S s
onde L € um comprimento caracteristico da casca, e a sua

espessura, M, , N, respectivamente o momento e o esforgo
2.4
e Ny =o0)-e onde o, ¢ a tensdao de tracido eldstica limite

normal limites por unidade de comprimento. M, = 0y = ©

do material.
Adotam-se os critérios de casca sandwich de von Mises

expressos em fungao das resultantes reduzidas [11].

N
—

(nG - meJ2 - {nEI -my) (n-m + (n - m)? (5)

~
—

(ng + majz - (ng +mg) (n+m + (n+ m)? (6)

5. Formulagao dos Elementos Tinitos

Segundo o primeiro teorema fundamental da andlise li-
mite: Se existce um campo de tensées o , o qual € estaticamen
te admissivel para a carga A = P , ¢ se A" determina o co
lapso, entao X < A" [13]. Portanto a carga limite real se-
ri a maior das cargas correspondentes ao campo de tensoes es
taticamente ¢ plasticamente udmissivel [14-16].

Deve-se dar especial atengido aos modos de transmissao
de tensoes e supor um campo paramétrico de tensdes o para

cada elemento k
g =18" & FThe (7)
o = R" a (8)

B. Traeijs de Veubeke [If} demonstra que os parametros
bk o ok que cquilibram respectivamente os campos que verifi
cam as equagdes de ecquilibrio homogeéneos (8 hk] e as for-
gas de superficie (Tk ck} , sao arbitrdrios ¢ independentes
do principio da energia complementar.

0 vetor de forgas generalizadas € expresso em fungao

dos parametros bk ¢ C como segue:

c (%)
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Sendo os modos de carga de superficie Tk Ck exterio-
rizadas por um sistema de forgas generalizadas suplementares,
pode-se escrever:

k k
g5 = X c (10)

Combinando-se as expressoes anteriores tem-se:
g =C a (11)

onde Ck € a matriz de conexao de forgas do elemento k .

0 relacionamento de forgas devido as conexoes segue di
retamente da consideragao do trabalho virtual das cargas ex-
ternas atuando ao nivel de nés. Se g denotar a matriz co-
luna dessas cargas, conjugadas com o vetor q de velocidade
de deslocamento geral da estrutura de Nq componentes; a o
vetor do conjunto de parametros utilizados de Na componen-
tes. tem-se:

ok =gk & e af = MK 5 (12)

onde LK e Mk sao as matrizes de localizagao.
A poténcia de dissipagao total serda a soma das potén-
cias de dissipagao de cada elemento.

o

T

. T k

g aigpvay SE L
k

b = g =a" g (13)

L
k
logo g = Ca com:
4 T
g w g tKa ek M g ik ¥ (14)
k k ,
Essas equagOes mostram como as cargas num elemento isolado
somam para equilibrar as cargas externas nos nds.
Em fungao dos parametros a definidos em (8), os cri-
térios (5), (6) ficam:

% aT ?t &< 1. % al V% & =21 (15)
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De acordo com o primeiro teorema da andlise limite ¢
as equagoes (11) e (15) o problema se identifica com a pro-
gramagao matemitica seguinte: maximizar A {al sob as condi
goes

Fa vaz1 (16)

=
|

=
i3
[
o
e

4. Eliminagdo Automdtica dos Paramctros Dependentes

Seja Ng a dimensao do vetor de forgas generalizadas
globais g , Na o niumcro total de pardmetros utilizados, Nr
o numero de modos rigidos da estrutura.

0 numero de parametros dependentes iy do sistema a
¢ igual ao rank da matriz C

Nd =N_ = N (17)

Como N, ¢ o nimero de varidveis dependentes da estru-
tura, sua variagao virtual deve fornecer Nd equagoes de equi
l1ibrio dependentes que determinam Ny parametros dependen-
tes a, . isses ultimos podem ser calculades em fungiao dos

Ny parametros independentes a

d s B
_ q-—‘—&it——--ﬂ
gy Ng I o ¢ S | [ %
Nq N e F e f ..... —— N, (18)
| by N1 ] Crf E Crr 8

onde é[ sao forgus unitdrias aplicadas, g_. as reagoes cor
respondentes aos modos rigidos. Deve-se observar que o nime
ro de deslocamentos livres € igual ao nimero de parametros
dependentes, dessa forma Ceg ¢ quadrada e nao singular, lo
go:

a = a, +H a (19)
=0 «CpeCYig. )@ »C v Cof o~ hgw (30)
&y rT rf £f “fr rf £f g L&

e obtem-se um problema mais simples com novas grandezas.
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maximizar A ; (a) sujeito as condicoes

T K . =T .k -
Loz analdd vz asawda < (21

5. Programagao nao Linear

0 problema (21) ¢ uma {orma cspecial de programagao nao
linear. Utiliza-se a técnica de minimizag¢ao sequencial sem
restricoes (SUMT) de Fiacco et Mc Cormick [9].  Adotando a
fungdo de penalizagido interna do tipo:

L 1
. fa & gp) = F (8 &) = pk (22)

. I k o S
hG.g=1-2oprgdena Fonezasam W aen

Métodos que usam varidvel métrica sio mctodos clicien-
tes e tem sido largamente utilizados. O método gradicente de
Navidon-Fletcher-Powrell ¢ o mais importante. Utiliza-sc o
eficiente método da se¢ao durea, busca unidimensional,o gual
ap6s alpumas itcragdes € equivalente ao metodo de Fibonacol.

A minimizagio global da estrutura scrd dada por:
[e/f = 1] < 0.005 {25)

6. Elemento de Equilibrio Tronco-Conico

Supoe-se que a carga de superficic Py ndo exista. o
P
campo de tensées da casci conica

3 EIU m” n n{ [ 260

satisfaz as equagoes (1), (21, (5) para o = R o, com os Vi
lores fixados de n, ¢ m, tem-sc:
pomd, +odLfros o 27
1 3



163
I u4/cos o= po+ 5 (28)

e 2y S « tg af2h ¢+ a, - uﬁfuos a + uq/cn a - p8?/3h
(29)

Fig. | = Elemento de equilibrio tronco conico

s esforgos de superficie definidos sobre as lacetas perpen-

diculuyres a g, saol

| ] ;
e Lni Gy My Dy g, my [ 30)
X . ? o
oo o= | i de acordo com (27), (28), (29), sendo a seti-
ma lorga generalizada tomada ipual a propria pressao de rui-
pa. Existicd umia s6 relagio.
' -'q} vos a-ny sin o) o T "qh, Cos -, sin w) = p ll'_; = r‘j} (31}

o atraves daointepraciao da cquacao de equilibrio (2)
; Vs oontras cquagoes de cquilibrio determinam as
n.oowvoom, [SJ %

fry = ryln, = ry n +r,mn, {32}
i Fao= 0 8 = [P, = r]j iy Wy rl qi\/’ Cos a -
= ML n, + o1, m|1 - {ry = rE]‘_rh cos’ o (33)
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7. Resultados Numéricos
Analisa-se wna casca conica engastada, com inclinacgao
de 63°27' ¢ uma relacao entre a espessura ¢ uatro azes 0O
comprimento caracteristico de 0.01. Obtem-se dirvetamente a
varidavel reduzida p = PL/2 - N de onde  calcula-se o
valor da carga critica P . © critério de casca sandwich in

posto aos parcs ¢m cada nd apresenta um numero menor de res-

trigoes do que vutros mcetodos. 1 também o numero de varia-
vels efetivas vrabalhadas durante o processo de minimizagao

¢ menor. Os resultados numéricos estao na Tabela 1.

Tahela i - Uascas Cenicas Submeticas a4 Pressdo Uniforme

| N® e Varidveis NY e Ne de |

H Lfetivas ilementos |Restrigoes |

Chwala e Birom!G.6303] 17 1 g8 i

Método 0. 6402 13 1 16 |
Proposto [8] |0.6270 25 8 52

0.6205 31 10 40 i

Se—— = e |

8.

Apesar da an@lise elastopldstica ser atualmente efetua

e lusoes

da com precisao pelo método dos elementos {initos com a uti-

lizagao de algeritmos incrementais-iteratives,na priatica sur

ge a necessidade de se cstabelecer métodos alternatives que

possibilitam a determinacao da carga de colapso de for nais
eficiente. [Para tal no presente trabalhe pretendeu-se discu
tir a performance «de vua dessas téenicas.

Como o critdrio de plasticidade ¢ imposto em um numero
finito de poates o valer do parimetro da carga critica pode

decrescer quando refina-se a discretizaciao. A anilise limi-

te pelo mCtodo estitico, imple que o campo de nsocs nio vio
le o critirio de plasticidade em pento alpum do meio conti-
nuo da estrutura. lissa condigao ¢ relaxada permitindo que o
campo de tensdes vieole o critdrio ecmpregado no  interior do
elemento.

Pode ser necessdario entlio, verificar o critério cm um

nuimero maior de pontos no interior do elemento. Sugere-se
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discretizar a estrutura em um numero moderado de elementos,
todos respeitando a geometria natural da estrutura, e deter-
mina-se aproximadamente a zona que produzira a ruina. A se-
guir deve-se refinar as zonas criticas para se obter um re-
sultado mais convergente.

A melhoria da perférmunce do método pode ser consegui-
da utilizando-se elementos mais elaborados, representando me
lhor a geometria. O progresso nos métodos de programagao li
near e nao-linear trara uma melhor utilizagao dessa formula-
gao. :
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SUMARIO

A otimizagdo de um sistema mecanico requer a definigao
de uma funcdo de mérito a ser minimizada e de um conjunto de
fungoes de restrigao que asscgurem o funcionamento do sis-
tema otimizado. Estas fungoes sao definidas a partir das ca-
racterirsticas fisicas do sitema, cujo comportamento dinamico
pode ser previsto pelo método dos elementos finitos, necessi-
tando assim um esforco de computagao elevado, o que aumenta
0s custos do projeto. Um procedimento geral para abordar tais

problemas & apresentado.

SUMMARY

The optimization of a mechanical system requires the
definition of a merit function to be minimized and a set of
constrining functions for ensuring the feasibility of the
minimum. Those functions are defined by the physical charac-
teristics of the system, whose dynamic behaviour can be pre-
dicted by the finite element method, thus requiring a fairly
large computer effort, which increases the design costs. A
general procedure for dealing with those problems is pre-

sented.
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1. Introduction

The process of designing a mechanical system is
started by defininpg its overall objective. This is related
to the mechanical behaviour of the svstem, as defined in terms
of parameters that characterize its structure and the exter-
nally applied loadings, leading to the formulation of a math-
ematical model for describing this behaviour. The classical
theory of elasticity can be used for predicting the behaviour
of systems whose structures are fairly simple [1], otherwise
it is necessary to employ the flexibility method [2] or the
finite element method [3,4,5] to produce a suitabhle simula-
tion of the system mechanical behaviour. The flexihility
method requires a relatively small computer effort as comp-
ared with the finite element method. flowever, the latter is
more versatile, specially for describing the displacements
of comnlicated and redundant structurces [o].

Improvements in the system performance can bhe intro-
duced at the early stages of its design bv a trial and error
process. The feasibility of the system must he ensured
througout this process of designing, what is achieved by the
satisfaction of geometrical, material and functional con-
straints as appropriate. This heuristic approach for the
desgning process offers to the desipgner the possibility of
taking all the important design decisions but has the draw-
back of making difficult and time consuming to design com-
plicated mechanical systems, subjected to many constraints
and defined by many variables. This situation is overcome
using a numerical optimization method, consisting of the
maximization or minimization of a particular aspect of the
system behaviour while its feasibhility is ensured. Also,
this method allows for the inclusion of a fairly large num-
ber of design variables in the design procedure.

Research regarding the application of optimization
numerical methods to the design of mechanical systems have
been developed [7,8,9], mainly for minimizing the weight of
structures subjected to static [10,11] or dyvnamic [12.,13]
loadings. A great emphasys has been given by these develon-
ments to the computing efficiency of the ontimization pro-

grams. This can be very low when the finite element method
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is used but it is expected that the introduction of faster
and more efficient computing machines will contribute to the
application of the optimization techniques to an increasing
variety of mechanical system designs.

A general procedure for the formulation and solution of
the problem of optimizing mechanical systems is presented in
this paper. Constraints to the characteristics of the struc-
ture of the system, to its externally applied loadings and to
its dynamic response are included in the optimization pro-
cedure whose applicability is demonstrated by optimizing both
the loading and structure of a high energy rate forming ma-
chine [14].

-

2. Dynamic response of a mechanical system

The dynamic equilibrium of the structure of a mechanical
system with n deprees of freedom may be expressed by Lagran-
ge's equation in matrix form as follows[15]

L&) - (&) - {¥) - {) (1)

where T and V are the kinetic and potential energies of
the structure, respectively, {u} and {ﬁ} are the displace-
ments and velocities at element nodes and {F is a set of
non-conservative forces.

Assuming that the structure is elastic and linear and
introducing the global mass and stiffness matrices, [M] and
[K], respectively, the above equation yields:

Fe e}« K () - {F) @
Therefore, for {F} consisting of the viscous damping
forces - [D]{ 0} and the externally applied loading {R} =

{R[t}}. equation (2) may be written as:

[M}{i} + (o] {u} + (K){u} = (R} (3)

The condition of free and undamped dynamic equilibrium
is expressed by:
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(M} {@i} + [k]{u} = T[o]

from where are extracted the first m<n mode shapes [¢] =
[{@]1{@12 ...{@}m] and natural frequencies [w] =

bl Wy een wml' The m mode shapes permit the introduction
of the generalized coordinates {r} = [rl Ty e rm]T which
are defined by {u} =[o]{r}, and the gencralized mass matrix
M o= | ¢]r [M])[#], the generalized damping matrix @ =
[0]T[D][¢], the generalized stiffness matrix X - [¢]T[K][¢].
and the generalized force matrix & = @}]{R}. Therefore,
equation (3) <can be transformed into the following ex-
pression:

MAEY + D) L) - & (4)
which, when the system is assumed to be undamped hecomes:
MAFY K} - F (5)

The above system of cquations has order m and is un-
coupled, as ,ﬁﬂ and J are diagonal matrices [16).This trans-
formation to gencralized coordinates allows for a consider-
able economy in computing as only the first few mode shapes
and natural frequencies are usually sufficient for an accept-
able evaluation of the dynamic response of the structure.

The general solution of cquation (5} is:

{]—] N {l‘[[)} . ic(}%mlj{a} + [SiﬁmtJ{h}-{-
(6)

t
+|¢n|_1 /)f,&l f[sin[mtt-r]]‘lﬂ[v]dr
1

where {a} and {h} are cvaluated from the conditions of

the structure at t = 0, [coswt] = [cosmlt cosm,t...COSmmtj
and [sinwt] = [sinmlt Hinm,t...sinwmfj. The element node
displacements in the time domain are obtained hy pre-multi-

plying both sides of equation (0) by [¢] . With (u} the
stress distribuition in the structure can he evaluated with-

out major computer eflort.
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The total energy E, which is transferred to the struc-
ture is given by:

B, = Ve T = 2 () (K){uy + 3 ()M (a)

or, using generalized coordinates:

321

1
I~

m

1
red] =

(7 (e} - 3 Y () (7)

where E. is the energy transferred to the jth mode of vi-
bration. The total energy E is a powerful iqdicator of the
structure dynamic behaviour. Equation (7) permits its evalu-
ation with a fairly small computer effort and with an accu-
racy which depends on the number m of modes considered in
the analysis.

3. Formulating the optimization procedure

The optimization of a mechanical system is started by
the definition of its basic objective and the constraints im-
posed upon its mechanical characteristics, as expressed in
terms of the geometrical, material and functional parameters
which define the system. The basic objective is cxpressed by
the objective function P = P(X), where X 1is a vector whose
p components  X,, i=1, 2,..., p, are the parameters se-
lected to define the system, henceforth referred to as the
optimization variables. The constraints included in the opti-
mization procedure must reflect the limitations of the geo-
metrical, material and functional characteristics which are
relevant to the feasibility of the design. Those constraints
should translate limitations of the strength and displace-
ments of structural components of the system, limitations of
its dynamic response and limitations of the shape of the ap-
plied loadings. Each constraint can be defined by an upper
limit LU‘ by a lower limit LL' or hoth. In the first case are
included the strength and the dynamic response of the struc-
ture while in the second case are included the efficiency,
the energetic capacity and the loading characteristics of the
structure. Geometrical boundaries are included in the third

case. After simple algebraic transformations those constraints
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can be expressed by gj = gJ(X} >0, j =1, 2,..., r, wvhere
T is the number of constraints., The optimization variahbles
are related to geometrical and material characteristics of the
structure of the system and to characteristics of its load-
ings. Usually these variables are continous. However, when
they vary discretely, as in case of material characteris-
tics, this problem can be avoided by approximating such a
variation by a continous one.

4. Objective function and constraints

The objective function P = P(X) should represent a
characteristic of the system whose extreme defines its op-
timum performance. This extreme can he the absolute maximum
or the absolute minimum of P within the the feasibilitv re-
gion defined by the constraints gj, j =1, 2Zyeesy T« Without
loss of generality only the minimization of P will be con-
sidered henceforth. One of the major difficulties which is
faced by a numerical optimization algorithm is how to find
out the absolute extreme of P. Restarting the optimization
process from different initial points may overcome this dif-
ficulty but can be too expensive in computational terms.
Therefore, auxiliary methods, such as establishing a "dia-
logue' between the computer and the designer can be helpful,
mainly when the finite element method is employed for simu-
lating the mechanical behaviour of the structure of the sys-
tem and the former is modified by the optimization procedure.
An important decision during the optimization of a mechanical
system is the choice of the characteristic to be optimized
and the constraints to be included in the optimization proc-
ess. The designer must make this choice with good judgement,
otherwise little profit from the optimum solution will be
obtained. There is no gencral rule to make such a choice,
which should suit each particular problem. However, a few
considerations regarding this problem can help in chosing
the objective function and the constraints. First of all, a
clear definition of which aspect of the system behaviour must
be optimized and which of its characteristics must be uscd
for defining the feasibility region of the project, is neces-

sary. The next step is the definition of the objective func-
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tion and constraints as continous functions of X. These
definitions may require approximations. Finmally, it is worth
to mention that not allways must the objective function re-
flect the main objective of the optimization process. For ex-
ample, a good stress distribution among the members of a
structure can he achieved by minimizing its weight.

5. Optimization variables

Various characteristics of the structure and loading of
the system are selected to compose the set X of optimization
variables., Each component Xis i=1, 2,..., p, of X must be
independent of the remaining variables and its influence on
the system behaviour should be relevant and, if possible, a
pronounced one. This relevance is closely related to the over-
all objective of the optimization of the system and must be
weighted carefully from both, experimental and analytical
data based on a model of the system. In fact, testing its
mathematical model may supply the necessary infermation for
accomplishing a good judgement of each optimization variable
influence on the system behaviour while obtaining data from
preliminary experimental measurements may be too expensive.
However, experimental data obtained from an existing similar
system may supply a good direction for choosing the varia-
bles. When a pronounced effect of a variable on the behaviour
of a the system is not obtained expontaneously it may be ac-
complished by scaling the variable properly. This must be
done with care in order to avoid too big variations of P and
gj» i =1, 2,..., r, what could produce sharp valleys and
great curvatures in these functions, thus creating numerical

difficulties for the minimization algorithm [17].

6. The optimization procedure

The optimization procedure used in this investigation
consists of successive minimizations of a series of penalty
functions Yy T wtx_rk], k=1, 2,..., where Ty is a de-
creasing penalty factor. The kth penalty function is defined
by the following expression:

.
v (Xor) = PO - 1y jgl 6;(%) (10)
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where,
Gj(X) = 1n gj(x] , for gj(xj > E >0 (11)
and,
Gi(X) = (5 - 1n£) + 2,(X)/5 -[g;(0) /267, for g; (< ¢
(12)

The parameter £ is a transition value for substituting
the action of a constraint by a quadratic function when the
former gets too close to violation. Therefore the value of £
can be set to 10-4 for numerical accuracy in equations (11)
and (12) and because such a value would be 0,01% of the maxi-
mum value of gj(X}, when it is scaled to be not greater than
unity.

The kth penalty factor defines the kth penalty function
whose local minimum is $k: w(ﬁk,rk}. The solution Yk =
[Yk] IKZ S }kp]T is used as the starting point for mini-
mizing the (k+1)th penalty function, whose penalty factor is
defined by Py = lﬂ_kfsrk, while r is set to the smaller
of the two following values: (.01 or 0.01ESTM, where ESTM
is an estimate of the minimum of P(X). After the ninimi-
zation of a series of successive penalty functions a vector
Yk can be accepted as the minimizing vector when the differ-
ence between Ek and F(YRJ reaches a few per cent. The above
development is explained in full in [14].

The optimization procedure employs a standard numerical
minimization subroutine [18] for minimizing the penalty func-
tions. Prior to the first call of this subroutine an evalu-
ation of the mechanical behaviour of the system permits the
setting of the boundarics for the constraints as required.
Thus, the starting of the optimization process from within
the feasible region is ensured.

7. Application

The above technique was used to optimize the loading
and the structure of an impact forming machine [14]. The ob-
jective function was the fraction of the energy which is
transmitted to those modes of vibration of the structure
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whose natural frequencies are within the audihble range. Thus,

m
P(X) = ] E/E, (13)
J=q

where m is the number of mode shapes included in the analy-
sis, g is the order of the lowest audible natural frequency
and Ej and Et are the individual and total modal energies
transmitted to the structure by the working loadings, as de-
fined earlier. Geometrical constraints were handled by a fea-
ture of the minimization routine permiting the application of
boundaries to the optimization variahles[lgl. Thus, the asso-
ciation of these with the geometrical characteristics of the
structure which should be modified by the optimization pro-
cess set automathically the boundaries for the former. There-
fore these constraints were not included in the penalty func-
tion as defined by equation (10). The remaining constraints
were scparated in two sub-sets. One of them was linear and en-
sured the feasibility of the loadings, which consisted of im-
pulses shaped like trapezes[20]. The other set of constraints
was non-linear and ensured that that the energy transmitted
to each individual mode of vibration would not increase be-
vond an acceptable limit as a decrease in the objective func-
tion would not warrant a decreasc ip all E.'s simultaneously.

Initially the loading only was optimized, without modi-
fications in the machine structure. This phase of the optimi-
zation process was initiated from four different starting
peints in order to verify whether the solution was a local
minimum or not. Four penalty optimizations were carried out
with four penalty surfaces each. Only one finite clement
analysis of the structure was required during this phase of
the optimization process and the defined optimum loading was
employed for its second phase. This consisted of optimizing
the structurc without modifying the loading. During this
phase a great computer effort was required as each new set
of optimization variables defined a new structure, thus re-
quiring a new finite element analysis of the latter. However
an economizing algorithm was incorporated in the optimization
program for taking advantage of an eventual reuse of a previ-

ously made finite element analysis. This would occur whenever
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a set of optimization variables matched another one previous-
ly defined. Also, trial vectors were saved from every finite
element analysis of the structure for facilitating the next
evaluation of mode shapes and natural freauencies. Four pen-
alty surfaces were employed for this phase of the optimi-
zation process. Finally an optimization of the loading ap-
plied to the optimized structure was carried out. No further
finite element analysis of the structure was required. The
overall results of the optimization process are listed in
Table 1.

Table 1. Optimization Results

Trapezoidal Pulse Characteristics (ms)

duration rising time decaying time

Initial value 1.00000 0. 33000 0,33000
Optimum value 1.99998 0.76378 0.76359

Characteristics of the Structure

foundation anvil upper upper lower
rigidity thickness columns plate col. int.
diameter thickness diameter

(kN/m®)  (m) (m) (m) (m)
Initial 4.200 0.205 0.076 0.100 Foddy
Optimum 4.179 0.307 0.076 0,150 0,122
Lower lim. 84.0 0,102 0,038 .nsn .10l
Upper lim. 8.3x103 0.307 0n.114 n.150 0.152

Modal Energies (J)

Mode S5th tbth 7th 13th tath I7th
Initial 2.0072 0.0136 O0,0000 00,3428 12.5099 5.9382
Optimum 0.1594 0.0000 0.0153 0.0306 0.0505  0.1401

Obhjective Function (.J)

Initial value 20.8817 (11.30%) Optimum value (.3760 (0.074%)
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8. Conclusions

The optimization procedure described above is a useful
tool for helping in the design of complex mechanical systems
subjected to dynamic loadings and taking into account a fair-
ly large number of constraints. It can handle the parameters
which define the loadings and the structure of the system and
its econonizing possibilities permit the usc of the finite
element method for predicting the system mechanical behaviour
at a reasonahle computer effort. A more direct approach for
minimizing the objective function subjected to constraints
could be employed, possibly with less computer effort than
the penalty function method, the choice of the latter being
only a matter of convenience for using an existing minimi-
zation voutine und hecause of its flexibility in handling

different types of constraints.
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SUMARIO

Em laboratdrio, estuda-se o comportamento de materiais
a fadiga, aplicando quase sempre esforgos senoidais de am
plitude constante. Esses dados podem ser utilizados pnara o
tratamento estocidstico do fendmeno. Um dos métodos & o deno
minado RCA que incorpora a chamada Regra Linear ou de Miner
do dano acumulado., Neste trabalho & aoresentado um resumo -
da teoria e um programa de computador que executa os Cﬁlcq
los. Tomando-se como exemplo uma viga em balango, & foita

uma aplicagéo numérica, discutindo-se os resultados.

SUMMARY

The laboratory study of behavior of materials, related
to fatique, is generally done by applying constant amplitu-
de sine wave excitation. The data can be used for the sto -
chastic approach of the problem. One of the methods is cal
led RCA, which incorporates the Linear Rule or Miner's Cumu
lative Damage Rule. A summary of the theory and a computer
program for the calculations are here presented. A cantile-
ver beam is studied as a numerical example and the results

are discussed.




1. Introducdo

Uma estrutura sujeita a tensoes gue variam com o tempo
pode sofrer falha, ainda que submetida a tensoes maximas in
feriores & sua tensao de ruptura. Este fendmeno & denominado
fadiga.

Os ensaios de fadiga, realizados em laboratério, costu
mam ter seus resultados apresentados sob forma de uma curva,
denominada curva S-N, que relaciona a tensao 5 (do inglés -
stress) a que o corpo de prova estd submetido, com N - nume
ro de ciclos de aplicacao da tensao necessarios a ruptura. A

figura 1 apresenta uma dessas curvas.

3000

Tensko (kgf /enf

1800

cicLos

Fig.l. Curva S-N tipica para uma liga de aluminio
0 fendmeno de fadiga, para um dado material, sofre in
fluéncia de muitos fatores [1], dentre os quais se desta-
cam:
- o formato do corpo de prova, com ou sem pontos de concen-
tracio de tensdes;
- o tamanho do corpo de prova;
- o processo de fabricagdo e o acabamento superficial dado
a pega;
- o tipo de esforgo aplicado, se de tragdo - compressao,fle
xao, flexao composta ou torgao;
- a natureza ou carater da tensao aplicada, em relacao ao
tempo.
Este Gltimo fator deve ser bem analisado pois os resultados
disponiveis de ensaios consideram a aplicacao ciclica de -
tensbes senoidais de amplitude constante, e geralmente de
frequéncia também constante. Eventualmente as tensdes  sdo

aplicadas ao corpe de prova, sequencialmente, em blocos de
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amplitude e frequéncia constantes, que variam discretamente
a intervalos reqgulares de tempo ou de nimero de ciclos de
aplicagao. Entretanto, as tensCes reais podem ser de nature
za verdadeiramente aleatdria.

Existem equipamentos de testes que aplicam, sobre cor
pos de prova, esforgos aleatdrios correspondentes a situa
¢do de servigo, mas a maioria das informacoes disponiveis

ainda se refere a tensoes aplicadas com lei senoidal. [2]

2. Métodos para a predicao da vida atil

0 conceito de actimulo gradual considera que os danos
causados pela aplicacao de ny ciclos de tensao ao material,
sob certa amplitude de tensao 5i d qual corresponde a falha
apos Ni ciclos, de algum modo se somam aos danos provocados
pela aplicacgao posterior de n ciclos sob outra tensao maxi
ma Sj' correspondente a Falhajapés Nj ciclos.

0Os métodos de predicdo mais simples sao os chamados Mé
todos de Dano Cumulativo Linear. Desta categoria destacam
se dois, o de Miner ¢ o RCA.

a. 0 método de Miner

0 método aplica-se aos casos de esforcos com variagao
senoidal de amplitude constante, agrupados ou nao em blocos
temporais uniformes de esforgos desse tipo. Como critério
vale a regra de rque o dano parcial seﬁa CXDresso por ni/Ni,
onde n, e N tém os significados ja expostos. A condicao de
falha, ou ruptura, corresponde a z;: Ini/Ni} = 1.

b. O método RCA

Nele & adotada uma abordagem probabilistica, estenden
do a regra de Miner e calculando somatdrias de ni/Ni, a par
tir de dados que dependem da distribuicao dos picos de ten
sdo na estrutura, da inclinagio da curva log § - log N e do
coeficiente de amortecimento e frequéncia natural da cestru
tura.

3. 0 método de Miner, ou da reqra linear

Miner [3, em 1945, adotou a hipdtese fundamental de -

que o dano acumulado sob tensoes ciclicas & proporcional a

energia efetivamente absorvida pelo corpo, provocande defor
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magoes permanentes na sua estrutura cristalina. O nimero de
ciclos de tensdo aplicado, expresso como porcentagem do nii-
mero total de ciclos que causaria a falha ou ruptura naque-
le nivel de tensao mixima, seria a prépria fragao da vida -
dtil ja dispendida. Deste modo, quando o dano total acumula
do atingir 100%, o corpo sob tensao deve falhar ou romper,-
isto €, ocorrerda o aparecimento de uma trinca visivel, o -
que impede o usoc do objeto como parte de uma estrutura.

Miner fixou em 107 o numero maximo de cicles, Noax? 2
este valor corresponde uma tensac minima que deve seﬁpre ser
excedida pelos picos das tensoes ciclicas aplicadas para que
ocorra falha por fadiga.

Designando por E a energia absorvida pelo corpo até a
falha, e por e, a energia absorvida pelo corpo durante n, -
ciclos sob tensac correspondente a falha em Ni ciclos, sen-
do

n, e. LW
i i s g
- =_—=- parai=1,2, ...,me iy E resulta,
Ny E e
m
n,
E SO T | (1)
N.
ie=1 =

Miner procurou verificar empiricamente a validade da -
relacao acima ensaiando 22 corpos de prova de aluminio. Dos
resultados ele concluiu que a relacao (1) era vadlida para o
material utilizado nos ensaios.

Posteriormente, outros ensaios [4], [5] indicaram ser
valida a relagﬁo (1) para outros materiais metalicos, inclu
sive acgos.

Estudos cuidadosos [6] mostraram que a adogao da regra
de Miner leva a resultados conservadores, em particular se

a estrutura estiver submetida a tensoes aleatdrias.

4. O método RCA [2] ou de calculo probabilistico do da

no acumulado.
Vamos supor que os esforgos externos sao de natureza

aleatdéria e com densidade espectral conhecida.
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As hipOteses para a aplicacdo do método sao:

- & estrutura solicitada pelo esforco aleatdrio comporta-se
como um oscilador linear.

- o esforgo externo & uma vibragdo aleatdria com caracteris
ticas de processo estaciondrio, ergddice e de banda es-
treita.

Considera-se, no fendmeno da fadiga, que os danos -
acumulados dependem da ocorréncia de picos de tensaoc provo
cados pelo esforgo externo aplicado. Admite-se que a distri
buicdo de probabilidade da varidvel aleatdéria "picos de ten
sac", guantificada pela aceleracao ¥ sofrida pelo ponto da
estrutura de abcissa x, seja a de PRayleigh, representada na

Figura 2 e cuja expressao @

4 s
%) = £ exp (= —2X {2)
2
2 20

fix}

~ "
2 4[1'1:1

Fig.2. Fungao distribuicdo de probabilidades de Ravleigh

Da teoria do oscilador linear, a varianga das acclera

coes resposta & dada por

2
02_ T(‘On Sge (1+457) (3)
- 4<
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sendo Sk, a densidade espectral da aceleragaoc imposta pelo
esfor¢o externo, suposta constante, e ‘Qne § a frequéncia -
propria e o coeficiente de amortecimento da estrutura, res
pectivamente.
O nimero de ciclos n, sofridos pela estrutura, sob um
certo nivel de resposta Ei, durante t segundos de aplicacao

do esforgo externo & dado por n;= On t  £(X) dx ou

ny :Dnt__"’_i._ exp ( - £

—=—— d¥ (4)
2 2
G@f (rse

Pelo critério de Miner,
n,
g - (5)
N

sendo C um nimero positivo que mede o dano acumulado tolerd
vel, incorporando eventualmente um coeficiente de concentra
¢ao de tensoes. O maximo valor de C & a unidade, correspon-
dente & falha da estrutura.

A curva S-N pode, para a grande maioria dos materiais,

ser representada por uma equacao da forma

N — (2 (6)
s

na gual SO & a tensao de ruptura do material sob um esforco
do tipo a que estd submetido. O expoente ¢ pode ser obtido
diretamente da curva 5-N.

Chamando Y a tensao maxima admissivel por unidade de -
aceleracao, substituindo as equacdes (4) e (6) na (5) e con
siderando a variagao continua de ¥ no intervalo [0;00) pois
um ciclo, no fendmeno da fadiga, corresponde a um ciclo com

pleto de aplicagao de tensoes, vem
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V. (/0 /T, exp (-22/202

o= gl ¢ 1 ; dx (7)
(s, /v
(] o
Le -
Indicando por I a inteqral f xl+°(exp(-x2/2) dx
[=]

cujo valor é Equ (ﬂ(0?2 +1) , resulta finalmente

5
Voo Qe ety 1R (8)

Num problema tipico, C e t sao fixados, 0(e S sao co-
nhecidos, Q e § sao conhecidos ou estimados e U; e calcula-
do pela equacao (3). 0 esforco externo €& caracterizado pela
densidade espectral Sy e pela faixa de frequéncias abrangi -
das. £
Usualmente a tensao maxima admissivel S .4 é calculada -
por

adotando-se o corte usual de 3 0* na distribuicao das acele

racoes da resposta.

5. 0 programa de computador

Para aplicar a teoria vista na secao anterior e evitar
os tediosos calculos envolvidos nas formulas (3) e (8), de
senvolveu-se um programa de computador para resolver o DpDro
blema de uma viga prismidtica de segao retangular em balanco,
submetida a um esforgo externo aleatorio.

As principais etapas do procedimento computacional sao
as seguintes:

1. Leitura dos dados, compreendendo as propriedades mec&nl
cas do material, a geometria da estrutura e as condigfes

de operagao.
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Célculo da integral I, fungao de o(.
Cdlculo da frequéncia natural, do desvio-padrdo e da ten
sdo admissivel na secao do engastamento.
Comparagao entre a altura da viga analisada e a altura -
gue resultaria adotando-se para o dimensionamento o métg
do classico de concentracdao de tensGes, para a mesma ten
sao admissivel.
Impressao dos dados e, para cada uma das alturas H espe
cificadas, as correspondentes frequéncia prdpria FREQ, o
desvio U% - DESVIO, a tensac admissivel TADM e a altura
H NORM correspondente pelo dimensionamento cldssico.

0 programa foi escrito em FORTRAN-IV-G e encontra-se a

sposigao dos interessados, com Os autores.

6. Exemplo e Resultados

Para testar o programa fol resoclvido o seguinte caso:
Viga de liga de aluminio
Comprimento da viga = 200 mm
Tensao de ruptura = 4200 kqf/cm2

Tempo de aplicagao do esforco aleatdrio = 1500 min

Tensao, da curva S-N, para o nimero médic de ciclos
2450 kqf/cm?
Coeficiente de concentracdo de tensdes = 4
Coeficiente de amortecimento = 0,05
Densidade espectral do esforgo externo, suposte ruido -
branco de faixa estreita = 10 m2/52.s
Inclinagao da curva S-N = variavel, de 6,0 a 7,0.

O programa foi rodado para trés valores de O(: 6,0 -
5 e 7,0 e para alturas da viga entre 2,5 mm e 12 mm, va
ando de 0,5 em 0,5 mm.

A resolucdo dos trés casos consumiu :

1/0 0,74 segundos e

CPU 0,46 segundos.

Como ilustragao, apresenta-se a seguir a saida para o

caso o = 6,5,
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ALFA = 6.5 TINTEGRAL = Tea162
H FREQ DESVIO TADM H NORM
2.5 50.9 B9 .9 493.7 Z2.24
3.0 61.1 98 .4 4Pr0.1 . 2+66
3.5 Tl.3 106.3 4EB.B 3.06
4.0 Bl.5 113.7 4£9.3 J.u6
4.5 91.6 120.6 4c1,0 3.86
5.0 101.8 127 .1 443.8 4.26
5.5 112.0 133.3 437.3 4.65
6.0 122.2 139.2 4r1.5 5.08
6.5 132.4 144 .9 426.2 S«42
T.0 142.5% 150 .4 U21.4 S.R1
7.5 152.17 155.7 416.9 6.19
8.0 162.9 160.A8 412.8 6.57
8.5 173.1 165.7 4N%.0 . 6.95
9.0 183.3 170.5 4ns,.y Ta32
9.5 193.5 175.2 4nz.0 7.70
10.0 203.6 179.7 398.9 R.07
10.5 213.8 184 ,2 375.9 Palily
11.0 224.0 188 .5 393.1 A.B1
11.5 234.2 192 .8 390.4 9.18
12.0 Z2uu.u 196.9 IAT.9 9.5%

Por limitagao de espaco nao se publicam os resultados
correspondentes aos casos O = 6,0 e < = 7,0, Qualitati-
vamente sao semelhantes aos resultados acima e se encontram

i disposicao dos interessados com os autores.

7. ConclusGes

0 programa de computador desenvolvido atingiu ao obje-
tivo de dimensionar, a baixo custo, uma estrutura simples
para resistir a esforgos externos de natureza aleatbéria. 0
método apresenta possibilidade de analise de  estruturas
mais complexas.

0Os resultados obtidos pela aplicacao do programa foram
coerentes com a teoria:para & fixo, a frequéncia propria e
o desvio-padraoc da resposta cresceram, enquanto a tensao ma
xima admissivel & fadiga decresceu com o aumento da altura
da viga.

Para uma dada altura H da viga, notou-se crescimento
sensivel da tensao admissivel com o, o gue indica ser ne
cessario uma escolha criteriosa desse parametro, a partir de
dados experimentais, para o dimensionamento correto da es

trutura. No exemplo limitou-se uma faixa razoavel de valo
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res dentro da qual deve se encontrar o verdadeirc ©¢, pois
& dificil estimar precisamente essa inclinacdo a partir dos
dados disponiveis em curvas S-N.

Em todos os casos verificou-se que H NORM >H, para a
mesma tensao admissivel, significando que o método classico
leva a um certo superdimensionamento d& fadiga guando os es
forgos externos sao de natureza aleatbria.
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Summa ry

The present work relates the post critical behaviour
to statical and dynamical catastrophe which are investigated
quantitatively for a class of elastic structures under cir-

culatory loading using a finite elements perturbation
technique.
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1. Stability, bifurcation and catastrophe - general remarks

A question which must have bothered structural ciwvil
engineers meditating about the many disasters attributed to
stability and buckling failures is why their colleagues in
aeronautical engineering for instance, dealing with by and
large much more complex dynamical stability problems have
relatively speaking been more successful in their designs
against buckling. Leaving standard jokes about this aside,
the answer partially lies in the fact that the dynamical
aspects of buckling were ignored for a long time in struc-
tural engineering. However, only in the last few years
the complete explanation became very clear. It is a mode
of nature which made statical buckling highly sensitive
to imperfection so that the usual linearised eigenvalue
analysis is rarely sufficient for a real world structure.
On the other hand, dynamical buckling problems, usually
of the flutter type, are structurally stable bifurcation
in the topological sense and therefore the eigenvalue
critical buckling parameter found from a linearised analy-
sis is quite reliable as a practical design criterion. The
critical flutter load is affected by the real world imper-
fection enly in a minor way compared with statical
buckling |1|. 1In this sense statical bifurcation and
paradoxically enough, the simplified Hamiltonian systems in
general are more complex to investigate than dynamical
bifurcation problems because their phase portrait is struc-
turally unstable. This point will be elaborated further
at several later occasions. On the other hand, for some-
one who is familiar only with statical buckling of the
euler bifurcational type, dynamical stability includes
frequently unexpected and strange phenomina. An example
might be that recently given by Plaut who found in a non-
conservative divergence system a critical point in a
stable path without intersection with another secondary
branch or the appearance of a stable or unstable limit
cycle (Fig. 1). This would seem to contradict a funda-
mental theorem by Thompson. However, one should bear in
mind that although Thompson did not mention it explicitly
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Fig. 1 Critical point with- Fig. 2 Galloping instability
out a secondary branch without a point of
bifurcation

he probably meant by his theorem only distinct critical
points in gradient systems for which the path should become
unstable when exceeding 7°. This is not the case in Fig. 2.
There are also cases where a bifurcation can exist without

a bifurcation point (Fig. 2). This would be the counterpart
of the case discussed by Plaut and is analogous to the non-
classical contact buckling found for instance in pressurised
rings confined in a rigid surrounding such as that consid-
ered by Tsang and El1 Naschie.

There are two main approaches to the theory of bifur-
cation, statical or dynamical. The first is the topolog-
ical approach of Poincare, Andronov and Pontriagin. The
second approach is the guantitative approach which mainly
uses power series methods.

The advantage of the guantitative methods is in
obtaining numerical results. Their drawback is that they
do not give an insight into the globality of all possible
situations as do the topological methods. 1In view of the
lack of a complete general theory of bifurcation, it was
always advisable to explore a new problem using topolog-
ical methods and determine the main characteristics of the
solution before starting the gquantitative calculations.

This trend is illustrated in several recent papers.
Although a complete general classification of bifurcation is
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far from being at hand, several considerable advancements
were made in modern times for specialised fields. The most
important development with regard to the present work is
Koiter's classifications of elastic conservative bifur-
cation and Thom's catastrophe theory classifying singu-
larities of structurally stable gradient systems.

Koiter's theory uses perturbation methods and the
energy theorems of Lagrange while Thom uses modern topo-
logical methods. The interaction of these two theories
resulted in a wealth of hard core applications of catas-
trophe theory and a deeper insight into the post critical
behaviour of structures. In Ref. 11 [El Naschie gave a
classification of bifurcation arising from a center or a
point attractor in connection with Koiter's theory and post
flutter bifurcation.

In elastic stability the question arose quite early
as to whether nonconservative systems could be classified
in a similar way to that of Koiter's theory, also with
respect to imperfection sensitivity. In the meantime there
seems to be a revived interest in elastic buckling under
polygenetic loading due to the increased interest in flow
induced wvibration and certain analogies to problems inclu-
ding follower forces. The main problem in investigating
nonconservative systems is that there are no theorem like
that of Dirichlet-Lagrange guaranteeing stability. It is
frequently taken for granted that a rising post critical
branch is stable and a falling one is unstable which is a
misconception except for conservative systems which was
proven by Koiter using energy theorems. Such classifi-
cation cannot be made apriori for nonconservative systems.
However, in the case of a point attractor or a center
bifurcating at a distinct point, the stability of the new
regime could be determined using some of tihne results of
the theory of differential equations and the main problem
thereafter is the guantitative analysis. Several buckling
problems were recently considered by the authors from the

point of view of topological and quantitative analysis
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simultaneously and several discretisation methods were pres-

ented Il—?|. These efforts are continued here using a
finite element like discrete perturbation procedure. It is
believed that the method of discrete perturbation provides

a much more practical method for electronic computation than

the classical continuum perturbation procedures.

2. General bifurcation of conservative systems

Consider a conservative system described by the con-
vected potential W which is a function of a finite number
of wvariables ay representing the behaviour space and linear
in one controlling parameter A. We confine out attention to
the Hessian of the quadratic form W, at a certain point (c)
lying on the equilibrium path given by grade w=wi=0 which in
general yields some equilibrium curves in the configuration
space. Suppose that the lHessian at this point is degenerate
in one direction only as is easily revealed by inspection of
the diagonal form |6|. The point is thus non morse discrete
of the corank one. Following the splitting lemma we can
thus eliminate (i-1) variables and still fully capture the
bifurcation of the system using one single critical co-
ordinate a; and the controlling parameter A. We note that
the non morse critical point is Poincare unstable and that
the minimum codimension is two. Thus taking a single
imperfection parameter would, together with 1, completely
unfold the singularity as shown in Ref. 111 where the trans-
formation of the phase portrait is explained. We do not
intend to carry on with the gencral theory but will rather
give an explicit discrete perturbation for a two degrees of
freedom system. This, rather than the one degree of freedom
system already exhibits all the special features of the

discrete perturbation.

3. Discrete perturbation for conservative sets

Consider the fixed free elastica. The total poten-
tial energy of two elements is
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s 2 1 2 _ PL PL PL PL
W—EC'I@] +§C202 —5012 —~—20 ¢, = ——4‘0?2 + 2401
PL PL PL
+ 15070 + Bge2002 4 Theye,0 4 78%2" (1)

where following Ref. 2 C; and C, are the localised stiff-
ness, a,=¢, is the rotation at the fixed end, a,=¢, is the
difference in rotation between the two elements, A=P isthe
axial load and L is the length of the strut. Following the
principles of Dirichlet the equilibrium equations are found
from av/awi=o to be

PL PL PL PL
C10; = PLé; - =50, + —g¢l + _?¢12¢? + _E¢'°22 + iz izp
(2)
and
Ciws = BHg. o Fh,. ., Pl ;3 PL, » PL 2 3
2%p 571 %2 = + 3020, + 0,07 §%¢? =
(3]

In an analogous way to that cof Lindstedt-Poincare, we expand
&1, 9, and P in a Taylor series with respect to a small para-

meter ¢« and obtain

1
21 = ¥y1a t‘+§¢'[,3 £2 F s
1
;?::’2,'_ F:+§¢E.? £2+...- {4)
pow g% g ptlly %— P 4
s N TR EE) o e B y "
where 3; . =% /38 o0 P =0 P/0e |c' i=1,2 , ®,,5=¢5,0=0
and P( 1 PC for the trivial fundamental path. Inserting in

the eguilibrium equations we notice that since ¢ is small
but non zero, the coefficients of ¢¥ must vanish separately
if the eguilibrium equations are to be satisfied. Thus a
comparison of coefficients would lead to two sets of sequen-
tially solvable linear egquations exactly as in the con-
tinuum perturbation. Here, however, these eguations are

algebraic. Identifying ¢ with ¢, we see that

Py, =1 and $r1g; = 1,4 = .. =0 (5)
Here P{l), P{z}, --- are termed the path derivatives while
oi r are termed the rates. The first set of perturbation
r

equations is
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1
¢ (€183, = PLo,y - 3PSy, =0 (6)
and
1
£ mwy,-§f¢“,~%pcﬁn}=o (7)

A non trivial solution of- these equations exists if, and
only if, the matrix of the coefficients wvanish. Expanding
the stability determinant a secular equation for P is found.
Solving this equation we find the critical load

P =Lic, +2c, 2 T A AT ) (8)
and remembering that ¢,,,=1 the rate ¢,,, is
vo,p = {2Cy / (C), + 2C, - /Clﬁ + 4C2’ Y i =2 (9)

This is obviously identical to the usual eigenvalue analy-
sis. Now one proceeds to the second order set of pertur-

bation equations

Pl l,c (1 L L (1
€2(3C1 ¢ 15-5P% =P P nay, -39, 20 0y, 10 (10)
and
1 L..c Y B I Ti L)) .
e?[EC?¢2,2~IP by 4p-5P Py 01=gP $y4=5P 8,10 (11)
Here it is noted that ¢,,,=1, ¢,,.,=0 and p %,,) are known

from the preceding step. Again the solvability condition is
that the determinant of the coefficient of the unknowns

P(l} and t¢,,, should vanish. However that cannot be the
case since the determinant is equal to a constant. Thus

the only solution is the trivial one, namely that

pl) - o and 4305 =0 (12)

The bifurcation is clearly of the symmetric type and thus

would unfold to the cusp catastrophe. To decide on imper-
fection sensitivity the curvature P{Z} must be determined.
To do this we proceed to higher order perturbation, namely

the third set of equations
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1 c 1_(1 1.(2
53{EC,¢1,3 - %P Prey — EP( )Lol,z - EP( )L¢l,1 - TEP ®y,3 =

Tige 01 L
ﬁ'P( )4’2#2 = EF(ZJ¢21'1 + %Pc"lrlj + %Pcwlqzltzfl +

L ,C L.

TZ-P #3413 +Ipc°1t]“’2112} =0 (13)
1 L. (1 L_(2

C3{€C2¢2;3 - lzp Bis3 = EP( }¢},2 - IP( )¢|,] - %2Pc@?,3 -

L,(1) L,(2)

L L,c 2
AT b2z - TR0 4 129 Sy g %0,

%%, 00,007 + 26%,,,7 ) = 0 (14)

where the only unknowns are P‘z}
(2)

and ¢,,3. The two equations
are easily solved to give P and ¢,,;. Following Ref. [21
this result is evaluated now for the localised stiffness Cy
and we find that

C = 2500 E ; 05,y = 1.762

2
W (15)

ple) . 5,836 EX 5p and 95,3 = -3,7384
L?

P

Thus the structure is imperfection insensitive in the eng-
ineering sense although it is structurally unstable in the
topological sense. The equation of the initial post buck-
ling for two elements approximation is thus
$%'= nos5n Bl g L (5.835) EL
L2 2 L2
To obtain a more accurate result the number of elements
should be increased. It should be mentioned that the choice

®,2 (16)

of ¢, as a perturbation parameter is illsuited for the con-
vergence since #; should ultimately be zero. Therefore we
should take ¢, or generally @n. Second it is better to
formulate the problem in terms of principle coordinate @i
which is measured from the vertical axis. This way the
result for 10 elements is

EL

p= 2,471 EX 4 0,311 EL 42 (17)
LZ LZ 10

This is almost identical to the exact expression ]3]. It
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Fig. 3 Folded butterfly Fig. 4 Phase portrait trans-
singularity formation of subcrit-
ical Hopf bifurcation

in the large

should also be noted that a discrete Ritz procedure of

Ref. 3 would have lead to identical results. The reason
is that in our simple two coordinate analysis for instance
241 = 1.762 means that »¢./a¢, = 1.766 for which ¢;=9, 1.762
which is exactly the linear relationship between ¢; and ¢,
as obtained for the eigenvalue equation. Thus, here lies
the justification of the discrete Ritz method |3 ]. So far
the analysis is analogous to that of Lindstedt-Poincare
method except for the elimination of the secular terms which
turned out to be useful in determining the path derivatives
without actually solving the higher order perturbation
equations. To do this one multiplies each perturbation
equation with its corate. For the third order perturbation
equation that would mean the first should be multiplied with
%y, the second with ¢,,, then added. This way one will not-
ice that by wvirtue of the preceding perturbation equation an
equation for determining Ptz’ is immediately available. An
alternative scheme, a so called extraction perturbation
method was formulated in Ref. J4|.

Here we should draw attention to a short coming in all
classical bifurcation analysis which concentrate on eval-
uating slope and curvature only where some significant

features, away from the bifurcation point, may be missed as
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only when we depict the stable part of the surface after

exceeding the stability switching curve as shown in Fig. 4.
On general theoretical ground one namely expects an unstable
conservative or Hopf bifurcation diagram to gain stability
when the amplitude is sufficiently large, something which
would escape the classical initial post buckling analysis

as pointed out on previous occasions lé,?l.

5. Finite element discrete perturbation analysis

In the following we will outline the analysis of post
flutter behaviour using a discrete perturbation analysis
similar to that used earlier. Here however, we will have to
carry on the discretisation systematically to an x and t
dependent system. Further more, since we are dealing with
a surface rather than a curve, two appropriate perturbation
parameters are needed. Considering the post flutter behav-
iour of the Beck strut under a follower tangential load for
instance, the structure can be discretised using the pre-
ceding elements technique of localising stiffness (c),
rotation (%) and in the dynamical case, the mass (m). Sub-
sequently, the vibration itself can be discretised using a
Fourier expansion., Finally, two parameters associated with
amplitude and frequency are identified as perturbation para-
meters. For two elements approximation for instance, the
equations of motion are given up to third order terms exact
and are easily found from the equilibrium condition using
the D'Lambert principle. We further assume the following
Fourier expansion for the wvibration

¢, = a; cos wt + a3 cos 3 wt
(18)
4, = by cos wt + by cos 3 wt
where w is the frequency and t is the time. An elementary
justification for this step can be found in the classical
booklet of McLachlan. However it can be shown that it is
sufficient here to consider only the first terms. Thus

¢, = a; cos wt and v, = a, cos wt (19)

Inserting in the Lagrangian equations a comparison of the
coefficients of cos wt leads to
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illustrated in Fig. 3. There the singularity would unfold
into a butterfly catastrophe. However, the 6th jet is
needed as shown by the first author for stiffened cylindri-
cal shells |5,6|.

4. Nonconservative bifurcation from a focus

Following Andronov we consider the bifurcation from a
multiple focus to a limit cycle and look at the very im—
portant special case when one and only one pair of eigen-
values of the linearised equations cross the imaginary axes
of the Gauss plane for A>A°. As pointed out in Ref. |1
this is the same subject of the classical work of Hopf. How-
ever, the earliest treatment seems to be that of Andronov
and Witt for the minimum dimension required for flutter (n=2)
while Hopf generalised the results to n>2. That way we meet
some analogous results to Koiter's theory of conservative
systems in so far as there are a stable and unstable bifur-
cation to a limit cycle. Moreover, the stability of the
limit cycle depends on the sign of the curvature of the
surface of limit cycles as shown in Fig. 4, Ref. fli. How=
ever, here the analogy ceases and we make the interesting
observation that the quadratic projection vanishes automati-
cally leaving us with no possibility of getting the trans-
critical case contrary to the statical conservative bifur-
cation where the asymmetric (transcritical) point of bifur-
cation, well known from Poincare's exchange of stability
exists. Consequently, the slope of the critical point of
the surface of limit cycles is always zero. It should be
noted that this is, of course, valid for a bifurcation dia-
gram in A-a space and not for the occasionally used h-a
space where a is the amplitude. The second point where this
bifurcation differs from Koiter's bifurcation is that it is
a structurally stable bifurcation in the topolegical sense.
Imperfection sensitivity is thus a minor effect as for a
limit point which is the only structurally stable singular-
ity in a conservative system Il[. It is also worth noting
that obtaining the curvature of the surface of limit cycles
alone can describe the phenomena of hard self excitaticn

but not the hysteresis behaviour. The latter can be seen
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(=362 4 2 = K) ay + (=62 = 1 + &) ap + oA a;®

i (20)
3 3 3 1
+ (gE? - gMar?ay + (=62 + g aja? + (852 - gha? =0
(~£2 = 1)a; + (-2 + 1 + L£2a,8 12,2
1 £ )ap_ ‘S‘E.: aj = 55, da)“asz -

3
+ Egzalazz =0

where A=PL/c, £=wlL /m/C, C=C,=C,, == 1/2 and g= -1/2. There
is no problem extending our previous discrete perturbation to
the present case using two parameters as shown elsewhere by
El Naschie and Wu. However, here we will follow another way.
Consider the linear eigenvalue first, then from the char-
acteristic equation and following the Burchard criteria the
critical value and critical frequency are

c c _ /2

A" = 3.5 - ¥Z = 2,586 and £° = 5 = 0.841 (22)

Now we express a,; in terms of the critical coordinate using
the eigenvalue eguations. Thus

a,€ = p a,° where o =3 + 2 /2 = 5,83 (23)
Introducing the increments u; and u, we have

-aj = a; + u and a; = a;  + uj (24)

Inserting in the nonlinear equation and writing them as two
linear homogeneous equation in u, and u, the solvability
condition for these equations is that the determinant of the
coefficients of u, and u, should vanish. That way a second
characteristic determinant is obtained which upon expansion

gives

26% = 762 + 2067 4+ 1 + | (%-ﬁp—"p?+2"0

+ 3802 + Fo2)gh + (% - %A + 20 4 %nn . %n?‘f\ (25)

s
Pol

+ ap? 4 2=p + 3807 + %pzls? ¥ 2 }oay =0

8

Finally the increment of loading and frequency can be intro-
duced so that

A=A+ 2 g=E" *+m (26}

Inserting in the last equation one obtains
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2
c

2 c
A= 2% - 4n° 4 32.5 a, (27)

2
Thus the coefficients of n is negative as should be while

that of a;? is positive, indicating a stable limit cycle.

In fact, by increasing the nuirier of elements we see that
the Beck problem exhibits.a super Hopf bifurcation. The

critical eigenvalue is therefore a sufficient design criteria.
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Sumirio

No presente trahalho ¢ desenvolvido um procedimento
para determinar a matriz de rigidez de um elemento finito
de viga curva essessa, atraves do principio da energia po-
tencial minima. 0 campo de deslocamento é interpolade por
polinomios de licrmite de 3% grau. Sdo apresentados resulta-
dos da analise de vigas curvas com uma relagio entre o raio

de curvatura e a largura da base tgual a 10.

Summary

A procedurc to cvaluate the stiffness matrix for a
thick curved beam element is developed by means of the mi-
nimum potential cncrgy principle. applied to finite clements.
The displacement field is prescribed though 3rd degree ller-
mite polynomial expansions. A curved beam with radii to
thickness relation cqual to is analysed.
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1 - Introdugao

Elementos finitos scolidos, do tipo isoparamétrico, for
necem solugoes bastante precisas para problemas envolvendo vi
gas curvas. Entretanto, devido @s suas caracteristicas de in-
terpolagdo, tais elementos requerem malhas bastante refinadas
nesses casos. Esse fato os torna antieconomicos para aplica-
goes praticas e tem motivado o desenvolvimento de elementos
com caracteristicas de viga que apresentem razoavel precisao
na analise desses problemas, sem necessitarem de malhas mui
to refinadas.

Com o presente trabalho, pretende-se desenvolver um ele
mento finito de viga curva com boa sensibilidade as solicita-
¢oes de flexdo, torsao e cisalhamento, através do método dos
deslocamentos.

2 - Relagoes Deformagoes Deslocamentos
0 elemento tem sua formula baseada na geomectria de um

segmento de haste circular planua, cujos sistema de coordena

das e parametros dimensionais sio apresentados na figura 1.

P ¥
Lo
& P
' w3 !
o Q_o C/ |
~uk 0 .
2 e
i |2i ‘

Flana \
Medio (A

H/2

H/2

Figura 1 - Segmento de haste circular plana; sistemas

de referéncia e dimensoes.
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Para essa geometria, as relagoes deformagoes- desloca-
mentos assumem a forma |2].

R 1 ZR
Ell=—0—u_1+——w+L(w2+u2)+—°——-u,]_
Ry + X3 Ry + x3 é Rop + x3

Eal— (w - u) + Vot W 1] =3 u Wt l[{ull)z + (v 1)2 +
Rg ' . 2 :

{W‘l)zl- (ia)
R RE- (CRSLECRSLRCIN (1b)
& T B | 2 Sy 217

€33 = W 3 - —uu g+ [(u ) + (v 3) (W, 3)
(Ry + X3) 2 (1)

€12 = 3 [u; A+ v+ — (w-w;) - L (u+ W) +

2 A Ro Ry + X5
*Auju g r v vV, rw g W )] (1d)

u 3w w3

eyt lusAvw - —bpo 302

2 A RO + X3 RO-" X3 R,
e . (“‘1 + E_) + Afu q u 3+ Vi Vv3tw “,3)] (le)

RD + Xz Ry
uu 9
21 A ; "

gy = = Vg W g R e Ay g W W W Wi w 3]

2 . (R *+ X3)
sendo:

A = (1+x3/Rp)

u,v,w - deslocamentos nas diregoes 1, Ze 3, respectiva
mente ,e

3
()4 =20



208

Admitindo-se que as deformagoes siao pequenas, pode-se
desprezar as tensoces cisalhantes resultantes das distorgao
no plano da secgdo, em presenga das tensoes cisalhantes devi-
das ao empenamento [4,6|. Se os deslocamentos sao também pe
quenos, existe uma reclagdo linear cntre deformagio e desloca
mento. Entao, as equagoes (1) assumem a forma:

R 1
€11 e uq o+ — W (2a)
Ry + x5 Rg *+ x3
L‘ZZ = \-"2 {Zb)
€33 = W 3 {2¢c)
Ro
e T & (u g+ — v,1) (2d)
2 Rg + X3
€13 = ! (u 3 + e Bl w o) - — 4 (2e)
? 3 ! Rg + x5 Ry + X3
: =] = ;
egg = Qe gt W 5]l =D (2£)

As equagoes (2) podem ser organizadas na forma de um

operador diferencial e apresentadas matricialmente como:

1t * o i
{e} ={Ell €57 £33 E12 L13} [R ] ({8} (3a.,b)
onde
{e} - Campo de deformagoes
[B*]- Operador diferencial obtido a partir de (la...., £ .

{§} - Campo de deslocamentos no elemento.

3 - Formulagao do elemento finito

0Os deslocamentos no elemento sao interpolados a partir

dos deslocamentos nodais, na forma:
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{6} = [N] {8) (4)

onde
[N] - Matriz das fungoes de interpolacgao

{8} - Vetor deslocamentos nodais.

e os clementos da matriz [N] sido fungoes polinimiais do tipo:

|k k k = .
Nij = aj5 ¥ (xz, x3z) 95 (x3), i=1, m; j=1.,n
(5a,b)
k k : 3
Hij * bij ¢§ (Kz, x3) & (XIJ. i=1,m; j=1,n
sendo:
a?j, b?j - Componentes constantes das fungoes de inter-
polacao.
k o — : .
by fxa. X3) - i-esima componente polincmrial no plano da
secgao.
¢j{x1} - j - ésima componente de interpolacdo na dirve-
¢ao axial.
£(xq) - fungao de interpola¢dc jue satisfaz condiges
de contorno homogéneas nos nos.
k=1,2.3 - indica fungio Jde interpolagac de u. v. w res

pectivamente.
m.n - n® de fungées ¢ ¢ ¢ respectivamente.

Da mancira como fovam intcerpolado= os deslocamentos
observa-se que o vetor deslocamentos nodais teri (m= i) vampo
nentes. Considerando-se o elemento com ¢ graus de liberdade
por no, torna-sc necessiaria a condensagio de (m*n-12) parvame

tros nao nodaisdo vetor deslocamento. Para facilitar essa

1li
operagao, reorganiza-se o vetor deslocamentos {8} na forma

{6} ={-=-} (6)

o' 108
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onde:

{6} - vetor dos deslocamentos e rotagoes nodais do ele-
mento

{8} - vetor dos parametros nao nodais do elemento.

Para um material homogeneo, isotropico ¢ com comporta

mento elastico linear, tem-se:

{o) = [€] (¢} (7)
onde:
fol - vetor tensdées no clemento
[C] - matriz das propriedades clisticas i 2
Substituindo-se (3b) ¢ (4) em (7) resulta:
fo} =[C] [B*] [N] {8} = [c] [8] {) (8a,b)
onde :
[B] - matriz das relagoes deformugoes - deslocamentos ne

dais, resultantes da aplicacdo das relacées defor
mzgoes deslocamentos ao campo de deslocamentos,

CXPrOSSO Na cquagao (4.

Na auséncia de forcas de corpo ¢ estados de deformagao
inicial, a energia potencial total de um corpo clastico line

ar € dada por: |1, 3; 5],

T

e}t {o) dv - i (9)

onde:
fet - campo de deformacoes
fol - campo de tensoes
{T} - forgas de superficie na regiao do contorno

{8} - campo de deslocamentos.
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Substituindo=se (3b),

processo variacional para obtengao
tem-se:

[K] {8} = {F)
sendo:

K =| 7 [c] [slav

a matriz de rigidez intrinseca do e

{F} - Vetor forca resultante

(4) e (8b) em (9) e realizando o

da primeira variacgdo,

(10a)

(10b)

lemento

{8} - Vetor deslocamentos nodais.

Realizando-se o processo de condensagao estatica, de

acordo com (6), resulta:

Ky | K]

[Klzjti [Kz2] |

que pode ser reescrita como
-} t 2
[[K111 = [KIZJ[KzzJ [Klzj ]{6}

onde:

-

[[Kll] - {Klzj [LEE][K

€ a matriz de rigidez intrinseca do
deslocamentos nodais e,

Y - [k 1 [x,,]7" (F)

{F} (X,

é o vetor forga resultante reduzido

4 - Analise de resultados

0 campo de deslocamentos util

tir da analise de varios campos de

(11a)

(F}- [Kyo] [Kyp] 7" (F)
(11b)

s | (11¢)

elemento em termos dos

(11d)

do elemento.

izado, foi obtido a par-

deslocamentos, para os
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quais se verificou a convergéncia e precisao na interpolagio

dos deslocamentos no elemento |2

¢y (xq) = 0,25(x1*- 3xq + 2) '

‘1}2 [)\]) = U.ZSf—xf & 3 X] # 2)
b5(x3) = 0,25 (xq* = x37- x + 1) (12a,1,c,d, e.f.gh)

¢4 {XI] = 0,25 {X15 + X]z- X1 - 1)

£ [XI] = [I_XIZ]E

fe'r = {1, xg,xs.xi,xzxs.x%.xa,xzzx3,x2 x;.x

{3} = {1.X2.X3‘X32. X3]}

0s resultados obtidos sao comparados com os da referen-
cia |10], tomados como exatos.

Todas solicitagoes que ocorrem numa carga genérica per-
pendicular ao plane de curvatura da viga, podem ser testadas
por uma carga concentrada na extremidade, ja que ocorrerao
torcao, flexao e cisalhamento ao longo da viga como num caso
de carga mais complexa.

A tabela 3 apresenta os resultados da flexao, angulo de
torgac e angulo de giro da segao na extremidade livre de
uma viga curva mostrada na Figura 3.

Observia-se, nos dados sbaixo  um enrijecimento da estru
tura quando a relacgiao L/H < 2,62 para o clemento.

Por outro lado, os valores de solicitagoes internas
mostram-se bastante bons, o que permite afirmar
que os modos de deformagdo constante nac sao plenamente sa-
tisfeitos com a formulagao proposta.
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Figura 3 - Viga curv;.; engastada.
labela 1 - Angulo de tracdo Ap, angulo de tragao 83 e
deflexdo v na  extremidade livre.
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Yabela 2 - Distribuigao do esfor¢o cortante V, torque I
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15,0 1,00}1??1,03{] ) E_‘}E;l;_ 0,003 7,075 0,006
6,25 | 1,0005 (0,050 l‘ﬁﬂgd 0,006 SE_SE? 0,0 i
i | el S b R
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78,75 1 L,0000 (0,0 0,1922 (0,026 _-l_.;-S-E)_B_-_“T)T(_]_- o
90,0 1 ,O(.I_D—auhﬂ_,“n_r_ [),[]_-_ - 0.0 =




5 - Conclusdes

Os resultados apresentados mostram que a formulagao
apresentada ecferece resultado bastante bons na determinagao
de deslocamentos ¢ solicitagoes internas em vigas curvas de
gruande curvatura.

Para complementar a formulagao proposta, pode-se descen
volver um processo para determinagao de tensdes, ja que o
principio variacional usado, bem come o campo de deslocamen-
tos, nao permitiram boa convergencla no calculo direto das
tensoes.
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SUMARIO

0 presente trabalho apresenta um método de calculo das
deformagées'em unides parafusadas, adotando o método de ele-
mentos finitos como ferramenta de calculo. O procedimento de
senvolvido também permite o calculo da pressao nas superfi-
cies de contato das pegas unidas por ﬁarafusos. Para mostrar
a validade do meétodo, foram analisados dois tipos de unioes
parafusadas e os resultados tedoricos sao comparados com da-
dos medidos em modelos experimentais.

SUMMARY

This work presents a method, developed to calculate
the deformations in bolted joints, using the finite element
method as a tool. The proceedure, also permits de calcula-
tion of the pressure distribution at the contacting surfaces
of the clamped components. To show the precision of the
theoretical results, these are compared with the measured

results from test rigs.
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1 - Introdugao

Em certas aplicagoes praticas de unides parafusadas,
tem-se por principal atividade a analise da resisténcia estd
tica ¢ a resistencia a fadiga dos parafusos, sem maiores
preocupagoes com relagao a rigidez do conjunto e da distri-
bui¢ao de pressao de contato das pegas. Hd casos, como em md
quinas ferramentas, nos quais o principal objetive € o proje
to de unioes rigidas e para que isto seja possivel, € neces-
sarie que se tenha um método gue permite uma decterminagdo
precisa das deformagoes no sistema da jungao parafusada. Em
flanges parafusados de vasos soh pressdo ¢ necessdrio que se
garanta uma boa vedagdo e isto ¢ vidvel quando se tem um bom
conhecimento da distribuigdo de pressao de contato no flange.

A formulagdo teorica do método, de calculo das defor-
magocs ¢ da distribuigde de pressdo de contato de corpos
eldasticos em contato, encontra-sc descrita nas referencias
[1. 2z, 3]. A adaptagao do método para a undlisc de unides pa
rafusadas cncontra-sc, em detalhes. nas referencias [4 ¢ 5]

e no proximo item serd apresentudo um resumo do mesmo.

2 - Método de Calculo

O primeiro passo do método consiste em tragar uma mi-
lha de elementos finitos do sistema da junta parafusada, ten
do como Gnica restrigido que os nos sobre as superficics de
contato secjam coincidentes come mostra a figura 1. listes
nos sao interligados por clementos especiais de barra, com

uma rigidez axial e¢ de cisalharento dadas por:

[i-m)
K. (i) = riﬁlll__]l/mh{i] (1
¥ ¢
Ay A (i) s/ 23
k(i) = L (BB L5
: R C

Nestas equagocs C,m S ¢ R sao parametros dependentes
do par de materiais e do acabamento superficial no contato




Figura 1 - Malha de elementos finitos de um flange pa-
rafusado.

das pecas unidas [2], A(j) € a drea de contato de influéncia
de cada par de nés i. 0 valor de Ap(i) € a deformagdo de con
tato ou seja a compressao das asperezas das superficies quan
do submetidas a uma pressao de contato pp(i). Estes dois va-
lores estao relacionados pela equagao

Angi) = Conei))" (3)

onde adota-se as unidades de Ap(j) em um e de pp(j) em
N/cm?.

Definida a malha de elementos finitos e para uma pri-
meira iteragao, arbitrada uma distribuigao de pressao fungio
do carregamento externo, pode-se com o auxilio da equagao
(3) definir, para todos os pares de nos, os valores de rigi-
dez dadas pelas equacgoes (1) e (2). Tem-se assim os dados
preparados para submeter a um programa de elementos finitos.
obtendo a configuragao deformada da estrutura. Atraves desta
configuragdo, os valores da rigidez das barras serao re-defi
nidas para uma nova iteragdo ¢ assim sucessivamente até con
seguir a convergencia como descrito nas referéncias [1,2].

A seguir serao apresentados os rcsultados teoricos
obtidos, adotando o método de calculo proposto no item ante-
rior e que sao comparados com resultados tedricos [6] ou me-

didos em modelo experimental.
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3 - Modelo de_dois discos com um parafuso central

A fipura 2a mostra o modelo de dois discos com um para-
fuso central. Para a analisc tedrica, o efeito do parafuso
foi substituido por uma pressac, resultante da forga de aper-
to, uniformemente distribuida na regiao de contato da cabega
e da porca. Este modelo, adotado na referéncia [b], apresenta
um raio de furo nas chapas R;=2.54 mm. um raio externo da por
ca RC=?,8? mm, raioc extremo dos discos Re=39,12 mm e espessu
ras h das chapas de 1,27, 2,54, 3,383 e 5,08 mm. A forga
de aperto do parafuso foi de 4994N o gue corresponde a uma
pressdo média no contato de 1,04 N/mm?.

A malha de elementos finitos, empregada na solugao do
problema, esta apresentada nas figuras 2b e 2¢. A figura 2b
mostra um corte dos discos com a representagao dos elementos
binodais e a figura 2c mostra a malha adotada num setor de
309, Nos discos foram adetados elementos quadrangulares com
rigidez de membrana ¢ flexdoe ¢ para a solugao foil adotada o
programa PROASE [?}. Na figura b tem-se, também, indicados os
carregamentos nodais resultantes do carregamento do aperto
do parafuso.

Considerando o ago para material dos discos e acabamen-
to superficial. o retificado. entdo, tem-sc para os parame-
tros das supcrfIcies em contato, C=0,09, m=0.5, R=0.12 ¢
5=0,5. Resolvendo tem-se. na figura 3, a distribuigdo de pres
sao no contato dos dois discos considerando diferentes cspes-
suras dos mesmos. Nesta figura tem-se Pn.qr @ pressao de con-
tato num ponto q ¢ p € a pressao resultante da forga de aper-
to do parafuso como mostra a [igura Za. A figura 4 mostra a
deformagao mnormal a superficic de contato. Na regide proxi-
ma do parafuso central tem-se valores negatives de A ¢ que
representam a metade da compressao das asperezas ¢ na regiao
mais afastada, os valores positivos representam a metade da
separagao dos discos.

A figura 5 mostra uma comparacao entre os resultados da
distribuigao de pressao de contato obtida pelo método propos-
to neste trabalho e o método proposto na referencia [6].
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Figura 2 - Modelo de discos com parafuso central e ma-

lha de elementos finifos.

Neste Ultimo. também, foi adotado o método dos elemen-
tos finitos. mas na regidao de contato. onde havia tensoes de
compressao, considerou-se uma ligagao integral dos dois dis-
COS Ou seja um no comum no contato e na regiao onde haviam
tensoes de tracao c¢nrsiderou-se uma separacao das duas pegas
e um no foi substituido por dois. um em cada peca. Analisando
os resultados verifica-se que 05 mesmos SaQ coerentes com oS
esperados quando a espessura dos discos € aumentada. Para a
maior espessura dos discos. figura 5c¢c, o valor obtido na re-
ferencia [6] apresenta uma maior diferenga, mas analisando
os resultados no seu conjunto, este ultimo resultado ndo apre
senta uma tendéncia logica.
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Figura 5 -Comparagao dos resultados da distribuigao de
pressao no contato dos discos.

4 - Modelo de uma coluna de seccgdo circular parafusada

na base

Na figura ¢ tem-sc¢ o modelo de uma coluna fixa. a uma ba
se rigida, atraves de quatro parafusos Mo igualmente espaga-
dos, A base e a coluna sao de ago ¢ as superficies de contato
foram retificadas e desta forma adotou-se os valores de
C=0,09 e R=0,12. Na figura 7 esta indicada a malha de ele-
mentos finitos de metade do flange uma vez que o modelo apre-
senta um plano de simetria de carregamento ¢ geometria. Para
o flange e a coluna foram usados elementos planos quadrangula
res ¢ triangulares com rigidez de membrana e flexao. Os furos
circulares, de passagem dos parafusos, foram aproximados por
furos hexagonais e a forga de aperto de cada parafuso, de
21000N. foi distribuida, igualmente, entre os seis nos do en-
torno dos mesmos.

Considerando os carregamentos. a mesma forga de aperto
nos quatro parafusos ¢ uma forga pontual horizontal a uma al-
tura de 320mm e adotando o programa PROASE [7]. obtém-se os
deslocamentos nodais mostrados na figura 6. Para verificar a
precisao do método de calculo foi construido um modelo experi
mental, nas dimensoes da figura 6 e mediu-se os deslocamen-

tos horizontais na coluna dos pontos 1 e 2. respectivamente.

nas alturas de 280mm e 400mm, A tabela 1 mostra uma compara-
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¢do entre os resultados teoricos e experimentais bem como a

diferenga entre os resultados da coluna com a junta flexivel

e a junta rigida.

SIMETRIA

Figura 7 - Malha de elementos finitos do flange da coluna.

Tabela 1 - Deflexoes calculadas e medidas na coluna

Metodo Teorico com a junta |Tedrico com a junta|Medigoes

Posigao | flexivel |um| fum| "pm !
1 59.3 179 80.0
2 104,27 29..5 117,0

A

Tomando os valores medidos como referencia. as diferen
gas entre os resultados experimentias e os teoricos nos pon-

tos 1 e 2 sao respectivamente, de 25.0% e 10,9%.
5 - qegclusées

Na figura 5 tem-se a comparagao dos resultados, da dis
tribuigdao de pressao de contato dos discos, obtidos por dois
métodos teoricos. Os resultados do método proposto apresen-
tam uma tendéncia de diminuigao da pressao.proxima do parafu
so ¢ distribuigao sobre uma arca maior, quando a espessura
dos discos aumenta. Lstes resultados sao os esperados. A si
mulagao do contato na referéncia [6], na regiao onde os dis-
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cos entram em contato, nao € adequada, isto porque,considera
uma ligagao rigida entre os mesmos. logo as diferengas podem
ser justificadas.

No modelo da coluna tubular obhteve-sc uma razoavel
aproximacdo entre os resultados teoricos ¢ os medidos. As di
ferengas podem ser atribuidas aos erros da propria solugao
por elementos finitos, adotando uma malha de clementos mais
apropriadas, erros de fabricagao do modelo. principalmente,

no plano de contato com a hase e os erros da medigao.
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AES First Abstract

Une méthode par collocation pour la solution des problémes de
coques demande qu'un nombre suffisant d'équations, obtenues A partir
des conditions d'équilibre et de deflexion existent pour que l'on
puisse évaluer toutes les constantes des termes de la solution.

En séparant les effets dues aux conditions d'équilibre statique
des autres conditions on propose pour la solution des problémes de

coques l'utilisation d'éléments finis de tres grande dimensions.

2. Second Abstract

A collocation method of solution for shell problems requires
sufficient equations, from the application of equilibrium and deflection
conditions, to enable all the constants in a series solution to be
obtained.

By separating the effects of statically determinate equilibrium
conditions from the remainder, it is proposed that very large finite

elements may be used for shell problems.



x i Introduction

The most common procedure for stress analysis using finite
elements is to use a minimum energy principle to evaluate the constants
of a series solution. In the case of shell problems this usually leads
to the approximation of distributed pressure loads by concentrated loads
at the node points.

By contrast, the collocation method, while still using a series
solution, evaluates the constants by direct solution of a system of
shell equilibrium and compatibility equations at the nodal points. It
is not necessary to approximate distributed loads by concentrated
loads.

The principle of this approach has been demonstrated using quite
large elements for a number of shell problems in Reference [1] and
refined for reduced computer storage requirements in Reference [2].

The object of this present paper is to outline a method of
extending this method to higher order elements in order to attempt
solutions of higher accuracy with a given number of elements or

alternatively to use fewer elements with the same accuracy.

b, Series Displacement Relations and Shell Equations

Any system of shell equations can in principle be used as a basis
of this collocation method. The formulation based on the well known
equations of Flligge [3] for shells with symmetrical geometry and

loading, as detailed in [1], involves the following variables.

E it 1 h: N ,N M M.
Force and moments per unit lengt =~ B’Qw‘ SRLY
Displacements: v, w,&,B (1)

Loads: pressure po and P components of edge loads, V and H.

The notation and sign conventions are as given in the above
references. A ring shaped finite element is assumed and any shell
structure to be analysed is divided up inte a number of such rings.
Thus this methoed is applicable to shells made up of axi-symmetric
sections. Now the series displacement relations for the components of
displacement v (along the meridian) and w (perpendicular to the

meridian) are assumed to be:
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voe ki o+ ks + ket il
ki + kys + hys?uniciean (2)

where s is a distance along the shell meridian.

w

In references[1] and [2] the series for v terminated with the s*
term and the series for w terminated with the s* term.

Now by using the stress equations, which interconnect all the
stress resultants, displacements and loads, it is possible to express
all these variables in terms of.these displacements v and w (or their
differentials).

Further, the boundary conditions at the two edges of a ring
element consist of equilibrium conditions and matched displacement
conditions. These boundary conditions can therefore be given in terms
of the variables (1), which in turn can be given in terms of the constants
k, etc. at the two ends of an element (s = 0 would be taken at one end of
an element and s = 2, the meridional length of the element, at the
other end). Now these boundary conditions have been shown to be 11
in number and so the eleven constants k, -k,, can be found by computer

solution of the corresponding eleven linear algebraic equations.

If an actual shell structure is divided into m elements, lln
equations will have to be solved simultaneously to obtain all the
constants for the displacement series for all .the elements.

However, it was shown in Reference [2] that six of the eleven
conditions can be considered as determined by overall equilibrium
conditions, independently of inter-element boundary conditions.

This enables the solution for the six corresponding constants
to be carried out separately for each element. The final simultaneous
equation set for all the elements is therefore greatly reduced to 4n

in size. (The remaining constant is for zero rigid body motion.)

5. Internal Collocation Points

It is now suggested that the series solutions for the displacements
v and w are extended to cover larger s values and thus the corresponding
larger elements would reduce the number of equations required for the
solution of a given shell. Accuracy would be maintained by the use of
internal collocation points between the two end nodes at the edges of

a ring element. At these internal 'nodes', equations for the 'statically
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determinate' loading conditions would be obtained. This would lead to
overall economy of constants and corresponding equations. Extra terms
and constants would be added to the series solutions (2) for v and w.
This may be illustrated by considering the analysis of a shell of total
meridional length 3s in two alternative ways.

(a) A solution by the procedure of Reference [1]

Divide the shell into three elements, each of meridional length s.
Then 3 x 11 equations would be required for a solution of all constants
and so all stresses and displacements. .

These equations correspond for each element to a total of four
conditions of loading and displacement at the two outer edges and there
are three 'statically determinate' loading conditions at each edge of
each element. Finally there must be one displacement condition
corresponding to zero axial body displacement for each element.

The numbers of equations for the various boundary conditions

would be:
Ho axial rigid body motion
displacement = i
Total mixed boundary
conditions at outside edges
of outside elements - 4
3 loading conditions at
each edge of each element - 18
2 displacement and 2 force
continuity conditions at
each internal edge - 8
Total 33
(b) A solution using one large element of meridional length 3s

with internal nodes only at s = s and s = 2s. The numbers of equations
for the various boundary conditions would now be:
No axial rigid body metion

displacement - 1

Total mixed boundary
conditions at outside edges - &

3 loading conditions at 2
outside edges and 2 internal
nodes - 12

Total 17

The difference between procedures (a) and (b) amounts

therefore to the use of 16 less constants. These correspond to the 4
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continuity conditions of deflection and loading at the 2 edges at each
of the 2 nodes at s = s and s = 2s in case (a).

As the assumption is for one continuous function in case (b)),
which acts over the whole length 3s, then continuity of deflection and
loads must be automatically achieved. (As there are power functions in
s for the displacement v and w; there must be corresponding power
functions in s, for all other displacements and all stress resultants).

However, it is clear, that if these power functions of s are to be
matched to the requirement of, for example, 17 conditions for the
solution of one element with 2 internal nodes, then 17 constants must
be provided in the series for v and w.

This could be done, for example, by series:

vook +kis + Kes¥earonanaakygs'

wim kg * Kot # X  anneneki e ¥ Kyga® (3)

It is clear that the number of equations and corresponding constants
for the two outside edges of an element is a total of 11 and the number
of equations and constants for each internal node is 3. Therefore for
n internal nodes the total equations and constants will be 11 + 3n
per element.
Hence for m elements in a complete shell structure a total of

m(1l + 3n) constants will be required.

6. Alternative Power Series

Although no difficulty has been found in solving problems using
power series with terms up to s*, it might be that computational
problems could result in using power series with high powers such as
s® or greater.

One possible solution in the event of such problems might be to
write the series in terms of % where A is a constant so that %—is of
the order 1.

Another suggested possibility for experimentation would be to
use fractional indices instead of whole numbers for the series
representing the displacements, e.g. instead of k; + kas + kys®+ kys' ...
use: k; + ks + kys'" ' 4 kst ? 4+ oL......

Whereas when using 'closed' mathematical solutions such series may be
intractable and therefore lack interest, using computers, the

computation of such series would introduce new possibilities of



functional representation.

+e Conclusions

A proposal for a finite element analysis applicable to thin shells
has been made. Using large ring elements power series sclutions are to
be assumed for displacement with distance along the shell. A
comparatively large number of terms is to be used in the series. The
exact total number of terms used must match the requirements corresponding
to the number of internal nodes, or internal collocation points, assumed
for each element. A formula has been derived for these numbers.

As shell equations are satisfied within the high accuracy arising
from an appropriately larger number of collocation points a high
efficiency, of maximum accuracy of results versus minimum total
calculation effort, is hoped for.

It seems difficult to establish general balance between numbers
of elements and numbers of internal nodes but numerical experimentation
could establish guide lines.

Although this procedure has been outlined for axi-symmetric
loading conditions it can be readily extended to unsymmetrical loading.
It is possible that these procedures of collocation application might
be used in other areas than shell stress analysis, if based on similar

differential equations and boundary conditions.
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SUMARTO

0 presente trabalho apresenta um modelo de s6lido esfé
rico com formulagao isoparamétrica de clementos finitos 0
qual foi desenvolvido com base no principio da energia poten
cial minima utilizando o procedimento conhecido como método

dos deslocamentos.

SUMMARY

This work presents a solid spheric model within isopa
rametric formulation of finite elements which was developed
within based in the minimum potential energy principles
using the proceeding known as displacement methods.
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1. Introducgio

Devido ao fato de os elcmentos de geometria esferica
serem bastante comuns em estruturas, formulou-se o presente
modelo de cdlculo visando explorar esta propriedade geome
trica a fim de tornar a analise estrutural destes elementos

mais pratica e economica pelo Método de Elementos Finitos.

2. Definigao do Modelo

0 modelo & definido por 20 pontos nodais sendo 8  nos
vértices e os demais nos pontos intermedidrios das arestas
(fig. 1). E um elemento quadrdtico que utiliza fungoes de
interpolacdo do tipo "serendipity" de 2° grau. Elas interpo
lam tanto geometria como deslocamentos sobre o elemento [3].

- |
i “\\J

FIG I: O MODELO DE SOLIDO ESFERICO COM A NUMERAGAD INTRINSECA DOS
NOS, COORDENADAS NATURAIS (r,s,t). COORDENADAS ESFERICAS

(R, Y81, COORDENADAS CARTESIANAS (1,2, 3]}
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Satisfazem a continuidade entre elementos, sao conformes e
satisfazem também o critério de completividade. Estes requi
sitos sao necessarios para a convergencia do modelo.

A especificagdo das fungdes de interpolagdo e feita co-
mo uma combinacao das coordenadas intrinsecas (r,s,t) do
elemento e das coordenadas dos pontos de integragdo conside
rados [1]. Nos pontos nodais sobre os vértices, as  fungdes

de interpolacao sao definidas como [3]:

FI(k) = (1/8) (1 + rry) (1 + ssp) (1 + tty ) (rry + ssy +
+otty - 2) (1)
onde Ty Spos t]c =4+1 e 1, s, t variam entre -1 e + 1. As
funcgoes de interpolagao para os pontos intermediarios das
arestas sao definidas por:
FI(k) = (1/4) (1 - r?) (1 + ssy) (1 o+ ttk) (2a)
para 1) = 0, Sk = ¥ A, tk = &
FI(k) = (1/4) (1 - s?) (1 + rrk] {1 + ttk} (2b)
para sy = 0, Ty =t 1, tk = + 1, .
FI(k) = (1/4) (1 - t*) (1 + rrp) (1 + ss)) (2c)
para t, = 0, e = # 1. 5 = 4 1.
As coordenadas esfericas de um ponto gualquer do ele
mento sao dadas por uma combinagao linear das fungoes de in

terpolacao ¢ das coordenadas nodais:

R = L FI(i) R(i)
1

n
= I FI(i) (i) {3a,b,c)
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n
B = I FI(i) ©(1i)
i=1
onde R{i), (i), 0(i) sao coordenadas dos pontos nodais.
Analogamente, para os deslocamentos temos:
n
U= E§ FI(i) U(i)
i=1
n
V= & FI(i) V(1) (4a.b,c)
i=1
n
W= I FI(i) W(i)
i=1
Sendo U(i), V(i), W(i) os deslocamentos nodais.

3. Formulacao do Modelo

A formulacdo se bascia no
lizando para tante o Principio
< o s a
Este princlplo requer que a 1.

total 1 seja nula, ou seja: &I

Método dos Deslocamentos uti
da Minima Energia Potencial.
variacao da energia potencial

= 0.

Sao assumidos campos de deslocamento continuos sobre ca

da elemento a fim de garantir a compatibilidade de

mento entre eles.

Seja I a energia potencial total do corpo. Entaoc, a 1%

variagdo [3]1 &:

81 =

f 8eTDe dv - f {6aTDco
v v

u =

I FI(j) U
i

desloca

a

% B EYar = ,"SpofuTP ds=0 (5)

(6)

Tendo em conta as relacoes deformagoes-deslocamentos -

{7,

g =

Substituindo as equagoes (6,7) em (5S) e tendo em

BU*

8], podemos derivar (6) obtendo

(7

vis-
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ta que o0s deslocamentos Ui e as variacgoes sUl nio dependem
da posicdo e tendo em vista também que os sULT sdo arbitra
rios tem-se que

kot = pi (8)
sendo
1 o T
K* = IVi B DB dv (92)
a matriz de rigidez do elemento;
g T, o T T
p- o= fVi(B be™ + FI' b)dV + ISPFI P ds (10)
0 vetor equivalente de carga nos pontos nodais; £?, vetor

de deformacoes iniciais; b, vetor de forgas de corpo atuando
no volume Vi do elemento; P, vetor forgas de superficie =
atuando na superficie prescrita Sp do eclemento.

Para uma estrutura dividida em n elementos escreve-se
o sistema de equagoes como
n n
X ut = rop (11)

1=1 i

ou seja =
KU = P (12)
Antes de resolver o sistema de equacgoes (12), o mesmo

deve ser modificado com a introdugao das condigoes de contor

no do problema.

4. Montagem da Matriz B

A matriz B da equacao (7) € montada a partir de uma
combinacao das fungoes de interpolacao e das derivadas des
tas. Escrevendo as relagoes deformagao-deslocamento [7, 8]
em coordenadas esféricas tem-se:

al

-
' R
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av W

1 u

aw i e L + + — cotan(0)
Rsen(0) a3y R R
Ee=l W, u (13a,b,....f)
R 238 R
g™ e M ¥
Rsen(9) ay R 3R
-YuJe:l..a_V_-Ecotan(e)i—i___gE
R 30 R Rsen (@) 36
yoo =1 30 W oW
R "2 30 R R
Agora, as equagoes (7)., tendo em vista as equagoes
(13), tornam:
ER B(1, K+1) 1] 0 ! Ul
| Vll
E, B(2, X+1) B(2, K+2) B(2, K+3) Wy
u, %
By | |B(3. K+1) 0 B(3, K+3) v, |
= W, | (14)
Ype! [B(4, K+1) B(4, K+2) 0 .
|
Ywe 0 B(S5, K+2) B(S5S, K+3) o 1
{1Y20
YOR B(6, K+1) 0 B(6, K+3) : VZU!
vooE¥ s S _— J&wzcj
e
1¢ Bloco 20° Bloco
onde: B(1l, k+1) = H(1)
B(2, k+1) = FI{NB}/RPI
B(3, k+1) = FI(NB)/RPI
B(4, k+1) = H(2)/IRPI » sen(TPI)]
B(6, k+1) = H(3)/RPI
B(2, k+2) = H(2)/[RPI + sen(TPI)]
B(4, K+2) = H(1) - FI(NB)/RPI
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B(5, k+2) = H(3)/RPI - [FI(NB) = cotan(TPI)]/RPI
B(2, k+3) = [FI(NB) * cotan(TPI)]/RPI

B(3, k+3) = H{3)/RPI

B(5, k+3) = H(3)/[RPI » sen(TPI)]

B(6, k+3) = H(1} - FL(NB)/RPI

sendo:
NB = nimero do bloco de B
kK = 3(NB - 1) :

H(i)= derivadas das fungdes de interpolagao segundo as dire
¢oes (R, ¢, 0). Elas sdo calculadas com auxilio da ma
triz Jacobiano [3,4].

RPI, TPI sao, respectivamente, o raio e o angulo ©® do ponto

de integracdo considerado.

5. Cilculo da Matriz de Rigidez K©

0 calculo da matriz de rigidez do elemento e feito no
sistema de referencia esferico sendo usado o processo de in
tegragao numerica de Gauss-legendre para avaliar a integral
proposta em (9). No presente modelo foi suficiente wutilizar
dois pontos de integracao em cada direﬁéo para avaliar o vo
lume do elemento exatamente, sendo satisfeita a condigao pa
ra a convergencia do método de elementos finitos [3, 671.

A integral K€ = vaTDB dv € escrita na forma:
K¢ = 7 BIDB det [J]1rR? sen(o) A5k (1s)

onde: Aijk = (A1) (Aj) (Ak) pesos de integracgao;

R = RPI, raio do ponto de integragao;

¢] = TPI, angulo © do ponto de integragao;

D = matriz de propriedades constitutivas do mate
rial [4].

6. Carregamento Distribuido

0 carregamento distribuido pode ser devido a uma pres
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sao normal 3 superficie ou devido a cargas cisalhantes agin
do tangencialmente a superficie. Tal carregamento recebe um
tratamento especial [1]. As forcas nodais equivalentes  sao
calculadas no sistema esferico e alguns cuidados sao tomados
a fim de que elas possam ser usadas corretamente pelo método
de Elementos Finitos. A equivalencia € estabelecida pela
igualdade entre o trabalho realizado pela carga distribuida
e o trabalho realizado pela forg¢a nodal equivalente.

0 trabalho realizado pelo carregamento superficial
atuando sobre um elemento de area dA @

dwe = Q'T dA (16)

onde nT =

[ql, 4, qz] € o vetor deslocamento e T! = le.
T Tsf ¢ o vetor forca distribuida. Com q; = FI(i) U(ii)
Ti = FI(i) T(ij). Substituindo estes valores em (16} chega-

se que
: 5 e ;. o
dWe = U (FI})" (FL) T dA (17)

E o trabalho sobre toda a superficie carregada do ele
mento €
i

we = £, U (FD)T (FI) T da (18)

A

Para obter as forg¢as equivalentes ao carregamento ex
terno distribuido deve ser feita a 1% variacio de We, ou se
ja,

iWe = ? w'ui dui (19)

onde LI ¢ a forca nodal equivalente que corresponde ao

)
grau de liberdade Ui do elemento. Derivando a expressao (18)

em relacao a Ui tem-se

" 51 (1)
L fee...1...80] (F1) (FI)T dA

——posicao de Ui 120)

A matriz (FI]T quando pre-multiplicada pelo vetor, fi
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ca na forma

Fl1(i)ed— —posicao de Ui

que devido a natureza de FI, o vetor FI(i) possui apenas um
elemento ndo nulo, que depende da direcao do grau de liber
dade Ui no sistema de referéncia intrinseco.

0 vetor T representa o carregamento distribuido no pon
to de integragao. E obtido pelos valores nodais ¢ pelas fun
¢ocs de interpolagao. Para obter a forga equivalente, que
corresponde a um dado grau de liberdade, faz-se a integra
¢do numerica onde o integrando ¢ o produto do vetor FI(i)
pelo vetor I de carregamento distribuido. [ calculado em ca
da ponto de integragiao. Deve ser levado em conta o peso de
integracio ¢ o determinante do Jacobiano modificado (1] a
fim de passar do sistema natural (r, s, t) para o esferico
(R, ¢, @).

Cargas concentradas sao somadas diretamente no vetor
carga do ponto considerado.

Com essas consideracoes ¢ na ausencia de forgas de cor

po o vetor carga p' da equacdo (10) pode ser calculado.
7. Condigoes de contorno

As condigoes de contorno sao inerentes i solugio de ca
da problema proposto em uma dada andlise estrutural. Podem
scr tomadas como, por exemplo, a restricao de deslocamentos
nas direcdes ¢, O quando sc tem apenas carregamento na dire
gao radial. Outras situagoes podem ser previstas quando ne

cessario.
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8. Procedimento Computacional

Para que o sistema computacional seja o mais geral pos
sivel levando em conta economia de tempo no processamento
este ¢ feito por modulos com funcoes bem definidas. A refe
réncia [9] mostra uma descricdo de cada fase do processamen
to, dos modulos e subrotinas utilizadas.

E levado em conta a simetria do modelo para calcular o
Jacobiano e para realizar as integracdes numéricas. Uma se
guéncia loégica para o tratamento do problema € dada como:

- Leitura de dados definindo a topologia do elemento:

- Leitura das coordenadas dos nos:

- leitura ¢ definigao da matriz de propricdades do material:

- Leitura de carrecgamentos térmicos e distribuidos:

- Rearranjo dos dados:

- Montagem das matrizes elcmentares em termos de valores no
dais:

- Sobreposicao das matrizes:

- Leitura das condigdes de contorno:

- Solucao do sistema de cquacoes para cada tipo de condi
cees de contorno;

- Relatorios: balangos de energia global, externa ¢ inter
na, componentes de tensao, tensoes principais, valores

dos graus de liberdade nodais, ctce.

9. Aplicagoes

Solugac de Problemas de Andlise de Tensdes. Outros pro
blemas tais como Transmissiao de Calor ¢ Ondas podem ser re
solvidos bastando que, para isto, sejam cfetuadas adapta
goes apropriadas decorrentes da substituigdo das equagoes -

de transmissao de calor e ondas.

10. Conclusoes

A implantagac do modelo encontra-se atualmente em fase
de testes tendo apresentado boa performance e aplicabilida-
de.
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Resultades numericos estdo sendo gerados, wutilizando-

se um computador IBM 4341, os quais serao apresentados ne

congdresso.

4]
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1. Introdugio

Em alguns dominios da Engenharia pde-sc o problema da
determinagdo dos estados de tensdo desenvolvidos em estrutu
ras so6lidas devidas 3 acgao de fluidos que com eclas confi-
nam. FE &bvio que o problema nio sc reveste de qualquer di-
ficuldade em situagdes estdticas mas apenas cm situagdes di
namicas.

E o caso do estudo da resposta de burrvagens a acgdes
sismicas, de estruturas "offshore” u ondus ou sismos, etc..

Nesta comunicagiao descreve-se a abordagem deste tipo
de problemas usando o método dos elementos finitos num doml
nio a duas dimensoes. Sendo os deslocamentos do fluido li-
mitados, este & tratado do mesmo modo que a estrutura soli-
da, sendo caracterizado o seu movimento atraves dJdos seus
deslocamentos. Assim o {luido ¢ considerado como um sélido
elistico, mas com um modulo de rigidez distorsional despre-
zivel [11, [2].

A resolugio do sistema de equagdes de equilibrio dind
mico € feita usando o método de Newmark [37.

0 problema de modulagio de [luidos de comrimento inde
finido [4], & abordado utilizando elementos capuazes de
absorver a energia das ondas de pressido que a cles cheguem,

sem as reflectir.

2. Matriz de rigidez dos elementos sélidos e fluidos

A formulagio do método dos clementos finitos para pro
blemas de elasticidade plana ¢ do conhecimento geral [5].

Assim a matriz de rigidez € obtida a partir de
[ wsa" w1 1 av (1)
Vv

em que [B] ¢ a matriz de deformagoecs e [D] & a matriz de
elasticidade.
Para o caso de estados planos de deformagao esta ma-

triz tem a seguinte forma:




2u5

{ 1 v/ (1-v) 0 ]
| |
(03 = —2L=M) i) | 0 | (2)
(1+v) (1-2v) |
[ ]
{ 0 0 (1-2v)/2(1-v)
Como atrds foi dito os elementos de tipo fluide vao

ser definidos como um cuaso particular dos elementos solidos
em gque a rigidez distorsional ¢ nula. Para o efeito VAmos
dar outro aspecto a matriz de rigidez.
A cnergia de deformagio do sistema, sendo a sona da
energia devida i distorsio, mais a devida & variagio de volu
. " & -
me, mais g devida as forgas exteriores (de volume ¢ super{i-

cie) assumira o scguinte aspecto:

DS ¢ .k T )
u =2 Jv teg?! I0yY Loyt av o« 5 te b0 fe b dv
2 2y
= 1af” 4ns av - J fatt (et ds (3)
J \_.' S

cm que, sendo u e v deslocamentos segunde os cixos coor-

denados ,

{al = {u, \-'?III (4)
Qs_d} = {au/ax, dv/ay, dufdyrav/iax} (5]
Er_‘f} = {au/ax +dv/ oy} (6)

sendo materiais isotropicos

[Dd]= 20 =113 2/3 0 (7)

[nv] =k = 2G(L/3+v/(1-2v)) = E/3(1-2v) (8)
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1. Introdugao

Em alguns dominios da Engenharia poc-se o problema da
determinagao dos estados de tensdo desenvolvidos em estrutu
ras so6lidas devidas a acgdo de fluidos que com e¢las confi-
nam. FE obvio que o problema nio se reveste de gualquer di-
ficuldade ecm situagbes estaticas mas apenas em situagdes di
namicas.

E o caso do estudo da resposta de harragens o acgoes
sismicas, de estruturas "offshore” u ondas ou sismos, etc..

Nesta comunicagio descreve-se a abordagem deste tipo
de problemas usando o método dos clementos [initos num domi
nio a duas dimensoes. Senda os deslocamentos Jdo fluido li-
mitados, este € tratado do mesmo modo que 4 estrutura soli-
da, sendo caracterizado o scu movimento atraves Jos SeUs
deslocamentos. Assim o fluido ¢ considerado como um solido
eclastico, mas com um médulo de rigidez distorsional despre-
zivel [1], [2].

A resolucio do sistema de ecquagoes de cquilibrio dind
mico ¢ feita usando o método de Newmark [31.

0 problema de modulagio de fluidos de comrimento inde
finido [4], ¢ abordado utilizando clementos capuzes de
absorver a energia dJdas ondas de¢ pressido que a eles cheguem,

sem as reflectir.

2. Matriz de rigidez dos elementos séjigos ¢ [luidos

A formulagio do método dos clementos [initos para pro
blemas de elasticidade plana é do conhecimento geral [5].

Assim a matriz de rigidez ¢ obtida a partir de
T ;
[B] [D] [B] 4V (1)
v

em que [B] ¢ a matriz de deformagoes ¢ [D] ¢ a mutriz de
elasticidade.
Para o caso de estados planos de deformagao esta ma-

triz tem a seguinte forma:
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t 1 w/(1-v) n )
ol = —EUW 1§ utiov) 1 0 (2
(1+v) (1-2v) ‘
l 0 0 (1-2v)/2(1-v)
Como atris foi Jdito os elementos de tipo fluido vao

ser definidos como um caso particular des clementos solidos
em que a rigidez distorsional ¢ nula. Para o cfcito Vamos
dar outro aspecto a matriz de rigidez.

A energia de deformugao do sistema, sendo a soma da
energia devida a distorsao, mais o devida 3 variacio de volu
me, mais g devida as forgas exteriores (de volume ¢ super{i-

cie) assumird o segninte aspecto:

o T A | i R i}
1 = E Jv {fd] [Hd] [tda dy o+ 3 " 1rvl [“v] {Iv} dv
= b g™ mwoavs | st e g (3)
JV Jg

em que, sendo u ¢ v deslocamentos scpundo os ecixos coor-

denados ,
{al = {u, vt (1)
{sdf = {du/ax, dv/dy, su/dy+dv/ox} (5)
{EVF = {dusax +dv/ay) {6)

sendo materiais isotropicos

[Dd] = 26 |-1/3 2/3 0 (7)
0 0 1/2 |

[Dv] =k = 2G(1/3*v/(1-2v)) = E/3(1-2v) (8)
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Usando o procedimento usual no métode dos clementos
finitos, obter-se-ia a matriz [B] que define as extensoes em
fun¢io dos deslocamentos nodais. atraves das fungocs de for

ma N.
1
]I ,|Ni/;'|x 1
[|{‘.Il] - | i AN, /ay ' (97
|
\
L aN./dy AN, /dx
[B‘l'] = [N /ax N, /ay] (10)

Substituindo em (3) ¢ electuando o usual processo de minimi
zagao da energia obteremos a seguinte cxpres=sio  para a ma-

triz de rigidez

-
[hy1 8§3av + [ Y1 1 oY (115

o \ +

Com cste aspecto podemos agora fazer o module de rigi
dez distorsional  G=00, ¢ (azer intervir as duas t::n'.'lctcrfﬁ
ticas mecinicas do Fluido, o mddulo de  rigidez volumétrico
k, ¢ o coeliciente de Poisson, v=0.5. Repare-se¢ que r={r. 5
impliva, para wm valor (inite de B, que ks, Para resol-
ver este problema ¢ lornecido, como dade, um valor de =2
nuito pequeno, por exemplo Jn'". ¢ para modulo de elasti-
cidade um valor tal que substituido em (8) nes dé o valor
de  k  descjado.

Acrescente-se (inalmente que esta Tormulagio  permite
¢ tratamento de materiais incompressiveis, ou  sejua com
u=0.5. Neste caso surge no entanto uma diCiculdade que ¢ o
de o modulo de elasticidade B nao poder assumir um vualer
qualquer, mas ter de ser o valor cariacteristico Jdo material
em analise. Isto implica, como ¢ cvidente, que o k  assu-
ma valor exageradamente colevados, determinando uma tenden-
cia pura solugoes cxcessivamente rigidas, ou mesmo solugoes
sem qualquer significado. Esta dificuldade € ultrapuassada

introduzindo uma singularidade na matriz [Kv]‘ através duma



247
ticnica numérica que consiste em usar uma ordem de integra-
¢ac numérica abaixe da que seria necessdria para uma  inte-
grogcio exacta.  [sto pode ser feito quer usando uma integra
cdo scleetiva (3%3 na matriz [Kd] eo2=2 en TKV]),quor' usan-

do uma integracao reduzida {2x2 cm orhas as matvizes).

J.o Algoritmo de resolucao das L!l{ll_.l&i)&‘ﬁ e
cquilibrio dinamivo

As cquagoes de egquilibrio dindmico tem o seguinte for

[M] iy o+ [T 4ar » [K] fatb = [E(0)! {14}
cmoque a ¢ Hoosao a primcira ¢ segunda derivada dos des-
Lovamentos o em orelagac gootempo, [M1 & g matyiz de mis
Sty el o matriz de smortecimento,  [R] o matris Jde rigi
dom delinida em 2. o AF(t)) o vector Jas Forgas  esterios
ves ., oem ogeral dependente do tempo.

Foi utilizado para o resolocio numérica do o sistema de
cquacees (12} um métode tipn implicito, v metodo de Newmark
[s].

As hipdteses que ha a fazer sao

b= dgh o« Let=e) (i) % sty 13m (13)

{1 Vo= s + + 2= i + i AES i
P {111 llt}.-"\T [i1/2-w) !ltll u“th‘\t}]\[ (1)
0s parametros o ¢ & podem scr definidos tendo em vista
uma determinada aproximagao, utilizando-se dun modo geral
£=20.5 ¢ na=0.25, obtendo-se um esquemy incondivionalmente
estavel.

Considere-se agora o equilibrio no instante  teAt

. e - ; T, } 5
M3 i) * fcl (g uyd (K] {.IHMH Wane! OO

Resolvendo {14) em ordem a [‘:ith“\l] ¢ substituindo cm (13)

ohtercmos {U‘tn’\t} e mtﬂ'\tk em termos de {“tﬂni'

0 sistema de equagoes (15) pode agora ser reselvido
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para determinagao de fag aads
(N8
Faram considerados, no desenvelvimento do e¢studo
dois tipos de matrizes de massu, uma consistente ¢ putra

condensada.
A matriz de smassa consistente Lol obtida Ju forma ha-

hitual

o
!

M1 = [Nll [p] [N]dV LL6)
‘y
cm que [p] € uma matriz diagonal de massas cspecificas.

A matriz de massa condensadua ¢ obtida distribuinde a
massa total proporcionalmente aes clementos da  diagonal
principal de (1lb).

Nes ensaios cfectuados verificou-se que a matriz de
missya consistente modulava de {orma mais ceficiente o com-
portamento do {luido, como s¢ pode constatar no exemplo 2.

A matriz de amertecimente ¢ deflinida como sendo pro-

porcienal & matriz de massa
[l = alM] (17

4. bomfnio 1Tquido com comprimento infinito

U dos pontos gue merece atengao no tratamento de pro
hlemas com (luides ¢ a situagio dum dominio (luide com com-
primento infinito. Vejamos cm particular como se poderd ai
mular por exewplo a albufeira duma barragem cujo desenvolvi
mento a montante se pode considerar praticamente  infinito.
E. portanto, necessdrio introduzir o uma distincia finita,
um tipo de fronteira gue niae permita a reflexdo  das  ondas
que & c¢la vio chegando.

Situagoes deste tipo tem sido tratadas sobretudo utg-
lizande clementos infinitos [4] ou inteprais fronteira [27.

No presente estudo ensailou-se uma outra forma de abor
dagem que consiste em ¢riar nas zonas  gue  nos  interessam
clementos com umas caracteristicas tais que tenham a possi-
bilidade de dissipar o encrgia das ondas que a cles chegam,
sem, contude, darem origem a qualquer tipo de reflexao na

superficie de separagio dos dois materiais.
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0 cfeito de dissipacao ¢ obtido através da matriz de
amortecimento [C]. Procurou-se entdao utilizar valores de a
que conduzissem a situagoes proximas do amortecimento ur?t@
co.  Este facto dcarrctia, por suid vez, que os clementos on-
Je & introduzido amortecimento, se tornam mais  Urigidos' |
tmplicando que se tenha que reduzir o scu madulo de rigidez
volunétrico, para que nav sce veriligue reflexao na sepuara-
vao dos dois materiais,

Para o estudo da relacio gque deve existir cntre os mé
dulos de deformacio volumdtrica das douas zonas, Foi  imple-
qentado, nom minicomputador, um programa gque simela o tubo
Jo exemplo 2, através de molas eliasticas.

Utilizando este modelo mais simples determinon-se com
toda a simplicidade a ordem de grandeza da relagao procura-
di, que depois ol testada com os elementos que se tom vin-

do o descroever.

Pos estudos Peitos atd ao momento concluiu-se, COmo
e constatard no exemplo 2, que o efeito de dissipagao g
ahtido, com hoa aproximagao, com um material com a e S

massa especifica, com um coeliciente de amortecimento proxi
mo o Jo eritico, mas com uma delformabilidade maior {relagio
entre as deformabilidades pr:ixis:m de §5).

5. Aplicagoes

S5.01. Resposta de uma vigas encastrada a ouma carga

uniformemente distribuida subitamente aplicada

A figura 1 representa uma viga encastrada em ambas as
cxtremidades na qual ¢ aplicada subitamente wma cargs  uni-
formemente distribufda de 300 1h/in”.

A viga ¢ modelada com 5 elementos p.'ir.'tlu'\]'zcns ¢ lot
usado um intervalo de tempo  At=0.0001 scec para a4 sua ani-
lise.

Lonstata-se gque os resultados sao razoavelmente apro-

ximados com os apresentados por outros autorves [o].

5.2. Propagagao duma onda de pressao num [luido
A figura 2 representa um tubo Cechado numa das extre-
midades ¢ sujeito a uma pressio de 1 Ib/in?, aplicada subi-

tamente, na outra extremidade [11. TPara este caso  simples
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Fig. 1. Resposta dinamiva Juma viga encastradi,
sujeita o mma carga unid formemente dis-

tribufda subitamente aplicada

¢ conhecida o solugiao tedrica. Jda propagagao da onda de
pPressiao.

Far primeire lugar o tubo foi descritizado com 5 c¢le-
mentos parahélicos, todos do mesmo tipo, ¢ for analis=ades
usando a matriz de massa consistente ¢ a cvondensada. \V utd
lizacao da matriz de massa consistente condusziu a resulta-
dos muito mais satisfardrios. aproximando-s¢  razoave lmente
di solugio teorici.

Em scgundo lugar procuron-se¢ testar a solugao propos-

ta no ponto J.  Para isso introdusiu-se mais um eclemento Jde

comprimento duple, ¢ nos Jdois nltimos elementos amortecimen

to.

Apresenta-se as solugoes correspondentes o k]/i\,=5 [
}\1;‘k3=1u.

Verifica-se que em particular para a relagao kif'kz-_%
a4 pressdao no tubo se manten aproximadamente constante ¢

igual ao valor da pressio exterior, nao sc¢ verificando a du

plicagao du pressao, por reflexio no fundo, come se veriti-
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ca na primeira situacao.

6. Conclusoes

Mostrou-se come num programa standard de elasticidade
plana, e com poucas alteragoes sc pode incluir o tratamen-
to de fluides, e materiais incompressiveis.

A utilizagdo dum algoritmo de tipo explicito mostrou-
-se eficiente no tratamento de ambos os materiais solidos e
fluidos. Verificou-se no entanto que no tratamento dos ele
mentos [luidos a utilizacao de matrizes consistentes conduz
a resultados muito mais aproximadas.

A inclusio de clementos com amortecimento para  simu-
lar dominios de fluido infinites mostrou-sc¢ promissora, de-
senvolvendo-se neste momento investigagao no sentide de dar

maior generalidade as conclusoes apresentadas.
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SUMARTO
Aeste trabalho estudamos o caso de endurecimento nuao
linear misto isotropo-cinemiatico, usando o criterio de escoa
mento Jde Mises e o ¢ritério cinemitico de Prager. A teoria
constdera pequenas Jdeformagoes elasticas e plasticas. Como
exemplo & analisada uma olaca circular simplesmente  apoiada

submetida a um cicle de caren e descarsa.

STMMARY
this wark concerns the application of isotropic-
-Kkinematic hardening. usine the Mises yvield criterium and
Prager's hardening rale. A situation of small strains
{elastic and plastic) is cvonsidered. As an examnle, 4 simply
supported circular plate is analized under a loading-

=unloading cyvle.




1. Introducdo

Neste trabalho apresentamos uma anlicagao de método
dos elementos [initos 1 andlisc de estruturas elastopldsti-
cas considerando endurecimento misto isdtropo-cinemdtico. Es
te trabalho faz parte de uma série de estudos realizados pe-
los autores sobre o mesmo assunto ¢ que estau sendo reunidos
num programa bastante geral, que se encontra em elaboracgao e
teste |1|, |2].

Come ¢ bem conhecido, o c¢ritério de endurecimento isé-
tropo, o mais usado pela sua simplicidade, nao representa a-
dequadamente o efeito Bauschinger. Para corrigir este defei-
to, Prager |3| introduziu o critério cinemitico. Muitos re-
sultados experimentais, ne centanto, sdo melhor aproximados
usando uma combinagio de ambos os métodes [4]. O endurecimen
to misto foi aplicado por lanaka |5| ¢ por Hunsaker |6, wu-
sando de uma variante do endurccimento cinemidtico devida a

Ziegler.

2. Relagdes constitutivas elastoplasticas

Limitaremos nossa atengiao ao caso de pequenas deforma-

¢Des clasticas e plasticas. Nestas circunstancias o tensor

de deformacoes ¢ indicado por by = 1/2 E"i 3 + uj i] onde
u, sa0 os deslocamentos do sdtido ¢ | ].1\ indica derivagio
com respeito a ordenada Xy Em plasticidade & usual traba-

lhar com taxas, como por cxemplo {i] arijlat, onde t & o
BT

ferenga entre as deformagocs totais ¢

tempo. As deformagoes plasticas sao definidas como a di-

¢ as Jdeformagoes e-

ij
lasticas C?j (recuperaveis):
= B D i
rij rij + *"ij (1)
A relagao entre tensoes ajj ¢ deformagoes elasticas ¢
¢
g =D € £

onde D € a matriz constitutiva clastica do material (ao lon-
go do trabalho usaremos indistintamente as notacocs matrici-
al e indicial).



As relagoes elastoplasticas presumem a existencia de

umid superficie de escouamento ou carga definida por
flo. s) =0 {3

ende = indica um conjunto de tensores de ordem par gue carac

terizam o estado do material . Tomando a4 (31 como super-

tTcie potencial da deformagio plastica temos

o S 4
3 Vs (4
onde 4 ¢ um escalar nao negativo, Durante a deformagao elas-
topldstici o estado de tensoes deve satisfazer a comndigae de

consistoncia

T I
|'l} WY @ 1_1-1} g E = 5
i e %
e ol 2 4 e 1A whrenos
I
c: | S ali i
Iy ol 1.“‘ 11 i
| T - - e (L)
I v i " TWE
tin R1s]
omde
1 F( .I‘ -~
A= - A "-nl el

Vied & oa relacio entre tasas Jde tensao o deformacao durante

processes clastopldsticos: o termo entre colchetes € o mit=
triz clastoplistica I . Naturalwente. para processos eoliasti

at 2
Cus oa [‘L"I‘ sera substituida pela D,

Vs SEnemin

Neste caso temos v, onde o ¢ oum tensor de se-
gunda ordem simctrico, com as dimensoes da tensao, que determi

na a mudanga de posigao da superficic de carga no espago  de




tensoes, enquanto que X ¢ um escalar que controla o tamanho

da mesma. As relagoes usadas neste trubalho sao da forma

5 \ bf2 . y
0= 147 togy - aq ) togy = ugy)) i fped
o = @ !.5_\. (0
Yij 1] ;
x* = ndg el ol (1)
" 1 . . i
onde “ij = iy T lg L‘.”} -\il-' ¢ o tensor desviadoer. Para cal-

cular o valor de A a ser substituido em (6). desenvolvemos a

{7

A
| ol . i i
A== i [I—r\‘] 1 + \‘{ ¥ ) (11}

as relagocs (1), (8) ¢ (10) temos

~ RS .
af 2 o abs. o ,
e ¥ H A 5 iJ” {\6} A H 1124
para o caso de escoamento uniaxial, onde 30/30 = al/5y = = 1
e o= ao/acl Por outre Liada.
= ;
al & Vi 1E|
R | = - A 4 1 =1
AL ¥R TR Tyt
' ' (13)
%
iy - ¢ Iﬂ. 5
levando em consideracio a (1p ¢ o (91 ¢ dado gue por L8
fab/3al = - f{at/pe). Substituindo (121 ¢ (13) na {(11) ¢ esta
na (0] temos
W {ar/m wid
I =N - b e .1_1!__f_11_/|_ (143

(3/2 ¢ + H + {pf/30}

4. Determinagio das constuantes Il ¢ ¢

A Fig. 1.b indica a curva tensao-defarmiacio plistica
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do material. assim como o deslocamento b do centro da super-

ficie de escoamento.

Vopartic de 1 ohtemos

NaoFig. Lob ovemes gue o acrdéscime deg ¢ constituide por Jduas

parcelas: uma devida ao endurecimentos cinematico (Ab ¢ ou-

fra devida ao endurecimento 1.-n'It'u'|n‘ {.'-.1'1 - abie Assim. o va-

lor de 1 sera dado por

H: = 1;111.'; e ; a -l} 5 E (10
[ 1 gl Ni [|. i IE s i;

Considera-se que as constantes determinadas para o caso de
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deformagao axial sejam validas também para cstados de ten-
spes mais complexos.

No programa computacional, o relagido entre os acrésci-
nos de Acl e Ab e feita de forma que nara qualquer valor cf
temos uma relagao constante (Ah/&nl = FCY, onde I'C ¢ um va-
lor entre 0 ¢ 1. Deve-se ohservar, tambfm, que no programa o
curva tensao-deformagae plastica ¢ aproximada pov meio Jde
uma poligonal. Cada lado da poligonal ¢ caracterizado por um
valor de ¢ e H.

0s valores de H, ¢ ¢ FU correspondentes as formulagdes
isdtropas, cinematica ¢ mista sao tais gue as relacées (14)
para o caso de tensao uniaxial monotonicamente crescente sio
ignais. Em caso de descarga, ¥ ¢ a’ variam de mancira diver
Sa, em guanto que ¢ o Hoassumem sequencialmente valores dife-

rentes.

5. Esquema geral do programa

Um esquema geral do programa ¢ indicado na Fig. 2. ]
caleulo de Yogp Seguc o mesuo provedimento descrito na  ref.
[8]. A Gnica observacio que deve ser feita diz respeito A

descarga de um ponto ja plastificado. Vamos supor que um pon

to nestas condigoes sofre descarga. Neste caso o NroRTamna
e = 3
guardara o valor de a* 5 e s B, hem como
— et - i i % ;
ar = / {n;i = uii!1ﬂi; - ui]) carresnondentes ao instante
2z | i ]

da descaryg
S¢ o ponto volta a plastificar, o programa funcionarid
para cle como cinemitivco puro, mantendo a super{icie

coamento no valor x = 0% até o instante em que o =

iguale ou supere o valor u”, A partir deste instante o pro-
gramas volta a operar, em relagiao ao ponto, no regime misto.
Desta maneira evita-se a diminuicao do tamanho da superticie
de escommento durante o perfodo mencionado. A Fig. 3 vepre-

senta o processo indicado para uma situagao uniaxial.

6. Excmplo
Como exemplo de anlicacao considera-se a placa  circu-
lar indicada na Fie. 4 submetida a um ciclo de carpa ¢ des-

carga, para a qual existem resultados numericos ¢ experimen-



261

Ei‘lcu]o da matriz de riridez eléslicﬂ

resolugao do sistema de equacoes)
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6 . A curva tensdo deformagao adotada € determinada pe
pares ordenados € = 0.000976, o = 55.16 "lN/mz: e=0.0025,
82.74 MN/mz: € = 0,00925, ¢ = 124.11 "1N/m2: € =041,
241.33 HN/mz.
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Fig. 4
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0 exemplo foi analisado usando os criterios isotropo,
cinematico e misto (com FC = 0,5). Este valor foi determina
do com base nos valores indicados na ref. |[6]|. Apresentamos
na Fig. 5 os correspondentes resultados obtidos para a rela-
gao carga-deslocamento no centro da placa e o resultado expe
rimental de ref. |6|. Pode-se ver que o critério misto da uma
melhor aproximagdo na descarga, com resultados intermediari-
os entre os correspondentes ao endurecimento isétropo e cine-
matico. Durante a carga e parte inicial da descarga os trés

procedimentos conduzem aos mesmos resultados.

P(N)
1,54 4448
f’ !
" "’
1.0 1 -
L0 / i/
v /
/

[ .
.51 A~_experimental

A 2
4 desloc,

52 cm

isétropo-cinematico
cinemafico

Fig. §
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SUMARIO

Neste trabalho foi desenvolvido um modelo matematico para simula-
gao de transientes térmicos no Circulador de Hélio (CH) do Instituto de
Pesquisas Energeticas e Nucleares, Sao Paulo. 0 modelo baseia-se nas
equagoes de energia aplicadas aos diversos componentes do CH. 0 sistema
nao-linear de equagoes diferenciais ordindrias de primeira ordem e de
equagoes algebricas nao-lineares assim obtido € resolvido usando o
""'System/360-Continuous System Modeling Program - CSMP'' da IBM. A valida
de do modelo foi comprovada mediante comparagoes com resultados experi

mentais.

SUMMARY
A mathematical model has been developed to simulate thermal tran-

sientes for the Helium Loop of the ''Instituto de Pesquisas Energéticas
e Nucleares' ,5ao Paulo. The model is based on the energy eguation
applied to the various components of the loop. The nao-linear system of
first order ordinary differential equation and algebraic equations has
been solved using IBM'S ""System/360-Continuous System Modeling Program-
CSMP''. The model has been tested satisfactoriy with experimental

results.
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1. Introdugac

0 objetivo deste trabalho € desenvolver e testar um modelo para si
mulagao de transientes térmicos no Circulador de Helio (CH) do Institu-
to de Pesquisas Energeticas e Nucleares (IPEN), SP., que consiste basi-
camente de um aquecedor elétrico, tubulacoes e trocadores de calor.

0 modelo € obtido atraves do balango de energia em estado nao-esta
cionario, global (i.e. derivadas espaciais sao evitadas), aplicado aos
varios componentes de CH. 0 resultado € um sistema de equagoes diferen-
ciais ordinarias de primeiro grau e de equagoes algébricas, que & resol
vido utilizando um programa do 1BM, chamado '"Continuous System Modeling
Program CSMP''.

As temperaturas calculadas e experimentais sao comparadas para ava

liar a validade do modelo.

2. Modelo Basico

0 modelo consiste da equagao de conservagao de energia em estado
nao-estacionario aplicada aos trocadores de calor de carcaga e tubos e
as tubulagoes.

Para trocadores de calor (Figura 1), usa-se as equagoes a seguir:

e To
- lsolomenfo — — — ® Tw23_ . _
e o — — Tuz_ o - — a —
7 Vad e rg —
Corcoga” - ,/ .Thlz/- / 7
3 ’ | S
mc —eTle Fluido da e TI2 eT2 —»
«— 73+ Fludo do e T34 *T4 a+—mt
A SS— e i __-__Q___
Fig. 1 Esquema de trocador de calor
dT3h
R 2 = o 1
Cv, M, — = m Cp, (T,=T3) + UA (T, TSh} (n
dT12
Cv, M, —e= = m Cp, (T)=T,) + A (T3,i-*r}2) +ha (T 7T ) (2)




€ dTWIz =t {T,.=T .3 +K (T .~T .}
w w dt 12wl w2 wi
w23 - 2 3
C, M s K, ('1'wi Twz} + K, (Tw3 Twz)
ha Ac (Tw3-To) B Ki (TWZ-TW3) =10
N
34 2
. ) T|+T2
12 Z
+T
wl w2
Totz * 2
< } Tw2+Tw3
w23 2

(3)

(%)

{(5)

(6)

(7

(8)

(9)

Equagoes (1) a (5) sao balangos de energia respectivamente para o flui-

do dos tubos, o da carcaga, parede da carcaga e o isolamento da carcaga,

e para a superficie externa da isolagao da carcaga. Nas equagoes (1)

(5), ¢» €,

, me M sao respectivamente calores especificos a volume

pressaoc constantes, vazao massica e massa, todos considerados

tes; subscritos t e ¢ se referem ao fluido do tubo e o da carcaga

a
e
constan-

res-

pectivamente. U e o coeficiente global de transferencia de calor entre

o

fluido dos tubos e o fluido da carcaga. A} é a area interna da carca

ga e h o coeficiente de transferencia de calor entre o fluido da carca-

ga e a carcaga.

TI' TZ' T]2 e Th‘

-

31

T

sao temperaturas de entrada, de said

34

a e tem-

peratura média do fluido da carcaga e do fluido dos tubos respectivamen

te. Tw], Twz e Tw

na da carcaga, da superficie externa do isolamento, e Tip® T

3

sac as temperaturas das superficies interna

13

peraturas medias da carcaga e do isolamento.Cw e Ci sao calores

ficos respectivamente da carcaga e do isolamento. Ao e h0 530 a

superficie externa da isolagac e o coeficiente da transferencia

lor entre a superficie externa do isolamento & o ar ambiente, a

tura To' Kw e Ki sao definidos como:

e extei
as tem-
”
especi-
area da
de

tempera

ca-



& kwﬂz
Kw = i) (10}
0, In .
2 D
1
2 kiAo
Ki = - ) ()
o
Da In Dz

onde kw e |, sao condutividades térmicas da carcaga e do isolamento,
consideradbg constantes. D, D2 e A2 sao os diametros interno e exter-
no e a area externa da carcaga, e D, e A, diametro externo e a area ex-
terna do isolamento. Nota-se que a conducac axial nao aparece em nenhu-
ma das equagaes do modelo.

As temperaturas medias T e Twz sao consideradas como

12> T3 Tui2 3
médias aritméticas das temperaturas nos extremos do trocador como indi-
cam as equacoes (6) a (9).

0 modelo referente ao trocador de calor consiste entao de um total
de 9 equagoes, das quais 4 sao equagoes diferenciais ordinarias de pri-
meiro grau (egs. (1) a (4)) e 5 equagoes algébricas ((5) a (9)). As no-
ve temperaturas incognitas sao TZ’ T3, TBU’ le, Twl’ Tw2’ Tw}’ TwlZ
Os parametros do modelo, que podem variar com o tempo sao Tl' Th'

e

Tw23.
T, m em.
or Tt c
Para as tubulagoes (Figura 2), usam-se as equagoes (3) a (5), (7)
a (9) e (10) e (11), substituindo o fluido da carcaga e a parede da car
caga pelo fluido na tubulagao e parede da tubulagao. Um balango de ener
gia para o fluido na tubulagao da a equagao a sequir, obtendo-se um sis
tema de 7 equagoes e 7 temperaturas incognitas.
Cv, B, —==m_ Cp, (T|~T2) +hA (TNI-T ) (12)

1 12

Nota-se que a eq. (12) difere da (3) somente pela falta do termo UA
(TBh-TIZ)’ e os subscritos c, 1, 2 e 12 se referem agora ao fluido na

tubulagao e w refere-se a parede da tubulagao.
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Twl
— TIe\ Fiudo oTi2 T2e| —
= -¢
Fig. 2 Esquema de tubulagao
Nas jungoes das tubulagoes (Figura 3}, € aplicado um balango de
energia em estado estacionario, dando:
Cp1 m, T, = Ep2 m, T2 + Cp3 m3 T3 (13)

onde os subscritos |, 2 e 3 sao definidos na Figura 3.

.mz m;l

T2 T3

e

Fig. 3 Esquema de juncao

3. Metodo de resolugao

As equagoes apresentadas, aplicadas aos trocadores de calor, as tu
bulagoes e as jungoes do circuito gue esta sendo modelade constituem um
sistema de equacoes diferenciais ordinarias de primeiro grau com valo-
res iniciais e de equagoes algebricas, que sao lineares quando os coefi
cientes das temperaturas sao constantes, e nao lineares, quando eles de
pendem da temperatura. Foi escolhido o "'$/360 Continous System Modeling
Program CSMP' da 1BM para solugao numérica das equagoes. CSMP  resolve
sistemas de equagoes diferenciais ordinarias de primeiro grau com valo-
res iniciais, lineares ou nao-lineares, e permite também, que se in=

cluam equagoes algebricas, lineares ou nao-lineares.
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0s métodos de integracao usadus no CSMP (Runge-Kutta, Adam, Simpson,

Eulerl estao sujeitos a limitagao do maior passo de integracao t, de-

2

nominado passo critico At_v para fornecerem solugoes estaveis. Para um

sistema linear de n eguagoes, dado  por:

9 _ A% + b (14)
dt
onde X é o vetor das incégnitas, A a matriz dos coeficientes, (n x ni,

¢ b o vetor do lado direito, pode mestrar-se que o método de Euler (re-

i = respecti=
e 7w v

vamente, onde .+ (A) € o raio cspectral da matriz A. Como o calculo exa-

tanguiar) e Runge-Kutla requerem Ot = __%_ e
c v (AY

to de « (A) € muito trabalhoso, considera-se neste trabalho como boa a-

proximagao para tal a seguinte cxpressao:
o (A) = max |a ci) e 1=k (15])

,
onde max |a..

i ¢ o maior elemento diagonal em modulo da matriz A,

Valores peguencs de htc em relagao a duragao do Lransiente signifi
ca que um ndmero grande de passos de integragao tem que ser utilizado.
Para evitar esle inconveniente, as equacoes diferenciais com  elemento
diagonal pequeno podem ser tranformadas em equagoes algebricas, despre-

\
zando o termo de acumulagao. Por exemplo, se,aii| varia de .01 a 10 S-i,
para um transiente de 1000 sequndos, o sistema original tera ﬁtc = 7
segundo, requerendo um minimo de 5000 passos de integragaoc. Desprezando
as derivadas tempurais nas ecquacoes com ]aii} 0.1, necessita=-se somente
de um Atc de 20 segundos e 50 passos de integragac (utilizando o metodo
de Euler).

Este procedimento foi utilizado na simulagac do circulader de he-

lio, como e discutido no proximo iten.

4. Aplicacao ao Circulador de Helio do |PEN

Descrigao do Circulador

0 circulador do hélio (CH} instalado no IPEN tem por objetivo en-
saiar os varios componentes em desenvolvimento dos reatores nucleares
de alta temperatura, arrefecidos com heélio (HTGR). Recentemente tem 5i-
do utilizado para ensaios de isolamento térmico dos dutos de gas quente
dos HTGR'S.

As partes principais do CH e suas interligacoes estac esquematiza

das na Figura 4.




Bomba
Circulodora

S§?o Misturador

Fig. 4 Esquema do circulador de Hélio

0 aguecedor consiste de blocos de ceramica refrataria com 402 ca-
nais verticais contendo fitas aquecedores. 0 conjunto ceramica-aquecedo
res fica dentro de um recipiente revestido de isolamento térmico, que
por sua vez esta dentro de um vaso de pressac. Na saida da bomba circu-
ladora, o gas € dividido em duas partes. Uma segue em diregao ao aquece
dor e circula no espago anular entre o recipiente internc e o vaso de
pressao externa, protegendo assim a parede do vaso das altas temperatu-
ras. A sequnda parte seque para o trocador de calor regenerativo (TCR}
onde recebe um preaquecimento. Esse trocador € do tipo carcaga e tubos;
com chicanas tipo disco-anel, operando em contra-corrente. Do TCR tal
fluide & conduzido ao aquecedor onde se efetua o aquecimento final do
gas durante sua passagem nos canais dos blocos de ceramica. Depois do
aquecedor, essa parcela do fluido percorre a secac de teste, que consis
te de uma tubulagac com isolamento interno, e retorna ao ICK onde e res
friado cedendo sua energia para o preaguecimento citado anteriormente .
Em seguida, os dois fluxos descritos encontram-se no misturader. Do mis
turador, o gas passa pelo resfriador que € tipo carcaca-tubo em U com
chicanas segmentais, no qual e novamente parcelado em dois, pela acao
de um "by-pass'' interno. Uma das parcelas entra nos tubos em U onde ce-
de energia para a agua de arrefecimento, enquanto que outra passa dire-
tamente pelo by-pass. Em sequida, unem-se, e deixam o resfriador em di-

recaoc a bomba circuladora.
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0 modelo do CH

0 CH foi dividido em varias partes e para elas aplicaram-se as e-
quagoes do modelo basico anteriormente apresentadas. As  equagoes di-
ferenciais com ﬂtc menos do que 10 segundos foram transformadas em equa
goes algebricas e o modelo final consistiu de 15 equagoes diferenciais
e 51 equagoes algebricas.

Para modelar o aquecedor, foram usadas as equacoes validas para as
tubulagoes, e no lado direito da eq.(12) acrescentou-se um termo refe -
rente a potencia do aguecedor.

0 coeficiente global de transferencia de calor U, foi calculada
utilizando-se o método de Donohue {2). Os coeficientes de transferencia
de calor por convecgao forgada, h, e por conveccao natural, ho‘ foram
calculados atraves de correlacoes conhecidas.

0s valores da poténcia do aguecedor, vazoes de helio e a vazao da

agua de arrefecimento sao tabelados em tuncao do tempo.

Resultados

A seqguir sao apresentados resultades 1ipicos da sinulacae de uma
operacao de 12 heras e 30 winutos. Para essa simulacao foi utilizade
por ser mais economico o mctodo retangular, com At = 9 segundos.

0s tesles mostraram que pard passos de inleqracao iguais ou  ieno-
res que | segundo ¢ erro numérico e despresivel e que tal erro para pas
so de integracao igual a 9 sequndos ¢ de no maximo 107 durante a primei
ra meia hora de operagac, dininuindo rapidamente a medida que as tempe-
raturas vao aumentando.

A Figura 5 mostra os valores experimentais ¢ os calculados d

ratura a sarda do aquecedor {entrada da secdo de teste) ¢ as varia;ées
com tempo da potencia do ayuccedor, varzae total de helio e vazao da
agua de arrefecimento. 0s valores calculados estac cerca de 5 a 300 a-

baixo dos valores experimentais. bssa faixa de crro pode ser considera-

da pequena, to as simplificagoes do moudelo e as incertezas nos vaio-
res numericos de alguns parametros, como por cxemplo, calor especifico
dos blocos de ceramica do aqueccdor, que foi estimado em comparagac com

os valores de ceramicas parecidas.

5. Conclusoes
0 modelo de trocaderes de calor ¢ tubulagoes, consistindo basica-
mente de balangos de energia globais para estado nac-estacionario, foi

aplicado ao circulador do helio do IPEN, resultando num sistema de egua
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coes diferenciais ordinarias de primeira ordem e de equagoes algébricas.
Visando a uma redugdo do tempo total de processamento e em consequencia,
os custos, algumas equagoes diferenciais foram transformadas em  equa-
coes algebricas e o sistema resultante foi resolvido utilizando CSMP .

0s resultados numéricos e experimentais concordaram satisfatoriamente.

REFERENCIAS

{1} Donchue, D.A., "Heat transfer and pressure drop in heat exchangers'',
Ind. Engng. Chem. Vol. kIl (1949), pp. 1357-1362.
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SUMARIO

0 ohjetivo deste trabalho ¢ a analise de problemas lineares de
condugao de calor em materiais anisotropicos e ou I's:-terogéneos. sob re-
gime transiente, através de dominios bidimensionais com qualquer tino
de geometria ou dominios tridimensionais axisimétricos. Sac  admitidas
somente condicoes de contorno constantes com © temmo alem da nossihili
dade de geracao interna de calor no interior do dominio de solucao. A
resolucao do problema € efetuada nor andlise modal e o método numérico
utilizado € a técnica de elementos finitos segundo a formulacido de
Calerkin.

SUMMARY
The object of this papper is the unsteady linear heat conduction
through anisotropic and/or heterogencous matter, in either two-
-dimensional fields with any kind of geometry or three-dimensional
fields with axial symmetry. It only accents time-independent boundary
conditions and it is possible to have internal heat generation. The
solution is ohtained by modal analysis emnloying the finite clement

method under Calerkin formulation.
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1. Introdugao
Sahe-se que em estruturas termicamente carregadas € possivel mui

tas vezes desacoplar as equagoes terme-eldsticas daquelas que descre-
vem a distribuicac de temperatura. Assim, € desejavel resolver o nro-
blema de transmissido de calor e usar os valores das temmeraturas resul
tantes para determinar os cammos de tensao e deformacao da estrutura
Nesse modo, propde-se aqui um nrograma numérico canaz de equacionar
problemas lineares de conducaoc de calor através de materiais anisotro-
picos em dominios bidimensionais, sejam superficies de contorno qual-
quer ou s6lidos axisimétricos, em regime trunsiente ou permancnte, sub
metidos a condigdes de carregamento térmico constantes com o temno, ad
mitindo ainda a existéncia de fontes internas de geracao de calor.
Tais condicoes se classificam em dois grupos hasicos:

1 - Condigoes de contorno especi ficadas (condigoes de Dirichlet) - tem
peraturas especificadas no contorno.

2 - Condicoes de contorno naturais (condicoes de Cauchy) -

2.1. fluxe de calor especificado no contorno e/ou condicoes adiaba
ticas especificadas atraves de isolamento termico ou pela  existencia
de planos de simetria (fluxo nulo):

2.2. conveccao especificada no contorno.

Foi utilizado como técnica de resolucio o método dos  elementos
finitos, a fim de manter a uniformidade do conjunto & que nertence es-
te trabalho. Trata-se do sistema de cilculo estrutural desenvolvido ne
lo Grupo de Andlise de Tensoes do Tepartamento de Fngenharia Mecanica
da UFSC para o estude do comnortamento dos vasos de nressao de  reato-
res nucleares, particulammente durante as oneracoes de inicio e térmi-
no de funcionamento. Este trahalhe € uma de suas etapas nreliminares e
tem como ohjetivo central a andlise dos lonpos transientes  térmicos

que se estabelecem nestas ocasiocs.

2. Formulacao por Elementos Finitos da Bquagao Matricial do Pro-

blema
A andlise dos fenomenos de transferéncia de calor € toda desen-
volvida a partir da equacao da conservacao da cnergia térmica que sob

notacao diferencial toma a forma

dr - )
DCI'J—dt—+Uq:Q (1}
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Particularizando a equacao hasica (1) nara o prohlema de condu-

gao térmica em solidos heterogéneos e isotronicos ohtem-se
.odr
n(_p b e VoL (kvTY + Q (2)

A mode lagao matricial, por elementos finitos, de prohlemas fisi-
cos descritos por equagoes diferenciais parvahdlicas como € s equacio
(21, tem como nrincipal meio de implementacao a formulacao de Nalerkin,
segundo a qual um dominio de selu¢ao bidimensional pode ser di scretiza
do através da relacao

m
™oy = TN an 1,0 (3)
1=1

onde 1'¢) (x,v,1) € a solucio aproximada sobre o clemento  hidimensio-
nal, m ¢ o nimero de nos do elemento, Ni sao as funcoes intemoladoras
usadas na definicao do clemento ¢ T, ¢ o valor da temperatura em  cada
u dos m nos do elemento.

Sob notacao matricial tem-se

,]-{L‘} (X.v.t) = |N|{L‘! {,H[t‘] (1)

o3 - o . -
onde N, (c sa0 as fungoes intemoladoras definidas sohre o clemento

= e g VO
generico (¢) ¢ {1 (e)

sn0 as temperaturas nodais do elemento (e).
hNeste trabalho foram empregados clementos trianpulares com um
nG om cada vértice, sendo em consegllencia lineares as funcoes intermo
Lacdoras Ni'
A selugao para todo o dominio ¢ ohtida nelo somatorie das  solu-

coes aproximadas para cada um dos elementos comonentes daomalha

3 ple)
T (x.t) = 22 1 (kv (5)
=l
Como resultado da aplicacae da formulacae de Galerkin obtem-se a

cauacan matricial do problema sob a forma

AL (T« BB T + 100 = {0) (6)

onde representa a matriz condutancia térmica, B[ ¢ a matriz condu

tividade témmica englobando fenomenos de conducan ¢ convecgao, 101 ¢ o
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vetor carga térmica, (T} € o vetor temperatura e {T) € o vetor deriva-
da primeira da temperatura em relagao ao tempo.

A obtencao da equagido correspondente a equacao (6) para dominios
tridimensionais axisimétricos nao apresenta dificuldades. Seu detalha-

mento € apresentado por Huebmer |1].

3. Resolucao por Analise Modal

Para solucionar um sistema de equacgoes diferenciais lineares na
forma matricial por analise modal, & desejavel o desacoplamento do con
junto de equagoes do sistema de maneira a possibilitar seu manuseio in
dividual.

A solugao adotada foi a utilizagdo do meétodo nronosto nelo Prof.
Domingos Boechat Alves |2| capaz de desaconlar o sistema matricial de
equacoes do problema e determinar seus autovalores e autovetores atra-
vés do conjunto de subrotinas CLVT, DPCHOL e NEIGEN. 0 sistema € desa-
coplado sem que suas matrizes percam a simetria, através da decomposi-
cdo da matriz condutiva térmica |B| pela técnica conhecida como ""Redu-
cao de Cholesky", seguida de duas transformacoes de coordenadas

A reducio de Cholesky {2| € uma técnica para o cdlculo da matriz
triangular inferior e nao singular |R|, efetuada pela subrotina DPCHCL,

tal que |R| seja capaz de tornar verdadeira a igualdade
Bl = [RI|p|* @)
Substituindo a relagao (7) na equagao (6) chega-se a
Al By + IR[IRIYTY + () = {0 (8)
A primeira transformagao de coordenadas do sistema se baseia no
fato de que sendo |R| uma matriz nao singular, existira sempre um ve-
tor {S)} que como o vetor temperatura {T]} sera funcao do temno e
t
[R|™ {T) = (S} (9
Explicitando o vetor temperatura e sua derivada em funcao do

tempo obtém-se a transformacao de coordenadas conveniente que, substi-
tuida na equagao (8), resulta na forma

|A] (tR|t ]'] {S1 + |RILS) + (C} = {0} (an)
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A nova configuragao da equacao matricial do sistema, se pré-mul-
tiplicada pela matriz fR|_]. estara desaconlada a menos de seu  termo
.
em {S}

REY ALARID ™ 81+ (1] isi+ R1TT g0y = 10 an
Fazendo
iny-1 T
[RETIALCORIDYT = |p] (12)
obtém-se a forma mais compacta
: ) LR
D] 1S + 11] (St + [»[7° ()Y = (M (13)

A sepunda transformacao de coordenadas do sistema, obtida atra-
vés da andlise modal, comnleta o desacoplamento e segue a sequéncia de
operagoes descrita abaixo.

Supoe-se que o vetor (S}, representativo da temperatura do novo
sistema de coordenadas, possa ser substituido pela combhinacao linear

{St = |V| (Z} (14)

onde a matriz |V| representa o conjunto de autovetores da matriz in e
o vetor {2} € um multiplicador fim¢ao do temnb.

A determinacao dos autovetores |.\’[ e dos autovalores {3} da ma-
triz |D| € efetuada pelas subrotinas CLVT e DETCEN, constituindo a nar
te mais extensa ¢ importante de todo o processo de resolucio por compu
tador do sistema matricial de equacoes.

Substituindo o vetor {S! na equacao (13) e nré-multiplicando a L
gualdade assim formada pela matriz de autovetores invertida |V| = che-
ga-se a relacdo

-1
|

w7l vied o« (e o+ (e e = (o (15)

0Os autovalores (1} e autovetores |V| da matriz condutancia térmi
@ |D| sao por definig¢ao o vetor e a matriz capazes de satisfazer a i-
gualdade

(al = vt v) (2 = o (16)
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onde
[a] = 1] {2} (17

Evidentemente, a solucao trivial para a equacao (16) nao tem va-
lor pratico, restando
= il 7
[x] = |V| vy (18)
A relagao (18) substituida na equagao (15) fornece o sistema ma-
tricial de equagbes diferenciais lineares desaconlado, id que || € u-

ma matriz diagonal.
N2V + (1) qzy + Ry = g0 (19)
onde
{F} = 1v1" ||e.q" 1 (20$)

0 sistema matricial desaconlado de r equagoes diferenciais linea
res € representado pela equagao (19), onde cada equacao
Zs F.
. i i
By & ] o ]
i %

[}
[ S5
—t

sera resolvida individualmente através de intepracao direta segundo a

relacao abaixo.

t f. T t
z; = (Cl +j -1 exn i da ) dt ) exn I:L gt-) (22)
o A L A

sendo (1 a constante de integracao.

Admi tindo-se apenas condicoes de contormo constantes com o temno,
os termos f; do vetor carga térmica também serao constantes com 0
tempo. Este fato somado d nao variacao dos autovalores A durante o
transiente, torna possivel a simplificacao da relacao (22)

3 =1 (o (50 )+ f (exmn(- 52 - 1) (23)
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lma vez obtidos todos os T componentes do vetor solucao {Z} sao
necessarias duas mudancas de coordenadas para que se retorne ao siste-
ma original. Pela combinacao das transformagoes (9) e (14) chega-se a
relagan que soluciona o problema

= (RIS v 2 (24)

4, Resultados
E analisado neste item o problema proposto por Livingood e Sams,

apresentado por Schneider |3].

0 objetivo da andlise € a determinacdo do campo de temperaturas
que se estabelece na secgdo reta da pa de turbhina a pds esquematizada
na figura (1). A pd € atravessada no sentido longitudinal por dois du-
tos de refrigeracio por onde circula dgua a 200°F. Livingood e Sams es
tudam o problema da condugao permanente de calor através de  técnicas
de relaxagao.

Com o objetivo de testar o funcionamento do método em dominios
de contorno irregular, foram feitas algumas alteracoes na proposta ori
ginal, de forma a reconstituir o perfode que se inicia com a entrada
da turbina em funcionamento e perdura até as laminas entrarem em equi-
1ibrio térmico, quando o campo de temperatura se estabelece de  forma
permanente.

Para a resolucao do prohlema foram feitas as seguintes hinoteses
simplificativas: i

1 - Tedas as propriedades fisicas sio constantes e corresnondem
a0 campo permanente de temperatura.

2 - No inicio do transiente o campo de temperatura da pd € uni-
forme e igual a 200°F.

3 - 0 infcio do problema se di quando a turbina € acionada, 0
que provoca o estabelecimento instantaneo de uma temperatura ambiente
de 2000°F,

4 - A pad so troca calor com o meio por convecgao, através dos du
tos de refrigeragao e pela superficie externa em contacto com o ambien
te a 2000°F.

0 coeficiente de pelicula na sunerficic externa da pd € varidvel
com a posigao.

0 dominio de solugao foi discretizado através de 165 elementos

definidos por 121 nos.
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5. Conclusoes

Comparando a figura (3) que representa o campo de temperatura
permanente nd pa calculado por elementos finitos com o resultado anre-
sentado por Livingood e Sams na figura (2), ohserva-se que a distribui
cao e a forma das isotermas sdo semelhantes em ambos os casos.  Porém
nas regioes do contorno, em particular nos hordos de ataque e fuga, e
na parte superior da pa, existem diferencas de até 100°F entre as duas
solugoes.

Esta pequena discrepancia node ser faci Imente exnlicada,pois sao
exatamente nestas regioes onde a malha de relaxagiao  emmregada nor
Livingood e Sams nao tem a flexibilidade suficiente para modelar com
precisio equivalente & modelacido nor elementos finitos, o contorno da
pa.

(0 grau.de precisao dos resultados obtidos e a facilidade de dis-
cretizacao e montagem da malha, mesmo sobre dominios heterogeneos com
contorno irregular e caracteristicas anisotranicas, confirmaram plena-
mente a versatilidade e sepuranca da técnica de elementos finitos anli
cada @ andlise térmica.

A utilizacao do método dos clementos finitos € ohtida com o sa-
crificio da simplicidade de programacio ¢ dos haixos custos de proces-
samento, exigindo sempre um volume de dados de entrada sunerior a qual
quer outro processo de calculo numérico.

E evidente que, montado o sistema, sua aplicacio fica facilitada
Ainda assim nao € conveniente o uso indiscriminado desta técnica, nrin
cipalmente pela diferenca nos custos de processamento se comparada aos
métodos convencionais de calculo numérico.

0 campo de aplicagio dos elementos finitos surpe a medida que o
contorno do dominio toma formas mais complexas, impossibilitando o uso

dos métodos muméricos tradicionais.
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"

lMiversos tipos e variantes dos "alternating dircction  methods',
(APMI foram aplicados ot solugio da equacao de condugiio de calor, com fon
te. regime transitorio. em regiocs axissimétricas, Os resultados obtidos,
postram as vantagens de algumas variantes em relacio ao método tradicio-
nal de Crmk=Nicolson. O "alternating direction explicit”, (ADE), foi en
tre os AIM basicos, o que mais se destacou. kntre todos, o AN acoplade
4t translomgiao exponencial parece ser a variante com maior  poten-

cial, principamente, quando nsadi com intervalo de tempo variavel.

SUMMARY

Varicus types and variants of altemating directionmethods, (AM),
were applied to the solution of the time-dependent heat conduction cqua-
tion, with source. in regions with axial simmetry. Among the basic AIM's,
the alternat mg divection explicit was the one which performed  better,

Ancexponent inl transtonat ion coupled to the i seoms to be the variamt with

sreater potencial, especially i used with o variable time step scheme.
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1. Introdugio
Em trabalhos anteriores [1],[27] e [3], o métedo "alternating di
rection implicit" (ADI), proposto por Peaceman e Rachford [4] e modifi-
cado por Douglas [‘:] fol aplicado @ solugiio temporal de equacdo da con

ducao de calor em duas e trés dimensdes. Nesses trabalhos foi constatada
uma clara vantagem desse método sobre o processo tradicional de Crank -
Nicolson para a maioria das aplicacoes estudadas.

Também em cinética de neutrons, os "alternating direction methods'
(ADM) foram aplicados com sucesso a solucdo da equacao da difusao consi-
derando varios grupos de energia [5], [6] e [7]. Nesta drea contudo,
para os problemas de real interessc o ADI mostrou-se apenas equivalente
[7:[ a uma variante otimizada do método de Crank - Nicolson, implementa-
da no programa TWIGL [87]. Tal comportamento atribuido a "stiffness'" das
equacbes de cinética, pode ser em parte compensado com a transformagao
exponencial [5], [6]. Desta forma, o ADI aparecia como uma boa opgio,
contudo foi um outro tipo de AIM. proposto por Larkin [9] e denominado
"alternating direction explicit" (ADE), que quando aplicado s equagdes
de cinética [5], [6], mostrou ser a melhor opgio.

Nesse trabalho, as alternativas apresentadas na literatura consul-
tada, bem como algumas variantes investigadas pclos autores, foram testa
das para uma classe reduzida de problemas. Foram tratades problemas bidi
mensionais com simetria axial e peometria semelhante a de uma vareta com
bustivel de um reator PWR. Os testes realizados foram todos muito  sim-
ples, pois o objetivo do trabalho nesta (ase € apenas selecionar as va-
riantes mais promissoras que seriam entao implementadas num codigo para
analise da distribuicdo de temperaturas mma vareta de combustivel duran

te um acidente de perda de refrigerante primario.

2. A Equagdo da Difusio de Calor Espacialmente Discretizada
Em regioes heterogeneas, mas que apresentam isotropia e simetria

axial, a conducio de calor é descrita pela seguinte equagio:

aT 1 "
PC e =5 af[rl\ﬁ:]“g}: §“z-]"‘q_ (1)

"

onde p, c, k e " sdo respectivamente massa especifica, calor especifi-
co, condutividade térmica e densidade volumétrica da fonte de calor.
Usando-se o processo de "box integration” [10], obtem-se uma dis-

cretizagao espacial de diferengas finitas do tipo "corner mesh, com a




seguinte forma:

d - . . . oy
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B
onde os cocficicntes a's e B's dependem dos parametros k, p, ¢ e do espa
gamento da malha em volta do ponto (i,j).

A equagao (2), juntamente com as formas discretizadas das condi-
goes de contorno podem ser escritas na seguinte forma compacta:

ol o i 2
.d?T—-nl s (3)

onde: T & um vetor coluna cujos componcntes S40 as temperaturas no-
dais. A € a matriz que traduz o acoplamento entre os pontos nodais, de
acordo com a discretizagio efetuada. S € o vetor com os termos de fon-

te, seus componentes sio do tipo q'j"j/ﬁij.

3. Int

‘retizada

Ao Temporal da Bquacio Somi-dis

0 método de Crank - Nicolson generalizado, aproxima a solucao da ¢

quacao (31 do seguinte modo:

TN el o art™ Pl (on) A‘_r“‘]] e 05 geg) s

ol scja,

M=o {[l*(l_mﬂ Mgt ) HI"} )

onde | & a mitriz identidade, © ¢ um fater peso, (0 - 65 1), entre as par
tes implicitas e explicitas e os sobre-escritos usados indicam o instan-
te de tempo no qual a grandeza esta sendo avaliada, Com a escolha  de
c= 0,50 0 equagiao (5) recairia no método original de Crink - Nicolson.
A idein hisica do metodo acima ao avangar wn intervalo de  tempo
(ht). € faze-to de forma parcialmente implicita e parcialmente cxplici-
ta. concomitantemente em todos os pontos nedais. Desta forma. as  equa-
voes aledhricas resultantes tom que ser resolvidas simultancamente.
Bentro da motivagao de se obter sistemas alpcbricos mais  simples,

surgem s métodos ADM. Nesses métodos. para problemas bidimensionais, por



288
exemplo, o intervalo de tempo (At) € fracionado em duas partes, na primei-
ra metade o avango € feito de forma implicita para um conjunto de pon-
tos e explicita para os outros pontos nodais. Na segunda parte € feita
uma inversao quanto aos pontos que foram calculados explicita e implici-
tamente.
Considere as matrizes,

Aolps B Wl T AR v ARk (6)
Lancando mao desta notagao, os métodos ADM, para duas dimensoes, podem
ser descritos de uma forma geral. Na primeira parte do intervalo At, a

equagao (3) seria assim integrada,

1O1/2) g ®). _ 8 [ 1@¥1/2),p 40T LAtsm)

r(*1/2)_ L%‘i ]:L At A, )T(n) At S.[n):[ 7

na segunda parte, a integracao seria feita da seguinte forma:

®)
10D 5 a7 [a- 4 apr™/De gs0]

e combinando-se as equagoes (7) e (8) obtem-se:

)
e e R (L I E

3.1. Os Métodos ADM Bisicos
Considere as matrizes .[;q_ e -I-‘z' tais que .[_J_T, contenha os elementos

de A, que correspondem a discretizagio do operador diferencial da equa-
gao (1) com relag@o a diregdo r e L, aqueles correspondentes a  diregio

z. Note que L_ + L
= =z

0 ADI de Peaceman e Rachford [47]
Neste caso, as seguintes partigoes sao usadas:
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0 ADI de Douglas [3]
Neste caso toma-se:
A =Ll el ¥ L L AewL et pawdy
Azl lpgltl, Ayl vyl eA -7,

0 ADE Proposto por Larkin [§]

Considere as matrizes E, D e C, tais que D contenha os termos da
diagonal principal de A, e E e C, respectivamente, os termos abaixo e a-
cima desta diagonal.

Neste caso A & fracionada da seguinte forma:

N
=87

=

+£e

P

SR |
g By =7

=

+
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0 "Alternating Direction Checkerboard" (ADC), [1T]
Considere as matrizes:

+

=

L L/

&I—I
=
’|L—|
&i—i

L

matriz diagonal {1.0.1,0,..}
g = matriz diagonal {U.].D.]....}

o método ADC sera descrito pela seguinte partigao:

escolhendo-se,

X

0 Método de Linhas Alternadas,'Line lopscotch," (ADL), [12]
Considere as matrizes:

Lohhth *h=L-Lhly=LL~=%
Neste caso, Il e 12 serao matrizes hloco-diagonais cujos blocos sao al-
ternadamente matrizes identidade e matrizes nula.

Desta forma, este método € descrito pela seguinte partigao:
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Vale a pena notar, que com esta particdo, ao se avangar At/2  sdo
resolvidos 2 sistemas de equages separados, um totalmente explicito e
outro equivalente a um ADI. Tais sistemas tém como incognitas as tempera
turas em linhas alternadas da malha de discretizagao.

3.2, Consistencia, Estabilidade e Erro de Truncamento

As propriedades dos métodos acima quanto a estabilidade e consis-
téncia, ndo serdo aqui discutidas, pois ja foram claramente abordadas em
trabalhos anteriores. A referéncia [5] por exemplo, apresenta uma prova
da estabilidade e consisténcia do ADI e ADE, valida também para o caso
de regides heterogéneas.

Quanto ao erro de truncamento, apresentaremos uma derivagao da for

ma de seu termo principal, posto que esta servira de base a  proposicao
de algumas variantes dos AIM basicos.
Em uma forma mais compacta, a equagao (1) pode ser escrita como,

aT
ettt (10}

onde M & um operador diferencial linear que pode ser definido por compa-
racio entre as equacoes (1) e (10).

A equacdo (3), obtida de uma discretizacio espacial, € uma aproxi-
magao da equagao (10), onde ao se aproximar o operador M pela matriz A,
introduziu-se um erro de ordem O (i\rz) +0 f&z"’).

Por outro lado, a solugao formal da equagao (3), ao se avangar um
intervalo de tempo At, € dada por:

At
1D ey -aea TTMrexp -ata ] L epLua st wdn ()

Note-se contudo, que em relacdo a solugdo exata das equagoes (1) ou (10},
os valores dados pela equagao (1) estao afetados de um erro de truncamen-
to de 32 ordem, ou seja O (At ﬂrz) + 0 (At Az ]

Por meio de algumas expansdes em série, a equagdo (11) pode ser pos

ta na seguinte forma:

(12)
g
(L [;—a@é} % -g(m;S):[ T [a.t 1-at 21;\_+g{£&t3):] s('ﬂ%]}t__;—g ( L\t3):[ diH)
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Procedendo-se de forma analoga e considerando-se apenas partigoes
simétricas (gl = 53 e Jl\:i = gd], a equagao (9) pode ser reescrita,

10D [ agey e o(at ] facss (aeap-gint s

2
o atr-i"zt- ApO(AY) S

(n+1) (13)

Comparando-se as expressoes (12) e (13) ¢ lembrando o erro ja im-
plicito na equagio (11), obtem-se uma expressdo para o erro de truncamen
to, valida para os ADM simétricos. Definindo-se o erro de t runcamento
{E.T.) como a diferenca entre os valores aproximados e exatos, pode-se

escTever:
st? Tu(n+l)_o(n 3 2 2
E.T. == T J:‘\l[-g -5 j}@[m‘ J+0(AtAr=)+0(AtAz") (14)
3.3, Algumas Variantes g_o_s: MM_Bﬁsic_Q_}i

0s ADM Pos-Corrigidos (ADPC)

A idéia basica & se adicionar um "termo corretor” de modo a cance-

5 N
lar o termo de ordem At” na cquagio (14). Desta forma, apos se computar

(n+1)
T

2 +
usando a cquagao (9), adiciona-se a este o termo %t A L ‘-}(n .
5 (Tla
-5

, para melhorar a ordem do erro de truncamento dD método.
Note que com excecan do ADI de Douglas, esse tipo de variante po-
de ser aplicado a qualquer um dos métodos basicos.

A Transformugio lixponencial

Utilizando-se a seguinte mudanca de variivel,
T (1) = exp(ft) 0 (1) | (15)

onde £ ¢ uma matriz diagonal, a equagao (3) transforma-sc em:
jj;( 8 = exp(-2t) exp(-0t) o (16)

A motivigio desta translormagiio € atenuar possiveis variagoes  de
ordem exponencial na variivel original, obtendo-se desta fomma, uma  va-
riavel transformada de comportamento temporal mais suave. Lspera-se por-

tanto, quc i cquacio (16) possa ser integrada com intervalos de tempo
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maiores do que a equagao (3).

Na pratica, para se usaresta transformagao € necessario os elemen-
tos da matriz § a cada intervalo de tempo. Virios algoritmos foram ten-
tados com essa finalidade [5], [67] e os melhores resultados foram obti
dos com a expressao abaixo:

| T, (™

._ i,

Qi,] At In W%T‘TT . tn <t = tn+1 a7
1,]

Métodos de Particdo Variavel

A motivagao aqui € também melhorar o erro de truncamento, porém ao
invés de se adicionar um termo corretor, tenta-se anular o termo princi-
pal através de uma partigao adequada. Desta forma, os termos das diago-

nais de 5_-\1 e 1;\2 seriam escolhidos, a cada intervalo de tempo, de modo que
[ s™D-s® ]- o

0 Método "Locally One-Dimensional’” (LOD)
Este método surgiu da classe de métodos de intervalos fracionados,

propostos na literatura russa.
Usando o mesmo formalismo empregado na descrigac do ADI, tem-se:

A

lzér‘§3:£1'§2=é4=g
Como pode ser notado, este método ndo & um AIM no sentido estrito,
mas foi testado por haver haver boas indicagoes na literatura, quanto ao

seu potencial,

4. Resultados e Conclusoes

Foram utilizados seis problemas-teste, todos com a mesma geometria,
mas com diferentes combinagoes de condigdes de contorno e fonte térmica.

A respeito das variantes descritas na secgao 3.3, observou-se que a
adigao do termo de corregao, testada com o ADE e com o ADC, nio acarretou
mudangas sensiveis nos resultados. Das possiveis variantes com particio
varidvel, foi testada apenas uma, com particdes de configuragao semelhan
tes ado ADE. Como os resultados obtidos nao foram consistentes, desis-
tiu-se dessas variantes.
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Quanto ac LOD, foi abandonado por apresentar desempenho muito in-
ferior ao dos AIM bdsicos.

Exceto para as variantes citadas acima, sao apresentados resulta-
dos obtidos com os virios métodos testados, para um cilindro de 12,85 ft
de comprimento e 0,21 in de diametro, com as seguintes propriedades: p =
649 1bm/ft>, k = 1,54 Btu / hr. ft.%F e c = 0.059 Btu/1bm °F. As condigdes
de contorno correspondem as de convecgao para a agua a temperatura de
550°F e coeficiente de transferéncia de calor h = 5364 I?d:u/hr.{t:Jl %,

As tabelas 1,2 e 3 a seguir resumem os resultados obtidos para tran
sitérios com fonte em rampa, fonte simulando calor de decaimento e fonte
em degrau. 0 erro maximo E, referido nestas tabelas, foi definido como:

G A

E = max —Jr—,—l ~ A x100 (%),
ij ij

onde T;j € o valor da temperatura no ponto (i,j),dada por uma solugao

convergida.

Tabela 1. Fonte em Rampa - Incremento de Tempo (At)para
um Erro Maximo de 1%

Método Incremento de Tempo, At (seg)
CN 32
ADE
ADF
ADC
ADL
o qg' ,t<o q3'= 2.]2x107ﬁtu/ft‘} hr
s :{q'(;' syt t>o0 y = 1.27x10%Btu/ftd he

AlAa A |A
5o & 0

M

| A
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Tabela 2. Calor de Decaimento - Incremento de Tempo pa-
ra um Erro Maximo de 1%

Método Incremento de Tempo, At (seg)
CN <1,0
ADE < 0,5
ADF < 0,5
ADC < 0,5
ADL < 0,5
ADI < 0,5
@ L t<o Q= 2,65x10'Bu/ft? hr
Q= wye = 0,26 a
c qo t c = 0,095

Tabela 3. Fonte em Degrau - Incremento de Tempo para um
Erro Maximo de 1%

MEtodo Incremento de Tempo, At (seg)
CN <8
ADE
ADF
ADC
ADL

ADI
o ; B
q = qs' Lt

Observando os resultados obtidos pode-se verificar que, para a mes

- S - -

(S T O

1v Ia

qr= 2,65x10" Bru/ft> hr

ma precisao, o CN admite, em geral, intervalos de tempo de 2 a 8 vezes
maiores que os necessarios aos demais métodos. O pior desempenho desse mé
tode foi para a perturbagao em degrau. Entretanto, o tempo de processa-
mento € cerca de 15 vezes maior, que, por exemplo, o ADE.

A transformagdo exponencial parece ajudar, quando usada para modi-
ficar o ADE. O método resultante foi designado ADF. Este método mostrou
ser apenas marginalmente superior ao ADE quanto a precisdo, tendo porém,
a desvantagem de um tempo de computagao 2 vezes maior que o ADE. Deve-se
observar, contudo, que algumas melhorias estao sendo introduzidas e que
poderao mudar aconclusdo acima. Por exemplo, as "frequencias" ﬂij pode-
riam ser avaliadas para o comportamento médio de um grupo de pontos e ndo
para a totalidade dos mesmos. Outra modificagdo seria a introdugao de um
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controle de intervalo de tempo, mantendo o erro abaixo de determinado 1i
mite. O ADF mostrou ser o método mais sensivel a este controle, uma vez
que no inicio dos transientes, ao se usar um At maior do que o indicado
para o ADE simples, "injeta-se" um erro que sera realimentado pelo pro-
prio calculo das frequéncias. Isto foi verificado ao se testar o caso em
degrau, onde se utilizou intervalos de tempo variaveis para o ADF, tendo
este desempenhado bem melhor que o ADE.

0 ADC admitiu intervalos de tempo quase do mesmo tamanho que o ADE,
sendo tao eficiente computacionalmente quanto este. O ADL € mais rapido
que o ADT, sendo ambos equivalentes em precisao ao ADE. Entretanto, fi-
cam aquém do ADE ou do ADC em rapidez de computacao.

Com base nos casos analisados, concluimos pela seguinte hierarquia
de métodos, considerando precisio e tempo de processamento: ADE, ADF  ou
ADC e ADI.

REFERENCIAS

[17] smith, J.1., "Ingincering Applications of ADI Methods to Piecewise
Linear Multidimensional lleat Transfer™, .J.Ccmn.l’hzs. vol.17 (1975),
pp. 181 - 191.

[27] smith, J.H., "Survey of Three Dimensional Finite Differences of Heat
Fquation'™, Sandia lLaboratories Report SC-M-7083 (1970).

[37] Douglas, J.Jr., "Alternating Direction Methods for Three Space
Variables'", Numerische Mathematik, vol. 4 (1962), pp. 41 - 63.

[47] reaceman, D.W., Rachford, H.H., "The Mumerical Solutionof Parabolic
and Elliptic Differential Equations', J. Soc.Ind.Appl.Math., vol. 3
(1955), 28 ~ 41.

]:5] Read, W.H., Hansen, K.F., “Altemating Direction Methods for the
Reactor Kinetics Equations', Nucl.Sci.kng. , vol.41(1970), pp.431-442.

[[67] Fergunson, D.R., Hunsen K.F., "Solution of the Space -  Dependent
Reactor Kinetics Fquations inThree Dimensions”, Nucl. Sci. bng.,
vol. 51 (1973), pp. 189 - 205.

[7] Hageman, L.A., Yasinsky, .J.B., "Comparison of Alternating-Direction
Time - Differencing Methods with other Implicit Methods for the

Solution of the Neutron Group Diffusion Lquations', Nucl. Sci. Eng.
vol. 38 (1969), pp. 8-32.

(8] Yansinsky, J.B., Natelson, M., llageman, L.A., "TWIGL - A Program to
Solve the Two - Dimensional, Two-Group, Space-Time Neutron Dif{usion
Equations with Temperature Feedback'', WAPD-TM-743, Bettis Atomic
Power Laboratory (1968).



296

[9] Larkin, B.K., "Some Stable Explicit Difference Approximations to the
Diffusion Equation', Math. Comp., vol. 18 (1964), pp. 196-204.

[10] varga, R.S., Matrix Iterative Analysis, ch. 6, Prentice - Hall,
Englewood Cliffs, N.J. (1962).

[11] Gourlay, A.R., "Hopscotch: A Fast Second - Order Partial Differen-
tial Equation Solver', J. Inst. Maths. Applics., vol. 6 (1970},
pp. 375 - 384.

[17] Gourlay, A.R., McGuire, G.R., "General Hopscotch Algorithm for the
Numerical Solution of Partial Differential Equations", J. Inst,
Maths. Applics., vol. 7 (1971), pp. 216 - 227.




297

ANAIS PROCEEDINGS
COBEM 81
VI CONGRESSO BRASILEIRO DE ™l
A3 ENGENHARIA MECANICA ‘hi
RIO DE JANEIRO, 15 — 18 de dezembro de 1981
TRABALHO =
PAPER N° D-30 p.p. 297 - 305 PUC/RJ

OONDUGRO DE CALOR FM ELEMENTOS COMBUSTIVEIS OOM
C[NDIgﬁES DE CONTORNOD VARIANDC OCM O TEMPO
Artur José Gongalves Faya
Pesqui sador
Centro de Engenharia Nuclear - IPEN - Sao Paulo, SP

José Rubens Maiorino
Pesquisador
Centro de Engenharia Nuclear - IPEN - Sao Paulo, SP

Um método de solucao de problemas de valor no contorno com depen -
déncia temporal nas condigoes de contorno é aplicado na resolucao de um
problema de conducao de calor em elementos combustiveis tipo placa  com
meficiente de transferéncia de calor varidvel com o tomo. 0s resulta -
dos mméricos apresentados demonstram a viabilidade do método na solucao
desta classe de problemas .

SUMMARY

A method for the solution of boundary-value problems with variable
poundary conditions is applied to solve a heat conduction oroblem in a
nlate-type fuel element with time dependent film coefficient. The
mmerical results show the feasibility of the method in the solution of
this class of problems .
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1. Introducao

Problemas de conducao de calor em condicoes de transientes podem
ser resolvidos por técnicas usuais da Fisica-Matemitica |1/, tais camo ,
separacao de variiveis, transformadas integrais, etc., ou por técnicas
mméricas. Entretanto, existe uma grande classe de problemas nos quais
as condigoes de contornp variam com o tempo, em que & impossivel a apli-
cagdo das técnicas acima, em virtude dos autovalores e autofungbes asso-
ciadas ao problema serem, também, fungoes do tempo. Exemplos dessa situa
Gdo aparecem em varios ramos da Fisica e Engenharia : (i) conducdo de ca
lor num sélido sujeito a condigOes de contorno convectivas dependentes
do tempo; (ii) moderacao e termalizagdo de néutrons com condigbes de con
torno dependentes da energia; (iii) difusao de massa com fronteiras mo-
veis |2|, etc .

Recentemente, Ozisik e Murray |3| introduziram um método de solu -
Gao para esta classe de problemas, o qual é uma extensdo do método da
transformada integral. No presente trabalho, aplica-se esta técnica a
um problema de condugdo de calor em elementos combustiveis tipo placa re
frigerados por um fluido, com coeficiente de transferéncia de calor con-
vectivo varidvel no tempo. Uma situacdo tipica de interesse & o transien
te em que a refrigeracdo do circuito primirio torna-se deficiente em vir
tude de falha de bomba. Tal fato pode implicar em condigGes de fluxo cri
tico de calor em reatores refrigerados por agua sendo, portanto, de rele
vancia na analise de acidentes de reatores nucleares .

Neste trabalho apresenta-se uma descricao do desenvolvimento anall
tico aplicado a este problema particular .

2. Analise

Considere um elemento cambustivel tipo placa plana sem encamisamen
to refrigerado lateralmente por um fluido monofasico com uma distribui -
Gao de temperatura no estado estaciondrio. Suponha que as condigbes do
escoamento do fluido sao perturbadas resultando numa variacao temporal
do coeficiente de transferéncia de calor convectivo. A distribuicdo de
temperatura no combustivel nessa situacao & descrita por :

B

3T (x,t) _ 1 aT(x,t)
i+ %(—-E e Tl (1)

com as condigoes de contorno e inicial dadas por



299

aT
=0, (2)
3% =0
T
k +h (t) T (L,t) =0 (3)
= x=L
e T{x,0) = f(x),

respectivamente. Aqui T(x,t) representa a variavel temperatura, q''' a
densidade de poténcia, k o coeficiente de condutividade térmica do ocom-
bustivel, L a meia espessura da placa de cambustivel, a a difusividade
térmica do combustivel, f(x) a distribuicao de temperatura no estado es-
tacionirio e h(t) a variagao temporal do coeficiente de transferéncia de
calor. Supoe-se que as propriedades fisicas e a densidade de poténcia
sao constantes.

Para a aplicagdo do método de Ozisik e Murray |3| & conveniente adi
mensionar as equacoes acima. Para tanto define-se as sequintes variaveis
adimensionais .

x* = x/L,
t* = at/L?,
™ = KT/q' "L,
e o numero de Biot, Bi(t), dado por
Bi(t) = h(t) L/k .

Com essas definigoes as equagoes (1) a (4) tornam-se

bl AT*
B t1T g 5
oom
aT* (6)
ax* % D

x*=0
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]
(=]

[g{: + Bi(th) T"] n

x* =1
T* (x*,0) = f(x*) (8)

No método em questao deve-se inicialmente resolver o sequinte pro—
blema de autovalores associado :

dzwm(x";t*i
&Nz == im(t*J ‘J’m(X*Ft*} (9)

com as condicoes de contorno

ay
m -
T =0 (10)

| w=0

]
=]

[dwm + Bi(t%)y (11)
ax* m

Note que as autofuncoes ¥ (¢*,t*) e autovalores A = dependem paramétri -
camente da variavel tempo, sendo dadas por

x*=1

wm(x*;t*) = co&[?\m{t*) x’] (12)
e os autovalores obtidos camo solugao de
Aa(t%) tan [ A 9] = Bicen) (13)

Portanto sequindo o clissico método de transformadas integrais a distri-
buicdo de temperatura pode ser escrita camo

T* (x*,t*) = Zlﬂn(x*:t} Fm (t*) (14)
m

onde Fm{t.*l & a transformada de T*(x*,t*), sendo dada por
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1
F (t%) =J15n (4 £%) T(x*,£%) dx*,

e as autofuncoes normalizadas, Km[x‘:t*), por

'Jlm (x*;t%) cos [lm (t*) x‘]
Nm t*) Nm t*)

*.pk) =
!(m{x st*)

onde o fator de normalizacao
1
N (%) =Jw:1 (x*;t*) dx*,

pode ser obtido da expressao

_1 1
Nmtt*, =3 + TW sin [2xm[t‘]]

(15)

(16)

(17)

(18}

Sequindo o método de Ozisik e Murray pode-se mostrar que as trans-
formadas das distribuicbes adimensionais sao solugbes do sequinte siste-

ma de equacoes diferenciais acopladas :

dF
m 2= -
TF * An Bin Fn = P
n
m = 1: 2r 3:
onde
1
a gk
Am{t*l —OI l-t'm(x‘.t ) dx*
e
1 Mm(x*;t*l
Bm(t‘) =J Ku(x*}t*} T che*
resultando

sin Jlm
t*) = y—w
Am m m

(19)

(20)

(21)

(22)
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=1 L2 ~1/2 diBi) 2 =1
Bm—: Nm Nn ?Er[hnsﬂc ln+tanln]

sin (Amﬂn) ) cos (a\mﬂn) g sin {J\n_ }\m) ) cos U\n-.\m} i
L SCRE A o LIS

Portanto, solucionando-se o sistema de equagoes representado por (19)
por uma técnica conveniente a distribuicao de temperatura adimensicnal
pode ser obtida através da equacdo (14)

3. Resultados numéricos

Com o intuito de ilustrar numericamente o método aqui descrito
considera-se nesta secgao um transiente em que o coeficiente de transfe-
rencia de calor & fungao do tempo. Uma situagao tipica em que este feno-
meno ocorre & no acidente de perda de vazao de refrigerante resultante,
por exemplo, de falha de bamba no circuito primdrio. Conforme descrito
por Tong e Weisman |4| em tal acidente a velocidade no refrigerante va-
ria de acordo com

A -1
vit) = Vo (KVot + 1)

onde V_ & a velocidade do fluido refrigerante antes do acidente ocorrer
e K uma constante que depende do canal de refrigeracao e tipo de fluido
refrigerante. Usando o fato conhecido que h € proporcicnal a poténcia
0.8 do nimero de Reynolds e, portanto,da velocidade do refrigerante, po—
de-se descrever a dependéncia temporal do nimero de Biot por

Bi(t) = BL(0) (KV t + 1)0-8

Aqui considercu-se como valores tipicos |4| para o canal quente de
um reator tipo PWR, K = 0,27 anle V, = 5 m/s. Desta forma todas as
grandezas necessirias para a solugao do sistema de equagoes diferenciais
acopladas, podem ser encontradas pelas equagbes descritas na secgao 2 .
O sistema de equactes diferenciais foi solucionado pelo método de Euler
modificado |5] .

Na Figura 1 ilustra-se a distribuigdo de temperatura , para dife -
rentes valores da varidvel tempo, obtida pela aproximagao de ordem 3 ,
i.e., considerou-se apenas as tres primeiras equagoes do sistema dado
por (19). A Tabela 1 mostra o comportamento da temperatura central em
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Tabela 1

Temperatura Central, T* (O,t*), para as varias ordens da aproximacao

Tanga - Ordem da aproximacao
Adimensionado

t* L 2 3

0 0.867  0.848  0.851

s.4 0.877  0.865  0.867

0.8 0.932  0.921  0.923

1.3 1.007  0.996  0.998

1.6 1.094  1.079  1.081

. 176  1.166  1.168

T
—o\
i
0.8 -
t =z.of
! t"=15!1
0.6-1 \,
1"=1.0§
o;n{ 17703
i 1" =00

0.2 0.4 06 0.8 o x

“igura 1 - Distribuicao de temperatura no elementos combustive
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funcio do tempo para as tres primeiras ordens da aproximagac. Como era
de se esperar a harmdnica de ordem 3 pouco contribui ao valor da tempera
tura.

Deve-se ressaltar que na solugao numérica do sistema de equagbes a
escolha do incremento de tempo dependera da ordem de aproximacao. Obvia-
mente deve-se cuidar para que o incremento seja substancialmente inferi
or ao periodo da harmonica de ordem superior para evitar problemas de es
tabilidade numérica .

4, Conclusao

A aplicacao do método proposto por 8zisik e Murray no problema aqui
apresentado levou a obtencdo de resultados satisfatdrios com o uso  de
baixas ordens de aproximacao tornando o método atrativo sob o ponto de
vista computacional. Assim no IEM-370/155 usou-se 29 milisegundos/inter-
valo de tempo/aproximacao, sem qualquer preocupacao de se otimizar o
programa. Para a aplicacao do método em problemas "realisticos"” e uma
melhor avaliacao de sua competitividade, torna-se imperativo extende-lo
a outras geametrias, incluir o encamisamento, incluir a dependéncia da
condutividade térmica com a temperatura e também permitir que a densida-—
de de poténcia varie espacial e temporalmente. Por outro lado, a (nica
limitacao do método, no que diz respeito a precisdo numérica, reside na
solucdo do sistema de equagbes diferenciais acopladas e, em “teoria", po
der-se-ia obter solugbes exatas aumentando-se a ordem da aproximacdo .
Portanto o método deve ser considerado de grande valia como padrao para
a verificagao de métodos aproximados .
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SUMARIO
Um método variacional foi usado para se obter as carac
teristicas de emissio de energia radiante em cavidades difu-
sas com a configuragio de V. O problema € governado pela e-
quagdo integral de Fredholm de segunda espécie. Emissivida-
des aparentes foram calculadas supondo-se radiosidades uni-
formes e variaveis. As paredes da cavidade foram supostas

isotérmicas e cinzas.

SUMMARY
A variational method was used to obtain the radiant
energy emission characteristics of diffuse V-groove cavities.
The problem is governed by the Fredholm integral equation of
second kind. Apparent emittances were calculated with uniform
and variable radiosities. The «cavity walls were assumed
isothermal and gray.



1. Introduction

A cavity is a partially enclosed space 1n which there
is an augmentation of the absorptance or emittance due to the
multiple reflections of the radiant energy. This augmentation
is termed the cavity effect and is used, in practice, in the
design of energy sources and in the design of absorbers of
solar radiation.

The present research is concerned with the radiant
energy transfer characteristics of diffuse V-groove cavities.
The bounding walls of the cavity are taken to be isothermal
and gray.

A survey of the literature revealed that Sparrow and
Lin {1] have solved this problemby finite-difference method.
However, such a method does not give good results for small
opening angles and low surface emittances. This is duc to a
singularity in the governing equation, at the origin.

In the present paper, the Fredholm integral equation of
second kind, which governs the problem, was solved by a
variational method. With this method, the singularity at the
origin was not a difficulty and very small opening angles (1
degree) and low surface emittances (0.1) were considered.

It is customary to mecasurc the cavity effect by means
of the apparent emittance, which will be defined later.
Apparent emittances werc determined by seolving the radiesity
equations of the diffuse cavity. The results were calculated
assuming uniformand variable radiosities on the cavity walls.
Only in the second case the problem 1s governed by an
integral equation. In the first case one has to solve an
algebraic equation.

A schematic diagramof the V-groove cavity is presented
in Fig. 1. The diagram is regarded as being very long in the
direction into and out of the plane of the figure.

The surface 3 of Fig. 1 is a fictious black surface
stretched across the opening and radiating into the cavity.
In this way, the incoming radiation 1is diffuse and can be
characterized by an ecffective black-body temperature Te‘
Surfaces 1 and 2 (see Fig. 1) are the walls of the cavity
and they have constant temperature Tw and common emittance
€, Fig. 1 also contains the x, y coordinates and the cavity
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Fig. 1. V-groove cavity

angle designated by 2¢. L is the lengthof the wall surfaces.
Apparent emittance results were obtained for surface
emittances ¢ from 0.1 to 0.9. The cavity angle was varied
from 1 degrce to 180 degrees. As said before, the problem has
a singularity at the origin which precludes the use of
conventional numerical methods for small opening angles and
low surface cmittances. However, the variational method used

here surpassed this difficulty.

2. Analysis

The analysis will he based on the general theory of
radiant transport among gray, diffuse surfaces. Sucha theory
is presented with exceptional clarity in reference [2]. Only
a brief description will be given here.

Consideration is given to Fig. 1, wherc the V-groove
cavity is pictured. The local rate of heat transfer at
surfaces 1 or 2 is expressed by the equation

g, = s bl TE ~B ) (1)

w 1-€ w w
w

where o is the Stefan-Boltzmann constant and By the cavity
wall radiosity. At the wall surfaces, due to the symmetry of
the problem, it is clecar that qw[xJ = qm(yj and Bw[X} = Bw[y],
when x = y.

The radiosity B, can be evaluated from the following

integral equation
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= b % YdF JTe 3
B, (x) = g oT}+(1-€) |iJA?Bmlym}d!\]—slﬁ\?”'ICJA1dFdAI‘d!\3} (2}

or
1

+ + %
B(X) = 1+ [1-cm[ B (Y)dF

5 dA,-dA, ()

In equation (3) one has the following definitions:

B - oT"
gl 3 (4)

4_u

e O (T4-TY)
X = x/L : Y = y/L (5)

X Y sin? (2¢)
dF ,, .. = A dy (6)
dhi=dA2 - 5[x2 + ¥2 - 2XY cos (2¢)] ¥

Equation (6) is the cxpression of the angle (factor between
two infinitesimal elements dA,; and dA,. Once the solution of
equation (3) has been found. the corresponding distribution
of the local heat flux g  follows dircctly from cquation(l).

In dimensionless form cquation (1) can be rewritten as

E

- SR _ ¥
qw B (1 Ew Bm] t7)
w
where
q
LI; . _‘,__‘-E__,____, (8]
o{T » T4

The overall rate of heat transfer, per unit length

perpendicular to the plane of Fig. 1, is «calculated from

L
Q, = L] q,(x) dx (9)

or in dimensionless form

q; dx (10)

¥ 1 +
B..= I B dX (11)
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The apparent emittance €, is defined as

Q
€, = — (12)
o L sin ¢{TlIJ - Te]
or
1
= ¥ 1
€a {]D qw dx} sin ¢ (13)
On the other hand, if the radiosity is assumed uniform,
results:
1] - + i 1
by Wl 1= (1 - Em)(l - sin 4) ALk
L $ €, sin ¢
U = % T - e J{ - sin ¢) (15)
o
fa TT - O - ey = s @) t1s)

The calculation procedure for obtaining equations (14),(15)

and (16} is quite straightforward and will not be given here.

5. The Variational Method

Equation (3) can be rewritten as

+ 5 [] + .
BP0 =1+ (1 - € B (Y) K(X,Y) dY (17)

40
From equation (6) 1t is secen that

‘_leAl—dAz _ XY sin? (2¢)
dy 2[X? + Y? - 2XY cos (24)]92

K(X,Y) = 8)
Equation (17) is a classical mathematical ecquation, called a
Fredholm equation of the sccond kind [3]. K(X,Y), defined by
equation (18), is the kernal of the integral equation. It
should be noticed that K(X,Y) —>m as X,Y —> 0. Such a
singularity, at the origin, may be a difficulty in the
solution of equation (17) il finite difference
approximations are employed.

The technique of solving Fredholm equation by
variational calculus consists of a {fitting procedure. A
particular function B;{x) is chosen as the solution of
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equation (17). Then, the wvariational expression 1 given by
equation (19) will be a minimum [4].

1 41
I = (I-E“)Ju IUB;(X) B;{Y} KIX,Y) dX dy +

1 + 1- + -
+ 2 J B (X) dX - I (B (x)]7 dX {19)
oY 0

A restriction upon the method is that the kernal must be
symmetrical, that is, K(X,Y) = K(Y,X).
Let us assume that the solution is given by the
following power series
N n i
B, (X) = _E c; X (20)
i=o
The next step is the substitution of cquation (20) into
equation (19). After integration the variational expression
becomes
I = 1(C

'u‘Ll‘Ci""‘Ln] (21)

The value of I, given by equation (21), will bea minimum when
== =0 (i=0,1,2,...,n) (22)

The algebraic system of cquations (22) is lincar and its
solution gives CU'CI‘{J ..... “n‘ From cquation (207, R;Lx}is
determined. In the present work the following solutions were
obtained: n= 1(linecar}, n= 2(quadratic), n= 3(cubic), n=4
(quartic).

Another approach 1s to assume H; constant over n
intervals betwecen 0-1. The cquation (19) becomes

n n jh ih
I=(~¢) §J § c.C. I ] K(X,Y) dX dy +
Whog21 i=1 J Y J(j-1)h J(i-1}h
n jh n jh
2 X 6 f dx - § c? f dX (23)
j=1 7 1 (i-Dh j=t 2 1-nn

where B; = ¢, (i=1,2,3,...,n) and h = 1/n.
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Since equation (23) must be a minimum, results

3l :
=0 (i=1,2,3,....n) (24)
aC;
The system (24) gives de n values of B; = Ci' The results,
that will be presented in the next section, were determined
with n = 50 and n = 100.

4. Results and Discussion

The dimensionless radiosity distribution B;(X} was
determined by solving equation (17). Typical results are
presented in Tables 1, 2, 3, 4, 5 and 6 for the various
approaches discussed in the section 3. A more complete set
of results is available in [5].

Table 1. Comparison of R;(X). ¢ = 5 degrees, £ 0.1

X —> 0.00 [_EiEd_1 0.40 0.60 0.80 1.00
Linear 10.1445|8.724917.3053|5.8856{4.4660]3.0464
Quadratic| 9.1740{8.5536(7.5903|16.2841)|4.6349|2.6428
Cubic 9.7097)8.4533|7.428416.3063|4.7582(2.4553
Quartic 12.2791|7.7988|7.3484|6.6470(4.5460|3.0290
n = 50 9.3156(8.5080|7.5264|6.3022(4.7099|2.5733
n = 100 9.33958.50897.5267|6.3026(4.7094|2.5706

Table 2. Comparison of BL[X]. ¢ = 5 degrees, €y = 0.9

X => 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Linear 1.120571.1125)1.1046|1.0966|1.0886(1.0807
Quadratic [1.1032)1.1117|1.1121|1.1042|1.0882|1.0639
Cubic 1.1145(1.1077)1.1089]1.107311.0922}1.0531
Quartic 1.1117|1.1088({1.1083|1.1066(1.0933{1.0506
n = 50 1.1102;1.1096{1.1085|1.1055|1.0943|1.0490
n = 100 1.110211.1096|1.1085(1.1055!1.0943|1.0489

From the Tables, it is seen that the results of the
various computation procedures agree better when ¢ and €0
increase. Once B;[X] is known, q;(XJ can be determined from
equation (7).
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Table 3. Comparison of B;[X]. ¢ = 10 degrees, e = 0.1

w
X —» 0.00 0.20 0.40 .60 0.80 .00

Linear 7.1534|0.142415.1314|4.1204)3.1094)2.0984
Quadratic |7.2990{6.1711(5.0938|4.00671|3.0910|2.1656
Cubic 7.4776|6,.1374|5.0425(4,0783|3.1304(2.0844
Quartic 7.6931|6.06035.050714,114613.0042|2.1784
n = 50 7.6329|6.0089|5.0602(4,095113.1079(2.1513
n = 100 T.713206.0083|5.0593(4.0951{3.1076(2.1526

Il

Table 4. Comparison of B;LX]. ¢ = 10 deprees, €, = 0.5

X —> 0.00 0.20 0,40 0. 00 0.80 1.00
Linear 2.0420(1.92156)1.7892|1.06029]1.5365(|1.4101
Quadratic [1.921531.905011.8363|1.7151(1.5416(1.3]158
Cubic 1.9402|1.8993|1.8307(1.7188({1.5477|1.3017{
Quartic 1.9500|1.8952|1.8324|1.7211§1.54451.3095
n = 50 1.941111.8983|1.8304|1.7210(1.5454/1.3143
n = 100 1.941401.8985(1.8303|1.7211(1.5454|1.5148

Table 5. Comparison of B;(X}. ¢ = 20 degrees, By = 0.5

X —=> 0,00 .20 (.40 0.60 (.80 1.00
Lincar L7959 1. 0819 (1.5678)1.4538]11.53597|1.2257
Quadratic |1.7872|1.6811]1.5711|1.45741}1 1.2186
Cubic O B ) 9 o B B 6 R W BT ) IR 9 R I.2240
Quartic 1.7868(1.0800]1.5744|1.4575|1.335 1.2303
n = 50 1.7880(1.6808|1.5740(1.4572¢1 Vg 201
n = 100 1.7892|1.680911.5745{1.4572}1 1.2288

Table 6. Comparison of B;(XJ. ¢ = 20 degrees, €y = 0.9

X —> 0,00 .20 0.430 0,60 .80 1.100
Linear 1.1033|1.0903(1.0773)1.0643(1.053211.0382
Quadratic [1.0975|1.0900(1.0798}1.0668(1.0511j1.0326
Cubic 1.096111.090511L.080211.0664]1.0506(1.0340
Quartic 1.0970:1.090111.080411.0606{]1.0502]1.0349
n = 50 1.096911.0902)1.0804|1.06066(1.0502}1.0348
n = 100 1.096911.090211.0803]1.0666|1.050211.0347

A comparison between results determined with variable
and constant radiosities is given in Table 7. In the case of
variable radiosities, the method employed was that given by
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zquations (23) and (24). with n 100.

Table 7. Results with Variable and Uniform Radiosities

T i

| o Uniform Radiosity Variable Radiosity
ldeg. | Sw [T%F —F =5 —

g Bm qm Ea Bm qu Ea

b 0.510.119.2718 0.0081 0.9272(9.5705 0.0048 0.5468
| 0.5{0.5({1.9827 0.0087 0.9913|1.9849 0.0075 0.8642
| 0.5{0.9|{1.1100 D0.0087 0.9990{1.1101 O0.0086 0.9808
I 5.010.1]5.6041 0.0488 0.5604|6.6238 0.0375 0.4304
E 5.0(0.5(1.8397 0©0.0802 0.9198!1.8572 0.0714 0.8193
| 5.0/0.9(1.1005 0.0863 0.9904(1.1006 0.0849 0.9738
10.010.1({3.9019 0.0678 0.3902|4.6272 0.0597 0.3438
10.0/0.5|1.7041 0.1480 O0.8520)1.7277 0.1361 0.7840
10.0|0.9(1.0901 ©0.1704 ©0.9811(1.0904 0.168B0 0.9675
20.0(0.112.4521 0.0839 0.245212.7197 0.0809 0.2365
20.0(0.5(1.4903 0.2549 0.7451{1.5108 0.2446 0.7152
20.0(0.911.0704 0.3295 0.9634]1.0708 0.3268 0.9555

¥ s <
» 9y and €, were defined in the section

In Table 7, E;
2 of the present work. Examination of Table 7 shows that, for
a given angle ¢, the two methods agree better when €
increases. For a fixed £,° 8 better agreement is verified
when ¢ increases. In all cases ca>cw. The departure of Ea
from & is a measure of the cavity effect. The maximum value
of £, that can be attained is unity.

Typical results for the distribution of the local heat

flux q; are presented in Figs. 2, 3 and 4.

L T o B G T R R T F2 T ool FT A
B g-5° #=10°
qw - ki — = e ==
025 |—
- €£=05 i
€201
- i
o T A
0 05 X i 0 05 X i
Fig. 2. Local heat flux. Fig. 3. Local heat flux.

¢ = 5 degrees $ = 10 degrecs
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Local heat flux. ¢ = 20 dcgrees
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Fig.

@ (degrees)

5. Apparent emittance results
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Figure 5 shows the apparent emittance €, as a function
of the angle ¢ (sce Fig. 1). Results are given for surface
emittance values ranging from 0.1 to 0.9; solid and dashed
lines are respectively employed to designate variable
radiosity and uniform radiosity. 1n all cases the apparent
emittance increases as ¢ becomes smaller. Since the cavity
surfaces are gray, the ordinate variable €, of Fig. 5 can

also be interpreted as an apparcnt absorptance a,-

5. Conclusions

The principal ebjective of this work was to determine
the solution of a Fredholm integral equation of the second
kind by means of variational calculus. With this method, the
singularity ot the kernal of the integral equation, at the
origin, was automatically surpassed.

Results have been obtained for very small cavity angles
129 = 1 degree) and low surface cmittances {Ew = 0.1). For
higher values (¢ > 15 Jegrees, B ¥ 0.3) the present results
were compared with those of {l]. The agreement 1s exact and

lends support to the present paper.
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SUMARLO

Um modelo cinctico ¢ apresentado para o operador de co
lisdo da equagao de Boltzmann, associado as colisoes entre mo
léculas de especies diferentes de gases poliatomicos. O mode
lo ¢ construido de modo a satisfazer as leis de conservagio
¢ o teorcma-il, oferccendo o nivel de detalhes exigido para
a descrigio dos lendomenos de relaxagio em sistemas gasosos
submetidos a fortes descquilibrios. Uma versio linearizada ¢
apresentada e uma comparagio ¢ feita do presente modelo com
o modeln de Gross-Krook para misturas de gases monoatomicos,

no caso limite de colisoes inelisticas inexistentes.

SUMMARY

A kinetic model is presented for the collision operator
of the Boltzmann cquation, related with the cross-collisions
petween molecules belonging to different species of polyatomic
gases. The model satisfies the conservation laws and  the
H-theorem, giving the required level of details for the
description  of the relaxation processes in  gaseous systems
submited to strong non-equilibria. A linearised version is
alsa presented, the present model heing compured with the
hress-krook model for monatomic gas mixtures, in  the

limiting casec of non-existing inelastic¢ collisions.
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1. Introdugao

Um modelo cinético se constitui numa aproximagio ao
termo de colisdo da equagdo de Boltzmann, usado sempre que
se necessita descrever apenas algumas de suas propriedades
macroscﬁpicas. A equagdo resultante representa um modelo pa-
ra 4 equagio de Boltzmann, sendo portante adequada para a
anilise de problemas a nimeros de knudsen arbitririos (Kn =
L/L, L = livre percurso medio, I, = conprimento caracteristi-
co), onde ndo se requeira o nivel de detalhes fornecido pelo
uso do termo de celisdo completo.

Modelos cineticos para gases poliatomicos foram intro-
duzidos por Morse [1], que estende o modelo de Bhatnagar,
Cross e Krook [2] para gases monoatomicos, separando as coll
soes elasticas das colisoes ineldsticas através da introdu-
gdo de dois tempos de relaxagdo distintos. Desta forma se ob
tém um modelo ndo-linear, simples, a duas frequéncias de co-
lisao, adequado para a descrigao dos processos de relaxacdo
associados a estados de forte descquilibrio em sistemas gaso
S0S.

Para problemas linearizados, modelos cinéticos de maior
precisio podem ser obtidos através do uso do método de Gross-
Jackson [3]. Para gases poliatdmicos, tais modelos foram ob-
tidos por Hanson e Morse |4, para a situagio de equilfhrio
e por Brun e Zappoli [5], para o caso de ndo-equilibrio vi-
bracional.

Para misturas de gases poliatomicos, modelos cinéticos
linearizados sobre a distribuigdo de equilibrio de Maxwell-
Boltzmann foram obtides por Philippi e Brun [h], {7], usando
um método generalizado de Gross-Jackson.

Neste trabalho apresenta-se um modelo cinético ndo-1li-

near para o operador de colisido J que concerne as eoli-

soes entre moléculas poliatémicuspﬁcrtcnccntes a especies di
ferentes p e g, obtido de forma a satisfazer as leis de con-
servagdo em colisdes p-q e aoc teorema-H. Uma versao lineari-
zada do modelo & exibida, O modelo de Gross-Krook [8], para
misturas de gases monoatomicos, € reobtido para o caso limi-

te de colisdes ineldsticas inexistentes.
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2. Um Modelo Nao-Linear para Misturas de Gases Polia-

tomicos
Seja £3p = Fype Byps r
a velocidade molecular vp e energia interna E, de uma mole-

r, t) a fungao distribuigao para

cula do componente p no estado quantico i e localizada num
ponto r do espa¢o. A equagao de Boltzmann para um componente
generico p da mistura, com a hipotese de simetria de Wang-
Chang e Uhlenbeck se escreve [6],

2 B E s fo = B Af =
at 1p ~p ar 1p q Pa

(
P | - . B o ke
¥ | £2 6. = E... T i X dX d¢ d 1
q ikg H] Mpleq ip'ja'®8pq 'ij o0 $dy; 1D
k& : & i : o
onde I designa a segao diferencial de celisao,

ij 4 EpqYq Yp
a velocidade relativa das moleculas antes da colisao e X e ¢
os angulos polar e azimutal que fornecem a orientacao de gﬁq
{velocidade relativa apos a colisio) em relagdo a 8q"
0s termos de colisao Jpq se referem a colisdo entre mo
léculas da mesma espécic para q=p ¢ especies diferentes para
g#p. Um modelo nao linear simples para os termos de colisao
Jpq‘ q#p, pode scr conseguido, admitindo-se que os mesmos pos
sam ser escritos nas formas

J_o= (f9% ¢y p , 2
pa - Uip in) /" &
onde LN, ¢ um tempo de relaxagido que caracteriza as colisOes
p-q ¢ F?En ¢ uma distribuiciao de Maxwell-Boltzmann
3/2 5 s
n Som m 2 E. |
B §—F o exp ‘ - —LE v a1 - B (3)
1P L T S = S it L L oin
Q_ (T 1. 2wkl 2k kT
P DY Py, Py pq
construida com os pardametros u T o Tl“, no momento, inde

-pq’ 9
terminados.mas que podem ser associados a quantidades efeti-
vas, diferindo respectivamente da velocidade mucrnscapica EP

I :
¢ das temperaturas de translagao ¢ da temperatura inter-
Tin P
I
n, = numere Je moleculas p por unidade de volume, m, - massa
b

na do componente p, devido as colisoes p-g. Na eq-(3),
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de uma molécula p, k = constante de Boltzmann e Qp é¢ a fun-
¢ao partigao do componente p.

0 modelo, eq.(2), € ndo linecar no sentido de que a dis
tribuigdo f?go cnnf@m 0s parﬁmftros Upg ng ¢ T;: que por
sua vez se mostrarao como fungodes de momentos da fungao dis-
tribuigao pr. Desconsiderado este fato, u eq.(2) fornece um
modelo simples do tipo BGK, [2|, para colisdes entre molécu-
las de espécies distintas de gases poliatomicos.

0 tempo de relaxagio L pode ser escrito na forma

qu = T/nq (4)
onde 1 & um parametro caracteristico das colisdes cruzadas
p-q (e g-p) e nq assegura a anulagio de Jpq quando nq»ﬂ (ca-
so em que a distribuigao fip nio sec altera por colisdes com
moléculas da espécie q). .

o . LAn d

I
pPa
escolhidos de modo a que o modelo, eq.(2), satisfaga as leis

Por outro lado, os parﬁmctros u q’ evem ser
de conservagao da massa, quantidade de movimento e energia
para as colisdes p-q. A equagao de conservagio da massa €
trivialmente satisfeita pelo modelo, No que concerne a <con-

servacgao da quantidade de movimento para as colisoes p-q

b . = 1 5
: | My Yp Jpq dyp + i Mo ¥ Jqp dgq B % (5)

esta condicao € satisfeita em se fazendo

u

= n = _(.L__ 6
Ypq * ¥p " %pg 5 @ (6)

(gt

Na equa¢do acima,a designa um parametro independente das pro
priedades dos componcntes; o parametro i estid associado @
frequencia de colisao que caracteriza o processo de relaxa-
gdo das velocidades macroscopicas gp e Bq dos componentes p

e q, com

E : 2 d 7
i1 tip Yp “Yp (7)
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Consideremos agora a equagao de conservagao de energia

[ & . 1. 2. )
i jJ (387 * Bipldiy * ¥ 1.0(5 mavgq * Eiq) 945 = 0. (8)

Esta equagdo é satisfeita fazendo-se,

tr rr 2 G G 5 ¢ ppin_ oty 2 . Str

Lo = Top e g (e =T ) # ( Je gl = s (9)
pa  pla 3 "trialp” pl 3 “pq pa’ " 3 %q q qu)

in in k RELT (G | k B0, o e k ptr _pin
Bt S e B (OO sk | +——q' = e 10
ra =T Gn%in Ty = Tp ) * Gintg Tpja ™"p ) * Ginpa (gpp Tp 2+ 00

P p p
onde . Cln ¢ o caler cspecifico interno a volume constante

ror molécula do componente p,

m.v.-u | dvn g (11)

¢ g temperatura de translagae das molceculas p calculada  com

relacao a velocidade efetiva e *

P e B LE B e (12)
| cin p ip O
e
¢ a temperatura interna das moléculas p. O parametro ax, . ©s-

tid relacionado com os processos de transferencia Jde  enerpia
de translagdo entre as moleéculas p e g. o parametro g com
processo de transferencia de enerpgia interna, {Il‘“i com oS
processos de transferencia de enerpgia entre os modos  internos
o e translagdo de uma mesma molécula p eragas  as  colisoes
n- ("*;‘ cam 0s processos Jde transfercencia de enerpia entre
i modos interno ¢ de translagcao, de moléculas pertencendo i
cspécies diferentes p e o,
A modelo caracterizado pelas eqs.(2),(3),(7),09) e (10}
portanto um modelo & varias temperaturas, que descreve os
viirres processos de relaxagao por colisoes p-q, associados i
lesequilThrios entre estas temperaturas. B, dal, um modelo
segmaale para a descricdo de sistemas pgasosos poliatomicos,

cubpetides a fortes desegquilibrios. onde os efeitos de rela-
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xagao sejam predominantes em relagan aos efeitos dissipati-
vos: expansoes em tuburas supersdnicas, e escoamentos poste-
riores a ondas de choque se constituem como alguns exemplos,
onde a aplicagao do modelo poderia ser bem sucedida.

0 modelo acima descrito ndo leva em conta a relaxagao
de momentos de ordem * da fungao distribuigao, niao sendo por
tanto adequado a descrigao de sistemas gasosos quando Kn»0.
isto €, em regimes dominados por colisdes. Um modelo mais e-
laborado pode ser encontrado na ref. [6]. Todavia, a aplica-
¢do deste UGltimo modelo em situagdes praticas envolvendo o u
so direto da equagdo de Boltzmann nos parece particularmente
dificil.

3. 0 Teorema Il

Além das condi¢oes impostas pelas leis de conservacgio

para colisdes p-q o modelo, eq.(2), deve satisfazer

onde H é a funcao I de Boltzmann,

H= £ % [£... In f.. . dv 14
p 1 1p R ip P ( )

Pode-se mostrar Y , que a condigao (13) implica em
1/1,a, utr'uin’apq’mpq < 0 (15)

que ndo &, todavia, uma condi¢do necessaria para a conserva-
gao dos invariantes colisionais. O tecorema H nos assegura,
portanto, que os parametros colocados na eq.(15) sdo efetiva
mente quantidades possiveis de serem associadas a [requen-
cias de colisao, positivas,

4. Linearizagdo de Jpq' Compariaciao com casos limites

Para uma determinada classe de problemas, ¢ possivelde
considerar rip " 'f;', onde fggj ¢ uma distribuigado de equi-
1ibrio de Maxwell-Boltzmann construida com os pardmetros de

referencia ﬁp‘ T e u:
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= 3/2

n m m 2 E.

3 e s T (i 1 exp|- 2~ |v_-u| - 2B, (16)
P Q,(T) | 2nKT kT P T kT

Desta forma, linearizando f?ﬁa eq.(3) sobre a distribuigao
fEO} caracterizada acima, obtemos para o operador de colisao

Jpq eq.(2),

oy
T~
oy
o
(=]
—_—
i

=5 L S in o
=n_/ft|8 + C_ + - + _
q/ | np 2 UeCoov 8T {cP 3/2) 8T, [alp ap)

-
+
w

A= tr ; -t 2 _
3 Nglag /18Ty 61pf(cp 3/2) +

= : in in =
n (uin/t)(éTq - GTp ][Eip - Lp} +

_ i 1/2
M M u - % i +
n (a/7) [ (M,/M ) Uq upl Co

=]

n ; .
A ﬁntr B IJS,l.ln " lIS..tr _ spln 2 -
O lapq[ lp p ) o+ qu( Iq arp )]{Llp gp) +

(sTin GT;r] + u;q(ﬁT;“ = ﬁT;r]I(Ci - 3/2),  (17)

R el L ) fhs L) (u, - W, (18)

0 modelo acima eq.(17) foi utilizado para o calculo do
desequilibrio térmico induzido na cumada de Knudsen de uma
mistura gasosa, devido a uma acomodacao termica diferenciada
dos componentes, e/ou scus modos [10]. A fig. 1 apresenta um
resultado especifico, para o caso limite de uma mistura de
gases monoatomicos (mistura Ar - Kr, 50% fracdo molar).

Como se ohserva, o desequilibrio entre as temperaturas

dos componentes da mistura pode ser significativo para uma
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distancia a superficie inferior a dez livres percursos mé-

dios. Cumpre observar que, nesta regido, o numero de Knudsen
€ diferente de zero variando de 0,1 a =(na parede) e as equa
¢Oes da hidrodinamica ndo podem ai ser aplicadas.

- ost e : SN . —

[H

ha
b
m
@

Fig. 1. Desequilibrio de temperaturas na camada
de Knudsen de uma mistura Ar-Kr,50% fra
¢do molar (x = distancia 3 parede em u-
nidades de livre percurso médio,AT=sal-

to de temperatura na parede}.

Retornando agora ao modelo cinético, eq.(2), observa-
se que, para o caso limite da possibilidade de ocorrencia de
colisoes eldsticas somente, entre as moléculas componentes
da mistura, terse-a,

Al
®in = %pq

u;q =0 , (19)
nas eqs.(9)-(10). Desta forma, o modo interno naoc participa
das colisoes envolvendo trocas de energia, {icando congelado
durante o processo.

As equagdes (2),(3),(6),(9) e (10), juntamente com a
hipétese (19), constituem o modelo cinético de GCross-Krook,
[8], para misturas de gases monoatomicos, originalmente de-
senvolvido para misturas de gases com massas moleculares mui

to diferentes e portanto com a possibilidade de  desequili-
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brios importantes entre as suas respectivas temperaturas de

translagdo.

Em relagao ao modelo de Gross-Krook, o presente modelo
fornece portanto uma descrigao colisional acrescida de tres
frequéncias de colisdo (og s aﬁq e u;q), associadas as coli-
sbes inelidsticas entre moléculas pertencentes a espécies di-
ferentes p e q.

5. Conclusoes

Um modelo cinético ndo-linear foi obtido para misturas
de gases poliatomicos. O modelo oferece uma aproximagao a e-
quagdo de Boltzmann, possivel de ser usada em problemas a nu
meros de Knudsen arbitrarios caracterizados pela presenga de
fortes desequilibrios, e onde nao se requeira uma precisdo a
cima daquela ohtida pela descrigao dos processos de relaxa-
gao dos momentos de ordem inferior ou igual a 2 da fungao
distribuic¢do. O modelo € linearizado sobre uma distribuigdo
de equilibrio de Maxwell- Boltzmann e comparado, para o caso
limite de colisoes inelasticas inexistentes, com o modelo de
Gross-Krook.

Uma aplicagao da versao linearizada do presente modelo
€ exibida, para a descrigao da camada de Knudsen de uma mis-
tura de gases,

Espera-se que a versao completa nao-linear possa ser

usada para a analise de problemas envolvendo misturas gaso-

w

as submetidas a fortes desequilibrios.
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SUMARIO
GIRBS, em scu celehre trabalho "Sobre o Lquilibrio de
Substancias Heterogéneas', formulou o que apora € conhecido
como a "Regra das Fases'". Em suas proprias palavras, na sua
argumentacdo usia a expressao’provavelmente'” quanto a validez
dessa regra. A partirdai, tomou-sc essa regra, ignorando-sc o
"provavelmente', at€ que trabalhos de COLEMAN, NOLL, FEINBERG,
DUNN ¢ FOSDICK vieram a csclarecer melhor o assunto. No cspl
rito do trabalho desses pesquisadores, o presente artigo for
nece uma demonstracido dessa regra para misturas  com  reagao
quimica.
SUMMARY
GIBBS formulated and  studied in his  famous work "ON
THE FQUILIBRTIUM OF HETEROGENEOUS SUBSTANCES' the "Phase Rule'™
In his argumentation he uses the expression "probable” about
the validity of his rule. lis doults were soon forgotten,
until recently when the work of  COLEMAN, NOLL,FEINBERG,DUNN
and FOSDICK made his results precise. In the fromework of
these rescarchers we will show the validity of the phase rule

for mixtures with chenical reactions.
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1. Introdugao
GIBBS, hd pouco mais de cem anos atras, em"On the Equi

librium of Heterogeneous Substances" [1], formulou uma re-
gra para o nimero midximo de "fases em coexisténcia estavel",
agora conhecida como a Regra das Fases. Na sua argumentagao
quanto a tal regra usou as seguintes palavras: "It does not
seem probable that r can ever exceed n+2. An example of n=1
and r=3 is seem in the coexistent solid, liquid and gaseous
forms of any substance of invariable composition" [l, p.97].
Aqui, n representa o numero de espécies quimicas em uma mis-
tura e T o numero de fases em equilibrio. De fato, o argumen
to de GIBBS foi incompleto, e mecsmo livros-textos modernos
perpetuam tal argumento cm uma ou outra forma, muitas vezes
sem a cautela do uso da expressao 'provavelmente', como GIBBS
teve o cuidado de fazer [5,6].

Mais recentemente, tendo sido despertade o interesse
em elucidar alguns dos fecundos mas obscuros conceitos da
termostatica, alguns pesquisadores dedicaram-se ao estudo da
Regra das Fases, procurando colocd-la dentro da estrutura ge
ral da termodin@mica moderna. NOLL [3] desenvelve um aparato
matemdtico acerca de conjuntos convexos e aplica-o na demons
tragao de que, quando uma "mistura em isolamento'" encontra-
-se em um "estado estritamente estdvel™, o nimero de suas fa
ses nao pode exceder n+2. FEINBERG [5], com base em NOLL [3],
obtem o mesmo resultado e discute a validade da formula f =
= 2+n-r, onde f & comumente interpretado como o grau de li-
berdade da mistura. Tanto NOLL [3] quanto FEINBERG [5] tomam
como hipotese o cardter discreto das misturas em equilibrio,
ou seja, que as misturas em equilibrio sdo formadas por fa-
ses uniformes. DUNN e FOSDICK [h] oferccem um exaustivo estu
do dessa regra, formulando viarias regras de coexisténcia de
fases, mas restrigem-se ao caso de misturas com uma so espe-
cie quimica.

Aqui, no espirito do trabalho desses pesquisadores e
de um artigo de COLEMAN [2], forneccmos uma prova para o ni-
mero maximo de 'fases em coexisténcia estritamente estavel,
para o caso de misturas com reagdo quimica. Analisamos tam-
bém algumas hipoteses que deem substancia a esse resultado,

referentes ao cardter discreto das misturas em equilibrio.
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2. Hipoteses Basicas da Termostatica

Nesse trabalho consideramos a termostatica como defini
da em [8] por COLEMAN e NOLL. Parafraseando-os: "E um ramo
da termodinamica que lida com corpos em repouso no tempo pre
sente e que, para todos os fins praticos, podem ser conside-
rados como tendo estado em repouso por todo o tempo passado'.

Seja £ o espago Euclidiano pontual tri-dimensional. Uma
mistura em repouso com n espécies quimicas sera tratada como
um corpo nico B, uma variedade tri-dimensional [9], ao qual
associaremos uma medida m, positiva e finita, chamada de me-
dida de massa da mistura B. Os pontos materiais X serao os
elementos de B. Assim, em cada ponto material X de B podemos
encontrar as n espécies quimicas da mistura. A regiao ocupa-
da por B em & € chamada de configuragao de B. Aqui estaremos
interessados em misturas com Corpos para os quais os conjun-
tos de pontos materiais com medida nula ocupam uma regiao em
£ que a a uniao finitade superficies em £ ou (nao exclusivo)
a uniao finita de pontos em §.

Niao vamos considerar cfeitos de capilaridade, cfeitos
relacionados com interfaces cntre fascs e efeitos do campo
como o do campo gravitacional. Considerarcmos também que em
um ponto material X da mistura B em repouso nao podemos en-
contrar mais do que uma fase da mistura. Isto significa algo
Como S€ NOS Proccssos que ocorram com a mistura, as fases ao
se formarem, separam-se por mecanismos quaisquer, e que oS
efeitos associados as interfaces entre cssas fases sao des-
preziveis, como, por exemplo, a energia associada a essas in
terfaces; e que efcitos como uma distribuigao de concentra-
¢oes das espécies quimicas na mistura causada pelo potencial
gravitacional sdo despreziveis.

Chamaremos m(B) de massa da mistura B, dada por

m(B) = l dm . (1)
B

Dadas essas consideragdes, a hipotese basica da termos
tatica que tomaremos aqui € a de que em uma mistura B em re-
pouso a energia interna € (por unidade de massa), a tempera-
tura 6, a pressao p ¢ oS potenciais quimicos reduzidos ua{a=

=1,...,n-1) em cada ponto material X da mistura sao determi-
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nados se a entropia especifica n, o volume especifico v e as
concentragdes Ca{a=1,...,n—1] das espécies quimicas sdo espe

cificadas em X, ou seja,

e(X) = E(g(X)) , B(X) = B(g(X)) ., P(X) = PlgX)) e
; (2)
() = B(g(X))  (a=1,...,n-1) ,

onde g(X) = (n,v,Cy,....C_ ) (X). As fungoes €, B, p e ﬁa{a=
=1,...,n-1), de R™!
brio para a mistura considerada. As fungoes 0§ e p sao supos-

em R, sdo chamadas de fungoes de equili

tas estritamente positivas, ou seja, com imagem em (0,c0). A
fungdo de equilibrio £ € suposta continua e derivavel, com
suas derivadas parciais determinando 8, p e ﬁa (a=l,...;n-1)
através da relagio

S G T R 1 ) . f6ms .8 1.3
Ve = [s‘ﬁ * By o ey acn_l] [Q_ [)-]—'.--O.UH_]J < (3)
Supomos também que para cada conjunto fixo de valores v, Cy,
Cn-l' acontece

lim E(y) = =
e (4)

onde y = {n,v.Cl.....Cn_l).
Nossa atengdo sera dedicada a corpos chamados de cor-

pos materialmente homogéneos, que sdo aqueles para quais a

fungdo de equilibrio & ndo varia com o ponrto material X.

3. 0 Critério de Estabilidade de Gibbs

Sejam Pi(i=l,...‘q<m} subconjuntos disjuntos da mistu-

i = 1. o i gers chs ? ,
ra B, tais que B i=lp . Cada P! sera L?dmado de uma parte
da mistura B, e a familia de conjuntos P (i=1,...,q<=) de
uma particdoc finita de B. Definiremos um estado estatico da

mistura B como o campo g = {n,v,Cl,...,Cn_lj sobre B com va-
lores em Rn+], com medida m (massa) positiva e finita sobre
B, se: i) exlste uma partigao finita Pi[i=l.....q4W)dc B tal
que g & uma fungido continua em cada parte Pl de B,com m(piy) >
> 0: ii) os numeros E, S, V, Ma(a=1,....n-l] definidos abai-
xo sao finitos,
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E = J e(g(X)) dm , S I n(X) dm , V I v(X) dm e
B B B

(5)

M, = IB c,(X) dn (a=1,...,n-1) .

Os niameros E, S, V.-Ma(a=1.....n-lj sao chamados de,

respectivamente, energia interna total, entropia total, volu

me total e massa total da espeécie quimica a, da mistura B no

estado estatico g. m(P1) & a massa da parte Pi do B, ou seja,
m[Pi] = [ . dm . (6)
pi

Dois estados estaticos g ¢ g! de B sao ditos equivalen
tes se existe uma transformagao f que preserva medida, de B
em B, tal que g! = g+f. Por uma transformagdo que preserva
medida f de B entendemos uma bijegao de B tal que a imagem
de cada subconjunto m-mensuravel £ de B & m-mensuravel e
m(f(z)) = m(g). Um estado estatico de B nao equivalente a g
€ dito distinto de g.

COLEMAN [2] fornece uma formulagao de campo para o con
ceito de estabilidade de GIBBS e aqui o extendemos para o ca
so de uma mistura com reagao quimica a partir do postulado
da indestrutibilidade das cspécies atomicas na mistura.

- . - da
Vamos definir um numero au(a=l....,n a=1,...,u) como
a fragao massica da espécie atomica a na espfcie quimica a,
dado por
a.a
4 - Wwta : i -
a, = 5 ta=lywaaoit & =T wwwia) 4 (7)
m

onde t?a & um inteiro ndo-negativo representando o nimero de
moles da espécie atdomica o na cspécic quimica a, m® a massa
molecular da espécie quimica a, w” o peso atomico da espécie
atomica a ¢ finalmente u, que denota o numero de espécies a-
tomicas que formam as n espécies quimicaspresentes na mistura.

Chamaremos de massa total da espécie atomica o da mis-

tura B em um estado estatico g = (n,v,Cl,....Cn_]] o numero
Na(a=1....‘u} definido como
[ al
e ] a® ¢_(X) dm (e=1,...,u) - (8)
“ Basl % *#
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Dado um conjunto fixo de valores E, V, Na[u=l....,u],
tal que uma mistura B em um estado estatico g tem energia to
tal E, volume V e massa total Na da espécie atomica o, entao

diremos que B € uma mistura em isolamento nos valores E, V,

N (2=1,...,u), e o estado estdtico g nessas condigbes & dito

estado estdtico compativel com o isolamento de B nos valores
E, v, Na[a=1....,u].

Dessa maneira definimos: Um estado estatico g* de uma
mistura B € estdvel em isolamento se todo estado estdtico g
de B, distinto de g*, obedecendo a

(E_V‘NI----.NU} = (E*.V'.Nf.---.Nﬁ) s (9)
também satisfaz a desigualdade
Se 5% . (10)

Em outras palavras, um estado estatico g* de B compativel
com o isolamento de B nos valores E*, V*, N&{a=l,....u) é es
tavel em isolamento sc¢ ¢ somente se, na classc de todos os
estados estaticos g do B compativeis com o isclamento de B
nos valeores E*, V*, N&(u=l,...,u}. a entropia total de B no
estado estdtico g* & maxima.

Nas expressoes (9) e (10) os nimeros S, E, V, Ng(aﬁl,
...,u) sao, respectivamente, a entropia total, a energia to-
tal, o volume total ¢ a massa total da espécie atomica «, da
mistura B no estado estatico g Ga, BR N N;{a=],....u}tem
o mesmo significado, muas para a mistura B no cstado estdtico
g*., Adotaremos essa notacao daqui para a frente, variando
quando necessario, o simbolo super-escrito.

Valendo a desigualdade estrita na expressao (10}, o es
tado estatico da mistura B satisfazendo aquela definicao se-

ra dito estado estdtico estritamente cstavel em isolamento.

Omitiremos frequentemente as palavras "em isolamento'.
Convém frizar nesse ponto que esse critério de estabi-
lidade aparece aqui como uma simples definigao, nao fornecen
do nenhum sentido para a palavra "estavel", frustando a ex-
pectativa de uma termodinamica de um processo que leve um
corpo material a um estado de equilibrio estdavel [2,6]. Nao
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trataremos desse assunto aqui, o que de resto so poderia ser
feito na termodinamica, e nao na termostatica.

4, 0 Critério de Estabilidade Alternativo de Gibbs
GIBBS argumenta em [1, pp.56-62] que uma condigao ne-

cessiria e suficiente para que um estado estitico de um cor-
po seja estavel em isolamento € que fornega um minimo da e-
nergia interna total comparado com todos estados estadticos
do corpo, dele distintos, mas com mesma entropia total e mes
mo volume total. Aqui, expressamos esse fato da seguinte ma-
neira:

TEOREMA 1. Um estado estatico g* de uma mistura B & estavel
(estritamente estavel) em isolamento se e somente se todo es
tado estatico g de B, distinto de g*, obedecendo a

(S, NpyeosiNy) = (SY.V N, 00aND) ()

satisfaz a desigualdade (desigualdade estrita), E 2 E*.

COLEMAN da uma prova para esse resultado em 2 , quan-
do g = (n.,v), isto €, para corpos com uma SO espécie quimica.
A generalizagao para o caso em que O corpo € uma mistura com
n espécies quimicas, quando g = (n,v,Cy,....C ), € uma ge-
neralizagao imediata.

Percebemos que o critério de estabilidade alternativo
de GIBBS leva a um problema de minimizagao de um funcional,
que pode ser definido da seguinte maneira: Dados os numeros
Se W N wawy Nu‘ achar o campo g = {"‘V‘Cl""‘cn—:} sobre
B tal que minimiza o funcional E = IB €(g(X)) dm sob as res-
trigoes:

I n(Xx) dm = § i [ v(X) dm = V e
B B

1 (12)

oy
a n
IB azl bu CE(X] dm = Nu - ag m(B) (a= 1,...,u) ,

onde b: € um numero definido por bz = az - az T (T |
a=l,...,u). Observe que o campo g sobre B também deve obede-
cer a restrigao I €, = 1. Da definigdo desse problema decor
re o teorema abaixo, que apresenta condigoes necessarias pa-

ra que um estado estatico g de uma mistura B seja estavel em
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isolamento.
TEOREMA 2. Seja g* um estado estdtico estavel em isolamento
de uma mistura B. Entao, para quase todo ponto material XEB
de continuidade para g*: i) a temperatura, a pressdao e¢ oS po
tenciais quimicos reduzidos sao constantes, ou seja, existem
numeros 8* > 0 , p* > 0 e u;[a=l,...,n-1) tais que

B(g* (X)) = 6* , B(g*(X)) = p* , f,(g*(X) = u}
(13)

u
com p* = J b (a=1,...,n-1) ,

onde Au(a=1,...,u) sdao constantes; ii) se a funcao de equili
brio € da mistura B tem segundas derivadas,

32 - 3p i} s <13
I 2 0 . 5y 2 0 e ’C, >0 (A=l yenwd-1) § (14)
i1i) os pontos g*(X) € R™1 da imagem de g sao pontos de co

n
vexidade para a fungao de equilibrio €, ou seja E(g* (X)) ¢
t e(gl(X)) + (1-t) E(g (X)) para todo t € (0,1) e para todo
gl e g obedecendo a g*(X)} = t gl(X) + (1-t) g (X), onde gl
¢ g~ sdo estados estaticos de B continuos nas mesmas partes
Pl C B que g*, com m(P1) > 0.

5. Estados Estdtices Polifdsicos

Seja Pj(i=1,...,q<WJ uma partigao finita de uma mistu-
ra B, indexada de tal forma que para i=1,....7149q acontece
m{PjJ > 0., Obviamente m(B - igl piy = 0, Sejam yl{i=1,...,r]
pontos discretos do dominio da fungido de equilibrio &, tal
que yi # y) para i £ j. Scja g um estado estitico da mistu-
ra B tal que g(X) = yi. para quase todo S Pi(i=]....,r).
Se existem uma partigao finita de B e um estado estdtico g

de B nessas condigoes, entdo chamaremos g de estado estatico

r-fasico da mistura B, Se r=1, g serd dito estado estatico

monofasico de B. Cada parte pi(i=1,...,r) serd chamada de uma

fase ou parte uniforme da mistura B.

Uma prova para este teorema encontra-se na referencia
(7.

Se g € um estado estatico r-fasico estavel (estritamen
te estdavel) em iseclamento de uma mistura B, entdo as fases
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de B serao ditas fases em coexisténcia estavel (estritamente
estavel).

As definigoes dadas aqui parecem estar de acordo com o
que entendia GIBBS por fase e¢ fases em coexisténcia [1, p.96].
Em palavras, estamos entendendo fase como um subconjunto da
mistura B no qual suas propriedades (aqui entropia especifi-
ca, volume especifico e concentragoes das espécies quimicas)
sao uniformes, e um estado polifasico de B € um estado esta-
tico de B tal que B € a unido disjunta de diversas fases, a
menos dos subconjuntos de B com medida nula, que nao nos in-
teressam. Um estado estidtico monofdsico € um estado estatico
de B no qual B tem apenas uma fase.

Observe gue se g & um estado estatico r-fasico de wuma
mistura B, tal que g(X) = yi para quase todo X em uma fase
pl de B, com y! = (ni,vi,c%,...,c;_l] constante (i=1l,...,r),
entao podemos construir uma matriz F, associada ao estado es

tdtico r-fdsico g, da seguinte maneira:

LI L 4
vioov2 o T
Felel et oo if (15)
1 N -
Coan Cpar w0 Gy
-
onde cada yi(i=1....,r) forma um vetor coluna, a coluna i,

da matriz F, a qual chamaremos de matriz das fases do estado

estidtico r-fisico g de B. Existe uma arbitrariedade na inde-
xagao das fases de B. Notamos que mais de um estado estatico
r-fasico de B podem ter uma mesma matriz das fases.

Vamos definir o numero ; como: a; = m(PL)/m(B) (i=1,
siwwiy X}y OHdR Pl & uma fase da mistura B no estado estatico
r-fasico g. Obviamente I a; = : [ Construiremos um vetor
a, associado ao estado estatico r-fasico g, como a = (a;,.--,

a.). Chamaremos o de vetor proporgao das fases de B no esta-

do estatico r-fasico g.

OBSERVACAO 1. Seja g um estado estdatico r-fasico de uma mis
tura B, onde Pi[i=l,...,r} ¢ uma fase de B, tal que g(Xx) =
= yi € R"! para quase todo X em Pl. Seja y° € R™! um name
ro definido por yo H IB g(X) dm/m(B). Se F e a sao, respecti
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vamente, a matriz das fases e o vetor propor¢ao de fases de
B no estado estatico r-fdsico g, entao acontece F a = yo.
OBSERVAGAD 2., Sejam g e g! dois estados estaticos r-fiasicos
de uma mistura B, com matrizes das fases F e ¥l ¢ vetores
proporgao de fases & e wl, respectivamente. Se I'= Fl e a= al,
entdo g e g! sido cstados estdticos equivalentes.

Obviamente o recoproco € verdadeiro.

6. 0 Carater Discreto das Misturas em Equilibrio

Na proxima seg¢do discutiremos um resultado quanto ao
nimero maximo de fases em coexisténcia estritamente estavel
para uma mistura com reagdao quimica. No entanto, em relagao
a esse resultado ha uma questao intrigante. Parafraseando
FEINBERG: "Se, por um lado, sabemos que uma mistura que nao
esteja em equilibrio pode exibir uma infinidade de composi-
goes distintas ¢ se, por outro lado, podemos conceder que uma
mistura em cquillibrio ndo precisa ser uniforme, por que deve
mos presumir que uma mistura cem cquilibrio consista em, no
maximo, um nimero finite de partes unifermes?....GLBBS atri-
buiu um carater discreto as misturas em cquilibrio desde o
comego de sua argumentagao. Sem duvida, cssa hipotese & hem
fundamentada nas obscrvagdes cnpiricas, mas parece ser razod
vel tentar a conciliagdo entre essas ohservagoes o os princl
pios da termediniamica scm o recurso de qualquer imagem pre-
concebida para as misturas em equilibrio” [5, p.7].

Dado isso, procede a seguinte pergunta: Qual o sentido
da Regra das Fases (¢ como vercmos, o numero Jde fases em coe
xisténcia estavel é um resultado valido para estados estdti-
cos estritamente estdveis) se admitimos que hd estado estati
co estritamente estdvel g de uma mistura B para o qual em al
gum subconjunto P de B, com m(I') > U, g ¢ uma fungae conti-
nua nio constante? A regra nidoe scaplicaria nesse caso ese pen
sarmos, de uma forma nao multo rigorosa, que essc estado ¢
composto por um numero infinito de fases, a regra falha puara
a mistura B nesse estado.

Dadas essas digressoes e com essce problema em mente, o
que faremos a seguir € tomar uma hipStese sobre a fungao de
equilibrio & tal que nos leve ao seguinte resultado:Todos es

tados cstaticos estritamente estaveis de uma mistura B  sao
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sdo polifasicos. Esse fato & expressono teorema abaixo,e uma
prova para o mesmo pode ser encontrada na referencia [7].

TEOREMA 3. Seja g um estado estatico estritamente estavel
de uma mistura B. Se a fungdo de equilibrio & da mistura B &

convexa a menos de um conjunto compacto convexo, entao g €
polifdsico.

7. A Regra das Fases

Se tomarmos como hipotese sobre a funcgdo de equilibrio
€ de uma mistura B aquela dada no teorema 3, entdo um estado
estdtico estritamente estdvel em isolamento de B € necessa-
riamente um estado polifésico. No entanto, nao pode ter um
numero qualquer de fases em coexisténcia estavel. Existe um
namero maximo possivel que € dado pela Regra das Fases, umre
sultado que deriva diretamente do critério de  estabilidade
termostatica de GIBBS, valido apenas para estudos estaticos
estritamente estdveis, como veremos adiante.

Seja g = (n,v.Cl,...‘Cn_lj um estado estatico r-fasico
de uma mistura B, e P'(i=1,...,r) as fases de B nesse estado,
tal que g(X) = y' = (nl,vl.c§,...,c;_1) constante, para qua-

se todo X em P1. Exigimos na definicdo de um estado r-fasico
de uma mistura B que y! # yj, para i # j. Vamos construir as
sociado a esse estado estatico r-fasico um vetor d° = {no,

(8] o (s} Fo
v ,d ,...,du], onde definimos

o _ 1 o _ 1
nTE STEY IB n(x) dm . V' = OTEY ]B v(X) dm e
n-1 (16)
4° = m—(lﬂ I § b2 c (X) dm (a=1,...,u) ,

B a=1

as integrais calculadas nos campos de entropia especifica 7,
volume especifico v e concentragoes das espécies quimicas
Ca(a=l....,n-l}, sobre B, dados pelo estado estatico r-fasi-
co g. Se a = (aj,...,a.) € o vetor proporgao de fases do es
tado estatico r-fasico g, entao & facil perceber que, para
esse estado estatico, vale o sistema de equagoes

T T . T -
E a. = 1 . I 1‘11 G S nO . \I'l a. = VD
i L & i
i=1 i=1 i=1
r n-1 ; (17)
a i _ .0 N
e 1 ) ba el da (x=1,...,u} .
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0 sistema de equagdes (17) € equivalente @ equagdo ma-

tricial
1000 0 ...0 i i s (8 10
0100 L N ar} L
0010 0 ...0 o oyt Lyl 5 v
B 00 B B e Bt ¢l ...l <= 9% . a8
1 2 n-1 a Q
0 00b} b3 ...0bH . _ o 5 d
Y EAE .T - i
LA C C _— ;
00 0 bl b2 oo R LR 0= oL Ldo
& u u u | u

que vamos escrever como, A B a = a%,

Analisando os postos das matrizes A ¢ B chegaremos ao
niimero miaximo de fases em coexisténcia estritamente estavel,
conforme enuncia o teorema 4. Antes porém, necessitamos do
seguinte resultado:

LEMA. O posto da matriz Lh;)(a=l.,.,.n-l  o=l,...,u) & me-
nor ou igual a n-p-1, onde p representa o nGmero de reagoes
quimicas independentesentre as espécies guimicas a (a=sl,....n).
TEOREMA 4. Scja g um cstado estatico r-fdsico estritamente
estdvel em isolamento de uma mistura B. bntao, r ¢ 2+n-p.
PROVA: Se g & monofdsico, r=1 ¢ a desigraldade & trivialmen
te satisfeita, pois p € n. Vamos supor entao gue r > 1. Ve-
mos que, definido um vetor d? como em (1) para o estado es-
tatico r-fasico g, o vetor proporgic de fases a dec B no esta
do estatico g € solugao, por construgio, da equagdo matricial
(18), pois (18) vem do sistemade equagoes (17), que foi cons
truido para este ecstado estatico r-fasico.

Por ocutro lado, do lema temos que posto (hz] £ n-p-1,
e logo posto A ¢ 2+n-p., Ora, posto B € min {2Z+n,r} e de um
teorema da algebra linear, posto AR € min {posto A, posto B}!.
Portanto, posto AB < min {2+n-p,r}.

Vamos supor que r > 24n-p, e cntdo a cquagao matricial
(18) temmais de uma solugao. Tome a! # o uma outra solugdo de
(18). Construamos um cstado estdtico r-fdsico g! de B tal que
tenha a mesma matriz das fases que o estado cstatico g, mas
com vetor proporgdo de fases al!. Entdo da observagaoc 2 vemos
que g! & distinto de g. Mas como a! tambem é uma solugio da
equagao (18), ou seja, do sistema de equagdes (18), integran
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do essas equacbes em B e lembrando a definicaode d® em (16),
e bz(a=1,...,n-l : a=1,...,u) em (16), fica claro que (S!,
VINL, ..o NL) = (S,V,Np, ... N)), onde ST, VI, Nl(e=1,...,u)
sao, respectivamente, a entropia total, o volume total e as
massas totais das espécies atomicas, da mistura B no estado
estatico r-fasico g . S,V.Na(u=l.....uj tem o mesmo signifi
cado, mas com a mistura B no estado estdtico r-fisico g.

Como g! tem a mesma matriz das fases que g, das condi-
goes i) e ii1i)do teorema 2 fica claro que, para quase todo
n-p £(8) 00 e (whvl.Cl,...,
C%_l.E(g )J)(X), onde g = ("‘V’C“""Cn-l) e gl = (nl,vl,cl,
...,CA_I), pertencem a um mesmo hiper-plano tangente a graf

X em B, os pontos (n,v,C;,...,C

€, e logo, para quase todo em B, e(g(X)) = e(g(X)) + Vv E(g
(X))+ (gl (X)-g(X)). Integrando essa expressic em B e usando
(13), vemos que E! = E, ou seja, a energia interna total de
B no estado estdtico g! € igual aquela de B no estado estdti
co g. Pelo teorema 1, chegamos a uma contradigiao ao fato de
ser g um estado estdtico estritamente estavel. Logo, a supo-
sigao de que r > 2+n-p € abhsurda.

Com outras palavras, o que concluimos foi que se a, so
lugao de (18), € o vetor proporc¢ao de fases de um estado es-
tdtico r-fasico estritamente estavel em isolamento, entdo de
ve ser solugdo dnica. Logo r < posto AB. Mas, por outro la-
do, posto AB < min {3+u,r}, ¢ entao devemos ter posto AB =
= r £ 2+n-p, pois também mostramos que posto AB < min{2+n-p,rkh
COROLARIO. Seja g um ecstado estidtico r-fasico estritamente
estavel ecm isolamento de uma mistura B. Se posto [tau} = u,
entdo vale: r g 2+u = Z+n-p.

Obviamente, isto sO0 acontece se u € n e quando o nime-
ro de rcagodes quimicas independentes na mistura for o nimero
de espécies quimicas menos o numero de espécies atomicas, is
to &, p = n-u. Isto acontece, por exemplo, para misturas de
H;0, 0, e H, ou para misturas de CH,, H;0, CO, CO; e H,.

8. Conclusoes

Mostrames que a Regra das Fases para misturas com rea-
gdo quimica é um resultado que deriva diretamente de crite-
rioc de estabilidade termostatica de GIBBS, sem a necessidade

do uso dos argumentos tradicionais (geralmente contar o nime
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ro de incdgnitas menos o numero de equagoes em um sistema de
equagdes) que sao incompletas e/ou incorretas, como bem o
mostram FEINBERG [5] e DUNN e FOSDICK [6]. Analisamos uma hi
potese que leva as misturas em equilibrio a serem polifasi-
cas, um fato comum as observagoes empiricas.

Como consequéncia imediata do teorema 1 podemos mos-
trar: 1) a equivaléncia do critério de minimizagao da ener-
gia interna total com o da minimizagdo da entalpia total, ou
energia livre de llelmholtz total, ou energia livre de Gibbs
total, etc.; 2) a afinidade de cada reagio yuimica numa mis-
tura em um estado estitico estavel ¢ nula; 3) o calor especi
fico a volume constante e coeficiente de compressibilidade
isotérmica sfo positivos em um estado estitico estdvel. Ou-

tros resultados da termodindmica clissica podem ser derivados.
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1. Introdugao

Este trabalho € parte de um estudo mais amplo, que se
encontra em fase de conclusao no Departamento de Engenharia
Civil da PUC/RJ, com o intuito de se fundamentar teoricamen-
te as caracteristicas de convergencia dos modelos de estrutu
ras de concreto armado ora em desenvolvimento [15].

A avaliagido aproximada da rigidez no método dos elemen
tos finitos, atraves da adogio de integragio redu:}da ¢ sele
tiva, tem se constituido em procedimento simples e eficiente
para solucionar problemas que envolvem excesso ou mal condi-
cionamento da rigidez [1,2]. Mecanismos cm elementos isopara
métricos, causados por tal tipe de integrugiao ¢ com materi-
ais de lei fisica lincar, vém sendo objeto de algumas pesqui
sas recentes [3,4].

Neste trabalho, estudam-se os cfeitos da adogao de in-
tegragao reduzida, vista como uma violagiao o condigao de ava
liacdo exata da rigidez no método dos clementos [initos. Ana
lisam-se 0s mecanismos em ¢lementos isopuramétricos plunos,
que surgem em conscquencia desta integracao, bem como meca-
nismos adicionais em elementos de concreto armado, com  com-
portamento fisico nao lincar. A mudanga de posigio do elemen
to unidimensional que representiao ago, por cxemplo, influi
no numero de mecanismos do elemento de concreto armado, con-

forme sc apresenta no final.

n

A formulagio variacional do equilibrio estatico do
sistema clistico tem como funcional caracteristico sua ener-
gia potencial total,

.

anyon ey av wkul]"'n-mv - J[‘-l s, (1

1|r
Iy 1

FCIUD) =5

onde ([D){u}y, [E], P}, {T], representam respectivamente de
formacoes, constantes clasticas, forgas Jde massa ¢ de super-
ficie. Obtém-se a fungao que descreve a configuragiao de equj
I1ibrio estdvel do sistema pela minimizagio do funcional (2},
o que resulta nas equagoes de cquilibrio ¢ condigdes natura-
is [5]:

SE(IUN) = 0 (2)
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Para o preblema, a funcao (U} € admissivel se satisfaz:
a. As condicoes essenciais de contorno {U} = [0} em SU
h. A finitude da energia (1). A funcio {UIE €™ ', desde que

as dertvadas de ordem miaxima (m) cm [D] sejam finitas [6].
c. A condigiao de exatidio na avaliagao das integrais em (1).

No método dos clementos finitos [7] estas condigoes de
admissibilidade sao multas vezes violadas. Elementos nao-con
formes [7] violam a condigao de conformidade da fungao {U}na
fronteira entre elementos. Tal vioiacao ¢ comum em problemas
que exigem continuidade ', como ocorre no elemento de viga
(Fig. 1),

AN avaliagao exata das integrais em (1) nao ocorre quan
do adotu-sc¢ a integragiao numerica de Gauss-Legendre. Em ecle-
mentos isoparamétricos [8 . em que o integrando da energia
cnvolve fungoes racionais, o uso de integragio numérica € o-
brigatario [9 . b um clemento, & cnergia ¢ avaliada em D

pontos de integragao, perando o funcional aproximado

= i) -
1‘(‘[1”}] = i;_.ll\‘.ll-u(ui], -(J]

em que l\'l ¢ oy = (X 0ya2) sao paramctros obtidos pela  or-
Joem adotasla,
As pmplicacoes provenientes da violagao da condigiao ¢

sao estuwdadas o sepuir, com aplicagoes a elementos isoparame

tr1gos.
1
[ —— Ky Kz Ky2
| e
WI““-—
FIG.1. VIOLAGAO DA CONDIGAO DE FIG. 2. RELACGES DERIGIDEZ EM UM
CONFORMIDADE EM ELEMEN- PONTO DE INTEGRAGAD

TO DE VIGA QUADRATICO

3. Mocadismes em BElementos fsoparametricos
A andbise do eguilihrio Je um sistema peio nctodo  dos

becentos finaton, adotada a Cormalacao em deslocamentios, re

fraona equagan de o eyquil iheio,
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(£} = [eglme]{q}. ()

sendo {f}e {q} forgas e deslocamentos nodais respectivamente,e
KT = [, cOonenty e com vy av, (s)
e

a matriz de rigidez do elemento. Dadas a fungoes de interpo-
lacdo em [N] , obtém-se o conjutto dos modos de deformagiac -
espectro — que o elemento € capaz de represcntar, resolvendo
o problema:

(Kl (Y} = afY). (6)

Matematicamente, buscam-s¢ os autovalores ¢ autovetores da
matriz (5). Fisicamente, procuram=-sc¢ os modos ou estados de
deformagao {Y);, equilibrados por forgas proporcionais
Ai{Y]i. onde o autovalor representa a rigidez associada ao
respectivo modo [10] .

Concei tua-se mecanismo como um modo de deformagio usso
ciado e uma rigidez nula. Lxistem dois tipos de mecanismos:
- 0 mecanismo real, em que a rigidez ¢ nula em qualquer pon-

to na regido do elemento. Os modos de corpo rigido consti-
tuem tal tipo.

- 0 mecanismo falso, em gque a rigidez se anula somente nos
pontos de integracio do elemento, conforme serd visto, da-
do que a ordem de integrag¢ido € incompleta na avaliacio de
(5)s

A presenga de mecanismos torna [5) singular. Se {Y}i

define um mecanismo, entio

e = [ (7)
i
Agrupando todas as solugoes de (6), tem-se
(K] Y], = (Y] 0. (8)

onde iY]e ¢ a matriz nodal. cujas colunas sao os autovalores
de: [5) ® [.ﬂ]C e a matriz diagonal dos autovalores. Pela pro-

priedade de ortonormalidade dos autovetores [11],
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T . \ . T .
{Y}i{Y]j = 61j‘ o que conduz a [Y]e[YIe =[1] . (9).(10)

Multiplicando ambos os lados de (8) por [Y]l tem-se de (10)

(Y] LK) YD, =0A) (1)

que representa a matriz de rigidez na base de seus autoveto-
res. Uonstatam-se singularidades em (11) através de (7)., e
COmMo consequencia,

Det[A] = HX, = 0. (12)
1

Para uma malha de elementos, sendo [Y] uma base [11] pa
ra o espago onde se define o problema, a solugio ¢ uma comh i

nacao lincar des autovetores,
gt = [Y] tal, [13)

omoque g tndica a participagao do modo {y]i na solucao do

probiema. Substituindo {13) cm [1). resulta
b - [EJEY) tak, [14)

onde [K] ¢ a matriz de rvigides da matha, Multiplicando por

el s 5
[¥] e por vonsideragocs analogas a (11), tem-sc

(1Y = (M tat ea t00) - [A)Lal) (15).(16)

que sierifica a cquaciao de cquilibrio no sistema de coordena-
das definido pelos autovetores. Determina-se cada coeficiente

de participacio por (15),
- vz =
rri—{yii{l}/a\i. (17

Mecanismos de corpo rigido desaparecem com i imposigao
das condicoes de contorno em (1), porém mecanismos falsos po
dem em alguns casos propagar-se na malha, impossibilitando a
solucao do sistema {li = 0} |3]. Uma solugao totalmente irre
al pode scr obtida pela presenga de um quase-mecanismo [12],
caracterizado por uma rigidez muito pequend, i ndo ser que o

numerador de (17) se anule, indicando ortogonalidade entre
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as forgas nodais e o modo de deformagdo.

Avalia-se o numero total de mecanismos pelo indicador
=n - p.d, (18)

em que n, p e d significam respectivamente o numero de graus
de liberdade, pontos de integragiao e relagoes de rigidez ava-
liadas em cada ponto. O numero de mecanismos falsos é dado
por

mp = mpo- T, (19)
onde r designa o numero de¢ mecanismos reais ou de corpo rigi-
do [13]. Em problemas de estado plano, avaliam-se em cadua pon
to de integragdo trés reclagoes de rigidez, correspondentes as
deformagoes Eyo Ey ery'
logia a um sistema de molas, acoplado a cada ponto de integra

¢ao (Fig. 2).

Representam-se tais relagdes por ana

Sendo pz a4 ordem minima gue integra [K] completamente.
definc-se integraciao reduzida a de ordem (p=l)x(p-1} ¢ inte-
gracao seletiva a de ordem p2 para [K]V ¢ (p-lix(p-1) para
(K)o tal que [K] = [K]U ¢ [K]. onde as parcelas se referem
is alteragoes de veolume ¢ lorms respectivamente.

Mecanismos reais ¢ falsos em elementos isoparametricos
linear e quadraticos sido mostrados nas figuras 3, 4 ¢ 5. Ado-
tou-se integragio reduzida para cada caso. Foi observado que,
adotando-se integragao completa, os modos de corpo rigido apa
recem explicitamente, o que niao acontece necessariamente nes-

te cdso, em que eles sao combinagoes dos outros modos.

4. Aplicagao: Deterioragiao da Rigidez do Concreto Armado

A analise nao linear de estruturas de concreto armado
prescreve diversos critérios de resistencia com o fim de de-
tectar ndo-linecaridades fisicas em qualquer ponto da estrutu-
ra. No concreto, tais nao-linearidades sao [(issuragao ¢ plas-
tificagao e, no ago, escoamento. Em [14], os critérios de re-
sisténcia adotados testam em cada ponto de integragao tensocs
ou deformagoes maximas do estado principal com valores criti-
cos dados. Uma nao-linearidade ¢ detectada pela superacio de
um determinado valor critico, anulando-se em seguida a propri

edade fisica correspondente e, por conseguinte, a rigidez
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(Ki = 0). Assim, deteriora-se a matriz de¢ rigidez da estrutu
ra pela presenga de nao-linearidades nos pontos de integra-
gao. Isto equivale a desacoplar molas (Fig. 2) nesses pontos.

0 efeito conjunto de integracio reduzida com nae-linea
ridades na avaliacao da rigidez gera mecanismos adicionais.
Nas figuras 7 e 9. mostram-se o0s mecanismos no elemento iso-
paramétrico quadratico yue representa um tirante de concreto
armado (Figs. 6 e 8), no nivel de carga correspondente a [is
suragdao no concreto, em que sc anulam os modulos de clastici
dade longitudinal heorizontal e de cisalhamento. Observa-se
que o nimero de mecanismos varia com a alteracao de posicdo
da barra de aco. Na Fig. 8B, os pontos de integracdo para o
a¢o e concreto coincidem, o gque causa a presenga do mecanis-
mo falso (quarto da Fig. 4), cuja influéncia ¢ identificada
nos mecanismos 1,3, 7e 8da Fig. 9, fato nao observado quando
0s pontos de intecgragido estio dispostos distintamente ({lFig.
6B), onde tal mecanismo nao csta presente (Fig. 7). No exem
plo da Fig. 8A, apds a fissuracao do conreto, nido sc obteve
convergéncia de solugdo, pois a rigidez horizontal transfleri
da do concreto para o ago, nos poentos de integragido coinci-

dentes, énulua, o que nio acontece no exemplo da Fig. o.

A adogio de integragiao reduzida em elementos isoparamé
tricos permite cconomia no tempo computacional referente a
integracao numérica da rigidez, hem como propicia solugocs
simples e acuradas para problemas-limites [1.,2]. Contudo, a
possibilidade de propagac¢ao dec mecanismos na malha de clemen

tos pode camuflar a solug¢ao do problema, quando nao impossi-

bilitid-la, a nao ser que as condigoes de contorno anulem
tais mecanismos. Recomenda-se o eclemento de oito nés, cujo
mecanismo falso impede propagagido. pois ¢ incompativel com

os mecanismos adjacentes [3]. Atengio deve ser dada aos meca
nismos adicionais causados por nao-linecaridades, que podem

dificultar a convergéncia de solugdo para o problema.
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SUMARIO

Solugogs para o problema da flexao eléstica-pl&%tica de placas
atraves da técnica de elementos finitos sao geralmente obtidas pelo
assimila;ﬁb da placa a uma cunstru;ﬁh de "sandwich" ou pela sua divisio
en varias camadas formadas por elementos de tensao plana. 0 segundo
modélo € mais preciso mas necessita mais tempo no computador eletrOnico.
Um modélo s5implificado e’apresentado neste trabalho, com resultados
mais precisos do que os obtidos com o modélo da placa "sandwich".

SUMMARY

The solutions for elastic-plastic bending of plates using the
finite eiement technique have so far been obtained in which the plate
is modelied as a sandwich construction or is divided into many layers
of plane stress elements. The second model is more accurate but re-
quires substantially more computer time. A simplified model is presen-
ted in this paper. It is shown that the results obtained with this
model are more accurate than those with the sandwich plate model.



1. Introduction

Primarily two approaches have been used in the literature for the
solution of elastic-plastic plate bending problems using the finite ele-
ment technique. The first utilizes a simplified model commonly referred
to as a 'sandwich' plate model [1,2]. It is composed of a core material,
which carries all of the transverse shear, sandwiched between two thin
cover plates, which support only membrane stresses, whose middle surfaces
are separated by the real plate thickness, h. For the purely elastic
situation, an exact equivalency is possible with the homogeneous thin
plate if the cover plate thickness is taken as one-sixth the thickness
of the true plate. The sandwich plate arrangement simplifies the in-
elastic analysis considerably. The cover sheets are composed of an
elastic-plastic material whereas the core is assumed to remain elastic
for every load. In the completely plastic state, equivalency of a homo-
geneous plate to a sandwich plate can be established by taking the
thickness of each cover plate to be equal to one-fourth the thickness
of the real plate. As such, the plate is taken to be either completely
elastic or completely plastic with no provision made for a transition
from one state to the other.

In the second approach, a more exact technique of layering the
plate into a discrete number of plane stress elements is utilized [3,4,5].
The elastic-plastic state of each layer is determined and numerical in-
tegration is carried out to form the stiffness of the layered element.
This method, although quite accurate, is nonetheless prohibitive in
terms of computer storage and execution time requirements.

Another approach which incorporates the simplicity of the sandwich
model and much of the accuracy of the layered-element model has been
developed and is presented in this paper. The basic concept of the new
model is that a plate element, after it reaches the initial plastic
state, is divided into two regions. The outermost regions are repre-
sented as plastic fibers and the inner region is composed of the re-
maining elastic fibers through the plate thickness. The extent of the
plastic zone in the cross-section of a plate at any load can be de-
termined by equating the expression of the equivalent strain to the
strain at the initial yield. The stiffness of the partially plastic
plate element is obtained by summation of the stiffnesses of the elastic
and plastic parts. During a load increment, the contribution to the in-
cremental moments for the plastic zone are calculated based upon the
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strains at the mid-depth of the plastic region as an approximation of
the strains throughout the plastic zome. Although this assumption is
strictly not correct, it can be justified if the deflections, and the
corresponding strains, remain within the small deflection range and the
depth of the developed plastic zone is small enough not to allow signifi-
cant stress variation within the plastic region. The accuracy of the
proposed model is demonstrated by comparison of some typical results
with other available models.

For the purpose of this development, it is assumed that the ma-
terial of the plate is homogeneous and isotropic, behaves as elastic-
perfectly plastic, and obeys von Mises' yield condition. In addition,
only small deflections are considered in this development. The de-
termination of the elastic-plastic bending stiffness for the plate
element is described in the following section.

2. Elastic-Plastic Bending Stiffness for an Element

The standard rectangular plate bending element with three degrees
of freedom per node is utilized in this study. The stiffness matrix
within the elastic range is standard and is available in the litera-
ture [6]. The development of the bending stiffness matrix for a par-
tially plastic element as proposed here, on the other hand, requires a
determination of the extent of the plate depth upto which the plate
thickness has become plastic. This may be determined as follows:

Plastic Zone Extent Factor - For small deformations, the assump-

tion of plane sections remain plane holds and, consequently, strains
within the plate thickness vary linearly. At the boundary of the elastic
and plastic regions of the partially plastic section, stresses reach a
level such that the von Mises yield condition is just satisfied. As
measured from the neutral axis, all fibers located at a depth greater
than this "initial yield' depth have already yielded. If one defines
the equivalent stress, ag® as

”gq = UE - U0y + wi + EUiY 5 (1)
then, for perfectly plastic materials, 9eq is equal to the yield stress
i in the plastic region and less than oy in the elastic region of the

piate cross-section.

The stresses within the elastic region of a cross-section may be
related to the strains by the well-known elastic stress-strain
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relationships that may be written as

a

X D*{ux + ucy] 4

)

y D*{cy + vsx} , (2}

¢ = [* -
xy = D*(1 “)Exy i

in which D* - t,f‘-;z), Poisson's ratio, and E = modulus of elasti-

city. Substituting Eq. (2} into Cg. (1) gives

2

a5 = D"z[[cxi*w.y)z - (nx-l-ucy}(ug-_xi-ey]

+ (e te)? +310-v)e, ) (3)

in which Teq is less than or equal to o, - Expanding and collecting
terms leads to

uiq = (1 ~v+v2)(5i+ Li) -1 _4U+UZ}EXC}'

+ 3101 -u}cxy}z 5 (4)
in which €eq = reduced strain = oeq/D* ¥

According to the von Mises yield criterion it is required that at

the initial yield fiber depth, % be equal to o4 - Therefore,

q

oq ~ ﬁeq/D* E <10/D* 8 g 1 (5)

in which o is the reduced strain at the initial yield fiber depth.
Consequently, the depth of yielding in an element at any load level can
be determined by equating the expression of the reduced strain given by
Eg. (4) to €g - It now remains to relate this information in such a
way that the extent of the plastic zone in the cross-section can be

determined.

From the linearity of the strain variation, the strain at any
depth, d, of the plate can be related to that at the outer fibers by

LI h
€5y = (2arh)els (6)

where E?j and ?j are the strains at depth h/2 and d, respectively, and
h is the thick ess of the plate. It can be seen in Eq. (4) that the
reduced strain also varies linearly. Therefore, Eq. (6) can be re-

written in terms of the reduced strain as

f
zgq - {deh}s;q (7)
Although the reduced strain, as given by Eq. (4), is valid only
in the elastic region of the plate thickness, this expression may be
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utilized for determining cgq . The reduced strain at the outer fibers
of the plate thickness is required in order to find the location for

which eg is equal to ¢, . From Eq. (7)., this relationship is seen to be

q
cofi:;q = 2d/h . (B)

Rearranging and letting ¢ = d/h, yields the plastic zone extent factor,
¢, @S

4= 1/2(cg/op) (9)

which is shown in Fig. 1.

Change in equivalent
stress distribution due

to load increment \

n|=

[
[T

Fig. 1. Equivalent Stress Distribution
in Elasto-Plastic Element

Stiffness of a Partially Plastic Element - For the non-linear

analysis procedure, the standard piece-wise linear incremental tech-
nigue well known in the literature [7,8] is utilized in which the in-
cremental stiffness matrix for each plate element must be recalculated
for each load increment. In order to find the incremental stiffness
relationship for the partially plastic plate bending element, the in-
cremental moment-curvature relationships are required. Defining the
incremental moment and curvature vectors by

(M) = { M, (10)



, (11)

the generalized incremental relationship is given by

24z (axc) (12)

h/2
{aM} = s [D] z
-h/2
in which [D] is the generalized incremental stress-strain transforma-
tion matrix. The matrix [D] can be expanded. into elastic and plastic
parts as [D]€ and[D]P, respectively, which are defined in Appendix A.

Within the plastic region, the equivalent stress remains uniform
for the perfectly plastic material, so the moments depend not on a
variation of z but rather on ¢ (refer to Fig. 1). The contribution to
the incremental moments from the plastic zone, using strains at the mid-
depth of the plastic region as an approximation of the strains through-
out the plastic region, can be given by

(P = 23 - ) n(B2E+ )2 [00P (ac) (13)

which, upon simplification, yields
2
1 41 @ 34, 3 1
famyP = 7lg+ % - % - 47)0° [01P (ac) (14)
The corresponding moment contribution from the elastic portion of the
cross-section is given by

am® = £ 43 p3 [01° () . (15)

The total incremental moment is, then, the sum of Eqs. (14) and (15).

Note that for the purely elastic case the plastic zone extent
factor, ¢, is equal to 1/2. The resulting moment-curvature relation-
ship is given by Eq. {15) and takes the familiar from

3
(amr = B [0]® (acy . (16)

The plastic contribution to the element stiffness matrix is de-
termined by the usual methods employed in the finite element technique
[6]. 1In place of the elastic moment-curvature expression given by
Eq. (16), the incremental plastic constitutive matrix, [D]P, is substitu-
ted for [D]° and the term h/12 is replaced by [1/2(1/8+ ¢/8-3%/2-4%)n3]
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in Eq. (16). The corresponding elastic portion of the incremental
<tiffness is determined in the same manner by using the elastic consts
tutive matrix, [D]e, and replacing the term (h3f12) with (2/3 ¢3 h3}_
The total incremental stiffness matrix is then found by superposition of
the individual stiffness matrices representing the plastic and elastic
contributions. 2

As can be readily seen, this development assumes that all stress
cemponents are uniform throughout the depth of the plastic zone. This
15 strictly not true inspite of the fact that the equivalent stress in
the plastic zone is constant for a perfectly plastic material. It is
obvious that this apparent discrepancy can be winimized by dividing
the plastic zone into a series of layers, each of which is treated in-
dividually as a plane stress case. This would require a large in-
crease in computer storage and execution time. This is, of course,
undesirable and may not be warrented. By limiting the magnitudes of
the deflections and corresponding strains within the small deforma-
tion range, the extent of the plastic zone developed in the plate
thickness is not enough to allow for significant stress variation.

The difference between the assumed and real stress components can,

therefore, be disregarded.

3. Example Problem

A connection system consisting of a 4" x 3/8" or 8" x 3/8" tension
plate welded to a W10 x 21 wide-flange section of three-foot length, as
shown in Fig. 2, is used in the analysis for comparison of the proposed
and the sandwich plate model. This model conforms to the one that was
used in the previously conducted experimental tests [9]. Due to sym-
metry, only one-fourth of the connection need be modelled. The rectan-
gular plate bending element with three degrees of freedom per node
employed for the analysis was first developed for the elastic case by
Zienkiewicz and Cheung [6] and incorporates modifications required for
the non-linear analysis technique already described. The element con-
figuration used for the study is shown in Fig. 3 and consists of 210
rectangular plate bending elements interconnected by 242 nodes with
three degrees of freedom per node.

Experimental evidence [9] indicates that plasticity is of minor
concern in the flanges and that any flange model need only simulate the
flanges in an elastic manner. As such, a simple model consisting of a
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Used in Finite Element Analysis

two-node beam element with torsional capability having one displacement
and two rotational degrees of freedom per node is utilized for the
flanges. A comparison made with experimental strain gage data at a
load of one thousand pounds, as shown in Fig. 4, indicates a very close
agreement between the measured and calculated strains in the elastic
range, therehy, assuring the accuracy of the proposed finite element
model .

Sandwich Plate vs. the Proposed Elasto-Plastic Formulation -

A comparison of the sandwich plate and proposed elasto-plastic
models indicated that the development of the yield patterns predicted
by the use of the modeis is essentially the same. The growth of yield
zones for an 8 inch tension plate is shown in Fig. 5.
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The collapse load, on the other hand, predicted by the proposed
elasto-plastic model is significantly higher (on the order of 25 to
30%) than that given by the sandwich plate model. A comparison of the
ultimate loads for the two models for various tension plate widths is
given in Table I.

Table I. Ultimate Loads Using Sandwich and
Proposed Elasto-Plastic Medels.

Tension Plate Ultimate Load (kips)
Width Sandwich Model | Proposed Model

4" 4.4 5.4

a" 6.0 7.1

A more apparent difference between the two models can be seen in
Fig. 6. in which the deflection curve for the sandwich model flattens
out very rapidly after plasticity begins to develop. The curve for the
elasto-plastic model shows a much more gradual flattening. A slower
degradation of the bending stiffness is indicative of the inherent
strength of the remaining elastic portion of the plate. On the other
hand, the moment resisting capacity of the sandwich plate element is
exhausted once the cover plates reach the state of initial yield.

50

Elasto-Plastic Model

4.0 e
Lood

hips) 30} — Sondwich Plate Model

WIOx 21 with 8"x§" plote
and no flange restraint
e

() “oo4 oos o o

20

Centertine Deflection {inches)

Fig. 6. Stiffness Comparison of Sandwich and Proposed
Elasto-Plastic Plate Models

4. Discussion and Conclusions

As determined in this study, the ultimate loads predicted by the
sandwich model are significantly lower than those predicted by the
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proposed elasto-plastic model. This is a consequence of the assumed
stress state in the sandwich cover plates that are considered either
entirely elastic or entirely plastic with no transitional stress state
incorporated into the model. Therefore, the sandwich model does not
adequately represent the load-deformation history of a real plate in
bending. On the other hand, it is found that similar plastic zone de-
velopment patterns are obtained by the sandwich and proposed elasto-
plastic models indicating that the sandwich plate technique will accu-
rately predict the progression of plasticity throughout the plate under
increasing load. However, the results obtained with the sandwich plate
representation may be misleading and so its use for the determination
of ultimate loads in plastic plate analysis is not advised. Models,
such as that developed herein, provide the necessary accuracy in
elastic-plastic plate bending analysis.

A cautionary note should be added to this discussion. While the
proposed elasto-plastic plate bending model is accurate for load-
deformation and plastic progression studies, stresses can be determined
accurately only within the elastic portion of the plate thickness. In
the plastic region of a plate cross-section, only average stresses at
the centroid of this region can be calculated.

The following conclusions can be drawn based upon the results of
this study: 1)}. The finite element plate bending model developed in
this paper provides a simple yet accurate technique for non-linear
elastic-plastic analysis. 2). Accurate determination of stress varia-
tion through the plastic region of the plate is not possible. 3). The
use of the sandwich model for elastic-plastic plate bending analysis is

not advised.
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7. Appendix A

The stress and strain vectors in plane stress can be defined,

respectively as

{a} = |a , and (A-1)




{e} = 3 . (A-2)

For the elastic case, the well-known stress-strain relationship in plane
stress is written as

1 v 0
(o) = —E51v 1 0 = [01® (e} (A-3)
19" lo- o (1-v)/2

for which the incremental moment-curvature relationship is given by
Eq. (15).

Yamade et al. [7] have developed an explicit expression for a
plastic stress rate-strain rate matrix which is derived by inverting
the Prandt]-Reuss equations in plasticity theory. The matrix is
simple, straightforward and facilitates the incremental treatment of
elastic-plastic problems. Assuming a non-strain hardening material,
incremental stress-strain relations in the plastic range for plane
stress may be written as

{a0) = [01P {ae) (h-4)
in which
s +2n 5.5 +2 W ;51-(5 +S.)
y 1l x>y Ll v Ox T Wy
p_E 2 Iy
(o3P = & S% + 20 - 75 (s, +v8,) |- (A-5)
SYMM.
e/[2(14v)]
In Eq. (A-5),
n = P 1 (1+v) E=82 %285, 8 (A-6)
Xy ’ X Xy Cy
and

t =g+ 2(1-v8)y ,

5, = (Zcx-uy},’S ; (A-7)

vy
]

= (an - Ux),/:i
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SUMAR 1O

Neste trabalho estuda-se a andlise dinamica de siste-
mas do tipo rigido-flexiveis, através de um esquema de inte
gragdo no tempo do tipo implicito-exnlicito: a resposta do
dominio flexivel ¢ integrada utilizando-se um metodo exnli-
cito, (difereca central) e a resnosta do dominio rigido @&
integrade com o uso de técnica implicita (método de Newmark) .
A principal caracteristica deste algoritmo € que a matriz
de rigidez do dominio flexivel nao € calculada, e pode-se
adotar um intervalo de integracac relativamente maior, para

a solucado incremental.

SUMMARY
In this work implicit-explicit finite element mesh
partitions are developed for transient problems of nonlinear
interacting media. Imnlicit-exnlicit schemes offer a unified
anproach to nroblems of structural transient dynamics and
can lead to significant computational advantagens. Some
numerical examples are solved to show some of the capabilities

of this approach.




368

1. Introducgao

Em problemas que envolvem a interacao de diversos meios,
torna-se vantajoso tratar as regioes de caracteristicas dife
rentes que constituem a andlise por alporitmos implicitos e
explicitos simultaneamente.

Neste trabalho, discutem-se as principais caracteristi
cas de implementacao de um programa, que utiliza integracio
implicita através do operador de Newmark e integragio expli-
cita através do método de diferenca central.

A andlise € dirigida a problemas que cnvolvem a intera
cao de sistemas solo-fluido-estrutura, valendo-se de clemen-

tos isoparamétricos com nimero variade de pontos nodais.

2. Algoritmo Implicito-Explicito

0 modelo de elementos finitos € composto de dois ErUpos
0s elementos implicitos (I) ¢ os clementos explicitos (E).
Neste algoritmo itera-se em cada intervalo de tempo para sa-
tisfazer a equagao:

| - -~ : .
il ) = .
Mapaie * B lane » Yesaed * Pl » Fpned Friar
onde:
M= @I + Mh - matriz de massa discreta
F =yl N .
-tHAL t+At t+4t - vetor de forgas aplicadas
P - vetor de forcas internas
gt+ﬁt s Vieat - vetor de deslocamentos e velo-

cidade em t + At

A sequéncia de operagdes de cada ciclo iterativo é des
crita a seguir:

a) inicio do processo iterativo: i = 0

b} fase de estimativas:

& i A =d + Aty

¢ Y AtP(1 - 28B) a. /2

t

Yeage * Yg * A0 0L =y mg
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(d!

i _ _ ] -
araat - (diapr ~ dpeng)/(at7.8) = 0

c¢) cdlculo de forcas residuais:

K - M rla pfa )

_ ak _ i 1 = =
PUo= Frane T M2 7 P UWiiar  Yeead) Creat 0 Yreat
d) se requerido, atualiza-se a matriz de rigidez efetiva:

K = M/(At? B) + v Cp/(At.g) + Ki(d

i
Kpldyape!

-
Em caso contrario utiliza-se a ultima K calculada.

Convem salientar que

_ ap! a1 arl

I
L Sl R Sl

e) efctua-se a fatorizagao, redugio e retrosubstituigiao para:

g =y
f) introduz-se a corregao:
Qilﬂt - gi+At % gi
mene = (dgear = Speae)/IAT7.8)
Y::Al Sy THE -V s !::;t

| s . -
g) se Ad” nao atende ao criterio de convergencia, cntao  to
mi=%€ 1 = 1 + 1 ¢ retorna-se a0 1tem c.

h) caso contrario leva-se para o proximo intervalo:

1 - ij+1
Sreat - Sreat
" i+1
Veiear = Yieant
pant = alt!
: Yeeat

Nesta sequéncia utilizou-se a formulagao propesta por

Hughes ¢ Liu. Este algoritmo pode ser convenientemente adap-
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tado na fase de estimativas utilizando-se:

o B
desar = de

Vo =V
TtHAt o

o ” 0 = 2
Beeat = (raar = dpear?/ (87 . 8)
onde
g = z = -
dyopp = dp* BT . v, + At*(1 - 28) a /2
Esta aproximagao € especialmente recomendada para pro-
blemas elastoplasticos com elementos implicitos (y = 0.5) e

quando se empregam poucos intervalos de integracio.

Se y > 1/2 e £ = (y + 0.5)?/4 obtem-se estabilidade
incondicional para o grupo de elementos implicitos. O inter-
valo de integragao € definido pelo grupo de elementos expli-
citos. Para o caso de vy = 0.5 o intervalo de integragao cri
tico é dado por 2/ .y onde Wouy B B frequéncia maxima da
subregiao de elementos explicitos.

3. Resultados de Andlise

Analisa-se a resposta dinamica de uma fundagao circular
assente sobre uma maci¢o de solo argiloso. A fundagio circu
lar € submetida a um carregamento distribuindo sidbito e cons
tante e € considerada rigida o suficiente de tal modo a nio
se considerar a possibilidade de sua plastificagao. Os deta
lhes da geometria estao indicados na figura (1).

Admite-se que em decorrencia do transiente de curta du
ragao estudado, nao haja possibilidade de drenagem, analisan
do-se o solo segundo tensées lotais em repimes elistico e
plastico. Sob tais condicdes o solo é considerado seguir o
critério de Von Mises, como material plastico perfeito.

Os resultados obtido sao coincidentes com os da refe-
réncia |10], e estdao plotados na figura (2).

Para ilustrar a eficiéncia computacional do algoritmo
implementado, indicam-se na tabela 1 os tempos de processa-
mento para diversas analises, até t = 0.ls,em um Burroughs
B6700.
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TR 336"
Fig. 1. Sistema Fundacao-Macico Terroso
Tabela 1
TIPO DE ANALISE TEMPO DE CPU EM SEGUNDOS
Implicita At = 0.0001s 2690.
Implicita At = 0.005s 1920.
Explicita At = 0.0001s 1980.
Implicita-Explicita At = 0.0001s 2115.

4. Conclusao

Neste trabalho comentou-se a aplicacgao de um algoritmo
implicito-explicito para a andlise de transientes nao linea
res de sistemas rigido-flexiveis. Procurou-se examinar parti
cularmente us caracteristicas de meios elasto-plasticos, dis
cretizado por elementos finitos isoparametricos com variado
numero de pontos nodais. Este csquema fornece um enfoque uni
ficado aos problemas da dinamica nao-linear e pode oferecer
significantes atrativos, no que diz respeito a performance ¢

implementacgao computacional.
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ST

No presente trabalho desenvolve-se um alporitmo que permite a
simu].at,'fio de grandes movimentos de trelicas espacias restringidas a se
moverem juntamente com um corpo rigido.

Um tratamento especial ¢ dado as condicoes inicials tornando a
sua introducdo mais geral e realista, e forgus externas aplicadas ao
sistema sdo levadas em consideracao. A teoria usada para criar o
algoritmo e apresentada, assim como os passos hdsicos necessarios i

sua implementagdo para (ins de andlise numérica.

SUMMARY
An algorithm permitting the simulation of large motions of
restrained space trusses is developed. Provision is made for the
accommodation of general, realistic initial conditions, and external
forces applied at joints taken into account. The theory used to
create the algorithm is set forth. Also a guideline for its imple-

mentation suitable for numerical analysis is presented.
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I. TIntroduction

In the literature concerned with dynumics and structural analyvsis
one finds works that deal with systems performing large motions, but
possessing relatively few deprees of freedom and systems performing smill
motions, but possessing many degrees of freedom.  There exist situitions
in which one must deal with large motions of a system possessing many
degrees of frecdom. The purpose of the present work is to create an
explicit algorithm that simulates large motions of a system Tormed by a
rigid body supporting a truss whose mass is quite large and cannot be
neglected.

References (1) - {5) dealt with the various effects ol clastic
deformations on the motion and stability of svstems comprised by vigid
and flexible bodies. lor the formulation of cguations of motion a techni-
que presented in Rer. (6] was utilized with extensive modilications in
order to accommodite the presence of a rigid hady attached to the truss,
Although the present work and Rel. (0] dealt with simubation ol large
motions of trusses, the substantial difTerence between them is that the
carlier work involved a non-physical reference frame, whereas this work
does not hecome the rigid body that Torms a part of the system consid-
ered here can play the role eartier assipned to a necessarily non-physi-
cal entity. When the number of degrees ol [reedom is large it becomes
unfeasible to solve exactly the partial differential cquations govern-
ing the motion of the system. In this circumstance, one is generally
forced to discretize the structure by "lumping' massces at joints of the
truss and using a technique which we shall call "exclusion of modes"

or "modal coordinate truncation.”

2. Development of the Algorithm

Consider a rigid body B with mass Ty and, centralt principal moments
of inertia Il, 12, 13. Attached to I there is a truss T having m memhers
and n joints. The system S comprised hy B and T has 6+ 50 -k} degrees
of freedom where k is the mmber of joints connected to B

Let N* be a point fixed in a Newtonian relerence frame N, and m .
Ny, Nz @ dextral set of orthogonal unit vectors {ixed in N.  Similarly
111, [3_2, 93 form a dextral set of orthogonal unit vectors parallel to
the central principal axes of inertia of B.

N\_‘,B*’ the velocity in N of the mass center B* of B, and N(_.\_IB, the

angular velocity of B in N may he, respectively, expressed as
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*
WP = by ugby +ugby @
and
NB = ub, +ucb, +upb 2
L= gl Ukt Uughs @

Let P, be a typical joint of the truss T and define ¥, as the position
vea.tor of P with respect to B when the truu.x is undeformed. Let r;
be the posnmn vector of Py with respect to B at a general time t; for
1 T rl—r for all t1me .

Let r be the po-;ltlon vector of B relative to N at any instant

of time and define YSi—'5+j‘ Y3i-34j* Xj and g as

j
y3i—3+j {:\ T -l‘)j (i=1,...,n; j=1,2,3) (3)
Y3i-34j 8 r - b (i=1,...,n; j=1,2,3) 4
A (=1,2.3) (s
X. L 1 = o
j=rf g j=1,2, )
and
¢c., bn.en (j,%=1,2,3) (6)
_H'- = _J —P. Ly 1=y

The velocity of joint Pi in N can be expressed as (sec Ref. (7), p. 31)

P, B. P,

Nvl NVI*'_'I N\ﬂ*& r_n}i (7)
where NV 1 is the vclouﬁy of B in N, B being the point of B that
coincides with P and BV is the \ﬁ'.‘lOC}Lt}’ of R in B. (a dot above a
symbol represents differentiation whith rec.peut to time.) For any
k nodes connected to the rigid body B, BV vanishes.

Next, we define and cxpress the displacements ﬂ3k+i in terms of
v generalized coordinates ¢ (t),... ’qu[t} v 5

W
Bigei & Vakei ™ Yakoi —2 Byjy  Lisle..,3(0Kk)] (8)

where Eij is the element of i~ row and jth column of the modal matrix
associated with free vibrations of T when B is held fixed in N. Also

let us define v generalized speed as

Ug,o 4 4, (8=100030) (9
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Differentiation of Eq. (8) with respect to time and using Eq. (9), leads
to

'

Barsi = Yagay = j;i Eiju6+j [i=1,...,3(n-k)] (10)
Substituting Eqs. (1)-{4) and (10) into (7) one obtains, for the
restrained joints

i A - - A
W= g ugg by ¢ iy gy b
* (ugrugds; g -ughs 5)bs (=lyesaak) ab

while for the unrestrained joints

vai= U, UL Yo - Yo +iF " u by, + [u,-u +u
£ 1531 M6¥3i-1 = 3(i-k)-2j"6+j )21 27 WY 3" Y352

J W
* 2 Byik-15%e b2) * (“3*“4%1-1'“5-"31-2 ' Elﬁs(i-k]j”mj)?a
1=1 E
(i=k+1,...,n) (12)

&
The acceleration of B in N and the angular acceleration of B in N are
found by differentiation of Egqs. (1) and (2) with respect to time and
turn out to be

* *

N, B

NaB v

d v s .
g =g L = (Uytugusruguy)b,y + (uptugyy “ugug)b, + (ugtusup-ugt; )by (13)
and

50z*Ughs (14)

Differentiation of Egs. (11) and (12) with respect to time leads to the
acceleration of joint Pi in N:

P. i
NTi e oom o B
8" = (uyrugys;ugyzg g *@3p)by ¢ (Upugys;tugYs; 2*e42)b;

* (OgHyys; -lgys; o*0;5)bs (i=1,...,K) (1s)

and
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N i fe - . M .
a ! (lpigy gy g ¢ Z B3 49250643 %11 )2

h
* (“z‘“4Y3i‘“a¥3i-z * }E% Es[i—k)-1j“6+j“miz)92

+

. v
(”3*”4Y3i-1‘”5Y3i-2 * }é% Eﬁ(i-k)j“6+j“is)93

(i=k#1,....,n) (16)
where
agy Sug(ugugyss ) -Usysi o) -Ug(uprugygitugysi p)  (i=1,000,K) 17
“iz'3“6(“1*“5;31'“0;31-1"”4(”3*“4;3i-1'”5;3i-2} (1=1,...,k) (18)
o332 Uy (g iy ) us(up gy ugys; ) (el (19)

5 ) . o ] )
O112¥s (Y3 g UaY 35 ) UeY 35 oV 35 ) "Ug (V35 1 U UgY 55 *UgYag 2*Ys5.q)
(i=k+1,...,n) (20
A . _ 2 i - _ -
©52M6 (Y35 240 gy 55 “Ug¥ 35 1 *Y 34 2) Uy O3 * Uz gy 35 " UsY 352 3;5)
(i=k+1,...,n) (21)
o380, (V551 *UgUgy 3 tueYs o'y 1) U (Ysg p*up gy Ugysi 135 p)
(i=k+1,...,n) (22)

The partial velocities and partial angular velocities are found by
inspection of Eys. (1), (2), (11) and (12) and may be expressed as

® P. P.
i N Ge,0) = Nl ke, = b (5=1,2,3) (23)
5 j j
NB _ i
t_u,uj N t_Jj_3 (j=4,5,3) (24)
S T N
Y, = 3% V311050000 - K0 N, SVl aq by (19KeL,. o8] (35
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P vai
_U Y31 1 y31 bsli=1,...k); L = Yz3by-¥z; obz(i=k+l...,n) (26)

o, p.
L o = o = 1. 2o
L V3110151202 (=100 0 K05 N"ﬂﬁ'ysi 121*Y35.2b, (i=k+1...,n)

(27)
BOUNB N g L S B, SO
_116+£ _u6+£ _116+R ? * { L (28)
and
N
Yug,, ~ B30i-i-21*3(i-10 - 1002 By ikge by (51s--vsatkel, o o0)

(29)

*
We can express the inertia torque IB for body B in N as [see Ref. (7),
p. 118}

* - . -
Ty = [Ty Tgugug-uy L4ib, +[(T3- [y Jugug-ugT,Iby + [Ty -15)uyug-ugIs1by (30)
*
Eg, the inertia force for body B in N is defined and expressed as
*
FBA rnBN B=-mB[(u *ugliz-Uglly )by +(u2+uﬁu1 uyuz)by+ (0 3*U Uy -ucu; )ba] (31)

&
Similary, -Ei. , the inertia force for joint Pi in N is defined and
expressed as

p

N'i . P . s n e
A 2 - =
E; 2-mia © = -m; (g tugygs Ugy s 1+ p)0by ¢ (Up gy g tugys ot ey5)by

+ (Ughlyyss 1 -Ueys: p*zdbe (i=1,...,5) (32)

NI e e o : . )
B oma "mi[(ulmSySi'”ﬁySi—l B zlEs(i-k]-Zj“mj*“il By

Y]
”(“2"‘4}'31*“6)'31-2 ‘ E ES(i-k)—lju6+j+ﬁi2)EZ

~—

\}
+(u3+u4y31_1—u5y3i_2 g 3 (i-K) j 6” 13)13%1=k+1,...,n)
(33)
where m; is the lumped mass at joint P,. The complete generalized
inertia forces can be written as (see Ref. (9) page 16).
*
* *
T E Nvl FL (r=1,...,64) (34)

T
—u —-B—ur
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When T is deformed, certain forces of interaction between truss
members are exerted on the joints P.l. These forces, as well as external
forces applied to Pi, contribute to the gencralized active forces. In
addition, external forces applied to B also contribute to the general-
ized active forces.

s 1. the resultant of all forces exerted on I’i by truss members,
can be expressed as

P,

3n
B s
g~ szl”“si-zj*‘j’hl b Ky 138508y * (Kggh0bsl (i=1,...,30) (35)

where Kiﬂ- is the element in the jth row and i‘.th colum of the "overall"
stift‘ne%s matrix of T.
1, the external force applied to Pi' must be specified as a func-

tion of, in pencral ¥iee- , and t, but

-:)"31" Y}k"‘]""’y.-in' )'3‘“1.---,)’3“
it can always be writted as (see Ref. (6)).
P,
T ‘o
Q" ~ Qg4 951055 e (%8)

l"he system of forces acting on B is equivalent to a force Q applied to

B together with a couple of torque 'I'B expressed respectively as

B_ B B ,oB
L= By YR Ry By 7}

and

B _ B B B
T =T b T, by + Ty by (38)

1=}

The complete generalized active forces can be written as (see Ref. (9),
p. 25)
n I‘. P, .
\’VB A E"v s ot (39)
S —l =~
r i=1 Yr
The dynamical equations of motion may be obtained by adding Egys. (34)
and (39) to give (see Ref. (7}, p. 177).
x
F. +F¥ =40 (r=1,...,64v) (40)
i r
This relation is known as Lagrange's form of D'Alembert's principle.
The expressions for generalized inertia and active forces coming
from Eqs. (34) and (39) can be greatly simplified if one takes advantape
of the orthogonality property of the modes of vibration for the truss and
the properties obtained from the definition of the stiffness matrix K
(see Ref. (9), p. 18,22,24). Making usc of those properties the
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equations of motion may be written in the simplified form as

k n
+ Em ) ( m. )’ % m.y )l:l *( |'|'|,A z + 2 m- 5 )]:[
('“B 2 3t e M El 135 % o MYEE 1)

I y

k n
g Z MBS (i -10) - 230+ (Y52 ”6“21*(;::1 "‘i“n*i:z i 11) zQs: 2Q1

i=k+13=1
(41)

- n U -
(2 iY3i-2 El“‘ Ysl—z)uﬁ “ X ] ME3(i-%) 151+

i=p+1 ]

B
= My (Ugly “ugug) + (Z sy * i "‘1“12) T4 Bia e

i=1 i=k+1

el

oy n n

n k.
-(ms*l);lmi)% ‘(E’“i-"ﬁ-l +j:E1miYSi—l)“4 *(§m1Y3i-z*jZ "‘i"'si-z)us

i =k+1

n
= m:Bevs ‘ﬁ =m, {(u,u u u ] +( m. o ™, . ,)
1=k¥1 Jz: iT3(i-k)j o+] g Uyt g i13 1%1 i3

Ynrg ¢ 3 myg)iy - (5 w3 ;
M. Yq: + m.y .)u = ( M.Yq: o + E: M.y /U
(1=1 i731 ifh i 3172 o 3i-1 sfey 3i-1/73

K ,
wy g 2, .2 .
; [‘1 % 1)';1 my (Vaq *¥3i-0) 1.3;1 milys; * Ysi-l)]%

L "Y3i1Y31-2 ¢ E M¥3i-1Y3i- z)“

v1=1 5 i=k+1

k — n "
+ MYV o M. Yo:¥as )u
(iéa i°313i-2 i=£21 i’3173i-2/76

+

\

?—ﬂ; L?%I m3¥3iE3(1-k)-15 ™Y 31-153 (3105 ]] Uge3

+

=

-(Ty-Tugug + 35 m, (-ys;04, *+ Yy 1945)

n f: i %
p i=§11 m; (Y3952 *V34-1%43) - izlf'}’siazi-l‘ysi-lqﬁ)

B
1 iz%:l(_YSiQ:’ai—l *r3ia%i) - T (44}
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(5 o5+ B, ol (s & o)
= my.,. + m.y .)u + ( m:Yes 5% my,. )u
=1 VS Sy VB e R i=§+l 173i-2/73
k . n y
"(Z::l "3 2301 i§+l '“i"si-z”n-l)"a

1
k n
"2 ~2 2.2 |
: [13 + L my5yg) ¢ i:z;H ®; Or3i*Ys; 2}]”5

i=1
e m )'l._l .
* MmYzi¥zioq * R Yzi¥zi- l)u
(1§1 173i"31-1 e 31511206

v
?;1 L e (Y33 (k-2 ™Y 332506 ml Yo+ j

e

~ = n
(15-Tyuyug + 1=21 m; Orzi®i1 Y5 43) *i§+1 m, 033941 Y34-2%43)

T
. B
E V31512 V33 9%;) - i__?%l'}'33'331—2"’3i-zq3i) ¥

(45)

n k i n
(Emi—"ﬁ 12 "‘i”3i-1)”1 ) (?;l'“i)':si-z " .Z:]“‘i"’:si-z)"z

1=] 1=k+1 1=K+
T

koo n B e m
E,m..v_._?‘v.., + 3 om Y7i-2Y ) + ( E:m.yv_ Yo + 3, m
r - 31-27 54 31 Svsi 173 e e

3 B S v
i k n
i onil 2 R
: l’s : ;2‘“1(3’31-1*)’31-2) * i‘_z-kﬂ'“i()’si-l*"’arz’l“e

*i:‘):(m)’

X
=1 st 3i- 1 '&{1 k)-2j i 2 %(1 k)- ]JI (J+J

i'3i -1)’31)“5

K
® «hp-lylaguy * ); (-F3i-1%1*Y3i-2%2)

il k .
*i:%f" (¥331%1730-2%2) gl[')’si-l%i—z“’n-zﬂsi-1)
T

i:zlil(yfii—lqﬁ—2+Y31—2Q31—1) - T

(46)



384

n

( miES(i—k]-Zt)ﬁl . (i=§1miﬁs(i~k}v1£)62
T = n %
( );lmiE3(i—m)“3 * [i‘%ﬂ ™ (YSiEB(i—k)—lk_yii-lp'S(i-k}El Uy
L -
l z mi(y3i53(i-k]—zp.‘}’zi-zﬁz»(i-k]n] Uy

n
.Z+1‘“i[)’3i—1E3(i—k';--2L'Y3i-2‘:‘(i-k]~u] 6 Yo+2

1=k
n
= i=‘kE m; (B3 (i-1-22%11* B3 -1 - 102" B3 11003
n 3
- iszki 2 3 (1-k) -3+§2031-3+ P2l (21, - 4¥) (473

where Ay is the ¢t th eigenvalue associated with free vibration for the

truss.

To relate the motion of the flying reference frame B with respect
to the Newtonian reference frame N we introduce twelve kinematical
differential equations as follows (see Ref. (9) p. 30, and Ref. (8)
pp. 81-83)

*

Xj = Ny_B . D—j = (u b, +u, b. +u.§__3] QE‘LUQ‘L

JE (_1‘—‘1,2,3] (‘18)

and

()
m| =

5 3
g })1'_; € jgUzep (2-h) (h-10 (k- ) (i,k=1,2,3) (49)

Equatiens (9), (41)-(49) form a set of 18+2v first order non-

linear differential equations governing the unknown quantities

A3 (=1,..,9), u (=1, 00, 6%9), x5 (551,2,3), €53 (5,k41,2,3), all of
whose initial values must be known before a solution of the equations
can be undertaken.

The initial values of Upseanllgy X; and | be presumed to be
given, whereas those ?f qj and u6+j (G=1,...,v) Tema_in to be determined.
We shall assume that y,(i=1,... ,3n), Y; (0} and Y3 (0) (j=3k+1,...,3n)
are given. From Egs. (8) and (10) follows immediately that




s

v
Bore; (O =y (O)-yg o = Jg 00 Tt 300k (50)
and
- . - A
Agpar (O) = ygp () < iEr;.lj_u(ﬁjgn] [i=1,...,3(n-X}} (51)

I'ne quantitics 4q; (0) and i [(I} are found by using the ortho-
zonal ity property of thc cl_ﬁ;n\.m tm 5. The pre-multiplication of
tas. (50) and (51) by 'FIM, where M is the mass matrix {or the truss

leads to

(n R]
4, m = f !H.’\ilil) (2=1,...,v) (52}
i=1  j=1 JE
amd
U ﬂ
g (M) = 2 1 ?:_, y ”n (0) (2=1,...,v) (53)

Fguations (9, (A1)-(49) can be expressed as (see Rel. (7), p. 192)
wi - v (54)

where W oand Voare 18+#2ux18+2v and 18+2ux] matrices, implicitly

functions of time. Por example using Eg. {41) one obtains

k n
W, = z m ). + z m.v,.
1t e 3i-1 e 3i-1 5Ty

i
i)
'\'l = My ligugugu,) b Z Moty 2 m. o 2(‘ .,-(}ll (501
- 4 k+1 L

e

is o 18+20+ 0 matrix whose clements are defined as

l!I s I.I.]. [j=1, 0] [57)
Gh+? A éhlf (2=1,...,v) (58)
I (k=1,...,9) (549}
ﬂﬁ+3v+j A ij (i=1,2,3) (60)

lavioel B0 (i=1,2,3) fo1)
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Ui2eausj & €25 (j=1,2,3) (62)

.

G (k=1,2,3) (63)

=

Ul se2uek

There exist algorithms, such as one presented in Ref. (9), that per-
mits one to integrate equations having the form of Eq. (54). Regard-
ing the value of v, if v=3(n-k), the total mumber of degrees of free-
dom of T, then the differential equations governing dy,---,4, are the
exact equations of motion of S. By taking v < 3(n-k) we shall obtain
approximate descriptions of motion of S.

3. Implementation of the Algorithm

This section lists the basic steps which may be used to create
computational schemes suitable for numerical analysis of the system.
The order in which these steps are given was selected for clarity of
presentation rather than computational efficiency, and a change in
this order may produce a more efficient procedure. The basic steps are
as follows:

” 3
y. (i=1,...,3n), y.(0), y.(0) (j=3k+1,...,3n); m,, m.(i=1,...,n),

i : 3 1y B B M
Q31_3+j{1—1,...,n, j=1,2,3), Qk i Tk (k=1,2,3), Ii(1=1,2,3], v . Also
input all truss constraints relative to the rigid body.

(a) TInput initial values for Uyl xi[i:l,3,3), cjk[j,k=1.2,3),

(b) Assemble stiffness and mass matrices for the truss. Calculate
the eigenvalues and eigenvectors and normalize the eigenvectors with
respect to the mass matrix.

(c) Calculate Ag,; and ﬁ3k+i[i=1,...,3(n-k)} using Eqs. (8) and
(10), respectively.

(d) Find the values of qj[ﬂ} and u6+j(ﬂ) (j=1,...,v) with the aid
of Egs. (52) and (53), respectively.

{e) Assemble W and V matrices from Eqs. (9) and (41)-(49).

() Integrate‘the s;stcm of equations g = E‘IY .

(g) Repeat the process starting at step (e) after an increment in
the independent variable t .
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Sumario

A ocorrencia de pegas de revolugao submetidas a cargas
axissimétricas é frequente em cstruturas. Visando a analise
de seguranga de tais componentes foi desenvolvido o siste-
ma de programas ASAS-TD. 0 processo de solugao utilizado é
baseado no método de elementos finitos tanto para a analise
de transmissao de calor em regime transitorio como para a
analise de tensoées resultantes dos carregamentos mecanicos
e térmicos.

Summary

The use of solids of revolution under axisymetric Loa-
ding is frequently found in mechanical components. In order
to make a safety analysis if such components the code ASAS-
TD was developed. The numerical procedure is based on the
finite element method for the thermal transient analysis
as well as for the stress analysis due to thermal and mecha
nical loading.
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1 - Introdugao

Este sistema destina-sc a aplicagoes em analise de ten
soes em corpos de revolugado solicitades a carregamentos (tGI

micos e mecanicos) axissimétiricos em regime transicente. O

Processo de solucgio utiliza o mctodo de elementos finitos ¢

analise modal para o cialeulo do transiente térmico, tal pro-
Ll |

cesso @ desenvolvido nas referéncias [1] e L&) respectiva-
mente.

0 sistema fol proposto ¢ desenvolvido de forma bastan-
te flexivel, permitinde a inclusio de novos métodos de solu
¢do. como por exemplo po calculo de autovalores ¢ autoveto-
res utilizande apenas a banda da matriz. analisce de modelos
com diferentes tipos de carregamentos térmicos ¢ mecanicos,
utilizacdo de coordenadas cilindricas ou retangulares. hem
como diferentes opgoes de processamento.

5

2 - Arquitetura do

0 sistema ¢ formado por quatro fascs distintas. inter-
ligadas entre si por um programa gerenciador o qual permite
4s seguintes formas de processamento:

a) Processamento Global - neste cuso sao pracessados
todas as fases para cada modelo.

b} Processamento Inicial - neste caso cada modelo €
processado nas fasecs LEDAD, DTEMD o CTEMDP.

¢} Processamento Final - este processamento ¢ i conti-
nuagio do processamento inicial. porcem vom u vantagem de se-
lecionar (restringir) os Jades para a andlise termo-clasti-
ca.

A transferencia de dados entre as fases ¢ feita atra-
vés de arquivos em disco, arquivos em fitus ¢ dreas comuns
de memoria, sendo a maioria dJdos dades agrupados em hihliote-
cas.

A flexibilidade do sistema ¢ suficicente pars permitir
alem da andlise do comportamento termo-cldastico devido a
carregamentos térmicos ¢ mecanicos, fazer a anidlise devido a
carregamentos apenas tCrmicos oll Apenas mecanicos ou apenas

analise das temperaturas da pega.
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Os programas deste sistema foram desenvolvidos com uma
estrutura propicia a utilizagao de overlays, (fi. 1) e em

alocacdo dinamica de memoria alocada.
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Figura 1 - Estrutura do ASAS-TD.



3 - Arquitetura das fases

Cada fase do sistema ASAS-TD sao controladas por uma
subrotina de mesmo nome as quais executam tarefas especificas
de gerenciamento tals como: inicializar varidveis, definir e
redefinir endere¢os increntes a alocagio dinamica de memdria,
leitura de inlurmagoes de controle, transferencia Jde dados da
memoria principal para arquivos secundaries ¢ vice-versa. pre
parar dados que servirvam de entrada para outras fases, além
de uma precisa interface com o programa principal (programa
gerenciador) .

A fase LEDAD faz a lceitura das condigoes de contorno e
topologia. quando entao determina as propricdades que definem
a topologia da estrutura em analise, as quais Sao armazcna-
das em hibliotecas. Esta fase monta tres bibliotecas (figura
2) que sao: Biblioteca de propricdades mecanicas ¢ termicas
dos materiais (XMAT). Biblioteca de coordenadas dos nos (C0)
e biblioteca de propriecdades dos clementos (PROPE).

DECK INFCIO
CONT GERAL ABECALHOS

._l ‘
DECK

PROP DOS _1 GERACAD DA BIBLIOT

MATERIAIS PROP DOS MATERIAIS

= BMAr= |5|BLmEcn

DECK o - XMAT -
COORDENA.
D0S NOS =
-, GERAGAD DA BIBLIOT
DE COORD DOS NOS __|BIBLIOTECA
-Cco- -Cco-
DECK
PROP DOS —
ELEMENTOS

GERACAD DA BIBLIOTECA
DE PROPRIEDADES DOS
ELEMENTOS
- PROPE -

BIBLIOTECA

FIM

Figura 2 - Fluxograma da fesc LEDAD.
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A fase PTEMP faz a leitura das condigoes de contorno

térmica, determina os coeficientes matriciais das matrizes

da equacao matricial do problema AT + BT + C

8 a bi

bliote

ca TERMO, A ordem destas matrizes e reduzida se houver nés

com temperaturas cspecificadas (NNST) e/ou for usado o pro-

cesso economizador (NS), Apos, a equagao matricial ¢
a

plada sendo a redugao de Choleski e os autovalores

tores sao obtidos pelo metodo de GIVEN. ver figura

DECK
COND. CONT|
TEMP.__

infcio

BIBLIOT
PROPE

MONTA AS MATRIZES
CONDUTIVIDADE { B}
CONDUTANCIA (A}
E VETOR CARGA(C)

]

Figura 3

1

INTRODUZ CONDICAO
DE CONTORNO TERMICA

REDUZ MATRIZES EM
FUNCKO DAS TEMP
ESPECIFICADAS

REDUZ ORDEM
MATRIZ PELOS
NdS MESTRES

DETERMINA 0S°
AUTOVALORES (1)
AUTOVETORES (V)
MATRIZ (B')!
FORCA TERMICA (F)
CONSTANTE INT.CT.

Fluxograma da fase PTEMP.

e

BIBLIOT.
TERMO

desaco
autove




394

A fase CTEMP faz a leitura dos transientes térmicos,
utiliza a biblioteca TERMO para a cada transiente, calcula
as temperaturas dos nos e a temperatura dos elementos, bem
como procede a montagem de um arquivo em fita contendo as bi
hliotecas XMAT,CO e PROPE ¢ as temperaturas dos elementos pa-

ra cada transiente (figura 4).

( INiCiO ) BIBLIOT

XMAT-CO
PROPE
INTERVALO
DE TEMPO
FIM INT
TEMPO
FiM
CALCULO DO VET SOL
-Z-E TEMP DOS Nds
BIBLIOT *_J_*__‘ TEMPERAT
— PROPE - DOS NOS

CALCULO DA TEMPER.
DOS ELEMENTOS PELA
MEDIA ARITIMETICA

TEMPERAT
DOS ELEM.

TEMP DOS
ELEMENT

Figura 4 - Fluxograma da fasc CTEMP.

A fase CALCT transfere as bibliotecas do arquivo em
disco, faz a leitura das condigoes de contorno mecanicas e
apos faz a leitura das temperaturas dos elementos, do arquivo
em fita. e andalise do comportamento termo-cldstico para cada
transiente. As informagoes constantes no arquive em fita sao
suficientes para o processamento independente desta fase (fi

gura 5).
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RIGIDEZ GLOBAL Rg
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cALCULO DO VETOR
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[ m
CALCULO DOS DESLOC-
MECANICOS 3,

T 9

'i m
CALCULO DAS REAGOES \
MEC REm, FORC
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LIZAGAD DO VET Fm
I — Frn €RE
I CALCULO DAS ﬂEACﬁEST
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|
|
| Ft v Fm }
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I NODAIS RESULT F, 3,
I fmiBLIOT. } Fy oFonofe s
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| TROIDAIS Te |

TENSOES MEDIAS NODAL
| Tm .ENERGIA[S INT E EXT ENERGIAS
!

Tc ITI'N

| T N e PR L F S i

Figura 5 - Fluxograma da fase CALCT.



4 - Estrutura dos arquivos

0 sistema ASAS-TD utiliza dois arquives em disco e um
em fita definidos pelas varidveis NA, NW, NFTA respectivamen
te. Estes arquivos sdo utilizados para armazenar dados a se-
rem processados e ou dados ja processados, ocorrendo deste
modo uma grande minimizagao de memoria. O arquivo NA € usado
para armazenar dados inerentes a topolegia (biblioteca CO,
biblioteca PROPE) ¢ informagdes temporarias rcferentes a
andlise termo-elasticas (matriz de rigidez global Rg, vetor
forga térmica Ft, deslocamentos térmicos at, vetor forga me
canicas Fm., deslocamentos mecanicos 3m, reagoes térmicas
REt. reagdes mecanicas REm) dispostos conforme figura 6.

co PROPE R F at Fm am REt REm

b=

NRE NRC NRF
Figura 6 - Disposigao do arquivo NA.

0 arquivo NW & usado inicialmente como area de traba-
lho e apos para armazenar a hiblioteca TERMO. Este arquive é
montado na fase PTEMP ¢ utilizado na fase CTEMP ¢ suas princi
pais variaveis de controle sdo: NRA (nf de registros usados
para armazenar a matriz (RY')7!), NRB (n® de registros usados
para armazenar a matriz de autovalores V). NP2l (n® de regis
tros gastos para armazenar 4 matriz [JzzJII s¢ cxistir},
NR1 (n® de registros usados para armazenar os vetores forga
termica. constantes de integragdo ¢ autovalores F,CI, VAL res
pectivamente ).

0 arauive NETA ¢ montade na fase CTEMP e permite o pro
cessamento independente da fase CALCT. Neste arquivo € monta
do um bloco de informagoes para cada modelo os quais sao com
postos por:

a) um registro de informagoes gerais tais como n® de
nos do modelo, n? de elementos, largura da banda etc.
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b) bibliotecas XMAT,CO,PROPE.
c) temperaturas dos elementos de cada transiente dis-
postos conforme figura 7.

TEMP.,

IG | XMAT Cco PROPE ELEM. - 1G XMAT CO |PROPE

Figura 7 - Estrutura do arquivo NFTA.

5 - Estrutura das bibliotecas

0 sistema ASAS-TD possui as bibliotecas XMAT.CO,PROPE ¢
TERMO usadas para agrupar os dados com determinadas caracte-
risticas.

A biblioteca XMAT contém as propricdades mecanicas e
térmicas dos materiais, sendo para cada material montado um
bloco com as seguintes informagoes: - modulo de elasticidade,
- coeficiente de Poisson, - coeficiente de dilatacgao térmica,
- constante - constante - constante - constante, - con-
dutividade térmica, - densidade, - calor especifico. Esta bi
blioteca ¢ definida em tempo de processamente ¢ pode ter qual
quer numerc de materiais.

A biblioteca CO contém as coordenadas axial e radial
dos nos jd no sistema retangular de coordenadas.

A biblioteca PROPE contém as propriedades eldasticas dos
elementos agrupadas em NEL (n® elementos) blocos de sessenta
dados. Durante o processamento cada hloco passa por duas con-

figuragoes semelhantes conforme figura Ba e 8b.

a) | a)
NE (MAT | NO1| NO2| NO3 QQF PAREM.GEOM{ XKE [COORD. NOS ELEM
h)TE[ - b) TE

P S

Figura 8a - Configuragao inicial.
Figura 8b - Configuragido final.
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sendo: NE (n® do elemento), NO1,NOZ,NO3 (nds que for
mam o elemento), MAT (material). QQ (geracgao
interna de calor), TE (temperatura do elemen-
to) FE (Vetor forca térmica do elemento).

Biblioteca TERMO - Esta biblioteca armazena os para-
metros (matrizes e vetores) constantes no tempo que sao: In-
versa da matriz de deslocamento do sistema de equagoes matri
ciais {Rt}-l. autovalores (A), autovetores (V), forga térmi-
ca (F), constantes de integragao (CI) e matriz que permite o
cdlculo das temperaturas dos nds secundarios (P=(J;y J71])).

Estes parametros estao dispostos conforme a figura 11.

6 - Conclusao

Foi desenvolvido um programa de acordo com a metodo-
logia apresentada e executados vdrios modelos testes. Verifi
cou-se entao que:

a) Para uma mesma capacidade de meméria, como pre-
visto, o ASAS-TD, processa modelos bem maiores em relagao a
programas original, sem acréscimo sensivel no tempo de execu
cao.

b) O tempo de acesso a disco € insignificante compa-
rado com os beneficios, por exemplo - o tempo total de pro-
cessamento do sistema termo-elastico € menor do que a soma
dos tempos de execucdo da andlise térmica e elastica isolada
mente.

c) A precisao dos resultados foram as previstas pelos
métodos utilizados.

d) O sistema € flexivel permitindo introdugdo e teste
de métodos para determinagdo do regime transiente e interacgdo
subespacial para determinar autovalores e autovetores.
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RESUME

Les matériaux €lastiques semilinéaires peuvent €tre con-
venables pour la description des problémes d'instabilité in -
finitesimalle. Pour cette classe de matcriaux les conditions
de compatibilité neutre, derivées du principle de 1'énergie
complementaire stationnaire, sont utilisées pour la determina
tion des charges critiques ou des "lower bounds" ou méme
charges. En particulicr on analise des structures a treillis
pour lesquelles la méthode est extrémement cf{ficace dans la
€évaluation des "lower bounds" aux charges critiques. On
propose une solution des €quations de 1'equilibre pour les
¢tats a4 deux dimensions en termes de deux fonctions scalaires,
4 fin de separer dans le tenseur de tension les effects péo-
metriques de ceux redondants.

SUMMARY

Semilinear elastic materials seem to be appropriate in
describing buckling problems for small strains. For this
class of materials neutral compatibility conditions, derived
by the principle of stationary complementary energy, arc used
to get either critical loads or lower bounds to them. Tn
particular pin-jointed frameworks are analyzed, for which the
complementary energy method in obtaining lower bounds to
critical loads is effective. For plane states,a solution of
the equilibrium conditions is proposed in terms of two stress
functions, in order to separate geometrical from redundant
stress effects.
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1. Introduction g

The first consistent attempts in generalizing the prin-
ciple of stationary complementary energy, in a truly comple-
mentary form, are due to Levinson [2] and Zubov [4]. The im-
plicit assumption of an inversion in the constitutive law,
contained in [2] and [4],was denied by the later criticism
that, disproving in general the existence of such an inver -
sion, rejected the possibility of the complementary approach.

It was an exhaustive paper by Koiter [8] to make clear
the restrictions under which a truly complementary formula -
tion is available and to show the capability of the method
in obtaining critical loads.

However the more fascinating prospect of such a dual
formulation consists in the possibility, firstly claimed by
Popelar [5], of obtaining lower bounds to the first eigen-
value using procedures less involved than the conventional
ones.

In this note it is shown as it is possible to succeed
in getting lower bounds for systems with a finite number of
degrees of freedom. In particular pin-jointed frameworks are
analyzed, for which the rotation field is easily expressible
in terms of incremental Piola stresses, solving a number of
linear statically determinate problems; it is seen that this
approach is more suitable in reaching lower bounds to the
first eigenvalue than the classical potential energy formula
tion, because of the possibility to apply a priori bounds to
the internal energy with respect to the rotation field. Finite
element techniques, based on this method, could be developed
for obtaining approximate critical loads of continuum elastic
structures.

Going on the same lines followed in the approach to
discrete systems, for plane states, two statically admissible
stress functions are assumed: one related to the self equili-

brated stresses only, the other one depending on geometrical
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effects.

2. Complementary encrgy for isotropic elastic bodies

Let 2° be the region of the Euclidean 3-dimensional spa-
ce E; occupied by an isotropic elastic body in a fixed refe -
rence configuration. The ﬁosition vector of the material point
x after deformation, is denoted by y(x), y being a smooth
homeomorfism of 9° onto a region y(R°) in Ej ,with vy>0. We
assume the body to be characterized by a specific elastic

energy function W for which:
T = ng(fg}

where ¢ and T are the right extensional strain tensor and the
symmetric Jaumann stress tensor respectively.

1f the material properties ol the body are such that W(e)
is a continuously differentiable, strictly convex and coercive
function of his arguments, then a stress clastic energy densi

ty WC{IJ exists verifying

- W(T
€ Tc(*]

For isotropic elastic bodies, the total complementary e-
nergy Ec’ in terms of statically admissible stress [ieclds, is

defined by 8]

o
—

s = . _ -
|,C jﬂ,,ur[ trl)+lllc{[)ld\r Jan‘,;_; u®da
u
where au: is the boundary surface of 2° on which the displace-
ments arc prescribed, D the unsymmetric P'iola stress tensor,

connected with T by the relation

d—
1
=
=
I~
]
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R being the proper orthogonal rotation tensor of the princi-

pal directions.
If we assume a constitutive law of semilinear elastic

type (1], W results a quadratic form of T:

-1 . 2
W=W 4G[tr(II) 1+v[trI) ] 2.3

and, taking into account (2.2), (2.1) can be written in terms

of I and R
E = [ o{tr[DR}4trD+J—[tr(DDT)- Y {tr(DR)}2]}dv-
o = s 4G o5 1+v =
2.4
fyqopru’da
u
where D has to verify the equilibrium conditions:
v+D+p y=0 ina®
n-D=p on anz 245
DR=(0R) " in 2°
as; being the boundary surface of 2° on which stresses are
prescribed.

Consequently ,in the case of semilinear elastic materials
the possibility to express Ec in a truly complementary form de
pends on the solution of (2.5"') written as function of R
(that is of three independent parameters).

For elastic bodies under conservative loads, the stress-
strain relation assumed in (2.3) furnishes a suitable approxi-
mation to the actual behaviour in problems of infinitesimal
stability. Altough the necessary and sufficient criteria of
stability by means of a complementary energy method are still
an open problem, stationarity conditions on EC lead again
to critical loads, being the transition from stable to unsta-

ble states always characterized by the existence of compati-



43
ble and equilibrated configurations infinitely adjacent to the

reference one.
To semplify our analysis we restrict to a linear known

prebuckling state F° for which:

Considering a loading law expressible by a load parameter 1,
the associated value of the stress tensor in the prebuckling

state is given by:

where s is andependent of 3.

For any adjacent state we have.

=1
I
—
+
i
+
gl
=
L ]
i
=
w
ra
(=g

1=
1
o
+
(1=
+
=
—_
e
[
()
.
-1

r being the skewsymmetric tensor associated to the infinite-
simal rotation vector 8. Taking into account {2.6) and (2.7),
classical equilibrium cquations (2.5}, in absence of body

forces, become

Yad=0 on 2°
n-d=0 in aq; 2.8
dx={trs°1-5% on q°

d+* denoting the axial vector corresponding to the skewsymmetric
tensor LQ-@T1.

The linear system of equations {2.8™ ) enable us to express
univocally 6 as a function of dx provided that the matrix(trs$®[-

-0

-5") is not singular everywhere; under this assumption the incre

mental complementary encrgy between the fundamental and any
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adjacent equilibrated state (considering terms till second

order only) is given by:

- 1, v -3 i T,
AE = fn°{21(1‘5 trs) [(trsl-s) gx]-gx+4c[tr(dg )+

t
w

v
o U z
1 (trd)2]idv

The stationarity of the second variation of EC in the class of
all statically admissible stress fields only, yields the neu-

tral compatibility equations.

3. Discrete systems

The first integrand in (2.9},depending on x, is a func -
tion of the skewsymmetric part of d only, while the stress e-
nergy density is a positive definite quadratic form of d; con
sequently a sufficient condition for the stability of the
fundamental state is the first integrand to be positive defi-
=0. Such a

nite too, that is: s 0, s +s =0,

1510 3% St
condition, cbviously not necessary, i1s lacking in pratical
interest, hence, in the sequel, we shall refer to the case of
a negative definite first integrand for which (2.9) is not
definite in the class of all the statically admissible
fields d for any A#0.

From the above arguments we deduce that the critical
loads corresponding to assumed statically admissible fields
d may represent either upper or lower bounds to the first
eigenvalue i,; assured lower bounds would be obtained giving
abritrarely the part of d independent of peometrical effects
and minimizing with respect to dx.

The aforesaid procedure applies plainly to finite dimen
sional systems:in this case, following the same arguments,

leading to (2.9),the complementary energy function is:

1 QEC[ﬁ,ﬁ,1)=A<Kﬁ,ﬁ>+2k<Kﬁ,&>+lckﬁ,k>+csﬁ,ﬁ> Fel
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where M are the statical variables, depending on the rotatio

nal effects by means of relationsof (2.8"' )type, while l:! o=
present the possibly existing redundant statical unknowns, s
being a matrix depending on the initial stress state and K
the linear operator of the elastic moduli, supposed positive
definite. It is easily seen that, being (3.1) not definite
also for small values of A, it pives ford a minimum zero value.
I{f we minimize {3.1) with respect to ﬁ, a4 unique solution of
ﬁ in terms of M is obtained. Such a procedure is equivalent
to restrict the range of M by an orthogonality condition bet
ween M and the class of all selfl cquilibrated M under zero

load. The resulting expression flor “c i
iM-‘.'1i1,a;=x<|;r?1,ﬁ;»+-:s:\'1,ii> 3.2
€

The first buckling load factor will be furnished by the
solution of the minimum problem
. <sM,M>
Ao=min— 2 - 3.3
1 <kM,M>
this minimum being actually attained for some vector M, with
A0,
Since the stationary value of M renders minimum the ela-
stic stress cnergy, arbitrary expansions of M in terms of M
will furnish a buckling load factor 3" not greater than the
actual one:

G5 iy el 4
min BN, A 3z

Besides, it very often is possible to rcach a A"=a' apply-
ing a priori bounds to cH'f:l,!rl" in terms of <sM,M>, hy means
of simple algebraic incqualities.

We ohserve that the ypothesis, assumed in deriving {(3.1),
is hardly necessary, except for more cvidence in results; we

can allow a noonlinear fundamental conflisuration without sub-
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stantial modification in the procedure.

The simplicity of the approach is tested on the signifi-
cant example of a plane truss consisting of m straight rods
of constant cross section connected by n pin-joints. To avoid
trivial instability we suppose the mechanical system to be
at least isostatic. Assuming in each rod q a local Cartesian
frame with the x,-axis coincident with the centroidal axis,

the linear prebuckling state of stress is:
$°(q)=xrs(q)=rs(q)e,Re, |

while the incremental Piola stress field is
dlgl=o(q)e,8e *1(qle,8¢,

and the infinitesimal rotation vector r has the single compo-

nent

r(gl=6(qle,

€;, €,, €4 being the basis in the local frame.

In order d to be statically admissible it has to satisfy
the equilibrium conditions at the joints and the moment equi -

librium equations
1(q)=is(qlo(q) 3.5

System (3.5) enable us to obtain the m angles of rota-
tion in terms of stresses univocally, cxcept in case some
xs(q) vanishes; but thatdoes not constitue an obstacle in de-
riving the energy function in a truly complementary form be -
cause Ec would be independent ofs(q).

If the truss is redundant, choosing a number of appro -
priate unknowns & as parameters, the complementary energy

function is:
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;Et(a,TJ=J\<K‘t,‘l>*£1<K1,a'f+3\‘|(&,6>+<51,-[>

For a modular structure, as in figure la, it is always
possible to refer to staticully determined equivalent systems
(fig. 1b}! whosec solution in terms of @ and v is of recurring

type.

-

Q&

L

Considering these kinds of modular structures as a finite
elements discretizations of continuum systems, approximate cri
tical loads are easily gained (also in comparison with similar
techniques in the potential encrgy [rame); but it is to be
pointed out that it is not possible to state "a prioeri™ if the
seoapproyimations represent upper or lower bounds to the first

clpenvalue.

States

fxpression (2.9), for plane states, transforms into:

1

" 1 | = v
AR = | ol s daBdapi-v " {duuw)s + - |I St ) = =] iL‘quBu]?hiil
i 44 16 &k B ;
1.1
where .0 tange over 1,05 cap 15 the two Jdimensional permuta-

tien tensor: vw'=u in the casce ol plane strain and v'=v/(1+v)

1o the case of peneralized plane stress.

Pquilibrium equations (L.8'5 may be selved in terms of a

two dimensional vector (icld a on 2, with Cartesian compo -

'

J o= a
add ay B,y
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Applying Helmoltz's decomposition theorem to a, (4.2) be

comes

dme=ea7(e86¢’76+¢’81) vl

where ¢ and ¢ are two scalar fields on 2°; from (4.3)
dx=ave,y

so that the part of d related to the geometrical effects de -

pends on ¢ only. (4.1), written in terms of ¢ and ¢, gives:

- _ - 2
B Jrn"as“" ¢’aB+¢’aB¢’uB+2euB¢’Bﬁw’uﬁ v ["”auj *
4.4
E g 2y4,
[==(s ) '-v] (¥, )%Hda
under the boundary conditions
d d
— = o 4.5
afds ¢’B d5¢’u B aQCI

and the natural boundary conditions resulting from the varia-
tional problem.

In the case of traction problems and of homogenous ini -
tial stress state, perfoming the variation, the resulting

neutral equilibrium equations are separated:

484=0 in @° 4.6

Any=0

under the boundary conditions 3.5 and the natural boundary con

ditions:

(1- v* )——aw+(l-v )——a¢- 0
on an® 4.7
L 26,4 1
(1'“+x )dna¢+(1 v )d5a¢ 0

i Bl o

%
i
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This formulation seemsto be promising in giving lower

bounds to the first eigenvalue assuming an appropriate field

¢, compatible with boundary conditions (4.5) and (4.7"], and

minimizing exactly with respect to .

[4]

[5]

{o]

[9]

10|

11l
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