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RESUME 

La loi de Norton, três utilisée en pratique dans des 

disciplines variées, se généralise au cas des sollicitations 

multiaxiales. Nous montrons le lien étroit entre les lois de 
la pl~sticité et la loi de Norton-Hoff généralisée. Des ap­

lications numériques en analyse limite sont données. 

SUMARIO 

A l e i de Norton, muito utilizada na prática em dife­

rentes disciplinas, é generalizada para levar em conta soli­

citaçÕes multiaxiais. Apresenta-se a estreita relação entre 
a le i de plasticidade e a l e i de Norton Hoff generalizada. 

Aplicações numericas ao problema de cargas limites são tam­

bém apresentadas. 



D-002 

1. INTRODUCTION ET LO! DE NORTON-HOFF GENERALISEE 

1. 1. La lo i de Norton 

La loi de Norton [ 1) est souvent utilisée pour dé-

crire le fluage secondaire de nombreux matériaux sous .sol-

liccitations undimensionnelles et à température 

Elle s 'écrit 
c=ajojq-2 0 

' 

constante. 

( 1 ) 

ou c désigne la vitesse de déformation, o, la contrainte de 

fluage. a et q sont deux paramêtres réels positifs (q>2) dé­

pendant du matériau et de la température. 

Parmi les nombreux matériaux qui vérifient la loi (1) 

on peut citer notamment : les aciers à hautes températures, 

certains types de verres, les glaciers, les sols gelés, les 

matériaux lithosphériques, certains solides cristallins à 

hautes températures, les peintures solides etc ... 

Cette loi peut également servir pour décrire le com-

portement visqueux de certains matériaux dans des essa is 

quasi-statiques divers. C'est le cas de certains bitumes [2). 

1 .2.La loi de Norton-Hoff classigue 

Dans le cas des sollicitations multidimensionnelles,la 

loi la plus utilisée est celle de Norton-Hoff [3). Celle-ci 

relie le tenseur des vi tesses de déformation (~ .. ), 1.;;; i ,j.;;; 3 
1) 

au déviateur du tenseur des contraintes (s .. ) , elle s'écrit 
1) 

en adoptant la convention classique de sommation sur les 

índices répétés 

- ) q- 2 
cij-a(vsk1 skt sij' (2) 

a et q ayant la même signification que dans le cas unidimen­

sionnel. La loi (2) s'inverse aisément et l'on trouve 

- ( . . • )p-2· 
si j - a ,. c k R. c k t c i j ' (3) 

ou 

p, désigne le conjugué de q : ~+ ~= 1, 

et 
a= a1-p. (4) 

Cette loi admet comme cas particulier, la loi du flui­

de Newtonien pour q= 2, a est alors le double de la viscosi­

té du fluide. Il faut bien noter que la dimension de a dé-

~ · · 

~ 

... 
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pend du parametre p, on verra plus loin qu'il est possible 

de l'exprimer à l'aide de deux parametres ayant une dimen­

s ion fi xe et admettant une interprétation physique interes­

sante. Enfin les lois (3) et (2) admettent comme cas"limite" 

la loi de la plasticité parfaite avec critere de 

lorsque q tend vers +~. 

von Mises 

Une autre façon de généraliser la loi de Norton au cas 

des sollicitations multidimensionnelles est donnée par la loi 

de Norton-Hoff généralisée 

1 .3.La loi de Norton-Hoff généralisée 

On se donne un critere de plasticité défini 

fon c tion f convexe définie sur 1 'espace ~h des 

symétriques d'ordre deux sur m3
• 

On définit le convexe C associé à f par 

C= {oES 3 ; f(o)<O}. 

par une 

tenseurs 

On suppose que l'origine est intérieure au convexe C. 
Soient TI(•) et g(·), les fonctions d'appui et jauge[4] 

du convexe C, définies par 

On définit alors le sur-potentiel cj>(·) [4] par 

H~) = ~~.1-p [TI(~)]P, 
p 

et son dual 

(5) 

(6) 

>. , étant un parametre réel positif dont on verra la signifi­

cation physique dans des cas particuliers 
La loi de Norton-Hoff généralisée s'écrit alors [5] 

sous l' une Jes form es &qu i va l e nt es s ui vantes 
. . 
€ E ôcj> (o), 

oEôcj>(~), 

4>(~) + c~>*(o) =~-.o .. , lJ lJ . . . 
pcj>(€} = qcj> (o) = € ·. o .. , lJ lJ 

(7) 

(8) 

(9) 

( 1 O) 

ou a désigne le sous-différentiel [4]. Plus précisément la 
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la relation (7) est équivalente à l'inégalité : 

. * * * * * E . . ( cr . . - cr . . ) + ~ ( cr ) .;; oj> ( cr ) , 'f/cr E $3 , ( 1 1 ) 
lJ lJ lJ 

Remarque. Si l'on remplace dans (7) ou (11) la fone­

* tion 4> (·) par l'indicatrice ~(·) du convexe C (~(cr) =O si 

cr E C, ~ (cr) = +<>• sinon), on obtient la lo i de normal i té clas­

sique en plasticité ou encore l'expression du príncipe du 

travail maximal. 

1.4.Exemples 

Critere de von Mises. Le critere de von Mises s'écrit 

1 - 2 -zsijsij-K -0, 

oil s est le déviateur du tenseur cr et K = J2 ,la limite en 

cission simple du matériau plastique parfait associé . 

Les fonctions d'appui et jauge du convexe C 

sont alors : 

associé 

. -. - .----- . • 1 
jKve: . . e: . . , s1 e: . . =O, g(cr)=-Kvs . . s .. 

n(~)=1 lJ lJ u lJ lJ 
+~ si non, 

La loi de Norton-Hoff généralisée coincide dans ce cas avec 

la loi de Norton-Hoff classique, avec 

ll = À 1-P Kp 

On peut donner, dans ce cas, une signification physi­

que au parametre À : il éga~ la puissance élémentaire dis­

sipée dans une expérience de cisaillement pure ffe c tuée s urle 

matériau de Norton-Hoff généralisé lorsque la contrainte de 

cisaillement est égale ã la limite K en cission simple duma­

tériau rigide plastique associé. 

Critere de Tresca. 11 s'écrit : 

max { I cri- cr j I , 1 .;; i , j .;; 3 } - K = O , 

oil les cri désignent les contraintes principales et K, la li­

mite en traction simple du matériau plastique-parfait asso­

cié. 

Les fonctions d'appui et jauge du convexe C associé 
sont 

.;t 
~-.. 

~ 

(.. 
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. l~(l~~l+l~zl+l~31} 
11 (E) = 

si ~i i = O, g (o)= j,max {{I o i- o j I , 

+"' si non, 1 .;; i 'j .;; 3}} • 

La loi de Norton-Hoff généralisée associée s'obtient alors 

à partir de (5) à (10). Le parametre À désigne dans ce cas 

[6) la puissance élémentaire dissipée dans un essai de trac­

tion simple lorsque la contrainte de traction est égale à la 

limite en traction simple du matériau plastique parfait as­

socié. 

1 .S.Autre formulation de la loi de Norton-Hoff généra­

lisée.rl est plus commode dans certaines situations prati­

ques d'utiliser la formulation suivante de la loi de Norton­

Hoff généralisée [6] 

si g(o) 0, E = 0, 

si g(o) * O, on introduit un tenseur de 
intermédiaire o' 

' 
tel que : 

o= À 1 -P[rr(~)IP- 1 o• 
EE31ji(o'), 

contraintes 

ou 1jJ est l'indicatrice du convexe C (Remarque §1 .2). 

2. PROBLEME D'ECOULEMENT 

2.1 .Position du probleme 
On considere une structure occupant un ouvert régulier 

n de ffi3, ou m2 , constituée d'un matériau de Norton-Hoff gé-

néralisé. On suppose que pour les temps t <O, la structure 

est dans un état neutre sans contraintes ni déformations, à 

partir de l'instant t =O, on lui applique des efforts exté­

rieurs définis par une distribution volumique I dans n et 

une distribution surfacique T sur une partie r
1 

de la fron­

tiere r de n, on impose enfin à la structure une vitesse de 

déplacement v sur la partie r 0 complémentaire de r
1 

dans r. 

On suppose que l'évolution est isotherme et quasi-statique. 

On se place enfin dans le cadre classique des petites dé­
formations. Le probleme d'écoulement consiste alors à trou-

ver le champ de vitesse de déplacement v et le champ de p 
contrainte op qui s'établissent dans la structure. 



D-006 

On démontre [6), que si le convexe C est borné ou bor- . ~ 
~~ 

né à l'addítíon d'un tenseur sphérique prês le probleme d'é-

coulement admet une solutíon. On a de plus les deux prínci-

pes variationnels suivants : 

Z.Z.Principe cinématique 

Le champ de vitesses de déplacement vp' solution du 

probleme d'écoulement minimise la fonctionnelle H(·) parmi 

tous les champs de vitesses de déplacegent cinématiquement 

admissibles (i.e. assez régulier et vérifiant v=v sur ru), 
avec : 

oil 

H(v)=J '(dv))do-JI·vdo- J T·vdr, 
o o rT 

1 
E- .(v) =-

2
(v .. +v . . ). 

lJ l,J J,l 

2.3.Principe statique 

Le champ de contraintes a solution du probleme d'écou­
p * lement minímíse la fonctíonnelle H (·) parmi tous les champs 

de contraintes statiquement admissibles, avec 

* J * J -H (a)= ' (o-)dfl- (a·n)v dr 
o ru 

n, étant la normale extéríeure à r au point consídéré. 

De plus, on a 
H(v) +H* (a)= O. ( 1 2) 

Il est à noter l'analogie entre le príncipe cinémati­

que et le príncipe de l'énergie potentielle en 6lasticité 

de même que l'analogie entre le príncipe statique et leprin-

cípe de l'énergíe complémentaire en élastícité, 

(1~ est également bien connue en élasticité. 

l'identité 

Ces príncipes variationnels sont tres commodes pour 

les calculs numéríques. Pour le matériau de Norton-Hoffdas-

sique, ils ont été mis en oeuvre pour résoudre divers 

blemes pratiques, [ 7) ,[8] ,[ 9]. 

3. APPLICATIONS EN ANALYSE LIMITE 

3.l.Rappel d'analyse limite 

pro-

On considere une structure occupant un ouvert o de ffi 5
, 

s = 2 ou 3, constí tuée d 'un matériau plastique parfai t de con-

€= 

~ -

. 
-~ · 
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• vexe de plasticité C, et soumise à un processus de charge­

ment proportionnel à une distribution volumique de forces 

extérieures ! dans n et à une distribution surfacique de 

f orces ext ér ieures T sur une partie rT de r soit (~f.~T) oü 

~ est un réel positif, on impose enfin à la structure une 

vitesse de déplacement nulle sur la partie ru complémentai­

re de rT dans r. L'objet fondamental de l'analyse limite 

est de déterminer la charge limite de la structure dans le 

processus considéré : 

C~ i I,~ t T) ' 

de sorte que )J <~i si et seulement si le chargement c~I,IJT) 

est équilibré par un champ de contrainte dans C. 

Naus ne revenons pas sur les deux méthodes classiques : 

méthode statique et méthode cinématique qui sont bien con­

nues. On va indiquer deux nouvelles méthodes utilisant la 

loi de Norton-Hoff généralisée associée au convexe C. On 

suppose que celui-ci vérifie les hypotheses du § 2.1 

3. 2 .Nouvelle méthode statique 

Au convexe C, on associe la loi de Norton-Hoff géné­

ralisée comme indiquée dans 1 .3., on résoud le prob1eme 

d'écoulement en contraintes en supposant que la structure 

est constituée d'un matériau qui obéit à cette loi et sou-

r -) . mise au chargement c~ .~r ' on pose : 

* Sp(IJ) =H (op). 

On démontre alors ( 6] que 

)J .. ~R. - ( sP c~) - o, quand p 1 ) 

)J > )Jt - (Sp(~) ---++co, quand p -+ 1) . 

3.3.Nouvelle méthode cinématique 

On résoud le probleme d'écoulement en vitesses de dé­

placement pour le chargement c~r.~T),et on pose 

on a alors --
--+ O quand p 

--+ .... quand p 

1) 

1) . 
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3.4.Exemples 

§~~~Q!~_l : Couronne sphérique soumise à une pression 
intérieure et à une pression extérieure uniformes. 

On considere ici un exemple classique en analyse limi­

te. 11 s'agit d'une couronne sphérique de petit rayon a, 

de grand rayon b constitured'un matériau plastique parfait 

homogene et isotrope avec critere de Tresca (cf. §1 .4). La 

couronne est soumise à une pression intérieure uniforme Q 

et à une pression extérieure uniforme aQ, a~O. On cherche 

la pression limite Qlim sous l'hypothese des petites défor­
mations. 

En raison de la symétrie sphérique, les contraintes 

principales sont N1 = n portées par le rayon vecteur et 

N2 = N3 = t portées par le plan normal au rayon vecteur. La 

solution complete du probleme d'écoulement est dans [6], on 
trouve 

S (Q)=4rrÂ (a b) .~Jjl-aJQ J 
P P ' ql__zKA (a,b) 

p 

~
- _ •.. 1 1 ~ 

A 1 1 q- 1 1 q:T 
Ap (a , b ) = Y ( 'ã'3") - ( p) 

ave c 

A b 
on note que AP(a,b) ~ Lnaquand p ~ 1. 

On en déduit, par la nouvelle méthode statique que ; & 

Q1 . = .,.-=--r1 Zk Ln Q si a* 1 , +.., si a = 1. 1m 1 , -a 1 a 

On retrouve ainsi le résultat bien connu. 

~~I!~Q!t:_~ Plaque mince comprimée entre les plateaux 

rigides rugueux d'une presse. 

11 s'agit d!une plaque mince rectangulaire de longueur 

b, de largeur a, constituée d'un matériau plastique parfait 

avec critere de von Mises (cf. §1 .4). La plaque est comprimée 

suivant ses grands côtés par les plateaux rigides 

presse avec une force F = bQ par unité d'épaisseur. On 

che la valeur Q1 . dans le cas des plateaux rugueux et 

d . I h lffih' d . d ~ f . b a mettant 1 ypot ese es pet1tes e ormat1ons avec a 
valeur exacte de Qlim n'est pas connue dans ce cas. En 

vanche Frey [I o] a trouvé une valeur inférieure à Qlim 

d'une 

cher-

en 

2. La 

re-

en 
· résolvant un probleme d'élasto-plasticité et N'Guyen [11] a 

é 
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traité le même probleme en utilisant les théoremes 

ques de l'analyse limite. 

elas si-

Nous avons utilisé la nouvelle méthode cir.é~atique, 

nous avons résolu le probleme en vitesses par une méthode 

d'éléments finis. Cette méthode est détaillée dans [6] . Les 

valeurs obtenues sont indiquées sur le tableau ou NDL dési­

gne le nombre de degrés de libertés et K la limite en cis­

sion simple du matériau de von Mises. 

Tableau : 

VARIATION DE LA CHARGE LIMITE 
EN FONCTION DU NOMBRE DE 

DEGRES DE LIBERTE (NDL) 

PLATEAUX RUGUEUX 

No 

1 

2 

3 

4 

NDL Q/2K 

60 . 918 

95 . 914 

158 .909 

148 .906 

Nous retenons la valeur (Jl) = 0,906, les valeurs données 
21< 1 im 

dans [JQ] et [JJ] sont respectivement 0,89 et 0,918. 

3.5.~ouvelle méthode et estimation de l'erreur 

La méthode donnée ci-apres permet de traiter le pro-

bleme de l'analyse limite en ne considérant qu'une seule va­

leur du parametre p. Le principe de cette méthode est le 

suivant : on désigne par mes(n) le volume (ou surface) occu­

pé par la structure. On pose pour p donné (cf. 3.1) etl= ~ 

GP(P) = mei(n) 5p(P) =- mei(n)Cp(P) 

et 
pp-pR. 1 

p =sup{p>O; . G (p)<;;1}, on a alors o.;; E;;--1 , 
p . p ~'.t q-

autrement dit en prenant (IJ Í,ll T) comme charge limite,l'er­
p p 

reur relative commise est inférieure à 1/q-1. 

É~!::JE2!!:: 
cette fois-ci 

charge limite 

: On reprend l'exemple 2 du 3.4 en supposant 

que les plateaux de la presse sont lisses. La 

exacte est connue et vaut (~) = .!,f #0,866025 1 
2 k 1 im 

nous avons appliqué la méthode ci-dessus pour résoudre le 

probleme. Les résultats sont indiqués sur le tableau 
suit, on obtient une charge limite de 0,86602 ! 

qui 



Tableau : 

PLAQUE RECTANGULAIRE EN 

MATERIAU DE VON MISES COM­

PRIMEE ENTRE DEUX PLATEAUX 

RIGIDES ET LISSES 

D-010 

Q=Q/2k 

.86606 

.86604 

.86601 

.8656 

1/(q-1) 

.01 

. 01 

.01 

.01 
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RESUMEN 
En este trabajo se presenta la ley constitutiva y una 

formulación variacional mediante la cual es posihle obtener 

soluciones aproximadas en problemas de elasto/viscoplastic! 

dad. Para la obtención de dichas soluciones se propone un 
algoritmo numérico en el que se utiliza el Método de Euler 
conjuntamente con el Método de Elementos Finitos. 

SUMMARY 
ln this work the constitutive law and a variational 

formulation through which approximate solutions in elasto/ 

viscoplastic problems may be obtained are presented. Also, 
an algorithm using the Finite Element Method and the Euler 

Method is proposed . 

• 
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1. Introducción 

En la mecânica de sÓlidos es usual estudiar por separ~ 

do las propiedades plásticas y las propiedades reolÓgicas de 
los materiales. Cuando se analizan fenómenos plásticos, la 

hipótesis común a todas las teorias es admitir que las de -
formaciones dependen de la historia de como esas deformaci~ 

nes fueron procesadas y no del tiempo. [1] 

Sin embargo los ensayos de metales ponen en evidencia 

que los efectos reológicos se presentan en forma más pronu~ 
ciada cuando el estado plástico es alcanzado, obteniéndose 

tensiones superiores a las de el ensayo estático a 

que aumenta la velocidad de carga. [2] 

medida 

En el acero común,por ejemplo,una solicitación rápida 

puede hasta triplicar el valor de la tensión de fluencia y 
producir una marcada reducción en el fenómeno de 

miento [3]. 

endureci 

A lo anterior se deven las discrepancias que en muchos 

casos surgen entre los resultados experimentales del anâli 

sis de materiales sometidos a cargas variables en el tiemp~ 

con los obtenidos mediante la aplicación de la Teoria de la 
Plasticidad, en que los fenómenos reológicos son despreci~ 

dos [2]. 
En elasto/viscoplasticidad se admite que existe una r~ 

giÓn del espacio de tensiones dentro de la cual el material 

se comporta elasticamente y fuera de ella tanto propiedades 

plásticas como viscosas son !levadas en cuenta. 

Existirá por tanto una función de tensiones que limita 
ambas regiones a ser establecida y una ley constitutiva cor 

respondiente a la zona viscoplãstica a ser postulada. 

El modelo elasto/viscoplâstico presenta la ventaja adi 

cional que a partir de él se pueden obtener tanto el modelo 
plástico como el modelo de creep. 

2. Leyes Constitutivas en Viscoplasticidad 

Las leyes constitutivas en viscoplasticidad fueron for 

muladas en un principio para estados de tensión simples y 

posteriormente generalizadas para estados de tensión mas 
complejos. 

"",; .. I 
i 

~i 

.-

: 
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El primero en analisar el comportamiento viscoplâstico 

de los materiales fue Bingham [4]. En su libro "Fluidity 
and Plasticity" postuló la ley constitutiva que relaciona 
tensiones con velocidades de deformación para el caso parti 

cular de corte puro. Esta ley puede expresarse de la si 

guiente manera: 
r 

l: 
si f < o 

2\l E T 12 
si f > o 12 

I T 12 I 

. 
donde f = IT I - k, T y E son las componentes del ten 

12 12 12 

sor de tensiones y velocidad de deformación 

\l y k constantes que dependen~l material y 

presenta el valor absoluto de T 
12 

respectivamente, 

donde IT I re 
12 

Hohenemser y Prager [4] generalizaron 11 ley anterior 

para estados de tensión arbitrarias a través ie la 
sión: 

2\l E [: si f > o 

si f < o 

s 
fST 

expre-

donde E y S son respectivamente el tensor velocidad de de 

formación y el tensor desviador de tensiones, f = ISI-k es 
la función de fluencia, IS I = ( ~ S •S) l/ 2 y donde S •S repr~ 
senta el producto escalar. 

Puede verificarse facilmente que la ley de Hohenemser­
Prager representa deformaciones a volumen constante (tr E = 

O) y que en el caso particular de corte puro de reduce a la 

ley de Bingham. También,es posible verificar que a partir 

de la ley anterior y como casos limites pueden ser obteni 

das la ley viscosa lineal de Newton (I! r O, k = O), o la 
ley de plasticidad ideal correspondiente a la función de 

fluencia de von Mises (k r O, \l -+ O) [5]. 
Una ley más general que las anteriores y que las in 
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cluye :orno caso particular ha sido propuesta por 

[6] •• a misma puede expresarse como: 

P E = < ~Cfl > fr 

Perzyna 

en la que~ es una función real de variable real, fT repr! 

senta la derivada de la función de fluencia respecto al ten 

sor de tensiones y donde : 

< ~ > . [: si 

si 

f < o 
f > o 

La función ~ (que satisface ciertas propiedades [5]) 
es determinada a través de ensayos uniaxiales [2]. A su 

vez, si ~ • I S 1-k la ley anterior se reduce a la formul2_ 

da por Hohenemser y Prager, para~~ (jSj-k)n y k =O se o~ 
tiene la 1 ~y de creep secunda rio formulada por Odqvist [5]. 

Como puede observarse de las leyes anteriores la vel~ 

cidad de d~formación debido a fenómenos viscoplásticos d! 

pende solamente del estado actual de tensiones y si se qui! 

re de la historia de la deformación. 

3. Ley Constitutiva en Elasto/Viscoplasticidad. Pro­

blema de Valor de Contorno 

Dentro de la teoria de deformaciones infinitesimales 

se admite que la velocidad de deformación E puede ser des 

compuesta en dos sumandos: 

~ • ~e + ~vp 

Ee es la velocidad de deformación elástica y está rela 

cionada con. i a través de la expresión: 

~e m m-l t 

donde m es el tensor de elasticidad de cuarta orden que 

se supone satisface las propiedades de simetria, inversibi 

lidad y positividad. [7] 

La parte viscoplástica Évp estará asociada al estado 

~ ; J 

~l:t 

~ 
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actual de tensiones y a la historia de la deformación 

través, por ejemplo, de la ley propuesta por Perzyna : 

a 

Con los elementos anteriores el problema de valor de 

contorno en elasto/viscoplasticidad limitado al caso de de 

formaciones infinitesimales y restringido a problemas cua 

si-estáticos puede fo>mularse de la siguiente manera. 
Sea un cuerpo de material elasto/viscoplástico que 

ocupa la región n de contorno r del espacio euclidiano tri 

dimensional. Dado el sistema de fuerzas (b,ã), donde: 

b b(X,t) 

ã = a(X,t) 

(X,t) E fl X (!l,fU densidad de 

de volumen 

(X,t) E rT X [!l lU . densidad de 
de superfície 

y el desplazamiento prescripto u: 

U = u(X,t) ( X,t) E fu x (!l,fU 

fuerzas 

fuerzas 

determinar el desplazamiento u(X,t), la deformación 
E(X,t), la tensiôn T(X,t) y la deformación viscoplástica 
Evp(X , t) tal que satisfagan las siguientes ecuaciones : 

. . 
div T + b = O 
T ID(E-Evp) en (X , t) E n x [!l.fU 
1.1 Évp = < 4> >fT 

1 • •T 
E T ('lu + 'lu ) 

con las condiciones de contorno 

Tn ã en (X,t) E rT x (!l,fU 

u li en (X,t) E ru x @.fU 

• y las condiciones iniciales 

u(X,O) u 0 , E (X , O) = E o , E vp (X , O) = O , T (X , O) = T o 

asociados a la soluciôn del correspondiente problema elás-
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tico en el instante t=O. 
En las expresiones anteriores n es el vector unitario 

normal a r, r1 y r son las partes de r donde están especi u -
ficadas las fuerzas de superfície y los desplaz amientos r~ 

pectivamente . 

4. FormulaciÔn Variacional y Aproximaciones Numéricas 

Es posible mostrar [5] la equivalencia entre el pro­

blema de valor de contorno planteado y el problema varia -
cional obtenido , por ejemplo, a partir del Principio de 

las Potencias Virtuales. 

Defínase Kin y Var como: 

Kin = {v = v (X) , regular en X E n, v = ü' en X E ru} 
A 

Var = {v = v (X) , regular en X E n, v = o en X E ru} 

conocidos respectivamente como espacios de velocidades y 

variaciones de velocidades cinematicamente admisibles. Lue 

go, el problema variacional equivalente consiste en: 

Para cada instante de tiempo t E [9, lU determinar 
v E Kin tal que: 

f t.t dn = J b.~ dn + J ã.v dr 
n n r1 

se verifique para todo v E Var, con las condiciones inici~ 
les y el campo T definidos como en la sección anterior y 

donde t = (V~)s. 
Para la obtención de soluciones aproximadas del pro -

blema variacional anterior se procede a definirlo en espa­
cios Kina y Vara de dimensión finita. La construcción de 

estes espacios de aproximación deberá realizarse de manera 

que las restricciones impuestas, cuando la definición de 
Kin y Var, sean también satisfechas en Kina y Vara. Una 

de las maneras para lograr lo anterior consiste en aproxi­

mar los campos v y ~por otros va. ~a definidos de la si­

guiente forma : 

v a 4>Cl(X) vCl + v ~a 4>Cl(X) ~a 

. ' 

Ç'; ~ 

G:t 

;.,.;-

r 
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donde en las expresiones anteriores se ha adoptado la con­

vención de Índices repetidos para indicar sumatoria y don­

de : 

1, 2, •.• N 

va, a= 1,2 .•. ,N 

~a a= 1,2, ..• N 

v 

son los vectores de interpolación t! 

les que ~a(X) = O para todo a y todo 

X E ru. 

escalares a definir en cada instante 

t a partir del problema variacional 

propuesto 

escalares arbitrarias 

campo vectorial tal que.para 

X E ru se verifica v= u(X,t) 

todo 

En el caso de utilizar el Método de Elementos Finitos 
los escalares va y ~a pasan a tener un significado físico 

preciso [5] . Con las aproximaciones propuestas el pro -

blema variacional queda definido como : 
Para cada t E [!>, ~ determinar el campo va E Kina tal 

que: 

para todo ~a E Vara con las condiciones iniciales ya enun­

ciadas y donde: 

El problema anterior conduce al siguiente sistema de 

ecuaciones 

donde: 

KSa Jnmcv~a)s.(v~ 8)s dn, 

f~ EvP.cv~s)s dn , 
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J 
i.q,

8
dr, F2 

r 8 
T 

- Jnocvv)s.(vq, 8)s dn 

Luego supuesto conocido en el instante tn el estado 
de tensiones y deformaciones el cálculo en el instante 

tn+l = tn + ~t se puede realizar de la siguiente manera: 

1 . Se calcula Évp en el instante tn a través de : 

Évp = l < ~ > f 
~ T 

2. Se calcula el campo de velocidades a través del p~ 

blema variacional propuesto 

3. Conocido va se determina É = (Vva)s y con ello se 

determina f = D(Ê - Évp) para el instante t . 
n 

4. Con estos elementos en el instante tn+l se tiene 

E = E + E~ t T = T + f ~ t E vp = E vp + E vp ~ t 
n ' n ' n 

u=u +v~t 
n 

Conocido el nuevo estado se procede a repetir los pa­
sos 1-4. 

La técnic a de integración propuesta corresponde al M~ 
todo de Euler pudiéndose recurrir a otros métodos tales co 

mo el de Runge-Kutta etc. 

Con el algoritmo propuesto y según fue presentado an­

teriormente no sólo pueden resolverse problemas de elasto/ 

viscoplasticidad sino también problemas de creep [5] , y 

de plasticidad [7] . 
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SUMÁRIO 
O método implementado trata deformações plásticas esp! 

cÍficas como forças aplicadas equivalentes, reduzindo a anã-
lise de uma estrutura elasto-plástica à de uma estrutura 
elástica idêntica, com um conjunto adicional de forças apli­
cadas. Assim, a matriz de rigidez do sistema e os autoveto­
res não variam com o tempo, permitindo que a resposta do si~ 

tema seja computada, usando coeficientes de influência dinâ­
micos, obtidos da solução elástica. n n~todo será aplicado 

ao estudo do chicoteamento de tubulação de alta energia. 

SUMHARY 
A numerical method was implemented in which plastic 

strain is treated as equivalcnt ~pplicd forces, reducing t!tc 
clastic-plastic analysis of thc structurc to an elastic 
analysis of the sarne structure with a set of additional 
applied forces. So the stiffness matrix and the eigenvectors 
do not vary with time. This procedure allows the response of 

the system to be computed by using dynamic influcnce coeffi­
cients, which are calculated from the elastic solution. Thc 
method will be applied to study the dynamics of pipe whip. 
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1. Introduçiio 

Entre os requisitos necessários ao projeto de centrais 

nucleares, estão a consideração e a análise dos efeitos de 
certos tipos de acidentes postulados. A ruptura das tubula­

ções de alta e média energia é um tipo de acidente postula­

do. No projeto de tais tubulações, utilizam-se certos crité­
rios estabelecidos em normas, que permitem postular numero, 

tipo e localização de possíveis rupturas [1, 2]. A consequê~ 
cia de uma ruptura é que o tubo fica repentinamente sujeito 
a violento impulso externo. A resposta do tubo rompido a tal 

força acarreta um fenômeno designado na literatura como Chi­
coteamento de Tubulação ("Pipe ll'hip"). Jj necessário, portan­

to, fazer uma análise para determinar se o tubo deforma a 

ponto de pôr em risco a integridade de equipamentos essen­
ciais a uma condição segura de desligamento do reator. Se 

esta análise demonstra a possibilidade de ocorrência desses 
danos, a deflexão do tubo deve ser limitada através de res­

trições externas contra esses efeitos dinâmicos - Restrições 
ao Chicoteamento de Tubulação ("Pipe Vlhip Restraints"). 

Tratando-se de uma área relativamente recente, alguns 

modelos te6ricos têm sido propostos: S. M. Ma e K. Bathe [3] 

utilizaram um modelo bidimensional, considerando um estado 
plano de tensões e admitindo, para o material do tubo e 

das restrições, um comportamento elasto-plástico perfeito; 
L. Bevilacqua e H. Silva [4] utilizaram um modelo unidi­

mensional rígido-plástico; A. Loula, A. Galeão c J. Guer­
reiro [s] analisaram o tubo de acordo com a teoria de vigas 

e simularam as restrições como molas, admitindo, para ambos, 
um comportamento elasto-plástico bilinear. A maioria dos mo­

delos existentes utiliza integração passo a passo, para a 

dependência temporal das equações. 
Neste trabalho utiliza-se um método matemático que per 

mite analisar o tubo, de acordo com a teoria clássica de 
vigas, admitindo-se um comportamento elasto-plástico bili­
near. Além disso, a utilização do conceito de "força equiva-

i lente'' permite o uso dos coeficientes de influ~ncia dinâmi­
cos, obtidos da solução elástica, mesmo depois que a defor­

mação plástica tenha ocorrido. No cálculo de um campo de 
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deformação especifica num corpo elasto-plástico, mostra-se 
que o gradiente da deformação plástica especifica tem o mes­
mo efeito que uma força aplicada (6]. A analogia entre defo!. 

mação plástica especifica e forças aplicadas reduz a análise 
inicial de um corpo elasto-plástico i de um corpo elásticd, 

id~ntico ao inicial, com um conjunto adicional de forças 

aplicadas. Isto possibilita o uso de soluções elásticas 
conhecidas para analisar a deformação especifica, tensão e, 

portanto, os deslocamentos das estruturas elnsto-plisticas 

correspondentes. No uso combinado de deformação especifica 
incremental e superposição modal utilizando-se o conceito de 

"força equivalente", já proposto por S. C. Lui e Tun;:: 1!. tJ 
Lin [7] para vigas de seção cheia e lajes biapoiadas, os cál 
culos são baseados na matriz de rigidez elástica e modos no!. 

mais, que já não variam com o tempo, eliminando o cálculo de 
autovetores a cada novo intervalo de tempo. Assim, do ponto 

de vista computacional, o método proposto torna-se considera 

velmente mais simples que outros métodos. 
Os autovetores necessários ao uso de superposição mo­

dal serão computados, usando-se elementos finitos. Contudo, 
nos testes iniciais, onde o nosso objetivo principal era jul 

gar a potencialidade do modelo proposto, usamos exemplos pa­
ra os quais a solução elástica analítica era disponível. Por 

este motivo, neste trabalho o método proposto é aplicado a i• 

vigas biapoiadas. 

Nosso objetivo final, ora cm andamento, trata-se do d~ 

senvolvimento de um código computacional que permita o estu­
do do chicoteamento de tubulação. Nesse código o tubo será 

analisado como uma estrutura tipo viga, com vários apoios e 

admitindo a possibilidade de pontos angulosos. Além disso, 
serão considerados outros efeitos, como tensão de cisalhamen 
to e as restrições ao chicoteamento de tubulação. 

2. Descrição do Método 
2.1. Formulação do Problema 

Considerando-se uma viga submetida a um carregamento ~ 

transversal q=q(x,t) ultrapassando o limite elástico, e des- ~ 

prezando-se a inércia de rotação, a equação do movimento é 
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• (1) 

' 

+ q (x, t) 

onde w é o deslocamento transversal, m 

de comprimento, t representa o tempo e M, 

a massa por unidade 

o momento fletor. 

Designando a deformação total específica por E, a tensão lon 
gitudinal por o, a deformação plástica específica por EP e o 
módulo de elasticidade de Young por E, tem-se, então, 

(Z) 

De acordo com a hipótese de Bernoulli-Euler, 

com y representando a distância da linha neutra ao elemento 
de área, da seção transversal, dA. Logo, pode-se escrever: 

M • IA o y dA e, portanto, 

(4) 

onde I representa o momento de inércia da seção transversal. 

Substituindo (4) em (1), obtém-se: 

(5) 

onde q(x,t) é equivalente a um carregamento fictício, defi­
nido como: 

(6) 

~ Assim, o movimento de uma viga elasto-plástica é análogo ao 
de uma viga elástica,idêntica, com um carregamento adi­
cional q(x,t). 
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2.2. Forma Incremental 
Divide-se a viga por meio de M seç5es igualmente espa­

çadas de uma distância igual a ~L. e o tempo t, em k incre­

mentos iguais a ~t. Considere-se, genericamente, o coeficie~ 
te de influência dinâmico G(i,j,k), que é definido como o 

deslocamento na seção xi•(i-l)~L. no instante t·k~t. causado 
por uma força unitária degrau, aplicada na seção xj=(j-l)~L, 

no instante t•O. Desta forma, o deslocamento w(i,n) em 

xi•(i-l)~L. no instante ten~t. devido ao carregamento degrau 
~q(j ,k), aplicado em xj=(j-l)~L. no instante t=kót, com k<n, 

é dado por: 
w(i ,n) • G(i ,j ,n-k) 1\q(j ,k). 

Quando ocorre a deformação plástica específica, esta é 
substituída por um carregamento equivalente, q(x,t). Escre­

vendo (6) na forma incremental, tem-se: 

~q(x,t) = - E~ !A ~~P y dA, 
ax 2 

(7) 

onde ~q(j ,k) ou ~q(j ,k) representam o incremento de (k-l)~t 

a k~t. Na aproximação da curva do carregamento no tempo, utl 
liza-se o valor no ponto médio de cada intervalo de tempo, 

como se vê na Fig. 1. 

q ou q 

q(j,k)f 
ou 

q(j' kl 
o 2 (k-1) k (n-1) n 

Fig. 1 - Curva carregamento-tempo na seção "j" 

.: " 

; 
l< 
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O deslocamento transversal em x.c(j-1)61, no instante 

t•nót, causado por [óq(j ,k) + óq(j ,k)j, é dado por: 

ów(i,n) • ![G(i,j,n-k) + G(i,j,n-k+l)] [óq(j,k) + óq(j,k)] 
2 

c 'C'(i,j ,n-k) [óq(j ,k) + óq(j ,k)] . 

O deslocamento causado pelos carregamentos real e 
fictício de t•O a t•nót, em todas as seções da viga, é 

M 
w(i,n) • r G(i,j,n) (q(j,O) + q(j,O)] + 

j .. 1 
n-1 M 

+ r r IT(i,j,n-k) [óq(j,k) + óq(j,k)] + 
k•1 j •1 

1 M 
+- r G(i,j,l) (óq(j,n) + l'lq(j,n)]. (8) 

2 j •1 

Inicialmente, estima-se w(i,n) desprezando-se óq(j ,n). 
Com este w(i,n), calcula-se 

a2 . 
óe:(i,n) = - y --ów(i,n) 

ax 2 
(9) 

I e, portanto, óe:P(i,n) da relação tensão-deformação específi­
ca do material. Deste óe:P(i,n), calcula-se óq(j ,n) de (7). 
Agora, estima-se um novo w(i,n) usando (8), sem desprezar 

óq(j ,n). Repete-se o processo até que dois valores consecu­
tivos de w(i,n) sejam aproximadamente iguais. Observa-se que 
o Único termo a ser iterado é o que contém óq(j ,n), pois, t~ 

dos os outros envolvem carregamentos incrementais de inter-

valos de tempo anteriores e, portanto, já 

disso, este termo tem somatório simples, 

bui para uma rápida convergência. 

conhecidos. Além 
que também contri-

Considera-se que a relação tensão-deformação específi­

ca do material é bilinear, conforme mostrado na Fig. 2. Qua~ 

f do ocorre o descarregamento, admite-se que tal relação segue 
o percurso 

CD paralelo 

BCDFG, onde BC 

a AB. 

e DF sao paralelos a OA, e 
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(J' 

(j'o 

L---------~----.r----,_------~~c 
o I I 

o L _..L:--JC 

Fig. 2 - Curva tensão-deformação específica bilinear 

2.3 . Cálculo dos Coeficientes de Influência Dinâmicos 
para Vigas Biapoiadas 

A equação do movimento é 

E I a~w(x,t) + m a2 w(x,t) D q(x,t). 
ax~ at 2 

Considere-se uma força unitária concentrada no ponto 
x=x . , aplicada subitamente no instante tzO, como sendo 

J 

q(x,t) - l(t) o(x-x.) • 
J 

onde o(x-x.) é a função delta de Dirac. A resposta da viga é 
J 

dada por: 

G(i ,j ,k) 

onde 

sen (mr(i-1) llL] 
2 L 1 L = I: --

n•l EI11~ 

x (1 - cos 8nkt:.t ) , 

82 
n 

E_!_ (n 11') ~ 

m L 

n~ 

sen [mr (j -1) llL] 

L 
X 

(lO) 

n e um numero inteiro, L é o comprimento da viga e G(i,j ,k) 

são os coeficientes de influência dinâmicos, já definidos . 
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3. Resultados e Comparações 

Considerou-se uma viga biapoiada, de seção tubular, 
submetida a um carregamento uniformemente distribuídu igual 

a 1000 lbf/in , As propriedades do material da vi a são: 

E=26980000psi, cro=29140psi, p=0.00073 lhf. s 2 /in". Is dimen­

sões da viga são indicadas na Fig. 3. Devido à simetria da 
configuração e carregamento da viga, somente um quarto desta 

necessita ser analisado. Para o cálculo das deformações esp~ 
cíficas, considera-se a viga dividida por 21 seções igual­

mente espaçadas, sendo cada seção dividida em 50 fibras. 

I I I I I I I I ---L u
25 1

" ! -------- -=t-P~,, 
w J 
'------- 360 ln 1 

Y 
Meio do vão 

=O 
- - 1 - T---,-- T - -- --r - T- 125 -.- --J--r----r--r-

- r - l- - 1-- r - - --r - +-
-T-4-+-------r--.+~ 2 - - _...J. ____ ..L..-+-- 1 

9 10 11 

Fig. 3 - Dimensões da viga e sua divisão em seções 

Compara-se o presente método com a referência [5], 
para valores de a=O.S, q~lOOO lbf/in e o intervalo de tempo 
ót•6.001 x lo-•s, verificando-se que ambos os métodos apre­
sentam mesmo grau de precisão , como se vê na Fig. 4. 

Na Fig. 5 estuda-se a resposta da viga quando submeti­
da a diferentes magnitudes de carregamentos. Para o carrega­

mento q=lOOO lbf/in, usou-se ót•6.00lxlO-"s. Para o carrega­

mento q=3000 lbf/in, variou-se o incremento de tempo, usando 
um ót=6.001 x lo-•s e depois 6t=l . 8003 x 10- 3 s. Desta forma, 

verificou-se como se comporta o amortecimento e observou-se 

que a variação em ót não alterou a precisão da resposta. 
Verificou-se, também, que o período efetivo (ter.po para al­
cançar a máxima deflexão) de vibração da viga elasto-plásti­

ca aumenta com a intensidade do carregamento. 
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-·-·- Referªncia [51 

-- Método proposto ......... 
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Fig. 4 - Resultados de diferentes m~todos 
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Finalmente, estuda-se o efeito do encruamento ( Strain 

hardening) da relação tensão-deformação especÍfica na defle­
xão da viga, para um carregamento q=lOOO lbf/in . As respos­
tas dos deslocamentos da viga no meio do vão para valores di 

ferentes de a são dadas na Fig. 6. Verifica-se que o período 

efetivo de vibração da viga decresce com o aumento do coefi­
ciente de encruamento a. 

o 
ICJ 
> 1.5 
o ..., 
o 
"ãi 
E 
o ..., 
lg 1.0 
<>­
<» , 
o ..., 
o ... 
~0.5 
E 

" (.) 

o , 
~ 

o 

(inch) 

o=I.O 
~;...._ __ _,15L..----3..J.0----4..L5 ____ 6.._0_~7-0-+(t/Ml 

Fig. 6 - Efeito do encruamento do material nos 
deslocamentos da vi ga 

4. Conclusões 
O método proposto destina-se à análise dinâmica elas­

to-plástica de estruturas a partir da solução elástica. 

A necessidade de se usar um processo iterativo, para o 
cálculo do carregamento equivalente, não comprometeu as van­

tagens do método, já que a convergência foi rápida. Na maio­

ria dos casos, duas ou três iterações foram suficientes. Os 
resultados numéricos obtidos, utilizando-se este método, con 

cordaram perfeitamente bem com os da referência [5]. 
Para as estruturas cujas soluções dinâmicas elásticas 

analíticas não são disponíveis, tais soluções serão obtidas 

usando-se o método dos elementos finitos. 
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SUMÃRIO 
Apresenta-se a soluçio de propagaçio de ondas planas 

em uma barra infinita nio homogenea. Utiliza-se o método 
de Riemann para resolver o problema, transformado em ter­
mos de novas variáveis dependentes e independentes. O mé­

todo é utilizado para a soluçio de propaRaçio de um pulso 

de tensão e um de deslocamento em um meio não homogeneo. 
Fica claro da solução a dispersio e a alteração da forma 
do pulso principal provocadas pela não homogeneidade. 

SUMMARY 
It is presented in this paper the solution for plane 

waves propagation in non-homogeneous rod. The Riemann 
method is used to solve the problem, transformed for a new 
set of dependent and independent variables. The method is 

used to solve the problem of propagation of a stress pulse 
and a displacement pulse in a non-homogeneous medium. It 
is clear from the solution the dispersion and distorsion 
of the main pulse induced by the non-homogeneity. 

\ 
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1. Introdução 

O problema de propagação de ondas em sÓlidos tem ass~ 
mido uma importância crescente. Deve-se este fato as exi­

gências de consideração de tensões de impacto (como no pr~ 
jeto de usinas nucleares), aos programas de investigação 

mais aprofundados em geotecnia orientados para a prospec­
ção de jazidas petrolÍferas ou similares, aos processos de 

ensaios não destrutivas e ao estudo do fenômeno de fratura 
e propagação de fissuração. 

Como subsídio importante aos possíveis processos de 

ensaio não destrutivas para a deteção de não-homogeneida-
des e inclusões em sÓlidos, desenvolveu-se em [1] um estu- ~ 

do de propagação de ondas planas em meios não-homogeneos. 

Parte dos resultados foram apresentados em [2] , [3] sendo 

o presente trabalho orientado para um meio específico que 
apresenta características singulares, provavelmente inesp! 
radas para muitos engenheiros e pesquisadores. 

Z. Equações Fundamentais 

Ficaremos restritos ao problema de propagação de on­

das em barras infinitas com diâmetro pequeno em relação ao 

comprimento de onda ou ao intervalo sobre o qual está defi 
nida a condição inicial. Sejam A(x), p(x) e E(x) a ârea 

da secção transversal a massa específica e o módulo de 
Young referentes a barra. O eixo x coincide com o eixo da 
barra. Chamando u(x) e a(x) o deslocamento e a tensão 

de tração na direção da barra respectivamente, e escreven­
do-se a condição de conservação de quantidade de movimento 

obtem-se [1]: 

u -c2 [u + tt XX 
A' E' ] 

()\ + t;) ux = o XER,t>O ( 1. a) 

a - c 2 a + (--. - L)a + p(..,.,-) = o [ 
A' ' A' ] 

t t XX i\ p X PJ\ 
XER, t>O (l.b) 

onde c 2 = E/p , ( )tt= <l 2
( )/<lt 2 

, ( )xx"' <l 2
( )/<lx 2 etc ... 

e ( ) '= d( )/dx. Estamos admitindo a harra livre de exci­
tação externa. As condições iniciais estão definidas num 

intervalo Ru ou Ra sobre o eixo x: 

~' 
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xe:R o 

Em função das novas variáveis, ~c T(x)+t , n• T(x)-t 

e U(~.n)• Au(~.n) u(~.n), T(~.n)• A0 (~.n) a(~.n) obtem-se: 

em: 

T(X) E ~ J
x d 

O c(y) 

J
(~+n)/2 

A • exp(~ K (T) dT) 
u (. o u 

Ku • c(E'/E ~ c'/c + A'/A) 

K
0 

• c(- p'/p - c'/c + A'/A) 

Fu • K~ + 2 dKu/dT .... 

o 

o 

( Z. a) 

(2.b) 

(2.c) 

( z. d) 

(2.e) 

(3.a) 

(3.b) 

(4.a) 

( 4. b) 

As condições iniciais transformam-se respectivamente 

(Uc - U ) I •; (~)/A (~) 
~ n ~-n o u 

~ E R 
u 

( 5. a) 

(S.b) 
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T (t, f;) Cio(f;)/Ao(f;) (6.a) 
f; E R

0 

(TE; - Tn) I f;=n wo(f;)/Ao(f;) (6. b) 

As equações do movimento sob a nova forma (3.a) e 
(3.b) podem ser resolvidas facilmente com o método de 

Riemann [1], [4]. No novo plano (f;.n) a rede de caracte­

rísticas é definida pelas retas f;=const. e n=const. O ei­
xo x é mapeado na reta f;=n e o eixo t na reta f;=-n (Fig. 
la). Observe que o eixo x sofre uma deformação não unifor 

me ao ser mapeado no plano f;,n. 

'l 
.,- c• 

c• 

- r /15'1-ll r 
c-

.J2~ a b 

Figura 1. Plano característico 

a) Domínio de dependência para a solução no ponto P 
b) Regiões definidas pela propagação de um pulso 

3. Solução de Riemann 

Estando as equações que governam o fenômeno sob as 
formas escritas em 3a-b, o método de Riemann [4] surge co­

mo o mais natural. Pode-se mostrar que a solução em um 

ponto P (f;
0

,n
0

) tem a seguinte representação para o caso 
de deslocamentos: 

1 [ J 1 Jf;o U(f;o,no) = ! ~(f;o) + ~(no) + ! {~(f;) W(f;o,no.f;,f;) 
no 

- HO [wf;- wn] (f;
0

,n
0

,f;,f;)} df; (7) 

~ 

'• 

õrl 

.:-
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onde W(~ 0 .n 0 .~.n) é a função de Riemann e ~(~) e ~(~) 

são as condições iniciais dadas por (S.a) e (S.b). A fun­
ção W é regida pela equação integral de Volterra: 

Para o caso de tensões, a solução é idêntica, sendo ~(~) 

e ~(~) na expressão (7) dadas por (6.a) e (6.b) e a função 

de Riemann designada por V(~0 .n 0 .~.n) em lugar de W. A e­

quaçao integral para V é idêntica a (8) substituindo Fu 
por F

0 
dado em (4.b). 

A FiR. lb, mostra as principais regiões de evolução da 
propagação de um pulso numa barra infinita, definido para 
t=O r.o intervalo IF. As regiões 1 e 5 correspondem a tem­

pos inferiores a passagem das frentes de onda progressivas. 

A região 2 corresponde a propagação da onda progressiva 
principal à direita (C+). A frente de onda à direita ca­

minha ao longo da característica F c+. De (7), (6), (5) e 

(2) pode-se mostrar as seguintes relações, para o caso de 
Azcons t.: 

(9. a) 

o(x,t) (9. b) 

Isto é, o pulso de deslocamento atenua-se para impedâncias 

crescentes e amplifica-se para impedâncias decrescentes. 

O caso inverso acontece para o pulso de tensões. A região 
3, para tempos posteriores a passagem da onda principal, 
contem os pontos atingidos pela reflexão contínua das on­

das principais que se propagam à direita e à esquerda. A 

região 4 é idêntica a 2 para a onda principal à esquerda. 

A solução do problema fica reduzida então praticamen-
. ~ te à solução de (8). Em geral a equação integral (8) não 

possui solução fechada. Foi desenvolvido um método numéri 

co [1] baseado em [5] para a sua solução, cujos resultados 

foram satisfatórios. 
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Em [1] este método de solução foi aplicado a vários 
modelos. Examinaremos aqui um tipo de não homogeneidade 
que apresenta características interessantes e de possíveis 

aplicações práticas. 

4. Propagação em uma Barra Não Homogenea 

Variando convenientemente o módulo de elasticidade, a 

massa específica ou a área da secção transversal da barra 

podemos interferir substancialmente no processo de propag! 

ção de um pulso. Um fenômeno interessante ocorre por exe~ 

plo quando, mantidas a massa especÍfica e a área da secção 

; . 

transversal constantes, varia-se o mÓdulo de elasticidade ~ 

segundo a lei E= E
0

(1 + ax 2
)

2
• Obtem-se neste caso a velo 

cidade de propagação; 

c(x) • c (1 + ax 2
) o a > O 

assim como o tempo de propagação e os nÚcleos Fu e F
0

: 

T(X) 

Fu 

(c~ a)-l/Z arctg(lã x) 

4 c 2 (1 + 2 a x 2 ) o 

F • -4 c 2 a a o 

A função de Riemann para o problema de tensões, pode 

ser obtida de (8) por uma método iterativo conduzindo à 
forma fechada: 

V(f;
0

,n
0

,E;.n) • 1
0 

[c
0

r'a(E;
0 

- E;)(n - n
0
)J 

Entretanto como isto não é possível em geral, tendo-se que 

recorrer a um processo de integração numérica para a obte~ 
ção da função de Riemann, a solução em ambos os casos foi 

calculada a partir do algoritmo de integração desenvolvido 

em [~ . 

A figura Za mostra a evolução de um pulso de desloca-

·~ 

.. 
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mentos na região à direita do pulso inicial. Como o pre­

visto pelas expressões (9.a-b) o pulso de deslocamentos a~ 

plia-se quando se propaga no sentido da impedância decres­

cente. A cauda de reflexão inclui os efeitos dos pulsos~ 

propagando à direita e à esquerda. 

u 

a b 

Figura 2. Pulsos crescentes 

a) Triangular de deslocamento, pc decrescente 

b) Triangular de tensão, pc crescente 

As figura~ Z.b e 3, mostram as formas de evolução de 

um pulso de deslocamento e de tensão propagando-se na dir~ 

çao de impedância crescente (x positivo). Há que se notar 

que as "caudas" de reflexão contínua que estão representa­

das nas figuras são de fato a superposição das caudas dos 

pulsos que se propagam à direita e à esquerda. 

Ainda conforme o previsto pelas expressões (9.a-b), a 

frente do pulso de tensão amplia-se no sentido de x cres­

cente e o pulso de deslocamento fica atenuado. A barra fu~ 

ciona corno um amplificador do pulso de tensões com energia 

especÍfica decrescente. Deve-se observar que embora a(x) 

cresça sem limites quando x+m, a energia acumulada na bar­

ra permanece constante, corno deve ser. Para se ter uma in 

dicação disto, basta avaliar a energia especÍfica a 2 /E na 

frente de onda. Com a expressão de E e (9), chega-se fa­

cilmente a a 2 /E= y/(l+axF) onde y i uma constante e xF 

a posição atual da frente de onda. Observa-se que a ener­

gia i decrescente, e integrada no intervalo (O.~) conduz a 
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um valor finito. Em virtude da simetria do pulso com rel! ~ 

ção às propriedades mecânicas, tanto o pulso ã esquerda c~ 
mo o pulso à direita propagam-se no sentido da impedância 

crescente, o meio "endurecendo". Pode-se conclu i r então 

da figura, que como o sugerido no estudo de propagação em 

meios estratificados, a reflexão do pulso de deslocamentos 

é invertido e o de tensões mantem-se com o mesmo sinalquan 

do hã propagação no sentido de impedâncias crescentes. 

u 

I aO. c <•> 

1. 

Figura 3. Pulso triangular de deslocamento 

no sentido pc crescente 

X 

Convém ressaltar um comportamento muito interessante 

da solução associado a dois fatos: a) O eixo x é mapeado 

no plano E;.n num segmento finito M.'l de comprimento 

I! rr/c
0 

conforme pode ser determinado de T(x) (Fig. 4); 

b) tanto o pulso de tensões como o de deslocamentos atinge 

o infinito em um tempo finito (Fig. 4). Sendo as condi­

ções iniciais definidas, por exemplo, no intervalo AB, si­

métrico em relação à origem, as frentes de onda à direita 

e à esquerda, chegarão aos pontos •~ e -~. simultaneamen­

te no tempo mostrado na figura como tlim" Dentro da re­

gião A'B' ~m o método proposto pode ser aplicado sem maio­

res restrições. Fora desta região para t > tlim tornam­
se necessários certos cuidados na obtenção da solução , uma 

@ 
' 

~ · l 

i 
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Figura 4. Limites no plano ;.n definidos pelo 
mapeamento x + T 

vez que devem ser computados os efeitos provenientes da re 
flexão no ponto infinito, como seria o caso do ponto P da 
figura. Por outro lado associado a estas duas caracterís-

w Wt ~~ v, 

,J 

.2 

.1 

.2 lo 
-.1 -10 

-.2 
- 20 

- .3 
- 30 

Figura S. Funções de Riemann e derivadas, para a=ZS 

e o argumento (x
0
,t

0
,x,t) = (.S,t

0
,0,0), 

com c
0 

• 1 
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ticas a função de Riemann W para o deslocamento e sua der! 

vada Wt apresentam um comportamento singular conforme mos­

tra a Fig. 5, para o tempo td que corresponde ao tempo li­
mite para o qual o domínio de integração - ver eq. (8) -

permanece dentro da faixa regular~ 8' , NA' (Fig. 4). E! 

bora comecem a aparecer problemas de integração numérica 

quando t + td a figura 5 representa o andamento esperado 

até pontos próximos de td. 
Certamente a solução está limitada aos casos lineares. 

Quando a tensão a e o deslocamento u crescem indefinidame~ 

te, começam a surgir não linearidades materiais e geométr! 
cas respectivamente. Nestes casos o problema passa a ser 

não linear e pode haver a formação de ondas de choque. 

S. Conclusões 

A variação das características de impedância de uma 

barra não homogenea conduzem a resultados que podem apre­

sentar comportamentos das características de propagação em 

função do núcleo característico F ou F merecendo atenção a u 
especial. Eventualmente os resultados analÍticos, poderão 

ser aproveitados em aplicações experimentais ou industri­

ais. Por outro lado, como ficou patente no exemplo ante­

rior a utilização de um método numérico deve ser precedida 

de um exame cuidadoso do problema. No caso por exemplo de 

utilização de um método que discretize um domínio espacial 

ilimitado, as fronteiras do modelo matemático não podem 

ser arbitrárias, uma vez que existe reflexão dos pontos 

x = ! m em um tempo finito. ~ interessante observar que a 

reflexão do infinito em tempo finito não ocorre com barras 

com secção variável mantendo-se constantes E e p. 
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SUMÁRIO 

8 

Neste trabalho discutimos alguns fatores que influen­

ciam a escolha de um algoritmo para a solução d e sistemas de 

equaçÕes lineares, apropriado para programas de análise e­

lastoplâstica. Em particular, propomos um procedimento ba­

~eado no mitodo de Cholesky, que parece apresentar as vanta 

gens de simplicidade e eficiência. 

SUMMARY ----
Some factors influencing the c hoice of adequa te 

al g orithms for the solution of syst e ms of linear e quation s 

apropriate for elastoplastic analysis are discussed. ln 

particular, a procedure ba s ed on Chole s ky method, whi ch 

offers some advanta ge s from the point o f view of s impli c it y 

and eficiency, is pr o posed. 
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1. Introdução 

Neste trabalho desenvolvemos um método para a resolu-

çao de sistemas de equaçÕes, resultantes de problemas de a­

nálise elastoplástica. 

Na seção 2 analisamos a influência do tipo ie Cjmputa­

dor sobre a escolha do algoritmo. Na seção 3 estudamos o 

problema das matrizes esparsas. Na seção 4 abordamos o pro­

blema de matrizes que são decompostas repetidas vezes e que 

sofrem apenas poucas mudanças, em alguns de seus elementos, 

entre duas decomposições seguidas. g proposto um esquema de 

solução que evita a decomposição total da matriz a cada pa~ 

so. Como veremos nesta seção, na resolução de problemas nao 

lineares fÍsicos (pequenas deformaçÕes), o método de Choles 

ky possui vantagens sobre os demais. Por isso estaremos, ao 

longo do trabalho, interessados neste método. 

No que segue consideramos a matriz a ser decomposta co 

mo simétrica e positivo-definida. 

2. Tipo de computador 

A importância do computador na escolha de um algoritmo 

está diretamente ligada à memória disponível e ao tempo de 

acesso dos elementos de um arranjo. 

Considerando que o computador possua uma menória prin­

cipal e uma memória secundária (unidade de fita ou disco), 

podemos ter básicamente dois tipos de máquina: 

a) aquelas em que o usuário deve manter na memória 

pal, através de seu programa, apenas parte do 

princi-

programa 

que está sendo executado e chamar, da memória secundári~ 

apenas os dados necessários para a execução da 

parte. 

referida 

b) quando as operaçoes acima podem ser feitas, automática-

mente, pelo sistema operacional da máquina sem interfe­

rência do usuário (memória virtual). Os cornpu:adores d e~ 

se tipo são chamados de computadores de quartt geração. 

No caso de usarmos a facilidade d e operação apr es ent a ­

da pelos computadores de quarta geração, o algor:trno de so­

lução pode ser imaginado corno se todo o sistema de equaç~e~ 

bem corno o programa, estivesse contido na me mória principaL 

No caso em que a máquina empregada não e de quarta-ge-
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raçao ou quando nao usamos esta vantagem o algoritmo de so-

lução deve conter, além do método de solução, os comandos 

necessários para realizar a conexão entre a memória princi­

pal e a memória secundária. Na literatura encontramos vã-

rios algoritmos deste tipo estando entre elas os devidos 

Irons [1] e Hood [2]. 

a 

Outra influência do tipo de maquina usado diz respeito 

ao tempo de acesso dos elementos de um arranjo. Em certas 

maquinas o tempo de acesso de elementos pertencentes a ar­

ranjos unidimensionais é menor do que o tempo de acesso de 

elementos pertencentes a arranjos bidimensionais. Tal fato 

irá caracterizar a maneira pela qual a matriz de rigidez é 

armazenada. Por outro lado quando o acesso é mais rápido em 

arranjos unidimensionais existirá em contrapartida um cálc~ 

lo de Índices com o correspondente gasto adicional de temp~ 

3. Matrizes esparsas 

Devem~ s distinguir entre matrizes esparsas interna e 

externamente. Diremos que uma matriz banda é externamentee~ 

parsa se os zeros atingirem o limite da banda (fig. 1). Ca­

so contrário, ela será internamente esparsa (fig. 2). 

Os elementos nulos de uma matriz esparsa externa podem 

ser levados em consideração se dispormos de um vetor que 

possua as posiçÕes dos primeiros elementos não nulos de uma 

c oluna. Um tal vetor, que chamaremos de vetor-perfil, para 

fig fig 2 

I 
' j 

;:; 
<'!; 

f 

f 

I ll 

J 
'o:. 

:: 
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a matriz representada na figura 1 teria valores (11314 

4 3 5 6 10) . 

Quando queremos introduzir o vetor-perfil, dois méto­

dos são especialmente apropriados: o método de Crout modifi 

c ado, usado por Mondkar e Powell [3], e o método de Choles­

ky [4]. Por razoes que ficarão claras na seção 4 estaremos 

interessados neste Último. 

Vejamos como o vetor perfil pode ser utilizado para 

poupar operaçÕes inúteis no método de Cholesky. Representa~ 

do por aij a matriz dada e por Sij a matriz triangular 

sultante da decomposição temos [5]: 

1) para a primeira linha 

slj 
_:_u_ 
5 11 

2) para linha i la .. 
---------. 

i-1 
2 

s .. l: s.o 11 11 .e =1 

i-1 
a .. - l: sli s!j 1J !=1 

s .. > i 
1J s . . 

11 

De nominando o vetor perfil de PER[i] a fÓrmula 

passa a ser 

s .. 
11 

/~ .. 
11 

i-1 
l: sz. 

!=PER (i] Ü 

r e-

( 3. 1) 

(3. 2) 

( 3. 3) 

(3.4) 

( 3. 3) 

(3. 5) 

e fazendo L max (PER(i], PER[j]) a fÓrmula (3.4) passa a 

ser 

s .. 
1J 

a .. -
1J 

s .. 
11 

> i (3. 6) 
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F >rtanto, uma simples alteração do limite inferior do 

somató r io na (3.5) e (3.6) permite a eliminação de uma sé­

rie de operaçÕes inúteis. 

Para uma matriz esparsa interna devemos considerar que 

as prÓprias opera ç Ões de d ec omposição alteram os elementos 

nulos e, não raro, os eliminam completamente. Uma forma de 

levarmos em conta os zeros internos é usar o método de Gauss 

operando por blocos [6]. Este procedimento, além de bastan-

te mais elaborado, conduz na maioria dos casos a 

maiores do que a utilização de um método que u s e o 

-perfil. 

tempos 

vetar-

No que diz respeito à retro-substituição e substitui-

çao avante o vetar-perfil pode ser introduzido s eguindo o 

mesmo esquema da decomposição. 

4. Decomposição repetida d e uma matriz com algumas mo­

dificaçÕes na mesma entre as decomposições 

J_ 3olução de problemas de não-linearidade fÍsica por ~ 

lementos finitos exige a solução repetida de um sistema de 

équaçôes lineares. Em cada passo alguns d o s el e mentos da m~ 

triz ~o sistema são modificados. Um enfoque interessante do 

problema foi feito por Argyris et al [7] englobando todos 

os elementos modificados em uma pequena matriz (~ô). Esta é 

convenientemente manipulada e a partir daÍ podemos obter a 

solução do problema. Entretanto, a manipulação desta matriz 

é bastante complexa. Os autores em [7] chegam ã conclusão 

que só há vantagens de tempo computacional quando o número 

de linhas da matriz ~ô é menor do que 0,75 B, onde B é sem! 

largura de banda da matriz de rigidez global da estrutura. 

Isto limita, em muitos problemas, a aplicação do processo. 

Achamos mais prático observar que o procedimento de 

Cholesky só altera os elementos da linha que estamos decoro-

pondo e que na decomposição de uma linha so usamos elemen-

tos situados acima desta linha. Suponhamos agora que os nós 

dos elementos plastificados sejam aqueles que correspondam 

às Últimas linhas da matriz. Obviamente, só teremos modifi­

caçÕes nessas linhas e a parte da matriz, já decomposta no 

primeiro passo e não modificada nos passos subsequentes, 

não precisará ser decomposta novamente.Assimse Lmin represe~ 

': :·· 

~ 

,, 
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tar a linha a partir da qual temos modificações e supondo 

Lmin > 1 as fÓrmulas a empregar na dec o mposição serao as 

(3.5) e (3.6) com 

i > Lmin ( 4. 1) 

No caso de termos Lmin = 1 é lógico que deveremos rea­

lizar toda a decomposição (fÓrmulas (3.1), (3.2), (3,5), 

(3.6)). Desta forma sempreq.E Lmin > 1 teremos eliminação de~ 

peraçoes inúteis e, consequentemente, menor gasto de tempo. 

O método de Cholesky é o método que melhor se adapta a este ti 

po de procedimento. A adoção do método de Cholesky, 

de vetar-perfil e de decomposição parcial usando a 

munido 

( 4. 1) ' 

no~ parece o melhor método nao iterativo que pode ser usado 

em problemas não lineares fÍsicos (pequenas deformaçÕes). 

S. Exemplos 

Um algoritmo baseado no método de Cholesky, que usa o 

vetar-perfil e que só volta a decompor a matriz a partir da 

linha onde foram introduzidas as modificações, foi impleme~ 

tado num programa de elementos finitos para cálculos de nao 

linearidade física. Testes de tempo foram realizados para 

dois exemplos em um computador do tipo quarta geraçao Bur­

roughs B-6700 pertencente a U.F.R.G.S. 

O primeiro exemplo corresponde a uma viga em balanço 

com carga na extremidade como mostra a figura 3 abaixo. O 

único cuidado para termos a máxima vantagem é fazer com que 

ig. 3 
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Tabela I 

ETAPA 1 2 3 4 5 7 16 

empo de solução 64 6,0 8,7 15,9 18,6 24,6 2 7, 7 

total (s) 

Tempo de decomp~ 59,8 1, 7 6, 7 13,4 16,2 21,8 24, 2 

sição (s) 

~empo de substi- 2,5 2,6 0,3 0,6 0,7 1,0 1, 2 

tuição avante(s) 

~empo de retro- 1, 7 1, 7 1, 7 1, 9 1, 7 1, 8 1, 8 

substituição(s) 

min 1 911 833 755 703 625 547 

os nos dos apoios correspondam às Últimas linhas da matriz 

de rigidez, uma vez que nesta região teremos o material en­

trando na região plástica. Com isto ocorrerão mod i ficaçÕes 

só nas Últimas linhas da matriz de rigidez. 

I 

A Tabela I mostra os tempos obtidos em diversas etapaL 

A matriz possui 962 linhas e uma semilargura de banda igual 

a 30. Na figura 3 vemos a malha utilizada; a zona sombreada 

representa os elementos que foram plastificados atê a etapa 

16 inclusive. Podemos notar na tabela a otimização apreciá­

vel de todos os tempos, com excessão do tempo de retro-subs 

tituição. 

Assim, se não fosse utilizado o sistema de decomposi­

çao parcial da matriz gastaríamos, em 16 etapas, soment e em 

solução de sistema de equaçÕes um tempo aproximado de 1023s. 

Usando a decomposição parcial, gastamos apenas 398s. 

Um outro exemplo examinado ê o de uma placa em tração 

que possui um entalhe em seu centro. Devido a simetria so­

mente precisamos analisar a quarta parte desta placa. Na fi 

gura 4 apresentamos a malha utilizada na análise. 

Na Tabela II temos os tempos observados em diversas e­

tapas. Neste exemplo, a matriz possui 112 linhas e semi-lar 

.. 

~ 

t 

..;..:. 

... 

i 
l 
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fig. 4 

gura de banda igual a 20. Na figura 4 a zona sombreada re-

presenta os elementos que foram plastificados atê a etapa 

14 inclusive. A tabela II nos dã uma ideia da diminuição 

dos tempos devido ao uso da decomposição _ parcial. O tempo 

Tabela II 

ETAPA 1 2 3 4 5 7 14 

Tempo de solução 1,44 0,36 0,27 0,43 0,50 0,83 1,2 

total (s) 

Tempo de decomp~ 1,19 0,11 o' 12 0,27 0,32 0,63 0,97 
-síçao (s) 

~empo de substi- 0,12 0,10 0,01 0,03 0,03 0,06 0,09 

tuição avante(s) 

~empo de retro- o' 13 0,15 0,14 0;13 0,15 0,14 0,14 

substituição (s} 

jLmin 1 99 97 85 85 67 33 
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total para 14 etapas que seria gasto em solução, caso a de­

composição parcial não fosse usada, serm ,de 20,16s aproxi-

madamente. Usando a decomposição parcial, este tempo 

nui para 11,67s. 

6. Conclusão 

di mi-

A partir do que foi exposto, bem como dos exemplos a-

presentados, acreditamos que o uso do método de Cholesky, 

para resolução de problemas não-lineares onde ocorram pequ~ 

nas modificaçÕes da matriz em cada passo, apresenta claras 

vantagens sobre os demais devido a possibilidade de decomp~ 

sição parcial. Esta decomposição pode ser facilmente intro­

duzida num algoritmo, já existente, baseado no método de 

Cholesky. Sempre teremos alguma vantagem de tempo 

a decomposição for parcial. 
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RESUMEN 

En este trabajo se presentan algunas formulaciones va 

riacionales equivalentes al problema "quase-está tico" en 

elasto-plasticidad dentro del campo de las deformaciones i~ 

finit esimal es. En la resolución aprox imada d e estas probl~ 

mas son comentados los algoritmos numéricos del tipo paso­

a-paso donde en cada etapa el problema se reduce a determi 

nar velocidades (velocidades de despl a zamientos o velocidad 

del tensor d e tensiones) ·Discútese también la s dificultades 

inherentes en la selección del paso de integración. 

SU~I~IARY 

In this work, some infinitesimal deformation variatio 

nal formulation are presented to qua si -static elasto-pla! 

tic problems. Stepwise algorithms for the num erical apprQ 

ximations of solutions are also presented. Fin a lly, diffi 

culties in the selection of integration steps ar e discuss­

ed. 
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1. Int roducción 

No se pretende realizar aqui un análisis del estado 

actual de los princípios y métodos variacionales en elasto­

plasticidad. Los mismos se encuentran en una etapa de rápi 

da evolución debido principalmente a los recientes progre -

sos del Análisis Convexo y sus aplicaciones a Hecáni c a 

Q,Z,j_J. 
Dentro de las hipótesis de deformaciones infinitesim~ 

lese isotér~icas, la plasticidad será vista en este traba­

jo de una manera clásica [3 ,5]. Lo anterior permite razo -

nar de la siguiente manera: conocido el estado actual de 

tensiones, deformaciones, deformaciones plásticas, e histo­

ria de dichas deformaciones, el problema consiste en deter­

minar las velocidades de los desplazamientos y del tensor de 

tensiones (Ü. T) conocidas las velocidades de las fuerzas 

aplicadas y de los desplazamientos prescriptos. 

En el caso de A ~ O (A mide el endurecimiento por de­

formación) se puede demostrar la existencia de dos princípios 

de mínimo asociados [3,6,14]. En la resolución numérica de 

estos problemas variacionales en general, dos técnicas son 

empleadas. La primera asociada a métodos · iterativos que 

consisten cn succsivas soluciones 'elásticas' [!.8,9J,y la 

segunda corresponde a los algoritmos para la detcrminación 

del mínimo de un:1 función convexa COI\ re s t ri c c iones 

[}0,11,12]. 

En este trahajo seran comentados algunos algoritmos 

numéricos de tipo iterativo y los inconvenientes existen -

tes en la determin:.~ción del paso 6t . 

Para f:.~cilitar la l ectura se ha dividido la presenta­

ción en tres secciones . La primera se refiere& las ecuacio 

nes constitutivas en elasto-plasticidad, la segunda a los 

Principias de Ninimo y la Gltima a los algoritmos de 

iterati\·o . 

Ecuaciones Constitutivas en Elasto-Plasticidad 

tipo 

Para describir el comportamiento de un material más 

allá de su rango elástico, es necesario definir al menos 

los siguientes aspectos. 

i) Un criterio que permita establecer la it ransición 
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inicial de comportamiento elástico al plástico. Este crit~ 

rio es llamado 'criterio inicial de fluencia' y si se desi~ 

na con T al tensor de tensiones puede expresarse como: 

f(T) < O el punto se encuentra dentro del com -

portamiento elástico. 

f(T) o el punto ha alcanzado el lÍmite elást~ 

co y podrá iniciar su comportamiento 

plástico o no deptndiendo del proceso 

de carga a que sea sometido. 

La función f s a tis face ciertas propiedades G, 5, l :[] 

que permiten definir en el espacio de tensiones un domínio 

convexo C conteniendo el origen T = O en su interior, el 

cual a su vezes el domínio elástico. Por ejemplo, una 

forma particular de f que representa la condición 

de fluencia en metales está dada por: 

1 

inicial 

T E c <-> f(T) < o f(T) Cz S.S)l/2 - Xo 

propuesta por Huber en 1904 y von Mises en 1913 de allÍ' el 

nombre de criterio de Huber-von Mises, y donde Ses la par­

te desviadora de T y S.S representa el producto escalar. 

ii) Modificación del criterio de fluencia. Si el 

proceso de carga cont1núa una vez alcanzada la condición 

inicial de fluencia, ciertos materiales sufren un fenómeno 

de endurecimiento por deformación (work-hardening). La con­

dición de fluencia inicial cambiará, a medida que las defor 

maciones plásticas ocurran. 

El material en que este fenómeno está ausente es de­

cir, la condición inicial de fluencia permanece inalterada 

cualquiera que sea el proceso de carga, recibe el nombre de 

material elasto-plástico perfecto o ideal. 

Una ley de variación corresponde, por ejemplo, al c~ 

so conocido con el nombre de 'isotropic work-hardening' y 

está dada por: 

donde x X (h) , h 

f(T,x) < O, 

ftT.DPdt o bien h 
o 

r ( ~ nP. nP) 1 I 2 d t 
o 

y 

l 
- ~ . '""' ., ~ 1 

~ 

I 
l 

~ 

í.i 

~ 
-~ 
··~ 

I 
J 
~ 
ji 
i! 
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donde Dpdt es el incremento de deformación plástica produc~ 

do en el intervalo de tiempo (t, t+dt). Si es una función 

monótona creciente de su argumento h, la función de fluen -

cia inicial crecerá uniformemente en todas las direcciones 

manteniendo su forma a medida que las deformaciones plásti­

cas aumentan. 

Otros criterios de modificación de êsta función inici 

al han sido propuestos de manera de llevar en cuenta fenóme 

nos tales como el efecto Baushinger, formación de puntos a~ 

gulosos, etc. [},S,L8. 
iii) Relación entre deformaciones plásticas y tensio­

nes. Las hipótesis correspondientes a lo que se conoce en 

plasticidad como 'flow theory', consisten en: 
D = De + Dp De tasa de deformación elástica, 

Dp tasa de deformación nlástica, 

D =i (\lv + vv1 ) = Sym(llv),Vopera­
dor gradiente. 

Admite la existencia de una función ~ = ~(T,X), 11~ 

mada 'función potencial de plasticidad', y la exi stencia de 

un escalar À > O tales que para los materiales con endureci 

miento se verifica: 

DP À ~T si f (T, X) o y f 1 .t > 

nP o si f (T, X) o y f 1 .t < 

o f(T,X) < o 

En el caso de elasto-plasticidad perfecta 

À > O indeterminado verificándose: 

si f(T) 

si f(T) 

o 

o 

o f (T) < O 

o 

o 

resulta 

·• El coeficiente À para materiales con endu recimiento 
queda definido una vez establecido el criterio de fluencia, 

de endurecimiento y la curva T 11 - E~ 1 de un ensayo uniaxi­

al (EP es el tensor de deformación plástica). En efecto 
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considerando el criterio de Huber-von Mises resulta: 

À 
fT" t 

A 

donde A_es la pendiente de la curva T 11 - E~ 1 • Puede obs e! 

varse que en materiales elasto-plásticos perfectos toda vez 

que Dp 1 O se verifica A= O y fT.t =O quedando À~ O ind~ 
terminado. Cuando ~ = f la teoría recibe el nombre de ley 

asociativa de la plasticidad. De las relaciones anteriores 

se sigue que Dp e stá orientado según la normal saliente al 

convexo de plasticidad. Esta ley será adoptada en este tra 

bajo. 

Por Último también supone que: 

T = ID De 

donde D es el tensor de cuarta orde n de elasticidad que sa­

tisface condiciones de: 

simetria ID = IDT, 

inversibilidad IDID-l = n, II tensor identidad de 

positividad 

cuarta orden 

IDD.D > O 

IDD. D = O 

V D 1 O E: Sym 

si y sólo si D o 

Por ejemplo, si el material es isotrópico resulta: 

1D = 211 II + "I I ® I, 

11,1" constante~ de Lamé y ~representa el producto tensorial. 

De la inspección de las relaciones anteriores se si­

gue que para todo proceso con deformación plástica (À > O) 
resulta: 

lDD = lDDe + JDDP = IDDe + À IDfT 

de donde: 

À 
fT .IDD 

A+fTJDfT 

T + À IDfT 

', 
.~ ­, ·r , 

• 

j 
~, , 
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De esta Última expresión se sigue que nP puede defi -

nirse en función del producto fT.IDD en lugar del producto 

fT" t [}4]. La selección dependerá fundamentalmente de cual 
es la variable independiente, en otras palabras si se traba 

ja con desplaz~mientos o con tensiones como variables prin­

cipales. 
Por otra parte T; ID(D-DP), y en virtud del resultado 

anterior; 

Nótese que IDep es simétrico no resultando asi si ~tf. 

La expresión anterior válida para materiales con o 
sin endurecimiento, fue deducida solamente paramP f O. Los 

otros estados pueden ser incluídos en esta expresión de la 
siguiente forma: 

t 

donde ; 

materiales con endurecimiento mate riales elasto-plásticos perfectos 

a;l si f(T,X);O y fT.t > o si f(T) o y fT. T o 
a;O si f(T,X);O y fT.T < o si f(T) o y fT" t < o 

o f(T,X) < o o f (T) < O 

En e l caso de trabajar con desplazamientos como varia 
ble independiente, la definición de a resulta [!'!] ; 

a=l si f(T,X)=O y fT.1DD >O si f(T)=O y fT.IDD 2_ O 

a=O si f(T,X);O y fT .IDD_::O si f(T);O y fT .IDD < O 

o f(T ,X) <O o f (T) <O 

Por Último la inversa de la expresión t ;IDepD sólo 

~ existe para el caso de materiales con endurecimiento y está 

dada por: 
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D P -1· • -1· fT.t 
De+ D = lD T+a/..fT = ID T+a -A- fT 

-1 fT ® fT 
CID +a • ) t 

3. Princípios Variacionales 
Considérese un cuerpo ocupando la región n en el ins­

tante t en equilíbrio bajo la acción del sistema de fuerzas 

(b,t), donde b es la fuerza por unidad de volumen y t es la 
densidad de fuerza superficial prescripta en ST parte del 
contorno S de n. En la parte complementaria que será desi& 

nada por Su, está prescripto el campo de desplazamiento Ü. 

Permitase ahora que el sistema de fuerzas y las res­

tricciones en el campo de desplazamientos varíen durante el 

intervalo (t, t+dt) de manera que las fuerzas de inercia 

sean despreciables. 
Dentro de las hipótesis de deformaciones infinitesim~ 

les a temperatura constante, desígnase como 'problema incr~ 

mental de equilíbrio' Q~ de la teoría cuasi-estática de 
la elasto-plasticidad al problema de determinar los campos 

t, D y v, tales que satisfagan las siguientes ecuaciones : 

Ecuaciones de equilíbrio: 

div t + b = O en n 

Ecuaciones de compatibilidad: 

D = Sym (Vv) : Sym (VÜ) 

Ecuaciones constitutivas: 

• IDfT ® lDfT _ _ . _ 
T=(ID-a A+fT:nHT ) D, a dehmdo en la Secoon 2. 

Condiciones de contorno: 

tn 
-L 
t . 

v = u 

en 

en 

ST 

su 

donde (bdt, tdt) y udt son los incrementos dados al sistema 

de fuerzas y al desplazamiento prescripto respectivamente. 

~· · •. r ., . 

~ .. 
' 

J .. , 

l 
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Como puede apreciarse el problema de valor de contorno 
es no lineal ya que el coeficiente a, que permite di;tinguir 

la región de comportamiento elástico y la de compor amiento 
elasto-plástico, depende de la propia solución del problema. 

Dada la no linealidad la solución aproximada del pro lema in 

cremental se hace necesaria. 

A continuación se presentan algunos principies varia -
cionales que serán Útiles en la determinación de soluciones 

aproximadas. Para este fin, serán introducidas las siguien­

tes definiciones: 

bles : 
Kinv, campo de velocidades cinemáticamente admisi 

Kin 
v 

{ v*; v* regular, v* 
~ 

u en S 
u 

Estt, campo de tasas de tensiones estáticamente admi 

sibles: 

P.A.T, campo de tasas de tensiones plásticamente ad­

misibles: 

P.A.t = { t; si f(T, x) O luego fT.t < O } 

i) Prin cipias Variaciona~es donde v e s ~a incógnita 

principal. Materia~es con o sin endurecimie nto. 

No resulta difícil demostrar J3,6, 7,14] que el proble-

ma incremental de equilibrio es equivalente al siguiente 

principio de mínimo: 
"De todas las velocidades cinemáticamente admisibles , 

v* E Kinv, aquella que hace que el funcional IT(v*) alcance 

un mínimo (mínimo absoluto) es la solución del p : oblema in­
cremental de equilibrio". 

Es decir, si v representa dicha solución r~sulta: 

IT(v*) > IT(v) para Vv*EKinv e igual si y sólo si v*=v 

donde: 



D-060 

rr(v*) =i I T*.D* dn -

n 

I b.v* dn - I t.v*dS 

n 5r 
T* y D* definidos a través de las ecuaciones constitutivas y 

de compatibilidad en función de v*. Como puede apreciarse 

el problema del mínimo está definido en todo Kin y consiste 
v 

en determinar el mínimo de un funcional cuadrático sin res-

tricción. No obstante lo anterior, el problema es no lineal 

por cuanto el coeficiente cr(que surge en T*) depende de la 

propria solución. 

ii) Princi pia s varia c ional es donde t e s la 

principal. 

in cógnita 

Nuevamente aquÍ no resulta difícil mostrar que el pro­

blema incremental es equivalente a los siguientes princípios 

de mínimo: 

Materiales con endu rccimicnto . '"De todas las tasas 

Je t ens iones est5 ti came nt e admisihles, T0
E Estt, aquella que 

conc'u ce al funcional n (T0
) a un mínimo (mÍnimo absoluto) es 

c 
la solución del problema incremental'". 

Es decir, si t representa dicha solución se verifica 

que: 

rr (T 0
) > rr (T) para vt E Est~ e = si y sólo si T0 = t c c 1 

donde: 

nc(T 0
) =i r t•.n• dn- J t•n."fl dS 

Jn s u 
y donde D0 está definido a través de las ecuaciones constitu 

tivas: 

D" 
f (3f 

OD-l + a ~ ) to cr definido según la Seccion 2. 

Nuevamente, si bien el problema se reduce a determinar 

el mínimo de un funcional cuadrático sin restricciones el 

problema es no lineal ya que cr depende de la propia solución. 

Material sin endure~imiento. De la definición de a 

se tiene que, en este caso, el problema se reduce a: 

..;;~ 

l .. 
~ 

j ' .. , ' 
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min. 
J 

T0n.u dS} 

s u 

Es decir, es el problema del mínimo de un funcional 

cuadrático con restricciones: to debe ser simultaneamente es 

tática y plásticamente admisible. Obsérvese que la restri~ 
ción es lineal en T0 

• 

De estos princípios de mínimo se sigue la unicidad de 

f y D l3, 6, 14] teoremas de uni c idad del campo de tensiones 

y deformaciones pueden ser consultados en el trabajo de 

KOITER ~6]. El problema de existencia de la solución es 
mas complicado no estando totalmente resuelto Q.!Q. 

4. Métodos Iterativos en la Resolución de los Proble­

mas de Mínimo. 

Aquí serán presentadas las ideas fundamentales de los 

algoritmos iterativos más conocidos en la lit~ratura y uti­
lizados conjuntamente con el Método de Elemertos Finitos. 

i) IncÓgnita principal v, materiales con o sin er1dur!i:. 

cimient o . Aqui existen fundamentalmente dos procesos itera 

t i vos: 

Matriz de rigidez modificada en cada paso. A tra -

ves del resultado del paso anterior se define la región 

plástica, el problema consiste en: 

min 
v•n+lE Kin 

v 

{n(v•n+l) = i f 
IDep 0 .n+l • 0 •n+l dP. _ 

r. n 

donde : 

o. = 1 si f 
n 

o. =O si f n 

dS } 

o y f
1

.m o•n > o 

O y f
1

.ID o•n < O 

o f < o 
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y el .roceso se inicia con 0* 0 
; O. 

Al aplicar el M.E.F. se tiene K v*n+l ; F es decir 
n 

la ma~ riz de rigidez es modificada en cada paso lo que im -

plica un mayor consumo de tiempo de máquina. Por otra par­
te, la convergencia de este proceso iterativo aún no ha si­

do demostrada. 
Proceso iterativo elástico con tensiones iniciales. 

En este proceso se supone conocido À a través del resultado 

del paso anterior, luego el proceso consiste en: 

min 
v*n+lE Kinv 

IT(v*n+l) i tiD o*n+l.o*n+ld rl 

1 f IDfT. D*n 
- CL 2 n n Á+fT'IDfT IDfT. D*n+l drl 

t b.v*n+ldQ - J i.v•n+l 

ST 

dS } 

donde a está definido como anteriormente y donde ei proce­
n 

so se ini<ia con D* 0 =O. 

La serie rr(v*n+l) es decreciente y la convergencia e~ 

tá demostrada unicamente para A > O. Al utilizar el M.E.F. 
el algoritmo anterior conduce a un esquema: 

K v*n+l F + F 
n 

es decir la matriz permanece constante y sÓlo es modificado 

el término independiente. Lo anterior induce una economía 
de tiempo por cuanto K es triangularizada una sola vez. 

ii) Incógnita principal T 

a) Materiales con endurecimiento, A > O. Nuevamente 

aquí se presentan fundamentalmente dos procesos iterativos: 

Matriz de flexibilidad variable en cada paso. El 

proceso iterativo consiste en : 

min 
Ton+l E Estt 

{IT (ton+l) = 1 r ton+l. (IDep) -1 fon+l dO _ 
c 2 n 

Jn 

J ton*ln. ~ dS} 

Su 

.-. i ... 

• ,.... r 

j 
.,~ 

~i 

.• 
;I 
· I 

:!; 
' i 

I 
J ' ·-
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donde: 

(IDep) -1 = ID-1 + 
fT ® fT 

a --A-n n 

a 1 si f(T,X) o y fT.Ton > o n 
a o n si f(T,X) o y fT.ron < o 

o f(T ,X) < o 

siendo que el proceso se inicia con a 0 = O. 

Nuevamente, en este algoritmo la matri z debe recalcu­

larse en cada paso y la convergencia no está demostrada. 

Proceso iterativo elástico con deformaciones inicia 

les. Consiste en "atrasar" el término asociado al trabajo 

de las tensiones debido a las deformaciones plásticas que 

e s asi considerada ~orno una deformación inicial. El proce­

so consiste en: 

fT.ton 
fT.ton+l drl ­--A- r 

Js 
u 

I Con an definido como anteriormente. Como puede apre-

f 

ciarse la matriz de flexibilidad se mantiene constante en 

todo el proceso iterativo modificándose sol amente e l térmi­

no independiente. La convergencia del método tampoco está 
demostrada. 

b) Materiales sin endurecimiento (elasto-plásticos p~r 

fectos). Los algoritmos anteriores ~ueden ser aplicados pe 

ro aquf, en general , se recurre a los métodos existente s p~ 

ra determinar el mínimo de una función cuadrática con res -

tricciones lineales. En efecto, el problema consistia en: 

min {ITc(T 0
) =i r T 0 .D- 1 T 0 d~ - J T0 n.t dS } 

Jn su 

Es decir, los T0 admisibles son aquellos que siendo 

cstáticamente admisibles son a su ve z plásticament e admisi-
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bles e s decir si f (T) = O se cumple que fT.T 0 ~ O restric­

ción ésta lineal en T 0
• Para estas técnicas consúltese los 

trabajos QO,ll,l2,l'Q. 
Con los princípios variacionales anteriores conjunta­

mente con los algoritmos presentados, el problema de la de­

terminación de las velocidades (tanto de desplazamientos c~ 

mo de tensiones) queda resuelto. Si el incremento de tiem­

po es infinitésima! (dt) el nuevo estado en que se encontr! 

rã el cuerpo satisface automâticamente la condición de pla~ 

ticidad f ~O. Desde el punto de vista computacional lo an­

terior es imposible siendo necesario incrementos finitos de 

tiempo 6t. Conocidas las velocidades para el instante tn 

el estado para tn+l = tn+6t quedará definido, por ejemplo , 

por: 

T(t 1) ; T(t ) + t(t ) 6t n+ n n 

u(tn+l) ; u(tn) + v(tn) 6t 

debe notarse que este esquema, muy empleado por la mayoría 

·de los autores que trabaj an en el área [?, lt8, dará resul t!_ 

dos "satisfactorios" si 6t se hace suficientemente pequeno 

y el intervalo de integración no es grande ya que, ninguno 

de los esquemas vistos es capaz de controlar la distancia 

al convexo de plasticidad. En este proceso de integración 

paso-a-paso los errares de irân acumulando y al final del 

mismo la condición f ~ O podrâ no estar satisfecha. 

Estas dificuldades han sido motivo ne numerosas discu 

siones y algunos esquemas iterativos han sido propuestos 

de manera de controlar esta distancia (],12,1~. La conve_E 

gencia de estos métodos no ha sido demostrada a excepción 

del esquema iterativo propuesto por NGUYEN f181. 

S. Conclusión 

En este trabajo se ha presentado rapidamente los pri~ 

c ipios de mínimo, los algoritmos para determinar soluciones 

aproximadas y sus dificultades generales. Como puede apre­

ciarse se hace necesario formular nuevos métodos capaces de 
satisfacer la condición de p1asticidad f < O a la vez que 

•. 

"" o. 

... 

I 

,, ~ 
.:~ 

t 
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pe rmit a n la demostración teórica de la convergencia de 

s olución. 
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SUMMARY 

ln the theory of viscoelasticity, the study of the contact pro­

blems introduce additional mathematical difficulties due of time-varying 

boundary conditions ; in this paper, the basic integral equations of 
this class of problems are deduced for linearly viscoelastic media with 

transverse isotropy. Effective solutions are given for indentation pro­

blems for several boundary geometries with axial symmetry. The possible 

testing procedures for rheological behaviour of the materials in con­
tact are discussed by utilising the obtained results. 

RESUME 

Le probleme axi-symétrique du contact de deux corps transversale­

ment isotropes est considéré pour une classe de matériaux viscoélasti­

ques. A partir de la solution générale, on en déduit les solutions sous 

forme explicite pour la pénétration d'un poinçon rigide de différents 

profils dans un demi-espace déformable. Les résultats obtenus sont ap­

pliqués aux problemes d'identification globale des caractéristiques 

rhéologiques du matériau. 

~ -"1 .f 
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1.- Introduction 

Numerous technical applications of the contact problems has given 

rice in the last decades to special studies in the range of the isotro­

pic viscoelasticity theory. ln such problems,the viscoelastic-elastic 
correspondance principle is inapplicable because the regions over 

which different types of boundary conditions are given, vary with time. 

For this, alternative methods of solution are necessary, and mathema­
tically, these mixed value problems are most interesting of the quasi­

static type. Such methods have been given by Lee and Radok [ 1), 

Predeleanu [ 2 ), Graham [ 3 ], Ting [ 4 I . These methods can be used to 

solve the contact problem for anisotropic bodies, like composites, 
whose the mi xture presents viscoelastic effects or some class of 
soils. ln the last time, much attention was given to contact problems 

for transversely isotropic elastic bodies and available solutions was 
obta i ned by Dahan [ 5 ]. 

This paper is concerning with the contact problem for transverse­
ly isotropic bodies which presents linear viscoelastic effects in dila­

tation and shear deformation. ln section 2 the integral equation of 

the contact of two deformable bodies is deduced and general solution 
is discussed . 

ln section 3, the closed form solutions of the indentation pro­

blem are obtained for rigid punch of various profil (flat-ended, co­

nical and spherical). 

ln section 4, applications to testing procedures are presented . 

Basi c relations for determining creep uniaxial compliance and relaxa­
tion modulus are deduced by using step functions for loading. Also a 

testing procedure for checking linearity of the material behaviour 

is indicated. 

So~ constitutive hypothesis used in the present analysis have 

been inspirated from transverse isotropic elasticity whose range, the 

measurements are more developped. 
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2.- Basic equations 

Let us consider two deformable bodies, occuping respectively the 
regions B1 and B2 , with boundaries oB 1 and aB 2 , in the three-dimensio­
nal euclidian space referred to a fixed rectangular cartesian coordina­
te system (O, x, y, z). Let be t, the time variable, denoting by t the 
present time moment and by T the values of t for T ~ t • 

For an axisymmetrical deformation state with respect to Oz-axis 
of the cylindrical coordinate system (r, 6, z) we shall note by (u, 

o, w) the components of the displacement vector, (Err' E66 , Ezz' Erzl 
the non-zero components of strain tensor and (orr' o86 , ozz• orz) the 
components of stress tensor. 

If us consider that the two bodies in contact exhibit the li­
near viscoelastic effects and transverse isotropy, the general strain­
stress relations can be written 

Err = A11 * dorr + Al2 * do86 + All * dozz 

Ee6 = Al2 * dorr +AI!* do68 + Al3 • dozz 

Ezz = All * (dorr + do66) + A33 * dozz 

Erz = A._ * dorz (1) 

where Aij are creep functions. By ~ * d ~ is noted the Stieltjes convo­
lution of two real-valued functions ~ and ~ defined by: 

(<P * d ~) (t) = J0~(t, •) d ~ (•) 

under approximate conditions formulated, for instance in [ 6) , 

·'S 
By assuming that 

instantaneous elastic response and Poisson ratios are time­
invariable ; 

ii - the time-behaviour in shear and dilatation are similar , then 
creep functions can be expressed in the following form : 

Aij (t, T) = aij F (t, T)"' aij EA <P (t, T) (2) 

where .p is the creep compliance in uniaxial deformation defined by : 
1 (t, T) E R+ X R+ (3) <jl(t, T) = t +C (t, T) . 
A 

with 

I • 
:: F 

' 

"I 

~ 
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lim ac=o, VTER+ 
t...., at 

and EA, instantaneous elastic modulus in axial déformation. aij are 
elastic constants which can be defined by means of instantaneous elas­
tic modulus and Poisson coefficients. In the equations(l)- (3) the 
aging effects are also included. If c(t, T) = c(t- T), the rheologi­
cal properties of the material are considered invariable during the 
time and in this case, some simplifications can be obtained by using 
the integral Laplace transform. 

Let us assumed that in the free-stress configuration the bodies 
have the initial contact in O and that the surfaces aB1 and aB 2 admet 
the (x, y)-plane as common tangent plane atO. We shall note with : 

z = z1 (r) z = - z2 (r) o.;;; r < "' (4) 

the surface equation of âB
1 

and aB 2 

If the bodies are pressed, at instant t, a deformed region of 
contact D(t) will appear and the common contact curve of aB 1 and aB 2 

will be a circle of radius r
0
(t). 

By using Hertz's hypothesis and Lekhnitski's solution of the pro­
blem of normal point force on a transversely isotropic elastic half­
space [ 71 , the following integral equation is obtained for the fric-

1 tion-less contact pressure p(r, t) between the bodies 

f(r,t) = [ k(l) F(l) + k(z) F( 2
)] * d (I I p(~' {r:~'J 5 ), r€ D(t) (5) 

D(T) 

where ds is the surface element situated at a distance r' from origine 
point O, p the distance between the points M(r) and M(r') , M M' E D(T). 
F(i), i 1,2, are the creep functions of the two bodies B

1 
and B

2 
, 

k(i), i = 1,2, the constants defined in terms of aij' by : 
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k = À (a 1 1 - a 1 2) ( s 1 + s2) I 2n 

= ( a+ c± vFàa + c) 2 
- 4d)1/ 2 

SI ,2 Z ; À 
= ( 1 - b) -lcl' 

a - a c 

a 

c = 

a13 (a 11 - a12 ) 

a 11 a 33 -a~ 3 
a13 (a 11 - a12 ) + a11 a,, 

a" all - a~l 

We have noted 

b 
a,l(a,l +a,,) - a,z all 

a,, all- a~l 

az - az 
d = I I I 2 

a,, a33- a~l 

f (r, t) = h ( t) - z 1 (r) - z2 (r) "' h ( t) - f 
0 

(r) 

(6) 

(7) 

where h(t) is the total approach of the bodies at time t. If in (3) we 
consider c(i) =o, i = 1,2, the integral equation (5) gives a one­
parameter family of solutions of the contact problem for two elastic 
bodies. 

Its general solution has been given for arbitrary f (see for instan­
ce [ 8]) and this can be used to solve the integral equation (5) which in­
troduce supplementary mathematical difficulties due of time-varying do­
main of integration D(t). The method used in [ 11- [ 3 I can be used to 
deduce the viscoelastic solution. 

For instance, if Hertz problem is considered, i.e. 
rz 

z I = "2lt7 
- rz 

Zz = "2'lt; (8) 

where R1 , R2 are geometrical constants, then the solution of integral 
equation (5) for monotonic increasing contact area is given by : 

R + R 
p(r,t) = l_ 1 2 '!'- 1 (t, T) * d (.j( r (T)) 2 - r 2) 

nz R, Rz o 

31! [ro(t)]l.= 4 
R

1 
+ R

2 
h(t) 

R1 R2 

R
1 

+ R
2 rr '!'(t, T) • d P(T) 

I 2 

[r o( t) lz 

where P is the total force defined by : 

(9) 

p ( t) = I r p( r I • t) ds ' ( 10) 
o(t) 

'!' = k(') F(l) + k( z) F(z) , '!'-l is the inverseoperator of '!', defined 

by the convolution equation '!'- 1 * '!' =H, H being the Heaviside function. 

~~-

• 

l 
:;"' 

I 

1 
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3.- Solutions for axisymmetric indentation problem 

Let us consider the contact problem of a rigid indenter which is 
pressed on a vi scoela sti c transversely isotropic half-space defined by 

(1), (2). 

Then we shall put in the equation (5) z2 (r) = o , k(l )= o and from 

general so lution can be deduced the relations for contact characteris­

tics on plane deformable surface (z =o). For strain and stress distri­
bution inside of the half-space (z < o), we shall use the correspondin§ 

el astic soluti on of the problem given in [ 5 I . Thus, we have to solve 

the following boundary value problem 

=\
0

-p(r,t) 
azz I 

with regularity conditions at infinite. 

r ,.; a (t) 

r > a ( t) 

r ;;. o (11) 

The elastic solution are independent of time t, which in equations 

(11) can be considered as a parameter characterising various degree of 

indentation. 

Let us consider an elastic half-space, def1ned by stress-strain 

relations(1), (2) in which F(t, T) = 1, and subjected to boundary condi­
tions (11). The corresponding solution for each t, was deduced in [ 5). 

To deduce the viscoelastic solution, let us concerned in the pre­

sent analysis only creep effects and does not consider creep-recovery 

effects. The surface of the indenter is supposed convex, therefore the 

contact region is a simply connected domain. Closed form solutions can 
be obtain for usual indenter. We shall give here the principal results: 

a- Flat-ended cylindrical indenter : 

The relation between the depth of penetration h and total load P 

is given by : 

h(t) = ~ (F * P) (t) (1Z) 

where ao is the constant radius of the fl at-ended rigid cyl i nder,.k'= 2kn 

Also, the pressure under the indenter is : 

p(r, t) = ~(1Ttáo (a~ - r2fl/2 (13) 
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. ' 
It is worth to note that the pressure under the indenter coincide "; , 

with the elastic one. Also, it is easy to deduce that for the boundary 
value problem defined by (11) with r

0
(t) = Const., the stress state in 

the half-space defined by (1) and (Z) is identical to stress state in 
the elastic half-space. For the isotropic case the general conditions 
in which the viscoelastic solution is identical with the elastic on are 
dedu ced i n [ 9 ] . 

The displacement field is generally time-variable and for instan-
ce, for z = o, is given by : 

12 (a + v'Ci) ~ [1 
jrrvâ'{s 1 + s 2 ) r 

u (r ,o, t ) 

r { 2 (a + vâ) ~ h(t) 
11V'd{s 1 + s2 ) r 

az J (1-~ 112 h{t) 
rz 

o .;; r..;; a
0 

r > a
0 

(14) 

w{r,o,t) 
h(t) 

2 ao 
-are sin- h{t) 
rr r 

o .;; r .;; a
0 

r > a
0 

(15) 

If h{t) = w
0 

H(t) , the displacement field constant during the 
time. This result can be easilydeduced for the boundary value problem 
in ·displacements in which on a part of the boundary, aBu, are given the 
displacements, and on the complementary part aBu the stress vector is 
zero. 

It is worth to note that the deformed surface z = w{r,o,t), r > r
0 

are not depending of material constants. 

b- Conical indenter 

Let be considered a rigid cone of angle 26. Then the contact surfa­
ce is time variable. We obtain : 

r~{t) = ~ tq 6 (F * P) (t) 

h(t) = r
0
(t) Cotq 6 

r 
p(r,t) = Cot' 6 (F-1 * argch 71 (t) 

(16) 

(17) 

(18) 

,. 

L ;;; ... 

_j 
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c- Spherical indenter 

If a rigid spherical indenter of radius R, is considered ~ ~ obtain 

r 3 (t) = ~ (F * P) (t) (19) 
o 8 

h(t) = ,ft.c r
0
(t) 12 (20) 

p(r,t) = rrtr (F-l * P) (t) (Zl) 

The strain and stress state inside of semi-infinite space can be 
deduced also from general elastic solution. 

4.- Applications to testing procedures 

Present analysis permits by simple testing procedures to determine 
the viscoelastic behaviour of a material with transverse isotropy. 

Both creep and relaxation functions can be determined by a global 
testing procedure which avoid the rheological identification by using 
test specimens, difficult to realise for some non-homogeneous materials, 
like for instance soils, rocks,concrete, etc .•. 

If we take P = P
0 

H (t- T
0
), where P

0 
is a constant, there from 

(lZ) we obtain : 

(ZZ) 

The relation permits to determine the creep compliance in uni axial 
compression by using a flat-ended cylindrical indenter. Similar results 
can be obtained if conical or spherical indentersare used. 

For non-aging materials, i.e. F(t, T) = F(t- T), a dynamic testing 
procedure can be used for rapid determination of the complex visco­
elastic modulus by using the relations (12), (13) in Hertz impact equa­
tion 

P( t) = M h ( t) (23) 

The determination of the relaxation function can be ~btained if a 
suddenly constant penetra ti on h

0 
is appl ied. The measureme· .ts duri ng the 

time of the total load will determine the relaxation function on the ba­
sis of the following rel i tion : 
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4 a a 
P( t) = o 3 3 

k 

-1 
q, ( t, 1 

0
) H ( t - 1

0
) (24) 

where q,-
1 is the relaxation modulus in uniaxial compression. 

An other type of testing procedure are suitable to check linearity 
of analysed model. 

Indeed, if a spherical indenter is used, to avoid the ruptures of 

some parts of material, from (19), (20) we deduce 

h3/2(t) = 3 k p 
0 

q>(t, 
10

) H (t - 1
0

). 

8YRa
3 3 

(25) 

To verify the physical linearity of the material behaviour then we 

have compared different values of P with corresponding values of 
3/2 o 

h (t), for any t. 

Alternatively, on the basis of the relation : 

8v'Tf a 
P(t) = 3 3 

h 312 q, - 1 (t, 1 ) H (t - 1 ) (26) 
3 k o o o 

we can verify the linearity between h~/ 2 and the corresponding measured 
values of the total force, for any t. 

5.- Conclusions 

The present analysis has shown that for the class of anisotropic 
viscoelastic bodies defined by (1) and (2) it is possible to obtain the 

general solution of the contact of two bodies and closed forms solutions 

for various indentation problems. The material constitutive hypothesis 

adopted in this paper have permitted to deduce suitable basic relations 

for testing procedures and engineering design calculations, knowing the 

difficulties introduced by measurements of anisotropic viscoelastic 
characteristics. These hypothesis was been inspirated from transverse 

isotropic elasticity, whose range the measurements are more easil y per­

formed ( see for i nstance [ 10 1 , [ 11 1 . 

This first approach has concerned only creep behaviour and not 

creep recovery. No fondamental difficulties introduce the contact pro­

blem when the time dependent contact area has any number of maxima and 

minima. The analysis utilised in [31, [4) can be applied to the case 

concerned in this paper. 

,.·. 

~ 

.i , -r 
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Sumário 

~est . e trabalho sio apresentadas algumas das caracte­

risticas ca arquitetura de um sistema modular de elementos 

finitos,ora em desenvolvimento. Os objetivos globais do si~ 

tema, além da soluçio de problemas, sio de caráter de pes­

quisa e didáticos. A modularidade é usada para permitir am­

pla flexibilidade para a inclusio e pesquisa de novas for­

mulações quer de elementos quer de processos numéricos de 

soluçio. A finalidade didática é atingida pela identifica­

çio das várias etapas inerentes ao método e pelo grau cres­

cente de sofisticaçio do uso das memórias principal e se­

cundária. 

Summary 

Some of the properties of a finite element modular 

system currently under development is present. It was impl~ 

mented for research and teaching purposes, besides its use 

for problem solving capabilities. The modularity is used 

for allowing a great flexibility for the inclusion and re­

search of new element formulations as well as improved num~ 

rica! solution procedures. Its adequacy for teaching use is 

obtained by the easy identification of the program steps 
and by the growing in the main and secondary memory utiliza 

tion. 
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1. Introdução 

Neste artigo é apresentado um relatório inicial de um 
sistema que está sendo desenvolvido com o objetivo de criar 
uma infraestrutura computacional para o ensino e pesquisa 
em Mecânica dos Meios Contínuos através de técnicas de ele­

mentos finitos. 
O trabalho aqui descrito surgiu da necessidade de ab­

sorção e dissiminação da tecnologia do Método de Elementos 
Finitos , visto que, a maioria dos programas em uso no Bra­

sil são de origem estrangeira, com poucas exceções, como o 

PROASE [2], e o LORANE [6]. A maior parte dos programas di~ 
poníveis não são adequados para o ensino do Método dos Ele­

mentos Finitos, bem como para a sua alteração com o fim de 

pesquisar novas formulações ou novas utilizações do método. 
Para preencher essas lacunas, o presente sistema possui fi­

nalidades mÚltiplas, ou seja, didática, pesquisa e comer­

cial.O seu uso para atividades didáticas será de familiari­

zar o estudante a compreender e identificar a estrutura 'de 
um sistema, a partir de conhecimentos teóricos já adquiri­

dos. Quanto à pesquisa, será usado para a formulação de no-

vos elementos, estudo de convergência, .pesquisa de novos 
procedimentos numéricos, etc. Na parte comercial, o sistema 

poderá ser usado para a resolução de problemas da mecãni~ 

ca sÓlida, fluida e térmica, bem como acoplamentos entre si. 
Para cumprir estas finalidades, o desenvolvimento do 

presente sistema é acompanhado de uma ampla e minuciosa do­

cumentação, tanto no que se refere à metodologia numérica 
como de programação. Isto é essencial para o ensino do Méto 
do de Elementos Finitos, bem como para a pesquisa e aprimo­

ramento do sistema. 

2. Problemas solúveis pelo Método de Elementos Fini­

tos 
O Método de Elementos Finitos foi inicialmente formu­

lado para solucionar problemas estruturais elásticos. ten­
t do atualmente expandido o seu campo de atuação para uma am­

pla gama de problemas da Mecânica dos Meios Contínuos. Es­

tes problemas diferem quanto ao meio sobre o qual está defi 
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nido o domínio, bem corno quanto às equações diferenciais ou 

princípios vari acionais que regem o fenômeno que se realiza 

neste meio. Consequentemente existe urna gama bastante var i~ 

da de problemas resultantes das possíveis combinações meio 

contínuo-fenômeno. 

O métod o se baseia na partição do domínio, a qual fo~ 

nece a fo rma geomét rica dos elementos f initos, na de f inição 

de funçõ es de interpolação adequadas sobre esses elementos 

e através do uso de um princípio vari acional, ou bal anço e­

nergético ou a inda, o método de Galerkin. Um grande número 

de problemas da Mecânica dos Meios Contínuos, quando at aca­

dos por este método, resultam em sistemas de equações de um 

dos seguintes f ormatos: 

K X • F (1) 

CX•KX-F ( 2) 

MX•C X•K X-F (3) 

Exernp li~icando , ternos os tipos de problemas abaixo i~ 
dicados, que recaem em sistemas de equações simultâneas do 

formato (1 ) , (2) ou (3) respectivamente. 

Fo rm a to (1): Problemas elisticos, elasto-plisticos, 

condução de calor. 

Formato (2): Condução de calor em regime transiente, 

problemas de fluência, instabilidad e . 

Formato (3): Problemas de elasto-dinârnica , acoplamen­

to fluido-estrutura. 

Os programas para a resolução destes problemas apre­

sentam partes que são inerentes à combinação meio contínuo­

fe nômeno, e nquanto que outras são inerentes ao método. Des­

ta Última, algumas são usad as em problemas de qualquer um 

dos formatos enquanto outra s são específicas ao formato e/ 

ou ao processo de solução em questão. Existe, portanto , a 

conveniência de construir sistemas modulares para tirar pr~ 

veito das similaridades e d is tinções existentes entre os di 

versos tipos de problemas da Mecânica dos Meios Contínuos e 

, .. , 

~ 

. ... -

í 

~ 
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r 
l 
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a. entre os diversos processos para a solução de tais proble­

mas. Tal pode ser exemplificado pelo uso de um domínio que 

é inicialmente analisado quanto ao campo de temperatura e­

xistente, seja regime transiente ou estacionário, sendo es­

tes resultados usados para obter o campo de tensões térmi­

cas, sobre o mesmo domínio. 

3. Características necessárias 

De forma a cumprir de uma maneira completa os objeti­

vos, o sistema deve possuir uma série de características 

sendo que uma das principais delas é a modularidade do con­

junto. 

Uma lista das características desejadas do sistema, 

com um detalhamento das implicações que cada uma destas for 

nece, permite a apreciação dos objetivos finais para o sis­

tema. 

Modularidade 

De um modo geral qualquer programa de elementos fini 

tos, pode ser encarado como um processo de solução para uma 

certa classe de problemas do contínuo. Neste processo de SQ 

lução existem diversos procedimentos para gerar a geometria, 

calcular as matrizes de comportamento dos elementos, monta­

gem do sistema global, solução deste, etc. Partes desses 

procedimentos são inerentes ao problema físico em questão, 

ou seja, dependente do meio onde se situa o domínio e depe~ 

dente do princípio físico que rege o fenômeno. Outras par­

tes podem ser classificadas como inerentes ao Método de Ele 

mentos Finitos propriamente dito, como as necessárias para 

resolver o sistema final de equações simultâneas, para mani 

~ulação de informações, etc. As partes que são inerentes ao 

~rocedimento, podem ser usadas em qualquer tipo de proble­

ma do mesmo formato, que seja resolvido por elementos fini­

tos. Por outro lado, as partes que dependem do meio já sao 

de uso restrito a classes de problemas de interesse para e~ 

se meio. 

A constatação do fato de que o processo de resolução 

de diferentes classes de problemas por elementos finitos 
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possui inúmeras partes operacionais comuns, leva naturalme~ 

te ao conceito de modularidade do sistema, de forma a apro­

veitar as mesmas partes comuns do programa, em diferentes 

problemas. Em uma arquitetura de programação deste tipo, o~ 

de se deseja o maior uso possível de partes comuns, a menor 

unidade em que o processo pode ser dividido é o módulo. 

Um módulo pode ser então definido como um conjunto e~ 

tanque de subrotinas ou funções, programado para executar~ 

ma tarefa específica. Esta programação é realizada sem ter 

em vista a resolução de um problema especÍfico, mas sim a 

possibilidade de ser empregado em qualquer tipo de problema 

cujo processo de solução requer esse tipo de tarefa. 

A constituição modular do sistema permite que este a­

presente uma grande flexibilidade, tanto no que diz respei­

to à inclusão de novas formulações como permite um desenvo1 

vimento em paralelo de diferentes módulos, respeitando ape­

nas a estrutura de armazenamento de dados. Permite ainda 

que outros módulos sejam usados em determinados problemas, 

quando são mais eficientes do que outros. 

Expansibilidade 

A estrutura modular do sistema permite que este seja 

facilmente expandido para o uso de diferentes elementos,de~ 

tro da mesma classe de problemas. A expansão para o uso de 

outras técnicas numéricas fica também bastante facilitada. 

Em uma pesquisa mais avançada, o sistema pode servir de su­

porte para o desenvolvimento de novos métodos de análise de 

problemas da Mecânica dos Meios Contínuos, diverso do Méto­

do de Elementos Finitos, usando porém as suas vantagens,prQ 

curando eliminar as desvantagens. 

Confiabilidade 

A margem de que erros de lÓgica passem de uma forma 

desapercebida fica bastante restrita, já que sendo os módu­

los estanques, estes podem ser facilmente testados e verífi 

cados, reduzindo assim o trabalho de depuração do programa. 

Portabilidade 

O sistema está sendo desenvolvido de forma a possibi-

' ! 

:~ 

.. 

. 
.. ;i 
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litar o uso em computadores de médio porte, com capacidade 

de memória interna da ordem de 200 k bytes. Deste modo o 

sistema é portátil, no sentido em que pode ser facilmente 

instalado em praticamente qualquer equipamento de computa­

ção cuja capacidade seja ao menos a citada. Outro fator que 

permite esta portabilidade é que todo o sistema está progr~ 

mado em FORTRAN IV, linguagem disponível em praticamente to 

dos os computadores de porte. 

Refino de precisão 

O Método de Elementos Finitos é um processo numérico 

onde existem diversas fontes de erros, que fazem com que o 

resultado obtido não seja exatamente a solução do problema. 

Uma das fontes de erro é a aproximação feita para a variá­

vel incógnita pelas funções de interpolação, dentro do domi 

nio do elemento. Uma forma usual de melhorar os resultados 

e o refino da malha, que leva, no limite, à solução exata. 

Tal no entanto é um processo extremamente trabalhoso, pois 

é necessário que parte dos dados referentes à conectividade 

e coordenadas sejam refeitos. O sistema aqui apresentado u­

sa elementos de segunda geração [9], os ~uais permitem alt! 

rar o grau de aproximação da solução sem alterar a malha de 

elementos finitos. O processo utilizado é de permitir que 

um dado elemento possa usar funções de interpolação de or­

dem maior, pelo uso de parâmetros não nodais, os quais sao 

depois eliminados por uma compactação da{s) matriz(es) do 

elemento. O usuário do programa pode especificar a ordem da 

.função de interpolação, em cada elemento, para cada uma de 

suas dimensões. 

Flexibilidade 

A estrutura do programa permite que este seja facil­

mente modificado ou adaptado para trabalhar com outros mei­

os, bem como permite uma mudança na técnica de solução de~ 
ma forma bastante simples. Outro aspecto da flexbilidade é 

: ~ o que diz respeito aos formatos disponíveis para o relató­

rio dos resultados que pode ser especificado pelo usuário, 

como quais as informações que devem constar ao nível de ca ­

da elemento. 
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Didatismo 

Uma das finalidades do sistema é o ensino do Método 

Je Elementos Finitos. Desta forma o sistema procura ser o 

mais diditico possível, o que com a modularização permite a 

identificação imediata dos diversos passos de processamento 

inerentes ao método. 

A programação é feita também com esta preocupação,se~ 

do a sofisticação desta, feita de uma maneira progressiva. 

Assim, nas primeiras partes do programa, onde o volume de 

informações a manipular não é muito elevado, é usada uma m~ 

neira simples de trabalhar com os arquivos onde são manti-

_,. .. t 

dos os dados ou resultados intermediirios. Conforme o volu- • 

me de informações aumente, o uso da memória principal deve 

ser otimizado e assim a estrutura de uso dos arquivos e buf 

fers passa a ser mais complexa. Deste modo o aluno vai se 

inteirando da forma de programação exigida por um sistema 

de grande porte. 

Macro-programação 

A característica de macro-programação consiste em pe! 

mitir, através dos cartões de dados, definir o conjunto de 

módulos que constituirão o procedimento de ser processado. 

Isto permite ao usuirio definir os módulos do sistema neces 

sirios à solução de seu problema, bem como facilita a prep~ 

ração dos dados, desde que de forma coerente. 

Compactabilidade 

A propriedade de compactabilidade de um sistema se 

torna importante quando se deseja, a partir dos módulos ou 

subrotinas do sistema, obter um programa de aplicações esp~ 

cíficas. Algumas vantagens destes programas, são a de que 

requerem uma confecção de dados mais simples, bem como pos­

suem um tempo de processamento bastante inferior do que se­

ria consumido com o uso do sistema geral. 

Elementos cópia 

Uma outra característica do sistema que permite redu­

zir o tempo de execução de um problema, consiste em tirar 

proveito da existência de elementos com igual configuração 

.!! 

,.r 

I 
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g eorn~tric a e de carreg amentos volurn~tricos (gr adi entes t~r­

mico s ou fo r ça de ma ssa ). Para isto, inforrnaç6es adequadas 

devem ser f ornecidas para definir quais são os ~ lernentos b~ 

s e s e qu a i s são os elementos cópi as, bem corno de que elerne n 

tos esse s são cópias. A economia d e tempo d ecorre do fato 

de que ess es elementos tem a mesm a matriz de rigidez e os 

mesmos vet are s de for ça s equivalent es devido aos carregarne~ 

tos volurn~ tricos . 

4. Fa s e inicial d o sistema 

O si s tema está s e ndo atualrnente desenvolvido para so-

lu ç ão de problemas elasto-estáticos e condução d e calor em 

regime permanente , admitindo ambas propriedades d os mate­

riais variáveis ponto a ponto. Devido à modul aridade, torna­

se quas e que de imedi a to a extensão a outros tipos de pro­

blemas do Form a to (1 ) , c orno por exemplo, para fe nômenos r e ­

g ido;; pel a equação de llelrnholtz. Para isso, a biblioteca d e 

e l ement os e s t á sendo inicialmente dimensionada para compor­

ta r: 

a . famÍli a d e elementos volurn~tricos: hexaedros de 32, 20 e 

8 nós, s Ólidos de r evo lução d e 4 e 8 nos. 

b. família d e element os b i dimensiona is : placas e c ascas de 

~ 4 , 8 e 12 nós e casc as de revoluç ã o de 2 a 4 nós. 

• 

c . famÍli a de elementos uni-dimensionais: hastes e vigas r e 

tas e curvas, tubos pressurizados retas e curvos. 

As pesquisas programadas para um futuro próximo se 

c onc entrarão em funções de interpolação adicionai s e alt e r­

na tivas pa ra a análise de precisão, e novas formulaç6es pa­

ra elementos de casca, incluindo cascas espessas, atrav~s 

de formulações mais elaboradas baseadas na Teoria de Cascas. 

Paralelamente, o sistema será ampliado para permitir análi ­

s e dinâmica de problemas do contínuo, através da análise mo 

dal e procedimentos iterativos. 

S. Conclusões 
Devido ao fato de que o emprego do Método de Elemen­

tos Finitos tem sido aplicado a uma gama de problemas cada 

vez mais ampla, e que os sistemas disponiveis sâo aplicá-
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veis a alguns tipos de problemas da Mecânica dos Meios Con­
tínuos, surge então a necessidade de se dispor de pessoas e 

de infraestrutura computacional adequada à análise e progr~ 

mação de novos sistemas para resolver problemas que não po­

dem ser resolvidos pelos sistemas disponíveis. Esses siste­

mas, obviamente, não devem ser unicamente orientados para a 

solução de problemas técnicos, mas também propiciar, como 

ferramenta, pesquisas em áreas do contínuo. 
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RESIJMEN 
Se plantea el prohlema de optimización de estructuras 

que presentan grandes deformaciones elásticas. Un método 
general de optimización de estructuras utilizando análisis 
no lineal es desarrollado a partir de un algoritmo de pro­

gramación matemática y de un método iterativo de análisis 

por elewentos finitos. Las ecuaciones generales son expll 
citadas para el caso de un reticulado e implementadas en 
un programa con el cual se procesa una torre de transmi­

sión. Los resultados muestran que el método es eficiente 
para estructuras de porte real. 

ARSTRACT 

The prohlem of structural optimization involving 

large elastic deformations is estahlished. This paper 
presents a·general approach for solving this problem, 

developed on a mathematical programming algorithm and also 
using an iterative method for non-linear structural 
analysis by finite element method. The general equations 

obtained are developed for pin jointed trusses and a 
numerical example is treated. The results ohtained, 
together with those ohtained when linear analysis is done, 

show that themethod isefficient for actual size structures. 

,, ,. 

a 

J 
~~ 

., 



0-089 

1 . Introducción 

El proyecto de estructuras eficiente ha merecido bas­
tante atención en los Últimos anos [1-3). Proyectar es­

tructuras es entendido como la determinación de ciertas v~ 

riables de proyecto de la estructura (p.ej. áreas transve~ 

sales de barras en reticulados o espesores en membranas). 

Un proyecto será mas eficiente cuando el valor de su fun­

ción de mérito (p.ej. peso e costo) sea mejor y resultará 

Óptimo cuando esta función presente un mínimo. Es claro 

que los valores posibles para las variables de proyecto d~ 

ben satisfacer restricciones que provienen de los crite­
rios de resistencia utilizados en el análisis de la estruc 

tura (p.ej. verificación de tensiones y 

comparados con valores admisibles). 

desplazamientos 

Definimos asi nuestro concepto de proyecto como un 

proceso iterativo de optimización que se vale del análisis 

estructural para verificar cada diseno tentativo. 

Varios trabajos [1-3] presentan formulaciones gene­
rales de métodos de optimización estructural utilizando 

análisis lineal, válido para pequenos desplazamientos y 

deformaciones asi como comportamiento físico lineal del 

material. En éstos se encuentran descripciones mas exten­

sas de la optimización estructural. 

t En este trabajo presentamos los conceptos básicos ne-

cesarios para desarrollar la formulación de un método ge­

neral de optimizaciôn de estructuras con grandes desplaza­

mientos y deformaciones. Esta formulación se hace en la 

secciôn 2 y en la 3 es aplicada a estructuras reticuladas. 

Una torre de transmisión es procesada como ejemplo en la 

sección 4. 

2. Formulación del método 
De acuerdo al concepto de proyecto mencionado, llama­

mos: A al vector de variables de proyecto, P(~) a la fun­

ción de mérito y c . (A)~O. j=l, ... ,R a las restricciones 
J -

9 (evaluadas en el análisis estructural). El problema a re-

solver es : 

Minimizar 

para A tal que 

p (~) 

c.(A)~O 
J -

j =1, ... ,R 

(Z.l.a) 

(2.1.b) 
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El método de programación matemática que vamos a utilizar 
es el de las referencias [4,5]. Este algoritmo produce una 
mejor aproximación Av+l del Óptimo dei problema (2.1) cuan 

do conocidas la apr~ximación anterior Av y los valores d; 

P, ~P/~~. :. 3:/3~ en ~v. Si el algo;itmo converge el 
vector A obtenido satisface las condiciones de Kuhn-Tucker 
para un mÍnimo local. 

Debemos entonces mostrar como efectuar el cálculo de 

las restricciones y sus derivadas cuando el análisis es no 
lineal. 

El análisis de la estructura se realiza por el método 

de elementos finitos, sjendo ~ el vector de desplazamien- .. 
tos nodales elegido. 

El principio de trabajos virtuales puede ser escrito 
de variasformas [6-8] dependiendo de la configuración de 
referencia para tensiones y deformaciones y del referen­
cial utilizado. Las formulaciones mas usadas son la La-

grangeana actualizada y Lagrangeana total. Si bien esta 
eleccion determina las ecuaciones básicas, es irrelevante 
en cuanto todas proporcionan idênticos resultados y podran 

ser utilizadas indistintamente. 
La ecuación constitutiva que vamos a considerar es de 

tip6 elástico lineal, aunque isto no restringe la formula­
ción del método y solamente implica que el método~ Newton 

para el análisis no lineal resulta eficiente y no se hace 

necesario la aplicación incremental de cargas y técnicas 

de mejoramento de convergencia. 
De acuerdo a la discretización establecida y a la fo! 

mulación y ecuación constitutiva elegidas, el principio de 

trabajos virtuales proporciona la ecuación en U para el 

equilíbrio [6,8]: 

R F o ( 2. 2) 

en que ~ es el vector de cargas nodales equivalente a las 

cargas externas y ~ es el vector de cargas nodales equiva­

lente a las tensiones asociadas a U. 
Es evidente que ~ depende solo de ~ cuando la estruc­

tura está completamente determinada. Aqui vamos a conside 

+ [ , 

#1 
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rar la función ~ = ~(~.~) que evalúa las fuerzas in~ernas 

para cualquier estructura y desplazamiento. 
Las cargas externas R frecuentemente son constantes 

pero aqui vamos a trabajar con la hipótesis mas ger ~ral: 

~ = ~ (~) . 
La ecuación (2.2) puede ser utilizada directamente 

cuando se considera un aná1isis linea1. Para e1 aná1isis 

no lineal se escribe el principio de traba j os virtuales en 
la forma incremental [6] , obteniendose: 

(2.3) 

en que ~uk uk- uk- 1 ; Fk- 1 es el vector de car~as equiva­
k-1 lentes a las tensiones producidas por ~ , y KL y KNL son 

matrices de rigidez lineal y no lineal evaluadas para el 
k-1 desplazamiento ~ 

La igualdad (2.3) produce una iteración del método de 

Newton para la ecuación (2.2) ya que: 

( 2. 4) 

Para cada estructura A existe una deformación U* cor­

respondiente al equilíbrio. Sean entonces las funciones 

U ~·(~) y F ~·(~) = ~(~.U*(A)). En consecuencia : 

~(~) ~·(~) o él 
(~(~) ~·(~)) .. o - ~ 

1 

élR élF élF élU* - - - = o 
~ - ãA. -m ãi\. 

1 1 1 

y aplicando ( 2. 4) resulta 

C!U* C! R dF 
(KL + KNL) 

- - - ( 2. 5) ãi\. ãA. - ãi\. 
1 1 1 
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Este sistema de ecuaciones lineales permite calcular 
las derivadas de los desplazamientos, una vez conocidos 

los desplazamientos para un dise~o ~ determinado de la es­

tructura. 

En cada elemento estructural puede ser definida una o 

varias tensiones caracteristicas ~ que seran utilizadas P! 

ra verificar si la estructura scporta tensiones inferiores 

o superiores a la admisible. El valor de estas tensiones 

resulta de la evaluación de una función no lincal de U: 

~ = ~(I_!) 

consecuencia de la ecuación constitutiva y de las 

nes de interpolación elegidas. 

( 2 • 6) 

funcio-

La derivación en relación a Ai de (2.6) permite calcu 

lar 

5- k=l, comienzan 
k-1 6- Calcular F 

a~ 

ãAi 

a~ 

3U 

atJ* 

~ 
1 

i= I , ... , !'J. 

KL y K!IJL' 

7- Calcular 6Uk resolviendo (KL + KNL) 6Uk 

s- uk = uk-l • auk. 
- - -

( 2. 7) 

R - Fk -1 

9- Si 11 wkll > Eu 11 uk-lll incrementar k y volver a 6. 

aF 
10- Calcular ai\." 

1 

au• 
11- Calcular ~ 

1 

i=I, ... ,N. 

i=l , ••• ,N 

t 
~ 

:.1 
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au• aR ílF 
resolviendo (KL + KNL) 

- -
ãA. ãA. ãA. 

l .l 1 

I 2- Calcular ã=ã(~) aã aã au• y ãi\:" m ãA. i=l, ..• ,N. 
1 1 

13- Calcular el valor de las restricciones c: 

I en que n es un Índice que recorre los 

grados de libertad limitados por valores admisibles. 

lã I 
- m 

ct - 0~dm 
- 1 m=l, ... ,M en que M es el numero 

de elementos finitos. 

14- Calcular el valor de la matriz de derivadas de las res 

ílc 

15-

16-

tricciones utilizando 

êlc. SgUn au• êlct Sgãm aã 
tr.- = n m i=l , ... ,N. 

uadm ãA. y ãA. 0~dm ~ 
paJa 

1 1 1 n 

Calcular p ar y n 

~v • ar a c 
Utilizando p . ãA . ~ . y ãA realizar una itera-

ción del algoritmo de optimización calculando un nuevo 
valor Av+l del vector de proyecto. 

17 - Si la estructura no satisface los criterios de optima­

lidad, incrementar v y volver a 4 tomando como valor 

inicial !!
0 para Newton la previsión line<tl 

au• 
cu·) v + (---)v a A 

3. ~plicación a estructuras de barras hiarticuladas 

Como ejemplo de aplicación dei método expuesto consi­

deremos una estructura reticulada compuesta por barras bi­

articuladas de sección constante. 

Cada variahle de proyecto Ai es el area transversal 
de un conjunto de barras que constituyen un grupo de union. 

La función de mérito es el peso P= L yj Lj Aj. l.os vecto-
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res X y ~ estan constituídos por las coordenadas nodales 
en la configuración deformada y los desplazamientos de los 

nodos en el sistema cartesiano global. El vector ~ con­

tiene las componentes de cargas externas en esas direccio­
nes generalizadas, para cada estado de carga a que la es­
tructura es sometida. 

Vamos a establecer las expresiones necesarias para la 

aplicación dei método a partir de una formulación Langran­

geana actualizada [6). 
Para una barra j de extremos P. y Q. la tensión es 

J J 
calculada segun la ecuación constitutiva lineal 

L . - L 0 

C1. K E J j 
J L? 

J 

( 3. 1) 

donde L. = [ ~ (X3Q.+m-3 
J m=l J 

X J 1/2 
3Pj+m-3) L? la longi 

J -

tud in1ciJl y E el módulo de Young. 
E ~ v~ctor de fuerzas internas F resulta de sumar con­

venien~:em~nte 

fj A. a. {-t.J
1
. 

1 J 
_,) 

2 
_,) ,) 

3 1 t~ t~}T ( 3. 2) 

para todos los elementos. Siendo que Ai es el ãrea del 

grupo a que la barra pertenece, y 

tj 
m 

X - X 3Q . +m-3 3P.+m-3 

L. m•l,2,3 
J 

La matriz de rigidez tangente es calculada sumando 

convenientemente Kl + K~L para todos los elementos. Sien 

do que 

Kl = (Tj)T. Kl . Tj _ · EAi [ 1 -1] con KL " L. -1 1 
J 

y 
. [ d d t ~ o o. o. J 

rJ " o o o t~ d d 

l 
I 
I 

i 
1 
~ 

l 

l p 
i 

J 
' 
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y con (I 3 identidad 3x3). 

para 

H 
El vector ~ se obtiene sumando apropiadamente 

1 

afj 
{-R) -R) -t~ tj tj tj}T - = o. ~ J 1 2 1 2 3 

1. 

todos los elementos del grupo i. 

Finalmente notamos que la tensión característica 

solo puede ser definida como o. y que derivando (3.1) 
J 

tiene 

E 3 
L 

L~ m=l 
J 

4. Optimización de una torre de transmisión 

o. 
J 

se 

Como ejemplo de aplicación tratamos la minimización 

de peso de la torre de la Figura 1 que sometida a dos esta 

dos de carga diferentes debe presentar tensiones en las 

barras y desplazamientos en las juntas menores que los va­

lores admisihles dados. 

I Este problema ya fue tratado, con un modelo lineal de 

la estructura, por varios autores [2] y utilizado para co~ 

parar la eficiencia de diferentes algoritmos de optimiza­

ción. Aqui servirá tambien para comparación aun cuando 

nuestra estructura final no dehe coincider puesto que es 

calculada mediante anâlisis no lineal. 

El método de que trata este trahajo fue implementado 

en el programa AIJTOR-NL, versión no lineal del programa de 

optimización de estructuras reticuladas AUTOR que utiliza 

el esquema de optimización de las referencias [3-5]. El 

problema propuesto fue procesado en ambos programas. 

Las 25 barras de la torre estan agrupadas en R grupos 

) de union definidos en la tahla 1. 
Los dos estados de carga aplicados son los siguientes 

Carga 1 : R(lY)=R(ZY)= lOOOO.lb, R(lZ)=R(2Z)=-5000.tb 

R(3X)=R(6X)=500.tb, R(lX)= lOOO.tb 
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Carga 2: R(1Y)=-R(2Y)=20000.tb, R(JZ)=R(2Z)=-SOOO.tb 

Figura 1. Torre de transmisión de 25 harras 

Variable Elementos Tensiones adm. de 
de proyecto compres1on. (psi) 

1 1 35092. 

2 2 3 4 5 11590. 

3 6 7 R 9 17305. 

4 1 o 11 3S092. 

5 1 2 13 35092. 

6 14151617 6759. 

7 18 19 20 21 6759. 

8 22 23 24 25 11082. 

TABLA 1. Grupos de unión y tensiones admisib1es 

en compresión 

Las propiedades materiales son 

tb/in 3 . 

E 
7 . 

]0 ]1Sl y y o. l 

Los desplazamientos son limitados por 0.35 in para 

todos los nodos. 

-' .. 

M 

-·· .,.." 

_} 
-:•y 
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9 Las tensiones son limitadas por 4x10 4 psi para barras 

traccionadas y por los valores de la tabla 1 para las com­

primidas. Estes valores son los usados por Schmit [2] pa­

ra incluir efectos de pandeo. Aqui son utilizados para 

mantener coherencia en la comparación aun cuando el progr~ 

ma AUTOR tiene otros medios mas adecuados para considerar 

la inestabilidad local. 

Las áreas iniciales son todas 
0.01 in 2 . 

y las mínimas 

A efecto de aumentar la no linealidad, el problema a~ 

terior (problema 1) es modificado duplicando las cargas 

(problema 2) y triplicando (problema 3). Los resultados 

estan en la tabla 2. 

Variahle Problema 1 Pro h 1. 2 Prob 1. 3 

de Análisis lineal Aniilisis no lineal 
proyecto ACCESSl AUTOR AIITOR - NL 

1 o .o 1 o 0.010 0.035 0.010 0.037 
2 1. 98 5 1.953 1. 944 2. 7 86 5.796 
3 2.996 2. 99] 2. 915 6.727 R.959 

4 0.010 0.010 0.010 o. o 1 o o. o] o 
5 0.010 0 . 010 0.010 0.010 0.010 

6 0.684 0.694 0.799 1 . 2 R 2 1. 541 

7 1.667 1.709 ] • 76 2 4.669 5.180 
R 2.662 2.643 2. 55 5 4.769 3.589 

Peso 545.17 545.35 548.60 111 9.0 ]3()4.5 

TABLA 2. ~reas (in 2) y pesos (tb) finales 

S. Conclusiones 

El método propucsto parece requerir un esfucrzo comp~ 

tacional no mucho mayor que el correspondiente a esquemas 

de optimizaciôn que utilizan aná1isis lineal. Sin embargo 

el tipo y tamano de la cstructura pueden tener mayor in-

· ~ fluencia cuando se tratan problemas no lineales. 
Cabe mencionar que en los ejemplos procesados el nfim~ 

ro medio de iteraciones Newton es 2 (para Eu•O.Ol), ést o 

debido a la eleccíon hecha de des~lazamientos iniciales. 
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Obviamente otros planteos dei mismo problema tratado 

aqui son posibles. Uno particularmente atrayente es la mi 

nimización de la función de mérito sujeta a las res­

tricciones de desplazamiento, tensión y compatibilidad (mf 

nimo de la energia potencial) para un vector de variables 

ampliado con los desplazamientos. 
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SUMÁRIO 
O presente trabalho apresenta um sistema para a gera­

çao de desenhos de estruturas reticuladas utilizando a im­
pressora de saída. O sistema apresentado permite a gera­
ção de perspectivas cônicas, cortes ou vistas ortogonais. 

A entrada de dados é compatibilizada com os dados de entra 
da de vários programas comerciais. 

SUMMARY 

The present work presents a computer program which 
uses the line printer to generate drawings of bar type 

structures. The user may obtain either conical or 
orthogonal views. Cuts by arbitrary planes may be 
generated too. The input data format is compatible with 
the input of several comercial programs on structural 
analysis. 
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1. Introdução 

A representação grifica de uma estrutura a pa rtir dos 

dados geométricos fornecidos a um programa de análise ou 

de síntese estrutural, serve a uma dupla finalidade. Pri­

meiro, é uma rápida e conveniente forma de checar a consi! 

téncia dos dados de entrada no que diz respeito à geome­

tria. Segundo, é uma forma de embelezar os relatórios fi­

nais de cilculo. 

J •.. 
' 

:-.rormalmente, utiliza-se o "plotter" para tal finalid.!!. 

de sendo que a maioria dos programas de análise estrutural 

de uso comercial, tem pré-processadores que geram fitas pa 

ra a alimentação do "plotter". - • 

Se bem que os desenhos gerados pelo "plotter" são de 

elevada qualidade, sua utilização é geralmente cara e dem~ 

rada. Neste sentido, torna-se atraente a utilização da 

própria impressora de saída para a geração dos desenhos, o 

que é simples, barato e veloz. 

O sistema GRAFO objeto deste trabalho, representa a 

generalização de um sistema gráfico para impressora de sai 
da, baseado num sistema mais simples anteriormente desen­

volvido e que está incorporado aos programas AUTOBAR e 

AUTO~!IN [1], [2], [3], [ 4]. Outro esforço neste sentido é 

dado em [5] 

O programa GRAFO apresentado neste trabalho,gera per! 

pectivas cônicas, cortes ou vistas de estruturas reticula­

das. Tanto o plano de projeção como os planos de corte ou 

a localização do ponto de vista são arbitrários. 

O programa tem sua entrada de dados compatibilizada 

com os programas AUTOBAR, EASE2, STARDYNE e AUTOMIN e r~ 

presenta um esforço no sentido de prover o mercado com 

"software" de tecnologia nacional. 

2. Perspectiva e Rebatimento 

O programa GRAFO utiliza para representação gráfica 

das figuras a perspectiva cônica. 

no de projeção e um ponto de vista. 

passa sempre pela origem e tem sua direção arbitrária. 

localização do ponto de vista é arbitrária também. 

,.J, 
;;..-t-

·, , 
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Seja P
0 

o ponto de vista c om coordenadas (x
0

, y
0

, z
0

) 

e A o ponto de coord enadas (x, y, z) que queremos projetar 
sobre o plano de projeção n. 

X 

z 

Fii. 2.1. Obtenção grifica da projeção 
A' do ponto A 

O plano de projeção n é dado pelas coordenadas(a,b,c) 
de sua normal. Assim, qualquer ponto pertencente ao plano 

w satisfaz a equação 

ax' + by' + cz' 

A projeção A' é obtida pela 

com o plano n. 

Formalmente, 

o 

interseção da reta 

( 2 • 1) 

AP o 
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1
-1 K = la(x-x) + b(y-y) + c(z-z) o o o 

A expressão 

a(x-x
0

) + b(y-y
0

) + c(z-z
0

) ( 2. 3) 

nao pode ser nula o que significa que a reta projetante 
1'

0
A não deve ser paralela ao plano projetante n. Isto se~ 

pre é possível mediante uma conveniente escolha do ponto 

i 

•i·, 

de vista P
0

. • 

No caso de estruturas reticuladas hasta obter a proj! 

ção dos nós da estrutura já que a projeção dos membros é 
obtida ligando simplesmente a projeção dos nós. 

Assumiremos, convencionalmente, que o plano xy é o 

plano do papel com os eixos x e y paralelos, respectivame~ 

te, às margens horizontal e vertical. Para podermos repr~ 
duzir graficamente a perspectiva, devemos, então, rebater 
o plano n sobre o plano xy . 

Adicionalmente, assumiremos que o observador está "em 
pé" sobre o plano xy. Isto significa que o traço do plano 
n com o plano xy deve aparecer paralelo ao eixo x. Para 

tanto, antes do rebatimento, devemos efetuar uma rotação 

do plano n em torno do eixo z até que a normal ~ perten­
n 

ça ao plano yz. Seja e o ângulo desta rotação. 

A rotação e, seguida do rebatimento, por hipótese B. 
são mostrados na figura 2.2. 

Analiticamente, as duas rotações são representadas P! 
lo produto das matrizes R1 e R2 , onde 

--yn -xn 
o 

DI DI 
-x n -yn 

RI = I Dl DI o I ( 2. 4) 

o o 1 

~ 

. ~ 
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o 

z 
Rz o n 

o2 

o ~ - rr:-
2 

z 

X 

o 

vl-(zn)2 
D2 

p 
n . 

zn 

D2 

y 

Fig. 2.2. Rotações da normal ao plano w para 
fazê-lo coincidir com o plano xy 

( 2. 5) 

A transformação de coordenadas dos pontos da perspec­
tiva será dada por 

(2.6) 
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No caso especial em que o plano n coincide com o pla­
no xy (D1=0) , nenhuma rotação é necessári a . 

3. Cortes e Vistas 

~uitas vezes é convenient e obter cortes ou vista s da 
estrutura. 

O caso de corte é tratado da seguinte maneira: 

a- Define-se o plano de corte que pode ser geral não pas­

sando, nec essariamente, pela origem. 
b- Define-se uma "semi-espessura" c do plano de corte. 

c- Efetua-se as rotações R=R 2R1 sobre todos os pontos(nós) 

que estão situados no interior da faixa de espessura 
2&, ignorando os pontos que estão fora da faixa. 

O caso de vistas da estrutura é um caso particular de 

cortes em que E é escolhido de forma a abranger toda a es­

trutura, obtendo-se assim a vista desejada. 

4. Geração dos Desenhos 

Os desenhos são gerados mediante a impressão de pon­

tos através da impressora de saída. Este processo é feito 

usando-se formulários contínuos normais. 

Devido à baixa resolução do processo, uma Única pági­

na do formulário pode ser insuficiente para uma clara apr~ 

sentação do desenho. Para contornar este inconveniente, o 

processo GRAFO permite a geração do desenho sobre um reti­

culado de páginas do formulário contínuo . A figura 3.1 e­

xemplifica esta situação. 

1 3 .5 

2 .. ' 

Fig. 3.1. Reticulado de páginas do formulário 

contínuo para a geração de desenhos. 

• 

• 

. . :~. 
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O usuário fornece os valores de t e h que são, respec 
tivamente, o número de páginas na largura e o número de p~ 

ginas na altura que comporão o desenho. 

O desenho é impresso por colunas verticais da esquer­

da para a direita. Assim, na Fig. 3.1 as páginas sao im­

pressas na ordem indicada. 

O desenho é automaticamente centralizado e a escala é 
automaticamente calculada de forma que a maior dimensão do 

desenho na vertical ou na horizontal ocupe integralmente o 

espaço disponível. 

Seja n1 o número máximo de colunas por página e nh o 

número máximo de linhas por página. 

Definimos os fatores de escala e1 e eh 

( 4. 1) 

A escala e a ser usada deve ser menor entre e1 e eh 

(e= min{e 1 ,eh\) para que o desenho não ultrapasse o espaço 

a ele reservado. 

A aplicação da escala é dada pela equação abaixo 

x = e 
( 4. 2) 

A operaçao final consiste na centralização do desenho. 

Isto é feito transladando-se o centro do desenho em x, y 
tnt hnh 

para o ponto C-z- , --2-). 
Assim, as coordenadas finais do desenho a ser impres­

so são dadas por 

X x 
tn1 

xm) + C-z- -

hn 11 
( 4. 3) 

y y + C-z- - ym) 



onde 

xm 

Ym 
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x -x . max m1n 

Ymax-ymin 
2 

A impressão de cada página do desenho é feita median­
te a geração de uma "matriz geométrica" G(I,J) de natureza 

alfanumérica que contém brancos e pontos. 

O programa examina, para cada página, que pontos a 
ela pertencem gerando sua matriz geométrica. Em seguida, 
imprime a matriz da página passando para a seguinte. 

Para maior facilidade de interpretação dos desenhos, 
o programa imprime, também, o número dos nós. 

S. Entrada de Dados 

Para uma máxima versatilidade e simplicidade do pro­
grama GRAFO, a entrada de dados foi compatibilizada com a 

entrada de dados geométricos dos programas AUTOBAR, EASEZ, 

STARDYNE e AUTOMIN. Estes·· programas são de largo uso co­

mercial integrando várias bibliotecas. 
Além da entrada dos dados geométricos referentes as 

coordenadas nodais e incidência dos membros, o programa 
GRAFO tem cartões de comando próprio através dos quais in­

forma-se a natureza da operação (perspectiva ou corte), a 

posição do plano de projeção, a posição do observador e, 
se for o caso, a espessura c. Para maior simplicidade, to 

dos estes dados são fornecidos num Único cartão. 

O programa GRAFO encontra-se disponível para uso pu­

blico através da rede Cybernet da Control Data do Brasil. 

6. Conclusões 
O sistema GRAFO representa um esforço de desenvolvi­

mento de "software" nacional. O sistema é economico edis 

pensa a necessidade de "plotter" que é um equipamento caro 
e nem sempre disponível. 

Futuros desenvolvimentos para a inclusão de elementos 

de tubulações e elementos finitos bi e tri-dimensionais es 
tão em estudo. 

··ír 

I 

~ 

,. 
·~v 
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Sumário 

No presente artigo é apresentada uma análise da preci 

sao dos resultados calculados através de um programa de el~ 

mentos finitos - Programa de Análise de SÓlidos Axissimétri 

cos - no qual é utilizado um elemento de ;evolução triangu­

lar com funções de interpolação lineares. Para esta análise 

usou-se um modelo de tubo de parede espessa, no qual foi 

considerado o efeito do tipo e tamanho de malhas sobre a 

convergência e precisão dos resultados. Os resultados obti­

dos permitem uma orientação no traçado da malha bem como u­

ma melhor interpretação dos resultados calculados pelo pro­

grama. 

Summary 

This paper presents an analys1s of the precision of 

the results obtained by a finite element programe, using an 

element of revolution with a triangular cross section adop­

ting linear interpolation functions. For this analysis a 

thick walled tube with internal pressure was used and the 

effect of the mesh type and its size on the convergence of 

the results was considered. The results obtained give some 

orientation about the adequate mesh to be used and about 

the interpretation of the results of the programe. 

. .., ... 
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1. Introdução 

Em estruturas mecânicas, é frequente a ocorrência de 

peças de revolução submetidas a cargas e/ou gradientes tér­

micos axissimétricos. Para a análise de tais elementos es­

truturais, através de elementos estruturais, através de ele 

mentos finitos, é conveniente o uso de elementos de revolu 

çao, a fim de minimizar o número de elementos e de nós e de 

melhor aproximar a geometria da peça. Um programa, Análise 

de SÓlidos Axissimétricos -ASAS, para a análise de tais 

problemas, foi elaborado [l], no qual são utilizados eleme~ 

tos de revolução triangular com funções de interpolação li­

neares [2] para descrever o campo de deslocamento. O proce~ 

so adotado para a solução do sistema de equações é o de se­

mi-banda, onde são evitadas as operações triviais [3]. 

Como este é o mais simples elemento sÓlido de revolu­

ção, ele apresenta sérias inconveniências para a aproxima­

ção dos campos de tensões [4] já que não aproxima de modo 

conveniente os gradientes de deslocamentos. Is:o requer que 

os resultados obtidos sofram uma interpretação cuidadosa. 

Neste artigo são mostradas análises típicas dos resultados 

que devem ser feitas pelos usuários de programas que utili­

zam esse tipo de elemento. 

2. Análise de convergência dos resultados do programa 

ASAS 

Para a análise dos resultados de cálculo das tensões 

e deformações pelo programa ASAS, foi adotado o exemplo de 

um tubo de aço de parede espessa, de 50 mm de diâmetro in­

terno e 110 mm de diâmetro externo, submetido à pressão in­

terna de lO kgf/mm 2 . Estes resultados foram comparados com 

os teóricos, considerando um estado plano de deformações, 

com as seguintes equações: 

r? r2 
1 c o l) o -p 

rz 2 -r 7 - r. 
(1) 

o 1 

r? 2 r 
OG p 1 

~ (~ + 1) (2) 
r - r. r o 1 
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2 r. 
aa = 2].J p l 

2 2 (3) 
r - r. o l 

2 2 

u = p ! 
r. r 

l [--1 (l + ].J) (1 - ].J) z}J 2 2 + -
r E r - r. r 

(4) 

o l 

onde ar, a0 , aa e ur são respectivamente a tensão radial, 

tensão tangenc ia l, tensão axial e o deslocamento radial num 

raio genérico r. 

Para verificar o efeito do tipo e tamanho da malha de 

elementos finitos, sobre a convergência e precisao dos re­

sultados, foram adotados, como mostra a figura l, três ti­

pos de malhas denominadas M-1, M-2 e M-3 e para cada um de~ 

tes tipos foram ainda considerados de 3 a 4 refinamentos. O 

tamanho real da s malhas pode ser verificado na figura 1 a­

travé ; da~ dimens6es indicadas. 

,\nal isando, agor a, os resultados obt idos, tem-se pri ­

meiram•lnt ~ na f igura 2, os deslocamento s radiai s ao longo 

da espess1ra da pared e para os três tipos de malhas e dife­

rentes refinamentos. Como se verifica, para efeito da preci 

são de cálculo dos deslocamentos radia i s comparados com os 

valores teóricos, o tipo de malha não apresenta apreciável 

diferenciação de resultados e até mesmo o tamanho da malha. 

A diferença entre os valores c a lculados e teóricos foi, pa­

ra todos os modelos de malhas, muito pequena, chegando no 

máximo a erros de 1\. 

Quanto às tensões, estas já nao apresentaram uma cor­

relação tão boa ao longo da espessura do tubo. Na figura 3a 

tem-se representados os valores calculados, das tensões no­

dais tangenciais do modelo M-3, comparados com os resulta­

dos teóricos da equação (2). Neste caso verifica-se um erro 

considerável no nó do raio interno e mesmo uma convergência 

bem lenta para o valor teórico, considerando o refinamento 

da malha. Nos demais nós, ao longo da espessura da parede, 

os resultados calculados apresentam-se bem próximos dos va­

lores teóricos. Analisando os resu ltados calculados da ten­

são tangencial nodal, pode-se constatar que a tensão no nó 

l 

I 
jJ 
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a) 

__ : k -~· 
MODELO 3 . 1 R;•oom~ I ~~~ 

MODELO 3 . 2 

r c) 

/ 

MODELO 3 . 3 

MOD[LO 3 .4 

I 
1111 .. !50""" 1 

FIG. 1- Molhoa empregados poro verilicoç4o do convorg&ncio dos tensões 
e deformaç!leo na tubo de parede espnoa . 

b) 
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Fi~- 2C - Deslocamento rodkll no tubo de parede esvesso, modelo M -3 

do raio interno poderá ser obtido, com boa precisão, atra­

vés de uma extrapolação mesmo adotando uma malha menos refi 

nada. 

Na figura 3b estão indicadas as tensões tangenciais 

centroidais, onde não se verifica boa correlação, conside­

rando uma comparação, de ponto em ponto, entre os resulta­

dos calculados e os teóricos. Pode-se constatar uma oscila­

ção dos resultados calculados, mas quando se considera o 

conjunto dos resultados e efetuando-se uma interpolação, e~ 

tão tem-se uma boa aproximação entre os valores calculados 

e teóricos. 

Os modelos de malha M-1 e M-2 mostraram comportamen­

tos semelhantes, quanto a tensão tangencial nodal e central 

dal e na figura 4 tem-se indicados os erros dos valores cal 

culados quando comparados com os teóricos. 

Considerando agora a tensão radial na parede do tubo 

tem-se, nas figuras Sa e Sb, as tensões radiais nodais e 

centroidais, adotando novamente o modelo de malha M-3. Como 

;;, 

, 

~ 
l 

l 
I 
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) 

·' 

~ 
~-1 
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F19. 3a - Ten~Go tonoenc1ol no tubo de parede e~pes<;o,médio noool,modalo M·3 
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se observa, na figura Sa, tanto na face interna como na ex­

terna do tubo , tem-se consideráveis erros nos valores das 

tensões radiais nodais. Mas analisando os valores no inte-

rior do tubo, constata-se que estes valores convergem rapi­

dament e para o valor teórico e que os valores nos nós extre 

mos poderão ser avaliados através de uma extrapolação. Na 

figura Sb tem- se representados os valores calculados da ten 

são radial centroidal. Como já se verificou no caso da ten­

sao tangencial , os resultados apresentam uma considerável 
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saciado ao princípio de energia potencial total . 
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3. Conclusões 

' 
' 

l;o- -;-;,;:;-

Como é do conhecimento, na prática e pr i nc i palmente 

na área de vasos sob pressão é muito frequente a ocorrência 

da análise de tensões em problemas com axissimetria de for­

ma e de carregamento tais como: em vasos cilÍndricos com 

tampas das mais diversas formas e em vasos esféricos com b~ 

cais radiais. Para estes tipos de problemas obtém-se amai­

or economia de processamento quando se emprega el emen t os a­
xissimétricos e ainda mais se estes elementos são simples 

como é o caso do empregado no presente progr ama . Ainda, pa ­

ra a economia de processamento principalmente quando a sol~ 

ção é por semi-banda, o programa permite a geração de coor­

denadas e da topologia. E então recomendável que se adote ~ 

ma malha a mais uniforme e pouco refinada através da espes-

,~ r 

• 

! 

l. 
""'T 

I 
··t 
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sura e ao longo da parede do vaso. Se esta orientação for ~ 

dotada e como foi visto anteriormente, em pontos onde não 

se tem acentuadas d escontinui dades, pode-se com a análise 

dos resultados, es t abelecer, a tr av és de i nt erpolações e ex­

trapolações, valores su f i c ientement e precisos para as ten-

sões em toda a e spessur a da par ede mesmo adotando malhas 

pouco r efinadas . Isto permite analisar, inicialmente, estes 

sistemas com uma malha ma ior e em pontos de menor es descon­

tinuidades, estabelecer com boa precisão , condições de con-

torno para uma posterior análise, com uma malha mai s adequ~ 

da, das zonas que apresentam descontinuidades. 

Qu anto à malh a a ser adot ad a s e recomenda o uso do ti 

_! 
"-;, . 

po M-3 mostrado na fi gura lc, que é um tipo de malha simé~ ~ 
trica e que tem mostrado bons resu ltados. 
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SUMÁRIO 

O probl ema do chicot eamento em tubulações de alta en e~ 

gia (pipe-whip) é estudado, admitindo-se um comportamento~ 

lasto-plástico para o material do tubo, e levando-se em co~ 

ta o efeito da pressão interna. As restrições são simula -

das como mol as bilineares e amortecedores viscosos. Um pr~ 

grama geral, baseado no método dos elementos finitos, foi 

desenvolvido para análise do fenômeno. A influência dos p~ 

râmetros: "gap", coeficiente de amortecimento, rig idez e P9. 

sicionamento da restrição é estudada . 

SU~1MARY 

The pipe-whip problem is stud ied assuming a n elasto­

plastic behavior for the pipe and taking int e rna l pressure 

effects into account. The restraints are simulated as a 

combination of bilinear springs and viscous dampers. Nume­

rical examples obtainned with the finite eleme nt code deve­

loped shows the relative influence of parameters such as 

gap, damping coefficient, rigidity and positionning of pipe 

restraints on system behavior. 
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1. Introdução 

Na análise da segurança de usinas nuc leares, consid~ 

ra-se a possibilidade de ruturas bruscas na s tubulações 

tendo em vista os prováveis danos produzidos pelo chicote~ 

menta (pipe-whip) do tubo rompido. Os pontos de rutura 

são postulados segundo critérios especificados em normas 

[1], [2], e baseiam-se em níveis de tensão, fadiga, impe!: 

feições e pontos críticos, tais como conexões, joelhos e 

terminais. Dois tipos de rutura são postulado s : rutura 

longitudinal e rutura circunferencial total ou parcial.Uma 

vez localizados os pontos de rutura e caracterizada a pos­

sibilidade de que equipamentos vitais à segurança sejam a­

tingidos, torna-se necessário a colocação de restrições,vi 

sando controlar os movimentos do tubo. Inicialmente, deve 

existir um afastamento ("gap") entre a tubul a ção e as r e s­

trições para evitar que estas introduzam esforços durante 

o funcionamento normal da planta. 

De acordo com o tipo de rutura, o trecho da tubula -

ção rompida pode ser modelado como uma viga em balanço 

(rutura circunferencial total) ou como uma viga bi-apoiada 

(rutura longitudinal). Em ambos os casos considera-se a 

aç ão de uma forç a concentrada, variável no tempo, decorre~ 

te do escapamento do fluido através da rutura . Tanto o t~ 

bo quanto as restrições devem experimentar defo rmações 

plásticas capazes de absorver a energia liberada pela des­

compressão e escapamento do fluido. 

Diferentes modelos mecânicos têm sido desenvolvidos, 

para a análise do pipe-whip, [3], [4] , [s]. Em um traba­

lho anterior [6], os autores propõem um mode lo elasto-plá~ 

tico perfeito de fle xão de vigas, no qual se admite um di~ 

grama de te'ns ão triangular na região elástica e retangular 

na região plastificada da seção transver sal. Este model o , 
entretanto, não é aplicável a ciclos de carga e descarga 

em que haja inversão do sinal da tensão de plastificação , 

nem a e s tados bi ou tridimensionais de tensões [7]. 

No presente trabalho o tubo é também analisado den -

tro da teoria clássica de vigas, com um comportamento ela~ 

to-plástico bi-linear, realizando-se uma integração numéri 
ca na s eção transversal. A cada i teração, ou incremento 

"' : 

-

L y 

•)i 
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de carga, verifica-se o critério de plasticidade e a lei 

constitutiva incremental, nos pontos de integração da se-

ção transversal. As restrições são simuladas como molas 

elas to-plásticas e amortecedores viscosos . Considerou - se 

ainda a influência de uma pressão interna constante no tem 

po e seccionalmente linear com a posição. A história no 

tempo da força de chicoteamen to é considerada como um dado. 

Apresentam- se alguns resultados , onde se procura analisar 

a inf l uência de parâmetros do problema, tais como: gap, PQ 

sicionamento da restrição, rigidez da mola e 

do amortecedor. 

coeficiente 

2. Equações do problema 

A equação do movimento, na forma incremental, de uma 

viga elasto-plástica de comprimento L,densidade p e área de 

seção transversal A, sujeita a N restrições do tipo descri 

to anteriormente, e, de acordo com o princípio dos traba -

lhos virtuais, r pAn+lw ~ 
o 

N 
E dA dx + }: nK t-,w ~ + 

X r=l r r r 
dx + 

N 
+ I nc n+lw ~ 

r=l r r r 
Ê N 

dA dx }: n A (1) - Frw 
X r=l r 

onde,~ é o campo de deslocamentos virtuais, e t-,w(x,t) 

= n+lw(x,t) - nw(x,t), é o incremento de deslocamento trans 

versai da viga, entre duas configurações próximas n e n+l. 
n+l .. n+l·- - dd w e w, sao as aceleraçoes e ve l oci a es transversais 

no instante n+ l. 

ncr e nKr sao os coeficientes de amortecimento e de 

rigidez da restrição r, no instante n, figura 1. nF é a 
r 

força na mola da restrição r , no instante n. 

n ~ 

Wr Wr 
Fig. 1 - Características das Restrições 
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n+lA - . W e o trabalho v1rtual das forças externas, no c~ 
so, trabalho virtual da força de chicotearnento, no instan 
te n+l. 

O increrne.nto de deformações lineares ôEx e, 

ÔE 
X 

âôu â 2 6w -ax-zaxr (2) 

onde ôu é o incremento de deslocamento longitudinal, e z 
é urna ordenada na direção transversal, medida a partir do 
eixo da viga. 

..,. ,. 
' ; .. 

Desprezando-se a tensão cisalhante, e considerando a ~ 
pressão interna (no caso de seções tubulares), o critério 
de plastificação de von Mises, é: 

F = (nax- ae)2 + n - n 2 = o axae ay 

onde a
8 

=pR/h, é a tensão circunferencial gerada 

pressão interna do tubo. 
A relação constitutiva incremental associativa, 

te caso é, 

onde, 

ou, 

sendo, 

nE 

E p 

nE 

ôaX nEô EX 

E, para 
r F < o. ou 

j F = O e (2 na - a
8

)a < O 
l X X 

Ep' para F 
n O e (2 ax - a8 )ax > O 

(E - ET) ( 2 a - a 8 ) 
E 1 - X I n l 

,_ 2 nay ET + (E - ET) (2nax - a 8 ) 

com E, módulo de elasticidade e ET módulo tangente. 

(3) 

pela 

nes-

(4) 

(5) 

(6) 

( 7) 

' ~. 
?"' 

' i ,, 
•;,., 

! 

f 
i 

l 
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3. Solução Numérica. 

Utilizou-se o método dos elementos finitos par: dis­

cretização espacial da equação (1), através do elemento de 

viga de dois nós e dois graus de liberdade por nó, ol :endo 

o seguinte sistema de equações diferenciais ordinári ; j no 

tempo. 

[MJ é a matriz de massa, constante, [nCJ é a matriz de 

amortecimento, devida ao amortecimento da restrição, podeg 

do incluir o amortecimento estrutural do tubo, considerado 

como sendo proporcional à matriz de massa e à matriz de ri 

gidez elástica. [nK] é, a matriz de rigidez tangente à 
n+l·· n+l ·· -configuração n. { D} e { D} sao os vetares de ace 

lerações e velocidades na configuração n+l. {liD} é o vetor 

de incrementos de deslocamentos entre as configurações n 

1 {n+l } 1 d d" · - d ~ {n } - b · e n+ . F resu ta a 1scret1zaçao e W e P e o t~ 

do da discretização dos demais termos do segundo memuro de 
(1 ) o 

Soluções de (8), num intervalo de tempo limitado 

{O,T} , foram obtidas usando o algoritmo implÍcito de 
1 1 Newmark, com y=z e s=4 [8]. Neste caso as velociiades e 

acelerações no instante n+l sao dadas por: 

.2. {liD} - {n n·} 
llt ' 

(9a-b) 

Substituindo (9a-b) em (8), obtem-se o sistema de 

equações algébricas. 

(lO) 

que resolvido fornece os incrementos de deslocamentos en­

tre dois instantes próximos t e t 
1 

= t + llt. As velo-n n+ n 
cidades e aceleraçõe~ no instante n+l, são calculadas atra 
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ves de (9a-b) . 

Dentro de cada increme nto podem ser feitas iterações, 

recalculando-se o vetor de cargas , [7]. 

4. Resultados 

Analisou-se basicamente o problema apresentado na 

figura 2, variando-se o posicionamento da restrição, oco~ 

primento do tubo e os parâmetros r e lativos à mola e ao a­

mortece dor. Utilizou-se 6 e lementos iguais , na discret iz~ 

ção de elementos finitos, excet o no estudo rel ativo ao po­

sicionamento da restri ção, onde são utili za dos 7 elementos. 

Em todos os casos, o intervalo de tempo de integração u ti­

lizado, foi de 5 x l0- 5s. 

t 111 • Q) ~ Ol • 141 ~ 15! 2 IEJ ~ 
360 in ~11 I 1•30 i~l 

p = o CXXT7216 lb s!f in" re 
Pltl t 

E= 26 980 OOJ lb/ in2 

"~"r 291:0 Lb/in' -
I 
I 
I 
I 
I 

Ftr_:K,.= 32 391 ffi6 lb/ ~ --- G = 3.0 in ln 
: Fy= 987998 lb 
I 
I 
I 

P]ffi7an L~ 
E,. E G w 

Fig. 2 - Características do exemplo analisado 

(a) Infl uê!lcia tlo gap e do amort ecimen t o da restrição. 

Na figura 3, apresentam-se as história s no tempo do 

deslocamento transversal da extremidade livre do tubo, on­

de está apl icad a a força de chicoteamento e colocada a re~ 

trição, IJara "gaps" de 1.5 e 3.0 polegadas, e diferentes 

coeficientes de amortecimento da restrição. Observa-se que 

a redução do "gap" implica em redução do deslocamento máx.!:_ 

mo do tubo, bem como do tempo de parada. Efeito similar é 
ve rifi cado com a consideração do amortecimento. Deve-se 

notar que a força do amortecedor surge de fo rma brusca,uma 

vez que no instante do choque, o tubo possue grande ve lo c i 

t 

.... 

l 

" 

t 
,i 

.)\' 
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• dade. Entretanto a açao isolada do amortecedor, sem a mo­

la, não é capaz de parar o tubo, porque quando a velocida­

de tende a zero, a reação no amortecedor também tende a 

zero, ficando a força de chicoteamento para ser equilibra­

da apenas pelo tubo. 

6.0 

5.0 

~ u 4.0 
E 
~ 
X 
(!) 

Q c 2.0 
(!) 

E 
tCI 
u 
.9 1.0 
:!] 
u 

-gap=3" 
-gap= 1.5" c= o. 

C= 380.27tbf-s/in 

C= 1140.81tbf-s/in 
C= 1901.351bf·s/in 

'----- C= lll2.7 tbf·s/in 

C= O. 

C= 1140.81lbf-s/in 

60 1Lü 180 240 
t/5 x 1cPs 

Fig. 3 - Influência do "gap" e do amortecimento da restrição 

(b) Influência da rigidez da restrição. 

Os resultados apresentados nas figuras 4a-b, refere~ 

-se a diferentes coeficientes de endurecimento e de rigi -

dez elástica da mola da restrição. Da análise destes re -

sultados conclue-se que aumentando o coeficiente de endure 

cimento, figura 4a, diminue o deslocamento máximo, porém 

ocorrem oscilações do sistema em torno de uma posição fi -

nal, conseqüência de menores deformações plásticas da mola, 

e portanto de menor capacidade de dissipação de energia 

, Maior rigidez elástica, figura 4b, implica em menores des­

locamentos máximos e menores tempos de parada. 
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Fig. 4a-b - Influência da rigidez da restri ção 

(c) Variação da posição da restrição e do comprimento 

tubo. 

w 
240 

do 

A figura S procura retratar o estado do tubo (deslo­

camentos e velocidades), para diferentes posi c ionamentos 

da restrição, no instante em que se anula a velocidade do 

ponto onde está colocada a restrição. Pode-s e notar clar~ 

mente que na medida em que cresce a distância b, entre os 

pontos de aplicação da força e de posicionamento da restrl 

ção, crescem muito os deslocamentos do tubo, evi denciando 

a grande importância que tem a previsão dos pontos de rutu 

ra e o adequado posicionamento da restrição. 

Á . t ., 

Foram analisados , ainda , tubos de diferentes compri­

mentos, com K = 0,1 Ke e C = O, mantendo-se fixas as de -. e . . ~ ~ 
ma1s caracter1st1cas. Neste estudo, f1g. 6,observa-se uma •1 
mudança nas regiões plastificadas do tubo, ocorrendo um ! 
deslocamento destas regiões em direção ao apoio, ã medida I· 

qu• o comp<im•nto do tubo d''''''' · Pa<a o' t<ê' tubo' a- ~ 
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200 
400 t.=0.0114s 

600 
800 

1(n:J 
1200 

~~~~-

velocidades ( in/s l 

Fig. 5 - Deslocamentos e velocidades do tubo para 

diferentes posicionamentos da restrição. 

[ ::;: I 
300 in 

1,. 300 in "' 

2.oL "" 4D~ 

[ :;;:: I 
240 in 

,,. 240 in "' 

t~t """' ==:1 
180 in 

1.180 in"' 

zgf" 
deslocamentos ( i n l 

Fig. 6 - Regiões de plastificação e deformadas 

para tubos de diferentes comprimentos. 
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nalisados, os deslocamentos máximos, tempos de parada e 

as reações máximas da mola, são praticamente iguais, o que 

significa que os três tubos absorveram praticamente a mes­

ma quantidade de energia. 

Paracinco dos casos anteriormente estudados, manten­

do-se fixas as características do tubo, o gap e a força de 

chicoteamento, e variando-se a rigidez da mola o amorteci­

mento e a distância b, foram calculadas as porcentagens de 

energia, absorvidas pela mola da restrição e pelo conjunto 

tubo + amortecedor, no instante de parada. Os resultados 

são apresentados na tabela 1. E interessante notar que 

para b = 60cm, caso 5, a porcentagem de energia absorvida 

pela mola é de apenas 26%. Isto se deve ao grande desloc~ 

mento ocorrido no ponto de aplicação da força de chicotea­

mento, que neste caso não coincide com a posição da restri 

ção. 

Tabela I 

% de energia absorvida 
Caso D a d o s 

~la fubo + .Amortecedor 

1 K e' K =O p ' c=O, b=O 64 . 36. 

2 2Ke, K =O c=O b=O p , , 4 7. 53. 

3 K e, K =O.lK e' c=O, b=O 4 3. 57. p 

4 Ke, K
0

=0, c=380.27, b=O 54. 46. 

5 2Ke, Kp=O, c=O, b=60 26. 74. 

5. Conclusões 

a) A localização dos prováveis pontos de rutura e o 

adequado posicionamento das restrições é fator imnortante 

na limitação dos movimentos do tubo; 

b) Aumentando-se a rigidez da mola da restrição, di­

minue.m os deslocamentos do tubo, mas por outro lado decres 

ce a porcentagem da energia total, absorvida pela mola. 

c) A consideração do amortecimento da restrição re-

duz sensivelmente os deslocamentos do tubo, entretanto, a 

ação isolada do amortecedor não é caoaz de parar o movimen 

fi I 

~ 

' ·' 

t 
t 



D-129 

to do tubo, uma vez que a força de amortecimento é propore~ 
anal a velocidade. 
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Sumário 

Neste tr abalho são apresentadas as relações deforma­

ção-deslocamento, as equações de equilíbrio, de compatibili 

dade e constitutivas para uma teoria não linear de cascas~ 

lâsticas, na qual não é usada a hipótese de Kirchhoff-Love. 

Summary 

This work presents the strain-displacement relations 

and the equilibrium, the compatibility and constitutive 

equations for a nonlinear elastic shell theory in which th e 

Kirchhoff-Love assumption was not used. 

\) 

e 

. . 

.... 

~ 

___ ____i..._ 



D-131 

1. Introdução 

Neste trabalho ~ descrita uma teoria nao linear para 

cascas elásticas, isotrÓpicas, na qual não~ usada a hipót~ 

se de Kirchhoff-Love. Os tensores, em termos das componen­

tes do vetor deslocamento, são obtidos atrav~s das relações 

cinemáticas entre as superfícies deformada e indeformada.As 

equações de equilÍbrio, em relação à superfície deformada, 

são obtidas pelo princípio dos trabalhos virtuais. 

2. Propriedades métricas das cascas 

Uma casca ~ definida corno sendo um corpo elástico trl 

dimensional de volume V, delimitado por duas superfícies e~ 

ternas , uma superior (S+) e outra inferior (S-), distantes 

de urna superfície de referência S0 , de h+ e h-, respectiva­

mente, com a condição de que h+ - h-, denominada espessura 

da casca, seja menor do que o raio de curvatura no ponto 

considerado. A posição do ponto P na superfície de referên­

cia indeforrnada ~denotado por r
0

; do ponto P* ,na deformada, 

por r~. corno ilustra a figura 2.1. 

Fig. 2.1 

O vetor posição de um ponto Q numa superfície arbitrá 

ria é dado por: 

- 1 2 3 - 1 2 3 - 1 2 r(0 ,0 ,0 ) = r
0

(0 ,0 ) + 0 a 3 (0 ,0 ) (2.1) 

onde (0i) (i = 1,2,3) são coordenadas curvilíneas, e a3 é 
o vetor unitário normal à superfície de referência indefor-
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mada, cujos vetares tangentes sao: li ~ 

e o tensor métrico 

a = a 
a8 a a8' 

a = ar /38a = r 
a o o ,a 

ex À , ex 
a· a8À = u8' 

-a a 

(2.2) 

exÀ a 
a À ( 2. 3) 

ex -onde 0
8 

e o tensor de Kronecker. Os vetares tangentes e as 

componentes do tensor métrico para o ponto Q, são 

g = a - 8
3 b8 a ex ex ex 8 ( 2. 4) 

g = a - 28
3 b + 

ex8 ex8 ex8 
(83) 2 b bex 

ex8 8 
( 2. 5) 

-3 - -3 
g3 = g = a3 = a ' 

33 33 
g33 = g = a33 =.a = 1 (2.6) 

ex3 = a = a ex 3 = O ( 2. 7) gex3 = g ex3 

onde b~ são as componentes mistas do tensor da segunda for­

ma fundamental da superfície de referência definidos por: 

bex = b aexÀ 
8 8À bex8 = -a3,ex.a8 a3 .aex,8 

O elemento de volume, em termos das coordenadas curvi 

lÍneas da superfície de referência S0
, e da coordenada 8 3 ~ 

dv 

~ 

onde 

K = _!_ bex H ex, 
2 

~ de 3 ds 0
, ds 0 =lã de 1 de 2 ( 2. 8) 

lgTã 3 3 2 1 - 28 H + (8 ) K (2.9) 

1 ex8 bÀ b~. g 
- llÀ~ ex 8 
2 

det (g .. ) , a= det (a 0 ) 
lJ ex~ 

... ( 2. 1 o) 

Sendo H e K as curvaturas média e gaussiana, respect1 0 
vamente, e ds 0 elemento de área da superfície de referência 

indeformada. 

~ 

- . 
';;"- ~ 
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Da figura 2.1, o vetor posição do ponto Q* na superfi 

cie arbitrária é dado por: 

(2.11) 

Para as componentes do tensor métrico da superfíci e 

deformada são válidas as equações (2.3) com asteriscos e 

(2.4) a (2.7) se transformam em 

a• 3,a 

3. Relações deformação-deslocamento 

(2.12) 

a* 33 (2 . 14) 

Definindo-se dois vetores deslocamento que determinam 
- - o - -1 - -o vetor posição r* dado por, U = r~ - r

0 
eU = a3 - a 3 , o 

que resulta 

a* a 
a* 3,a c a + 

CL 

&3 

Do ) + 03 cal 
, CL ,a 

a* a3 + rrl 
3 

O tensor deformação tridimensional e: 

- 1 ( * ) E .. -- g .. - g .. 
lJ 2 lJ lJ 

( 3. 1) b]J a ) 
CL ]J 

c 3. 2) 

(3.3) 

no qual, usando as aproxim aç ões (3 .1) e (3. 2), resulta em: 

o + 1 (03 ) + 
2 (03) 2 E a8 e a8 e aB 

e aB 
(3.4) 

o + 
1 (03) E a3 e a3 e a3 

c 3. 5) 

o 
E: 33 e33 (3. 6) 

onde 

o 1 (a* aa8) 
1 - -o + -o + rro .rro) 

ea8 = - (aa.u,B a8.u,a 
2 a8 2 , CL 'B 

(3.7) 
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o l - -o - -1 -1 -o e 3 =- (a3 .u • a .u + U .u ) 
Ct 2 ,Ct a ,a (3.8) 

o - -1 1 -1 -1 e33 = a3 .u • - U .u 
2 

(3.9) 

1 _ 1 - -1 - -1 ~ - -o ~ - -o e 8 -- (a .u 8 + a
8

.u - b a .u 
8 

- b
8 

a .U + a 2 a , ,Ct a ~ , ~ ,Ct 

• uo .ul • uo .ul ) 
,a , 8 , 8 , et 

(3.10) 

1 1 - -1 ~ - -1 -1 -1 e 3 =- (a 3 .u - b a .u + u .u ) a 2 ,a a ~ ,a (3.11) 

2 1 ~ - -1 ~ - -1 -1 -1 e 8 = -- (b a .u 
8 

+ b8 a .u - U .U 
8

) 
Ct 2 a ~ , ~ ,Ct ,a , (3 .12) 

4. Equações de equilíbrio 

O trabalho virtual das forças internas para um corpo 

tridimensional é expresso por: 

TVI = f aij 
V* 

6 E . . dV* 
1) 

c i. j 1. 2. 3) c 4. 1) 

onde aij é o tensor tensio simétrico, E-. é o tensor defor-
1) 

maçio e V* denota o volume do corpo deformado. A equaçio 

(4.1) pode ser reescrita como 

TVI = f (aa8 6Ea8 
V* 

+ 2aCt 3 ÓE + a 33 ÓE ) dV* 
et3 33 (4.2) 

Introduzindo as equações (3.4) a (3.6) em (4.2) levan 

do-se em conta as relações de Ü0 e ü1 , obtém-se 

f 
{Na 8(ã + Ü0 ).6Ü0 + Met 8 ((a + Ü0 ).6 a 3* + 

a ,a ,8 et ,a ,8 
so· 

TVI 

+ ã• . 6 Ü0 
) + Bet 8 ã* . 6 ã* + 

3,8 ,a 3,a 3,8 
Sa(ã + Ü0 ) .6 ã• + 

a , a 3 

+ ã*.6 Ü0 ) + Qa(ã* .6 ã• + ã* .6 ã* + P3 .6ã*}dS0 * 3 ,a 3 3,a 3,a 3 3 

... c 4. 3) 

onde 5°* é a área da superfície de referência deformada e a 

seguinte notação é usada 

oi i 

e 

..;~ 
~ 

• ~t 
I 
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(· 
h+ 

Nç;S oetB d03' MetS I ~* 0 etB 03 d0 3 • 

-h -h 

BetB . j\ 0 etB (03)2 d03. Sç; = (_,. 0
a3 d0 3 

-h -h 

QÇt (· oç;3 03 d0 3 , p3 ã* (· 33 d0 3 ( 4. 4) 
3 

o 

-h -h 

O trabalho virtual das cargas atuantes nas superfícies 

externas, Te' e o das forças associadas às condições de con 

torrio , f, (fig. 4.1), são respectivamente: 
c 

TVE t* f e (ô TI0 + 0 3 ô ã*) dS* 
e 3 e 

( 4. 5) 

TVE 
JS* 

f ( ô TI0 + e3 ô ã?,)c dS* 
c c 

(4.6) 

onde o subscrito (e) e (c) refere-se à superfície exterior 

e ao contorno,respectivamente. 

Superficie exterior 

COrga T c por unidade 
de drea s* 

Fig. 4.1 

Cargo Te por unidade 
de dreo exterior 

A expressao (~.5) pode ser transformada para superf! 

cie de referência: 

TVE e 
~ 
v~ 

( 4. 7) 

Denotando por no vetor unitário normal a S* e por C o con 



D-136 

torno da superfÍcie de referência, a equação (4.6) é rees­
crita: 

TV E c fsJe 3 
T (ó TI0 + e 3 ó a*3)(n.(ã* X ã3*)) dea de3 dC 

c a dC 

... ( 4. 8) 

Pelo princÍpio dos t rabalhos virtuais tem-se 

TVI TVE TVE + TVE 
e c (4.9) 

no qual, como não foi imposta nenhuma condição de vínculo, 

todas as variações estaticamente admissíveis que aparecem 

nesta expressão são independentes. 

Das equações (4.3) a (4.9), obtêm-se as equações de 

equilibrio 

[ NBa (ãB + TIO ) + MaB a* + sa a*] 
, B 3, B 3 ;a 

+/g*Tã*T 
e e o (4.10) 

[~B(ã +TIO ) + BaBa* + QB ã*l - sa ca + ijo ) + 
a ,a 3 ,a 3 ; B a , a 

+ Qa a* - p 3 + ~ e3 T 
3 ,a e e o (4.11) 

onde (;) denota diferenciação covar iante no estado deforma ­

do e ambas as equações possuem soment e 3 componentes não n~ 
las. 

As condições de contorno associadas com as equações 

(4.1U) e (4.11) são, respectivamente , 

(NB a (ã + U0 ) + MaB ã* + Sa a*)v B ,B 3,6 3 a 

J 
- r- - - dea 3 -o .T n.(a* x a*3)j--- de ou U prescrito 

3 e a dC 
A 

(MaB(ã +Tio ) + BaB 
a ,a 

r e 3 [n. (ã* x a*)]dea 
c a 3 dC 

ã* + 3,a qB ã3)v 6 

de 3 ou a3 prescrito 

(4.12) 

(4.13) 

' ti' 

.. 
r 

~ 
' 

i 
I 
i 
J = t3 

onde va é o vetor un i t á rio no rma l à curv a de contorno da su 
perficie de referência S0 *. 1 

__j 



t 

D-137 

S. Equações de compatibilidade 

Para a obtenção das equações de compatibilidade pode­

se util i zar o teorema de Riemann para o qual, desde que o 

espaço seja plano, os tensores g .. e g~. são funções não ar 
1J 1J -

bitrárias das coordenadas e deverão satisfazer as seguintes 

equações: 

e o ( 5.}) 

onde (5.1) sao os tensores d e Ri emam Christoffel cu jas ex­

pressões sao, respectivament e , 

( 5. 2) 

R* =*r o· k -*r.k. o +*r *r m *r *r m i j H <.1 , J 1 , "'" j km if - j tm i k (5.3) 

( 5. 4) 

O tensor métrico do sistema deformado é expresso em 

termo s do t ensor deformação e do tensor métrico do estado 

indeformado por 

( 5. 5) 

Utiliz a ndo as equaçoes (5.4) e (3.2) para calcular símbolos 

de Christoffel deformado, tem-se : 

*rj.ei ( 5. 6) 

(5.7) 

Os símbolos de Christo f fel de segunda espéc ie sao cal 

culados a partir de (5.4) e (5.5) resultando: 

•r ~ . 
1J 

H 
+ g (E- 0 · + E - 0 · - E. · 0 ) 

1-<.,J J-<.,1 1),-<. 
( 5. 8) 
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Multiplicando (5 . 6) por (5.8) e fazendo troca de índi 

ces, tem-se: 

•r.k 
J m 

•rm 
it 

m m r . • r.k + r .• (E . k + Ek . - E. k ) -·1 .... J m l<.. Jm, m,J J ,m 

ms pr + - 2g g E (r . o + E. o + E o · - E· o ) (r · k E · k + sr 1 .... p 1p,.... ....p,l l<..,p J m Jm, 

+ E . - E . ) + g mp (E . + E . - E . ) ( r . + E . + 
km,J Jk , m 1p , ~p.1 1 ~ ,p Jkm Jm,k 

+ E - E ) km , j j k , m ( 5 . 9) 

Substituindo a equaçio (5.9) e as deri vadas de (5.6) 

e (5.7) com relação a k e .e, respectivamente, na equaçio 

(5.3) e fazendo uso das relações (5.1), obtém-se : 

m ( E. k ·o + E o · ' k- E. o 'k- Ek. -o) + r.o(E. k + Ek · -J ,1.... <..l,J J<.. , l l,J<.. 1 .... Jm, m, J 

- EJ.k m) - r ~k(EJ. ffi ,e• Eom . - E . o ) + 2gms gpr 
' ' .._ 'J J .._ ,m E sr 

((r.k )(r . o +E. o+ E o ·- €.o )) + (f.o )(E. o+ 
1 p J .... m J m , .._ .... m , J J .._ , m J .... m 1 p , .._ 

+ E - ) ms t p i E - ~ - Zg gpr . ' 1 ,p Esr ((ri!p)(rjkm + Ejm , k + 

+ Ek · - E. k ) - (r.k )(E. o+ E o · - E - 0 ) + m,J J ,m J m 1p,.... ....p,l 1 .... ,p 

+ gmp(E . o+ Eo . - E. o )(f . k -E . k + Ek . - E.k )-lp,<.. .... p,l l<..,p J m Jm, m,J J ,m 

gmp( E. k + Ek ·- E·k )(f. 0 +E . 0 + E 0 . -E- 0 )= 0 
1 p , p , 1 1 , p J .... m J m , .._ .... m , J J .._ , m 

... (5.10) 

A equaçio (5.10) juntamente com a identidade de 

1\.i anchi !31 

R* + R* + R* k!mn;p k!np;m k!pm;n o (5.11) 

constituem as equações de compatibilidade em termos das co~ 

ponentes do tensor deformaçio da superfície de referência. 

·íJ 

:. 
;.;.. 

~ 
í 
í 

I 
,J .. , ... 
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6. Equações constitutivas de um sÓlido elástic0 iso­

trópico 

De acordo com a teoria do es tado natural , um ~orpo 

perfei t amente elástico e isotrópico, possui uma funçã den­

~idade de energia~ da seguinte forma 131 

( 6 . 1) 

onde ei(i = 1,2 ,3 ) sao coordenadas referidas a um certo es­

tado de referência e Ii(i = 1,2,3) são os variantes de de­

formação definidos por: 

I l = Kl; I 2 _!_(K2 - K2) ; 13 !cK3 - 3K
1 K2 + 2K3) ( 6. 2) 

2 1 6 1 

onde 

K = ij . K = gipgjqE .. E K = gipgjqlr 
EijEpk E:q r ( 6 . 3) 1 g e: ij , 2 lJ pq 3 

mação 

A relação entre o tens or tensão crij e o tensor defor­

e: . . ~ obtida da seguinte forma: lJ 

A 

íl~ 

íle: .. 
lJ 

equaçao (6.4) 

onde p
0 

= plg* , p 

foi introduzida por 

densidade ( 6. 4) 

Boussinesq (1870-
1872). Derivando parci almente a relação ( 6. l) , resulta 

H íl~ 
3I 1 + 

H ar 2 H 
+ 

íli3 
( 6. 5) 

íle: .. ílil dE .. a r 2 íle: . . íli3 ílE .. lJ lJ lJ lJ 

Usando as expressocs (6.2) para os invariantes, tem-s e 

(6.6) 

íl I 2 
Il 

g ij gip gjq e: 
íle: .. pq 

( 6 . 7) 

lJ 

íli3 gij_ I ( ip gjq I2 l g Epq) + 
íl E .. 

lJ 
+ (gip gjq gkr E pk e:qr) (6.8 ) 
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consequentemente 

a~ = C gij + C [(I gij - gip gjq E ) j + 
~ 1 2 1 pq 

l J 

onde 

+ c3(CI2 gij I (gip gjq E ) + 
1 pq 

· · kr ) J + (glp gJq g Epk Eqr 

cl 
H 

ai 1 
c2 

H 

ai 2 
c3 

a~ 

ai 3 

(6.9) 

(6 .10) 

A expressão (6 . 4) pode ser reescrita na seguinte forma: 

a ij =E_~= F __ [c gij + c (I gij) 
P ac.. P 1 2 1 

o lJ o 

- g i p gj q E ) + c (I g i j - I ( g i p g j q E ) + 
pq 3 2 1 . pq 

+ + (gip gjq g kr 
E:pk Eqr)) J (6.11) 

Considerando ~ como uma função analítica das deforma­

çoes, ela pode ser expressa como uma série de potência dos 

invariantes de deformação e portanto 

a~ T w Y (6.1 2) C3 = - = CTWY 11 12 13 ar 3 

onde T,W,Y = 0,1,2, ... , e a soma dos Índic es fi c a s ubenten-

dida como s end o aquela que não aparece repetida. 

Com c 3 dado por (6.12), tem-se 

ac3 ac2 T W-1 rY - = - = WCTI\rYil I2 3 ar 2 ai 3 

e integrando result a em 

c = 2 
W T W-1 Y+l + T W 
- CTWY 11 12 13 DTW 11 12 y + 1 

(6.13) 

(6 .1 4) 

ij 
l, 
'l 
' 

J 
~ 

onde o segundo t ermo do lado direito 

uma função arbitrária de integração. 

da equação representa ~ 

Simil•,mente, com o ''_ __ j 

J .... 

~ 
H 
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t sultado (6.14) obtêm-se 

1 

e integrando obtêm-se 

T 

W+l 
D IT - l IW+l E IT (6.16) 

TI\' 1 2 + T 1 

onde o terceiro termo do l ado direito representa uma função 

arbitrária de integração. 

Com base em (6.13), (6 .1 4) e ( 6 . 16) o tensor tensão 

(6 . 14) ê novamente reescrito como: 

oij _e._ [ (_I__ CTWY 
T-1 rw I~+l T 

DTW 
T-1 I~+l + = Il + Il 2 .) 

Po Y+l W+l 

ET 
I T ( ij w IT W-1 1Y+l + + (- CTWY I 2 + 1 g 

Y+l 1 3 

+ DTW 
T W 

Il I2) (Il g ij - g i j gjq 
Epq) + 

+ CTWY IT rw y g ij I ( ip gjq E ) I 3 (I 2 - + 
1 2 1 g . pq 

+ gip gjq gkr 
Epk Eqr) l (6.17) 

As equações constitutivas em termos das tensões sao 

obtidas substitui ndo a equ aç ão (6.1 7) em (4 . 4) . 

7. Co nclusões 

As equações obtidas se reduzem as apresentadas por va 

rios autores quando são introduzidas as respectivas hipóte­

ses s i mplificativas. 

Assim, as relações tensões-deformações (3.8) a (3.12) 

quando uti li zada a hipótese de Kirc hhoff - Love s e redu zem às 

equações apresentadas na ref. ISI . Além disso, quando é to­

mado no sistema de referência para o estado deformado a te~ 

ceira compone nte ã3 como produto vetorial das componentes 

tangentes à superfície de referência deformada, estas rela­

ções s e redu zem à s apre s entad as na ref. 161. 

Utilizando as equações de equilÍbrio de Naghdi 14 1 ,o~ 
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tidas por processo diferente do aqui apresentado,Birickoglu 

e Kal .ins JlJ chegaram is equações, que a menos de notações 

são iuênticas às relações (4.10) e (4.11). 

Linearizando as deformações na relação (5.12) obtêm­

se, a menos de notação, a equação (4.13) da ref. JzJ. 

Desenvolvendo as relações (4.1) da ref. JSJ em termos 

dos invariantes do tensor deformação chega-se às equações 

constitutivas (6.17) apresentadas neste trabalho. Supondo a 

hipótese de Kirchhoff-Love e adotando as seguintes hipÓte­

ses linearizadoras 

cl 

Cz 

H 

ar 1 

~ 
ar 2 

À + ZG - a (3À + ZG) (T - T 
0

) 

-ZG e c3 
a c~> 
ar 3 

o 

na s q I< tis À e G são, respectivamente, o coeficiente de Lamê 

e mÓd.1 1o de cisalhamento, e a o coeficiente de expansão têr. 

mica , ;•. s · ~ quações (6 .11) se reduzem às a presentadas na ref. 

141. 
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5UMMARY 

Although substructuring technique and finite element mesh-grading 
schemes have been utilized independently in computer structure analysis 
within the elastic range, no evidence exists in the literature of their 
simultaneous use, especially in the inelastic range. A joint applica­
tion of the two techniques using elastic-plasti c finite element analy­
sis is presented in this paper. It is shown that the two can be ap­
plied together quite successfully and may even lead to some savings of 
computational effort. 

SUMÁRIO 

Duas técnicas de análise estrutural através do computador ele­
trÔnico têm sido utilizadas independentemente dentro da zona elástica-a 
técnica de separa)ão da estrutura em partes e a técnica de "mesh 
grading" através de elementos finitos . A literatura técnica, todavia, 
não mostra evidência alguma da applicação simultânea destas duas téc­
nicas, especialmente através da zona inélastica. Neste trabalho elas 
são apresentadas em conjunto, pela utiliza~ão da analise por meio de 
elementos finitos nas zonas elástica e plástica . Esta aplica~ão con­
junta pode ser muito bem sucedida, causando inclusive al~uma economia 

no uso do computador eletrÔnico . 
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INTRODUCTION 

Since the substructuring technique was introduced in 1960's for 
the solution of aerospace structures having large degrees of free­
dom [1], many refinements and variations of the technique have been 
reported in the literature [2-6]. The major effort in all of these 
studies has been to device ways to reduce the number of unknowns that 
must be retained in the computer memory during the solution process 
and to develop an ability to solve very large structural systems with 
relatively small to medium in-core capacities of the available com­
puters. 

Another topic that has recently attracted the attention of in­
vestigators working in the area of finite element analysis concerns 
the development of efficient mesh-refinement or mesh-grading 
schemes [7-8]. The objective, in this case, is to rapidly change 
the element grid size from fine in the area of high stress gradient 
to coarse in areas where stress changes are small. This has been 
accomplished by creating special grids in which edges common to 
neighboring elements do not necessarily have sarne lengths. Conse­
quently, intermediate nodes, called 'interface points', are generated 
on sides of larger elements. Displacement field assumed in the large 
element is enforced at the interface points leading to constrained 
equations for the smaller elements [7]. ln another scheme, modified 
quadrature formulas to numerically integrate discontinuous functions 
in a larger element arising out of the individual displacement func­
tions of the two smaller elements with the common side have been 
proposed [8]. 

The use of the substructuring technique in conjunction with the 
mesh-grading scheme for elastic-plastic finite element analysis is 
presented in this paper. It is shown that both techniques can be 
applied together quite successfully and their use may reduce the 
computational effort by 15-20% in addition to substantial reduction 
in the requirement of computer storage. 

THE SUBSTRUCTURING CONCEPT 

A continuous structure is idealized first by using the desired 
number of regular elements, the so called 'parent' elements. ln a 
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region of the structure where greater accuracy is desired, each parent ;, 

element is subdivided into subelements by defining additional nodes 
within the parent element. Such a parent element may be called a 
'superelement' ora 'substructure'. These additionally created nodes 
are designated as 'internal' nodes and do not appear in the equations 
of the total structure due to the condensation of the stiffness matrix 
with respect to the internal degrees of freedom. This procedure of 
mesh refinement by substructuring or superelement technique can be 
continued for as many levels as desired at any part of the structure. 

The stiffness matrix for the parent element at any level of 
substructuring is obtained by a systematic addition of the indivi­
dual stiffness matrices of the subelements at that level and the de­
sired elimination of the corresponding internal degrees of freedom, 
as shown in Fig. 1. This procedure leads to a structure stiffness 
matrix with relatively small number of degrees of freedom even if an 
extremely refined mesh has been used in some parts of a structure. 
The el imination of the interna 1 degrees of freedom can be achieved by 
the standard reduction schemes known in the theory of matrix struc­
tural analysis. The resulting matrix equations relate the external 
nodal loads directly to the external nodal displacements. After the 

problem has been solved for the external nodal displacements, the in­
ternal nodal displacements can then be calculated easily. 

For the example problems presented in this paper, 2-level super­
elements were utilized in the development of the computer program. A 
2-level superelement is a parent element with the entire element, or 
certain areas thereof, refined twice by the substructuring technique. 
An example of a finite element mesh with superelements is shown in 
Fig. l, in which element 'A' is a 2-level superelement and element 
'B' a 1-level superelement 

A MESH-REFINEMENT SCHEME 

In a finite element grid, the elements are usually so arranged 
that when two elements have a common edge (or surface), that edge is 
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common to the two elements over its entirety. Another arrangement, ~~1 
in which the edge of one element coincides with the edges of several 
adjacent elements, is also possible. This scheme permits the refine-
ment locally in a finite element mesh without the unnecessary 
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Fig. l The Substructuring Concept 
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Fig. 2 Finite Element Mesh 
with Interface Point 

refinement throughout the body. The basic idea of mesh-refinement is 
to enforce either compatibility or equilibrium at the interfaces of 

l adjacent elements which leads to constrained equations. Such con­
strained equations can be handled easily in the theory of matrix struc­
tural analysis. 

A concept, called 'the interface point concept', for constant 
strain triangular elements is presented in this paper in which com­
patibility of displacements along the interface boundaries of adjacent 

elements is enforced. The resulting constrained equations and the 
corresponding modification of the stiffness matrix can be given as 
follows: 

Modified Nodal Displacement Vector for an Element 

~ As an example, consider a finite element-mesh shown in Fig. 2 
in which nade 5 is an interface point. To maintain the compatibility 
of displacements along the interface edge 4-5-6, the nodal displace­
ments at nade 5 are a linear combination of the nodal displacements at 
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nodes 4 and 6, which may be given as 
u5 = a u4 + b u6 (l) 
v5 = a v4 + b v6 

where a and b are length ratios indicated in Fig. 2, and u and v cor-
respond to x and y directions, respectively . Interface point 5 can be 
considered as a dependent node whose displacements may be expressed in 
terms of the corresponding displacements at the two independent nodes 
4 and 6 located at the ends of the interface edge 4-5-6. The nodal 
displacement vector for element B with one of its vertices at the in-
terface point 5 may, therefore, be written as a function of the inde-
pendent nodal displacements as 

u4 l o o o o o u4 
u7 o 1 o o o o u7 
u5 a o b o o o u6 

= v ~ (2) 
v4 o o o l o o 4 
v7 o o o o l o v7 
v5 o o o o o b v6 

which is the resulting constrained equation. This equation may be 
expressed in a symbolic formas 

{ 6 } = [T] { 6 ' } (3) 

ln Eq. 3, {6} is the original nodal displacement vector, {ó'} is the 
nodal displacement vector in which the displacements of the interface 
point 5 have been replaced by the independent displacements at nodes 4 
and 6, and [T] is a transformation matrix. 

Modified Nodal Force Vector for an Element 

Since interface points are dependent nodes, nodal loads acting 
at these points can also be replaced by a set of nodal loads acting at 
the connecting independent nodes. This may be achieved by equating 
the virtual work done by the nodal loads in the two cases which leads 
to 

{F' } = [T]T{F} (4) 

in which {F } is the original nodal load vector of an element and {F'} 

. ~ 
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is the modified vector of nodal loads acting at independent nodes. ,,_-
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Modified Element Stiffness Matrix 

The expression for the stiffness matrix {k} of a constant strain 
triangular element is standard and may be given as 

{k} = t ![B]T[D][B]dA 
A 

(5) 

in which t and A are the thickness and area of the element, respec­

tively. The strains {E} in the element are related to the stresses 
{o} by 

{a} = (D) {E} 

and to the nodal point displacements {ô} by 
{E} = (B) {ô} 

ln Eq. 6, [D] for a plane stress elastic case is given by 

[D] =~r~ ~ : l 1-v 
o o~ 

(6) 

(7) 

(8) 

The modified element stiffness matrix for element B, which relates the 
forces {f'} at the independent nodes 4, 7 and 6 to the corresponding 

displacements {ó'} at these nodes, is obtained by equating the external 
virtual work in terms of {f'} and {ô'} to the internal virtual work, 
in which stresses and strains have also been expressed in terms of {f'} 

and {ó'}, to yield after simplification 
{f'} = [T]T[k][T] {ó'} (9) 

in which [T]T[k][T] is the modified element stiffness matrix. Equa­
tion 9 is the most general equation for the application of the inter­
face point technique for an element in the mesh-refinement scheme. 

SOLUTION SCHEME 

To obtain the solution of a planer structure within the elastic 
range by the standard finite element method, element stiffness mat­
rices of the type given in Eq . 5 are systematically added to obtain 
the stiffness matrix of the complete structure. This leads to a set 
of linear equilibrium equations, solution of which yields the values 
of the unknown nodal displacements of the total structure, and conse­
quently the nodal displacements for each element. The element strains 

and stresses can then be calculated using Eqs. 7 and 6, respectively. 
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If the structure has been subdivided into various substructures, 
then the equilibrium equations are expressed in terms of the loads and 
displacements of the external nodes only and are solved for the un-
known nodal displacements of these external nodes which are then us~d 
to find the displacements of the internal nodes. lhe procedure for 
finding the element strains and stresses remains the sarne. 

If the mesh in the finite element model contains 'interface' 
points along the common boundaries of some larg~ and small elements, 
then the modified element stiffness, given by [l]1[k][l], is used 
for an element with an interface point as one of its nodes to compute 
the stiffness matrix for the complete structure. This stiffness 

;;j.= 

matrix relates the forces at the independent nodes to the correspond- ~ 
ing displacements at these nodes. If the substructuring technique is 
also uti l ized, then the equilibrium equations involving independent 
nodes are further separated into those expressed in terms of the ex­
ternal nodes ana the internal nodes as described in the previous 
paragraph. Nodal displacements, element strains and stresses can be 
calculated as before. 

As the load is increased, the structure reaches its elastic limit 
at the initial yield load . lhe relationships between stresses and 
strains in the pl astic region become a function of the existing values 
of stresses and can only be defined in the rate form. lhe solution of 
the equilibrium equations must then be obtained by the incremental 
technique, in which the structure stiffness matrix is redefined at 
every load increment by substituting the appropriate plastic stiffness 
matrices for the yielded elements. lhe incremental stress-strain re­
lations within the inelastic range may be written as 

{dcr} = [DP] {de} ( 1 O) 

which are utilized in place of Eq. 6 in the development of the ele­
ment stiffness matrix and calculation of stress increments in a 
plastic element due to an increment of load. lhe solution at a given 
load level is obtained by summation of the various piecewise-linear 
incremental solutions. lhe plastic stress-strain matrix [oP] in 
Eq. lO has previously been developed by Yamada et al. and may be 

..L. 
ii(~ 

found in Ref. [9]. lhe substructuring and mesh-refinement techniques, .;>f 
described earlier for elastic analysis, are also applicable for each 'I 
load increment within the plastic range. 
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The solution of the incremental form of the equilibrium equa­
tions, in general, poses no problems. However, dueto the presence of 
the nonlinearity in the system, the final stresses in the plastic ele­
ments do not satisfy the yield condition exactly unless special 
schemes, such as Newton-Raphson iteration technique, are employed. 
Since this technique is well established and is documented elsewhere 
[10], it will not be described in this paper. 

EXAMPLES 

ln arder to demonstrate the application of the substructuring 
and mesh-refinement techniques, finite element models of two struc­
tures subjected to a monotonically increasing loads were analyzed. 
The first model, which consisted of a disk resting on a rigid surface, 
was made of a coarse mesh with interface points and was selected for 
a verification of the proposed technique. The second model of a 
notched tension specimen, on the other hand, had a much finer mesh 
and was selected without interface points so that a comparison of the 
computational effort with and without the use of the substructuring 
technique could be assessed. The details of these two examples follow: 

Example 1 

The finite element model of a disk with 2-level substructuring is 
shown in Fig. 3. The disk is first divided into 68 parent elements 
with 51 nodal points. Elements 1,2 and 3, shown with hatched lines 
around the contact point B, are superelements and the rest 65 elements 
are of the constant strain triangular (CST) type. Superelements 1 
and 2 each consist of 2 CST elements C and 2 sub-superelements, Q and 
T, respectively. Sub-superelement Q is further subdivided into 8 
CST elements, while sub-superelement T consists of 10 CST elements. 
Superelement 3 has been divided into 8 CST elements and 1 sub-super­
element S at Level-1, and this sub-superelement is further subdivided 

into 12 CST elements. ln this example, sub-superelements Q and T 
have two and four interface points, respectively. The material used 
is assumed to have a linear strain-hardening property defined by the 

., slope H' of the equivalent stress vs. the plastic strain curve equal 
to 0.032E. The disk is subjected to a monotonically increasing con­
centrated load P at the lowest point B of the disk which is also 
supported at the çenter. 
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Fig . 3 Finite Element Model of the Disk 

For convenience, the load may be expressed by a non-dimensional 
parameter p = P/(o0.d.t.), in which o0 is the initial yield stress of 
the material, and d and tare the diameter and the thickness of the 
disk, respectively. The initial yield for the disk occurs in the 
lowest element, denoted as 5 in substructuring Level-0 in Fig. 3, at 
p = 0.0183 . The load is i ncreased gradually and the problem solved 
in a piecewise-linear fashion, as described in the earlier sections, 
without any particular difficulty. Plastic zones grow gradually around 
the contact point with increase in load and the loading is stopped at 
p = 0.0502. 

The complete model of the disk consists of 77 nodal points, of 
which 12 are interface points and 14 are internal nodes. Consequently, 
elimination of these nodes in the substructuring technique leads to a 
problem with 51 external nodes and 102 degrees of freedorn. The solu­
tion of this model is obtained on an IBM 370/165 computer and the 
average CPU time per iteration is 1.3 seconds. Generally, one Newton­
Raphson iteration is required to complete a load increment. 

Example 2 

The second problem consisted of a notched tension specimen with 
fairly fine mesh near the minimum width of the specimen. The motiva­
tion in this case was to investigate whether substructuring in elastic­
plastic analysis requires any significantly additional computational 
effort due to the iterations that are necessary to satisfy the yield 

condition for yielded elements. These iterations are perfdhmed using 
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the modified Newton-Raphson technique . The notched tension specimen 
is also analyzed without using the substructing technique and the com­
putational efforts for the two cases are compared. 

I 

Substructuring 

Levei 2 
Substructuring 

Levei I 
Complete Mesh 

Fig. 4 Finite Element Model of the Notched Tension Specimen 

The finite element mesh, in this case, is shown in Fig. 4, and 
the corresponding element and nodal point data is given in Table 1. 
As can be seen from this Table, the 2-level substructuring reduces the 
number of unknowns from 316 in the case of a model without substruc­
turing to 180 with substructuring. The half band width of the total 

Table 1. Element and Nodal Point Data of Example 2 

Without Substructuring With Substructuring 
Total number of CST elements = 272 Level 
Total number of nodes = 158 
Half band width = 52 

To ta 1 number of supere 1 ernents = 22 
To ta 1 nurnber of nodes = 107 
Level 2 
Total nurnber of superelernents = 8 
Total nurnber of nodes 90 
Half band width 52 

stiffness rnatrix, on the hand, still remains the sarne. The require­
rnents for storage of the stiffness rnatrix are reduced from 16,432 
locations to 9,360 locations, almost half the initial requirernent. 

The solution for this problem in the plastic range for a mono­
tonic·ally increasing load is obtained for the two models using the 
incremental technique described earlier. The initial yield occurs at 
the notch root for both models and the two solutions remain identical 
at higher loads indicating the stability of the proposed substruc­
turing technique for elastic-plastic finite element analysis. 
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It is of interest to compare the amount of computational effort ~i ;· 

that is required for the two models. This comparison is shown in 
Table 2, from which it is obvious that CPU time necessary for the solu­
tion using the substructuring technique is approximately 16% less then 

the one when no substructuring is employed. 
Table 2. CPU Time on IBM 370/165 for Example 2 

Total number of load increments = 17 
Total number of iterations = 23 
Therefore, total number of solutions = 40 

To ta 1 CPU time 
CPU time per solution 

Without 
SüilS"trücturi ng 

213.7 sec 
5.34 sec 

CONCLUS IONS 

With 
SlibStructuri ng 

182.1 sec 
4.55 sec 

From the solutions obtained for the two examples in the pre­
vious section, it may be concluded that the substructuring technique 
can be successfully employed in conjunction with the 'interface point' 
mesh-refinement scheme in elastic-plastic finite element analysis. A 
joint application of the substructuring and mesh-refinement schemes 
permits the analyst to select an extremely small mesh size near the 
point of interest in a problem and expand it easily to a coarse size 
without using the unnecessary large computer storage that would be re­
quired without substructuring. In addition, the use of the substruc­
turing technique in elastic-plastic analysis leads to some savings of 
computational effort. 
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Sumário 

E apresentada uma descrição do processo computacional 

do Programa Analisador Dinâmico de Cascas (PADCAS) compos­

tas de subcascas uniaxiais de revolução, reforçadas por a­

néis circulares e/ou nervuras longitudinais. Cada subcasca 

!-
' 

tem para geratriz da superfície de refer~ncia uma função a- A 
na lÍtica e o seu conjunto constituí uma função seccionalmen ~ 
te contínua. Inicialmente uma solução aproximada é obtida ~ 

través de princÍpios energéticos e empregada, em seu refino 

usando uma generalização do processo iterativo de Vianello­

Stodola. 

Summary 

In thís work, the computational process used by the 

Shell Dynami c Analysis Program (PADCAS) for the determína­

tion of the frequencies and vibration mode functions of 

shells of revolution stíffened by reinforced rings and/or 

longitudinal strings, is presented. The reference surface 

generator, for the whole shell, can be a secctionally con­

tinuous function. Initially an approximated solution is 

obtained by energetic principies and used in an iterative 

generalized Vianello- Stod ola process. 

' ) ~ 
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1. Introdução 

Este trabalho descreve o processo utilizado pelo 

PADCAS, para determinação da solução estática e/ou dinâmica 

de estruturas constituídas por uma sucessão uniaxial de su~ 

cascas de revolução reforçadas por anéis circulares e nerv~ 

ras longitudinais. Cada subcasca poderá ser modelada por um 

conjunto de elementos finitos curvos, do tipo ortotrópico 

ou sandwich , especificado pelo usuário. As subcascas apre­

sentam ou não continuidade de forma em suas interligações.A 

função meridiano em cada elemento de cada subcasca apresen­

ta uma forma quadrática, o que permite a continuidade da 

~unção e suas derivadas através das interfaces dos 

tos. 

z. O ~étodo de solução 

elemen 

A casca é representada por N elementos finitos de fo~ 

ma anular de geratriz curva e comprimento l · .o qual a conf! 

guração deslocamento é aproximada por uma co~<binação linear 

de oit0 funções linearmente independentes de modo a existir 

uma Cllrrespondência biunÍvoca entre OS coeficientes da fun­

ção, ui, (i= 1,8) e os deslocamentos e rotações das inter­

faces dos elementos, i. é, os ai's podem ser expressos em 

termos das três componentes do deslocamento e da rotação m~ 

ridional nos contornos dos elementos. Todas as condições de 

compatibilidade são automaticamente satisfeitas se as 4* 

(N+l) componentes do deslocamento do contorno sao seleciona 

das como coordenadas generalizadas. 

O uso do método do elemento finito, com as coordena­

das generalizadas dadas pelas componentes do deslocamento 

de sua interface, tem sido empregada por pesquisadores usa~ 

do soluções standard tais como Cholesky-Givens, rotações P! 

votais de Jacobi, etc., entretanto este procedimento é lim! 

tado por um aumento de tempo computacional e por problemas 

de precisão numérica para valores grandes de N, sendo por-

a tanto restrito a problemas de autovalores de pequena ordem. 

A formulação aqui apresentada é uma variante da técn! 

ca de solução usada no PROASED - Programa Analisador Dinâm! 

co de Sistemas Estruturais I li. Na solução para o J-ésimo 
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modo, ,ssociado com um numero de onda circunferencial, o e~ 

tado d t casca é caracterizado pelos coefi ci entes de J confl 

guraç6 ·s deslocamentos total da estrutura , dos quais os J-1 

primeiros são aproximaç6es mais precis as , previamente dete~ 

minadas, dos J-1 primeiros modos e a J-ésima f unção é a a­

proximação da J-ési ma forma modal. A maior frequ ~ ncia, sol~ 

ção do problema de autovalores de ordem J, fornece uma apr~ 

ximação intermediária do J-ésimo modo, a qual é usada no 

cálculo da carga estática equivalente e, a través desta, uma 

nova aproximação melhorada do J-ésimo modo é calculada. Es~ 

te processo é repetido até a obtenção da precisão de s ejada. 

As funç6es configuração-deslocamento de toda a estr~ 

tura são determinadas por uma combinaç ão linea r de configu­

raç6es de cargas ou deslocamentos especificados pe lo usuá­

rio. A condição necessária e suficiente pa ra que a solução 

convirja para uma determinada forma modal é que as ca rgas 

especif ccalas contenham uma participação do modo desejado,e 

a su a cunv!rg~ncia é tanto mais rápida qu anto maior f or a 

participaçio deste modo nas funções deslocam ento a ss ocia­

das às car._:as especificadas. 

A repetição do processo iterativo des crito acima re­

quer a determinação da configuração deslocamento, D, asso­

ciada a uma configuração de carga P. Essas soluç6cs s ão ob­

tidas através da superposição da configuração deslaçamento 

da estrutura como um todo, quando se vincula todas as inte~ 

faces dos elementos, D', com a configuração deslocamento, 

D", obtida aplicando nos contornos dos el ementos com inter­

faces não vinculadas, exceto condiç6es vincul a res d e conto~ 

no, a configuração deslocamento produzida pela configuração 

d e forças fixas de contorno com o sinal trocado. 

x± 
m 

Designando por (fig. 1) 

(u± F±] 
m' m [ 

+ + + + + + + 
= ulm' uzm u3m u4m fim fzm f3m f!m J (2.1) 

os vetares de estado nas faces origem (-) e t é rmino (+) do 

m-ésimo elemento,no qual os quatro primeiros elementos s ão 

componentes do vetor deslocamento u e os quatro ultimas a s 

componentes do vetar tensão resultante, tem-s e 

r! 

~ ... .., 

-, 
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Componentes do vetor forças seccionais Fm 

Componentes do vetar deslocamento Um 

Fig . 1 - Componentes do vetar estado da face término dom­

ésimo e lemento. 

( 2. 2) 

ond e Tm é um a matriz de ordem oito cujas submatrizes de or­

dem quatro s ão determinadas em função das submatrizes de 

mesma ord em da matriz d e rigidez intrínseca, K, do m-ésimo 

e l emento por 

-m (Km ) -1 m 
Tll - Kll 12 

Tm (Km )- 1 
12 12 (2.3) 

-m m m m -1 
Kl 1 T2 1 K2l - K22 (K l 2) 

-m m (Km )- 1 
T 2 2 K22 12 
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e Q é o vetor definido por 

-m (Km )-1 F+ G = 1 12 m 
( 2. 4) 

-m m m -1 -- -+ 
G2 = K21 (K12) Fm + Fm 

sendo F- e F+ os vetores forças atuantes nas faces origem e m m 
término do m-ésimo elemento sujeito às forças de superfície 

e com bordas fixas. A matriz T e o vetor Q são denominados 

matriz de transferência e vetor carga, respectivamente. 

Compatibilidade de deslocamento e condições de equili 

brio da (m+l)-ésima borda comum ao m-ésimo e (m+l)-ésimo e­

lemento fornecem, respectivamente, 

u: u;+I ( 2. 5) 

F+ + F- + X U+ + S 
m m+l m+l m m o ( 2. 6) 

onde Km+l é a matriz de rigidez definidora da influência de 

um anel de reforço situado na (m+l)-ésima borda e sm+l é o 

vetor carga externa aplicado ao anel. 

Denotando por 

[ 

I 4 
R -m+l - -m+l 

-K 
e l 

-I 4_ 
e sm+l {-s:J 

as equações (2.5) e (2.6) podem ser combinadas em 

X- = R T X + R G + S . m+l m+l m m m+l m m+l 

( 2 . 7) 

( 2 . 8) 

As quantidades X~ e X~+l são especificadas como condl 
ções de contorno nas faces extremas da casca, e a partir da 

f ace inicial pode-se escrever com 

Tm R T m+l m e Gm 

x; = T 1 X~+ G1 + s 2 

Rm+l Gm ( 2. 9) 

" 

., 

I ,. 
J 

i v 
l 
f 
I 
f 
f 

I 
,j 
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m m-1 m 
x~+l ( 11 Ti) X~ + L ( 11 Tj)(Gk + sk+ 1) + (G + sm+ 1) 

k= 1 k=l j=k+l m 

N N-1 m 
x~+l ( 11 Ti)X~ + L ( 11 Tj)(Gk + sk+l) + (GN + GN+l ) 

k= l k= 1 j=k+l 
... (2.10) 

A Última equação (2 . 10) é compactada em 

(2 . 11) 

Seja ~a matriz representativa da permutação que reo~ 

dena o vetor xl de tal forma que p grandezas conhecidas ap~ 

reçam nas p primeiras posições. Simi l armente P2 reordena o 

vetor Y com gr andezas conhecidas nas q primeiras posições . 

Então com 

X pl xl y P2 y 

A P2 A p1 e B P2 B (2.12) 

tem-se 

Y = A x1 .. - {::} [Ali Al~l ( x,} . f R1} 

A2 1 A22 l xdJ l B2 
J 

(2.13) 

de onde resulta 

xd 
-1 

A12 (Y c - All XC Bl) (2.14) 

yd = Al2 XC + A22 xd + B2 (2 . 15) 

Assim, calculados Xd e Yd usando as condições de con­

torno extremas forma-se x 1 e através das relações (2.10) de 

te r minam- se os vetores de es tado Xk par a k = 2, n. 
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3 . Estrutura do programa PADCAS 

Foi cod ifi cado em FORTRAN IV um programa digital para 

: 1 implementação do proces so descrito anteriorm ente. A figu­

ra 2 aprese nta a sequ ência de subprogramas que 0 PADCAS 

utiliza na s oluç ão das f unç6 es modais de vibraç6es livres.A 

finalidade de cada um desses subprograma s é sumarizada abai 

xo. 

A subrotina LEDADO lê o cartão de controle geral, as 

propriedades geométricas do meridiano das subcascas, as pr~ 

priedades mecânicas da s subcascas, dos anéis e das nervuras 

longi tudinai s, o número a proximado desejado de e lementos em 

cada subcasca, posição de an éis e vínculos especi ais. 

O subprograma PROCED processa esses dados e determina 

as submatrizes armazenado ras das propriedades geométricas 

do meridiano (PRMERD), dos elementos de cada subcasca 

(PRCASC), dos anéis de re for ços (PRANEL), das nerv ur as lon­

gitudinais (PRNERV), das condiç6es de contorno (PRCONT), e 

dos vínculos espec iais ( PRVINC) . Além disso esse subprogra­

ma determina os end er eços do início de todas as submatrizes, 

as quais são armazenadas sequencialmente em um a matriz glo­

bal A ( fi g . 2) , e constroi as matrizes de coordenadas ori­

gem dos elementos cascas (XSU B) , o número e o tamanho axial 

de sses elementos (NELE e XELE) . 

fl' • 

e 

No subprograma CASCAM, as matrizes de rigidez e mass a • -

de cada elemento (MRIGD, MMS S) são construídas e armazena-

das em A. Similarmente são construídas as matrizes de ten-

s6es para os extremos do elemento (TENSA e TENSB) . Quando o 

espaço reservado em A,para essas matrizes ,s e esgo tar , o pr~ 

grama as transfere para unid ade s secundárias d e armazename~ 

to (discos). De maneira similar, no subprograma ANELM, são 

construídas e armazenad a s as matrizes de rigidez e massa 

dos anéis e nervuras longitudinais (MRRIGD, MRMSS, MNRIGD, 

MNMSS) . 

O subprograma SEQRED constroi as matrizes 

m 
n 

i= l 
T. 

1 
e 

m 
n 

j=k+l 
T. 

J 

as reordena,de acordo com as relações (2.12) e as condiç6es 

vinculares da estação considerada,e as armazena em unidade s 

, . 
'• 

~ 
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-PROGRAMA ANALISADOR DINÂMICO DE CASCAS DE REVOLUÇÃO 

Fig. 2 - Fluxograma reduzido do PADCAS e matriz global A 

de armazename nt o secundárias, MTRANS, para uso posterior. 

Na subrotina CA RREG sao lidas as configurações de car 

gas usadas no subprograma ESTATC para a determinação das 

configurações deslocamento comp atívei s, us ando o arquivo 
MTRANS com o proces so indicad o nas equações (2.10) a (2.15). 

Ess as co nf igur ações deslocamento são normali zadas na 

subrotina de obtenção das aproximações iniciais, APINIC, e 

utilizadas nas duas chamada s do subprograma DALA~IB (f ig. 3) , 

para a determinação das forças inerciais equivalentes devi­

das aos an~is, se existirem, e ao elemento casca. Com e s sas 

configurações de carregamento, o subprograma ESTATC determi 

na as configurações deslocamento correspondentes e, nova­

mente, o subprograma VIBRA chama DALAMB para uma reavalia­

ção das forças inerciais. Com as configurações de forças e 

de deslocamentos a subrotina ENERG calcula a s matrizes mas­

sa e rigidez generalizadas, as quais são utilizadas na sub­

rotina AUTOVT para a determinação das frequências e modos 

de vibração 131 • 
No cartão de controle geral da solução dinâm ic a 131 o 

usuário fornece os números máximos de iterações, ITMX, de 

modos desejados, MODMX, assim como a tolerância de precisão 

dinâmi ca , DITOL. Após calcular as formas modais da I-ésima 
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Fig. 3 - Fluxograma reduzido do subprograma VIBRA. 

iteração para o M-ésimo modo é obtido o valor máximo das di 
ferenças, ADF. 

X(K,M,I) X(K,M,I-1), K 1, N 

O subprograma compara as variáveis IT e ADF, respecti 

vamente, com os limites máximos ITMX, DITOL, retornando ao 

seu início se um desses limites for alcançado. 

Após alcançar a Última forma modal, o subprograma re­

torna ao programa principal para impressão dos resultados. 

Antes dessa impressão, são escritos vários valores de 

erros, tais como, erros energéticos máximos, erros no equi­

lÍbrio de-forças nas diversas estações e, também, nos diver 

sos elementos, os quais constituem uma informação de 

de valia na verificação da validade da solução. 
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A análise da distribuição de densidades em corpos es­

firicos de grandes dimensões i feita com base nas tensões 
geradas pela ação gravitacional, verificando-se que uma e! 
pressão na forma elíptica para distribuição radial de mas­

sas especÍficas fornece resultados razoáveis para as pro­

priedades mecânicas no interior da Terra. Modelos para a 

distribuição de densidades dos planetas terrestres e Lua 

são propostos, baseados na hipótese de semelhança para os 

materiais dos núcleos densos. Os valores do momento de 
inircia para Venus e Mercúrio são estimados. 

SU~f\IARY 

The analysis of the density distrihution ín large 

spherical bodies was made based on the stresses generated 

by gravitational action. It was found that an eliptical 
expression for the radial density distribution gives 
reasonable results for the mechanical properties of Earth 

interior. Starting with this assumption, several models 

for density distribution for terrestrial planets and moon 
were proposed, based on the assumption of similarity of 
core material of these bodies. The values of moment of 
inertia of inner planets are proposed. 

ii ·,, 
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1. Introdução 

Os dois parâmetros básicos que indicam a distribuição 

de propriedades mecânicas no interior de um planeta [D , a 
mas s a específica m~dia ~ e o momento de in6rcia em relação 

ao eixo polar I ~ z ti R2 (onde ~ ~ a massa, ~ o raio e z 0 

momento de in~rcia adimensional do planeta), podem ser de­

terminados pela análise da trajetória de satélites ou son­
das espaciais no campo gravitacional do planeta. 

Fig. 1. Massa e momento de inércia dos planetas: dete! 

minados pela análise da trajetória de seus sa­

télites (período, semi-eixo maior da Órbita , re 

gressão dos nodos) 

Além da composição química e estrutura cristalográfi­

ca, são importantes as propriedades elásticas dos mate­

riais bem como sua variação com a pressão [2]. De espe­

cial interêsse é a relação K/p (módulo de elasticidade vo­

lumétrico/massa específica), relacionada com as velocida­

des de propagação das ondas mecânicas (ondas sísmicas [3]), 

bem como o valor aK/aP que ocupa uma posição de destaque 

na análise do comportamento mecânico de materiais submeti­

dos à ai tas pressões (P) [ 4]. 

A determin~ção das tensões geradas pela ação gravita­

cion a l auto-induzida no interior do planeta é proposta no 

presente trabalho, inicialmente supondo o material elásti­

co e homogên e o e em seguida levando-se em conta a variação 

das propriedades.mecânicas provocada por aquelas ten s ões e 

a presença de um nÚcleo denso. 
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Através desses resultados, estabelece-se um modelo de 
distribuição de densidades para o interior da Terra que é 

comparado com as informações disponíveis através da Sismo­

logia. Testado o modelo, ele é então aplicado aos demais 

planetas terrestres permitindo que se faça uma estimativa 

do momento de inércia e raio do nÚcleo pesado de Venus e 

~ercúrio, valores desconhecidos pelo fato desses planetas 

não possuírem satélites naturais conhecidos. 

2. Tensões Devido a Ação Gravitacional 

A ação gravitacional auto-induzida em um elemento de 

•• 

massa de uma esfera maciça formada de camadas esféricas ) 

+ dor 

o e 

Fig. 2. Tensões geradas por ação gravitacional em um 

elemento em coordenadas esféricas 

concêntricas, isótropas e homogéneas, provoca tensões que, 

levando em consideração as condições de equilÍbrio do ele­

mento, nos permitem escrever, dada a simetria geométrica e 

do carregamento, que 

dor 
r 2 """Ci"T + 2 r(or - o 6) z G p Mr (1) 

onde Mr é a massa do n~cleo interno de raio r. 

• 

'il1 
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2.1. Tens6es Considerando a Esfera Homog~nea 

Para uma esfera homog~nea com propriedades elásticas 

constantes (caso simplificado para astros de pequenas di­

mensões como a Lua, cujo valor do momento de inércia adi­

mensional z se aproxima do valor 2/5 correspondente ao de 

uma esfera homog~nea) teremos p(r) p , Mr = 4 w r 3 p e, 

chamando n: r/R, (1) se torna: 

do 
n 2 ~ + 2n(or - o 9) (2) 

Para um material sem rigidez, incapaz de suportar te~ 

soes tangenciais (o que para esferas de gran3es proporções 

como os corpos celestes é uma hipótese razoável tendo em 

vista o fenômeno da flu~ncia [4]), teremos um estado hi­

drostática de tensões (or = o9 = -P) e obtemos, da integr~ 

ção de (2), 

p ( 3) 

Para uma esfera com as dimensões da Lua (R= 1.738 km e p= 

3.344 kg m- 3 [2]), suposta homog~nea , obtem-se para o cen­

tro : 

(Po)Lua 

Supondo, por outro lado, que nao ocorra o escoamento 

do material e que este se comporte na fase elástica, a in­

tegração de (2), usando a Lei de Hooke para pequenas defor 

mações [7], nos leva a 

2 2 3-v 2 
o r = -2 w G p R 15 (1-v) (1 - n ) (4) 

2 3 -v 1 + 3 2 
-2 w. G P 2 R 15 (1-v) ( 1 - 3 v n ) (5) 

que aplicadas à Lua (para um coeficiente de Poisson v = 
0,300) nos fornecem 
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(Po)Lua 0 , 0364 x 10 11 ~ m- 2 • 

2.2. Tensões Considerando a Variação das Propriedades 
Mecânicas com a Pressão 

O elevado valor das tensões calculadas no item prece­
dente nos permite concluir que a hipótese da invariância 

das propriedades mecânicas (densidade e elasticidade) com 

a distância ao centro é descabida, exceto para astros de 
pequenas dimensões. Desta forma, consideraremos para os 
demais casos a massa especÍfica p, o módulo de e lasticida­

de volumétrico K e a pre ssão P (estado hidrostática de te~ 

sões), em pontos do interior da esfera, como variáveis em 

função da distância ao centro r. 

Para um estado hidrostática de tensões,de (1) tiramos 

* -cS J11 cS 112 d11 
n2 o 

(6) 

e da definição do módulo de elasticidade volumétrico [4] 

dP K=pcrp ou k = cS .9.E. d11 
d11 d6 (7) 

obtemos 

cS 2 (~) r cS 11 2 d11, k = - (fl) 
o 

(8) 

onde cS = p/p , k K/4 w G R2 p2 e p = P/4 w G R2 p2
• 

Supondo que o material tenha um módulo de elasticida­

de variável com a pressão segundo a lei linear [4] 

k .. k, + b p (9) 

onde k, é o valor de k na superfície (n=l) onde P=O e b é 

o valor de dk/dp, suposto constante, obtem-se a equação 

de estado ~ 
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Tabela I Parimetros adimensionais correspondentes a 

um módulo de elasticidade (k) variável na 

forma k = k 1 + b p (b = dk/dp). 

(a) Densidade Relativa no Centro da Esfera 
(óo =p/p) 

Ó 1 b= 2,0 bz 2 , 5 b= 3,0 b= 3 , 5 b= 4,0 

0,999 1,0015 1,0015 1,0015 1,0015 1,0015 

0,900 1,1580 1,1509 1,1444 1,1385 1 '1330 
0,800 1,3324 1. 30 21 1 '2771 1,2559 1,2369 

0,700 1,5232 1,4514 1,3947 1,3547 1,3206 

0,600 1,7303 1,5972 1,5048 1,4365 1,3849 

(b) 1-lÓdul o de Elasticidade Adimensiona1 na 
Superfície k1= -ôl 2 /3ól 

Ô 1 bz 2,0 b= 2,5 b= 3,0 b= 3. 5 b= 4,0 

0,999 66,497 66 '4 72 66,448 66,425 66,403 

0,900 0,5637 0,5423 0,5218 0,5021 0,4832 

0,800 o' 2 32 5 0,2137 0,1966 0,1810 0,1669 

0,700 0,1239 0,1079 0,0942 0,0823 0,0720 

0,600 0,0712 0,0582 0,0478 o' o 39 3 0,0323 

(c) Pressão Adimensiona1izada no Centro 
(p = P /4 w G R2 p2

) o o . 

Ô 1 b• 2 'o bz 2. 5 b= 3,0 b= 3,5 bz 4 , 0 

0,999 0,1667 0,1667 0,1667 0,1667 0,1667 

0,900 0,1848 0,1842 0,1836 0,1831 0,1826 

0,800 0,2062 0,2034 0,2011 0,1990 0,1968 

0,700 0,2313 0,2241 0,2184 0,2137 0,2101 

0,600 0,2606 0,2460 0,2353 0,2270 0,2211 

(d) Momento de Inércia Adimensiona1 (Z'" C/MR2
) 

Ô I bz 2. o b• 2,5 bc 3,0 b= 3,5 ba 4,0 

0,999 0,3999 0,3999 0,3999 0,3999 o. 3999 

0,900 0,3883 0,3885 0,3888 0,3890 0,3892 

0,800 0,3761 0,3771 0,3780 0,3789 0,3797 

0,700 0,3633 0,3657 0,3679 0,3698 0,3715 

0,600 0,3501 0,3546 0,3584 0,3618 0,3647 
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k = _k_l_ ób 
(ó d b . 

(10) 

Substituindo (10) em (8), obtemos a equação diferencial 

para ô, 

~+ 
dn 2 

2 dó 
ndil 

+ b-2 (dó)
2 

+ ó~ ó3-b -r drl ~ 
o. ( 11) 

A integração de (11) foi feita [D numericamente pe­

lo método de Runge-Kutta de 4ª ordem, nos permitindo obter 

os resultados apresentados na Tabela I, para valores de 

b = dk/dp entre 2,0 e 4,0 (faixa que abrange a maioria dos 

materiais terrestres e meteorÍticos [5]). 

$upondo a Lua constituída de uma Única fase de um me~ 

mo material que se adensa no sentido do centro em decorrê~ 

cia da pressão se~undo a equação de estado (10) e levando 

em conta o valor de z = 0,392 [1~, obtemos os resultados 

i~dicados na Tabela II que informam as características me­

cânicas do material lunar na superfície e no centro. 

Tabela II. Características do material lunar segundo 

a hipótese K = K1 + b P 

b pI K 1 Po K p 
o o 

3,0 3,109 0,219 3,689 0,371 50,60 

3. 5 3,102 o. 212 3,684 0,389 50,57 

4,0 3,100 o ,198 3,676 0,400 50,53 
- - - - ---

Unidades : p + 10 3 kg m- 3 ; K + 10 11 N m- 2
; P + 10 8 N m- 2 (kb) 

2.3. Tensões Considerando uma Distribuição de Densida 

de~ndo a Forma Elíptica 
Uma função que se ajusta ã condição dk/dp = 3,5 [1] é 

ó ó o (1 - an 2) 1/2 (12) 

.. ~t .. , 

·~ 
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Variando o parâmetro ~entre O e 1, construiu-se a Tabela 

I II [1] . 

P1 

Tabela III. Patimetros adimensionais correspondentes 

à distribuição de densidades na forma e1Í 

· 6 = 6 ( 1 - an 2 ) 
1
/

2 
pt1ca: 

0 
., 

a 6 l kl (dK/dP) 6 k Po z o o 

0,000 1,0000 ... 3,6000 1,0000 ... 0,1667 0,4000 

0,001 0,9998 332,93 3,5997 1,0003 333,53 0,1667 0,3999 

0,010 0,9980 32,933 3,5979 1,0030 33,534 0,1670 0,3998 

0,100 0,9786 2,9358 3,5782 1,0315 3,5468 0,1702 0,3976 

0,200 0,9539 1,2718 3,5534 1,0665 1,8956 0,1743 0,3948 

0,300 0,9250 0,7194 3,5251 1,1056 1. 3581 0,1791 o. \917 
-

0,400 0,8906 0,4453 3,4922 1,1498 1,1017 1,1847 o' í880 

0,500 0,8488 0,2829 3,4545 1,2004 0,9607 0,1914 0,3837 

0,600 0,7965 0,1770 3,4069 1,2594 0,8812 0,1996 0,3786 

0,700 0,7284 0,1041 3,3493 1,3298 0,8421 0,2099 0,3721 

0,800 0,6334 0,0528 3,2749 1,4164 0,8359 0,2237 o. 3639 

0,900 0,4835 0,0179 3,1722 1,5291 0,8659 0,2431 0,3525 

1,000 0,0000 0,0000 3,0000 1,6977 0,9607 0,2761 0,3333 

Para uma esfera com as dimensões da Lua, obtemos 

= 3,10 e Po = 3,64 X 10 3 kg m-'; K1 = 0,215 e K 
o 

0,396 X 1 Ou N m-2 ~ p 50,6 X o 10 8 N -2 m • valores que se 

ajustam aos obtidos no item 2. 2 (Tab. I I) . 

2.4. Tensões Considerando a Presença de um NÚcleo Pe­

sado 

O baixo valor do momento de inércia adimensiona1 da 

Terra (z = 0,3308) e de outros planetas, quando comparados 

com os valores apresentados nas Tabelas I(d) e III, é uma 

evidência de que não se pode supor o planeta como consti-
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tuido de um Único material que se adensa continuamente no 
sentido do centro. Esta conclusão está de acordo com a hi 
pótese da formação da Terra por acrescentamento de partíc~ 

las em um certo ponto da nebulosa solar, que gerou a form! 
ção de um corpo esférico basicamente homogêneo [9]. O es­

tágio seguinte consistiu no aquecimento, principalmente d~ 
vido à radioatividade, que resultou na fusão do ferro jun­

to a superfície, onde~am menores as pressões, dando for­
mação a grandes "gotas" que depois afundaram na direção do 
centro pela ação gravitacional. Segundo B. H. Mason [10], 
a superfície original da preto-Terra teria sido "engolfada 
e digerida", não restando hoje nenhum vestígio da mesma. 

Imaginaremos neste item a esfera constituída de dois 
materiais, ou duas fases de um mesmo material: a) um nú­
cleo denso (metálico) e b) um manto mais leve(silicatado). 

6 6 " 6 ,/ n no(l-annz) "f2 

6 
I n• 

-- :IS --R· 6 = ô ., : m mo(l-amnz) 72 

I ($ 
I I IDI 

6mo 

I I 

n. 1 11 

fig. 3. Distribuição de densidades considerando a pre­

sença de um núcleo pesado 

A Fig. 3 mostra a distribuição de densidades em fun­

çao da distância ao centro tendo-se adotado a relação (12) 

que se mostrou satisfatória em termos do valor dk/dp e on­
de o Índice ~ se refere ao núcleo, ~ ao manto e o subscri-

to (•) à interface entre o núcleo e o manto. •• 
~a superfÍcie teremos, 

6m1 = 6mo ( 1 a ) 1/2 
m km1 

õ m1 1 - a 
3 ( ~ m) 

. ' 

> 

L y; 
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e 

ó mi ( 13) 

que nos dão a distribuição de densidades no manto, pelo co 
nhecimen·to das características mecânicas do material na su 

perfície (óm
1 

e km
1
). 

A distribuição de densidades no nÚcleo (determinada 

pelos parâmetros ó , a e n.) pode ser obtida (1) levando no n 
em conta os valores conhecidos da massa total, do momento 

de inércia z e do fato que o módulo de elasticidade não s~ 

fre descontinuidade entre o manto e o nÚcleo (Km•=Kn•) [3] 
vínculos que nos permitem obter um sistema determinado~ 3 

equações a 3 incógnitas. 

Como um teste do método proposto, utilizaremos os va­
lores conhecidos para o manto superior da Terra (indicados 

pelo equilÍbrio da crosta - Isostasia [4]), a saber 

3,31 x 10 3 kg m- 3 e K 
m1 

bem como os dados conhecidos [2] 

p 5,52 x 10 3 kg m- 3
, R 6,37 x 10 6 me z 0,331 

que nos permitem obter ó -mi 0,600 e k mi 0,0742, que 

vados em ( 13) fornecem am "' 0,7214 e 6mo 1,137. 
As restrições de massa total, momento de inércia e 

dulo de elasticidade, nos conduzem a 

0,556 l ,lO e óno" 2,20 

le-

mo 

A Tabela IV di uma idéia da precisão do método, comp! 
rando os resultados obtidos com as informações sismolÓgi­

cas disponíveis [6]. 
~ Calculando as pressões na Terra através da integração 

de (6) ,utilizando-se os valores adotados para am' ómo, an, 

óno e ó. obtemos : 
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p. 0,1269 P. 1,315 X 10 11 N m- 2 

p
0 

= 0,3421 P
0 

= 3,544 x 10 11 N m- 2 

que comparados com os valores obtidos pelas informações 

sismolÓgicas [6], a saber, 

P. 1 352 x 10 11 N m- 2 e P • o 3,617 X 10 11 N m- 2 

nos indicam uma diferença de 3%. 

Tabela IV. Propriedades Mecânicas do Material Terres­

tre (a) calculadas segundo o método propo~ 

to e (b) determinadas pelas informações 

sismolÓgicas [6]. 

0no Pn• Pm• K K no n• 

(a) 12 ,1 9,86 5,53 15.2 7,26 

(b) 12.6 9,96 5. 53 13.6 6,35 

USI 10 3 kg m- 3 10 11 N m- 2 

3. Modelos para os Planetas Terrestres 

3.1. Modelos para a Terra, Lua e Marte 

K R. m· 

7,26 3,54 

6,43 3,49 

10 6 m 
- -

O conhecimento do interior de nosso planeta, desenvol 

vido pelos estudos sismolÓgicos, nos permite estabelecer 

pares de valores para a massa específica (o ) e módulo de mi 
elasticidade volumétrica (Km

1
) na superfície que, segundo 

o método introduzido no capítulo precedente, nos levam a 

obter o valor conhecido n. = 0,547 para o raio 

pesado da Terra. A partir desses resultados é 

do núcleo 

possível 

construir-se uma série de modelos para o interior da Terra 

dos quais foi selecionado o que mais se ajusta aos valores 

indicados por Anderson e Hart (1977) [6] que correspondem, 

para o material do núcleo, a uma massa específica on 1 =~.9 x 

10 3 kg m- 3
, reduzida à pressão zero. 

A partir dos resultados obtidos para a Terra e, par­

tindo do pressuposto que o material do núcleo da Lua e ~ar 

,. 
~~,' 

'l• •' 
. ~ 



• 

D-177 

te é da mesma natureza, tornou-se possível elaborar a Tabe 
la V que apresenta um modelo proposto para cada um desses 

astros, dos quais se conhece o momento de inércia z. 

Tabela V. Modelos propostos para a Lua, Marte e Terra 

L U A MA R T E T E R R A 
(USI) 

PROP. [11] PROP. [8] PROP. [6] 

Pno 10 3 6,320 5,223 7,54 - 12,32 12.58 

Pn• kgm- 3 6,275 5,209 7,04 - 10,06 9,96 

Pm• 3,415 3,434 3,94 - 5,60 5,53 

n. 0,249 (o. 2) 0,458 0,455 0,547 0,547 

R. 10 6 m 0,438 0,338 1,555 1,544 3,485 3,485 

K 1,498 1,423 3,04 - 15,45 13,64 no 
K 10 11 1,461 1,400 1. 59 - 7. 51 6. 35 n• 
K ma 

:-1 -2 • m 1,461 1,745 1. 59 - 7,51 6,43 

p 0,0583 0,053 0,385 - 3,584 3,617 no 
p 0,0479 0,048 0,203 - 1,354 1,352 
n• 

3.2. Modelos para Venus e Mercúrio 
A ausência de satélites naturais para esses dois pla­

netas interiores do sistema solar impossibilitou, até o 

presente, o conhecimento do momento de inércia, importante 
informação relativa ao desenvolvimento de modelos para 

suas constituições. 
No caso do planeta Venus , que por suas proporções mui 

to se assemelha à Terra, faremos a hipótese de que os mat! 
riais,do manto e do núcleo, sejam da mesma natureza dos 

materiais terrestres (pm
1 

a 3,30 X 10 3 kg m- 3 e K= 0,770 X 

10 11 Nm- 2 ). 

Adotando-se os valores conhecidos (R 
e p 5,246 x 10 3 kg m- 3 [2]) obtemos 

6,055 x 10 6 m 

0,629 k mi 0,0910 am a 0,6973 6mo 1,1433 
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Para cada valor atribuido à n. obteve-se os correspo~ 

dentes de an' 6no e z. Desses valores, selecionou-se aqu~ 
les que dão, para o material do nÚcleo, o valor pn

1
= 5,9 x 

10 3 kg m3
, correspondente ao material terrestre, reduzido 

à pressão zero, nos permitindo propor para Venus: 

n. • 0,532 z = 0,336 R. = 3,22 X 10 6 m 

(VENUS) 
p = 11 6 X 10 3 
no ' pn·· 9,65 x 10 3 pm•= 5,37 X 10 3 (kg m- 3 ). 

A incerteza na determinação do diâmetro de Mercúrio 

nos permite apenas uma estimativa grosseira de sua massa 
específica mas que, apesar de tudo, desde 1960 [2] se sabe 

que é grande para as dimensões do planeta (p- 5,4 x 10 3 kg 
m3

). Não seria plausível portanto, supor-se que o mate­
rial do manto fosse semelhante ao da Terra e Venus. 

Adotando-se para o material do manto de Mercúrio as 

características mecânicas da Olivina Ferrosa (Faialita) P! 
ra a qual se conhece [5] 

p "' 4,39 x 10 3 kg m- 3 e K = 1,32 x 10 11 :-I m- 2 

e como para Mercúrio, R "' 2,443 x 10 6 m, obtemos : 

6m
1 

= 0,8130 km "' 0,9045 e (dk/dp)l 4,9. 

Procedendo da mesma forma como foi feito para o plan~ 

ta Venus, selecionou-se o modelo que nos leva às mesmas C! 
racterísticas para o material do núcleo, que corresponde a 

n. = 0,760 

Pn
0
= 6,89 x 10 3 

4. Conclusão 

z = 0,371 

Pn•" 6,27 x 10 3 

R. a 1,86 X 10 6 m 

(MERCORIO) 

pm•= 4,66 x 10 3 (kg m- 3
). 

A introdução da função elíptica (12) para representar 
a distribuição de densidades no interior dos planetas ter-

! 
.. l ·..:r 

. .l 

~ 

~· ] 
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restres se mostrou adequ~da, principalmente no que diz re~ 
peito à variação do módulo de elasticidade com a pressao 
(dK/dP em torno de 3,5). Através dela tornou-se possível 
estabelecer estimativas dos parâmetros que descrevem as 
propriedades mecânicas daqueles astros, baseado na hipóte­
se da uniformidade de propriedades mecânicas para os mate 

riais de seus núcleos densos. Os resultados obtidos nos 
permitem propor uma equação que se ajusta ao comportamento 

do módulo de elasticidade em função da pressão, a saber 

K = 1,31 + 4,69 P - 0,0222 P 2 (10 11 N m- 2 ) (14) 

onde K1 = 1,31 x lOu N m- 2 e (dK/dP) 1 = 4,69, valores 
compatíveis com os materiais meteoríticos (olivina, pirox~ 
nio, etc [5]). 

A estimativa da pressão no centro da Terra, do módulo 

de elasticidade do material no centro da Lua, do raio do 
nÚcleo pesado de Venus ou do momento de inércia de Merc~­

rio, presentes neste trabalho, não visam o interesse in­

trínseco dessas determinaç5es. Da mesma forma que um as­

trônomo, ao medir a distância de uma galáxia longínqua, e~ 
tá motivado pelo problema maior da natureza do Cosmos, te-
ve-se em mente coletar informaç5es que possam fortalecer 
uma teoria sobre a origem e a formação do Sistema Solar. 

BIBLIOGRAFIA 

[1] Pamplona, C.F.M., "Tensões Geradas por Ação Grav!_ 

tacional Auto-Induzida em uma Esfera Maciça", Te­

se de Mestrado- PUC/RJ, (1978). 

[2] Cook, A.H., "The Internal Structures of the 

Planets", Journal of Geophysical Research, Vol. 42, 

(1975) • 

[3] Bullen, K.E., "An lntroduction to the Theory of 

Seismology", (3ª ed.) ,Cambridge Universi ty Press, 

(1963). 



D-180 

[4] Birch, F . , "Elasticity and Constitution of the 

Earth's Interior", J.G.R.- Vol. 57, (1952). 

[5] Davies, G .F., "The Estimation of E1astic 

Properties from Ana1ogue Compounds", J.G.R. -Vo1. 

44. (1976). 

[6] Andersen & Hart, "Earth Mode1", J.G.R.- Vol. 82 , 

(1977). 

[7] Lowe, A.E .H., "The Mathematical Theory of 

E1asticity", (4!! ed.), Dover Pub1ications, N.Y., 

(1944). 

[8] Reasenberg, R., "The :'>loment of Inertia and 

Isostasy of Mars", J.G.R.- Vol. 82, (1977). 

[9] E1sasser,W.M., "História Precoce da Terra", Earth 

Science and Meteoricts (1-30), John Wi1ey e Sons, 

(1963). 

[10] Mason, B .H., "Princípios de GeoquÍmica", Tradução: 

Rui Ribeiro Franco, Editora U .S .P., (1966). 

[11] Bills, B.G. & Ferrari, A.J., "A Lunar Density 

Model Consistent With Topography, Gravitationa1, 

Librationa1 and Seismic Data", J.G.R.- Vol. 82, 

(1977). 

[12] Blackshear, W.T. & Gapcynski, J.P., "An lmproved 

Value of the Lunar Moment of Inertia", J.G.R., 

Vo1. 82, (1977). 

~ 

~ 

i 

1) 



D-181 

PROCEEDINGS 

UNICAt..IIP 

COBEM 79 
V CONGRESSO BRASILEIRO OE 

ENGENHARIA MECANICA 
CAMPINAS, 12-13-14 o IS DEZEMIIO 1979 8 

TRABALHO TECNOLOGICO 

TECHNICAL PAPE~ 
No DT-05 p_ P. 181 - 190 

ARQUITETURA DE UM SISTEMA MODULAR DE ELEMENTOS FINITOS 

II - APLICAÇOES. 

Clovis Sperb de Barcel lo s 

Prof. Titu l ar - Depto . Eng. Mec ân ica 

CT/ UF SC - Flor ia nópoli s - SC - Brasil 

Edison da Rosa 

Prof. Assistente - Depto. Eng. Mecâni ca 

CT/UFSC - Florianópolis - SC - Brasi l . 

Sumário 

Nes t e art i go sao apr ese nt adas ca racterísticas do Si ste 

ma Modular de Element os Finitos, SIME LF, il ustrados para e l~ 

mentes sól idos isoparamét r i cos de 8, 20 ou 32 nós . A aplica ­

ção inicia l se d e stina ã a nálise es tática de ten sões em s óli 

do s elás ti cos , devido à cargas d is tribuídas, concentradas e 

gradien t es térmicos. 

The a rquiteture characteristics of a Finit e El ement 

Modul ar System , SIMELF, is i llu s tr a ted for isoparametric 

sol id e l ements with 8,20 or 32 nodes . This Syst em is in -

itially applied for thermoelastostatic analysis in 

for concentrated and distribut ed l oods. 

so l i d s 
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1- INTRODUÇÃO 

Em trabalho anterior [1 ] , foram apresentadas as carac ­

terísticas desejáveis para um sistema de elementos finitos. 

Um sistema modular de elementos finitos SIMELF, com tais ca­

racterísticas está sendo desenvolvido. Este sistema consiste 

basicamente de um amplo conjunto de módulos que podem ser a­

glutinados por programas gerenciais de diversos modos. Por~ 

xemplo os módulos podem ser acoplados de modo a se obter um 

programa adequado para a solução de uma classe específica de 

problemas em um dado meio contínuo. Por outro lado, tais mó­

dulos podem ser conectados também por um programa gerencia­

dor mais sofisticado, para constituir um programa de uso ma~ 

geral, isto é, um programa apto para resolver diferentes elas 

ses de problemas, bem como em meios diversos. 

Como ilustração é descrito neste trabalho o processo 

de solução de problemas termoelastoestático lineares em sól~ 

dos de forma qualquer. Tais fenômenos são descritos por equ~ 

ções do tipo K X= F onde F é o vetor de forças de ori ­

gem térmica e de carregamentos nnnais e distribuídos superf~ 

cial e volumetricamente. Na matriz de rigidez K estão defi­

nidas todas as propriedades do meio e as condi ções de contor 

no. O usuário pode opcionalmente calcular a matriz K incluindo 

as propriedades elásticas do material numa t empe ratura de r~ 

ferência, uniforme em todo o sólido, ou então, nas t empera t~ 

ràs locais instantâneas correspondentes ao campo de tempera­

tura de um carregameftto térmico específico. 

2- ARQUITETURA DO SISTE~!A. 

O sistema é formado por um conjunto de fases operacio­

nais de pr~cessamentos independentes entre si . A interligação 

entre as fases é feita pelo programa principal,sendo a tran~ 

ferência dé dados feita pelos arquivos definidos nas unidades 

secundárias, bem como por áreas comuns . O sistema apresenta 

flexibilidade suficiente para permitir a substituição ou in­

clusão de diferentes fases operacionais, confor me seja requ~ 

rido pelo processo de solução e tipo de problema. 

As fases necessárias para constituir um programa de e­

lementos finitos, para o tipo de problema acima mencionado, 

podem ser definidas como : fas e de le itu ra e geração de dados 

J 't 

,., ~ ... .. 
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-LEGER, fase de cálculo das matrizes de comportamento-CALMA, 

fase de montagem das matrizes globais-SOBRE, fase de resolu­

ção do sistema de equações, onde pode ser a solução pelo prQ 

cesso de matriz de banda-SOMBA, ou solução frontal-SOFRO, f~ 

se de processamento final e confecção do relatório-RELATO.No 

caso do SIMELF, foi incluída uma fase, PREPE, logo após a de 

leitura e geração para realizar um pré~processamento dos da­

dos visando uma redução de memória na próxima fase. 

As fases são constituídas de um conjunto de módulos 

que são acoplados por subrotinas gerenciadoras. Um mÓdulo PQ 

de ser definido como um conjunto de subrotinas e funções pro­

gramado para executar uma tarefa específica. Esta programação 

é feita sem ter em vista a resolução de um problema específi 

co, mas sim a possibilidade de ser utilizado em qualquer ti­

po de problema, quando possíve l. Deste modo, a resolução de 

um problema termoelastoestático linear pode ser realizadaron 

fo rme mostra a figura 1. 

LEGER 

1----. I I 1. lf------, 
LEGERI !PREPE I !cALMAI !soFRO! [RELArq 

I;1 NOCC 

Fig.l. Arquitetura do sistema para a solução 
de problemas estáticos lineares. 

3- ARQUITETURA DAS FASES. 

Cada fase do SIMELF é constituída por um conjunto de 

módulos que executam tarefas específicas tendo uma pequena e 

precisa interface çom o sistema gerenciador. Esse sistema g~ 

renciador possui tarefas como:inicialização de variáve is,co~ 

• trole de execução e transferência, definir e redefinir ender~ 

ços, transferência de dados na área usada como "buffer" para 

os arquivos secundários, preparação de dados de entrada para 

os módulos e ordenar a sua execução. Nas figuras 2 e 3 estão 
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esqu ema tizadas as fases com s e us módulos e as subrotinas. 

A fase LEGER ~ constituida dos seguintes módulos: 

TOPO- Leitura e geração de dados que definem a topologia dos 

el ementos, bem como, parâmetros definidores destes. 

COOR- Leitura e geração de dados das coordenadas dos nós. 

PROMA- Leitura e definição das matrizes de propriedades dos 

materiais. Certos materiais tem seus dados embutidos. 

DISLO- Leitura de condições de cargas t~rmicas e distribcidas 

a té o máximo de 30 carregamentos independentes. 

A fase PREPE é constiuida dos módulos: 

PRTEM- Redispõe as temperaturas nodais de acordo com a nume­

ração dos nós dos elementos, conforme o Arquivo 2 de~ 

l ementos e as coloca no Arquivo 4. 

PRCOOR- Coloca as coordenadas dos nós de cada elemento, tom~ 

das a partir do Arquivo 1 e as coloca junto ao pacote 

de informações dess e elemento no Arquivo 2 . 

Para determinar as matri zes elementares em termos de 

valores nodais, a fase CALMA usa os seguintes módulos: 

INCE - Inicializa e define matr izes de parimetros para a 

subrotina gerencial ord enar a execução correta da s ta­

re f as a serem executad as . 

MAPI- Determina as propried ades locais do mater ial . 

FIDE- Determina os valore s locais da funções de int erpolação 

e de suas derivadas, bem como , o operador j acobiano. 

MTEL- Def ine os cabeçalhos das matri zes de ten são e de ri gi­

dez, bem como a integra . 

CARV - Determina as matrize s de força s equi valentes as cargas 

t~rmicas e de massa. 

CARS - Determina ~s matrize s de forças equivalent es as carga s 

superficia is. 

ELEC- Processa os elementos cópia. 

COM PAC- Elimina os parâmetros não nodais, caso existam. 

ARQMA - Armaze na as matrize s dos e lementos no Arquivo 6. 

~ 

~ 

Se o processo de solução esc olhido for o de ma triz ban ,,.:~ 
da, sã o usadas as fase s SOBRE e CALMA . A fase SOBRE obt~m as 

ma t rizes de força e de rigidez elementares com seus cabeçalhos 
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FASE SOFRO FASE RELATO 

DECA 

Fig.3- Arquitetura das fases SOBRE, SOMBA, SOFRO e RELATO . 
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do Arquivo 6, pelo módulo LEIN e interpreta os cabeçalhos e 

sobrepõe as matrizes para obter as matrizes de rigidez e 

força globais pelo módulo SBM. A seguir, a fase SOMBA dete~ 

mina as soluções do sistema de equações para cada tipo de 

condições de contorno. Assim, para cada tipo de condição de 

contorno são executados os módulos : 

DECA- De f ine os carregamentos. Aqui, vetares de carr eg am en­

tos já obtidos podem ser dispostos e sobrepostos con ­

forme for desejado. 

CANO- As cargas nodais são lidas e sobrepostas ao carreg a­

men to já definido no módulo DECA. 

COCOMB- As condições de contorno são lidas e interpretadas 

e as ma tri ze s de rigid e z e força são modi fi cadas ap rQ 

priadament e . 

snsiK- Os vetares solução para os respectivo s veta r es força 

sao obtidos. 

Caso o processo de solução seja o de solução frontal 

sao ex ecutados os módulos DECA e CANO já comentados,bem c~~ 

COCOF - As condições de contorno são lidas, in terpret adas e 

processadas. 

SOSIF- Obtém os vetares solução correspondentes aos vetares 

carga. 

A fase RELATO, executa os módulos de pós-processamen­

to e geração de relatórios para cad a carreg am ento. Os módu­

los operacionais são os seguintes: 

VALNO- Imprime os valores dos gr aus de liberdade nodais. 

ENER- Calcula os balanços de energia global, ext e rn a e in-

terna, bem como a energia de cada e lemento, imprimin­

do os resultados. 

EQUINO- Calcula os equilíbrios nodais e as incógnitas de 

contorno (reações) e gera o respectivo relatório. 

TENGLO- Calcula as componentes de t en são nos pontos s oli< i­

dos, em relação ao sistema global, imprimindo. 

TENLOC- Calcula as componentes de tensão nos pontos so l ici­

tados, em relação a um sistema local, imprimindo os 

resultados. 

TENPI- Calcula e imprime as tensões principais e suas respe~ 

tivas direções. 
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No sistema SIMELF existem ainda dois módulos comuns a 

todas as fases, que são GERECI e MANDA. O módulo GERECI se 

destina a definir os parimetros que irão determinar o proc~ 

dimento de execução do programa. Tais parâmetros definem a 

sequência de execução, características dos elementos dispo­

níveis e características dos Arquivos secundários. O módulo 

é constiuído de um conjunto de subrotinas e áreas de infor­

mação em COMMON. 

Em um programa de elementos finitos, pelo volume de 

informações processadas, é vital que exista um conjunto de 

subrotinas específicas para a manipulação de dados, no que 

se refere a entrada e saída de arquivos secundários, zera­

gem, controle de "buffer", impressão padronizada, etc.Essas 

operações são executadas pelo módulo MANDA. 

4- ESTRUTURA DOS ARQUIVOS 

O arquivamento dos dados processados , ou a serem pro­

cessados, é feita em uma série de arquivos definidos em uni 

dades secundárias de memória. Os arquivos possuem uma nume­

ração interna do programa sequencial de l até o número to­

tal de arquivos. No programa principal é feita a correspon-

dência entre a numeração interna e externa, usada 

DEFINE FILE. 

nos 

O Arquivo I possui 4 ár eas de armazenamento, onde são 

guardadas as informações correspondentes aos dados dos mat~ 

riais, orientações dos sistemas de referência, origens dos 

sistemas de refer ência subest r uturais e a s coordenadas dos 

nós, relativas aos sistemas subestruturais. As propriedades 

dos materiais podem ser fornecidas pe lo usuário, ou então~ 

sar algum dos lO materiais com propriedades já embutidas no 

programa. As propriedades termoelásticas são consideradas 

variáveis com a temperatura, de acordo com as informações 

contidas no ASME BOILER AND PRESSURE VESSEL CODE, SECTION III. 

O Arquivo 2 guard a as informações de cada elementO , CQ 

mo o número do elemento, tipo de material , tipo de el emento , 

ordem das funções de interpolação, ord em da integraç ão, tipo 

de informação desejada no relatório, número dos nó s .do ele­

ment o c coordenadas dos nós , estas relativas ao sistema global. 
O Arquivo 3 contém informações correspondent e s ao 

J ,.I"' ., 

; 
I 
I 
I 
I 
l 

r 
I 
\ 

! 

I 
f 

~ 

1 
···' .'* ·' ~f 



ID
 

§Z 5 o 0:: 
<1 

~
 

o >
 5 o ~ 

'lt 
o ;::: 
:J

 
o 0:: 
<1 

rt) 

o >
 5 o a:: <1 

N
 

~ :::> 
o a:: 
<1 

..... 

a 
o >

 
5 o a:: 
<1 

D
-189 

V
tÚ

 ID
O

 
P

A
R

A
 

E
L

E
M

E
N

T
O

 
C

Ó
P

IA
 

1N
F

O
IH

A
A

Ç
0

E
S 

D
O

 
E

L
E

M
E

N
T

O
 

E
 

V
E

T
O

R
E

S 
C

A
R

G
A

S 
N

O
D

A
IS

 
E

Q
U

IV
A

L
E

N
T

E
S

. 

U
J 

(f) 
U

J 
(f) 

U
J 

Q
) 

...J 
<! 

1
-

o 
o 

lJ.. 
z 

:::> 
m

 
:::> 

z 
:::> 

z 
z 

9 
z 

z 

V
A

'L
I D

O
 

P
A

R
A

 
E

L
E

M
E

N
T

O
 

P
IO

N
 E

 IR
O

 
M

A
T

R
IZ

 
O

E
 

R
IG

ID
E

Z
 • V

E
T

O
R

E
S 

O
E

 
C

A
R

G
t.S

 
N

O
D

A
IS 

E
Q

U
IV

A
L

E
 N

T
E

S
, 

M
A

T
R

I
!E

S
 

D
E

 
T

E
N

S
Ã

O
 

a: 
1

-
z 

1
-

(/) 
C

ll 
Q

. 
Q

. 
U

J 
a: 

U
J 

o 
C

ll 
...J 

0::: 
lJ... 

:::;: 
:::;: 

...J 
C

L 
:::;: 

o 
z 

:J
 

:::> 
:J

 
(!) 

U
J 

z 
:::> 

..., ..., 
z 

z 
z 

z 
z 

IN
F

O
R

M
A

Ç
Õ

E
S

 
D

E
 

C
A

R
G

A
S

 O
IS

T
R

IB
U

IO
A

 
S

O
B

R
E

 
A

 
S

U
P

E
R

F
ÍC

IE
 

D
O

 
E

L
E

N
E

N
T

O
. 

-
D

A
 D

O
S

 
0

0 
C

A
R

R
E

G
A

M
E

N
T

O
 

F
A

C
IA

L
 

K
A

C
A

.
O

t 
o il~l l.l...l 
<! 
u <! 
:>.: T

E
M

P
E

R
A

T
U

R
A

S
 

N
O

O
A

1
S

 
D

E
V

ID
O

 
'A 

C
A

R
G

A
S

 
T

É
R

M
IC

A
S

 

O
/. D

O
S

 
D

O
 

C
A

R
R

E
G

A
M

E
N

T
O

 
N

2
 

N
 C

A
R

 

a: ~1~1 
<

! 
u z tN

F
O

R
M

A
Ç

0
E

S
 

S
O

B
R

E
 

O
S 

E.L
E

M
E

N
lO

S 
E. 

P
R
E
C
I
S
~
O
 

O
E 

F
O

R
M

U
L

A
Ç

Ã
O

 
E

 
lN

 T
E

 G
R

J
\Ç

Ã
O

 

D
A

 [lO
S

 
S

O
B

R
E

 
o 

E
L

E
M

E
N

T
O

 
O

E
 

N
i 

N
U

L
E

 

w
 ~~~J~t~1~1 

~
 1 

a: 
...J 

8 
:::> 

z :::> 
u 

z 
z 

X
 

T
E

 

I­=> 
o N

SA
O

 

jcn D
O

 

P
R

O
P

R
I

E
D

A
D

E
S

 
E

L
Á

S
T

IC
A

S
 

M
A

T
R

IZ
E

S
 

_O
E

 
O

R
IG

E
N

SO
O

S 
O

E
 

R
E

F
 

S
IS

T
E

M
A

S
 

0
0

 s 
M

A
T

E
R

IA
IS 

1
-

w
 

tj 
~
 

<! 
:::> 

:::;: 
z X

 

T
R

A
N

S
IÇ

A
O

 

o 
o z 

11.. 
w

 
o 

a: 
z 

z 

E
R

fN
C

IA
 

o 
X

 

P
O

N
TO

 
L 

~lt:; ~~ 

V
l 

o >
 

.... ::l 
cr 
... (1j 

V
l 

o 

"' (1j .: 1-< 
Q

) 

.... .: 
.... (1j 

1-< 
::l 
.... ::l 
1-< 
.... V

l 
IJ.l 

I 
q b

O
 

..... 
u.. 

C
O

O
R

D
E

N
A

D
A

S
 

D
O

S
 

N
d

s 

ID
 

~
 

X
 

o 
o 

z 
u 

z 
z 



D-190 

carregamento térmico que está solicitando a estruturas,ou s~ 

ja, devido a distribuição de temperaturas. O Arquivo guarda 

informações de vários carregamentos térmicos. 

O Arquivo 4 possui 2 áreas de informações de valores 

nodais, uma de carregamento distribuído e outra de temperat~ 

ras. Os dados neste Arquivo são guardados em pacotes de in­

formação por elemento, de modo a facilitar o processamen­

to posterior. O Arquivo 5 funciona como área de trabalho, p~ 

ra armazenamento provisório de matrizes. O Arquivo 6 contém 

as informações finais, já processadas de todos os elementos 

que formam o model~. em termos das matri•es de rigidez, vet~ 

res de carregamento (térmico e distribuído) e matrizes de 

tensão nos pontos de interesse, matrizes de rigidez e forças 

globais do sistema. 

COMENTÁRIOS. 

Com a implantaÇão do sistema modular de elementos fini 

t< s, SIMELF, tem sido criada uma biblioteca de subrotinas e 

fnnções para a solução de tarefas numéricas. Essa infraestr~ 

tLra de programas disponíveis, embora e steja no momento in­

completa, já tem sido utilizada em tarefas de ensino e pes­

quisa, cumprindo assim , parte de seus objetivos. 
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SUMÁRIO 

Neste trabalho, elementos finitos mistos isoparamétri­

cos são derivados para a análise de estado plano de tensões 

e de sólidos axissimétricos. E feita a consideração de gra~ 

des deformações, com o uso de um princípio variacional incr~ 

mental. 

Relações constitutivas de materiais hiperelâsticos in­

compressíveis são também consideradas. 

Alguns resultados são apresentados e comparados com ou 

tras aproximações. 

SUMMARY 

ln this work, mixed isoparametric finite elements are 

derived to analyse plane stress and axisymmetric problems . 

Finite strain is considered with a incremental variational 

principle. 

Incompressible hyperelastic materials are also included. 

Some results are presented and compared with others 

approximations. 
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1. Introdução 

A anilise de elasticidaJe finita pelo M.E.F. i exten­

sivamente desenvolvida na referência [1]. Nesses estudos 

) 
·~ · " ~ 

tem sido utilizado uma forma modificada do princípio dos tr~ l, 
balhos virtuais. No presente trabalho a anilise de grandes 

deformações de materiais elásticos e hiperelásticos i cond~ 

zida por elementos mistos isoparamétricos derivados de um 

princípio variacional incremental, tipo Reissner. A análi-

se se vale de formulação Lagrangeana e i aplicada a proble­

mas de estado plano de tensões e sólidos axissimitricos. O 
elemento rlesenvolvido i isoparamétrico quadritico,aproxima~ 

do-se tanto as tensões como os deslocamentos pela mesma fun 

ção. 

Nos exemplos analisados utilizou-se um processo pura­

mente incremental. 

2 . Princípio Variacional Incremental 

O funcional incremental de Hu-Washizu [7] correspon ­

dente a configuração de tempo t + ~t e referido a config~ 

ração indeformada, pode ser escrito como: 

~'~~H.W. 

onde: 

f U 0 dV + J ts.. n .. 0 dV - R 
~ o l.J o l.J o ov ov 

- J S .. [R. .. - 1 ( u .. + u . . + tu . u . + 
Ol.J Ol.J 7 Ol.,J 0),1 ok,1ok ,J 

o v 

+ ouk,i ~ uk,j)J odV- J 
os 

u 

t . 
o 1 

(u. - ü.) 0 dS 
1 1 

(l) 

U~ - função energia de deformação incremental 

ts . . - zv tensor de Piola-Kirchhoff na configuração de tem­
o 1) 

s .. 
o l.J 

po t referida a configuração indeformada 

t+H5 . . 
o l.J 

ts . . - Incre mento das tensões 
o lJ 

~ 
1 

!. ., 

í 
t. 

~· /: 
~· !' 

' 1 
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o lJ 

t .. 
o lJ 

u. 
1 
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0
tij + 0 Dij - Incremento das deformações de Green-La 

grange 
1 ( t tu 
2 oui,j + ouj ,i+ ouk,i ouk,j +o k,j ouk,i) 

t+L\t u. 
1 

- Incremento dos deslocamentos 

0
R - Potencial dos incrementos das forças externas referi­

das a configuração indeformada. 

A notação empregada é proposta na referência [3]. 
O Último termo da expressão refere-se a relaxação das 

condições de contorno em termos de deslocamentos. 

No funcional descrito tem-se as seguintes quantidades 

sujeitas a variação: S .. ,u., t . . ,t., e nehuma condi-
o lJ 1 o 1J 1 

ção subsidiária. A condição de estacionaridade desse fun-

cional acarreta li LI 11H. W. = O , que é a· forma incremental 
do princípio variacional de Hu-Washizu. 

O funcional incremental genera li zado apresentado pode 

ser reduzido a um funcional incremental do tipo Hellinger­

Reissner expresso por: 

onde assumiu-se que u. 
1 

em e: 

S.. t . . - U
11 o lJ o lJ 

(2) 

é a função energia complementar de deformação incremental. 
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é a relação incremental ten são - deformação. 

A fo rma inc rement al do princípio de Hellinger-Reissner 

estabe l ece que os campos S .. , u . , que tornam estacioná-
o lJ 1 

r i o o funciona l, ~ nR podem ser obtidos por: 

6 ~ nR = O ( 3) 

3. Modelo Discreto - Materiais Elásticos 

Na presente análise valeu-se de elementos mistos is o­

paramétricos utilizando-se as mesmas funções de interpola­

ção quadráticas para os deslocamentos e tensões. 

Estas expansões são representadas matricialmente por: 

u = N v 

onde: 

o~ A P 
- 0-

v - vetor dos incrementos dos deslocamentos nodais 

p - vetor dos incrementos das tensões nodais 
0-

(4) 

Considerando-se um Único elemento ~ nR pode ser escrito 

por: 

1 T T 1 T 
~ nR = - L oE ~ oE + oE ~ ~ + L ~ ~o ~ - v o9 ( 5) 

onde: 

f = f AT DA 0 dV k = f N'T o N' 0 dV - - - -o - - -Oy Oy 

~ = f AT B 0 dV 
0
9 = J ~ T F 0 dV + f NT T 0 dS - - 0- - o-

Oy Oy os 

f: = B u u' = N' v 
0 - - - - -

A variação de ~ 1T I{ fornece : 

_,<I 
;; · 

$ 

~ l . -· 

-:'~ 11! : 
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Definindo - se os parâmetros nodais, 
0
vi por: 

ovi = [o 511 o5 zz o5 12 u vJ: 

A equaçao (6) toma a forma seguinte: 

(6) 

( 7) 

[8) 

Esta equação é es tendida a todo o domínio somando-s e as con 

tribuições de cada elemento, e resolv ida em cada incremento 

segundo os processos usuais. 

4. Hodclo Discret o - Materiais Hipere lâ s ticos Incom­

pressíveis 

Para prohlemas de estado nlano de tensão algumas sim­

plicações são possíveis, de modo que não hi alt eraçõe s nas 

expressões apresent adas. 

A equação constituti va a ser utili za da encontra-se na 

referência [8]. 
rrat ando-se de proble mas tridime nsionais, estado pla­

no de deformação e sólidos ax issimétr icos , a dependência de 

S .. com relação a pressão hidrostáti ca h , deve ser conside 
lJ 

r ada. Os incrementos de tensão são então expressos por: 

ou 

onde: 

s .. 
o lJ 

s .. 
o lJ 

a t s .. 
o lJ h __ t_h_ o 

o 

s~. + ctc . . ) -l h 
o lJ o lJ o 

(9) 

(10) 

(11) 
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o c ij = oDijkl o5 kl 

sendo 

oskl - incremento das tensões de distorção 

A relação (11), para problemas de estado plano de de­

formação , por exemplo , é: 

o 11 oe22 oel2 - oel2 oe22 

.~. 

s· I I t 2 t 2 t t 1 
s. I - 2 th I t 2 t t ~ o 22 - - o oell - oel2 oell + ,. 

te te + te 2 j 
S' J. l SIMETRieA 9 11 0 22 0 12 

L o 12 2 J 

r o 1 o l I oEll 

+ 4 e2 11 o o jl 1 0 E 22 1 (12) 

l O O - l L 2 oEl2 

onde utilizou-se u~a função energia de deformação do tipo 

Mooney-Rivlin. • 

Nesses casos o funcional (2) ficará acrescido da ex­

pressão 

f t o 
oh oeij o~ij dV 

o v 
e os incrementos de tensões totais serão agora incrementos 

de tensão de distorç i o. 

mação 

K 
-o 

o 

o 

Acrescentando-50 ao modelo discreto anterior a aprnx! 

h 
o 

o 

o 

o 

~h o~ 

o 

o + 

o 

ch·~ ga-se ao seguinte sistema de equações: 

o GT 0~ l I ':' I I o9 1 1 0 

G F O I I 
0
p I - I O I = I o 

O j 1L 0 ~ I I O I I o ~h o 
( 13) 

I 
I 
1 
1 
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onde a sub matriz 0h é dada nor 

I T o 
0h = ~h g B dV 

o v 
sendo g um vetor que contéM os te!l'lOs distintos de 

convenientemente arr anja dos. 

S. Resultados da Análise 

etc .. )- 1 
o lJ 

Para ilustrar a ap lica ção da formulação apresentada, 

analisou-se a membrana indicada na Figura 1. A configura-

ção final foi at ingida em 16 incrementos de ca r ga . Deve-se 

notar que o desl ocamen to fin al do lado de anli cação de car­

ga é da ordem do comprimento orig inal da peça. 

Os result ados most raram co ncord i ncia com os da refe­

rênc ia [6J e para evi denc iar a grand e diferença das tensões 

Piola-Ki rchhoff e Cauchy a distribuição dessas grandezas é 

apresentada em duas seções . 

6. Con clusã o 

A análise de grandes deformações pelo método dos e le­

mentos finitos tem sido extensivamente desenvolvida por mo­

delo s de desl ocamento. Anenas recentemente, mostrou- se in­

teresse para a consideração de model os mistos e híbridos . 

Esses modelos fornecem sol uções sa ti sfató rias mesmo 

com o uso de proc edimen tos pur amente inc rement ais . Além di~ 

so, essas aproximações podem se tornar co nv en ientes para di 

versas outra s ap l icações . 
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Sm1ÁRIO 

Por razio da consulta de uma empresa foi determinada a 

resist~ncia de uma chavet a de dur :!luminio, usando um pro gra-

ma de análise elastoplâstico com el e me ntos finitos. 

riormente os resultados numéricr.s foram comparados com 

determinação experimental . 

SUMMARY 

Following a consult by a firm, a strength of a 

Post e -

uma 

key was determined usin g a elastoplastic finit e e lement 

program. Numerical results are compared with experime ntal 

date. 

~. 

) 

~ 

'll 
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l. Introdução 

O presente trabalho descreve a aplicação de um progra­

ma de anilise elastoplistica, apresentado e discutido nas re 

[erências [l], [2], a um problema técnico originado da con­

sulta de uma fi rma loca l. 

A peça ind ica da na f ig. 7 é uma chavet a pertencente 

ao rotor de um gerador elétrico. As chavetas,construidas em 

du ralumínio, vem de fibrica pintadas com uma ti nt a especial, 

que sof r e uma mudança de cor se a temperatura ultrapassar um 

certo limite miximo admissível. Devido a um aq ueci mento ac i 

dental, essa temperatura limite foi atingida. O pessoal e n­

carregado da manutenção do gerador solicitou ao Cu rs o de Pós 

Graduação uma anilise elistica, que foi realizada usando o 

sis tema Lorane [3). Ta l anil is e mostrou a ex is t ência de co n 

cen.tr açiio de tensões no ponto D da fig. 4. 

Eventualmente, a firma resolveu o problema trocando as 

chavetas . No entanto, surg iu nos a ut ores a idé i a de es tuda r 

o comportamento elastoplistico da referida peça. O p r ob l e ma 

resultou bastante interessante e co m algumas faceta s comple ­

xas . A solução obtida é aqui apresentada com o intuito de 

indicar algumas das dificuldades que podem aparecer nas ana ­

li s es e l as toplisticas de si.tuaç ões re a is (em contrast e com 

problemas de tipo acadêmico, ge ralmente com co ndi ções de con 

torno melhor definidas) e mo s trar que, apesar destas difi­

cul dades, pode ser obtida uma aproximação razoivel. 

Nas Seções 2 e 3 são descritos os detalhes das anili­

seS exper imental e teóric a re a li za das. Na Se ção 4 s ão comp~ 

rados os resultados e na Seção 5 são apresentadas as co ncl u­

soes . 

Z. Anilise Expe rimen tal 

O estado de carga sobre a peça em estudo foi simulado 

usando o sistema indicado na fig. l, em conjunto com uma ma 

quina de ensaios. O e leme nto "a" , s endo bem mais ríg i do que 

a peça ensaiada ap li ca a ca r ga na forma de ' des loc ame ntos 

(aproximadame nte ) uniformes ao longo de AB. Esta condição' 
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p 

a 

fig.1 

pode não corresponder exatamente à condição existente na si­

tuação real. 

Durante o ensaio determinou-se a curva carga-desloca­

mento pa ra a linha AB usando um extensômetro tipo "clip" com 

precisão de 0.01 mm. Para estabelecer as deformações esp~~ 

cíficas usou-se uma retícula gravada na peça, fig. 2. As d~ 

formações da retícula foram determinadas a posteriori por 

meio da tela de um durômetro com amplificação. 

fig. 2 

~· · 

) 

~ 

• .,t 
•1J, 
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A relação tensão-deformação para o material, determinada por 

compressão de um corpo de prova c ilíndrico é indicada na fig. 

3. 

3,65 

cr kgj'cm2 

1000 

0,01 

-ex perim e ntal 

·-- ac\oiado 

E = 590000 kg/cm? 

H'= 3000 kglcm2 

0,02 0,03 .. 0,04 

3. Anil i~e Numér ica 

A anilise numéric a foi real izada empr egando um progra­

ma e lastoplistico baseado na técnica dos eleme nto s fin itos . 

Esse pro grama usa o método incremental com matriz tanger.te, 

cons iderando o caso de p<'quenas deformações e lásti cas e .-.ra!l_ 

des deformações pl ástic as (descrição referen c ia l ). A teoria 

bisica, alguns exemplos clássicos e outras r eferências pr :km 

ser encontradas em [1], [2]. No presente momento o pro g rama 

esti limitado ã utilização de element os tr iang ul ar e s com va­

ri ação linear de des loc ame ntos , es tado plano de tensões (com 



D-204 

variação de e spessura ) e critério de escoamento de von Mises 

com endurecimento isotrópico linear. A amolia~ilo das capaci­

dades do sistema em virias direções esti em andamento. 

A fig. 4 indica a malha utili za da para a anilise, com 

97 elementos e 63 nós. De acordo com o indicado na Seção 2 

a carga foi assumida na forma de deslocamentos impostos, uni 

formes sobre AB. Ao longo de CD não foi cons ider ado o efei 

to do atrito. Esta hipótese simplificadora, embora este­

ja provavelmente do lado da segurança, deveri ser reestu­

dada. 

fig 4 

i~esentação de resultados 

A zo na sombreada na fig. 4 indica a região plastific~ 

da de acordo com a solução numérica , para o espécime com uma 

ca r ga P=5 219 Kg . 

Fi g. 5-a indi ca linhas de nível para a espessura do 

espécime sob uma carga de P=5219 Kg , obt i das pela anilise 

numéri ca. Es t a s linhas de nível podem s e r c omparadas com as 
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determinadas, por medição, sobre o corpo de prova deforma­

do, fig. 5-b. Observa-se uma razoável aproximação qualita­

tiva. As diferenças podem ser atribuídas às aproximações 

feitas na análise numérica. As deformações específicas ta~ 

bém aproximam razoavelmente bem as obtidas experimentalmente. 

Na fig. 6 comparamos as relações carga-deslocamento p~ 

ra a linha AB, obtidas das experiências e da análise numérica . 

........ ,,.·_ 

~--------------------'-'-,~ao o 

5 

a 

carqa-kg" 

1000 

0,1 

fig. 5 

experimental 

O,!::i 
fig. 6 

b 
ao o 

desloc.-mm 

1,0 
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S. Conclusões 

O exemplo descrito indica que o programa desenvolvido 

pode s e r de utilidade para estimar o comportamento elasto­

plásti co de peç as de máquinas ou estruturas com deformações 

plásti c as finit as. 

Devido à concentração de deformações plásticas com i~ 

portantes mudan ça s de espessura e ao efeito de atrito, o e~ 

tado de tensões re a l tende a afastar-se do estado plano. Um 

programa com elementos finitos tridimensionais isopar a m~tr~ 

c os está em e stági o d e de senvolvimento e esperamos, num fu­

turo próximo, usá -lo para resolver o mesmo probl ema e con­

feri r os resulta dos. Di versos cri t~rios de endurecimento se 

r; ,o também impl ementados. 

Outras dúvid as, de mais difícil elucidação correspo~ 

dem às condi ções reais de c a rga e apoio. Este Último t e ­

m<•, e em particular 'I representação do atrito,~ de grande 

import ância e s e rá objeto de um estudo mais aprofundado. 

Agrade c imen~os 

Ao pessoal dos Cursos de Pós-Graduação em \Metalurgia 

da UFRGS e da UFMG pela colaboração na parte experiMental. 

Bibliografia 

[1[ Groehs, A.G. e Creu s , G.J., Análise Elastoplás­

tica de Estados Planos de Tensões Utilizando Ele 

mentos Fin i tos. IV Congre sso Brasileiro de Eng~ 

nharia Mec ânica , Florian6polis, dezembro, (19 77) . 

[2 [ Groehs , A.G. e Creus, G.J., Análise de Gr andes 

Deformações Plásticas. II Simpósio sobre Siste-

mas Comput a cionais para Engenharia Civil, São 

Paulo, (I 978). 

~ 
' ! 

, 
't1 



D-207 

131 Ferrante, A.J, Santos, M.I,G., Chagas f9, E. e 

Franco, J.S.G., A Linguagem Lorane Linear para 

Análise Estrutural por Computador. Curso de Pós 

-Graduação em Engenharia Civil, UFRGS, setembro, 
(1977). 



ANAIS 

<J.tST~ 

l.-..\ 

D-208 

COBEM 79 
V CONGRESSO BRASILEIRO DE 

ENGENHARIA MECANICA 

PAOCEEOINGS 

~ ... ~ 
CAIIPIUS, 12 - 13 - H 1 15 DEZEIIIIO IHt 8 UNICAMP 

TRABALHO T~CNOLOGICO 

TECHNICAL PAPER 
N. 0 DT-07 P. P. 208 - 216 

ELASTO-PLASTIC BENDING \I'ITH INHIBITED TORSION OF A THIN 

'ii ALLED CHANNEL SECTION BEAM 

D. Ruzic 
Faculty of Mechanical Engineering, 
University of Belgrade, Belgrade, 
Yugoslavia 

SU!'lMARY 

The common expression for the determination of càe 
bimoment is derived for elasto-plastic channel section 
subjected to bending and inhibited torsion separately. 
The same expression is applied for the simultaneous load­
ing. Conditions defining the initial yield stress and the 
final total plastification of the section are derived and 
corresponding diagrams are presented. 

RESUN.f: 

La formule commune pour la determination du bimoment 
est derivée en domaine élasto-plastique pour une section 
en U à parois minces, subie séparement à la flexion et à 
la torsion empechée. La même formule est appliqu~e en cas 
de charGement simultané. Les conditions pour la contrainte 
d'écoulement initial, ainsi que pour l a plastification to­
tale de la section sont trouvées et les diagrammes corres­
spondants sont donnés. 

tt 

.. 
•t 
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1. INTRODUCTION 

There are many metal structures that are eomposed 
of open section thin walled ~lements. In some of those 
structures, as for example in commercial vehicle chassis 
frames, the theory of elastic properties of open section 
thin walled beams has obvious applications. Frames typical­
ly consist of channel section side members and open section 
side members. The joints between these elements provida the 
most obvious area for the application of the theory of in­
hibited warping. 

The problem of the torsion of open section thin wall­
ed beams in elastic region was discussed for some fifty ye­
ars by many authors like s. Timoshenko, R. Ma,illart, H. Wa­
gner, v. Vlasov, c. Kollbrunner, N. Hajdin. 

The torsion and inhibited warping of thin walled be~ 
ms in elasto-plastic region drew the attention during last 
ten years. Between several papers written by Strelbizkaja, 
B. Akesson and J. Bãcklund,it is necessary to mention two 
volumes written by c. Kollbrunner and N. Hajdin [1] , [2]. 

This paper is mainly based on the resulta given in 
[2] • The author tried to derive the expressions for cal­

culation of bending noment and bimoment for elasto-plastic 
beam in the forms in which they were not written bafore. 
~hose expressions were applied in order to find the condi­
tions for the first appearance of yield stress in the sec­
tion and for total plastification of the cross-section, 
loaded by a bending moment and bimoment sirnultaneously. 
The material of the beam was assumed to be elasto-plastic. 

2. THE DEFINI'l'ION OF i, BHíOEENT 

If an open section thin walled beam is subjected to 
torsion, sorne warping of cross sections will take place. 
In the case of inhibited warping,norrnal stresses, perpen­
dicular to the cross section, will appear. ln the elastic 
region their distribution over the cross section will be 
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proportional to so called sectorial coordinate (.) • The 
_diagrarn of the sectorial coordinate (.) for a channel sec­
tion (Fig. 1) is shown in Fig.2 (see [1]), where do de­
fines the position of a point called shear center. 

b(/f 

'" bfl t: .. 
--.() 

é,,t, 

Fig. 1. A channel section 

- ,{6, -cf.)btj2 

Fig. 2. Sectorial coor­
dinate 

i 

~· . 

~ 

For the reasons explained later that point \'lill be . 
called here the principal pole. !,. 

A bimoment is by definition (see [lj) e;iven by the r'* 
expression 

Mu .jr:r w dF • 
~ 

3. ELASTO-l'LASTIC PURJ;; BENDING 

(1) 

If a bearn of an arbitrary cross-section is loaded 
only by a bending moment My about the axis x (see Fig. 
1), it can be assumed that only normal bending stresses 
will appear. They will be distributed over the cross-sec­
tion according to the following well known expressions 

cr (l' ) = E • - E 7 y , l.!: t r { e 1/ 

1y UT signy .. crT sign y, é>é.r (2) 

' 

•'i 

·~ 

! 
l. 
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where E is the modulus o:f elastici ty, é, is a strain, y 
is a coordinate (see Fig. 1), ~ is a displacement in y 
direction, '?" = a2"'ll ô z2, z is a coordinate measured a­
long a beam, u T is the yield stress and é T is the stra­
in which corresponda to the first appearance of the yield 
stress. 

A bending moment can be calculated from 

My .. jF CJ y dF , (3) 

and a bimoment must be zero. 
For a channel section the distribution of the nor­

mal stresses is shown in Fig. 3, a - d. 

crT - I 
-c. 

<1. 

+ I CTT 

Fig. 3 Elasto-plastic bending of a channel 
section beam 

From the condition that the bimoment must be zero 
it follows 

d/bl .. 6/(12 +}. (3 - t 2 )) t (4) 

that is in agreement with the expressions in ll1 • 
This means that the shear center (or bending center) 

of a channel section changes its position during the pla-
stification. 'l'hat is why the geometrical characteristic d0 

of the channel section will be called the principal pole. 
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Those two points will coincide only until the normal stre­
sses in the section are smaller than ~T. 

It can be shown, after some calculations, that in 

the case of elastoplastic pure bending of a channel sec­
tion beam a bending moment is obtained from (3), and that 
a bimoment will be zero if it is calculated from 

l u w dF 
l'-1.., = . . 

<i w dF + d 0 (l'Iy l'tyT) ' 
Ky!. l'1yT 
l'1y:> MyT 

(5) 

It is necessary to underline that (1) or (51) can 
be used only in elastic region. 

4. EL ASTO-PLAST IC H :tliBITED ; ',•iARlJING 

If an arbitrary thin walled section is loaded only 
by a bimoment M.., , some normal stresses will appear in 
the section and they can be distributed according to 

<r (11., ) = { - E tp" ( t.J 

<í T sign( I;) 
+ LHJ)' t ~!T 

+LHJ),é.>€-T (6) 

where ~ is the angle of rota tion of the cross section, 
and 40 is an additional member having the dimension of 
th e sectorial coordinate w. 

For a channel section the stress distribution can 
be assumed to be as it is shown in Fig. 4, a - d. 

~-~ g 

v,. crT 

O'" r 

Fig. 4 Channel section loaded by a bimoment 

{ . 

_ .. 
": 
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The addi tional member á &J for a channel section can 

be calculated from the expression 

(7) 

where 5 is the distance from the vertical web (see Fig. 

5), and g0 and g are shown in Fig. 4. 

Fig.5 .ó 4J diae;ram 

The bending moment V~ must be zero in the considered 

case of load ing and such a resul t will be obtaine~d if ~'~y 

is calculated using (3). The bimoment can be calculated 
from the sarne expresions ( 5 ) as in the previous case of 

pure bend inr; . 

Fig. 6 ~141Tt Mt.JT2 and Nop 
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There are three special values of the bimoment du­
ring the propagation of plastic zones along the cross sec­
ti0n and they are the first appearance of yield stress in 
the section .. HQT (see Fig. 4,a), the first yield stress 
in the vertical web - MoT2 (see Fig. 4,b) and the total 
plastification of the section - MQp (see Fig. 4,d). The 
change of f'liJT, l'1oT2 and Kop wi th respect to the dimen­
sionless coefficient ) = b2 t 2/b1 t 1 is shown in Fig.6. 

5. A CHANNEL SECTION LOADED BY A BENDING l'lONENT 

AND A Bil'iOMENT SIMULTANEOUSLY 

If a cross section is loaded by bending moment and 
a bimoment simultaneously, both of them will cause some 
normal stresses perpendicular to the cross section so 
that they may easily be superposed. The resultant dia­
gram of normal stresses for a channel section can be ob­
tained by the superposition of Figs. 3 and 4. 

The values of the bending moment and the bimoment 
will be calculated using the sarne expressions (3) and (5) 

as before. 

- ~ ----

"'r , 

-1 

" - --

Fig. 7 ~curve T~ for channel section ~ • 1 
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J 
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5.1 INITIAL YIELD S'l'RESS CONDITION (CURVE T) 

For the determination of the conditions for the ap­
pearance of the first yield stress in the s ection it is 

important to knO\v lvhether the bimoment and the ben•'.ling 

moment are of the sarne or of the opposite sign, and to 

know proportions of the stresses due to each of those 
quanti ties. The curve v;hich corresponda to these c ondi­
tions will be denoted by "Curve T". For the channel s ec­

tion the "Curve T" is composed of four strair;ht parts and 

is sho1vn in Fig.7 for the section with coefficient .À= 1. 

5 .2 TOTAI, PLASTIFICATION CONDITION ( CURVE P) 

At the moment when t otal pl as tification of the chan­
nel section takes place the final stress distri bution 

m~ • Nv /11rP 
1 t-------------1/j) 

/ o / 

T 

' / 

Fig. 8 "Curve P" for channe l section .À = 1 

will depend ac ui_n on the s i gns of the bimomcnt and bend-
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ing moment, and on their proportions. The curve correspon­
ding to these condi tions will be named "Curve l"'. That 
curve is presented in Fig. 8 for the channel section with 

the coefficient À= 1. 

6. CONCLUSI ONS 

It was shown that the unusual expression (5) for 
the bimoment can be applied in both sections 3 and 4, and 
it was used in the section 5 as well. 

The interesting resulta presented in Fig. 8 are go­
ing to be experriroentally verified. 
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Sumário 

Neste trabalho apresenta-se um modelo analítico-numé­

rico para a determinação de tensões result.antes, deslocame.!! 

tos e deformações em cascas finas de revolução, submetidas 

a uma distribuição de temperatura T = T(s,e,z). O desenvol­

vimento analÍtico é realizado utilizando-se a primeira apr~ 

ximação de Love, e a formulação numérica é feita através de 

diferenças finitas, sendo os resultados apresentados obti­

dos através de um programa digital. 

Summary 

This work describes an analitic-numerical process to 

analise stress resultants, strains and displacements in 

thin shells of revolution, subjected to an arbitrary tempe­

rature distribution T = T(s,e,z). The analitical develop­

ment is based on Love's first aproximation, and the numeri­

cal formulation is made by finite difference equations. The 

results presented are obtained by a digital program. 
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1. Introdução 

Este trabalho apresenta um modelo analitico para o 

cálculo de tensões resultantes, deslocamentos e deformações 

em cascas finas de revolução, quando submetidas a urna dad a 

distribuição de temperaturas T = T(s, O,z). O material da 

casca é considerado elasto-terrnicamente ortotrÕpico, poden­

do ter propriedades variáveis ao longo do meridiano. A dis­

tribuição de temperatura no sentido circunferenci a l, deve 

ser suficientemente suave para que possa ser expandida em 

série de Fourier, e o módulo de e l asticidade ne s ta direção, 

por ser considerado constante, é tomado para a temperatura 

média. A formulação numérica do modelo é baseada em difere~ 

ças finitas, e os resultados obtidos através de um programa 

digital desenvolvido em FORTRAN IV. 

2. Equações fundamentais 

A figura 1 mostra um elemento genérico com o sistema 

de referência da casca, as tensões resultantes, os desloca­

mentos e os parâmetros geométricos adimensionalizados atra­

vés de a
0 

e h
0

, respectivamente o comprimento e a espessur a 

de referência. 

'' ~Jo •• I Ns 

/~/· ~a 
• -- ---- - / I "'11 ~·· 
~~· ',. :~<' i ~;-· t~ .. ~ ' Na /Ms '~ O• o 

--- , I •. ~ :~ 
'-- ~- - ' .. --- ',* ... ./,/~ -- 02 L /J Me 

- ' - -' .. .01 

E1 1 
o, 

Fig. 1 - Elemento de casca e tensões resultante s 

~ 
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l 
'J' J 
i 
1 

• 



D-219 

In teg r ando as equações de equilÍbrio, determinadas na 

teor i a d a elastic idade [4], ao longo da espessura d a cas ca , 

obtém- se a s equaçõ es diferenciais d e equilÍbrio de um ele­

mento genérico de casc as de revolução: 

( p Nse)' + Ne + p ' N - p l p" Qe = - p Pe se 

(p Qs) • + Qe 
E._ N + p l p" No - p Pz s 
pl 

(1) 

( p Ms) • + M se - p ' Me - P. Qs o 

( p Ms e )' + Me + p ' M - p Qe o s 8 

onde ( ) • = a I as ( ) e ( = a/de(). 

Se a super fície média da casca fo r tomada como a s u­

per f Ície de refer ê ncia , e se as propriedades elásticas do 

mat e rial forem simétric as em rel ação à superfície média, a 

relação en tr e os vetares tensõe s resulta nt es N = (Ns,N8 , 

Ns 0), M = (Ms' M8 , Mse) e os vetares deformação E= (Es· ' e· 

E s e ), e mudan ç a d e curvatur a k = (ks, ke, kse) na superfí ­
cie médi a é: 

(2) 

onde a . . = a sao as constantes d e rigidez ex tensionai s , 
l J J ] 

dij = dji são as co nst an tes de rigidez flexionais, PT= 

(PTs, PTO, O) e MT = (MTs, Mre, O) são re spectivam ent e a 
for ça e o momento térmico [ 2]. 

As rel aç ões entr e os vetares deformação e deslocam en­

to, e mudanç a de curvatura e de slocame nto utilizadas ne;te 

trab a lho , for am des envolvid as a partir das mesma s relaçõ ~ s 

estabelecidas na t eori a da e lasticidade r 4) ' observ a ndo- ;e 

as h i pót es es e particul a rid ad es ge ométric as do pr oblema de 

ca s c a s d e lgad as de revolução (2 ]. 
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= u1 + 
-1 E pl w s 

E0 = p-l(p' u + v - pl p" w) (3) 

-1 . -1 E = p u - p' p v + v' 50 

k = - p i 
-2 

+ 
-1 u' - w" pl u pl s 

k = p' (p p ) -l u - p p" p -2 • -2 w - p' -1 w' 0 1 1 v - p p (4) 

k = (p pl)-1 ú + [2pl p' p" p -2 -1] 
sO - (plp")'p v 

- p p" p-l v' + 2p' -2 • -1 
1 p w - Zp w' 

Eliminando todas as incógnitas exceto u, v, w e M 5 ,o~ 

têm-se um sistema de quatro equações diferenciais parciais. 

Expandindo as variáveis que são funções de 0 em série de 

Fo~rier de maneira compativel (5), resulta um sistema de 

quatro equações diferenciais ordinárias na variável s, para 

cada harmônico ·n. Adimensionalizando todas as variáve i s u­

sando a , h , E (módulo de elasticidade de re f erência), o o o o o 
(tensão d e referência), T

0 
(temperatura de referência) e 

considerando X = (u,v,w,M5), re sulta: 

PX" + QX' + RX c (5) 

onde os elementos das matrize s P, Q e R são funções dos pa­

rãmetros geométricos e das constantes de rigidez da casca,o 

vetor C é função dos parãmetros geométri cos , dos carregaméQ 

tos e da distribuição de temperaturas, e se encontram indi­

cados no Apêndice. 

O sistema de equações diferenc iais (5) é de oitava or 

dem, exigindo portanto a prescrição de quatro condições de 

contorno em cada borda. Se 

Ns0 = Ns 0 - Pl p" P-lBMs0' 
-1 

Qs = Qs + n P BMs0 (6) 

sao as tensões resultant e s efetivas nas bordas, as condi-

rÃ 
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çoes de contorno em cada borda podem ser dadas [1]: 

(7} 

-1 ~ 
onde ~s = pl u - w' e a rotação da tangente ã linha de co-
ordenadas s. 

Como Ns ' Ns0 ' Qs e ~s podem ser escritas em função de 
X e X', a equação diferencial que governa os contornos é: 

EX' + FX y (8) 

onde os elementos das matrizes E , F e do vetor Y encc ttram­

se indicados no Apêndic e . 

Resolvida a equação diferenci a l (5) cnm as condi ç ões 

de contorno (8), as tensões resultantes, deformações e mu­

danças de curvatura da super f ície de referência, são deter­

minadas respectivamente pelas equações ( 2), (3) e (4); 

3. Formulaç ão numérica 

A formulação numérica das equações (5) e (8) é feita 

por diferenç as finit as usando : 

X~ 
1 

X'.' 
1 

i = 2, n-1 

(9) 

X' = (2h)- 1 (X - 4X + 3X) + Gh 2 
n n-2 n-1 n 

-2 
h (X i -1 i = 2, n-1 

onde h é o espaçamento pivotal e h é o numero de pontos pi­

votais . 
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Aplicando as equaçoes (9) na equação (5), obtém-se: 

Ali xi-1 + A2i xi + A3i xi+l = ci i 2, n-1 (10) 

-2 
com Al i h- 2P. 

~ 

-1 A 
(2h) Qi' 2i R. - 2h P. 

~ ~ 
e 

- 2 -1 
A3i = h pi + (2h) Qi 

Aplicando as equaçoes (9) na equaçao (8), obt ém-se p~ 

ra as bordas : 

All Xl + A21 Xz + A31 X3 = yl 
(11) 

A X + A X + A X = Y ln n- 2 2n n-1 3n n n 

-1 -1 -1 
onde All = F1 - l,Sh E1 , A

21 
= 2h E1 , A31 = -(Zh ) E1 

-1 
Aln = (2h) En' A2n -2h-lE 

n ' 
A

3 
= 1 ,5 h-lE + F 

n n n 

Como as matrizes A
11 

e A3n podem ser singulares,o si~ 
tema deve ser modificado antes de se proceder sua solução. 

Essa modificação consiste na obtenção de duas equações pela 

aplicação de (10) nos pontos i = 2 e i = n-1, com as quais 

elimina - se respectivamente A11 e A3n' obtendo-se: 

onde A21 

A21 x2 + A31 x3 = c2 

A X +A X =C l,n-1 n-2 2,n-l n-1 n-1 

-1 -
All (AlZ) A22 - Azl' A31 

-1 
All (AlZ) A3 2 

(12) 

A31 

- -1 
C2 = All(A12) Cz- yl' Al ,n-1 

A (A ) -lA - A 
3n 3,n-l l,n-1 ln 

A2,n-l 

Bn-1 

-1 
A3n(A3,n-l) A2,n-1 - Azn' 

-1 
A3n(A3 .n-l ) Cn-1 Yn 

Utilizando as equaçoes (10) e (12) constroi-se um sis 

J 
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tema linear com uma forma característica, cuja solução atr~ 

ves de um esquema numérico simples, que utiliza pouca memó­

ria de computador, encontra-se apresentada na referência 

[ 5] Obtêm-se, desta forma, as soluções para Xi' i= 2, 

n-1, sendo então x
1 

e Xn determinados por 

X 
n 

4. Resultados 

Utilizando o programa desenvolvido, resolveu-se 

blemas com solução analítica conhecida, com o objetivo 

verificar o modelo. 

(13) 

pro­

de 

A figura 3 mostra o comportamento do deslocamento e 

das tensões resultantes próximas a uma extremidade livre de 

uma casca cilÍndrica (figura 2), com temperatura interna 

constante positiva (óT/2) e uma temperatura externa consta~ 

te negativa (-óT/2) de igual valor ã temperatura interna, 

(ou seja, cujo carregamento é apenas um "momento térmico"). 

A solução analÍtica foi obtida a partir da referência [6J 

podendo-se observar que os resultados numéricos são bastan­

te prÓximos a ela. 

A figura 4 apresenta os resultados obtidos para uma 

casca cilÍndrica uniformemente aquecida atê uma temperatura 

T, engastada nos extremos. A solução analÍtica deste probl~ 

ma, é obtida nas referências [2, 3], considerando que a"fo~ 

ça térmica" na direção axial é nula (PTs = O), ao longo da 

casca e nos contornos. Introduzindo esta simplificação no 

programa, a solução numérica aproxima-se bastante da solu­

ção analítica, como pod e ser observado. Para mostrar a im­

plicação desta simpl if icação nos resultados, apresenta-se, 

também, a solução numérica sem considerá-la. 

Soluções numéricas para outros harmônicos (n r O) ,mo~ 
tram a convergência dos coeficientes de Fourier para 

problema . 

este 
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Te=-~ 

I T; = -'"l- "I -- I 
J I 

i 
-+-- ---·· . ol 

"'! 
}Jz _ 3(1-V2 ) 
-~ 

~- ,.,., J ~=20 

~ 
Fig. 2 Casca cilÍndrica com "momento térmico" 

1,0 

-Q,2 

o C\2 C\4 0,6 

o 0,2 0,4 0,6 

k,=~ ~ 
2)J h 

kz= n:_ <XsliT 
12(1-•l -h-

•••• SOiuçOo analítica [61 
-- SoluçOo numérica 

C\8 1,0 1,2 1,4 
S/l 

-~a:sliT 
Kz -12(1-V) h 

E a:IAT 
K, = 2a }' ti-v! 

0,8 1,0 1,2 1,4 
5/l 

Fig.3 Deslocamento e tensões resultante s 
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-~a/20 

i 
- ~ 

1,2 

1,0 

0,8 

0,6 

a,.. 

0,2 

o """"'-L..._..,. _ _.__o,._,.,.í!_.__o_L,_3___.__o,_,4____,.___Jo,5 

1/1 

o 

solução anal(! i c a [ 2, 31 

soluçOo numérica 

1- com simplif icaç llo 

2 - sem simplificaçllo 

n= 5 

n= O 

0,2 0,3 0,4 o~ 
.;t 

0,4r-----------------------~ 0,4~--------------------~~ 

0,2 

Ms MI 
2 ~z 0 11 a CC. T 

-1,2 

-•·4 '---'--o-=,-=-, ----'---,o,:!-:::2---'---,o-!-,=3-'----,o~.-=-4-'-----:lo,5 -•·4 '---'--o~,--, ___._o,2_.__.__o,.._3 _ _.__o,_,4_...__Jo,e 

1/1 1/1 

Fi g .4 Ca sca cilÍndrica uniformemente aquecida 
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Apêndice 

Elementos não nulos das matrizes P, Q, R e do vetor C: 

P11 = pall' Pzz = pa33 + (plp") 
2 

(Zp) -lSd33 · 

-1 
P1P" Sd33n, P32 = -p 

-1 
plp" Sd33n, Pz3 = -r 

-1 2 -1 2 
p

33 
= P (p') Bd0 + Zp Bd

33
n P34 = pS, P43 = dll' 

qll = p'all + paÍl' [al2 + a33 -
-1 

ql2 = (2p) p" Sd 33 ] n 

- -1 " ( ) -1 ( I ) 2 Sd0 ql3 - Pl pall - P1P al2 + ppl P - + 
-1 

(ppl) Sd33n 
2 

•), ' 

~ 

"· lt' 
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+p1p"d33/2}, q23 = - (p -1p1p"d33 + P -2plp"p 'd0)Bn 

-1 -1 ' 2 -1 2 
p 1p "a12 - Pl pall - (pp1) CP ) SdEl - CPPl) Sd33 n 

q32 = { 2 [ P - 2P1P"P' - P-l(p1p")']d33- P-
1

plp"d33 + 

+ P-2p1p"p'd0}13n. q33 = {[2 p-lp'p"- P-2(p')3] d0 + 

+ P-1(p')2 dG'}S - 2(p-2p'd33- P-ld33)13n2 

- -1 -1 
p'( 2-ds)i3, q41- -p1 dll' q43 = P p'd12 

[
-1 2-1 2 

- P a33 + (2ppl) Sd33] n 

rlZ={aiz- P-1p'(azz + a33) + S[p-zp'p"(d33 + d0)-

- (2pp1)-1(p1p") 'd33] }n 

- c -1 ' -2 ') + -1 ' [c ") ' + -1 '] r13 - P1 P - P1 PP1 3 11 P1 pa11 - P1P P1 P 
3

12-

- p p"a' + p- 1 p p"p'a -
1 12 1 22 

2 -1 2 (p
1

p ) p'B(d 33 + d0)n 

- p- 2p ' p"B (d
33

;z + dEl) - (Zp) - 1 p"Sd3 3 + C2pp 1 ) -
1

pip"Sd 33 ) n 

r22 = -l·P-1(p')2 + p"}à - p'a' + P-1P p"13{[CP p")"/2-33 33 1 1 

-(2p)- 1 CP p")'p'- P- 1 P CP"Y]d +[CP p")'/2-
1 l 33 l 
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_ - 3 , a de 3 [ - 1 - 1 , - z C , ) 2 a d 
r23 - P P1P ~ -n - P1 al2 - P P1 P a22 - P P1 P ~ 33-

-2 
- P p1p"p' 6 d33] n, 

-1 
r24 = P P 1P"6ds n 

- -1 " ' r31 - p p1p p a22 P~1p'a12 + [(p2 p l)-1(p')3 

- 2(pp1)~1p'p" + (ppi)-1(p')2Pi)6d8- (ppl)-1( p ')2 6d8' -

[ -1 2 -1 2 -1 - 2 
- (ppl) d33 - (pp1) pld33 + (p pl) P 'dGJ 6n 

-1 -1 l -2 -2 r = {- p a + p p p" a + 2p ( p p") 'p' + 2 p ( p p") p"-
32 1 12 1 22 1 1 

-3 2 -1 [ -2 - 2p p p"(p') - p (p p")"]6d + 2p p p"p' -
1 1 33 1 

-1 l [ -2 -3 2 - p (p p")' 6d' + p (p p")'p' - 2p p p"(p') + 
1 33 1 1 

-2 2] -2 -3 3 + P p (p") 6d8 + P p p"p'6d0'}n + p p p"6 d0 n 1 - 1 1 

r _ 2p" -2 -1( ")2 { 2 [ -2, 33 - a12 - p1 pa11 - p plp a22 - p p -

-3 2] -2 [ -2 -3 2] - P (p') d
33 

+ 2p p'd3
3 

+ p p"- Zp (p') d 8 + 

+ p- 2p'd8 '} 6n 2 - p- 3 6d8 n4 

r34 [P" ( 1 
-1 2 

ds) - p ' ds']6- p 6 ds n 

r41 
-2 -1 

P1 pldll - (pp1) P 'd12' r 42 -2 " d P P1P 12n 

- -2 2 
r43 - -p d12 n r44 1 

c1 = -pps + PPrs + p' (pTs - Pre) + P~ 1 P' 6 (ds MTs - MT0) 

c2 -PP e npTe - P-1p1p" 6n(ds MTs - MT0) 

-1 [ c 3 = -ppz + P1P"Pre - P1 PPrs +6 p'ds' MTs + p"(ds MTs -

-1 
- MT8) + P (ds MTs Mre)nz + p'(ds MTs- MTe)J 

iJi f 

• 

~: 

;r 

i ,, 
[j 
li 
ü 

.. At 

J 
~ 

r 
.~ 
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Elementos nao nulos das ma tri zes E , F e do v e tor Y: 

ds d 0 B 
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Sl.M4ARY 

A study has been made to calculate the strain energies stored in 

the twisted yarn assuming that a fibre behaves like an elastic. The 
shape of the fibre before twisting is straight and after twisting is of 
the form of a right-circular helix.The expression of the strain energies 

in the twisted yarn is the sum of bending-and shear-strain energies of 

the helices. Further, this expression is elaborated to the self-twisted 
yarn. The results obtained agree fairly well with the postulated theory. 

Sl.MAAIO 

Um estudo foi feito para calcular a energia de alongamento rela­
tivo armazenado no fio torcido. Supondo que a fibra tem comportamento 

como elastico. A figura da fibra antes de torção é como reta e após de 

torção é da forma hélice circular. A expressão de energia de alongamento 
relativo é a soma de energias de flexao e de cisalhamento das hélices. 

Adiante, esta expressão é elaborada para o fio de auto-torção. Os res­
ultados obtido concordarão bem pela teoría postulado. 

.,,. 

• 

I 

~l 

•• i 
! 

l 
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I . I!'ITRODOCTION-

The twisting of yarn is the most important process in the textile 

manufacture.It is employed to bind the near-parallel fibres or filame­

nts into a stable and strong state so as to avoid the disintegration of 

the constituent fibres during further processing or in the end-use.The 

insertion of twist in the fihres is the most costly and low productive 

process among all the stages of yarn production.During the last 30 .vea­
rs or so many novel methods of twist insertion have been invented by 

which is reduced the yarn production cost to a large extent,however, 
none of them -,.ere as economic as the process of SELF -TII'ISfiNG, '\Jlich is 

nearly lO-times more productive than over the conventional process.Bec­
ause of high rate of production the popularity in the industrial sector 

has created interest to study the mechanics of twisting or exactly,the 
self -twisting. 

2 .MECHANICS OF SFLF TII'ISfiNG-

The identical twisted yarns,i.e.,each of them if twisted in the 

alternate directions:in the clockwise and anti-clockwise directions,and 
when are combined together then they twist around each other by themse­

lves and form a stable t"-0-plied structure.This phenomenon is known as 

self-twisting.The path of a filament in a single yarn is assumed to con 
form to an helix.It is interesting to mention that each of them is not 

stable because of the fact that that the alternate twists will cancel 

each other and thus it can not remain stahle at its own,however,two su­

ch yarns forma stable structure.Further,in self-twist yarn the helix 
is doubly l<.Ound,i.e., helix around helix.Therefore,it is first necessa 

ry to define the geometry of yarn and helix. 

2. I YARN GID1E"IRY-

The yarn is nothing but an integrated form of filaments,thus to 
define yarn,-,.e have to go down to filaments.As such the following ass­

umptions are made-

I.The filaments are circular in cross-section and uniform along 
their axes with their diameters negligibly srnall.The yarn diameter is 

uniform along its length and its cross-sectional shape is circular. 
2.Each filament forms a perfect circular helix around the yarn 

axis. 

3.The filament are packed in a close hexagonal arrangement such 
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that maximum packing density in the yarn cross-section is obtained. 

4.The filaments are incompressible and exihibit perfectly elastic 

stress-strain behaviour. 

The actual structural geometry often departs from the idealised 

model used.Nonetheless the value of such idealised model has been suff­

iciently well established so that their use is justified [r]. 

2.2 ~TION OF AN HELIX-

A circular helix [2] is defined as a curve drawn on the surface 

! -

~-· ! 

of a right circular cylinder cutting the generators at a constant an- [ 

gle. The equation of such an heli.x ,Figure I ,is given by- ~ 

X " R C09 e 
y " R sin 9 ...••..•••••••••. • •• (I) 

z • R e cot q 

where,R= radius of an heli.x, e = angle which specifies the rotation 

of the radius,and q = helix angle in radians. 

The heli.x is defined by its radius and the angle it makes with the axis 

( z-axis), that is-

tan q " 2'~~RTs ••••••••••••••••••••• (2) 

where Ts is the turns per unit length in the yarn. 

2.3 CURVAnJRE AND TORSION OF HELIX-

In differential geometry,the rate of turning of binormal is cal­

led torsion and is given by, 

sin q cos q 
t • 

R 
and the curvature of heli.x is given by, 

sin q 

··•••••••••••Y(3) 

k .. • •••••••••••••••• (4) 
R 

3 .DETERMINATJON OF S'ffiAIN ENFRGIES-
After discussing assuptions and the curvature and torsion of an 

heli.x, e~ression for the strain energies in a single yarn may be found. 

3. I BENDJNG S'ffiAIN ENFRGY(BSE)-

BSE per unit filament length (Lf) is given by [3] , 

I 

1' 

I 
J 

·í,\'1 
.. l 

) 
í 

! 
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z 

X 

' ' 

y 

FIGURE I- A CIRCULAR HELIX S!Dli'ING TI-!E RarATION OF VECI'OR R. 

I I 

I ) 

:) FIGURE 2- CROSS. SECfiON OF YARN SJ-DWit(; ELLIPTICAL SHAPE OF 

1liE FILAMENTS. 



D-234 

I 2 
(RSE)f==- Bf k ..•.•. • .... . . . •• (5) 

2 

where Bf is the rigidity of bending of the filament.The equation(S) 

gives tthe BSE per unit bent filament length and to transfonn to per un­
i t yarn length(!n) 10e use the folllowing-

Lf= ~nsecq ................ (6) 

therefore,RSE per unit yarn length is, 

I 2 
(BSE)f = ---Bfk sec q •..•••..••.• (7) 

2 

However, the BSE of all filaments in the yarn is determined in a diff­

erent manner. As the yarn is composed of,say, Mf number of filaments 
and in transverse section of the yarn the filaments will look like 

elliptical in section, as shown in Figure 2.Then in an annulus of dia­
meter dR,there are dMf number of filaments.The assumption of close hex­
agonal packing implies that the number of filaments per unit area of 
yarn cross-section is constant over the whole cross-section,i.e., the 

totlll nunber of filaments per uni t area of cross -section is ,Mf/1rR; 

Then,we have, 

. 'flf ............... (8) 
p 

where,rf,Rs and Pare filament radius,yarn radius,and packing coeffici­

ent respectively. The area of annulus is simply 2 RdR and the area oc­

cupied by filaments should be multiplied by packing factor .thus we have-

Area occupiedhy film. = 2'RdRP .••...••••• ••....•. (9) 
The equation (9) may also be obtained in a different manner.As the fila · 

ments in an annulus are elliptical and of helix angle q,then the appare­
nt area of each filament is of the magnitude-

~~~q 

Then we have, 

Area occupied by filaments = m; sec q dMf .•••...• (IO) 

Using equations (8),(9) and(IO) ,we get-

I 
~i 

; 

~ 

.. 
r 
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Mf cos q RdR 
dMf = 2R2 • • .. • .......... {II) 

s 
The equation(7) is the BSE of a filament per unit yarn length.Hence, 

BSE of all filaments may be obtained by llllltiplying by dMf and integ _ 

rating between the limits R=O and R=Rs ,we get 

I R 2 
(BSE) ,. _ f s Bf k sec q dMf ••••.•• (12) 

s 2 o 

Substituting the values of k and dMf from equations (4) and (II) and 

multiplying by yarn length,Lh' we get 

. 4 sm q 
dq 

-R- ..... (13) 

The value of dR may be obtained from equation(2) , i .e. ,dR= sec 2q/2'!1RT 
s 

and 1 imi ts of integration are changed fran O to Qs, substi tuting equ­
ation (13) ,we get 

. 4 2 sm q sec q 
dq 

tan q 

Upon integration of the above expression ,we get 

MfBt-h 

(BSE) = -- ( 
s 2R2 

s 

log sec2 Q - sin2 Q ) •• (I4) e s s 

The equation (14) is the expression for the bending strain energy of 

yarn,(BSE)s,of length Lh where Qs is the surface helix angle of the 
filament. 

3. 2 SHFAR STRAIN ENERGY (SSE)-

The shear strain energy in a twisted single yarn is taken as 

the sum of the shear strain energies of its twisted filaments.The 
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The shear strain energy per unit filament length is given by, 

I 
(SSE) f= z Cf'"' f •••...•••..•.•••• (IS) 

where, Cf= torsional rigidity of filament and Jf the unit twist in the 

filaments per unit length in radians.The twisting of the filamentsin th­
e form of a bundle of parallel and straight-filaments produces a twisted 

yarn and the path of each filament in i t assumed to be helical ,and the­
refore,twist in the filament(in the yarn state) is the torsicmof helix 

as given in equation(3) and is equal to Jf [4] ,we get, 

sin q cos q J ......... - ... (I6) 
f R 

The shear strain energy of all filaments in ayarn of length ~ is 
obtained by integrating procedure similar to used in section 3.1. Sub­
stituting value of Jf from equation (I6) in equation (IS) and integra­

ting from O to Qs,we get 

. 2 Mfn sm Qs 
(SSE) = ----­

s 2R2 
s 

3. 3 mTAL STRAIN ENmGY _ 

••••••••• (17) 

The total strain energy of all filaments in a single and str­

aight twisted yarn of Lh is the sum of (BSE)s and (SSE)s,i.e., the sum 
of equation (I4) and (17). 

3.4 ENmGY IN THE PLIED STATE(TSE)p-

As already dealt that when two like twisted single yarns are 
brought together then they automatically twist about each other and re -

sult into a plied stable structure.The path of a filament in this state 

is of the doubly wound helix,During this phenomenon(and which has been 
called: self-twisting) the original twist contained in the single ya­
rn diminishes and also the straight single yarns bend to a helical 

configuration(i.e., new helix) and form helix.Then the total strain ener 

gy in the equilibrium plied state is the sum of three items:(I) BSEs as 
given in equation(I4);(Z) SSEs of equation(I7);and (3) the bending 

fi 

~ 
I 

. .<iii 
\ 'f 
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strain energy of the single yarn,(BSE} pf the newly formed helix.The 
p 

expression for this strain energy may be given by, 

I 
(BSE) c~ B k2Lh ••••••••••••••••••• (!8) p <. p p 

where,Kp is the curvature of the yarn and is, 

sin2~ . ---

aro ,BP= MrBf.The equation (!8) is simpiy, 

MfBfsin
4
Q ~ 

(BSE) K p .•••.•••.••••.•• (!9) 

p 2R2 
s 

Thus total energy in the plied state is the sum of equations (Id) ,(!7) 
and (19) ,cbanging 'Q , as Q , which is the helix angle at the sur tce in sp 
the plied state,we get 

•••• (20) 

4. EXPERIMWI'S-

The bending rigidity of filament(Bf) was calculated using the 
method of Livesey and Owen [s-] i. e. ,it was determined: 7 .4xl0 5 gf.an2 . 

The torsional rigidity (Cf) was determined by torsional pendulum me~ 

thod [6] ,its value was 4.2xiO..S gf.an2• 

The helix angles were determined by travelling microscope and 

they are related to the twist in the yarn,i.e., 

~ and, 

tan Q 
= ___ sp .•..•.•••••••.•••••.• (21) 

21TR 
s 

T tan Op 
p •••••••••••••••••••. (22) 

z1TR
5 
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Theyarn diameter R and twists T and T were thus found to be for a ~ t 
s ~ p 

typical ~ecimen of wool yarn containing 116 fihresOMf) as Rs= 0.0186 cm 
T z 2.52 per cm and T = 2.19 per cm. The values of O = 16.4 and Q = p sp ~ sp 
!4.3 degrees were calculated from equation (210 and (22) respectively. 

The twist in the singlr yarn Ts~ 4.51 was obtained from the relationship 

sinO cos O 
T = T + ~ ~ s sp -2-'lr---'---R--...!. 

s 

and the results are shown in the following table.In the sarne table is 

also shownthe individual strain energies. 

TABLE: 'mE HELIX ANGLES ANO 1llE STRAIN ENERGIES (x 10-3gf .cm) 

Qp Tsp Q~ BSEs BSEP SSEs TSI), 

o 4.51 27.8 349.7 o 1563.0 1912.8 
4 3.92 24.6 222.0 o 1243.7 1465.9 
8 3.34 21.3 1!6.6 4.9 947.1 1068.6 

12 2.27 17.9 58.3 23.6 683.0 o 764.8 
16 2.25 14.7 27 .3 70.7 463.4 561.4 
20 1.76 II.6 13.6 169.6 292.8 476.1 
24 1.36 8.9 1.2 339.3 170.6 5JI .I 
28 0.97 6.5 o 602.5 90.8 693.3 

20 
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ln Figure 3 is shown the relation between helix angles and the 

strain energies,i.e., the bending energy of filarnents,BSEf ,hending 
energy of the twisted yarn in the helical state,BSE and the shear stra-p . 
in energy of the filaments,SSEf . The energies have been calculated from 

the equation (20). 

S. (X)NCLUSION. 

From the Figure 3 we note that at the minimum energy level,of 

the total energy curve, the corresponding value of Q = 20.4 degrees, which p 
is quite approximate to the experimental value of 16.4 degrees.Thus the 

theory developed agrees fairly wellwith the results obtained. 
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RESUMO ---
O método numérico apresentado se aplica a otimização 

de parâmetros, com a função objetivo e os vinculas não I! 

neares. Adota-se procedimento de perturbação linear com cr! 

tério de busca direta, na direção do gradiente da função o~ 

jetivo e na direção de satisfação dos vínculos. A assoei~ 

ção deste procedimento a uma interpretação estocástica dos 

erros envolvidos na aproximação linear, reduz a determin~ 

ção do incremento de busca, em cada iteração, a uma estimação 

linear Ótima com o emprego do filtro de Kalman. 

ABSTRACT 
The numerical method presented in this paper applies 

to nonlinear parameter optimization problems. A linear pe~ 

turbation procedure is adopted with a criterion of direct 

search in the direction of the objetive function gradient 

and in the direction of meeting the constraints.Associating 

this to a interpretation of the errors as random variables, 

one reduces, in each itcration, the determination of the 

search increment to a optimal linear estamation , using the 

~alman filter. 

f, 
i 

I 
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f 
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l. ln t rodução 

O método proposto se aplica à solução numérica de pr~ 

blemas de otimização de parâmetros com função objetivo e 

vínculos não lineares. O procedimento de busca associado é 

do tipo direto lll, em que a determinação do incremento nos 

parâmetros, numa iteração típica, se condiciona à satisf~ 

ção do critério de obtenção de um vetar que combine desloc~ 

mentos na direção de satisfação dos vínculos e na direção 

do gradiente da função objetivo. Este procedimento é desen 

volvido pela utilização de estimação linear ôtima na deter 

minação do incremento de busca. Em cada iteração, através 

de uma aproximação linear para a função objetivo e os víncu 

lo~, associada à satisfação do critério de busca e de uma 

interpretação dos erros como sendo variáveis aleatórias, o 

problema é reduzido a um de estimação linear com informação 

"a priori". O incremento de busca é, então, determinado p~ 

lo emprego sequencial do Filtro de Kalman ll-3l. Segundo o 

conhecimento do autor, o método proposto constitue uma con 

tribuição original, no sentido de estender a aplicação de 

estimação linear Ôtima à geração de um ~étodo numérico para 

solução de problemas de otimização de parâmetros. 

2. Formulação do Problema 

O método proposto se aplica à solução de problemas co 

mo o formulado a seguir. 

Minimizar: L(X) (2. 1) 

Sujeito a: M(X) o (2. 2) 

onde, sem perda de generalidade, o problema de otimização é 

colocado como uma minimização; X é o vetar de dimensão n, a 

ser determinado para otimização da função de desempenho (ou 

objetivo, ou custo), L(X); M(X), função vetorial de dimen 

·~ sao m (m<n), constitue os vínculos do problema. 

O procedimento desenvolvido nas seções seguintes se 

constitue num método direto de busca, do tipo gradiente lll, 

em que o incremento de busca, x, tomado a partir de um va 
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lor nominal, X, deve, em cada passo, ser tal que: 

x = x1 + x 2 

T 
x1 = -a LX ( 2. 3) 

M(X + x
2

) - M(X) = -s M(X) 

onde, LX ~ ~ L(X) lx' vetor gradiente; O< S::_l; a>Ü. 

Assim, o problema que se coloca é o de se determinar 

o deslocamento x ae forma a se caminhar na direção da solu 

ção, isto é, de modo a se satisfazer ao critério de, simul 

tâneamente, se aproximar do valor mínimo de L(X) e da satis 

fação dos vínculos, M(X). 

3. Fundamentos do Método 

Para valores de llxil e q suficientemente pequenos, re 

sul ta 

MX x + o(Z) = -q M(X) ( 3. 1) 

6 d 1 onde, MX = ax M(X) X e o(Z) representa os termos de ordem 

superior. 

Sob as hipóteses em que a equação acima foi obtida, 

o(Z) é tal a estar dentro da faixa de erro desprezível nas 

computações numéricas envolvidas, isto é, confunde-se com o 

vetor zero numérico de ordem m. Por outro lado, é razoável 

modelar-se este vetor zero numérico como um vetor aleatório, 

de componentes não correlacionadas, de média nula, uniform~ 

mente distribuído na faixa de erro desprezível, isto é, 

onde 

E (EM) 

Mx x + EM -q M(X) 

T o, E (EM ~M) 
2 2 

diag. (aml' amZ' ... ' az ) 
mm 

( 3. 2) 

R 

~/I 

~ 

L y; 

, <!'j 
' <l 

I 
I 

l 
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Dada a hipótese de distribuição uniforme par a EM e 

sendo em >O, o máx imo erro numérico desprezível, t em-se: 

2 
CL . 
m~ 

1 2 i 
-> em' = 1' 2' m (3.3) 

Para satisfação da e xigência corre spondente a equaçao 

(2.3) e para ga r antir qu e o deslocamento x seja suficiente 

mente pequeno, é razoave l considerar- s e a condição a segui~ 

para Ez uniformemente distribuido e de componentes não corre 

lacionadas, 

r 
-p Lx X + EL' O < p~l (3.4) 

" ( C 1 -~ ) C 1 _ -E LI ) r J " EL - EL EL 

2 1 2 1 
a . = p(pL-x ) + -3 

!'. ]. .l-" i 
2 i el'., 1, 2. n ( 3. 5) 

onde e l'. é o valor do erro numérico admissível nas compone~ 

tes de x , compa tível com o erro em' como explicado mais ~ 

diante (Eq.3 . 8). Por outro lado, subtraindo-se cL membro a 

membro· na equação (3.4), 

1 r --z P Lx = x + EL (3.6) 

(3.7) 

O valor de el'. deve ser recolhido de modo a se garan 

tira prioridade de satisfação dos vínculos (Eq. (3.2)). Pa 

ra tanto, impõe-se que 

"(M E Er Mil E( rl 
L X L L X » EM EM (3. 8) 

ou, para tl > > l, tal que Bem seja o erro admissível para os 

vínculos, é razoavel considerar-se 
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n 
Cl: cJ--M.(X)I )2

)e 2 
J=l j 1 X H 

1, 2, ... , m} ( 3. 9) 

O valor de q deve ser escolhido a partir do va lor de 

p, de modo a se garantir a hipótese de perturbação linear. 

Assim é razoável considerar-se : 

q = Min.{qi : q
0 

= l, qi M1 (X).M(X) = 

2 TT T 2 T 
p l (MX LX) (MX LX) + e i. (MX ln) (MX.ln) l} 

onde ln é o vetar de ordem n, de componentes unitárias. 

4. Método Proposto 

Numa iteração típica, a consideração simultânea das 

Eqs. (3.2) e (3.6) para determinação de x, leva ao seguinte 

problema de estimação com informação a priori, 

-
X X + E L ( 4. 1) 

z = Hx + EM ( 4. 2) 

- t. 1 T t. C! onde x = - - p L- z = -q M(X) H - M.,., 2 X' ' X 

A solução do problema anterior pode ser obtida por 

estimação linear ll-3J, através da utilização do filtro de 

Kalman para se estimar o valor do incremento x. 

x = x + K(z - Hx) 

K = P HT R-l 

P = P - PH T (H P H T + R) -lHP 

( 4. 3) 

( 4. 4) 

( 4. 5) 

onde x é o valor estimado para o incremento; R e P matrizes 
de covariâncias dos erros, como definidas nas Eqs. (3.2) e 

( 3. 4) . 

,... 

f/.jjj 

~ 
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Por outro l a do , o fato do vetor a l ea tóri o c L ser ind e 

pe ndent e do vetor aleatório cM c deste Gltimo t er compone~ 

tes não correlacionadas, permite tratar o pr obl ema de uma 

outra fo rma, pela estimação de x como o est ado de um proce! 

so de mGltiplos estágios, como indicado a seguir . 

-i+l "i -1 
= pl = p (4 .6 ) X X X X, 

z i h . X + 
E Mi ( 4. 7) 

l 

A i -i + Ki (z i h. -; i) ( 4 . 8) X X -
l 

K. pi hT -1 ( 4 . 9) R. 
1 l l 

pi pi pi T -pi hT R . )-1 h . P i (4.10) hi(hi + 
l 1 l 

pi+l pi 

T 
c lvl = ( cMl' E fvL~' • • • ' 

Pm = P, resultados i dênticos ao s das Eq s .(4 . 3) e (4 . 5) . 

Vê-se, portanto, que a determina ç ão do incremento x 

fi cou r ed uz ida a uma estimação s equenci a l em qu e as comp~ 

nentcs de z são p roces sadas uma a uma. De st a forma, a ma 

tr iz a se r inve rtida, na Eq. (4.10), é de ordem um, evitan 

do-se, ass im, o problema de inversão exis tente pa ra a solu 

ção na forma das Eqs . (4.3) a (4.5 ) . 

Antes de se proceder a um a nova it e ração é preciso fa 

zer as ve rif i cações a seguir, para i = 1, 2 , m. 

então x = x e procede-se a uma nova iteraç ão, X novo s endo 

X + x; cas o contrár i o dim inue - se p e r eca lc ul a-s e x. 

ii) Se /M i (X) I :: e P e m e 
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L (X + x) L(X) passa-se ã verificação seguinte; caso con ~· t 
trário diminue-se p e recalcula-se x. 

iii) Se a verificação anterior for satisfeita e 

? (,ax M.(X)I- pL-x )
2 

< a2 e 2/3, a solução convergiu; caso 
j=l a j 1 X j m 

contrário procede -se a uma nova it e ração, com X novo. 

5. Conclusões 

O método proposto encontra-se, a inda, na fase de tes 

te. A qualidade dos resultados já obtidos, nas aplicações 

efetuadas, justifica a divulgação para a extensão e aprofu~ ) 

damento de sua avaliação como ferramenta de cálculo numéri 

co, na área de controle e otimizaçã o. Cumpre de stacar a c~ 

racterística sequencial dos procedimentos de cálculo e nvol 

vidos, que evita a necessidade de inversão de matrizes. I~ 

to qualifica o método para solução de problemas pelo empr~ 

go de mini-computadores e da s modernas mini-calculadoras prQ 

gramáveis. 

BIBLIOGRAFIA 

lll Bryson, A. E. and lio, Y. C., "Applied Optimal Con 

trol". Blaisdell Publishing Co., pp. 348- 388 -

(1969). 

(21 Gelb, A. et al, "Applied Optimal Estimation". The 

M.I.T. Press, pp. 105-142- (1974). 

l3J Jazwinski, A. H., "Stochastic Processes and Filte!:_ 

ing Theory". Academic Press , pp. 194-262- (1 970) . 

~ 

... « 



D-247 

COBEM 79 
V CONGRESSO BRASILEIRO DE 

ENGENHARIA MECANICA 

PROCEEOINGS 

CAMPINAS, 12-13-H tIS DHEMIIO 1979 8 UNICA.MP 

TRABALHO DE PESQUISA 

RESEARCH PAPER 
N.o D-17 P. P. 247 - 259 

PARAMETRIC EXCITATION OF LINEAR ANO NONLINEAR 

SYSTEMS: THE NORMAL FORM METHOD 

Liu Hsu 
Prof.of Dept.of Mechanical Engineering 

COPPE/UFRJ - Rio de Janeiro - RJ - Brasil 

SUMMARY 
ln this paper is presented an analytical method for 

determining the stability and the local dynamical behavior 

of the trivial solution ~ = Q of the system! = f(~,t), 
~ ( Rn, F periodic in t. The method consists basically of 
two steps: (a) construction of an equivalent autonomous 

system, (b) normalization of the later system. The proposed 
approach is well suited for numerical programming and can 

treat simple or combination resonances, subharmonic oscil­

lations and other locar dynamical features. 

SUMÁRIO 

Neste artigo é apresentado um método analítico para a 

determinação da estabilidade e do comportamento dinâmico 1~ 

cal da solução trivial~= Q do sistema!= f(~,t) .~ ( Rn, 
F periÓdico em t. O método consiste básicamente de dois pa~ 
sos : (a) construção de um sistema aut6nomo equivalente,(b) 

normalização deste sistema. O enfoque proposto é bem adequ~ 

do para programação em computador e pode tratar de ressonâ~ 

cia s imp les ou combinatória , oscilações subharmonicas e 
outras características do comportamento dinâmico local. 
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l. Introduction 
Parametric excitation has been extensively studied 

particularly in the linear case. This fact reflects the im­

portance of the subject from an applied point of view as 

stressed by Bolotin [1]. To solve the stability problem in 

the linear case, severa! methods are available and can be 
used in principie, e.g., small parameter methods [1] [3] [4], 
Bolotin' s Method [1], Point Mapping rnethod [5], Hill' s 
method [6], 1-larmonic Bal ance [7], etc ... 
However, when th e dimension of the system is large,applic~ 
tion of these rnethods becornes involved or time-consuming 
especially when more accurate results are required (higher 

order approximations). 

ln the present paper a new method is proposed to deal 

with the dynamical problems of harrnonically excited systems. 
The unusual aspect of this rnethod is that the original 

nonautonomous system is regarded as an autonomous system 

coupled with a linear harmonic oscillator in a nonlinear 
manner. This idea would be perhaps of scant use if sorne 

applicable formulae had not been devellopped as in [8Jcon­
cerning the obtention of a Normal form for nonlinear dif­
ferential systerns [9J. 

This paper will be restricted to the presentation of 

the fundamental ideas of the method. A more complete version 
will appear elsewhere. 

2. Basic Notation 

~·~.etc ... or {xj}, {zj}, etc ... 

v= (v 1 ,v 2 ' .••• ,vn), vi~ O integers; 

vectors; 

lvl=~ vi; 
l 

1\ = (À 1 • À 2 ' .•.• À ) ; 1\ • v= 2: À . v . n . 1 1 
l 

À v j A· v - À • ; 
J L 

À • =O 
\!] 

L (v 
I v I =2, 3, ..• •"' 

s u eh t h a t À v . =O) 
J 

l 
t:1 
! 

I 
I 



(v) 

L 
I ,J 

L 
J=l, ... n 

ó mn 

I=l, ... n,vi f O 
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dei ta of kronecker 

* denotes "conjugate"; 

~~ ~v Bv ~~ Gv· constants 
"J ' "j ' j' J • j. 

L (v such that À . =O if l vl ( N) 
lv /=2,3, •.. ,"" V J 

3. The Normal form: 

Let us consider the (autonomous) system: 

A ~ + f (~.) f C.Q) = o (1) 

where E , f E Rn, A is an nxn real matrix, i is analytical 

around x= O and contains only terms of degree not lower 
than two in x. 

Let us suppose that a~~ Ài of A have zero real 
parts and that they are simple (i.e., A has a diagon a l 
canonic form). 

The function f can be expressed as a power seri es: 

2: ( 2 ) 

lv/=2 

where the q,~ ·s represent real constants. 
J 

By means of a linear change of variab1es (see Appendi x 
I [11]) the system (1) can be reduced to the form : 

z=;\z+ L -v v 
00 I 4>. z 

J -
lv/=2 

l 'i) 

where z E ~n and A = diag (Ãj) is a diagonal nxn matri x 

We now seek for the e1imination of the second orde r 

terms of (3) by means of a substitution z + ~ of the form : 
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' • p \ L B" <" \ - - J -
lvi=Z 

(4) 

As in IBI we get: 

v -v / B. = 4> . À . 
J J v J 

for lvi=Z and À . + o 
VJ 

(S) 

The second order terrns such that Àvj=O are called resonant 

an d cannot be e lirninated by (4). For such terms we set: 

B ~ 
J 

o ( I v I = 2 and À • = O) 
V) 

Thus , the substitution defined by (4)(5) (6) brings 

systern (3) to the form: 

1 t1 1 + L À =O !vi=Z, vj 

where 

~~ t,v 
J - + \ t ~j ~v 

lvl =3 

~~ = ~':> 
J J 

; for lvl=2 and Àvj=O 

(v) 

~j = ~j + I: ~6r +6J 
J 

Bv-õl (1 +6 ) 
J IJ ; for lvl=3 

I ,J 

(6) 

( 7) 

c 8) 

Simi l arly we can seek for the e l imination of the third 

order terms in (7), by means of a substitution of type (4) 

where lvi=Z is changed to lvl =3 . This procedure is forma l ly 

consistent and could be carried out indefini t ely although 

for thc present purposes we res t rict ourselves to examining 

second and third order terms only . 

The systern (3) is said to be in normal form if i t can 

be wri tten as: 

z = A ~ + fI: Gj z v 

~ À v j =O 

(9) ~.~ 

~ 

~ 

t 
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that is, th e only nonlinear terms are the resonant ones . 

ln most practical prohlems we don't need t he system to 

be " completely" normal as in (9), but on l y normal up to a 

certai n finite order N, i . e . ; 

( N) 

:i. A z + L: Gv v z 
J 

c 1 o) 

71 . =O VJ 
Let us call the fo r m (lO) as N-norm al. The most common 

cases are N=2 and N=3. The form (10) can be achieved by 

app1ying successi ve substitutions of t ype (4) with lv l = 

Z, 3, .•. ,N . 

ln particular , for N=3 ®ne has: 

Àvj O , lv l=2,3 c 11) 

where ~~ were defined by CB). 
J 

Here, the Appendix I [11] together with formu l ae (1 1) 

C8) and (5) p r ov i de a re1ative l y simp l e way for ob t ain in g 

such coefficients e ven for higher dime ns i on sys t ems . The 

mentione d formulae can be easi l y implemented in a computer . 

4 . Parametric Excitat i on: Linear Case 

Let us begi n with the c1assical differentia1 e quation 

(Mathieu's equation): 

x + CQ 2
- E cos t) x = O c 12) 

The idea , which is go i ng to be fol l owed in the remaining, 

is to regard t he exci ta t ion "E cos t" as a state variable 

of a linear harmonic oscil l ator. This l e a ds to the conside ­

ration of an augmented autonomous system of dime nsion 

Ctwo coupled osci11ators): 

l ~ + Q2 X -

u + u = o 
U x =0 

Cnonlinear) 

The parameter E is taken into acc oun t by the in i ti a l 
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cond itions of ü + u =0. 
To obtain the normal form of (13) according to Sec III, it 

is necessary to bring (13) to the form (3). This is 

a chi eve d by th e linear complex transformation. 

. x X= X + J q = y * ' u = u + j ü = v 

The transformed system i s: 

X -j Q X ·to (U+V)(X+Y); Y=jQY-{q (U+V)(X+Y) 
(14) 

u -jU V= jV, 

Knowing that X= y* and U= v* we can drop the equation s of Y 
and V. 
Consider now the we ll known stability problem re1ated 

with Q near the parametric resonance va1ues Q= 1/2 anc Q=1. 

a) Q= 1/2 + ~w (~w small) 

For ~w=O one has the fo1lowing 2-normal form: 

X - j QX + to U Y + • • • , U -j u (15) 

To avoid the problem of "sma11 denominators" as ~w-+0 , subs­

titution(4)is chosen as to bring (14 ) to the sarne fo rmas 

( 15) for ~ w = O . 

Defining polar coordinates as: 

* X= y = rl e j el , U= v*= ç e j<P 

~e system (15) is written as: 

tl 

e1 

- ( 1 I 4 Q) r 1 ~; si n ( <P - 2 e 1 ) + • • • ; I; = O 

Q + (1/4 Q)i; cos (q,- 2 81) + ... ; cjJ=-1 

(16) 

(17) 

As a fi rst approximation the terms represented by the 

dots are ne gl ected . Thus, setting H=.p-2 e1 one has from 

(17) : 

8 = (2 Q-1) - tq cosH (18) 

( ' 
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Stationnary so1utions of (1 8) (that i s e = constant) are 

easily seen to imp1y a diverging so1ution for r 1 ( ins tability). 

If stationnary s o1utions are not possib1e f o r (18)stabi1ity 1s 

imp1ied. Therefore the boundary of st abi1ity is given by: 

12 llw(1+2 t>w) I= ç (19) 

( stability = 12 t>w( 1+2 t>w )l >ç; instability:l 2llw (l+ 2llw )l <r; ). 

Now if t;= E , (19) gi ves a fi rst appr oximation of the 

stabi1ity boundary for the Mathieu's equation (12) near the 

resonance Q=1/2. Since on1y terms of the first order in E 

are considered ( 19) can be wri tten simp1y as: 

E > 2jt>w I, (20) 

a we11 known resu1t [10]. 

If one de si res a be tter approxima ti on of the st ; Ji1i ty 

boundary the s econd appro x imation can be found us ing the 

3-no rmal form of ( 14) : 

X= -jQ X+~ UY +~1 ( 1011 ) X uv + ... ' 

<l>p o ll)= j /32 Q2 is ca1cu1 a ted from ( 8). 

Then, instead o f ( 18 ) one has: 

e =(2Q-l)- z6 cose 
__ 1';_2_ 

16 Q2 

U=-jU ( 21) 

(22) 

As pre ceeding1y putting Ç=E a nd taking int o account only 

terms of orde r up to E2 we ge t inst e ad of ( 20): 

E > I 2 Aw 

in agreement with the resu1t obtaine d by a per t urb a tion 

method in [ 10]. 

b) Q= 1 + t>w ( t>w sma11) 

( 2 3) 

j ln this cas e no second o rder terms app ears in the normal 

form c o rresp onding to Q=l. Thus at 1e ast the 3-norm a l 

form must be obtained. The possib1e r e sonant terms in X are 
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those satisfying Àvl:Q for [v[:3, i.e., X2Y, X2V, XYU, YUV, 

YU 2 and U2 V. 

It can be shown that, in fact only two of them actuall y 

appear . The 3-norma1 form is 

X: -j Q X+ •f1011) XUV + •f0 120 ) YU 2 + ... ; U:-jU (24) 

From (8) one determines the • •s : 

<l>pou)= j / (12 QzJ ; <l>i0 120): j I (8 Q2) 

i 

"• 

Defining 8= <P-8 1 th e equation correspondi ng to (18) is in 

this case: > 
ç2 

e : "'w - 4 C 1 ., w) 2 [ .!. + .!. 
. 3 2 

c os ] (2 5) 

from which ·the stabi1ity boundary is derived as: 

c 2 c 2 
[: l'>w - - 6-- [< - 4-- ' (26) 

ag ain in agreeme n t wi th a previ cus resu1 t [10] . 

S. Nonlinear Case 

The following differential equation is cons idered as j 
an illustration : r • 
ii + 2alJ x + w2 (1 -IJ cos t) x= - c x 2 , (IJ « l) 

o 

According to th e idea deve llopped in se ct ion IV,(27) is 

r ep l aced by the system: 

x + 2o. IJ x + w~ ( l +IJ . u)x= - c x 2 , ü + u o 

( 2 7) 

( 2 8) 

Here we have conserved the sma11 parameter lJ for conveni­

ence. The linear transformation that brings (28) to th e 

form (3) is in this case (y : Jt): 

X= [ l•IJ ja ] x + y , (Y=X*) 
/ w2 _11 2o.2 /wz _ 11 2o.2 

o o 

( 29) 

I 
-~· ! 

I 
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Keeping only terms of order not higher than ~ the 3-normal 

f o rm o f ( 2 8) is ( ã= ~a) : 

jwo ,.2 100 
X = (a-j w

0 
X + \.1 -;r UY + Yl X2 Y ,U= -jll (30) 

where <l> 2100 is evaluated from (8) (~=O) giving, <l> ilOO=l~c
2

j. 
ln polar coordinates as defined in section IV,(30) is 

reduced to (UV=l): 

where 8 = cp- 28
1

• 

r2 
' I 

Two problems can be solved using (31): 

- Stability of the solution x=o 

(31) 

Here, the term 20 r 2 c 2 /3 in (31) can be dropped (linear 
I 

approximation). The boundary of stability is determined by 

the following equations: 

wo 
ã=-)J - 4- sin 

w 
(fI =O); 2wo -1=~--z cose ( ê =O) c 3 2) 

Setting '2/:, w= 2w
0 

-1 and eliminating e we obtain: 

( 3 3) 

- Subharmonics of period 2 x Zrr: 

Now the term 20 r 2 c 2 /3 has to be included. Again setting 
I 

r = 8 =O in (31) comes: 
I 

+ 20 
j 

Remark 1 : Ã =O because rp-28 =0(1/2 subharmonic). 
I 

(34) 

Thus , solving (34) for r
1
one has the subharmonic "amplitudes": 

,:,, [ 1 '" '} "/H':J' l (35) 

"+": stable subharmonic, "-" : unstable subharmonic . 

fi. §ystems of Hi. gher Dimension: 
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From the example of section V it becomes clear that no 

special difference exists in the application of the method 

for either linear or nonlinear case. Thus, for the sake of 

clarity, without loss of generallity,only the linear 

problem is considered hereafter: 

x = (A +c cos t 
- o 

A )x 
1- ~ 

R2n (36) 

where A
0 

and A
1 

are real square matrices and c is a small 

parameter. For simplicity, suppose A
0 

with only pure 

imaginary eigenvalues Ài= jwi,pairwise distinct. Similarly 

to the preceeding sections(36) is replaced by the 

autonomous nonlinear system: 

x A X + u A X 
O - I -

ü= -u. ( 3 7) 

With an adequate linear transformation (37) is brought tn 

the form (first step of normalization) 

~ (1) = ;\ + ( 2 n + 1 + 2 n + 2 ) B z (I J ~ = _ j z . 1 _; 8 ) 
( 

(1) z z ) 
- 2 1 - ' 2n+l 2n+l • 

(1) 

;\ = diag p.), under the conditions: z*=.z.+l 
. 1 ( )T 1 1 

( 1 = 1 , • • . Zn + 1) , ~ 1 T = ( z 
1 

• • ••• z 
2 

n ) • 

Defining the vector ! = cll) T. z2n+l, z2n+2) ,system (.\8) can 
be identified with system (3) and normalization is achie­

ved as described in section III. 

The following f ac ts become clear from the proposed approach: 

F.l: The subsequent normalizing transformations are linear 

with respect to ! flJ, As a consequence the only effective 

(leading to instability) resonance r e lationships are ! 1!: 

wk + wi= s (s integer; k,i= 1, 2, .. ,2n) (39) 

k=i : simple resonance; k f i : combination resonance 

Rema rk 1 : ln the above statement, instability mechanisms 

not generat ed by resonance relationships Àvi=O have been 
exclude d (e. g., the phenome na of "total instabi li ty" as 

described in [ 2]) 

'% 
l~ 
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F.Z: When only one condition (39') is satisfied (or, almost 

satisfied) then, in order to Qbtain the Nth approximation 

of the stability condition we proceed as follows: 
- Find the N-normal form 

- Set all z~(~! k,i, k+l, i+l, Zn+l, 2n+2)equal to zero. 
- The reduced system thus obtained determines the Nth 

approximation of the stability condition.From the above it 

follows that, in the first approximation, the nonresonant 
modes are decoupled from the resonant ones, when the system 
is under form (40). As an illustration the simple resonance 

problem is considered. Suppose, without 1oss of general1ity, 

that k=i=l in (41). Then, if s~1, according to F.Z the 

problem of stabi1ity is reduced to considering the reduced 
system: 

with 

G 
I 

F 
I 

; z 
2 

* . * 
=z U=-jU, V=U 

I 
(40) 

(41) 

(j= r-1), where b 13 , b31 , b 12 are e1ements of matrix B in 

(38). The explicit second approximation of the stabi1ity 
boundary is thus: 

t.w= ±E: IG I- E:
2 Im (F)/IG I 

I I I 
(42) 

Remark 2: ln practica1 prob1ems A
0 

may a1so depend on E:, 

ln this case a perturbation scheme combined with the present 
method can be used. This 1eads to important simp1ifications 

in the computations. A similar procedure was used in [11]. 
Remark 3: Re1ation (42) shows that mode interaction is 

present on1y in the second approximation when a system of 
form (40) is considered. 
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7 Conclusion 
A new anàlytical method for studyng parametric reso­

nance was pres ented. The method has been called the Normal 
Form method. Instead of the usual averaging or harmonic 

balance procedures, succçssive normalizing transformations 

(change of variables) •1ere proposed leading to a simplified 
reduced system. Stabiüty and other dynamical features can 

be dwe lt from the le.te r. 
The method is applicable to a large class of problems: 

linear and nonlinear parametric resonance, simple or 

combination resonances, subharmonic oscillations, etc ... 
Extension to more general excitations than harmonic, is 
possible, e.g., a Fourier Series or an almost-periodic 
e xci tation. 

The normal form approach, as shown in section VI, 
provides a clear understanding of the physical mechanism 

of instabili ty, Furthermore, a uniform theory is presented 
for linear and nonlinear systems. 

For a large number of degrees of freedom, numerical 
implementation is relatively simple up to the second 

order approximation. 
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SUMMARY 

ln this paper we consider semi-infinite linear 

optimization problems which depend on a parameter . We 

derive conditions that the set of optimal solutions de­

pends continuously on this parameter. This result gives 

an extension of earlier results of the author [1], [2], 

[3]. 

ZUSAMMENFASSUNG 

ln dieser Arbeit betrachten wir semi-infinite linea­

re Optimierungsprobleme, die von einem Parameter abhangen. 

Wir leiten Bedingungen ab für die stetige Abhangigkeit der 

Menge der optimalen Losungen von diesem Parameter. Dieses 

Ergebnis gibt eine Erweiterung früherer Ergebnisse des 

Verfassers (1), [2], [3). 

~ 

j 
~ 
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1 • lNTROOUCTlON 

Let a 1 , a 2 , .•• ,an,b be continuous real valued func­

tions defined on a compact Hausdorff-space T. For each 

(n+l)-tupel of such functions we consider the following 

linear minimization problem: 

( *) 
n 

Minimize p(x) := I p x subject to 
v=l v v 

n 
V I av(t) ·xv < b(t), 

tET v=l 

where p 1 ,p2 , •.. ,pn are given real numbers. 

For any "parameter" o:=(a 1 ,a2 , .•• ,an,b) we define the 

set of feasible points 

the minimum value E0 :=inf{p(v)E~ !vEZ
0
}, and the set of 

minimal solutions 

P
0

:={vEZ
0

ip(v) = E
0

}. 

Obviously the sets z
0 

and P
0 

and the real number E
0 

depend on the parameter o. ln practical applications the 

parameter a is only known approximatively up to an error. 

Therefore it is natural to ask if the set of optimal so­

lutions change "continuously" when the error tends to 

zero. 

ln this paper we consider the following general 

situation. Let 

be nonempty subsets of the space C(T) of a11 real valued 

continuous functions f normed by 
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llf 11 :=max I f (t) I. 
tET 

For each parameter 

crEA1 xA2 x ••• xAnxB 

we consider the minimization problem (*). ln this way 

a family of optimization problems is defined with family 

~arameter a and parameter space 

E:=A1 xA2 x ••• xAnxB. 

ln the following we derive conditions for the upper and 

lower semicontinuity of the in general set-valued mapping 

P : E -+ POT ( :mn ) . 

2. DEFlNlTlONS 

lf (X,d) is a metric space, the Hausdorff metric on 

the collection H(X) of all closed and bounded subsets of 

X is defined by 

h(A,B) :=max{sup d(a,B), sup d(b,A)} 
aEA bEB 

where d(x,Y) :=inf{d(x,y)ElR lyEY}. 

Let t
0

ET. A mapping F:T-+ H(X) is called: 

(a) upper semicontinuous at t
0 

iff for each open set W 

with F(t
0

)CW, there is a neighborhood U of t
0 

such 

that F(t)CW for each tEU; 

•• 

, 

-

(b) lower semicontinuous at t
0 

iff for each open set W ~~. 

with F(t0)~~~. there is a neighborhood U of t
0 

such 

that F(t)~~~ for each tEU; 
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(c) Hausdorff-continuous at t
0 

iff for each E>O, there 

is a neighborhood U of t
0 

such that 

h(F(t
0

) 1 F(t)) < E 

for each tEU . 

3. A CONDITION FOR UPPER 

SEMICONTINUITY 

THEOREM 1. Let the minimization-problem (*) be 
o 

given and let z be compact and z
0 

~ ~ for each 

oEl:. 

Then the mapping P: l: + POT (:nf ) is upper semi­

continuous and the mapping E:l: + lR is continuous. 

PROOF: For every pair o.T E l: we have the estimate 
o 

IE 0-ETI~ IIPII·h (E0 ,ET) (cf. [1]). Since Z
0 

~ ~ and z
0 

compact we can conclude that the mapping o + Z
0 

is 

Hausdorff-continuous. Consequently o + E
0 

is continuous. 

To prove the upper semicontinuity of o + P
0 

assume that 

the theorem is false. Then there is a o
0

E l:, an open set 

W ~ P , and a sequence om + o0 such that P
0 

\ W ~ ~. 
~ m 

Choose Ym in P \W for m=1,2, •••• The Hausdorff-conti­
om 

nuity of o + z
0 

implies d(ym,Z
00

) + O. Using the com-

pactness of Z
00 

we can find a sequence (a~) c Z
00 

and an 

element a 0 E z
00 

such that 

and a~ - a 0
• Thus 
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ao 

< 

IEo o 
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-E 
am 

+ IIPIId (ym,ao) 

IE
00

-E0ml +llp!i{d(ym,a~)+d(a~,ao)}-+ o 

for m-+~. Consequently we have p(a0 ) = E
0 

and hence 
o 

a 0 EP
00

• lt follows that ymEW eventually, which contra-

dicts ymEP 0 m\W. 

4. CONDlTlONS FOR LOWER 

SEMlCONTlNUlTY 

ln general the mapping a .... P
0 

is not lower semicon­

tinuous. We give now necessary and sufficient conditions 

for the following case: Each of the sets A1 ,A2 , ••• An 

contains only one element, i.e. we consider a parameter 

space of the type B c C(T). 

We first state some necessary definitions: For 

bEB and vEPb we define the compact and nonempty set 

n 
M.. :={tETI L a (t) •V = b(t)} 
-o,v v= 1 v v 

ln (2] we have shown that 

Eb:= n M 
vEP b,v 

. b 

is also non empty and compact. For bE .B , we set 

Nb:= n {tETI 
vEPb 

n 
L a ( t) • (v -v ) =O} , 

v= 1 v v ou 

where v
0 

is an arbitrary element in Pb. It is easy to see 

that Nb is independent of the chosen element v
0 

and that 

one has the inclusion Nb ~,Eb. Then we have the following 

• !• 

~ 

~ 

j 
,, 
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THEOREM 2. Let P:B ~ POT(nf) be upper semicon­

tinuous and for bEB let Pb be compact. 

If there exists an open set UCT such that 

Nb ~ U ~ Eb, then the mapping P is lower semicon­

tinuous. 

For the proof compare [2]. We mention here only the 

COROLLARY 3. If the set T is finite, i.e. there 

are only a finite number of inequalities, then the 

mapping P is lower semicontinuous. 

This corollary follows from the observation that 

every subset of finite set is open. 

The condition of theorem 2 is also necessary for 

the lower semicontinuity. In [3) we proved the 

THEOREM 4. Let B be a subset of C(T) such that 

b
0

EB and Pb ~Pb implies bEB. 
o 

Whenever the mapping P: B ~ POT ( lRn ) is lower semi-

continuous, then for each b in B the closed set Nb 

is also open. 

From theorem 4 we can conclude the 

COROLLARY 5. Let T be a connected space. If the 

mapping P:B + POT(lRD) is lower semicontinuous, 

then the minimization problem is uniquely sol­

vable for each b in B. 

S. CONCLUSION 

In many applications of semiinfinite optimization 

the compact space T is a connected apace, f.e. a time 
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interval [a,b). In this case one cannot exspect that 

the minimum set depends continuously on the parameter. 

The only exception is that the optimization problems 

are uniquely solvable. 
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SUMÁRIO 

A partir dos conceitos da teoria da interferência de 

duas populações, através de uma generalização no seu cá lcu­

lo, foram determinadas curvas que fornecem a probabilidade 

de inter ferênci a para diversas combinações de distribuições 

probabilísticas. No trabalho são ap r~ sentados os resulta­

dos n a forma de d i versos gráficos, bem como um ex empl o de 

aplicação, 

SUMMARY 

Trough the concepts of the interference theory of two 

populations, via a generalization in their computation, se­

vera! curves were determined, which give the interference 

probability for some combinations of probabilistics distri­

butions. In this paper the results are presented in a gra f i 

~ cal form, and also an illustrative example are given. 



D-268 

1. Int rodução 

O a spe c to de c onfiabilidade vem enco ntrando diversa s 

ap l icaç6es, s end o exig~ncia do uso d e s i s temas mais elabor! 

dos e disp e ndiosos, onde uma falha p ode ter con s eque~nci a s 

d esastrosas . A c onfiabilidade do sistema é espec i ficada a­

través d e um a aná lise det a lhada de custo s [ 2 , 8] , envolven­

do custo d o co ntrol e de 1ualidad e, pr ojeto, fabrica ção , ma­

nut ençã o, bem como os custos devid o à fa lh a do s i s tema. A 

c onfi abil idade e s peci f i c ada será a que mi nimi za o custo to -

t a l para o per íod o de vida Útil. Dep endendo da configuraç ã o 

do s i st ema é pos s ív e l det erminar a aloca ção 6t ima d a confi! 

bilid ade em cada um dos componente s [2 , 8], de modo a mi ni­

miz ar os custos. Uma vez de f inida a confiabilidad e C de ca-

da component e e conhecendo- s e o modo de falha característ i-

co des t e, é po s sível determ i nar qual deve ser a probabil i d! 

d e de interf e r ~nci a P1 entr e a distr i buição da demanda S e 

d a capacidade R do componente, já que a probabi li dade de f ! 

lha P f(P f = 1 - C) é f unção de PI, [ 3, 4, 6]. A probabi lid! 

d e de interfer~ncia, definida c omo P1 = P(R S S), é ca lcul! 

da a partir das f unç6es den sidade de prob abilid ad e (FDP) da 

~. 
' 

> 

d emanda, f 5 (s) e da capacidade, fR ( r ) [2, 4, 7] como j 

' r " [ _ FR(>) fs(>) d> ~ 
onde FR(r) é a função de probabilidade acumulada de R. 

O cálcul o de PI ex ige em geral um a integração numéri­

c a o que r estringe o valor cal culado para os valores numéri 

cos dos parâmetros usados no cá lculo. Para contornar e s te 

problema foi u sada uma generalização no cá l culo de P1 , t or ­

nando possível representar PI em função dos fatores ass int6 

ti cos, K
0 

e K1 , [6]. 

2 . Mod e l os para c á l culo de P1 
A probabi lidade de i nt erfer~ncia depend e d a exp r essa o 

de f 5 (s) e d e f R(s), qu e devem ser obtidas se ja ex perim en­

t a l, analit icament e ou por simul açã o. Uma vez d e f i nida s as 

fDP da c apaci d ad e e d a demanda, é pos sível c alcul a r P1 . O 

enfoqu e dado nest e tr aba lho é de projeto do sistema ou com -

f 

I 
I 
j 
···' 
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ponc ntc , procurando sinteti z5-lo respeitando a confiabilida 

de espe c ificada, at rav ~s da probabilidade de interfer~ncia . 

Para este processo de síntese, o modo mais objetivo de re­

s olver o problema ~. a partir da probabilidade de interfe ­

r~ncia obter o fator de projeto n, def in ido como n = ~R/~ 5 
ou se j a . a relaç~o entre a m~dia da capacidade e a m~di a da 

d emanda . O fator de projeto pod e ser pensado como uma defi­

ni ç ão mais rigorosa do coefic i ente de segurança normalmen te 

usado em sistemas estrutur ais . O fator d e projeto di o afa! 

tamento relativo e ntr e as m~dias da s duas populaç6es, de m~ 

do que ex ist a um a margem de segurança para compens ar as dis 

pers6es inerentes. 

Par a tr ~ s tipos d e FDP exi s te solução an a lítica que 

permite obter o fator de projeto a partir da probabilidade 

de i nt e r f er ênc ia. Quando ambas as FDP env o lvidas sao expo­

ne nciais, o fator de projeto~ dado por [4 ] , 

Para o caso em que tanto a capacidade como a demanda 

sa o norm a is, c om co efi ci en tes de di spe rsão VR e v5 , respec­

tivamente, o fator d e projeto vale [4] 

onde Ó-
1 

sendo Z a abciss a da cu rva padrão normal que fornece a pro­

babilidade de interfer~nc i a. Quando ambas as distribuiç6es 

sao lognormal , o fa tor de projeto~ ca lculado por [4] 

nLL = [-l_+_V~1) 1/2 exp 
1 + vs 

[z (ln (1 + V~) (l + V~))] 

• onde as vari ive i s envo lvidas sao as mesmas defi nid as no ca ­

so das distribuiç6es normais. 

Outras combinaç6es d e fs e fR exigem a solução numiri 

ca e o r esult ado ~ fo rne cid o na fo rm a de grifi cos. As dis -
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COMBINACAO S RRW 

FATO R 

n .. • 511- n.,.> 
Ow + K

0
(1-0wl 

DE PROJETO 

Or• K,ll-Orl n, = ' n, • ~ u- o,> 

EQUACOES DE COMPATlBll.IDADE 

_ \!1-.0..,llO,•t'(l-Q,ll- 0.,.(1-Q,)(K 1 -~') 
Ko-

(Q r+ K1(1- .O,lH1- Owl 
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tribuições usad as foram, para a demanda: No rmal, Rayleigh e 
Exponencial e para a c a pac idade : Normal e Weibull,sendo que 

as distribuições de Rayleigh e Exponencial são generaliza­

das no sentido de que são definidas para valores superiores 

a um limite inferior, não nece s sariamente nulo , [ 7]. As co~ 

binações entre as FDP da demanda e as FDP da capacidade, ex 

cluindo o caso normal-normal, SNRN, são SRRW, SNRW, SRRN e 

SERN. 

3. Equação de compatibilidade 

Nos casos em qu e a integração numérica é u sada no cá l 

culo de PI, os r es ult ados são plotados em fun ção dos parâm~ 

tros assintóticos K
0 

e K1 nos gráficos que segu em. Para ob­

t e r o fa tor de projeto nestes casos é necessári o entrar com 

os dad os que carac ter izam as d istr ibuições fR(r) e f 5 (s) e 

com a probabilidade de interfer ência des ejada. O modo de ob 

ter o fator de projeto é através da equação de compatibili­

dade do problema [6], que repr ese nta justament e o aspecto 

f ísico do problema. A equação de compatibilidade repr ese nta 

uma curva no plano K
0 

x K1 e a intersecção desta com a cu r­

va de PI constante fornece o ponto de so lução do probl ema, 

já que a partir das coordenadas do ponto de inter secçã o é 

calculado o fat or de projeto. As expres sõ es qu e definem o 

fator de projeto em função de K
0 

ou K1 , bem como as equa­

ções de compat i bilidade para cada combinação de distribui­

ções estatísticas utilizada constam junto aos gráficos que 

fornecem a probabilidade de interferência, figur as l a 4. 

4. Exemplo de aplicação 

• "• 
1 

I 
• 

~ 
t 

I 

I 
~. f:• 

I 
E um fato reconhecido atualmente que qualquer estrut~ 

ra de grande porte, principalmente quando é uma estrutura 

soldada, apresenta defeitos macroscópicos no material, na 

forma de vazios, inclusões ou mesmo pequenas fissuras. Com 

a aplicação cÍclica da carga durante a vida da estrutura, 

estes defeitos dão origem a tr i ncas que se propagam,até que 

eventualmente atingem um tamanho crítico em que ocorre a 1~ 
ruptura final. A partir do controle de qualidade usado para 

detectar os defeitos iniciais e da Mecânica da Fratura é 
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po ss ível obter uma estimativa do tamanho das trincas 

um período de vida da estrutura. 

apos 

A solicitação em um elemento trincado pode ser pos ta 

em termos do fator de intensidade de tensões K, que forn ece 

o nív e l de tensões no extremo da fissura. A ruptura brusca 

ocorre quando o fator de intens i dade de tensões atinge um 

valor crítico Kc' característico do material. 

A distribuição estatístic a para K pode ser estimada 

por simulação numérica a partir das distribuições das variá 

veis envolvidas ou mesmo analiticamente nos casos mais sim­

ples [1]. No presente caso será s uposto que a demanda segue 

um a FDP normal, com coeficiente de dispersão Vs = 0, 20, on­

de vs = osl~s · 
O valor crítico do fator de intensidade de tens õe s é 

bast a nte afetado por hetero gen ei dades na microestrutu ra ,s e~ 

do assim bastante disperso. Neste exemplo é considerado que 

Kc segue uma distribuição d e We ibull com o expoente 8 = 2 e 

coefi c i en te de dispersão VR = 0, 15. Admitindo uma probabill 

dad e d e interf erência PI = 10- 4 , deve ser obtido um fa t or 

de projeto que leve a esta probabilidade. A figura 2 forne­

ce os gráficos para o caso de demanda normal e capac id ad e 

Weibull. 

Pa r a obter a equação d e compatibilidade é necessário 

~w' ~ e VS, onde ~w pode ser obtido a partir de VR, pois no 

caso d a distribuição de Weibull [7] 

com ~ = r(l+l/8) e ~ 2 r(l+2/8)- r 2( 1+1/8) 

e como B = 2, resulta ~w 

de compatihjlidade para nw 
est á traçada no gráfico de 

0,688 para VR = 0 , 15. A equ açao 

0 , 688, ~ = 0,886 e VS = 0, 20 

B = 2 da figura 2. A inter secção 

desta equação com 

das K
0 

= -0,733 e 

2' 10. 

-4 a curva de PI = 10 possui como coo r den a 

K1 = 5,50 e as s im resulta n
0 

Isto significa que o ma ter ial deve possuir um valor 

médio de Kc igual a 2,10 vezes o valor médio do fator de i n 

tensid ade de tensões pr evi s to para um período de vida do 

component e . Des te modo é po ss í ve l se lecionar o mater i a l ou 
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o tratamento térmico adequado, ou por outro lado analisar a 

influência do controle de qualidade. 

5. Conclusões 

São apresentados neste trabalho os resultados numéri­

cos obtidos para a probabilidade de interferência na forma 

de gráficos, para diferentes combinações de distribuições 

estatísticas para a demanda e para a capacidade. Em três si 

tuações particulares existe uma solução analÍtica para o f~ 

tor de projeto, enquanto que no caso de uma solução numéri­

ca é necessário o conceito de equação de compatibilidade. 

Com o enfoque de confiabilidade no projeto é possível 

quantificar a influência de diversas variáveis que de outro 

modo seriam consideradas de uma forma puramente empírica.No 

entanto o processo exige um volume de informações bastante 

superior ao processo convencional e na maioria das vezes es 

tas informações não são completamente disponíveis. 
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SUMÁRIO 

Através do estudo de superfícies e movimento de supe.!: 

fíc i es aprese ntamos uma def in ição bem mot{vada de derivada 

de sl ocamento. Com a introdu ção do c on cei to de super fícies 

singulares, escrevemos as condições de compatibil i dade ob 

tidas de forma simpl es e i nt rí nseca. 

SUMMARY 

Through singul ar s urfaces and surface motion a well 

mo tivated de finit ion of d ispl acem ent derivati ve is presented. 

Compatibi l ity cond i tions a r e obta ined in a simple and in ­

trinsic form . 
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1. INTRODUÇAO 

Fen6menos como propagação de ondas, passagem atrav~s 

de uma membrana semi-permeável, etc podem ser estudados usan 

do a teoria de superfícies singulares. Por outro lado, a 

teoria de superfícies singulares requer o estudo de superfi 

cies e derivada deslocamento que nos permitem obter condições 

de compatibilidade sobre uma superfície de descontinuidade. 

O conceito de derivada deslocamento foi introduzido por TI1omas 

(1957) e, no trabalho de Bowen e Wang (1971), encontramos fo.!:_ 

mas mais generalizadas do mesmo. O objetivo deste trabalho, 

apesar de uma grandeza tensorial ser de ordem qualquer, ~ 

usar uma forma intrínseca e bem clara nas definições e r~ 

sultados: definição bem motivada de derivada deslocamento 

e obtenção de condições de compatibilidade por meio de um ca 

minha simples e intrínseco. 

A parte matemática necessária ao trabalho pode ser en 

centrada no Apêndice de [4]. 

2. MOVIMENTO DE SUPERF!CIES 

2.1 Velocidade de Deslocamento e Movimento Normal 

Representemos por ~ o espaço Euclidiano pontual tri­

dimensional. Seja H uma funçio suave definida num sub-con 

junto do espaço produto ~ x(-oo, oo) com valores reais, e co~ 

sideremos t
0 

um parâmetro real fixo. O lugar geom~trico das 

posições x de ~ satisfazendo 

H (x, t 
0

) = O 

~ uma superfície S. Supondo que grad H # O, o vetar unitá 

rio n normal a superfície S, em cada ponto de S, é dado por: 

n = 
grad H 

( 1) 
li grad H Jl 

A condição grad H # O permite representar S na forma param~ 

trica: 

:!III 
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onde os parâmetros w1 e w2 sao coordenadas curvilíneas da 

superfícieS (coordenadas superficiais). A interseção das 

curvas independentes wi = constante (i=l,Z) sobreS determi 

na um ponto de S. Daí, o par (w 1
, w2

) representa um ponto 

de S, chamado ponto superfície. 

Os vetar es ~ (i=l,Z) são tangentes aS e linearmente 
3w 1 

independentes. Então, eles geram qualquer veto r tang ente a 

S, e o conjunto 

{ax (x)' ()x (x)' n(x)} 
aw 1 Clw 2 

(2) 

forma uma base em ~ para todo x sobre S. 

O movimento da superfície S pode ser definido como uma 

família uni-paramétrica de superfícies S( t) determinada p~ 

la relação 

H (x, t) o (3) 

ou pela forma paramétrica 

X (4) 

onde o parâmetro real t é interpretado como tempo. 

A representação (4) des creve bem o movimento de S: ela 

dá a posição x ocupada pelo ponto superfície (w 1
, w2

) em ~ 

no instante t. A velocidade u de um ponto superfície (vel~ 

cidade da superfície S) é definida por 

u = ax 
dt 

Usando a base (2), o vetar u pode ser escrito na forma : 

u = (soma em i) 

(5) 
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onde d , d e d são esca l a r es e sempre trabalharemos com \11 
1 2 3 I 

i = 1,2. De imediato temos que d
3 

= u.n, e escrevemos par a · 

u: 

u (}. ~ + (u.n)n 
1 < 

<lw
1 

(6) 

A equação (6) mo stra que em cada ponto de S, para c~ 

da parametrização, o vetar ve loci dade u pode ser dec omposto, 

de mouo ~ni co , num componente normal (u.n)n (compo nente de 

u na direç ão de n) e noutro tangencial d. <lx . (componente 
·' . - d. ) 1 ílw 1 d . de u numa u1rcçao pe rp e n 1cular a n . As s1m , po emos an al ! 

sar o mov imento de S através de (6) e uma super fíc ie de r~ 

ferê ncia S(t 0 ) fixada no i nstante t = t 0 como segue: s e 

u.n =O e di ax i r O, um ponto de S(t
0

) se mo ve de uma posl 

ção sobre S( t~wp a ra um a outra posição so bre S( t
0

) , ma s a s ~ 
perficie S não se desl oca em rel ação a S( t

0
). Nesse sent! 

do, o movi mento que realmente provoca o deslo camen to da s~ 

perf icie S 6 aquele na di r eção do ve tar unitir io n normal a 

S . Por esse mot ivo, a quantidade un dada po r 

un u . n (7) 

é c hamada de vc locidau e Je des l ocamento da superfície S (que 

6 a medida da velocidade com qu e a s up erfíci e S atravessa o 

espaço) e condições são est udada s para que o movimento de S 
se ja normal (movimento na direção de n). Se o movimento de 

Sé normal , temo s que u = (u.n)n = unn, e nes se_caso u é cha 

mada vel ocidade normal de S . Como os veta r es ~ são linc 
<lw 1 -

arme nt e independentes, ent ão, por (6), o movime nto de S é 

norma l se, e . some nt e se, d i= O. Mais adiant e daremos siR 

nifica do aos di e int erpretação para di = O. 

Diferenciando (3) em relação ao tempo e usando a regra 

da cadeia em re lação a (4), obtemos: 

ax a1 1 
grad H • + - = O 

at at 

que, através de (l), (5) c (7), produ z : 

~ 
f 

t 

! 
i 

I 

~ 
I 

l . 

~ 

·~ 
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(8) 
[[gr ad li[[ 

O r esultado ( 8) mostra que a ve l ocidade de des locamen to un 

nao dep ende da paramet r iz aç ão (4) (ji que a parametrização 

nao é única). Por outro lado , c omo ji foi exp licado antes , 

realmente, de (8), a superfíc i e S é estacionária s e, e somen 

te se , un = O. 

2 . 2 Der i vad a Deslocamento 

Seja ~qualquer fu nç ã o defin ida num sub - conjunto do 

e spaço produto ~x ( - 00 , oo ) com valore s escalares, vetori a is, 

ou tensoriais. A função ~ com v al or es escal ares sera deno 

t ada po r y e r e presenta r emo s po r ~ a função e com valores 

ve toriais, ou tensoriais. Co nsi deremo s que $ con ten ha em 

se u domín i o par a qua lq uer t empo t, a s up erf í ci e S. Um pr~ 

b l ema de gr a nd e importancia no es tudo de supe rfí c ie s sing~ 

la r es e ondas é o cálculo da taxa de va r iação s obr e S em 

re l aç ão ao tempo. Se un = O a taxa simpl e sment e po de ser 

escri t a na forma ~- Quando un f O a mesma é da da por l! e at at 
mais uma parte dev ida ao deslo came nto de S . Por isso, surge 

a n ec ess i dade do con ce ito de derivada deslocamento. De iní 

c io , est uda remos o c as o em qu~ • é um campo es pac ial c~ tem 

va l ores t(x ,t )) . Obse rv ando qu e (un dt)n repre sent a um de s 

locamento infinitesimal da pos i ção x s obre S na direçio de 

n de f in imos a derivad a deslocamento i_ do campo espacial $ 
' ôt 

cm re l ação a s up erfí c ie S por: 

o~ 

ot 
(x , t ) 

$(x + TUnn , t + T) - $( x, t) 
lim 

T 

(9) 

pa r a t oda posiçã o x sobre S em cada in s t ante t. Da defini 

ç ao (9) obtem os : 

oY ay 
+ g r a d y u n 

ôt <lt n 
(lO) 

o~ a ~ + (g ra d ~) unn 
sr ar 
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A derivada deslocamento do campo 41 é interpretada como 

a taxa de variação de 41 sobre S em rel ação ao t empo vista 

por um observador mov endo-s e ao longo de uma curva cuja ta~ 

gente é n com velocidade unn (tal curva é a trajetória nor 

mal). 

Agora, consideremos o caso de um campo superficial 41 

definido a través de (usando (4)): 

<l>(x,t) = <l>(x(w 1
, w2

, t),t ) = ~(w 1 ,w 2 t) (11) 

A r e gra da cadeia em (11) e o uso de (6) , (7) c (10) f orne 

cem: 

ó<l> 

ót 

a<!> 

dt 

a<!> 
+ 

awi 
d. 

l 
(sorna em i) ( 1 2) 

que é a deriva da deslocamento do campo super fi ci a l i s cguin 
., -. i 

do a superf1cie S . fazendo <I> = w cm (12), temos que 

ót 
(13) d. 

l 

ówi 

e o par (d
1

, d
2

) é interpretado como a t axa de va ri ação em 

rel ação ao tempo do ponto super f í c ie (w 1
, w2

) (velocidade de 

um ponto superficial movendo- s e sobreS). Finalmente, co~ 

cluímos que o movimento de S é normal (di = O) se, e some~ 

te se, os par âmetros w1 e w2 n ão dependem do tempo (ve locl 

dade tang encial da parametrizaç ão é nula). 

3 . SUP ERF!CIES SINGULA RES 

Consider emos o in s tante t = t fixo. 
o 

A superfície 

S(t ) da famÍlia S pode ser pensad a com a front e ira 
o - + -

entre duas r egi oes 8 ( t
0

) e 8 ( t
0

) de ~. como mostra a 

comum 

fig~ 

ra a seguir. 

Suporemos que a função 41(•, t
0

) é contínua nos interl 

ores de 8+ ( t ) e 8-(t ) e t amb ém que, par a t oda posição x 
o o 

sobre S (t
0

) , os limites <l>+(x, t
0

) e <1>-(x, t
0

) de <l>(y , t
0

) 

quando y tende par a x ao l ongo de c aminho s contid os em 8+(t ). o . 
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S(t ) 
o 

-e i3 c t o) ' respectivamente, sao definidos . Em cada posição 

sobre s c to) a função q, c . ' to) nao precisa ser definida. o 
s alto [<PJ Cx, to) de 1> c. ' to) cm X através s c to) é definido 

por 

(14) 

Quando [<PJ nao se anula para todas posiç6es x em S(t
0
), a 

superfície S(t 1 é dita singular com respei t o a <P( . , t ). Ob 
o o 

serve que til+, <1>- c [<1>] são funç6cs de posição sobre S(t
0

), e 

em particular, se <!> + c <1> - s5o diterenciiveis sobre S(t
0
), o 

salto [<PJ também é diferenciávcl sobre S(t ) . A superfíc [e o 
em movimento S é singular em relação ao campo <1>, se cada su 

perfície S(t) e singular com respeito a <!>( . , t) par a cada 

instante t. 

Se a superfíc i e S é si ngular em r e l ação a alguma qua~ 

tidade e [1>] = O através da mesma, então a função <P é di t a 

contínua a t ravés de S . 

Toda a tecria de superfícies singulares repousa no l e 

ma de Hadamard [4]. Em relação a parametrização (4), para 

cada instan te t, segue do lema de Hadamard e (14 ) que: 

a [ Y] ax 
[grad y] · (Li) 

No caso do campo vetoria l , ou tensoria l ~. seja TI um vetar 

ou tensor arbitrária e constan te . A s ubsti t uição de 



y 1J! • n 

cm (15) fornece o resultado : 

d [ 1j!] 

élw i 
[grad 11!] 

ax 
élwi 
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3 . 1 Cond i ções de Co mpatib il idade l;eométric a 

( 1 6) 

SejaM uma matr i z 2 x 2 com e l ement os 3 .. dados por : 
lJ 

a . . 
lj 

ax 

aw i 

aX 

élwj 

Para mostrar queM 6 inv c r s iv e l , seja • o i ngulo entre 

e--ax De ( 1 7), podemo s escreve r: 
élw 2 

a a 
1 1 1 2 

dct M = I I = ;l a ( 1 - cos
2
•) 

11 2 2 
a a 

2 1 2 2 

(17) 

élx 

aw1 

( 18) 

(. élx "x. - 1 . . d J .omo - ·-
1 

c · 
2 

sao .1ncarmente 1n · cpen en tes , t e mo s q uc 
3 <~ aw cos • i 1 e segue de ( 18) que dct M I O. Logo, M 6 in vc rs i 

v c 1. 

Do conjun to base (2), esc revemos pa r a o salto do gr! 

di e nte do campo escalar y 

[grad y] = À élx 
1 élw 1 

+ À 
a .X. 

+ À ll, 
2 aw2 

onde À 

por 

A
2 

e À sio escalares . Def inindo a quantidade b 

h ].l_(y , n ) = [grad y] • n (19 ) 

encontramos que À = h c, 
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[grad Y] + À 
2 

+ bn (20) 

O uso da condição (15) em (20) c , tendo em vista (17), v em 

que: 

1 r::: :::r r~~~ ( 21) 

Denotando por a ij os elementos de M -t (inversa de M), obte 

mos de (21) que 

é) [ y J 
À. 

J 
(sorna em i) 

e assim (20) pode ser escrita na forma 

[grad Y] bn + aij (soma em i e j) (2 2) 

Para o caso do campo vctorial, ou tensorial ~. a substitui 

ção de (H) em (22) fornece 

[grad ~J h 0 n + aij 
a[~ J ax 

0 
élwi élwj 

(2 3) (soma em i e j) 

onde 

b b ( ~, n) [grad ~Jn (24) 

O conjunto (22) c (23) é chamado de condição de comp~ 

tibilidade gcom6 trica c expressa o fato que a descontinuida 

de (salto) 6 est endida (difundid a , propalada, aberta) suav! 

mente sobre urna superfície e não iso lada em um ponto ou uma 

linha. Se s ubstitui rmo s~ por grad ~em (23) e depois usar 

mos novamente (2:>), obtemos urna condição geométrica de com 
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pat i bilidade iterada que nio escrevemos o r es ultado 

mas o mesmo pode ser encontrado cm D .2]. 

3 . 2 Condições de Compatib i l idade Ci nemã ti ca 

::.qui, 

Como ji foi vi s to , a supe r fície cm movimento S ~ si~ 

guiar se cada superfície S(t) E si ngu l ar . Le mbr ando que a 

de rivada deslo c amento ~ definida s obre a superfí ci e S, pod~ 

mos aplicar o lema de Hadamard p;na o esp aç o produto ~ x( - oo ,oo) 

e escreve r [4] para os camp os y e ~ re s pec tivamente no lado 

+ da superfíci e singular 

oY + 

ot 

olJ!+ 

ot 

= (::r + ( grad y) 
+ 

=( ::Y + (grad lJ!)+ 

u n 
n 

unn 

(25) 

Escreve ndo r esulta do seme lhante pa r a o lado - da s uper f ície 

e subtraindo de (25) com o uso de (14), ob t emos : 

o [ y J 
[ ::] + [grad y J ·- - - • u n 

ot n 

O[~] 

[::] + 
[grad lJ!] unn - --

ot 

( 26 ) 

O conjun to (26 ) é chama do de condição de compat ibil idade c! 

nemãtica e expre ss a a persist~ncia da de scontinuidade (sa l 

to) num i nt e rva l o de tempo. Quando coloc a mos ~~ no luga; 

de • e g rad • no de ljJ em (26) e os re s ult ados s ão g r upados 

com ( 22) ou ( 23 ) e (26) obtemos condições de compa t i b ilid~ 

de c inemi ti ca i teradas que não s ão dadas nesse trabalho. mas 

podem s er encontradas em D. z] . 

3 . 3 O Teorema de ~laxwe ll . Co ndi ções de Hu go ni ot 

Teorema de Maxwel l : Se [Y] = cons ta n t e a trav és da s u 

perfície singular S(t) par a c ada in s t ante t. cnt j o: 

i 

I 
! 

• 

~ 
l 

I 

~ 

·•· ~ ::-· 
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[grad y] ~n, ( 2 7) 

onde b e a amplitude da singularidade. 

Para provar o teorema, basta substituir [y] = constante em 
ax (15), usar o fato que {---.}gera qualquer vetor tangen te a 
3w 1 

superfície singular e observar (19). Por meio de (16), a 

condição [y J = constante, implica que [o/ J = O, pois II é a r 

bitrário. Assim sendo, o t eorema de Maxwell para o campo ljJ 

é enunciado da seguint e maneira: 

Se [o/] = O através da s uper fíc ie singular S(t) 

cada instante t, então: 

[grad o/] b ® n, 

onde b é a amplitude da singularidade. 

para 

(2 8) 

Observe que o t eo rema de Maxwe ll expres sa o fato de que o 

sal to do gradiente de um <;_~I~po contínuo é normal a superfi_ 

cie singular. A prova de (28) é feita substituindo (16) em 

(27)' com a mente em (24). Fazendo [y] =constante e [o/]= O 

em (26) para a superfície singular em movimento S e usando 

(27) e (28), o teorema de Maxwell produz as condi ções de 

Hugo niot : 

onde: 

[::] 
un b = - [~~] 

u 
n 

b 

Dois casos particulares de (29) 2, 

( 2 9) 

(30) 

sao: 
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un[divlj!J [::] • n, se 1jJ é um vetar 

(31) 

un [di v 1j!J = _ [:~]n, se 1jJ é um tensor 

A prova de ( 3l)I é imediata , basta usar o traço em (29) 2. 

Para provar (31)2, consideremos a grandeza rr arb i triria tal 

que lj! trr é um vetor quando 1jJ é um tensor. Substitu i ndo lj!poi 

lj!tiT em (3l)I, segue o result ado (31)2 · 

Ago ra, podemos obt e r fa ci lmente uma condição de comp~ 

tibil i dade cinemática iterada com as restrições do t eo r ema 

de Maxwell, ou seja: substituindo y por~ e 1jJ por grad y 
8t 

em (26) , ternos: 

ó [! ~] = [ :::] + [ g r a d 
ót 

8yj . u n 
- n 
() t 

(32) 

ó [grad Y] = lgrad ::] + [gradgrad y]unn 

ot L 
Eliminando [grad ~i] entre as equações do conjunto (32) e 

on com o uso de ( 27), (30) c n • 6f = O, vem que: 

[::~] 
onde 

~ 

u 2 c n-

~(y, n) 

ób 

Zun ót 

ÓU 
b n 

ót 

[g radgrad Y]n • n 

( 33 ) 

Lembr ando que a condição de compatibilidade cinemát ica (33) 

é obtida quando [Y] = constante, um resultado semel hant e p~ 

de ser mostrado para o campo 1jJ no caso de [1j!) = O us ando o 

mesmo raciocínio . Então , 



[::;] 
onde 

c=ê(1)!,n) 
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ob 
2u - b 

n Õt 

6u 
n 

ôt 

( [gradgrad w]n)n 

(34) 

e ( 24) foi usada. 

As equações (29) sao Je grande importância no estudo 

de ondas, como também (31). Em det erminados problemas de 

crescimento e decaimento de ondas, as condições (33) e (34) 

sao bastante usadas. 

Um caso bem interessante de condição de compatibilid! 

de ci nemáti ca é aquele quando a superfície singular S é es 

tacioná ria (u 0 = O). Tal condiçâo, através de (10) e (26), 

simp l esme nt e é escr ita na forma 

(35) 

ou seja: quando u
0 

= O, por meio de (35), continuidade em 

<I> implica também na continuidade de ~~, e assim por diante. 
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SUMARIO 

Foi desenvolvido um modelo numérico que fornece as distribuições 

de temperaturas para os fluidos de carcaça e tubos ao longo de um tro­

cador de calor de carcaça e tubos "U" com chicanas· segmentais. O mode­

lo, testado com resultados experimentais de um trocador de calor, re 

produziu com alta precisão as temperaturas de saída dos fluídos. O me­

todo, implementado de um programa em FORTRAN de baixo custo e fàcil 

utilização, pode ser usado para cálculos de projeto e operação desses 

trocadores. 

SUMMARY 

A numerical model has been developed to calculate the temperature 

di s tribution for the tube and shel 1-side fluids in a she ll-and-U-tubes 

heat exchanger with segmentai baffles . The model, checked with experi -

mental resul ts from one heat ex change r, predicted with good accuracy 

outlet temperatures for both fluids. The method, implemented in a comp~ 

ter program of low cost and easy appl ica t ion, can be used in the desi qn 

and performance evaluation of commercial units . 
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I. Introdução 

Trocadores de calor de carcaça e tubos com chicanas são muito~ 

tilizados em diversas áreas industriais. Utilizam-se chicanas de se~ 

mentos de placas ou de anéis e discos. O lado dos tubos pode ser fei 

to em uma ou mais passagens de tubos simples ou em tubos '~'' 

Neste trabalho, apresentamos um modelo térmico de um 

de carcaça e tubos "U" com chicanas segmentais (Fig. I). 

Fig. I - Trocador de tubos "U" e chicanas segmentais 

trocador 

Existem diversos métodos para cálculo de projeto e operação 

desses trocadores (1,2]. O método de análise de correntes, desen-

volvido por Palen e Taborek (1] na HTRI ("Heat Tranfer Research 

lnc.", Alhambra, California), que nos parece superior aos demais, foi 

aplicado a 64 trocadores de tipos comerciais e experimentais forne­

cendo um desvio médio da ordem de 30 % na comparação com resultados 

experimentais de perda de carga e troca de calor. Esse método reduz 

o complicado escoamento do fluido de carcaça em uma rede de corren­

tes com resistências hidraúl icas associadas a cada uma. Essa corren­

tes consideram o fluxo através da janela de uma chicana, o fluxo pe~ 

pendicular ao feixe de tubos entre duas chicanas e os fluxos de fuga 

que ocorrem nas folgas entre a chicana e a carcaça, entre os tubos e 

os furos das chicanas e o fluxo periférico entre o feixe de tubos e 

a carcaça. São avaliados números de Reynolds corrigidos na janela da 

chicana e na região de fluxo cruzado. Para o cálculo do coeficiente 

de troca de calor hc' do fluido de carcaça, é utilizada uma média 

ponderada entre os dois números de Reynolds, que é multiplicada por 

um fator de correção que considera o efeito dos fluxos de fu ga • ~ 
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considerada também uma diferença média logarTtimica corrigida de te~ 

peraturas entre os fluidos. As resistências e as correções menciona­

das foram obtidas pela minimização de erros do método com os dados 

experimentais dos 64 trocadores utilizados • 

O objetivo deste trabalho foi a obtenção de um modelo térmico 

tridimensional em esta·dd ' estacionário para esse tipo de trocadores, 

mais preciso e confiável que os demais existentes. A modelação foi 

baseada em balanços de massa, forças e energia em volumes de contro­

le distribuídos em todo o trocador. Esse equacionamento, denominado 

de "análise de subcanais", que é a base dos CÓdigos para análise ter 

mo-hidraúlica do núcleo de reatores nucleares [3], permite a obten­

ção das distribuiçÕes de velocidades e temperaturas ao longo de todo 

o trocador. 

Nas seções seguintes, os modelos para o escoamento dos fluidos 

de carcaça e tubos, bem como o cálculo dos coeficientes de troca de 

calor locais e os métodos de solução são discutidos brevemente, sen­

do então comparados os resultados com os dados experimentais de um 

trocador de calor do Circuito Experimental de Hélio do Instituto de 

Pesquisas Energéticas e Nucleares (lPEN) aonde, o Hélio no lado dos 

tubos é resfriado por agua no lado da carcaça. O~ detalhes deste tra 

balho são dados em [4]. 

2. Modelo e Método de Solução 

Uma metade diametral do trocador que divide simetricamente ca­

da chicana é subdividida axialmente em subcanais com pequenos grupos 

de tubos associados. O trecho entre a primeira e a Última chicana é 

dividido em nTveis transversais que, com as divisões axiais, geram 

os volumes de controle, tanto para o fluido dos tubos como para o da 

carcaça (Fig. 2). Cada trecho entre duas chi canas é dividido em pelo 

menos dois nTveis, sendo que um deles contém uma chicana. 

Para o fluido de carcaça, a pressão p e a componente axial de 

velocidade u, sao definidas como médias na face de cada subcanal 

em todos os volumes. As componentes transversais de velocidades v e 

w em todos os nTveis, são definidas como médias superficiais nas fa­

ces entre subcanais adjacentes. A temperatura do fluido de carcaça Tc 

é definida como a média no volume. Para cada grupo de tubos é definl 

da uma velocidade ut como sendo a média entre as velocidades de cada 

tubo do grupo.A temperatura do fluido dos tubos Tt também é definida 
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para cada volume de controle (Fig. 3) 

f:.x 

Fig. 2 - Volumes de Controle 

vi .j.k 

Pi,j.k ~Yi - .--u .. k -- 11 . • 
1.) . 

vi.j.J.k 

Fig. 3 - Posicionamento de variáveis 

As equações de energia para os fluidos de carcaça e tubos, em 

regime permanente, obtidas por meio de balanço térmico em cada volu­

me ; ãn representadas nas equações (1) e (2) respectivamente 

flc Cpc f Aj,k ( ui ,j ,k Ti-1,j ,k _ ui+1,j,k Ti ,j,k ) -
X C C 

Aj ,k ) ,j ,k Ti ,j-1,k _ Aj+1,k vi ,j+1,k Ti ,j ,k J + y c y c 

Aj ,k wi ,j ,k Ti ,j ,k-1 _ Aj ,k+1 wi ,j ,k+1 Ti ,j ,k ) 
z c z c l + 

Atri,j,k Ui,j,k ( Ti,j,k _ Ti,j,k) • O 
t c 

(1) 

~ 
I 
( 

! 
! 
I 

~ 
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C ( Aj,k ( i,j,k Ti-l,j,k _ i+l,j,k Ti,j,k)] 
pt pt t ut t ut t 

Atri,j,k Ui,j,k ( Ti,j,k _ Ti,j,k) • O 
t c 

(2) 

aonde pé a densidade do fluido, Cp o calor especTfico à pressao 

constante, A a área do subcanal, A e A as áreas mTnimas de pa_s 
X y Z 

sagem entre subcanais adjacentes nas direções y e z respectivamente, 

At a soma das áreas internas dos tubos do grupo correspondente ao 

subcanal, Atr a área de troca de calor do volume, U o coeficiente de 

troca de calor no volume e os Tndices c e 

te aos fluidos de carcaça e tubos • 

referem-se respectivame~ 

As componentes de velocidades u, v e w e as pressoes p, sao ini 

cialmente obtidas para um intervalo entre duas chicanas consecutivas 

pela solução das equações de conservação de massa e "momentun", es­

critas para escoamento isotérmico em regime permanente de um fluido 

incompressTvel como nas referencias (4,5,6]. Esses resultados são es 

tendidos para os demais intervalos pois, o escoamento, se repete i­

gualmente de chicana para chicana como já foi comprovado experimen-

talmente por Konuk [5] . O balanço de massa nas regiÕes de entrada e 

saTda do trocador fornece a distribuição de velocidades nesses 

veis. Para o fluido dos tubos, são calculadas velocidades para cada 

comprimento de tubo "U" através da simulação de uma rede de tubos com 

resistências hidraÚlicas diferentes e interli gados por pressões de 

entrada e saTda, obtendo-se também a pe rda de carga no lado dos 

tubos. O coeficiente de troca de calor U, de um dado volume de con­

trole é definido pela eq. (3) 

d 
e 

d h i ,j ,k 
i t 

+ 

h i ,j ,k 
r 

d + e d - d. e 1 

d + d. e o 

aonde de e di sao respectivamente os diametros ex terno e interno 

(3) 

dos tubos, kt a condutividade térmica do metal dos tubos e ht e hc , 

os coeficientes de troca de calor dos fluidos avaliados nas condições 

de cada volume de controle. O coeficiente ht do fluido dos tubos, é 

baseado na correlação de Colburn com a correção de v i scosidade de Me 

Adams. Para o fluido de carcaça, sao consideradas duas regiÕes d i s 
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tintas. Nos volumes de chicana é utilizada uma média logarrtlmica e~ 

tre a correlação de Colburn aval i ada nas condições das folgas entre 

tubos e chicana e entre chicana e carcaça e a correlação de Weisman 

nas condiçÕes do subcanal. Nos demais volumes é utilizada uma média 

angular na forma da eq. (4) 

h i ,j ,k 
c 

L hi,j,k + TT/2- a 
n/2 cr TT/2 

h i ,j ,k 
p 

(4) 

aonde a é o angulo formado entre a velocidade resultante no volume e 

os tubos, hcr o coeficiente de troca de calor para fluxo cruzado a­

través de tubos, baseado na resultante transversal de velocidade e 

na correlação de Me Adams e h o coeficiente para fluxo paralelo, ba 
p 

seado na correlação de Weisman (7]. 
O sistema de equações algébricas formado pelas eqs, (1) e (2) , 

escritas pata todos os volumes, foi transformado em um sistema de 

equações diferenciais ordinárias de 1? ordem que, resolvido pelo mé­

todo de Euler, reduziu os requisitos de memória e de tempo de proce~ 

sarnento (CPU) em relação aos métodos diretos e iterativos. Essa 

transformação foi feita pela introdução de um termo fictrcio de tra~ 

siente (dT/dt) nas eqs. (1) e (2). A solução desse transiente con­

duz a um regime permanente que é a solução do sistema original. 

Para a obtenção das distribuiçÕes de velocidades e temperaturas 

no trocador foi feito um programa FORTRAN [4] que requer as condi­

ções de operação e os dados geométricos do trocador de uma forma ex­

tremamente facilitada ao usuário através de uma alta automatização • 

3. Resultados 

O trocador apresentado (Fig. 1), foi modelado em 16 subcanais e 

em um total de 13 nrveis (5 nrveis por chicana). A Fig. 4 mostra uma 

trpica distribuição de velocidades entre duas chicanas e a porcenta­

gem de vazão por s~bcanal no nrvel da chicana, obtidas para uma va­

zão de aproximadamente 2 litros por segundo, à uma temperatura de 

50 °C. 

~ 
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Fig, 4 - Distribuição de velocidades e vazoes 

As figuras (5) e (6) mostram respectivamente, a variação do coe 

ficiente de troca de calor hc' do fluido de carcaça, para três subca 

nais e a variação das temperaturas de ambos os fluidos ao longo de 

um tubo "U" e dos subcanais correspondentes, para uma vazão de Hélio 

de 1.57 Kg/s nos tubos, entrando ã 221 °C e uma vazão de água de 

2.09 Kg/s na carcaça, entrando ã 18 °C, O efeito de aumento do coefi 

ciente de troca de calor causado pela chicana pode ser notado com a 

comparação a um coeficiente calculado para fluxo paralelo sem a exis 

tência das chicanas (h
0

, linha horizontal pontilhada na Fig. 5) • 
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hc [wjrJ•c] 
I 1 
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I I 

2000 I 1 
I I 
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1000 
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Fig. 5 - Coeficientes de troca de calor, Fluido de carcaça 
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A Tabela 1, apresenta a comparação de dados experimentais dlsp~ 

níveis com os previstos pelo método • 

'\ III Tot c 
(Kg/s) (Kg/s) (oC) 

1. 26 1.20 170. 

1.46 2.14 225. 

1.48 2.33 230. 

1.53 2.65 240. 

1.55 2.14 220. 

1.56 1.94 2L5. 

1.57 2.09 221. 

Tabela 1 

Resultados obtidos 

Toe Tet Tct 
(o C) (oC) (OC) 

20. 120. 121.0 

20. 140. 145.7 

20. 140. 146.9 

20. 145. 150.1 

20. 140. 144.5 

20. 148. 149.9 

18. 143. 146.0 

E: Te c Te c e: 

% (OC) (oC) % 

0.8 85. 83.7 -1.5 

4.1 90. 87.1 -3.2 

4.9 90. 85.4 -5.1 

3.5 88. 84.3 -4.2 

3.2 90. 87.8 -2.4 

1.3 95. 94.9 -0.1 

2.1 91. 87.8 -3.5 

aonde mt e me sao as vazões em massa dos fluidos, Tot e Toe as temp~ 

raturas de entrada dos fluidos, Tete Tec as temperaturas de saída 

medidas, Tct e Tcc as temperaturas de saída calculadas e e: o desvio 

percentual entre os valores experimentais e calculados. Nota-se uma 

boa concordãncia entre os resultados experimentais e os calculados 

Os desvios estão dentro dos erros experimentais de medida. 

Para o modelo apresentado (3 chicanas, S níveis por chicana) fo 

ram necessários 2.88 min. de processamento e 312 K-bytes de memória 

no IBH 370/55 do IPEN. Se o objetivo for unicamente a obtenção das 

temperaturas de safda dos fluidos, podem ser feitas somente duas di-

visões por chicana sem alterar sensivelmente o valor das temperat~ 

ras calculadas mas, reduzindo o tempo de processamento para .61 min. 

e para aproximadamente 200 K-bytes de memória • 

4. Conclusões 

O modelo desenvolvido permite, através da solução das equa-

ções de conservação escritas para os volumes de controle, tanto do 

lado dos tubos como do lado da carcaça, a obtenção das distribuições 

de velocidades e temperaturas ao longo de um trocador de calor de 

carcaça e tubos "U" com chicanas segmentais o que, não é 

pelos demais métodos • 

possível 
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O modelo testado com resultados experimentais de um trocador r~ 

produziu com alta precisão as temperaturas de saída. Como o modelo 

só utiliza correlações gerais para fatores de atrito fede troca de 

calor h, não contendo nenhum parametro otimizado, ao contrário dom! 

todo de Palen e Taborek, portanto independente da geometria e condi­

ções de operação, pode-se esperar previsÕes de mesma ordem de preci­

são de outros trocadores. 

Esperamos que este método, de fácil utilização e alta eficien­

cia computacional, combinados com alta precisão e confiabilidade 

seja utilizado para cálculos de projeto e operação dos trocadores i~ 

dustriais, uma vez que o modelo, com pequenas a l terações no progra­

ma, pode ser adaptado aos demais tipos de trocadores com chicanas 
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SUMA R I O 

Apre sen ta-se um modelo, não I inear com parâmetros di s tribuí dos, 

aplicado na dinâmica e controle de um trocador de c·alor em contra-corren 

te, projetado como gerador de vapor para uma central nuclear reprodutora. 

Um método implícito e convergente foi desenvolvido para re sol ver s imult~ 

neamente as equações de conservação de massa, momentum e energia . O mod~ 

lo aplicável a trocadores de calor em geral, foi uti I izado especificame~ 

te para estudar o comportamento de um gerador de vapor e m contra-corren­

te, com re lação a sua capacidade de seguir cargas e estabilidade de pre~ 

sao e temperatura . 

SUMMARY 

This paper presents a non I inear distributed parameter model for 

the dynamics and fe edback control of a large countercurrent heat ex­

cha~ger used as a once -through steam generator for a breeder reactor 

power plant. A convergent, impl icit method has been developed to solve 

s imultaneously the equations of conservation of mass, momentum and 

t energ y . Th e model, appl icable to heat e xchanger systems in general, has 

been used specifica l l y to study the performance of a once-through steam 

generator with re spec t to its load following abil ity and stabil ity of 

thro ttle steam temperature and pressure. 
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I. Introdução 

Foram desenvolvidos recentemente vários modelos de dinâ 

mica dos geradores de vapor tipo passo único, que são usados 

em muitas usinas nucleares. Esses modelos resolvem as equa -

ções de conservação de massa, momentum e energia unidimensi~ 

nais para o fluido do circuito primário, onde escoa o refri­

gerente do reatar, e para a âgua de alimentação do circuito 

secundário, que vai para a turbina. 

As equações de conservação resultam num s istema de equ~ ~ 

ções diferenciais parciais não lineares, com derivadas espa­

ciais e temporais. Para facilitar a solução das equações, f~ 

r a m f e i tos mo de 1 os I i n e a r i z ado s , I i mi ta dos a t r a n s i entes de 

baixa amplitude em torno do estado estacionário original . O 

sistema não linear, que possibilita a análise de transientes 

normais de operação ou induzidos por eventuais acidentes, é 

resolvido pelo método das diferenças finitas que resulta num 

nodelo nio I inear de parâmetros distribuíd os . 

Na solução, usaram-se os métodos denomi ndados "impl.!:_ 

cito contínuo Eulariano" (ICE) e"avançado, contínuo, Eulari~ 

no" (ACE). No método ICE [I J, as equações de massa e de mo-

mentum são resolv i das implicitamente, sendo acopladas com 

uma equação de estado que relaciona a pressão com a densida­

de, enquanto a equação da e n erg i a é r e s o I v i da ex pI i c i ta mente . 

No método ACE [ 2 J, as equações de massa e energia são acopl~ 

das através de uma equação de estado aproximada e resolvidas 

implicitar.1ente, enquanto a equação de momentum é resolvida ex 

pi ici tamente . Portanto, o método ICE despreza a expansão tê.:_ 

m i c a do f I u í do , e o A C E a compre s s i b i I i da de do f I u i do . Foi d=. 

s envo I v i do recentemente um método I CE modificado [ 3 J onde a 

equação de massa e momentum acopladas, e massa e energia ac~ 

pI adas sã o r e s o I v i das a I te r nada mente , par a I e v a r em c o n s i de­

raçio a compressibilidade e a expansio térmica do fluíd o 

O objetivo deste trabalho é resolver as equações de ma~ 

sa, momentum e energia implicitamente, acoplando-as através 

de uma equaçio de estado que rei a c i o na a densidade com a pre2_ 

s ão e entalpia, para levar em considera,ão a compressibilid~ 

de e a expansão térmica do fluido,ambas importantes na simula­

ção de geradores de vapor. A formulação implícita utilizada 

é incondicionalmente convergente, contrastando com as demais 

~ 
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que são sujei tas ã I ími tações do incremento temporal llt pa­

ra convergir. 

O métod o permite a simulação de trocadores de calor em 

geral, tendo s ido aplicado na dinâmica e controle de um ge-

rador de vapor projetado para uma usina reprodutora a sal 

fundido (MSBR). Ele consiste de uma carcaça cilíndrica de 

18" de diâmetro e 68" de comprimento, e 350 tubos de .5" de 

diâmetro. O calor é transferido ao vapor em estado supercri 

ti c o escoando nos tubos do saI fundi do fI ui ndo em contra-cor 

rente na carcaça. Esses dados são de [ 4 J , onde o gerador é 

simulado utilizando um modelo linearizado. O trabalho comp!_: 

to se encontra na [ 5]. 

2. Modelo Matemático e Método de Solução 

Na modelagem desprezam-se os efeitos do fluxo cruzado no 

secundário e supõem-se distribuições uniformes de proprieda 

des na direção radial . Assim, o gerador de vapor pode ser 

representado por dois c i I indros retas concêntricos , com va­

por fluindo no tubo interno e sal fundido no espaço anular, 

sendo a razão das áreas escoamento igual a do gerador de va 

por ( F i g u r a I ) . 

fl--4 ~---(>vapor 
~""'--------------------~ ... 

lx=L 

Figura I - O modelo ffsico 

O modelo matemático do gerador é co~ituído pelas equa­

ções de conservação de massa, de momentum e de energia para 

o vapor, pela equação da conservação da energia para o sal, 

e pelas equações do estado, dados respectivamente por: 

~ a h 
--- + ( pu) o (I) 

at at ax 
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() u + ...!...._ _1E. + au 2 f 
U--+--ulu l = o 

;) t p ax ax D 

a h + u~ _ ~ ( e -T) __ 1_ .3E_ 
a t ax p p a t 

~+v~-
K1 U 

(T - e) * o 
a t a t p 1 C 

pI 

p = p (p,h) 

T =· T ( p. h) 

( 2) 

( 3) 

( 4) 

( 5 ) 

( 6) 

Na s eq uaç õ es (I) a (6), é o tempo, x é a vari á vel es 

p a c i a I , po s i t i v a e na d i r e ç ã o do f l u x o da v a p o r . As v a r ia "v e i s 

dependentes p,u,h,T, p e e são respectivamente pre s são, velo­

cidade , e n t alpia específica, temperatura, densidade do vap o r 

e tempera t ura do sal. Ainda mais, U é o coeficiente global 

de trans f erência de calor, baseado na área e x terna do s tubo s , 

f ê o coeficiente de atrito de Fanning, D é o diâmetr o e x -

terno dos tubo s , e K e K
1 

são as relações entre o perímetr o 

externo dos tubos e as âreas de passagem respectivas para o 

vapor e o sal. V, C e p
1 

são respectivamente a velocidade, 
PI 

calor específico e a densidade do sal. 

Os dois primeiros termos da equação (l) correspondem 

ao termo (ap/at), e as equações (5) e (6) representam as t~ 

belas de vapor. Para o sal, as variações de densidade e ve­

locidade pod e m s er desprezada s , c o n s id e rand o - se a s si m some n 

te a equa ç ão da energia . 

As condições de contorno ut i I izadas são : 

. u (L, t) 

p (o. t) 

h (o. t) 

Uo P o 

Po 

p o ( t) 

h o ( t) 

a~(t)~ 
P (L, t) 

(7) 

( 8) 

( 9) 
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e (L, t l (I O) 

o nde p~(t), h 0 {t) e ·) l(t) sao os va l o res impo s tos res pec ti ­

va mente para a pressao da bomba de ai imentaçãodo vapor p(O,t), 

en talpia de entrada do vapor h(O,t), e temperatura de entra 

da do sal 6(L,t). A eq uaçao (9) relaciona a vel oc idade de 

s aída do vapor u(L,t) com a pressão p(L,t)e a densidade na 

sa ída do gerado r p(L,t), e a área normalizada válvula aT(t) 

~]. Os valores de salda de u, p e p para operação em plena 

carga são denotados por uo, Po, Po· 

As equações (I) a (10) descrevem o comportament o dinâ 

mico do gerador funcionando como circuito aberto. Para pos-

sibilitar ao gerador seguir variações de demanda de car ga 

H(t) mantendo constante s a temperatura T(L,t) e a pressa o 

p(L,t) do vapor na saída do gerador, manipulou-se respecti­

vamente aT(t), 9(L,t) e p(O,t). As equações de contorno (7) 

e (lO) são substituídas pela s equações de controle abaixo : 

2 dP(D,t) TBd P(O,t) 
+ 2 

d t d t 
K [ -cp 

dP(L,tL d
2
P(L,t) - To 2 + 

d t d t 

T I 

(Pr- P(L,t)J 

de ( L . t J 

dt 

e a 1 ( t) que aparece na equaçao (9) i dado por: 

daT (L,t) 

dt 
+ T 

a 
K (H (t) - H(t)) 

ca r 

( 11 ) 

( l 2 ) 

( l 3) 

onde Kcp' KcT e Kca sao os ganhos dos elementos de controle; 

T8 , TT e Ta são as constantes de tempo respectivas, e Pr,Tr 

e Hr(t) as referências para a pressão e temperatura do va -

po r na sa ída do gerador e demanda de carga r es pectivamente . 

Os termos ã esquerda das equações (li) a ( 13) repre -

se ntam as inércias dos elementos de controle e os te rmos à 
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direita controladores proporcional integral e derivativo 

(PIO) para a equação (li), e integral para as restantes. As 

equações (11) a (13) são obtidas as equações de controle em 

relação ao tempo, para eliminar os termos de integração. 

As equações (I) a (10) para o circuito aberto de (l)a 

(6), (8), (9) e (11) a (13) para o circuito realimentadosão 

resolvidas simultaneamente por diferenças finitas . As deri­

vadas espaciais para o vapor são formuladas progressivamen­

te e para o sal regressivamente . O posicionamento das variá 

veis é definido na Figura 2 . 

i -1/2 

ui -1/2 

I. o! 
6X/2 

i+V2 

pi I~} hl ui +1/2 

Figura 2 Posicionamento das variáveis 

As equações de conservação são dadas por: 

k+a 

~)i 
h~+l_h~ 

I I 

ôt 

k+a 

+( ::} 
k+ 1 k 

pi -pi 

ôt 
+ 

k+a k+l 
P i+ I ui+ Y2 

k+ a k+l 
- p i ui- 1/2 o 

ÔX 

k+l k k+l k+l 
u i + Y 2 - u i + 1/ 2 I Pi+ I - pi 

+ ---
ôt k+a ôx 

pi 

k+l k+l 
2fk+au_k+,l JuJ~+a, ui+ y 2 - ui- 'h 

+ -- I+ '/ 2 I+ 'h 
t:.x oh 

k+a 
+ ui+ 1h 

• o 

(I 4) 

(I 5) 
:'"-
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e~+l -e~ 
I I 

t.t 
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h~+l_h~+l 
I I -1 

2 

8 k+l _ e~+l 

+ V--i'-+-'-l---'-1 _ 

11x 

<'>x 

K uk+a 
1 

( 16) 

k+l 
- e. > 

I 
o 

( 1 7) 

Nas equações (14) a (17), t.te<'>x são respectivamenteos 

incrementos temporal e espacial, k é o índice temporal, e 

é o índice espacial, variando de a m, onde m é o número de 

divisões axiais. A constante a tem valor numérico O ou 1. 

Para a=O, as equações (14) a (17), e as equações de c~ 

dições de controle, formam um sistema 

1 • - • - k+ 1 
i n e a r e s onde a s 1 n c o g n 1 ta s s a o u i _ 1/

2 
, 

de equações algébricas 

p~+l' h~+l e e~+ I. 
I I I 

Esse sistema é resolvido utilizando uma Subrotina de elimi-

nação de Gauss, por técnicas de matrizes esparsas. 

Para a=l, tem-se uma formulação completamente implícita. 

Neste caso, o sistema a ser resolvido é não linear. A solu­

ção do sistema não linear é obtida através de soluções suce~ 

sivas do sistema 1 inearizado. As iterações são iniciadas fa­

zendo a=O, e são continuadas calculando os termos com o índi 

ce k+a ut i I i zando a so I ução da i te ração ante r i o r. 

A formulação com a=l, que é estável para qualquer valor 

de t.t, é também usada fazendo <'>t=l0 6
, para simular o gerador 

de vapor em estado estacionãrio. Ainda não terminaram os tes 

tes de estabi 1 idade para a=O. Essa opção é sem d~vida prefe­

rível pois evita -'3 solução do >istema não I inear. 

3 . R e s u 1 ta dos 

Os resultados sao apresentados nas Figuras 3 e 4. Em 

todos os casos, foram usadas as corre l ações dadas na refe -

rência [4] no cá lcul o deU. 

As variações ao longo do gerador, no estado estacioná­

rio e a plena carga, das temperatures do sal e(x) e do vapor 

T(x), (Figura 3-a), e da velocidade u(x) e da pressão p(x) 

do vapor (Figura 3-b), são comparadas com resultados gráfi ­

cos da referência [4] 
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H ----------------
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p[b o~ 
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40 50 60 20 30 

Figura 4 - Re s u I ta d os com controle 

Dez divisões axiais foram suficientes para obter uma boa con 

concordância entre os doi s modelos. 

Para testar a estabi I idade do método completamente im­

plícito (a=l), fo ram simuladas transient es induzidos por ex 

cit ações do tipo degrau, a partir do estado estacionário e m 

plena carga. As Figura s 3-c e 3-h representam as variaçõe s 

te mporai s, na sa ída do gerador, da temperatura do s al e(O ,t), 

e da temperatura T(L,t), pressão p(L,t), e vel oc id a d e u(L,t) 

do vapor para as seguintes variações: t empe ratura de entrada 

do sal , d e 621°C para 500 °C (Figuras 3-c e 3-d); pressão da 

bomb a de a i imentação, de 262 bar para 230 bar, (Fig . 3-d e 3-f) 

e a area n o rmalizada da válvula, de 1.0 para .8 (Fig.3-g e 

3-h) . Os resultados foram obtidos usando 20 rlivisõe s axiais 

e u m ~ t de .5 seg undo s. Foram necessária s apr ox imadamente 3 

iter açõ es na solução do sistema não linear para uma conver­

géncia das incógnitas dentro de !2 %. 

Todo s os transientes resultam em bruscas varia ções de 

pr essã o e de temperatura, e ilustram a estabilidade do méto 

• do em condições onde a compress ibi I idade e a expansao térmi 

ca do fluído são ambas importantes. 

A Fi g ura 4 i lustra a simulação do controle de qerador 
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de vapor visando o seguimento de demanda da carga H (t), man !t-t 
p - ., 

tendo T(L,t) e p(L,t) nas referências respectivas Tr e Pr· ' 

H (t) cai linearmente de 20 %/min. de O a 20 segundos,permane 
r -

ce constante de 20 a 40 segundos, e sobe de 20 %/min . de 40 a 

60 segundos . A simulação, feita com 10 divisões axiais e um 

L'lt de 1 segundo, mostra que o método é estável durante as va 

riações rápidas de Hr(t). 

4. Conclusões 

Foi desenvolvido um método numérico implÍcito para re­

solver as equações de conservação de massa, de momentum e de 

energia unidimensionais, acopladas através de uma equação de 

estado que relaciona a densidade com a pressão e a entalpia. 

O mé todo forneceu soluções estáveis em condições onde a co~ 

pressibil idade e a expan s ão térmica do fluído são ambas im­

portantes. 
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SUMÁRIO 

Foi desenvolvido um modelo numérico que fornece as dis 

tribuiç6es de pressões e velocidades no lado da carcaça de 

um trocador de calor de carcaça e tubos com chicanas segmen­

tadas. As equações de cons er vação de massa e momentum foram 

escritas utilizando-se o método de análise de sub-canais, de 

senvolvido para a análise t e rmo-hidráulica do nGcleo de rea­

tores nucleares. O método reproduziu com boa precisão os re­

sultados experimentais de dois trocadores de ca lor e poderia 

ser utilizado no projeto de unidades co merci ais . 

SUMMARY 

A numerical mode l has been developed to calculate shell 

side pressure and velocity distribution in a bafflea shell­

and-tube heat exchanger. Equations of conservation of mas s 

and momentum have been written making use of the subchannel 

analysis method, developed for the thermal-hydraulic analysis 

of nuclear rea cto r cores. The method has predicted with good 

accuracy the experimental results from two heat exchangers 

and could be applied to the design of commercial units. 
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1. Introdução 

Os trocadores de calor de carcaça e tubos, com chica­

nas segment adas de placas, são muito utili zados na indú~ria. 

As chicanas servem para dirigir o fluxo através dos tubos, 

da janela de uma chicana para a próxima, de modo a melhorar 

a transferência de calor no fluído da carcaça. 

Os método s para cálculo de perda de carga do fluiw da 

carcaç a podem ser grupados em métodos de análise de corren­

tes e métodos integrais. O método de Palen e Taborek DJ, o 

mais dese nvolvido do primeiro grupo, reduz o escoamento do 

lado da carcaça entre duas chicanas a uma rede de correntes 

formada pelo fluxo na janel a , fluxo nas folgas, entre tubos 

e furos da chicana, entre as chicanas e a carcaça, fluxo c~ 

zado e fluxo periférico entre os tubos e a carcaça. Cada 

corrente é assoc iada a um fator de a trito e a solução dop~ 

bl ema da r ede resultante fornec e a perda de carga e as vel~ 

cidades das correntes. O méto do pre diz a pe rda de carga den 

tro de ~30 % sobre os re s ult a dos experimentais de 64 unimde~ 
testadas. No mé todo de Bell [2], o mais confiável do segun­

do grupo, a perda de carga é calculada primeiro para um tr~ 

cador sem folgas, e depois corrigida para considerar os efei 

tos de corrente de folga, as qua is não são calculados. 

O objetivo do presente trabalho é obter a distribui -

çao de pressões e ve locidades em um trocador de calor de caE 

caç a e tub os com chicanas segmentadas de placas, através de 

um modelo mais preciso do que os de análise de correntes. O 

espaço entre duas chicanas é modelado como uma matriz trid~ 

mens ional de volumes interligados. As equações de conserva-

ção de massa e momentum, com condições de contorno apropri~ · 

das, são escritas pa ra esses volumes na forma de diferenças 

fin i ta s e são "reso lvidas em um computador digital. Na deri­

vação das equações de conservação, é utilizado o métoao de 

análise de s ub cana is , desenvolvido para a análise termo-hi­

dráuli ca do núcleo de reatares nucleares [3]. A solução fo! 

ne ce a distribuição de pressões, utili~ada para o cãlcu~ da 

perda de carga no trocador, e também a distribuição de vel~ ~ 

cidades que é necessária para os cálculos de transferência 

de calor ~] . 
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'lo de 1 o 

Trabalhos experiment ais mostraram que em troçado res~ 

ça l or de carcaça c tubo s com chicanas segmentadas de placas, 

o escoamen t o se r e pete i gua lmente entre as chicana !' rs: , pü_!: 

t an t o . o esc oamento 6 mode l a do em um trecho que vai de um 

ponto logo depois de uma chicana atE um ponto ap6 s a pr6xi­

ma. A seção transve rsal do trocador, cons iderando- se 5omen­

tc um3 metade devido ~ s ime tria , 6 dividida em subcanais , 

q ue depo i s s ão divididos transversalmente em volumes de co~ 

trole. A pr~ ssão p e a componente axial (paralela aos tubos) 

de velocidade u sao definidas para cada subcanal como uma 

mEdia superficial nos planos transversais sucessi vos . As com 

pone n tes transversa is de ve locidade v e w são definidas co­

mo m€d ias superficiais entre subcanais adjacente s e sao ba­

seadas na men or área de passagem (Fi gura 1): 

V_J·I . K 
I 

w~ · K ·I 
I 

Fi g u r: 1 l 

PJ,K 
I 

I J ,IC, J. K 
U; pi 

"i WJ,K·I 
J·I.K I J .K I 

V I W; 
AX ;J..--;"-----

1 

/ I J. K J.K 

1
1 U;.,,,P; .. , 

v / 

- l 'o siç i oJLtmonto de \·ariáveis 

As equ aç6es de conservaç ao de massa e momentum sao es 

cr it as para r egi me permanen t e e fluido incompressível. 

Conserva ção de ma ssa: 

o (l) 

onde A é a área transver sa l do suhcan a l, lu a altura do volume 
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de controle, Gv e Gw são as áreas de menor passagem por un~ 
dade de comprimento axial, relativas as velocidades de v e 

w. 

Conservação de momentum x (axial): 

j ,k -
pi+l 

].k+ ..e...rc ~·kJ2-cu~·k)+ --1 GJ-l,k ~-l,k _;k~--
. . . l'lx ( . . . uj-l ,k+u{ ,k 

Pi gclu1 +1 1 AJ,K v 1 2 

]
. k · ui • k l. +1 k 

G' J,k k +u· • 
v vi k 

2 

+ Gj ,k-1 
\\' 

. j k . k 
- ~,k w~·k ui• +ui' +1) f 

1 X 2 + ---
2 

. i .k-1 . k 
J ,k-1 uk + u.l · 

wi k 

(l;x. 
1 

Dj .k 
H 

2 

cu{ .k) 
2

] = o ( 2) 

onde g é o fator de conversão de unida des, f é o fator de 
C X 

atrito para fluxo paral e lo em fe i xe de tuhos [6] , e DH o 
diãmetro hidráulico do s ub canal. As equações (1) e ( 2) são 

escritas para todos os volumes de controle exceto na chi ca ­

na, onde a equação (2) é reduzid a para: 

j. k 
pi +1 

pj, k 
i + 

_E_ 

2gc 
f (uj,l-.)2 

X i =0 ( 3) 

onde fx é obtido de dados de perda de carga s in gul a r em or~ 

fícios anulares [7]. Os termos na Eq. (2) são os t e rmos de 

pre ssão, de aceleração e de atrito. Termos de tensões de ci 

salhamen to e pc!'o próprio são desprezados. 

A conservação de momentum transversal é obtida nas d~ 

reções y e z pela adição de termos de aceleração aproxirrados 

a correlações de perda de carga I'I P para fluxo cruzado [8], 
dadas por: 

? 
I'IP = f N v~/2 (4) 

onde f é o fator de atrito, No n~mero de linhas de tubosem 

fluxo cruzado e v, :t velocidade de fluxo c ru zado, ba se ada na 

menor área de passagem. ~ 

Conserva ção do momentum y: 
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J. + 1 k 
P· , 

. k 
p~, + _P_ 

1 1 gc 

u~ ,k+ u~ +1 ,k 
1 1 

2 
j ,k) 

vi-l 

o 

Con serva~io do momentum 

[!( 
i k+l j k ) ( 1 k ik+l ik '"' h·' +h. ' h".'+ Pk. - Pk. + -·- _l ____ l __ - l 

~ ~ , 

+ 
L{ ,K( uj ,k + uj .k+l 

- k+l i+ l 
6x . ------

1 

f_.\ _5 ,k 
+ --=-=--

i k hi . 

c 5) 

(u) 

Equa~6es de cond iç6es de cont orno s ão escr itas utili­

za ndo a distr ib uição sim~t ri c a das ve l oc idades u c da s pre~ 

s6es p e m duas c h i c anas conse c ut i vas. T amb~ m são e ~cr i tas 

duas e quaçócs pa r~ fG r nece r a va: ã o tota l e o n í vel da p r c ~ 

s ão . 

O sist ema de equa ç6es a lg€bri cas não-lineares . form a ­

do pe las eq uaç6es de co nse rv ação e de co ndiç6 es de c ontorno . 

~ r eso l v i do at r a v~ s de s o l uç6e s s ucessivas do s i s t ema line~ 

r i za do . Ut il izo u- s e a sub r o tina SI\IQ da IB\1. q ue us a a e l ­

mi na ção de Gauss , na s o lução do si stema li neari : ado. Apr• xi 

rn a damente 10 i t e raç6es fo r am necess árias para um a co n\·er, é :1 

c ia dentro de ~n das \·e l oc idades u . A sol uçã o fornece ;, ; 

p r ess6e s p e as vel oc idades u, 1· e h. e ntre duas c:liCIIl:l s . 

.). Comparaç 6es do s r esu ltados expc r i ire nr:li:' c <.:Jl cul ados 
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Dados de dois tro cadores de calor foram util i~& d os p~ 

ra comparações. 

Primeiro f o ram obt1dos ex pe rimentalment e as d1s t ribu i 

ções de ve l ocidades e pres s õ e s em um trocador de calo r de 

"p l exiglass " , opera nd o com um fl uxo turb ule nt o c 1sot érr.1ico 

de água à pressão atmosfér ica e t empe r a tur a a mbJcn te " S ~ . 

Esse trocador tinha uma scção transversal que r eprese n ta a 

meta de de um hexágono, com 63, 5 t ubos :1 crílicos dt' . Su-l " de 

di â me tro exte rn o em arr anjo tria n gula r . Ao co ntrár io das u ­

nidades comerciais, as chic ana s f o r am ajustadas à carcaça 

para se imp edir o fluxo e ntr e a chicana c J carc aça. Fo i ur.~ 

zado um d i âmetr o de .5-l O" no s fu r o s das chican a s , com espa ­

çamento s de .J" , 6'' e 9" e ntr e chicanas que foram co n s t rui ­

das de p l a c as s o l dad a s n os g rupos de pequeno~ t ubos espaça ­

dores qu e s e e s t e nd em por t od a a s e ç ã o t r an sve r s al do t ro e~ 

dor . De\·ido a e s;:;a i n comum c· o n figu r aç:io , os f ato r es de atr.!:_ 

to p <l r a a c h i ca n a e p a r :1 o,; c ;:; p" ~ :.1 do r c s na j a n c 1 a , u t i l i : a ­

elos no mod el o n umérico, foram nb tidos a trav és de medidas de 

perda de c a rga c \· eloc idad c <:' m e q u i pame n tos de teste para 

simulaç:i.o dessas condiç6cs . 

Os dados consistem de p erfi s axi:-t i s de p r e ssões médias 

ouperfic i ~is p:n a 30 t ub os ent re duas c hica nas e at r :n·és da 

chicana c de linh as de f lu xo visua i s cm todas as faces do 

t r océ!dor j l<l l'il cspa.,:ame nt os entre chicanas de .J '' , 6 " e 0 " e 

p:1ra 1·:J:ÕL':" de : oo e 300 gal / min. Os tubos para as n cdid a s 

de pn's;:;il o for.1n f ei t o s com 12 furos cquidi;:;tantes de _ ,I J~" 

de di:i.:nc tro pcrfllrados em toda a c ircunferência. ,\s linhas 

de fluxc:> for;.m nb ti das a tr:Hés de t ra _ic t .Sri:-t de bol !1 :1s de ar 

int t· od1J:i~3S 11a 5gtl~ clc escoamento . 

O tr ocado r foi modelado em I S suh - c a nais c 5 nf1c i s . 

resultando e:J clt ·; \Olu:ncs de controle , Os 1·::1lorcs cx:,eri1~1c0_ 

ta :. s e ,·alculados t!:l pcrd:1 d e caq~:J por chic:Jn:l ,;:-t o c:11'1p:t ­

ra do s n a l :J bcl:J 1 . \ut: t- ,;c que o s dc;; 1·io,; c~ t:i o dc'n t rc> ,' c 

e rro s cxpc ri nc:Jtili~. 

~'J 
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?er.:la de carga por chicana (ôp) Geometri a Hexagona l 

,-··---- ~----------.------------------------~-------------

E:;pw;:amen to 
entre chicanas 

1 (po legada ) r-------
4 

6 

6 

'J 

9 

\ :Eão 
(gal / min) 

6p !lp 
exper i w~n ta l calculada 

Desvio 
(%) 

(p . s . i . ) (p .s .i. ) 
-- L===o=4====4=====j I 

20 0 

300 

200 

300 

200 

300 

I 4.05 

s . 78 1 

8 . b2 

4 .16 

8 .5 0 

4 .29 

9 . 3 7 

4. 1 8 

9.12 

4. 20 

9. 13 

+ s. 9 

+6 . 7 

+5. 0 

+S.8 

+ l.ll 

+ 7 . 4 

3.98J 
·--------~L---------~----- ·---------~------------' 

Os rc SLtltad os da figura são para 6" de esp açamento 

en tr e as ch tcanas e uma vazão de 200 gal/m in. A Figura 2- a 

mos tra a comparaç ão de vetares resu ltantes de velocidade p~ 

ra os sub - canais ad jacentes ~ diagonal com as linhas do flu 

xo na f ase diagona l do t roca dor. ,\ dimensão dos ve tar< s, 

p r opo rciona l a ve lo c i dade, ilustra a ace l eração do flu . do da 

ch i cana par a a jane la e a desaceleração da janela para a 
c hi cana. 

\a Figur a 2-b são compa rada s as porce nt agens experi -

mentais de va ~ ão para cada s ub - ca na i at rav~s da c h icana ~ 

de Jane l a com os valore s c alculados , ob tidos dedad as de pe~ 

J" de carga na r hic ana e na Janela, combi nados co m dados de 

f ato res rie atrito. \ota- se que as linhas de flu xo vls udis 

e a dis tri b ui ção de vazões fo ram corre t a~en te pre vistas. 

A Figura 2-c compara o~ pe rfi s de p ressão no rmaliza -

dos de uma _ion<' lil para a ch icana e a Figura 2-d de uma ·=hi ­

ca na para um a Ja nela, ~ara s ub-cana is adj acente s i diag ona l 

O model o predi: co rret amcnte o aument o de press io devido a 

desace l era çã o (F i gura 2- c) e a queda de p res são dev i do ã a­

c e l e r aç~o ( F1 gu r u 2 - d). 

O outro trocador de ca lor modelado tinha uma secç ão 

tr éln s\·e rsal retangular (S, 38" x 2 ,6" ) co m 12 tub os, espa -

~ comen tes entre as chicanas e 2 tamanhos de janela, e foi 

tamb ~m operada com flu xo isot~rm i co de ig ua na s condi ções 

atmosfé ri cas 9J . Ao co ntrir i o do pri me iro, e l e tinha uma 

grande fol g3 en tre a chicana e a carcaça . Os d ados utilizados 
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co ns is tiram de medidas de pe rda de carga por chicana para 

todas as alternativas geom~tri cas mencionadas . Ele t amb ~m 

fo i modelado com 15 sub-canais e 5 nfveis. Os r es ultados de 

perda de carg a po r chicana sio dados na Tabela ~. 

Tabela ~ 

Pe rda de car ga por chicana (6p) Ge ome tria r e tangular 
-

Geome- Espaç3Jllento Comprimento t p e:-.-peri- 6p calcula 
tr ia ent re chica- da janela mental (pele da (pol ega Desvio 

·nas (po legada) (polegada) gada de água) da de água) ('.) 

1 2-5/8 2.27 -1 o 5 3 o 8 -15 o 6 

2 2- 5/ 8 lo 39 8 4 o 83 4.98 + 3. 1 

3 o 2 . 2 79 o. O 4 o 7 - 21.7 -

4 2 1 o 39 5 6. 12 5o 88 - 3.9 

~ota- se um a boa concordância entre os valores de perda 

de ca r ga expe rimenta l e ca l culada para as geomet rias 2 e 4, 

que por sina l, r ep resentam trocadore s de ca lor bem projeta­

dos, ou seja, com m~dia abertura de ch i canas e m~dia distân 

cia entre as chicanas . Os valores cal cul ado s de t p estio a­

baixo dos val ore s experimentais para geomet~ias 1 e 3 onde 

a abertura grande da janela p rovoca turbulências e conseque.!2_ 

tement e um a perd a de ca rga adic ion al, que o mode lo não pode 

ca l cul ar . 

4 . Conc lus ões 

O mode lo de s envo l vido permite a ob tençio das distri -

buições de ve lo cidades e press ões em um trocador de calo r 

de carc aça e tub os com chican as segmentadas. O mét odo s apll 

cado ã doi s tro cadores de cal o r, reproduziu corretamente os 

resultados experiment a i s e poderia se r utili zado para o c á~ 

cul o da perda de ca rga no proje to das unidade s comerciais . 

A distribui çio de velocidades, forn ec idas pelo método, pode 

s er utilizada na equação de ene rgia do flufdo de carcaça p~ 

ra a obtençio da distribuição de temperaturas [ 4]. 
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SUM.~R I O 

Foi desenvolvido um modelo numericc nara o estudo da conve<:çao 

·:aUra! no isolamento térmico interno ti •:o<1 fibras, para dutos c i I i_2 

r 1~0! nas posiç3es horizontal e vertical. As distribuiç5es de tem­

peraturas e velocidades obtidas, permitem o cilculo da condutiv'da­

·•;: te r ~<'ICa efetiva global e ao longo Uf1 p.2rede fria , que sio ~eces­

.ir i;_; s para o projeto do i so1 amento.O nÚrn€r<"l de Nussel t qloba 1, foi 

.urr-elacionado com o número de Rayleigh, r•a r·2 uma rápidd aval ia<;ão. 

SUMt-IARY 

" numerical model has been develooed to study natura! convec 

tion f ibrous internal insulation for çylindrical ducts in hcrizon 

tal and vertical positions. The computed velocity anj temperature 

distributions yielded local cold wal I and overall effective thermal 

conductivities, both necessary in the design of the insulat!on. The 

overall Nusselt number has been correlated with Rayleigh nu~her fo r 

an immediate evaluation • 
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1. Introdução 

Isolamento térmico em dutos, é normalmente uti 1 izado para dimi­

nuir a perda de calor, sendo colocado externamente ao mesmo. Caso o 

fluido esteja nas condições de alta pressão e temperatura,além de dl 

minuir a perda de calor, é necessário proteger a parede do duto da 

alta temperatura. Isto é conseguido, utll izando-se isolamento térml 

co interno, onde o material isolante é colocado entre o duto princi­

pal e um duto interno coaxial, conforme f ig ura 1. 

~}~~~~~~\~~~~~ 

-----+- - - - - --

-:--.c\:. ~Z~~ -~~-/::~-·~ . 
:-:~.-.s"-:-~~~.::-=- ·~~ Outo 1n to r n o 

Figura 1 - Duto Isolado internamente 

Este tipo de isolamento, está sendo estudado, para dutos de gas 

quente dos reatores nucleares à gás ã alta temperatura (HTGR), onde 

o fluido se encontra ã pressão e temperatura da ordem de 40 atm e 

950 °C. 

Foram testados em laborat6rio, vários tipos de materiais para i 
solamento interno [2], sendo que o isolante composto de fibras de m~ 

terial resistente à alta temperatura (Kaowool), apresentou maior via 

bi 1 idade de uti 1 ização • 

No isolamento externo, a pressão no interior do isolamento, é a 

atmosférica, enquanto que no interno, é a do gás, para que o duto i~ 

terno, que suporte a alta temperatura, não fique submetido à esforços 

de pressão 

A combinação de alta pressão e alta diferença de temperatura 

(:500 °C) entre o lado quente e frio da camada isolante, pode resu~ 
tar no surgimento de convecção natural do gás, dentro do isolamento. 

Esta convecção natural, deteriora o efe i to isolante do gás, que é õ-
timo quando este está parado • ~ 

Para o estudo da convecção natural no isolamento, foram feitos 

modêlos numéricos, somente para geometrias retangulares de interesse 

no HTGR [1]. Esres modelos atenderam satisfatoriamente aos resul tados 
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experimentais, mostrando a vai idade da formulação usada. Não se encon 

tra porém, na 1 iteratura, modêlos para geometrias circulares. 

O objetivo deste trabalho, é elaborar um modêlo para o estudo 

da convecção natural no isolamento térmico em dutos circulares, car­

regando gás a alta pressão e temperatura, nas posições, horizontal e 

vertical, seguindo uma formulação similar a da uti 1 ização para geome­

trias retangulares. 

Experiencias (3 ] mostram, que o Isolamento tipo fibras se compo~ 

ta como um meio poroso. Para este meio, são escritas as equações de 

conservação de massa, momentum e energia, que são resolvidas pelo me­

todo das diferenças finitas. Obtem-se as distribuições das temperatu­

ras e velocidades no isolamento, sendo então, possfvel, a avaliação do 

seu desempenho • 

As equações de conservação usadas, bem como os resultados calcu­

lados, são apresentados nos Ttens seguintes. O trabalho com maiores de 

talhes se encontra em [4]. 

2. Formulação das Equações, CondiçÕes de Contorno e Método de Solu 

ili 

Para meio poroso, a equação de conservação de momentum, é simpll 

ficada para a lei Darcy, i .é, o gradiente de pressão , é função linear 

de velocidade. Assume-se, que a temperatura local da fibra é a mesma 

da do gás • 

C i 1 indro Horizontal 

~ considerado para a formulação, metade da secção transversal do 

cilindro (conforme Figura ~),devido a simetria existente • 

Sup 
ad;at>at ic .. 

8=• 

Figura 2 Geometria do cilindro horizontal considerada no modêlo 
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C equacionamento é feito em coordenadas polares r e e. A dire­

~ao axial não é considerada, pois as distribuições de temperatura' e 

velocidades, não se alteram nesta direção. 

A equa ção de conservação de massa é dada por 

a a ar (rpv,) + ã8 (pve) o (l) 

~ nda , c~ a densidade do gis e v a sua velocidade no iso lamento. 

i-< t> quaç ào de cons ervação de momentum, i .é, a lei Oarcy, é dada 

fh i j i ;;·f-.!Çã'o radia I, por ; 

K 2_E (2) 
1/ . - (pg - ) 

r 
]J r ar 

e n~ uireção angular por 

K - 2.P_ ) (3) v - - (pg 
9 ].J e rae 

o;; :: : '\é" perrneab i 1 idade das fibras do isolamento, J.J a viscosidade 

d inirnlc~ do g5s , g a aceleração da gravidade e P a pressão da gis. 

L defini da uma função de corrente, de roo do qu~ sat isfaça a equ_:! 

ç:Ob <! e massa, e la é dada por : 

v 
r 

- dtb 

rp 38 

"e • - l. .2!R 
P 3r 

(4) 

(5) 

Combinilndo as equações 2 e 3, eliminando <J pressão e conside ra.!:'. 

do " definição da função co rrente (4 e 5), a equação da conservação 

de momentum rcsu 1 ta em : 

a 
rK ae 

( v ~) + .!.. .!._ (r v ~) 
39 K Cl r Cl r 

g(cose 2.E + rs i na í}p ) 
ae ar 

onde, \' é a ·.' :.cosi cJJ de cinemática do gás( \!: ].J /p) 

(6) 

te 
I 

I 

~J 
~ 

... 
'"-S 
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A equaçao de conservaçao de energia, considerando a função cor­

rente, é dada por 

~~(C T) 
ae ar p 

d\jJ .!.__ (C T) 
p ar as dr 

(rÀ Z>l ) 
(i r 

I (l 

r ae 
(À 3T ) = o 

a e 
(7) 

onde T é a temperatura, Cp o calor especifico a pressao constante do 

gas e À o coeficiente dé condutividade térmica do gás mais fibras 

No contorno, a funçi c corrente é nula, as temperaturas de pare-

de quente e fria são dadas e pura 0 O e 8 =~. não há fluxo de ca 

lor, devido a s imetria ( ri T/dG = O) 

C i I indro Ver tical 

As equações de conservação e condiçÕes de contorno, sao formu­

ladas para isolamento entre dois c i 1 indros coaxiais (Figura 3) • 

X= 1 

Sup. com 
T emp. r1 

X I 

Figura 3 Geometria do c i 1 indro vertical considerada no modêlo 

O equacionamento é feito em coordenadas cilindricas r ex. Não 

é éonsiderada a direção angular, uma vez que as velocidades e tem-

peraturas não se alteram nessa direção 

A equação de conservação de massa é dada por 

a (p rv ) + ~ (pv) 
ar r ax 

o (8) 

A equaçao de conservação de momentun, i .é, a Lei de Darcy, é da 

da, na direção radial e axial por : 

v 
r (9) 
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v - ~ ( pg - 2.E.) 
X IJ X 3x 

A função corrente é definida por : 

v 
r 

v 
X 

:l... ~ 
pr ex 

l...~ 
pr ar 

Procedendo-se analogamente ao cilindro horizontal, a 

de conservação de momentun resulta em : 

rK 

a 
ax 

(\!~) 
ex 

1 
+-

K 

a 
ar 

(~~) 
r ar 

g2E. 
ar 

( 1 O) 

(11) 

( 12) 

equação 

( 13) 

A equação de conservação de energia, considerando a função cor· 

rente, é dada por 

~ 
ex ar 

a (C T) - ~ 
p ar 

~ (C T) - 2 (rÀ ar) 
ax p ar ar 

- r 
a 
ax 

(À ar l 
dlt 

= o ( 14) 

As condições de contorno, são análogas as do c i 1 indro horizon­

tal, sendo que o fluxo de calor é nulo para xzO e x=L (3T/3xz0) 

Método e Solução Numérica 

As equações 6,7, 13 e 14 que são equações diferenciais parciais 

nao lineares, são transformadas em dois sistemas de equações algébri 

cas não lineares pelo método das diferenças finitas. Estas,são resol 

vidas sucessivamente, por programas e Fortran [4], uma vez que é ne­

cessário a solução da equação 6 (12), obtendo w, para linearizar a! 

~ua ç ão 7 (13) e a solução da equação 7 (13), obtendo T, para lineari 

zar a equação 6 (12). As soluções sucessivas dos sistemas lineariza­

dos é feita, até que as temperaturas convirjam, dentro de um critério 

de convergencia, obtendo-se a distribuição de~ e T dentro da isola- ~ 
ção. t uti 1 izado para a solução dos sistemas 1 inearizados, uma subro 

tina de eliminação de Gauss, por técnica de matrizes esparças [5) . 
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3. Resultados 

Os programas foram executados, para c i 1 indros na posição horizon 

tal e vertical, considerando a presença de 1,2 e 3 cilindros inter 

nos equidistantes. Os fluidos utilizados no modêlo foram, hélio e ar 

variando as pressões de 1 a 100 atm, temperaturas de 50 a 800 °C e 

permeabil idade de 10-S a la- 12 m2 

As funçÕes corrente, bem como a distribuição de temperaturas pa-

r a casos trpicos, são mostrados nas Figuras 4 e 5 

'Y ( , õ4) 'I' ( 11J 4 ) TO 

( ci ) I b) 

Figura 4 - C i 1 indro horizont a l, I inhas de corrente e temperaturas~ 

dimen s ionais (Ra & 500, Nu= 3) 

1 1c" l 
>=L 

( b) 

Figura 5 - C i 1 i ndro vert ical, 1 inha s de corrente e temperaturas ~ 

dimensionais (Ra =498, Nu= 2.9 ) . Escala na radial, é 7 ve­

zes a da vertical • 
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O gãs dentro do isolamento, flui para cima ao longo da parede 

quente e para baixo, ao longo da parede fria (Figuras 4-a,c e 5-a,c) 

conduzindo energia do lado quente para o frio, o que deteriora o e­

feito isolante. As isotermas (Figuras 4-b e 5-b) são consideravelme~ 

te distorcidas em relação a condução (para condução as isotermas são 

concentricas) • 

Considerando dois cilindros internos (Figuras 4-c e 5-c), a 

convecção é confinada entre eles, o que contribui para a melhoria do 

efeito isolante. As isotermas (Figuras 4-d e 5-d) são menos distor­

cidas, aproximando-se do caso de condução. Aumentando o número de ci 
lindros internos, observou-se que o efeito isolante tende ao Ótimo. 

A condutividade térmica efetiva Àef é definida por : 

Àef 
Q ln (rzlr 1) 

(TI - T 2) TT 

para c ii indro horizontal e para cilindro vertical é 

Àef 
Q ln(rz!r 1) 

2 (T l - T 2) L rr 

onde Q é o fluxo de calor através da isolação • 

( 15) 

( 16) 

O número de Nusselt, definido por Nu a Àef/À, foi correlacio­

nado com o número de Raleygh/A, onde o número de Rayleigh é definido 

por : Ra=g.(T 1-T2) .d.K.p/a.p, onde, d é a espessura de isolamento e~ 

tre os cilindros, p o coeficiente térmico de expansão volumétrica a 

pressão constante e a a difusidade térmica. "A" é definido por 

L/(r
2

- r
1
) para cilindro vertical e rr (r 2+r 1)/(r 2-r 1).2 para o 

horii6ntal. A correlação é mostrada na Figura 6 • 

Nu 
s 

2 

._,::'>._,:~,' 

100 RAiA 

.Figura 6 Correlação entre Nu eRa/A, para N cilindros internos. 

;I ' 

~s 
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Para valores deRa/A menores que 10,6,4 para 1,2 ~ 3 

internos respectivamente, nio ocorre a convecçio. Para valares maio­

res que estes, a correlaçio obedece a equações do tipo Nu=c. (~a/A)n, 

onde n é .5 e c, .4, .5, .6 para 1,2 e 3 c i llndros intf!"nO:'. 

Para valores de Ra maiores que 2000, observou-se a divergencia 

nas temperaturas. 

A variaçio local do numero de Nusselt (Nu 10c), na direção angu­

lar para cilindro horizontal e ao longo do comprimento para verti -

cal, é mostrada na figura 7 

Nu 
l oc 
~4 

3 

2 

--Citin~ro Horizontal 

- ·- C i l i n d r o V e r ti cal 

I 
I 

.1 2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 1. 

RA=50S Nu:JS2 

RA=494 Nu= 3.0 1 
RA= 26 Nu= 1.1 O 

RA= 31 Nu= 1.0 4 

BI1T ICHJ 
X/ L IC.Vl 

Figura 7 Variaçio local do número de Nusselt sobre a parede fria. 

A relaçio Nu 1 /Nu, é definida por : Nu 1 /Nu • q1 /Q, onde oc 0 c oc 
qloc é obtido pelo produto da condutividade térmica local pelo gr~ 

diente local da temperatura na parede fria. Observa-se que a varia­

çio da relaçio aumenta ao longo da parede fria • 

4. Conclusio 

Foi obtido um modêlo numérico, que permite o cálculo das distr~ 

buições de temperatura e velocidades, para o estudo da convecçio na­

tural em isolamento térmico interno tipo fibra, em dutos cilindricos 

~ conduzindo gás a alta pressio e temperatura, na posiçio horizontal e 

vertical. 

A correlaçio entre o numéro de Nusselt e o de Rayleigh, é part~ 
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cularmente util' pois permite uma avaliação imediata da eficiência 

da isolação, sem utilizar o modêlo numérico. 

A distribuição de temperaturas e a variação de Nuloc obtidos 

pelo modêlo, fornecem dados para uma avaliação detalhada de isolação, 

evitando testes experimentais, que levam muito tempo para fornecer 

resultados, alé•n de terem um custo muito elevado. 

Para tanto, é necessário termos conhecimento da permeabilidade 

K e da condutividades térmica das fibras, contudo, estes valores 

podem ser obtidos com experiencias simples para o isolamento de inte 

resse particular [6). 
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SlJ~lÁ R I O 

f exposto um m~todo iterativo de cilculo do fluso tir 

m1co, com uso do computador, a partir da metodologia prooo! 

ta por R.H. Heilmann (ASTM) e cu ja versão em unidades m~tr! 

ca s fo i sugerida por O.J. Whittemore Jr., em 19 76. Sio re­

solv i dos alguns exemplos e discutido s os resultados. Sio a­

prese ntadas algumas passiveis linha s de desenvol v imentos fu 

t uros. 

SUMMARY 

An 1t e ra tive method is shown to estimate heat flow. 

with comput e r aid , using the method proposed by R. H. Heil­

mann (ASTM) and its version for metric units suggested by 

O. J . Whi tt emore Jr., in 1976. Some examples are solved 'lnd 

the r e sults discussed. So me possible line s for fu ture d:ve 

lopment are, a lso , presented. 
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l . .!_l:!trodução 

A previsão, controle e reduç ão de perdas em i nst al aç õe s 

t~rmicas aumentaram de importinc ia devido i cr i ~e de ene rgi a . 

Por exemplo, em muitas at i v irla des indust rial~ a anil i se do 

fluxo de calor atrav~s das paredes de fornos pod ~ s e r r e le­

vante na definição de medidas par a ec onomia de c omh cçt iv el. 

Um dos procedimentos para o cilculo das perda ~ atrav~s 

das paredes de fornos f oi proposto em 193 2 p or R. H. f-l c i lmann, 

e vem sendo republicad o pela ASTI4(1). A a dapt a,~ :io desse pro­

cedimento para unidades do Sistema Int e rnaci onal , bem como 

sua extensão para paredes cilindricas foi apr Ps entada em 

1976, por O.J.Whittmore .Jr . ( 2) . Es sa '' rbptaç ao ser á a!' r e ­

sentada na secção 2 deste a rtigo. 

O método, al~m dos cál c ulos fastidiosos que requer , ~ 

reiterativo: por isto, torna-se interessante implantá-lo na 

forma de um programa de computad or. Ess e programa oferec e 

Hinda mais duas vantagens adicionais: a primeira~ fornecer 

uma sub-rotina para programas ma i s complexos (o de otim i za­

ção de custos, por exemplo ) , e a segunda, é possibilitar o 

exame rápido de muitas alt e rnativas para um dado problema . 

Esse programa ~ tratado na s ecção 3. A listagem do programa 

pode ser vista na referênci a (3). 

Na sec ção 4 são apresentado s al guns exemplos e uma an~ 

lise dos resultados obtidos. Fina lmente, na sec ção 5 são 

apresentadas as conclusões e indicada s al gumas possíveis li 

nhas para futuros des envolvimentos. 

2. O m~todo de R.H.f-leilmann 

Admite-s e no m~todo de R.H . Heilmann que o flu xo de c a­

lor pel a s par ede s do forno se dá em regime est acioná rio e 

unicamente por conduçio, sendo descon s id e rados efe itos devi 

dos a infiltração , pressão interna no forno, porta s , juntas 

abertas , etc. As paredes do forno podem ser constituída s 

por tijolos refratários, refratários isolantes e i s olant e s 

t~rmico s . Supõe-s e conhecid a a lei de variação da co ndutibi 

lidade térmi ca dos mat e riais com sua temperatura média, co­

mo mostrado na figural. 
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:..: .6 ,..---,--.--.----,­

t 5r--+--+--+--+--

1400 
Temper aturo Mérito °C 

Fig. 1 - Condut i bilidade t~rmic a 

A transmissão de calor da superfic ie externa do f orno 

para o meio ambient e ~ feita por convecção e por radiaç j n. 

Inf luem nesse processo as temperaturas e natur eza da s ~upe! 

f ícies do forno e dos ob j e tos no ambi ente; as C')ndi çõ( ; de 

c i rcula ção do a r sobre a parede , e tc. 

Sio ap r ese nt ada s a seguir as f6rmulas Fara o cil culo 

das diver s as parcelas envo lvid as . 

No que se gue serão des ign ados por: 

T
1 

temp eratu ra da superf ici e externa (K). 

Ta r temperatura do meio amb iente (KJ . 

As perdas por rad iação para o mei o ambient e sao calcu l a 

das pela f6rmula de St efa n- Boltzmann: 

(1) 

onde : 
fluxo de ca l or por radiação (W/m 2) 

E emissividade da superfic ie e xterna, dependent e do 

mate rió!l. 

As pe rd as por convecção natural serao ca l culadas pe l a 

f6rmula: 

onde: 
qn 

o o' 18 
3, 1 ?C ( -·--"- -) (T l 

T ., + T 
1 ar 

( 2) 

2 
fluxo de calor por convecção na tural (W/m ) 
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C= fator que depende da forma da superfície; 1,39 p~ 

ra paredes verticais e 1,79 para cobertura do for 

no. 

Dada a emissividade da parede externa do forno e a te~ 

peratura do ambiente, as fórmulas (1) e (2) podem ser combi 

nadas. O resultado é apresentado na figura 2 (E = 0,95). 

No caso de convecção forçada, as perdas por convecção 

serão ca lculadas pela fórmula: 

qf = (5,68 + 4,19V)(T 1 - Tar) (3) 

onde: 

qf 

v 

fluxo de calor por convecção forçada (W/m 2) 

velocidade do ar (m/s) 

Fixada a temperatura do ar e a emissividade, pode-se 

cc mbinar as fÓrmulas (1) e ( 3). O resultado é apresentado 

na f igura 3 ( E= 0,95; Tar = 293,15 K). 

Para valores diferentes da emissividade ou da tempe­

rH tura do ar, novos gr~ficos devem ser construídos 
l :JQQi 

W/m 1! 
800 · I~ 

I 
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I 
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I 
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Di ferença de Temperatura da Su­
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Per fí cie oara o Ar 9( 
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Vel ocidade do Ar · 

" s 
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condutiblidade térmica correspondente. 

c) calcular o fluxo por condução através das paredes -
fórmulas (4) ou (5); 

d) comparar o fluxo acima com a perda por radiação e 

convecção (figura 2 ou 3) que ocorreria quando a 

temperatura da superfície externa fosse a admitida 
em a) ; 

e) se as duas perdas sao iguais e se as temperaturas 

médias das diversas camadas e as correspondentes 
condutibilidades térmicas forem compatíveis com os 

fluxos térmicos, o processo está completo; caso 

contrário, reitera-se o procedimento. 

3 - Programa para o cálculo do fluxo térmico 

Como se pode imaginar, são bastante enfadonhos os 
cálculos que devem ser feitos com as fórmulas de (1) a (5). 

Mesmo se dispondo de gráficos do tipo da figura 2 ou 3 -

construídos para várias emissividades e temperaturas do ar­

a reiteração das estimativas de temperaturas e das conduti 

bilidades térmicas, e o recálculo do fluxo térmico é pelo 
menos desagradável. Quando se necessita mudar um dos dados 

do problema, todo o procedimento deve ser repetido. O pro­
grama desenvolvido poupa ao projetista tão tedioso labor. 

O programa foi escrito em Fortran IV. Num computador 

Burroughs 6 700, o tempo de IO é de 1,441 segundose o tempo 

de CPU para processar um problema é de cerca de 1,02 segun­

dos. 

O programa incorpora leis de variação linear da condu­

tibilidade térmica com a temperatura média (e facilmente p~ 
dem ser incorporadas outras), além de uma sub-rotina para 

resolver por dicotomia a equação: 

o ( 6) 

O procedimento adotado está esquematizado na página se 
guinte. 
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p, . ,,, ; c.:n edes compostas de n camada s planas, a t órn;ul -t 

para o ' '~ lc u lc do fluxo por condução ê: 

onde: 

onde: 

.-. 

qc 
Tn- T 1 

Ll ~ : 
-+-+ K1 K, 

l. 
... K!! 

11 

~luxo de calor por condução (W/m 2) 

1 f.:mperatura da face interna do forno (K) 

e s pessura da camada i(m) 

( ·l) 

v • ç0ndutibilidade térmica do mat erial i(W/m K) 

P:, o· l • :: ~ edes c ilÍndricas concêntric<~s vale: 

qc 
T - T n l 

n r r. 
1 r ..2 ln......!..:._ 

i=l Ki r . 
1 

r • ra~o do cilindro externo (m) 

rn raia d o ci lindro int ~ rno r~J 

r . = raio interno da i~ camada (m) 
l . 

( 5 ) 

Cada parcela do denominador das fôrmulas (4) e (5) é 
chamada ·re sistência térmica da i-ésima camada. 

No procedimento em exame con s1deram-se conhecidos: a 

temperatura da superfície interna do forno; a temperatura 
do ar ambiente; a emissividade da superfície externa do 

forno; a condutibilidade térmica e a espessura dos mate­
riais que formam as camadas da parede do forno; e no caso 

da convecção forçada, a velocidade do ar. 

O esquema do método de Heilmann é o seguinte: 

a) adotar temperaturas para as interfaces das camad a > 
e para a face externa do forno; 

b ) calcular as temperaturas médias de cad a camad a e a 

"'~ ,S" .. 
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Pa r a a estimativa inicial das temperaturas adota-se p~ 

ra a face externa a temperatura do ar; para as interfaces 

de cada camada, a partir da externa, adota-se a média entre 

a temperatura da sua face externa e a temperatura da face 

interna do forno. 

4. Exemplos e Resultados 

Para testar o programa e comparar resultados resolveram­

se três exemplos constantes de (2) apresentados a seguir: 

19 exemplo 

Dados: Forno de faces planas, uma camada de tijolo re­

fratário de 229mm, uma camada de tijolo isolante de 114mm. 

uma camada de isolante de 5lmm; temperatura da face quente 

1773 K, face externa de emissividade E= 0,95 na tempera­

tura de 293 K e exposta a ar aue flui a 4m/s; C = 1,39 (p~ 

rede vertical) 

Resultados 

face interna do tijolo isolante 

face interna isolante 

face externa 

fluxo térmico 

~: ... ~xemplo 

do Erograma da ref. ( 2) 

1523,8 K 1522 K 

1013,3 K 998 K 

346,7 K 354 ,., 
1652 w;n/ 1646 W/mL 

Dad_9_~: Forno de paredes cilÍndricas. com diâmet r o ; ntc: 

no lOOOmm e com as espessuras: tijolo refratârio; 120:mm; 

tijolo isolante: l20mm; face interna a 1773 K, temperatura 

do ar 293 K; convecção natural 

Resultados 

face interna do tijolo isolante 

face externa 

fluxo térmico 

39 exemplo: 

(C = 1, 39) . 

do Erograma da ref. ( 2) 

1506,7 K 1508 K 

4 38, 2 K 439 K 

250 3 W/m 2 2485 W/m2 

Dados: Forno de paredes planas, tijolo refratârío de 

'Plmm (K = 0,6 W/mK, constante), temperatura da face interna 

973 K. tiiolo isolante de 120mm (K = l.OW/mK,constante), 

temperatura do ar 331K, velocidade do ar 4 m/s, C= 1,39. 

l 
~ 
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Resultados do programa da ref.(2) 

temperatura interna tijolo isolante 643,8 K 644,6 K 

temperatura externa 380,4 K 381,9 K 

fluxo térmico 2195,0 W/m 2 2195,2 W/m 

Apresenta-se a seguir uma tabela com as maiores diferen 

ças entre os resultados obtidos com o programa e os da refe­
rência (2), tanto de temperaturas como de fluxo térmico, bem 

como as suas correspondentes variações relativas. 

/::, Temp ~.100 /::,Fluxo t:,Fluxo .100 
emp 2 Fluxo 

K ( %) W/m ( '1, ) 

Exemplo 1 -15 '3 1,54 6 o. 36 

Exemplo 2 1 '3 0,8(1 -18 0 , 72 

Exemplo 3 1 '5 o' 39 o. 2 -0.01 

Pelo exame da tabela acima verifica-se que o programa 

é satisfatório, já que a maior discrepância entre tempe rat~ 

ras foi de 1,54~ e do fluxo térmico foi de 0,72%. 

S - Conclusões 

O pro grama satisfaz o objetivo a que se pr opõe, i sto e , 
calcular o fluxo térmico através das paredes d;; um forno e 

determinar as temperaturas nas interfaces das camadas que o 

compõem, segundo o método do "Proposed Procedure for Ca l. cul~ 

ting Heat Lasses Through Furnace Walls" da ASTM. Como ê i ne ­

rente ao método, admitiram-se as hipóteses descritas no item 

2 deste trabalho. 
O procedimento pode ser aperfeiçoado levando-se em con 

ta as dimensões do forno, existência de aberturas, etc . 

A análise do procedimento também sugere a elaboração de um 
método para cálculo do fluxo de calor a partir da tempera­

tura dos gases e não do suposto conhecimento da temperatu­
ra da superficie interna do forno. 

2 
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SUMÁRIO 
O trabalho mostra um m~todo para simular matematicame~ 

te o comportamento térmico de um forno a alta temperatura e 

a sua carga regime transit6rio. O método é aplicado no ca­

so de um forno com geometTia determinada e dá como resulta 

dos a variação no tempo e no espaço da temperatur a das par~ 

des do forno e da carga. 

SUMMARY 
This paper exposes a method to simulate math emati cal-

ly the thermal behaviour of a high temp erature fo rnace , 

resulting in a temperature- field intime and s pace of the 

furnace walls and the load. 
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1. Introdução 

O método estabelece um modelo matemático do comporta­

mento térmico do forno e de sua carga. O modelo matemático 

consiste na simulação da transferincia de calor por radia­

ção dentro da câmara e da condução de calor nas paredes 

do forno e na carga. 

A simulação da radiação na câmara do forno é feit a 

pela teoria de intercâmbio de radiação térmica entre super­

fícies cinzentas , separadas por um meio .não abs orvente 
[1]. Isto é uma aproximação , porque o meio entre 

as superfícies , mesmo sendo ar , tem uma certa absorção 

da radiação , e porque nenhuma superfície é realmente 

cinzenta. ~e~~o assim , o método é adequado par a 

fornos a aquecimento elétrico. 

A simulação da condução de calor nas paredes é 
feita pelo método de Schmidt [2] ,desprezando-se os e f e i­

tos da convecção no problema ,pois se a temperatura do 

forno for superior a 10QQ9C , este erro será inferior a 

1 ~ 
0• 

Estas duas simulações são combinadas num ciclo ite­

rativo que obtim as temperaturas das superfícies da carga 

e das paredes , e também as temperaturas nas paredes e na 

carga. 

O resulatado do método consiste em um campo de tem­

peraturas no tempo e no espaço para qualquer fo r no de 

alta temperatura e para qualquer lei de variação da potên ­

cia gerada no forno. 

2 . Descrição te6rica do método utilizado 

A teoria da transmissão por radiação de ca lor ent re 

s uper fí cies cinzentas tem como hipótese s i niciais 

a . Cada superfície é considerada isotérmica 

Esta hipÓtese acarreta a divisão da câma ra em N 

diferentes superf ície s . Superfícies não iso térmic as 

são sub-divididas em partes considerada s i sot é rmi cas . 

b. As superfícies são cinzentas ,i. é ., a emis s ividad e 

é igual á absortividade e não dependem da t emperatura . 
c. Todas as s uperfícies refletem a radiação térmica 

Jl 
t, 

1i 

1! r 
t 
t 

:: 
t 
~ 
l: 
\ • 

f 

r. 
il 
~ = 

·, 
:y 
~ 



D-343 

difusamente. 

d. A radiosidade (i.é. a soma da energia emitida e 

r ef letida) de uma superfície é constante ao longo desta 

superfície . 

A teoria conside~a dois tipos de superfícies : 

- as superfícies identificadas pelos subscritos 1 .. . N1 
nas quais a temperatura é prescrita. 

- as superfícies identificadas pelos subscritos 

N1+1 . .• N , nas quais o fluxo de calor é prescrito . 

Para as superfícies l ... N1 , pode-se escrever : 

B. 
1 

E: -0 
1 

.4 N r . + o - E: . ) r. B . <I>-. 
1 1 j=l J lJ 

com Bi 
E:. 

1 

a radiosidade da superfície i (W/rn 2) 

a emissividade do material da superfíc ie 
4 ) 

a constante de Stefan Bo lt zmann(W/VK m-) o 

Ti a temperatura da superfíci e i (VK) 

<l>ij: o fator de forma da superfície i até á 

superfície 

Os fl uxos de calor nestas superfícies sao dados por 

F j_ r --i 

( 2. 1) 

(2 . 2) 

a pot~ncia do calor dissipado por radiaçio(W) 

Fi a area d~ superfície i 

Para as superfícies N1+ 1 . .. N pode-se escrever 

Q. N 

B. 1 
+ l: B. <f> .. Nl + 1 ~ i~ N ( 2. 3 j 

1 r j= l J lJ 
1 

As t emperaturas dessas superfícies serão dadas por 

o . T~ 
l - E . Q 

Nl l o( i ~N 1 I B. + 
F. + 

l 1 
E - 1 

( 2 • 4) 

1 

As f6rmula s (2.1) e (2.3) const i tuem um s istema de equa­
çõe s a lgébricas , com Bi como incognitas . Para resolver 

o sistema , pre cis ar-se-á das temperatur as prescr it as par a 

as superfícies 1 . .. N1 e dos flu xos de ca lor prescritos 
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para as superfícies N
1 

+ 1 ... N. A solução do sistema 

pode ser escrita da seguinte maneira 

Nl 
'!' . a T~ 

N Qj 
B. = E + 1: 'f' .. l .::: i ~ N ( 2.. 5) l. j =l l.J J j=N

1
+1 l.J --F . 

J 

com '!' .. 
lJ 

: um elemento da matriz'!', que é a inversa da 

matr1z X , que por sua vez é constituida 

por elementos tirados dos fatores ~- . . 
lJ 

Utilizando (2.2) e (2.4) obter-se-á N1 equações para 

calcular os fluxos de calor nas superfícies 1 ... N
1 

e N - N1 equações para calcular as temperaturas nas 

superfícies N1 + 1 ... N. 

A condução do calor nas paredes e na carga é des­

crita pelo método de Schmidt. Este método descreve com 

boa precisão o regime transitório da condução nas paredes 

e na carga. Sabe-se que os corpos investigados pelo 

método deverão ser divididos em partes , e que cada parte 
será caracterizada pela temperatura do seu centro 

(temperatura do nó). Sobre cada parte da malha divisora 

serão aplicadas as leis de Fourier e da conservação de 

energia. 

Todo o problema será reduzido agora em achar uma 

solução que satisfaÇa.ao modelo da radiação e ao da condução. 

Na teoria da radiação , serão consideradas como superfí­

cies com fluxos de calor prescritos todas as paredes do 

forno e da carga. A superfície da resistência elétrica 

s e rá considerada como tendo uma temperatura prescrita. 

(Esta esco~ha não é obrigatória ,pode-se tentar outras). 

As temperaturas e os fluxos iniciais deverão ser dad~s 

Adotar-se-á um passo de tempo (período) e estimar-se-á 

a temperatura da resistência e os fluxos de calor através 

das super f í c ies das paredes e da carga. Com esta estima­

tiva , pode-se calcular , com o método explicado acima , 

o fluxo de calor da resistência e as temperaturas das 

paredes e da carga. Com estas temperaturas como base , 
pode-se aplicar o método de Schmidt , e um dos resultados 

deste método será o fluxo de calor através da superfície 
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das pare des do forno e da carga. Com estes f luxu c a 

temperatura da resist~ncia ainda prescrita , f az - s 2 um 

novo cálculo da radiação. O procedimento exp i iuH\, :;e 

torna um ciclo iterativo , o qual converg·irá até ,;, ;o ·ra­

lares de temperaturas e fluxos desejados 

} . Aplicação do método. 

Qefi~i~ã~ QO_P!DQl~m~ : considera-se um forno a aque ­
cimento elétrico . conforme figura 1. 

A I 
I 

Cor!e A-A 

O forno mostrado é um forno teórico , visando apenas mostrar 

a validade do método. O regime trans~tório 1nvestig ~do é a 

chamada "resposta ao ressalto". A temperatura inicial das 

; paredes , da carga e da resistência equivale 259C. No instan­

te t = O a temperatura da resist ência se torna 18QQ 9C. O mé-

todo obtéa: a variação das temperaturas em todas as pa r e -

des e na carga. 
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~á~c~l~ ia_r~d~a~ã~ : A primeira fase do cálculo 
consiste em dividir a câmara do forno em superfícies iso­

térmicas. Resolveu-se utilizar uma divisão como ·indicada 

na figura t. A superfície da res istincia constitue uma 
superfície isotérmica , e será anotada com Índice 1 
as paredes do forno serão divididas como mostrado na 

figura L em superfícies consideradas isotérmicas 2 ,3,4 

a parede da carga também será considerada isotérmica e 
será anotada S. A pr6xima fase no cálculo da radiação 
será determinar os fatores de forma. Utilizando [ 3] 

chega-se i: 

~rf0.15 

$2f0.32 

<ll3 f o. 41 

q,4t0.21 

$51= o .16 

ol>lf o . 11 q,l f o . 56 ~ 4= o . 12 ~· 5 = o . o 6 

4lz f o . 11 <ll2 3= o . 2 4 ~2 f o . 21 $d= o . 11 

<1>3 i' o . o 6 <1>3 f o • 2 3 <1>3 .= o . 2 o <1>3 ? o . 1 o 

~. t o • 13 $4 f o . 4 7 <~>, .= o . o o ~ t o . 1 9 
<1>5 2= O • 09 $53= O • 3 7 <IS ii' O • 2 9 <IS-? O • O 8 

A solução do sistema algébrico mencionado no parágrafo 
acima se reduz a : 

Ql .FI 

a r; 

4 a r 3 

' 4 a r 
4 

4 
a r5 

-0.341 q 2 -1.364 q_ 3 -0.379 q_ 4 -0.568 <'Is 

a ri + 1.676 4z + 1 .0603 q3 + 0.4127 q4 

+ o.691 <'Is 

o ri + 0.2651 42 + 2.293 q_ 3 + 0.3716 q_ 4 
+ o.ss74 q_ 5 

c ri+ o.3715 42 + 1.3376 q_ 3 + 1.7800 44 
+ o.7640 4s 

o ri + 0.3715 q_ 2 + 1.3377 q_ 3 + o.so93 q_ 4 
+ 1.6780 q 5 

com qi 
<\ 

p-:-
1 

c 3 .1) 

( 3 • 2) 

(3. 3) 

( 3 . 4) 

( 3. 5) 

Sempre utilizando como coeficientes de emissividade ([3]) 

os s eguintes valores : c
1

= 0.93 

cz= 0.75 

~ 
I 

~$ 
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E4= 0.75 
E 5= o . 84 
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Mé!o.!!o_d~ §.c.hm!.d.! : A divisão em partes adotada pode 
se r ti ficada pelo seguinte raciocín io • as paredes ;om 

as supe r f :Íc ies 2 . 3 e 4 consistem de tijolos de caolin , 

te .• do as seguintes caractevísticas 

coe f i ciente de condutividade À =0.9 W/m 9C 

calor específico 

densidade 

c =0.854 kJ/kg 9C 

p =1.27 

Destes val or es , pode-se calcular a uifusividade térmica 
a= 1 . 27 10- 7 m2/s 

A c a rga é cons t1tu ida por uma vi ga macissa de aço e t em 

as s eguinte s cara c t erísticas : 

coe ficien te de condut ividade À =44.5 W/m9 C 

calor específido 

dens idade 
c =0 .7 75 kJ / kg 9C 

p =7.776 

A di fus i vidade térmica torna-~e : 
a • 7. ~1 10- 6 m2/ s . Como a teoria de Schm~dt mostra 

Fo 
t:.t 

a - -
• (t:.x) 2 

com Fo 

ôt 

t:.x 

o numero de Fou r ier (adimensiona l ) 

o período (s) 

a distãnci a da di visão da malha (m) 

(3.6) 

Ado tando um intervalo d~ tempo de 10 segundos e uma di visão 
no .espaç o de 55 mm nas paredes , acha-se : 

Fo = 2. 7431 10- 3 
(3.7) 

Para manter o mesmo intervalo de tempo no estudo da condu­

ção na carga , a divisão da carga seria : 

t:.x = 164 mm ( 3. 8) 

A malha divisórianas paredes e na carga é mostrada na f~gu­
ra 2. 
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FlQuto 2 : Matlo d•v&.Orla 

fo!!!b.!_n~ç~o_d~s_d~i~ !!!o_<! ei_o~ : Par a .. ;- primei ro cic.lL• 

da it e ração descrita acima , foi assum1d o que a t empe1·a -

tu ra da resist~ncia estava de 207 3 VK (o que estava impos ­

to) que os fluxos de cal o r nas paredes equivalia 

35500 w; m2 , e que D flux c de calor nas s upe rficie da 

çarga era de 210000W/m 2 . 

Tl = 2073 VK 

" q
2 

= 35500 W/m~ 

43 = 35500 W/m 2 
7 44 = 35500 w; m-

q5 = 210000W/m2 (3.9) 

Com estes va l ores , c alculou-se as temperaturas da parede 

e da carga 

q1 = 193 600 w;m 2 

T 2 = 1941 9K 

T = 3 
195 3 9K 

T4 = 1915 VK 

T 5 = 1813 VK (3 .10) 

Com es t as temperaturas , recomeçou-se o ciclo (cujo cál ­

culo e stava programado) , e chegou-se após vários ciclos 

itera tivos aos seguintes valores finais : 

e. ' 
"• 

t 
'r 

) 

' 

j . 

~' .... 



Tl = ~(1 7 3 9K ql .~8 1800 JV/m 2 

T ; .l8 83 '~K 
2 <lz - 31 700 'W / m ~ 

1' 3 ; 1902 9K '~3 - 52 0!!0 W/ m 2 

l,. 
.l 8~8 ''K '\1 -)08 0 0 W/m 2 

' 
c J. Sól "K r, ê! s 37 8000 W/m - ( 3.11 ) 

·cst~~ •alo res sao válidos para a situação do forno apos 

pri meiro periodo. E claro que ~ possivel repetir o 

çroc ~dimento para os demais intervalos. 

c1. Resultados ·---------
Na figura 3 s:iio mostradas as variações das tempe r<' ­

tur as em virios pontos do forno 

I Tl<l I 

l ,.,.j 
11 ~t--=ev•~~~---~ i 

11--~--- i' 

l _./'-

1 

I y _-- i 

[ ... ~ 
I "' ,•' -·~ ""I 

Legenda Curva l 

Curva 2 

F~o 3 : Varioç* do1 t~os 

parede do forno (superfic i e isot ~ r­

mica número 3) 

Um ponto a 110 mm de profundidade na 

me sm a parede . 

Curva ~ : Superficie da carga (superficie 

isot~rmica nume ro S) 

Curva 4 Um ponto a 164 mm de profundidade na 
carga. 
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5 . Conclusões. 
O método , que é perfeitamente adequado para ser 

programado em computador , obtém resultados com boa 

pre c isio para um forno de alta temperatura , sem venti la -

ção fo r çada e sem gas absorvente de radiação térmica. 
Este é o caso de um forno a aquecimento elétrico a alta 

temperatura. 
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SUMArliO 

O dimensionamento doe trocadores de calor de tubos aletadoe 

~ bastante complexo, devido ao grande n~rnero de parâmetros. Com 

base na literatura, foram verificados alguns conceitos de dimen­

sionamento e sugeridos m~todos de cálculo no ramo da refrigeração , 

para o dimensionamento do condensador resfriado a ar e do 

resfriador de ar. 

The dimensioning of finned tube heat exchangere is quite 

complex beoause of the great number of parameters. Based on litera­

ture, after examining some concepte of dimeneioning, the paper 

euggeete calculation methods for the field of refrigeration, to 

.~ dimension air-cooled condensere and air coolers. 
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Jr:: t t<:.·.:~~g!-,.2 

0 t:rabf;:,ho restring·e-se ao :ramo da roefr1.geraçàc1 <l .;,oli1~d.<'- :, .. 

:-:.>l.Jj~el'\t( J !U' onde estes trocadores de calor são aplJ.cados, om 

primeiro ,agar. como condensador resfriado a ar e resf;ri.sd.or de 

,u·" l!:lt"H- • ~r·:c~. 'tratados separadamente devido A difer-ença. rw·s 

1."'::HldiçÕ ii>. .rm1sf;;zo~ncia de calor. No condensador resfriado a 

a.r todo '··'>lor transfere-se como calor sensível, entretanto m.1 

caso do rL:'fl•iedor de ar ocorre condensação do vapor d' ág-,ta do ar 

na aupe·(•f ',:!.<~ fria, isto ~. transferl!ncia de massa tamb~m ou. com 

outras Dé.iFwre.s, transferi!ncia de calor sens:filel mais latente. !lo 

dl 'd.mo nno J lave-se classific~lo segundo a. tem.,eratura rle super­

f:fcieJ a.c:-..rr'< -·le O oc ela ~ coberta por uma camada fina de água, 

mas ab11·· 'i ~G por gelo; Cl.tja ~$peosura aumentA em funça.o á•J 

tempo. 

C.:;,, base na ll. teratura seriio mostrados alguns di fcrentes 

concei'•"' '' Ól' rtimensionamento e augeat5es J:)a.ra o mi!todo a sclec)o .. 

tm:<-. 

.2.9 .lf'!l!l.~<:lt?.t.Besfriado a Ar 

C ·Jimansi ona.mento basea.-se na equaçao geral 

r;; A U .6tm A U (t,- t ) 
'' a 

kcal/h 

onde 

!~. 

~. 

fluxo <ia ca.lor transmitido 

tl:r-<;a d.e superf:fcie externa 

" coeficiente global de t'l'ansmissão de 

calor 

kcal/h 
2 

m 

~<:cal/m2 noc 
L::. tm diferença m~dia de temperatura oc 

tR temperatura (de condensação) do refrigerante oc 

ta temperatura mi!dia do ar oc 

Paru o crtlculo de U temos 

1/U I ((h, ( 1 - ( A;', J A) ) ( l - (? ; } .,r;~/~l(l/a1 
~. . . ' 'l .· 

ond' 

(?) 

'~ 
~;-i 
r, 

L 
~ 

~ .. , 

~. 
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-.}O D -e 1: ~.-t ! i r:: '~-f'~>~~-

AilJ. ~fr· e.~ ·1r-\ •"-~-~rr. "' 'i<:.l~ •. ~ .<:t t ,il;t. ~.· 

~\i itrea. :-~,;: :;;u~e .~~~~ .- ... -~ -~ .~- t' i .~. '!; e:ric r do turo 

efic ifnc1a =~ s~etG 

coefi -4.'~ l.en te .! -:: .,..-:: ':"~~,~-r~z-anc ia ~e calor !'lo 

la.dc d.~,.-, Y'ef:..~i ~ .. ;;.r .~!l · t.f~ :~·':é.t .l/:~2 }~ o c 

tal ter.lpera ~;.i.,.,; .co::t. n-él~ ."-~ ~.L;. ~·:~ i,.,. pe~·.i.'-.;{ .Jle da ala ta. ~c 

tt tempcl:'a i•n·P. ,.,., ,, , ,. d,, ·tubo oc 

-: 1 nd~ 

,, 
/ 

' 

,.... 
ó espessura ria ale Cl~ 

k condutlViàa.cte trlrnnca a.a !'.í..,';1' 

relação do ra1o da aj_e ~"'- ~1rcular ao raio 

<'xterno do tubo . \Gano ct;. uleta n'áo circular 

no de-se considerar s. ale te. c:trcul a !' de iF,Ual 

.irea de superf:fcie) 

,,, 

fi! 

:
1
:• pode ser calculada analiticamente /-"i la seguinte equaça.o 

- ~.I 

'tgh(X)/X (l/X)(exp v "' -- exp(-X)) / {exp X • ex9( ... x.)) 

m (R- r) (l • 0,35 ln(it/rJ) 

C:omo podemos ver, a determinação de •n supoe o con.itec i. "<ontn 
( 

.t::. e,eome tría do trocador de calor. 

~4-'.~Ali t: .. ac -:o ~ficie nt ·a h. tra:ta.-ee de conden$uç3~ .. do .. :· ttf':t>i.-
1. 

,·õ,~! '<".nt t' < ·rofcro-:HJ li. li tcr<'\t\:ra r.crreep-:mdentc ( N; ~ cy e~n<' r• f11 ), 
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O coeficiente de transfer~ncia de calor no lado do·a.r (h,_) 

afeta o valor de U diretamentc c ainda indiretamcnte, através da 

~ • Entre os diferentes métodos para determinar h
0

, parece que 

o r:~aís utilizado no EUA é o !nétodo de Kays e London [? J. Segunde 

seu conceito, í1
11 

não podo ser calculado dirctamente, mas deve se 

basear nos dados cxperir.1entais de uma geometria semelhante. A 

refer!!ncia [6] fornece mui tos gráficos, de onde, em função de 

n~mero de Reynolds de comorir:~cnto caracter!stico es,ecial, pode-­

se determinar o m1mero adimensional de Stanton (st) para diferen­

tes eeometrias. Finalmente he calcula-se da seguinte equação 

St h /( 3600 c 1.) c ) 
e ) P 

( 7' ,) 

onde 

c velocidade do ar na área de seçao mais 

estreita I 
m{ B 

~ densidade do ar kg/m3 

c calor eapec!fico do ar kcal/kgOC 
p 

Schmidt elaborou um método para calcular h,. que é publü;acic 

na li ter-atura brasileira I)J. Segundo este métod~, ~> 0 detei'1HtH>~li · 
com base no coeficiente de transfer~ncia. de calor entre a.r e tubot 

lisos. Parece que o fato deste método ser ul trapar,.,a:: . ti-c: ; 

conhecido entre os engenheiros brasileiros. O próprio auto: o 

modificou ma~s ta.rue, quando foram publicados ma1or minero de ;c ,;­

sul tados experimentais sobre o assunto [4]. Infelizl!lente, llS!!HAE. 

(_1] não menciona este trabalho que d4 uma solução bastante S1!ap­

les. Segundo[~] o ndcero de Nusselt será 

onde 
N~ 

0,625 
CF (ReF) 

1/3 
(Pr) 

CF • 0,3 para arranjo de tubos el!l linha 

clil = 
R e~, 

~ 
d 

e 
A 

o 

0,45 para arranjo de tubos el!l quinc6ncio 

36oo c ~ '1_., I p 
de (A/A

0
) comprimento caracter!Rtico 

di~metro externo do tubo 

A - Aal área de su.perf!cie ext"lrna do 

tubo em contacto com o tu· 

""" 1-;/ 0, 7\ :m1l!lero ile Pre.ndtl de, fU' 

m 

m 

') 

!1.' 

(b) 

.,t ' · 7r .. 

l 

I 
I 
L 
t'! 

i 
I 

~' 
•t 

~·. 



Finalmente he calcula-se da segui~te equaçao 

onde 
he ~/ h:.~ 

k condutividade tarmica do ar 
a 

(9) 

kcal/mhVC 

A Fig, 1 mostra alguns resultados de cálculo feitos por 

este método, com diferentes geometrias de trocador de calor da 

ref, ~6J, compa!"a.ndo-oe com resultados experimentai e dados pela 

mesma referi!ncia, (A velocidade frontal ( cF) no eixo horizontal 

õ.os gráficos tó a ..-elocidade d.o ar imediatamente antes ou ap6s o 

resfriador de ar (c> cF). ) 

"• "• KottA/rrh oc 

2 4 · e 2 

?ig. 1. 

O deovio é aceit~vel se considerarmos que 

nos cálculos de transferi!ncia de calor, em geral, deve-se 

aceitar uma certa tolerância, Segundo [4], mesm~ nos dados 

ex~erimentais a tolerAncia é de 5 a 10 %• 
Bxistem ainda muitas incertezas a respeito do cálculo de he 

que devem ser esclarecidas por pesquisas de futuro, Pode-se 

mencionar o efeito da turbulência do ar antes do trocador de 

cnlor, que não entra nos cálculos, porém pode ser significan~e 

[5]; o coeficiente h
0 

é um valor médio, mas seu valor local 

varia er.~ erande medi.da na "1 eta,. cor1o revel.ar!'l.m <<l!'.llns tra·n,~·· 
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: ~~: .:. r'::-1 ~ o nômcro r't-e colunas de tubos em d).reçãn ao escoamento de 

' 1 -; ~r~ec<!' t am'bém nlgum efeito [4, ó]. 

p;:~friado ·~ de A.:'!:J'!U'R. t:mtr&.~!!._mento de .Ar 

_\J~mpc:r,:~ci;ura 1~ S'..tperffcü Acima de .. (\ 0 r:) 

'J er.L{i l.lru,;os dois conceitos diferentes pa ra o dil::e:lsioname,l'\ r; 

Seg;:,ndo ·> p r1meiro )"_1] o calor to tal (sensível mnis latente) ca.l­

cu J.a.-.. ,;"~ d.?. s eguinte relaçao 

\'ttd~ 

"t.~ 
I< 

), 

t•fl 

{; l, 

Qtot A Uh (iia- haR ) kcal/ h ( 10 ) 

entalpin média do ar kcal/k;r 

entalpia do ar saturado na temperatura 

(de evaporação) do refr~r;erante kcal/kg 

coeficiente glo bal ( especi.al i de 

t r a ·ns:nissão de cal o r 
. 2 ' 

kcal/m h kcaljkg 

.c: ·"'' e f tn .mte Uh d ;;a lculado som na~"' r<v G d.ados recebidos do 

•.:',. cl €'lt'c1m,;, p,~.\c.;:'om~tx•icc, em função .da. tempe,•atur a. média de auper­

ftei~ (t.~ ) .. 
Nc .ee~·::n~1ôc 

;- l 
mé·~odo usado geralmente na Europa ' ? í o c!l:lcul (' 

1... -J 

•1 l'ei to d.o acordo com a. seguint~< l i nha da :('1J.Cioc:lnio; Com base r;a. 

S'ig. :? po'l.e--soe -escrever 

Qtot r.! ( hl - ' .tlq } 
'-

i<:cal/h { 11 ) 

N lde 

fu f luxo de mas~m do ar 'q>;,/h 

h , h::: en ·~;J.lp:u1. do ar antes e ap6' s " resfriador 

de ar. respectivamente kcal/kg 

O ~alor scns!vel transferido ~ 

!T, - Ah (t- t \ - m c ( i . ~ '·-· ) kcal/h (12) ·"'s e a s 1 p l .::: 

oml.~ 

t t 2 temperatura 1o ar ,mt-e.<J " apos o 
1 

resfriador 9 t.1 

l$ 
r 
l 

I 
t 
I 
I 

~ 
I 

' i 
i 

J .~ 
"t .... 

~\ 
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Das eqs. ( ll) e ( 12 ) segue 

Qtot" (Qto/~s) Qs tA (lhl- h2)/(c'O(tl- t 2 )) ne (ia- \í 
. ( l3í 

Comparando eq. ( l<o) e eq. ( 13) no de-se introduzir o coefici­

ente de transfer~ncia de calor equivalente (hetot) que expressa a 

transferência de calor sensível mais latente e que será 

Aplicando este hetot em vez de he pode-se fazer os cálculos 

com as mesnao eq_uaçoeo como no caso do condensador resfriado a ar. 

Mas qualquer que seja o m~todo de dimensionamento, ~ necessário 

alguma comnlementaçã.o. A tcr.meratura média de superfície do res­

friador (is)~ altamente responsável nelo efeito de de::mroidifi­

cação do ar e, cono CJodemos ver da }'ig. 2, hetot aumenta com a 

diminuição da is. Para derivar una relação entre is e tH o racio­

cínio é como segue: Pode-se escrever que 

t 
s 

o c ( 15) 

Desprezando a pequena diferença entre a temperatura externa 

e interna do tubo, a equação a seguir tanb~n ~ valida 
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Qtot Ai hi (tt - tR) A (Ai/A) hi (ft - t 1 ) ( 16 .) 

Quanto ao coeficiente h i (evaporação do refrieerante), este 

refere-se fi. literatura correspondente ( oor exer.mlo ( 1 ]) • 

Das cqs.(l5), (16), (3; e (1) (aqui naturalmente com ( t " ­
tR)) pode-se derí 11ar a relavão procurada entre tn e t r

1 
qu.-, 4 

tR ~ ( ( t (A/ A 1 ) - t ( 1 - '? ) ) / { 1 - (A 1í A)( l - 'r) J -.,_ z a. a a . 

- (U/h . )(A/A . ) t) I (1- (U/h.)(A/A.)) Oi) ! 17 1 
l. 1 a l 1 

Se, nor exemplo, a tarefa ~ o ~imensionamento de ~' ~esfri­

ador de ar com geometria conhecida, Qtot' t_,. hl e \t eric· dl\do o, 

e deve-se determinar a tlrea de superf!cie (Aj, o seguinte proces­

so de c~lculos iterativos oode ser seguido: 

C!!.l culamos h
0 

( segundo o capr-tulo ar:terior J, calcul!c.,os h
2 

da eq. (l l), admitimos um V<\lor nara til, !". eterminamos t
2 

(do óia.r­

rama psic rométrica ou cálculo), calcular:1os 1 . -;:;: ( t, ·~ L )/2, 

calcul? .. mo s he tot da eq.(l4), calculamos j das er:_s,(6 ) <l (:) ) , 

calcu l amos t i da eq.(2) e finalmente; da ert,(l7) calcu1ar:lo s t :i ' 

itel')etimos o cálculo. com novo valor adrni tido da i 
9

, at6 qu!> t;
1 

calculada seré1: ícual à tH dada, e tierois calculamos A da eq .(l ) . 

Resfriador de Ar Para Refrigeração 

.t Temnera·tura. de S"nerffcie J\ba.ixo _ de O QC 'I 

~J este caso forma-se ~~elo na SU9ê:t·· .. :{cie ,l o res fri:."dcr· ·:I e a.::- , 

cuja resistl!ncJ.a térmica aumenta c0m a sua es j.J cssura. '"'"'"'' a o 

i:-;enmo t em~o, h tr outro efeito t.-:-tmb.ê~1; os fi. no$ cri zta 1 ~ de J,;t.:~ . o 

e.'llr.ienta.rn a s uperf1c l·e de ·troe!-l. de calor ~~ ;)m ·~ cr e =-~ maio ~ rugo.­

z :.:laúe da superf'!cie provoca Maior turbulência, aumen tando o 

coeficiente de transferí!ncia de cal or, t:stes e f eitos favoráveis 

podem ser expressos po r um fator de mul tiolicação H = 1 ••• 2 apli­

cado para hetot e assim, o coeficiente de transferl!ncia de calor 

entre ar e superfície de metal seré1: 

* 1/hetot 
onde 

og 

1/(h t. t n) ~ ~ lk 
e o r: e; 

espessura do ge lo 

1/ ( c h 3 ) • s- lk 
e Ft g 

( lil j 

l!l 

~:! 

I 
I 

~ 

J~ 
·r 
t 
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ke condutividade t~rmica do gelo kcal/mhVC 

De acordo com os experimentos [1] eq.pd ) cliz-se que para 

u~a pequena espessura de ~elo h~t . > h , mas com maior espessura 
e o• e 

de [;elo h..Kt t t:. il • Onde se tem descongelanento autom~tico, não 
e o e 

~ crmitindo uma espessura de gelo maior que o crítico (quando 

"t· t • h ) , basta considerar, até com uma certa sep;urança, o 
~ , •:> e 

coeficie!ltc h e e o calor transmitido pode ser detenüna do <~ om 

·nase na cq. ( l j . A mudança do estado de ar sep;ue, na"tur<>.lnente, a 

í~ie;. 2. A norma no rteanericana [a] ~rescreve mesmo uara o t " ste 

destes trocadorcz de cv.lor a operação seca. A scqu~nciP~ dos t:'!ál ­

culos ~ode s er a mesma como no ca~!tulo anterior. 

ConclHsÕes 

Oc c~lculo-; nar11 i: i.nensionar os trC>c:tdc res de ca.lcr Ú <l 

tubotõ aletados são bastante com!Jlexos, necessita.':! de Ut< c.:J:;: puc• 

t ;:v.::•cr ou !lelo !'lenoc un calculador :o roe;rarm!vel. O uso ciN; t;r:!fl t: os 

_~ s r.rl.o ~ a d.eo_uado e, ?Or io:s0, sugere-se, rara. o co ndcnscrl o .r 

.,.e, ;· r i. ado a ar , a deterr.linaç:ào do coeficier:.te dc transfer~ncia 

':" ?1 r:!:u.or no l ~~d.o do a.r ( h ) atrav~s das equaçÕe~ ( H) e ( 9) ~ <3 
e 

:'<. :ca ~:<l.~c ,;lnr -, eficil!nc ia ele aleta as equa.çoel'l (5) e (6 ) . 

;, ' ;:; :.,: o IJo rezfriador· d.e ar ( t / O o c), o método Eem.tndo 
s 

2!.S <>('."-<tç Ôes 1, 11) ... ( 14) é, claro, :p.rogram1tvel e nao necessi t a de 

:,ni;r:Hluç:ao de conceitos sem significação f!sica que dificultaM 

"' · . .-;_ ,~o clar a d.o fen8mcno. 

f .a ra o resfriador de ar ( t s <:. O oç) pode-H e calcular com o 

coeficiente de trans fer6ncia d..e calor "seco" (h e) , SUT!ondo QU!' 

üaj a um sistema t1e clcscongelamento permi tinão sorJente uma pequema. 

espessura de r,elo durante a operação. 

Algumas falhas dos conhecimentos atuais devem ser escla­

recidas por oesquisas de futuro. 
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UMA teCNI CA PARA A INTERPOLAÇÃO POR POLINCM!OS 
; 

Washington Braga Filho 
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SUMARIO 

No trabalho discute-se a interpolaÇão da função 
\'N c· Pi d d . . A - • p· y• Li•l 1 x a a os exper1menta1s. s potenc1as 1 -

inteiras ou não - são determinadas por uma técnica iterat! 
va e os coeficientes Ci são determinados por meio do crit,! 
rio dos mlnimos quadrados.· Sio analisados dados exatos, 
perturbados, e experimentais. Os resultados obtidos são 
considerados satisfatórios. 

SUMMARY 

This paper describes the fitting of the function 
ye r~•l Ci xPi. The powers Pi - integers or not integers -
are estimated by means of an iterative technique and the 
coefficients Ci are estimated by the least square method. 
Exact numbers as well as perturbated and experimental ones 
are analysed. The results of this method are considered 
satisfactory. 
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1. Introdução 

Na análise de diversos problemas de Engenharia, o pe~ 

quisador por vezes se depara com a necessidade de in~lar 

funções polinomiais a seus resultados experimentais. Seu ob 

jetivo é, portanto, descobrir uma função da forma: 

f(x) C1xp 1 + C2 xp 2 + •... +C xpn 
n 

(1) 

com n conhecido, que melhor se adapte aos dados. As técnicas 

normalmente utilizadas requerem o conhecimento das potê~ 

cias Pi. O objetivo deste trabalho é apresentar uma técnica 

iterativa para a determinação destas potências sem o conh~ 

cimento prévio das constantes Ci. Uma vez que Pi tenham s~ 

do det.erminados, as técnicas usuais podem ser utilizadas p~ 

ra a determinação de Ci. O método aqui descrito é baseado 

em um trabalho anterior de M. Lal e E. Moore [1] sobre a in 

terpolação de funções exponenci;üs: 

2. Formulação 

A função f(x) definida em (1) é solução da 

(cf., por exemplo, [1]): 
equaçao 

f(x)x- f(x )x o o 

C1 P1+l 
(P1+l X 

c 
n-1 

+ .... +p-+rX 
p +1 IX n-1 ) + 

+ (Pn+l) Jx f(t)dt 

X o 

n-1 

Desta equaçao, observa-se que ela envolve 

!x o 

(2) 

n incógn.:!:_ 

tas c 1, C2, ... en-I e Pn e para s1.1a determinação n esuaçoes 

independentes deverão ser geradas. Isto pode ser feito div~ 

dindo-se o intervalo de observação [x
0

,x] em n sub-interv~ 

los e obtendo-se n equações como indicado em (5). A solução 

destas n equações independentes assim formadas, determina 

Pn. A seguir a técnica é desenvolvida para n= 2 , como util~ 

zada em G. Pereira [2]. Para este €aso alguns exemplos são 

discutidos e a influência de erros experimentais é analisa 

da. 

Para n=l, a equação (2) se reduz a: 

~ 

' 

~ 

r 

J 
l 
I 

I 
~ I ;._!·J 
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rx 

f(x)x- f(x
0

)x
0 

= (P 1+1) Jx f (t)dt (3) 

o 
e com isto P1 pode ser determinada diretamente. No caso em 

estudo, n=2,. o valor de P 1 assim obtido pode ser utilizado 

como aproximação inicial para a determinação de P 2 • Se n=2, 

a equaç~o (2) se escreve: 

P1+l 
IX2 + rXz C1X I 

f (x2 ) x 2 - f(x )x = --p-;+1 {Pz+l) L f(t)dt (4) 
o o 

lxo o 

Sendo P1 conhecido, a equação (4) apresenta duas incógnitas: 

.: 1 "" (P 2 +11. Dividindo o intervalo [x ,x 2J em duas partes 
o 

arb i trárias, obtem-se os sub-intervalos [x ,x 1] e [x 1 ,xz], o 
por exemplo. Desta forma, duas equaçoes são geradas: 

f{x )x 
o c 

P,+l 
C1x 

P 1+l 

P1+l 
c,x 

= --p;-:tl 

IX' 
I + 

ix
0 

(' 

lx, 

(XI 
(P 2 +l) I f(t)dt 

Jx 
o 

+ (P,+l) 
rx, 

f(t)dt 

!xJ 

(5) 

r,esolvendo o sistema assim formado, obtem-se um valor 

para? , baseado no valor aproximado P 1 • Estas primeiras es 

tima t .. l v as >ôerão P 1 ( 
11 e P 2 ( 

1 ) . Substituindo-se em ( 5) P 1 por 

P 2 e vice-versa, obtem-se outras equaç6es que, utilizando 

1 d (l) . - d . ( 2 ) o "t ova or e P, , .trao eterm.tnar P 1 • processo :L era 

tivo se repete at~ que o critirio de convergincia seja al 
·- 3 

cançado (neste trabalho, optou-se por 6Pi=2xl0 ) . 

3. Simulação 

Com o objetivo de mostrar a validade do m~todo, alguns 

exemplos são discutidos a seguir. Simulando-se os dados 
PI 

f(x) = C1 x 

ex 
P2 c,: perimentais, determina-se os valores de + 

para diversos valores de x, dentro de um certo intervalo En 

trando-se com pares do tipo {xi,f(x
1

1} em um programa de 

computador, as potências são deterr:ünas pelo rrétodo propo~ :o. 
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a c~term i Daçio das cons~&ntes ( 

Sxemph.> L: 

f . orig inal: f (x) 

f. o b t i d a : f(xJ 

Exemplo 2 : 

f . orig inal: f<x) 

f . o btida : í (xl 

Exemplo 3 : 

f. original : 

f . cbt i da 

Ex emplo 4 : 

f. o r ig i nal : 

f. obtida 

f ( x ) 

f (x) 

f(x) 

f,x) 

l,~ .l ü 

1 , :.>2 8 

1 , 530 

l, S 4-4 

8 ' 3 o o 
7 15 7 4 

y: 
4. I f'\1) 

X 4 .- t){_l 

. ; ~ \) 
X 

J. " X 

- ú S·:l 
X 

x- o. ··J O:., 

L ,. 45 0 x 

2 1 6)\_t X 

? n :· ..; r ·· -

~ ~ f C' j_ 

+ i . 1 1:J!..: ;.., 
·- _) " 1 

+ ~ / 34 ó 
'_; _""':; 

+ c ' 8 ') é )..~ 

0' (; :'::. 

T ~ !l i; 0 -,.: 
~ ' l :~ , 

2 ,6Ql X 
-- -~ J J ~-

0 , 2S8 x 
:~ 1 2 -.. ~ 

G, 06'! X 
-~ . ~ :,~ 

Os val o r:e s de x e d a s f unções destes E-xemplos a parecem nas 

tabe l a s seguintes : 

f( X) f{ X} 

REAL 
X 

REAL OBTIDA 
-. 
I OBTIDA 

r-- :_:E Hi%-~==~~ ;I~ -___ - ! ~~_,,u_ --_ -~ :~_- -_- ~ 3
_: ~f 

2 00 2~:~~--25 .030 . __ _ I _:Ü9~-- _ __ -=_l3 l!O~ 
2.50 60.072 60.094 24 .026 24 .03 1 

1------- 3 .00 124 . 139 '124.i32 -- - 39.84'5 - - --39.8 4 6 
- ---o- - ---------- ------- -------- ·-· - -- --- . -... -
~---229-_!~- ·- ___ 22~J19_ t;l740+ ... 61736 

~---::~~ ~_[Jf:Jl .. =--- -~i~ : ::~_ ---·-- ,:-~~~~-ft-- -- ,-:~j~! 
5.00 956.322 t 956. 361 175 .354 175 .363 

TABELA I EXEMPLO • EXEMPLO 2 

f( X} f( X} 
X 

REAL OBTIDA REAL 
0.50 20 . 741 - 0 . 334 

I - - ~~ ~~ : ·~~ ~:!t ~ ;:-t~t 
3.50 4 .588 4 .368 -119 .255 - =-- {f~- =:-::--· -~'§!~ __ _ =-J?IIIi.e_ 

--~_. ()_Q~ ----- ~ -_!1_ 13 -- - -:- !55._()1_8 
3.783 3 .608 - 350 .746 

OBTIDA 

-o n 'L 
- 2 708 
- 9 . 214 

- 2 I . 972 
- 43 .124 

·--- . --
- 74.828 

_ _ -:_ 1_1 9 .25L 

- ---: __1_78.5~?-
- 255.017 
-350.748-

TABELA 2 EXEMPLO 3 • EXEMPLO 4 

~:-

' I 

~ . Y" 
I 

~ 

i = 



~ma vez ;-:tt;e 0s valores or iginaís s 3o :reproduzidos com razo~ 

~ e l preci~io . Como i visto a seguir, esta precisio e tunçic 

:·l ·'\ S putênc1.as E Cie>s c:oe.flctentes desconhecidos. 

2ara a simulaç~o de erros exper~nen lais, vai-se apl! 

C'l'.r o -,d•Jo rit:mo ' fíx) = l' \x) (1+e:. (27t-1)) onde n é um numero 

c~ eraào a lea~o.riarnente no :t :nLerva l.c [c~ ,1] e t: é o erro do 

espalnamet11:o , escolhLdo aquL em 2%. Os exemplos l e 2 sao 

re-ex~ minados. Para estes testes. obteve-se uma melhor pr~ 

cJ. sâo ao se i:rabalhar com um número maior de equaçoes àc 

' tue .'\s necessárias. Em particular, sugere-se que tres equ<:_ 

ções sejam obtidas a partir dos intervalos [x
0

, x,], i_x 1 ,x,J 
(~ [x"_, x~. O crit.ério dos minímos quadrados é aplicado à c~ 

;'la it.;, r a.ção para resolver o sistema de :) equações e 2 ir· cõsr 
ni t.a s . Este processo é recomendável para reduzir ínfluên 

•:i as de erros exper !mentais na in te.rpolação (tabela 3) . 

SxemoLo 5 : 

f. orlqinal: f (x) 1,530 
4 ,00 2,100 

-2,1 
X + X 

f. obtJ.da f (x) .L, 7 20 
J y92 

+ 1,890 
-2 1 1 '~ 

X X 

Exemp:lo 6 ~ 

f. or ig .:. nal: f (X) 1 ,530 
1,30 

0, 856 
3 , 20 

X + X 

f obtida f(x) 0,926 
1,20 

1,3 55 
2 t :,g 

X + X 

TABELA 3 EXEMPLO 15 I EXEMPLO 6 
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4. Coeficientes de Sensibilidade 

Como a determinação precisa dos coeficientes Ci depe~ 

de do conhecimento anterior e preciso das potências Pi,ne~ 

ta seção são discutidos alguns fatores que afetam a eficiê~ 

cia na estimativa das potências. Para tanto, considere-se 

a expansão em série de Taylor da função f(P 1 , Pz): 

onde 

- ( o o f(P 1 ,Pz) = f P1,P2) + fp
1 

fpl ()f I 
()p 1 P?,P~ 

e 

I O 2 O 
(P 1 -PJl + fp

2 
(P2-P2) (6) 

élf I 
f - -[ o P2 - élP2 P? ,P2 

Nesta expansao, os termos de 2~ ordem são desprezados. 

Se, por acaso, a função f for linear em termos das poté~ 

c.~s P 1 e Pz, a equação (6) seri exata. Verifica-se direta 

mtmte que quanto maiores forem fp
1 

e fp
2

' denominados 

mais ripido e preciso 

de 

ser i coeficientes de sensibilidade, 

o processo para a determinação de P1 e Pz. Pode-se mostrar 

que esses coeficientes são da forma: 

()f 
()p. 

1 

p -1 
C. P. X i 

1 1 
(7) 

Pela expressão (7), vê-se que a precisão na determinação é 

função crescente com x, desde que Pi>l. Isto se observa p~ 

los exemplos 1, 2 e 4. Quando P
1

<1, a precisão é função de 

crescente com x (exemplo 3). 

A determinação simultânea das potências P. exige que 
1 

os coeficientes de sensibilidade sejam linearmente indepe~ 

dentes, como é analisado em Beck e Arnold [3]. Em alguns c~ 

sos isto não ocorre e então a estimativa para Pi não é boa, 

embora os valores da função obtida sejam bastante semelhan 

tes aos originais. 

Considere-se o caso em que uma das potências seja maior 

que a unidade e a outra menor. Mais particularmente, vai-se 

supor que uma das potências seja tal que IP.-11<8, 
1 

onde 8 é 
um número pequeno. De acordo com a equação (7) ' um dos 

~$ r 
í 
\ 

~ r 

J , . 

~\ . 
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~oeficientes de sensibilidade é função crescente com x en 

4uanto o outro é função decrescente. Dependendo ainda do 

sinal correspondente às constantes C . , 
~ 

dades para a obtenção da função exata, 

zoavelmente pequeno para a interpolação 

Exemplo 7: 

Exemplo 7: 

pode-se ter dificul 

mesmo com um erro ra 

como mostrado no 

f. original: ftxl = 1,22 x -O,SO- 5,35 x l, 20 

f. obtida f{x) =366,0 x 2 ' 37 -369,7 x 2 , 36 

Verifica-se que as duas funções acima têm aproximad~ 

mente mesmo valores no intervalo considerado [o,s ] . Nos ca 

sos semelhantes analisados, verificou-se que as potências 

obtidas eram geralmente bastante próximas, como deve ser 

observado. Este fato pode servir como orientação para os ca 

sos de solução não-única. Para comprovar a influência dos 

coeficientes C., alterou-se a função original do exemplo 7 
~ -o so 1 20 

para f{x) = 1,22 x ' + 5,35 x ' . Neste caso, a oonver 

gência foi bastante satisfatória. 

5. Aplicação 

Em alguns trabalhos experimentais, como em [2] ,os po~ 

tos obtidos são em pequeno número, contém erros inerentes 

à própria experimentação e, ainda, nao sao igualmente esp~ 

çados. Desta forma, um dos pontos críticos a ser superado é 

a integração numérica de f{x) no intervalo da experiência 

{ver equaçao 4) • 

Naquele trabalho, optou-se inicialmente pela integr~ 

çao pela técnica de Gauss-Legendre, mas nenhum resulUrlo con 

fiável foi obtido, devido ao espalhamento encontrado na ex 

periência. Assim, resolveu-se interpolar graficamente uma 

função aos pontos experimentais e utilizar pontos da curva 

obtida para a integração, feita pelo método de Simpson. Uma 

vez determinadas as potências Pi, os pontos experimentais 

,i foram usados para a estimativa dos coeficientes Ci. Após duas 

iterações neste processo, conseguiu-se um erro médio de 7,3% 

entre os valores interpolados e os experimentais. Como é 
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citado em [2J, tal erro é compativel com os outros tra 

balhos experimentais do mesmo tipo. 

6 Conclusão 

A t écnica descrita pode ser útil na interpolação de 

resultados exper i mentais por meio de polinômios . Como as 

potênc ia-; são determinadas, por método iterativo, pede-se o!?_ 

ter razoável precisão para casos onde as derivadas da função 

se faç am necessár i as. A técnica foi aplicada experimenta.!_ 

mente e o s resultados obtidos foram aceitos como sat i sfató 

rios se comparados com outras técnicas. 
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SUMÃRIO 

Neste trabalho aplica-se a técnica desenvolvida por 
Vlasov para a solução do probl ma de membrana de um vaso 
esférico sustentado por quatro apo1os pontuais . Admite- se 
que o vaso esteja complet mente cheio com um fluido homo ­
gêneo. O proble~a é r esolvido em dois passos , e as soluçõ~ 
s ão superpostas. Com exceção de uma região limitada à viz! 
nhança dos apÕios a solução btida represent a satisfatori! 
ente a solicitação do vaso com espessura pequena com rela 

ção ao seu raio. 

SUMMARY 

This paper presents the membrane solut i on for a thin , 
spherical vessel suported by four co lumns . The vessel i s 
fill ed up t o t he top with a homogeneous fluid. The problem 
is solved in two steps. Except f or a limited region in the 
neighbcrhood of the concentrated boads t he solution gives 
satisfactory resu lts for the membrane stresses. 
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Introdução 
Objetiva este trabalho a uma determinação analÍtica 

do campo de esforços internos de membrana a que fica 

submetido um vaso de pressão esférico sustentado por qua­
tro apoios verticais concentrados. 

Para este fim, optou-se pelo mapeamento da esfera de 
forma que a solução procurada pudesse ser escrita sob a 

forma de uma função analÍtica de uma variável complexa , m~ 
diante a introdução de palas de 3ê ordem nos pontos de a­

plicação das cargas I 1 I. 
Por sua generalidade, o método permite a determina­

ção destes esforços quando o carregamento externo é campo~ 

to de momentos e/ou esforços horizontais concentrados. I~ 

to possibilita um acoplamento da solução obtida com um e~ 

tudo pormenorizado de deformações, de forma a obter-se um 

resultado inserido no contexto da teoria geral de momentos 

em cascas. 

2. Mét od o de solução 

2.1 - Análise infinitesimal e equações de equ i líbr i o . 

Introduzindo-se os esforços N1 , N2 , s1 e s2 na geo­

metri a indicada na figura (I) e , escrevendo-se a s equaçÕe3 

de equi l íbrio para o elemento assinalado, che ga-se a 

a - (rN
1

) - r'N
2 

+ (l+r' 2)1/2 ~ 
az a a 

o ( 1 . a ) 

(l+r' 2)l / 2 aN2 + (rS) + r'S o ( 1. b) 
aa az 

_ rr" 
-- N l+r' 2 1 + N2 • o (1. c) 

s1 = s2 = s. (l.d) 

onde, em (l.a, b, c) já foi introduzido o resultado (l.d) 

e , para a esfe ra 

~~ 

' 

~ 

. 
' I 
L 
~· 
~, 

~- · ·· 

~ 
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z=constante 

y 

' p = constante 

z 

Figura (I) 

r(z) • a • raio da esfera. (2) 

Introduziu-se também a convenção 

r' • dr - e 
dz 

Substituindo-se (2) em (l.c), vem: 

Convém aqui definirmos as funções potencial U e V da forma 

N a V 
1

• ~ 
r' 

s • u ;z 
.a 
;z (3) 

Fazendo-se as substituições de (2) 1 (3) em (l.a,b), fica-se 
com: 

a v + 1 au • o 
az. ;z as 

(4) 

a v r2 au • o ·z 
as a az 
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Introduzindo-se a = a (2), ~ • ~ e substituindo-se em 

(4), vem: 

!._ (XU) + n 2 ~ :ilY • o 
311 dz a a 

( S) 

aV _ ~r2 da ~ (ÀU) = O 
ali dz ôa 

A chave do método é a escolha conveniente da função a ( z). 

Fazendo -se 

ÀTZ da ,. l, ( 6 ) 
dz 

as equações (5) se reduzem a 

_!(ÀU) + av = o 
as ôa 

( 7) 
av _ _!(ÀU) .. 0 
as ôa 

Mas as equações (7) são justamente as condições de Cauchy­
Ri emann da teoria de variáveis complexas. Isto é , fazendo­

se 

Y • a + iS, temos que (8) 

F(y) • ÀU(a,S) + iV(a,S) (9) 

Assim, U e V podem ser oriundos de qualquer função analí­
tica F(y). Além disto, pode-se integrar (6) . Chega-se a 

a • lu ~ 
~a-z 

(10) 

A expressão (8 ) para y juntamente com a expressão (10) aci 

ma sugere a mudança de variáveis 



~·, .. ,, 
e 

A. ~.l'.t.::: J ' ;:>r e t: r.çà~.: " c.'bv:..&: :.1 e:d: <e: 1,, i: ~rt. • tt•Y'rbadá nc p l<:: t•,; 

comr.l c ;~ ,. lil. , ac ,; (JY."!iv. 'F;c o!> p ~r-a.!.C> los Cz. • c ~:cJ S I' tn~t·. : 

f :,:,: :t ·mi>.Wt cm cfr- e: v1 f: ~: O:(• n.c·~ntric os. (c.t.~ c t e ) , enQ u.ant n qu~ ,-~. .• 

~~ ri d i ancs [ 8 ~ ct~l continuam ortogon ~ i s a os para le L ~ • 

2 . ~ - Equi l i br i o d~ par t es f i ni tas da esfera 
C,.;rr:;i.rie remos um1'. porção finita da. esfern . definidcil. 

oo1· z. 1 , 1. 2 , 01 e l:l z, de acordo com s figur& O l} . 

z 

Figura (II) 

Admitindo-se que nesta porção da esfera encontra-se um es­
forço concentrado, consistirá o problema agora em determi­
nar-se a resultante das forças que agem sobre esta porção, 
partindo-se, para isto, da observação do pequeno elemento 
assinalado na figura (II). Tem-se: 

R 
X 

r Vr'cosada -
}r 

- r' ().U)cosada 

1 (W) senads 
Ãr 

1 Vsensda -
Ãl' 
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R= j Vr'sensds + ~ 
Y Ãr 

(ÃU)cossds + ~ Vcossda -
Ãr 

r 

- r'(ÃU)sensda 

R~ ~ Vda - (ÃU)da 

M • i (r-~r')Vsensds - ..!..(ÃU)cossds- (r-zr') (l.U) 
x r Ãr 

sensda - ~ Vcossda 
Ãr 

M = ( -(r-~r')Vcossda -
Y Jr 

i 
~tz = / 

Grupando-se 

cosada - ~ Vsensda 
Ãr 

(W)da + ..!.vda 
r À À 

~(W)senada +(r-zr') (W) 
Ãr 

P - üM = -z z I (ÃU)da- Vds+i(Vda+(ÃU)ds)J 

-) ;(,)d, • ;('F(*)dN 
. r r 

Procedendo-se de maneira análoga com os outros termos, vem: 

R e [ ( F ( N) d N } r P z = O 

/ r N 

Re 1, F (N) dN - j F(N)dN )J + p = O --;r- X 

/ 
~t 

Re !h F(N)dN I + _L = o 
a 

~fi 

r 
l 

.l 
1 

!'~ - ~ 
.. , 
r 
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Im }, F(N)dN -)( F(N)dN ) + 2 p o (11) 2 y r N 

Im j F{N)dN + 
Mz o 

N a 

Im !, M 
F(N)dN -~ o 

a 

E importante ressaltar que as cargas concentradas também 

dão momentos em relação aos eixos x,y e z. Assim, admi­

tindo-se a carga aplicada em e= O, vem: 

Mx - ~- py zl 

My Mo + px zl - P r ( 12) y z 1 

Mz Mo 
z + Pyrl 

onde o índice "1" se refere ã posição da aplicação da car-

-g1!." e o índice "O" significa momentos concentrados aplica­

dos. 

Como F(N) é uma função analítica exceto nos pontos de apl~ 

cação das cargas concentradas, pode-se admitir a mesma a 

forma : 

F (N) (13) 

Em (13), M1 se refere, mais uma vez, ao ponto de aplicação 

da carga concentrada. 

Fazendo-se: 

Az az + ib 2 

A3 a3 + ib3 · (14) 

A4 a4 + ib4 

e integrando-se as expressões (11) por métodos de variáveis 

complexas , pode-se chegar a dois sistemas independentes de 
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3 equações e 3 inc6gnitas, cuja soluçio ~ 

1 f 7 ., azo' -- I 2.l '>·.)Ní(Za-zl ) -3Nlrl] P -(l-3Ni)Mx - SNl;;, 
Z11a , Y z 

1 r 
ar.--lfr-3N(2a-z)]P -3NM +M ' 

3 Zna / · 1 1 1 y 1 x z J 

( \ 

a4=--1-)[ P (Za- z 1)] + Mx l 
Zw a l Y J 

(1 5~ 

b = - -
1-J P [ z -3N 2 (2a-z )] +P [3N a-r (1+3N 2)]-

2 z11 a ! X 1 1 1 z 1 1 1 

(1+3Ni) My} 

b3= - _!__{I P z (a-3N1 r 1) - 3N1 Px (Za-z 1) + 3N1M 1Jl 
Z11al Y 

b4 = - -
1- [ Px( Za-z 1) + Pzr1 - My J 

Zwa 

Substituindo-se (15) em (13), separando-se a parte real da 

imaginária e lembrando-se das definições (3), vem: 

2 
N1 a P 2 3 

;I x 1Pz_zp1pcose+p1 I 

Nz N 

x{ [-b 2sen2e-pb3sen3e­

-p2b4sen4a Jx 
3 3 x[p sen a-3(pcose-

2 
-pl) (psena)] + 

+[b 2cosZa+pb 3cos3e+ 

+p 2b4cos4a ]x [(p cos e-

3 -p 1) -3(pcose-p 1) 
\ 

(psene) J} 
(16) 

., .. 

i 

i~ 

: 

I 
~ 

I 
J .. , . 
t 
I 

I 
' 
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2 -lb 2cos2B+pb 3cos3S+p b4cos4sl x 

xp 3 sen
3
s-3(pcoss-p 1) 2(psens)J} 

3 - Aplicação para vasos esféricos com 4 apoios 

Tendo-se determinado os esforços para o caso de um 

apoio, a generalização é imediata. Basta fazer-se 

NRESULTANTE 
1 n 

L N(p.s- i.~) 
izl n n 

Na expressão acima, o fator 1 deve-se ao fato de n 
ter-se uma resultante de forças igual à que tínhamos na te o 
ria desenvolvida acima. 

r: importante observar-se aqui que a expressão para 

F(N) nos fornece um valor infinitamente grande para p~~. o 

que equivale à existência de um esforço equilibrante concen 

trado "R" no polo inferior z = 2a (Figura III) 

R 

Figura III 

Como dispomos da solução de uma esfera cheia de fluido equ! 

librada por uma força concentrada no polo inferior I 2 I, a 

~? solução por nós procurada pode ser obtida por meio da supe! 

posição de efeitos. Isto é: 



a 
(a) 

+ 
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fluido 

(b) (c) 
Figura IV 

Devido às dimensões das expressões, os esforços N1 ,N 2 e S 
foram avaliados de forma adimensional por meio de um compu­
tador, variando-se 8 e • de 5 em 5°. De particular in­
teresse são as regiões A e B assinadas na figura IV-C. 
Para estas, tem-se: 

0 ® 

'1'=170(10) 
~ 

I I 'Vv r-:?,j.'' l/=10(2) 

1'=100(4) 

f 

r 
l 

~ ,·_ 
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Ponto N1a N2a s a (P~ Peso total do 

p p p fluido) 

1) o' 1194 0,1194 0,4513 

2) 0,1194 o' 1194 0,2186 

3) 0,58 28 -0,3233 0,2264xl0- 7 

4) 0,3623 -0,8213xl0-l 0,3522xl0- 7 

5) -0,3441 o' 56 20 0,485lxl0- 8 QUADRO I 

6) -0,1236 0 , 3209 -0,1456 

7) -0,1150 0,3329 0,2248 

( 8) 0,3537 -0,9418xl0-l 0,2248 

( 9) 0,2385 0,2381 0,3035xl0- 3 

(lO) 0,2381 0,2357 0,3793xl0- 4 

(11) 0,2385 0,2380 0,1643xl0- 3 

(12) 0,2381 0,2357 O ,1230xl0-3 

Segue ainda com este trabalho as isostâticas referentes i 
tração no vaso. Encontra-se com o autor a solução analíti­

ca para esforços horizontais e/ou momentos e/ou esforços 

verticais concentrados, localizados em um paralelo arbitrá 

~ rio da esfera. 

Denominando-se de K os valores numéricos do quadro I, as 

tensões médias na esfera podem ser determinadas por meio 

da expressão 

o= K.(at) , onde t é a espessura da esfera 

4 - Conclusões 

Devido i sua exatidão analítica, o método permite ~ 
valiar, conforme proposto, os esforços de membrana num \a 

so de pressão que, no caso, foi particularizado de forn a 
esférica. A aplicação para vasos elÍticos ou hiperbÕliccs 

pode ser realizada mediante a avaliação das expressões r~ 

ra U e V, quando r = r(z) gera as superfícies menciona­

das. 
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Conforme acima citado, o mitodo permite a avaliaçio 

dos esforços de membrana quando o carregamento externo se 

compõe de momentos e/ou forças horizontais concentrados. 

Isto possibilita, através de um estudo detalhado de defor 

mações , o acoplamento desta soluçio com a soluçio geral de 

vasos de pressio. Este já se encontra em andamento pelo a~ 

t o r, que agradece quaisquer críticas ou sugestões que po~ 

sam tornar es te trabalho de grande aplicaçio prática. 

5 - Re ferências 
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l. Economics and catastrophe 

To work in applied mechanics and m3thematics in probably 

one of the worst things one can do to come to money. The 

author admits, and on the risk of appeafing facetious, that 

this is probably the key to his facination with the applic~ 

tions of Thom's catastrophe theory. This theory can provide 

the tools for the poor scholar in a world of entrepreneurs 

to have the rewarding feeling, false or not, that he un-

derstands better than anybody else the mechanics of 

fin~nce and indirectly his fiscal misery. 

ln fact, some of the economical instability which we 

are experiencing in the nonsocialistic world right now 

could, in the authors opinion, be pàrtly visualised as a 

conflict between two opposed fundamental schools of so called 

economical wisdom, namely the Keynesian inflation
1 

and what 

we may term here as the bitter medicine of the classical 

conservative Ricardonian recession. ln its simplest form 

this conflict could be modelled by one of Thom' s singularities, 

the so called Riemann-Hugoniot catastrophe 2 where the jumps 

on the catastrophe surface directly or indirectly resembles 

a gold fever or a Wall Street crash. 

The most striking feature of the model is definitely 

that gradual and continuous changes cannot prevent abrupt 

and discontinuous behaviour. This is new. ln evolutionary 

terms, the Darwinism and sudden mutation are no longer mu­

tually exclusive. 

2. Elementary catastrophe and singularity theorems 

Thom's most important contribution which forms the 

basic stone of catastrophe theory is the proof of the fol­

lowing remarkable theorem 2 . 

Theorem 

ln a system of potential parameterised by a manifold 

C on a manifold x and represented by a smooth map. 

1T CxX->R 

there arises only seven topologically different singular-
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it i es f or a co-dimension K < 4. 
An important corollary of the pre cecding th c or em f o1 

K = 2 utili t ed by the author 3 •4 and which was given else 

where is thc following. 

Corollar_:r: 

F< • ' a two dimensional (K = 2) smooth manifo1d C (tem ed 

control ~ pace by Zeeman) of a system reprcsented in Rn 

(termed ;_e haviour or state space) and a given potential fun c 

tional ( 9 1 represented by a smooth map 

71 
n+ (K=Z) -+ R R 

the man1 fol d of equilibrium states given by the 

field (ÂJ 

-+ 
A - Grad TT o 

vector 

- · · Rn+Z d h 1 . bl f . 1s a surt ace rn an t e on y possJ e types o slngu-
lariti e :-:, .Jf the projection of this sorface on thecontrolling 

sp ace are folds and cusps. 

Th 1s corollary has proven to be of considerable 

usefulness in studying some of the classical oscillators 

such as that of Duffing, Van der Pol and the associated Hopf 

bifurcation as well as the study of several buckling and 

chemical reactor problems 5 •6 

3. Scope - Agenda 

Thom's catastrophe theory classifies jump effects of 

structurally stable gradient systems and was intended by 

him to model process occurring in nature especially in 

developmental biology. Meanwhile, much of the enthusiasm 

towards catastrophe theory comes from its application to 

a variety of the so called inexact and social sciences pio 
8 -

neered by Zeeman . On the other hand, the real hard core 

testing of the theory was provided by its application in 

structural and mechanical engineering 3- 6 . ln the present 

lecture the application of catastrophe theory in economic s, 

cosmology 7 , controlled systems, thermodynami cs. buckl ing, 

~' ' s 



,l,/n.dmical ·:; ystC;inS, t.1.::;t ablliTy of !H."t"L t:..-p tion aad ma ny uLhc r 

,!1.ve rting fields of 5of t and hard co r e science s is demon-· 

s trated. Th e hulk o f the l ec ture will de al, huwe ver, '~ith 

J: :< ·: chanics. Due to sp <ice l"imitation tne nu thor foun d himscl :-

tr he in a dilema since it is impossibl e to wr it.e düi'm all 

th~ subject whi c h wil1 bc co vered in the lecture . l n ncvcr­

the l ess seems essent ia l for a deep understanding t o cons i J c r 

s ome of the mechanical problems in de tail such as Duffing' s 

osc illation which is tr eated at the end of this abs tract. 

The r es t of the examp lcs will be given ,n the course 

cf the lecture. 

4. Duffing's cqua tio n 

As is well known, the ~:mp lc st osci llato r is c~~ 

l1 ne ar harmon ic one 

X + X Ü 

This is, of course , structLrally unstable. If this i ~ 

perturbed in a structurally stabl~ manner another famous 

o sei llator can be obtained, namely th<• Van der PoJ oscillator 

i + b(x 2 +l)t + x = O , b > () 

If the Van der Pol oscillator is parameterisde in 

the rnanner that 

the famous non-elementary bi furcation, the llopf Verzweigung, 

is obtained (Fig. 1). Another structurally stable pertur­

bation of the harmonic oscillation leads to 

X + bx + X + ax 3 f coswt 

:t~ Thi s is the simplest nonlinear forced oscill.ation 

J nd is known as the Duffing's oscillator. 

To show how catastrophe theory can be used to proceed, 
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as Poincaré suggested, to a qualitative conclusion directly 
using the qualitative method, the Duffing oscillator will 

be treated in some de tail in two versions. 

5. The analytical method for the classical Duffing pendullun* 

We f irst start by giving a so called direct variational 

solution. Thus the problem will be formulated as follows: 

2TT 

f 
. 2 

TT = (Y--) + a 2 cosx + xfsin t) dt -+ Min 

o 

Assuming, as is commonly dane, a quasi harmon ic solution 

X = A sin t 

and inserting in TT and minimising, one obtains after 

algebra 

A - Za 2 Jt(A) + f = O 

some 

where J1 (A) is the integral representation of the Bessel 

function. Now we use a very simple trick of solving this 

equation graphically and reducing it to the intersection of 

a curve 

Y=ZJ1(A) 

with a straight line 

1 f 
y =-A+ 

a 2 a 2 

As is easily verrified graphically (Fig. 2), depending on 

the inc lination of the straight line and the value f/ a 2 a 
unique or a multiplicity of solutions will exist. For 

x + a 2 si nx = f sin t which is an excited pendulum in a 

gravity f ield. 

I 
!J. 

~ 
;'~ 

:1 

~ 
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a > 1 and small value of f/a 2 three solutions are possible. 

This explains the experimental observations of the oscilla­

tor. 

6. The global topological method for Duffing oscillator* 

Now we show the use of catastrophe models. Taking the 

spring stiffness and the driving frequency as controlling 

parameters, catastrophe theory tells us that the cusp is 

the type of singularity to be expected following the pre­

ceeding coroll a ry of Thom's theorem. Ex tending the parameter 

range of the spring stiffness to include hard and soft 
springs, a two cusps surface joined ata smooth part wi th 

a peak resembling linear resonance is then our final ca-

tastrophe model (Fig. 3). Omitting the details it can be 
sho~n ana lytically that this is the right conclusion8 Now 

the physical strange observation of Duffing's oscillator b~ 

comes intuitive and obvious. It is clear now that a smooth 

ch ange in the forcing frequency can cause both smooth and 

catastrophic changes in the amplitude of the oscillator.This 

ís , of course, a much more powerful conclusion than that 
obtained from the laborious traditional analytical solution 

of the quantitative method . 
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A 

1\ard spring 

Fi g . 3 - Ca tastrophe s urf ace o f the Duffing osci1l a t o r consis­

ting of two cusp s (Ri e rn ann-llugoniot) sin gu1 a r i ti c s. 
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Su mário 

Nest e trahalho é apres entada uma descr iç ão suscinta 

do processo ut ili zado pelo Programa Analisador Dinâmico de 

S i stemas Estruturais ( PROASE- DINÂMICO) na d e termina ção de 

frequ~ncias e modo s de vibr aç~o de estruturas espacia is. O 

programa utiliza configurações desloc amento admissí ve is da 

estrutura como um todo e determina as cargas es tatic amente 

equivalentes is for ças de inércia, com as quais, através do 

PROASE -ESTÁT ICO [li. novas aproximações da s funções modais 

são obtidas. 

Summary 

This work pre sen ts a description of th e computational 

method us e~ by Structural Sys tem Dyn amic Analysis Program 

(PROASE -DINÂMICO) to obtain the frequ encie s and vibr at ion 

modes of space structures. A set of admissibl e displ acement 

co nf igurat ions of the whole s tructure are, initially, used 

to determine statically equivalent inertia l oads with 

which the PROASE-ESTÁTICO [l[ constructs a sct of new 

better approximations of th e frequency and mode shapes. 
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l. lntro<lução 

Esta publicação <.!escreve o processo usado pelo Progr~ 

ma Analisa<lor Dinâmico de Estruturas espaciais (PROASE-DIN6 

MICO), um programa digital para a determinação de frequ~n­

cia e funç6es modais de estruturas constituidas por sub-es­

truturas mo<leláveis por um conjunto de pontos (nós) inter­

conectados por elementos finitos ou matrizes de rigidez di­

retamente especifica<las. 

Na sua implementação procurou-se facilitar a modela­

gem de tipos não convencionais de estruturas usa<las em pes­

quisa, utilizan<lo um n~mero rcduziJo de dados de entrada. 

2. O m~todo utilizado 

O m6todo usado pelo PROASE-DINÂMICO para a determina­

çao da resposta dinâmica de estruturas lineares espaciais 

consiste, essencialmente, em: 

a) modelar a estrutura por um conjunto de subestruturas in­

terligadas, podendo ser cada uma delas relativamente comple 

xa, modeladas pelo m6todo do elemento finito. 

h) representar o estado da estrutura por um n~mero relativa 

mente pequeno de coordenadas generalizadas que deverão in­

cluir as componentes dos deslocamentos dos pontos da curva 

ou superfície de interligação das subestruturas e os coefi­

cientes das funç6es deslocamentos que representam a config~ 

ração das subestruturas individuais, tais como, formas mo­

dais de vibraç6es livres compativeis com as condiç6es de 

contorno. 

c) obter as energias cinética e potencial em formas quadrá­

ticas das coordenadas generalizadas. 

d) resolver o problema de autovalores correspondente obten­

do, assim, a contribuição aproximada de cada função coorde­

nada generalizada das subestruturas componentes. 

e) usar essas configuraç6es deslocamento da es~rutura, como 

um todo, para calcular a configuração de forças equivalente· 

às forças inerciais. 

f) aplicar esta configuração de forças estáticas equivalan-
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tes na estrutura e determinar uma nova configuração desloc~ 

menta. Repetir os passos e) e f) atê que a diferença entre 

duas configurações deslocamento sucessivas estejam 

da precisão desejada. 

dentro 

Assim, o m~todo iterativo sintetizado acima é usado 

para a obtenção de uma sequência de conjunto de funções de~ 

locamentos aperfeiçoadas, conduzindo a uma redução apreciá­

vel na magnitude dos erros . 

Um programa geral foi desenvolvido para executar a 

formulação acima no qual as subestruturas podem ser modela ­

das por meio de elementos finitos (placas ou cascas quadra~ 

gulares, vigas etc . ),cujos nodos (extremos dos elementos) 

poderão ser interconectados aos nós através de ligaduras ri 
gidas desprovidas de massa, por meio de matrizes de rigidez 

diretamente especif icadas ou de massas concentradas com i­

nércias rotacionais ligadas aos nós por ligaduras rígidas. 

Como condições de contorno poderá ser especificado um 

conjunto arbitrário de componentes dos deslocamentos e/ou~ 

ma simulação de apoio elástico em direções especificadas p~ 

lo analista . 

As características mencionadas acima foram implement~ 

das no programa com a finalidade de facilitar a modelagem 

matemática de tipos não convencionais de estruturas usadas 

em pesquisa. 

Se são desejados os N primeiros modos e frequências 

de uma estrutura,o programa resolve problemas de autovalo­

res de ordem um a N. Assim, se som ente os modos de baixa 

frequência são desejados, o programa executa somente probl~ 

mas de autovalores de baixa ordem e bem condicionados. 

O processo imp l ementado pelo programa para, automati­

camente, obter uma sucessão de conjun t os de funções desloc~ 

mentos aperfeiçoadas é essencialmente uma general i zação do 

processo de Vianello-Stodola para vigas. Cada configuração 

modal é usada para a determinação de uma configuração de 

cargas estáticas equivalentes às forças inerciais para a e~ 

trutura total e, através dessas cargas, uma nova configura­

ção modal é calculada e u sada na aproximação sucessiva. A 

chave da eficiência computacional reside na possibilidade 

''I 

) 1 
7 

' I 

l 
~ 
I 

J 
l 

., 
~ 

t 
i 
' 



D-395 

de uma análise estática precisa para a determinação efici­

ente e econômica dessas funções. Para tal é utilizado o 

PROASE-ESTÁTICO cuja precisão, eficiência e versatilidade 

tem sido comprovadas em vários tipos de estruturas. 

3. Funções deslocamento dos elementos 

Para facilidade de notação e explanação restringir-s~ 

a a elementos binodais os quais são considerados como mem­

bros cujos extremos (origem, término), aqui denominados no­

dos , se unem aos nos através de ligaduras rígidas desprovi 

das de massa. Na figura 1 é mostrado tal elemento em sua 

configuração deformada e ind eformada. 

1
1 j-ésimo nó~/ui ~ ~ 
I '.__ /vm2 I 
IConfiguroçõo 

3 indeformodo do / 
m- é si mo element nodo 2 

u1sl 

termino) 

I 

Figura 1 - Elemento binvdal 

As relações entre os vetares deslocamento dos nodos 

do m-ésimo elemento e o vetar deslocamento dos nós corres­

pondentes são representadas por 

ond e Lmk é a matriz de transição de vetares relativos a0 

sistema global e aplicados nos nós, para vetares aplicad ,s 

aos nodos com componentes relativas ao sistema intrínseco 

do elemento. 
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As energias cinética e potencial 

em função dos vetares deslocamento dos 

nectados, podem, então, ser expr es sas 

do m- és imo e lem ento , 

nós por el e interco­

po r 

Tm ; ! [Üi üj ] r M~ l 
-m -

2 
M1 2 

M2 2 

vm ; ! [ui uj ] r·~] :~ 'j 2 

K22 

J 
\ 

(Ji \ 

üj 
'-

( -
lJl 

., 
uj 

\.. 

(2) 

(3) 

No processo de s olução des crito mais adia nt e , a conf! 

guração de toda a est rutura é representada por uma combina­

ção l inear de N f unç ões des loc amento line armente indep e nde~ 

tes . Assim, o vetar deslocamento em um ponto de coordenada 

s ao l ongo do eixo ~ do sistema intríns eco do m- ési mo ele­

men to um(s) tem para component es 

6 
um(s); l: cm v~1 (s) 

l j;l j l) 
1, 6 (4) 

onde os co efi ci entes cm são r ela ci ona do s c om as coorden ada s 

generalizadas como se ~erá s ub sequentemente. A en e rgi a c in~ 
tica do m- ésimo elemento em t ermos do ve t ar de componentes 

( 4) é 

Tm 1 

2 

6 
L 

i;l f
L N 

m m m 2 u-(s)( L c. v .. (s)) ds 
o l j;l J l) 

Rearranjando a relação (5) e definindo a i ntegral 

r esulta 

f
L 6 

-m _ l: 
Mj.t - O i;l 

m m m u- (s )v . . v.ods 
l l ·J 1 <-

Tm .!_ Cém)t Mm ém 
2 

(S) 

(6) 

( 7) 

onde u~(s), k ~ 3 é a massa por un idade de compr i ment o no 

pon to de coordenada s do m-ésimo el emen­

to. 
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lJ~(s), k > 3 é o momento de ma ssa da secçao transver­

sal no ponto de coordenada s em relação ao eixo 

k-3 do sistema intrínseco. 

Cm e o vetar coluna de ordem N 

Mm é a matriz cujos element os são as submatrizes 
-m 
Mi j. 

Para a energia pot encial, seguindo um raciocínio ana­

logo, se obteria 

(8) 

onde Km = [K~jJ; entretanto, é mais exped i to e natural ti­

rar vantagem do conhecimento da distribuição de cargas está 

ticas corr es pondentes ã configuração deslocamento da estru­

tura como um todo. As forças e momentos distribuÍdos, que~ 

gindo sobre o e lement o formam a carga es tática equivalente 

que produ zirá a função deslocamento para a estrutura t< tal, 

assoc iada com a coordenada generalizada q. são denomin; jas 
m J 

por f ij (s) , na qual i ; 3 representa forças na direção i e 

i > 3 denota momentos em relação ao eixo i-3. 

Considerações acerca do trabalho externo dessas car­

gas fornecem 

6 
l: 

i=l J 
Lo fm. (s) v .. (s) v

1 
. .e.(s) ds 

1 J 1 J 

A matriz massa, M = [M .. J e a ma triz de rigid ez, 

(9) 

- 1J 
K = [K .. J , para toda a estrutura é construída em arquivo de 

1J 
armazenamento secundário através do fluxograma da fi gura 2. 

Obtida s as matrizes M e K tem-se o seguinte problema 

de autovalores 

w2 MX - KX = 8 (lO) 

onde U X sen wt sendo U o vetar deslocamento 

(11) 

O programa resolve o problema de autovalores (lO) pe ­

lo processo das rotações pivotais de Jacobi. Entretanto, es 
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Determino os nós i e j int erliQados 

pelo elemento m 

Constroi as motrizes ~~ , M~2 , M;2 

e od1ciona os matrizes M11 , Mq, MJJ 

Constro1 os motrizes Ki~, K1""2 , K; 2 

Kii ,KiJ ,K j i 

M=(M; ~ e K = (K,,) 

Figura 2 - Construção das matrizes M e K 

te proce~so, embora expedito e de boa precis ão para proble­

mas de baixa ordem, apresenta a peculiaridade de perder a 

precisão rapidamente ã medid a que a ordem das matrizes se 

eleva. 
Usando os autovetores pelo processo de Jacobi como 

primeira aproximação das funções modais, o seguinte proces­

so iterativo foi implement ado no programa. 
Considere-se determinadas, com a aproximação desejada 

as k-1 primeiras formas modais e respectivas frequências e 

que se conheça uma aproximação inicial da k-ésima forma mo­

dal. Para determinar uma melhor aproximação do k-ésimo modo 

é resolvido uma sequência de problemas de autovalores do tl 

po discutido anteriormente. As k-1 funções deslocamento 

(configuração deslocamento da estrutura como um todo) usa-

das em cada uma dessas soluções são as k-1 formas modais ~ 

previamente determinadas, e a k-ésima função é a mais recen 

te aproximação do k-ésimo modo. Se se represent ar por x{fT 
i= l, Nas componentes do autovetor associado com a p-ési-
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ma aproximação do k-ésimo modo, a ela corresponderá, para o 

m-ésimo elemento, o vetar deslocamento no ponto de coordena 

da s cujas componentes são dadas por 

N 
v~(p) = E XJ~pk) 
lk j =1 

m(p) v .. 
lJ 

i 1, 6 

e a configuração cargas estáticas equivalentes corresponde~ 

te à configuração deslocamento acima sera 

-fm(p) _ m -mU) 
ik - \.li vik i = 1' 6 

Com estas cargas equivalentes o PROASE-ESTÃTICO determina a 

configuração deslocamento v~~p+l) q~e será a (p+l)-ésima a­

proximação da k-ésima função modal. 

Note-se que as k-1 configurações deslocamento da es­

trutura são a proximações com precisão desejada dos k-1 pri­

meiros modos e, portanto, os termos fora da diagonal princl 

pal d as matriz e s M e K, exceto a Última linha e coluna , po­

dem ser desprez ados em comparaçao com os termos da diago­

nal principal. 

Através do proces s o iterativo sintetizado acima o 

PROASE -DI NÂMI CO determina as N funções modai s . 

4. Sequ ê ncj a de s ubprogramas do PROASE-DINÂ~1ICO 

A figur a 3 apr esenta a s equência de subprograma s uti­

li zad os pelo PROASE-DINÃMICO na obtenção das frequências e 

f orma s modai s de vibra ç ões livres. A função de cada um des­

ses subprogramas é sumarizada a seguir. 

A configuração geométrica e mecânica d~ estrutura é 
determinada pelo PROASE-ESTÁTICO 111, o qual 1tiliza gera­

dores multidimensionais e dados 121 de entrada minimizando, 

d e ste modo, a possibilidade de erros acidentais. Este sub­

progr ama fornece as matrizes de rigidez e massa da estrutu­

ra e um conjunto de configurações deslocamento, resultante 

de c onfigurações de forças especificadas pelo usuário , o 

qual será usado mais tarde. 

O subpr og rama LOCARM efetua armazenamento dos dados 

nec es sários à análise dinâmica e as propriedades assoc i adas 



I PROGRAMA ANALISADOR DINÂMICO DE SISTEMAS ESTRUTURAIS 

l PROASE- ESTÁTICO I LOCAR M !MAISAD lAUTVAL I v I B R A 

N EO FN C 

FALAM B ENERG I 

ISOLEST NORMA 

Fig. 3 - Sequênc ia de subprogramas do PROASE - DINÂMICO 

;:-

o 
I ... 
o 
o 

......... ~ -la· . 'l .. I ·_ l! JfliliH . .._.. ... r ... _. ···: • ,,_.,. •• ,, '"""'"""''"'',...~''·-- - ----
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com massas concentradas diretamente especificadas sao pr~ 

cessadas em MAISAD. A seguir AUTVAL determina, pelo proces­

so das rotaç6es pivotais de Jacobi, um conjunto de funç6es 

modais as quais, com as configuraç6es deslocamento obtidas 

acima, constituirão as coordenadas generalizadas do proble-

ma. 

O subprograma NEOFNC seleciona um conjunto linearmen­

te independente dessas funç6es que fornecem, através do su~ 

programa FALAMB, um conjunto de cargas estáticas equivalen­

tes às forças inerciais, as quais são novamente aplicadas a 

estrutura em SOLEST, fornecendo novas configuraç6es desloc~ 

menta. Estas funç6es deslocamento são normalizadas em NORMA 

e a seguir são calculadas as novas energias cinética e po­

tencial do sistema. O processo indicado em VIBRA se repete 

até a obtenção da precisão desejada. 

Bibliografia 

[1[ Alves, D.B. Programa Analisador de Sistemas Estru 

turais, Anais do III COBEM, Dez. 1975, pp. 1067-

1077. 

[2[ Alves, D.B. PROASE/V75, Manual do usuário. Funda 

ção do Ensino da Engenharia em Santa Catarina, 

19 7 5. 



ANAl 5 

~<::.;'t-'V<ç,.tST~.q.. ; 6,.,~ 
3 til 1 ....., 

UNICAMP 

D-402 

COBEM 79 
V CONGRESSO BRASILEIRO DE 

ENGENHARIA MECANICA 

CAMPINAS, 12-13-14 o IS DEZEMBlO 1979 

PROCEEDINGS 

8 
TRABALHO DE PESQUISA N_o D-2 7 
RESEARCH PAPER 

P.P. 402-419 

STRESSES NEAR AN INTERIOR CRACK TIP 
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ABSTRACT 

A method is proposed which taking in occount the 

variation in the direction of the secondary principal stress 

provides a fast method to determine the complete photoelastic 

parameters at any interior point of a three-dimensional mo-

f. ~ 
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SU~Ifi:RIO 

Propõe-se um método que, levando em conta a variação 

na direção das tensões principais secundárias, sendo sufi­

cientemente rápido, determina completamente os parâmetros fQ 

toelétricos em qualquer ponto interior de um modelo tridimen 
sional. 
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1. Introduction 

The importance of determining the stress-distribution 

around crack tips in critica! components like reactor 

pressure vessels, does not need much emphasis. While two 

dimensional photoelasticity offers an excellent method to· 

determine the stress intensity factors and stress distribu­

tions near crack tips in plane-stress models, the existing 

experimental methods to determine stresses near interior 

crack tips in three-dimensional models are very limited. 

Analytical methods, however powerful they may be, need 

experimental verifications particularly in the field of 

fracture mechanics. Three dimensional photoelastici ty ofrers 

a way out, but the present freezing and slicing processes 

have certain limitations. For example, at the critica! 

temperature, the Poisson's ratio of the model material beco 

mes very nearly equal to O. 5 and as a consequence, trans 

lating the results from model to prototype is always open 

to criticisms. Though excellent results have been obtained 

using the conventional freezing and slicing process, still 

it is the desire of photoeiasticians to determine fhe 

interior stress distributions under live loads. Scattered 

light photoelasticity can conveniently be utilised for this 

purpose provided three essential problems are taken care of. 

The first problem deals with the intensity of scattered 

light. Since, the intensity of scattered light is generally 

weak, a powerful light source is necessary. This problem is 

easily taken care of because of the availability of lasers. 

The second problem deals with the model material. The mate 

rial used should have all the desirable properties of a 

three dimensional photoelastic model material, i.e. have a 

good figure of merit, and at the sarne time be a good scat­

terer. This problem has been satisfactorily solved using 

Araldite CY-230 with hardener HT-901. The third problem, 

which is more serious, deals with the existing techniques 

to det.ermine the interior stress distributions. ln general, 

along a given light path, not only do the secondary prin-

cipal stresses vary but also their orientations vary. The 

effect of the variation in the directions of the secondary 
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principal stresses is commonly termed as the rotational 

effect. The existing scattered light techniques (1), do not 

adequately take into account these rotational effects. The 

method proposed in this paper not only takes fully into 
account the rotational aspects but also provides a fast me­

thod to determine the complete photoelastic parameters at 

any interior point of a three-dimensional model. 

2. Principie of the Method 
A general three-dimensional photoelastic model can be 

considered as made up of a large number of linear retarders 

placed one after the other with their axes differently 

oriented. The retardation given by any retarder is propor­
tional to the secondary principal stress difference at that 

point and the axes of the retarder are along the directions 
of the secondary principal stresses at that point. Using 

Jone's calculus (2) or Aben's equations (3), it can be 

shown that the assembly of retarders can be replaced by 

a single linear retarder followed by a pure rotator. ln 
other words, a general three dimensional photoelastic model 

is equivalent to a linear retarder followed by a pure 

rotator (or an active plate). This is the principie of 

optical equivalence (4). The linear retarder is characte-

rised by the retardation 2ó it adds, and the orientation ~ 

of i ts axes wi th respect to a re ference frame. The pure 

rot ato r o r the active pl ate is eh aracterise d by y, the angle 

through which a light ellipse incident on the active plate 
is rotated. These three quantities, 2ó,~ and y, are called 

the characteristic parameters. For an incident plane pol! 

rized light, the outcoming vibratory components U and V are 

given by 

rul = [c~sy 
lv s1ny 

-siny] [c~s~ -sin~1 [eió 

cosy s1n<1> cos<j> o 

" fJ+iK -L+iN1 [lj- eiwt 

lL+iN J-iK O 

:u] lco~<l> sin<!>1 flleiwt 
e -s1n<1> cosei> lo 

(1) 

al ,. •r ~ 

r 
I 

i 
l 
I 

l 
r­
l 
1: 

:{ 
;r 
j. 
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?"';;"; 

~1. 
~l. 
l" ..;:: 
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where 

J cosl'l cosy K sinl'l cos(2<f>+y) 
(2) 

L cosl'l siny N sinl'l sin(Z<f>+y) 

Consider a continuous three-dimensional photoelastic 

model with characteristic parallleters 21'1, <!> and y. Let this 

model he considered as made up of n individual slices 

arranged in series with retardations and axes orientations 

as: (6t; St; 62; 82 ; ••• 6n; en). Now, out of these nele­

ments, consider the first m elements. These m elements 

can be replaced by an optically equivalent model having 

the characteristic parameters 26m• <Pm & Ym· The (m+l) th 

element will add a retardation 6m+l at azimuth Bm+l· The 

characteristic parameters of all these m+l elements are 
\ 

Zt>m+l, <Pm+l• Ym+l· All these characteristic parameters are 

related such that 

roptically equivalent } = [(m+l) th1 raptically equivalent] 

Lmodel for (m+l) elements element lmodel for m elements 

Using Eq. (l)_ the above relationship can be written as 

m+l + 1 m+l 

[

J . K 

L + iN m+l m+l 

6m+l r":. 
. m+l 
1 sin 

2 

i sin 

sin 28 

x[Jm + 

L + m+ 

6 m+l 

2 

m+l 

iK m 

iN 
m 

6m+l 
c os 2e m+l i sin sin 2 em+l 

".J 
2 

0m+l óm+lcos i sin c os 
2 2 

( 3) 

where J ,K,L and H are as defined by Eqs . . (2). Simplifying 

and equatin g the terms, the following resul ts are obtained: 



cos 
ô m+l 

2 

D-406 

cosôm cosôm+l cos(ym+l-ym) + 

+ sinôm sinôm+l cos[zccpm+l-cpm) + (ym+l-ym)] (4) 

tan zem+l El/Ez ( 5) 

where 

El cosôm sinôm+l sin(Zcpm+l + Ym+l + Ym) -

- cos m+l sin m+l sin(Z m + m+l + m) 

Ez cosôm sinóm+l cos(Zcpm+l + Ym+l + Ym) 

- cosôm+l sinóm+l cos(Zcpm + ym+l + Ym) 

Hence, knowing the characteristic parameters for m slices 

and (m+l) slices, the photoelastic parameters of the (m+l) 

th slice can be determined from Eqs. (4) and (5). 

The principies of the method consists in determining 

the characteristic parameters as a function of the light 

path and then determining the photoelastic parameters using 

Eqs. (4) and (5). The next section deals with a fast itera 

tive procedure to determine the characteristic parameters 

for any length of the light path. 

3. Determination of Characteristic Parameters 

The method proposed in this paper to determine the 

characteristic parameters can best be explained with respect 

to a transmitted polariscope. The sarne procedure can be 

adopted for scattered light method with some minor modific~ 

tions. The fact that a general three-dimensional model can 

be replaced by an optically equivalent model indicates that 

there exist two directions at entrance such that if a plane 

polarized light is sent along either of these directions the 

emerging light is also plane polarized. These di rections 

J.~ 
~, !. 

! 

I 

~ 
r 
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at entrance are called the primary characteristic direc-

tions and these coincide with the axes of the linear retar­

der of the optically equivalent model. The directions of 

the emerging plane polarized light directions are known as 

the secondary characteristic directions. The primary chara~ 

teristic directions will therefore make angles <P & <P + TT/2 

wi th respect to a reference frame and the secondary charac­

teristic directions will be at <j>+y & <j>+y+TT/2 to the sarne 

reference frame. 

Consider a plane polariscope wi th a three dimensional 

photoelastic model interposed between the polarizer and the 

analyser. The polarizer and analyser are in an uncoupled 

position. Let the characteristic parameters of the model 

be 26, <P & y. To start with, let the polarizer be along 

the reference axis making an angle <P with the primary cha­

racteristic direction. The analyser is at an arbitrary di­

rection (<j>+TT/2+n) to the reference axis, Fig. 1. The inten 

sity I i f light coming out of the analyser is then 

by (ignoring the constant of proportiona1ity) 

given 

(6) 

If now, the po1arizer is rotated for minimum intensity, the 

ang1e <P 1 made by the polarizer with retarder axis is 

obtained by differentiating Eq. (6) with respect to <P and 

setting it equa1 to zero. <P 1 is then given by 

-tan<P1 = tan2(n-y)cos 26 c 7) 

Equation (6) can a1so be written as 

I ; ~cos2<P cos,2(n-y) [1-tan2<P tan2(n-y)cos26] ( 8) 

with <P fixed at <1>1 the intensity Ii for the position n of 

the ana1yser is 

1 1 . [ l I 1 = 2 - 2 cos2<P 1 cos2(n-y) 1-tan2<PI tan2(n-y)cos26_ (9) 
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If the analyser is now rotated for a minimum intensity 

will occupy a position ~ 1 which can be obtained from 

equation 

a r 1 1 a~ o ~ 1 is hence given by 

tan zc~~-y) = -tan2~1 cos2ô 

Substi tuting the value of ~~ from F.q ( 7), we get 

tan2 c~ 1-y) tan2(~-y)cos 2 26 

it 

the 

(lO) 

( 11) 

' 

• The above equation shows that the new value (~1-y) is less 

than the ini tial value c~-y). 

If the polarizer is now rotated for a further minimum 

intensity, its new position ~2 is given by 

tan2 •1>2 =-tan2(~~-y)cos2ll 

= -tan2 (~-y) cos 'Zll 

1 -tan2<P 1 cos 2 2ll (12) 

The new value 4> 2 is therefore less than the previous value 

<1>1. This alternative rotation of the polarizer and analyser 

is continued until the intensity observed is the least mi­

nimum. It is observed that at each step the values of .p and 

c~-y) get reduced by the factor cos 2 2ll and hence the conve!: 

gence is very fast. Thus, by alterna te rotations of polarize r 

and analyser, the final values of .p and y can be determined . 

To determine the characteristic retardation 2!1 we 

proceed as follows. 

A quarter wave plate is placed before the model such 

that its axes are at 45 deg. to the primary characteristic 

direction of the model. The characteristic parameters for 

the model plus quarter wave pla~e combination is such that 

r
optically equivalent -j [ optically equivalentj f ] 

= X À/ 4 plate 
~model for 0/4 plate+ model model for model alone L 
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Substituting quantities similar to Eqs. (1) and (3), and 

simplifying, the following important relation is obtained. 

ó of model Ymodel- y'model+Ã/4 plate ( 13) 

Thus, to determine the characteristic parameters q, & y of 

any model, we use a plane polariscope wi th the polarize r and 

analyser uncoupled. The polarizer and analyser are rotated 

alternatively until the intensity of light emerging from 

the analyser is thc least minimum (which is theoretically 

equal to zero). The final position of the polarizer gives 

q, a nd that of the analyser gi ves q, +y+n/2. To determine the 

characteristic retardation 26 of the model, a Ã/4 plate is 

placcd before the model with its axes at 45° to the primary 

char acteristic di rcctions of thc model. For this combination 

we determine y' by the ahove iterative procedure, Then, 

2ó 2(y-y'). 

Thc ahove procedure described for transmitted light 

model can be easily extended to scattered light model with 

some ob vi ous ope rat ion a 1 mo di fi cat ions. The method for 

tiansmi tted li ght consists of alternate rotations of pol~ 

rizer and analyser. In the scattered light method the sarne 

effect is achieved by al ternate rotations of the polarize r 

and the polarizer and the mode l coupled. The procedure to 

determine the characteristic parameters is as follows. 

Consider Fig. 2. RC represents a líght ray passin g 

throu gh the model and DE is direction of ohservat ion. If 

we consider portion RD of the li gh t path then th e s tep-wise 

procedure to determine the characteristic parameters for 

the mode l length corresponding to RD is a follow s . 

1. Plane polarized heam of light is scnt along RC. 

2. The direction of observation is fixed a long DE.Let 

DF, which is initially alon g the line of ohservation and 

which is fixed with respect to the model, serve thc purpose 

of refcrence axis. 

3. Polarizer alone is rotated so that the intensity 

alon g DE i s ohserved to be minimum. 

4. Po lari:e r is coupl e d to the model and th e co mh i-
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nation is rotated about the 1ight beam BC so that the in­

tensity observed is a further minimum. 

S. Po1arizer is decoup1ed from the mode1 and is sep! 

rately rotated so as to observe a sti11 further minimum. 

6. Alternate rotations of polarizer and polarizer co~ 

pled to the model are carr i ed out unti1 the intensity of 

the scattered light a1ong the DE is seen to be the lowest 

minimum. At this stage the situation will be as shown in 

Fig. 2 (d). 

DE represents the direction of observation. DF repr~ 

sents the reference axis and By 1 represents the final posi­

tion occupied by the po1arizer. From this it is c1early 

seen that 

Ang1e Y1 By2 YsD Ang1e FDy
1 ~BD 

After determinin g the primary characteristic direction 

~ and the rotary power y of the equivalent mode1, the 

character retardation is obtained in the fo11owing manner: 

1. Bring back the model to the position where DF coi~ 

cides with DE. 

2. Introduce a quarter-wave p1ate between the model 

and the po1arizer such that the quarter-wave p1ate axes 

make an an g1e of 4S deg. with respect to the primary charac 

teristic directions aiready determined. 

3. Rotate the po1arizer a1one, so that, the intensity 

of the scattered 1ight is seen to be a minimum. 
4. Rotate the po1arizer, quarter-wave plate and the 

mode1 in unison ti11 a further minimum is observed. 

S. Steps 3 and 4 are repeated until lowest minimum is 

observe d. At this stage we will have. 

Ang1e Y1 By 2 = Y'sn Ang1e FDy 
1 ~·BD 

Then, "'so Yso-Y'so 

ln this manner, the characteristic parameters for any 

• 
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length of light path can be determined. Once the charac­

teristic parameters are determined, the photoelastic para­
meters are ohtained by using Eqs. (5) and (6). 

4. Scattered Light Polariscope : 

ln order oto carry out the experimental procedure des 

cribe d a h ove, a s ui t ab le s cat tere d li gh t pol a ris cope was 
designed and fahricated. Figure 3, shows the photograph of 
the polariscope. During investigations, the model is 

immersed in a tank containing oil having the sarne refracti ve 

index as the model material. Any point of interest inside 

the model can be brought under observation hy x-y-z traver­
sing mechanisms clearly seen in the photograph. A S mw He­

Ne laser was used as the source of light (This is not seen 
in the photograph). 

S. Applications 
(a) Frozen Stress ~1odel: First a model with stresses 

locked was investigated. A laser light (with no beam ex-

pander or a collimating unTtj wãs used and the scattered 

light image was focussed on a photometer screen for intensi 
ty determination. The model was a circular cylinder loaded 

on one flat face wi th a point loading and uniformly sup­

ported on the other flat face. The stress pattern obtained 
is shown in Fig. 4. The results of these investigations 

agree very well with results obtained from other methods. 
(b) Model Under Live-Load : A model whose geometry is 

shown in Fig. 5, was loaded at room temperature and inves­

tigatep for stress distribution. Figures 6 and 7 show the 

scattered light stress pattern using a thin laser beam with 

no beam expander. The laser light was passed very close to 
the hole tip as shown in Fig. 8. Figure 9 shows the stress 

1" pattern observed with Z sheet of light. The . details of 

stress intensities and distributions have been carried out 

using the procedure described in this paper. The clarity of 

;::; the fringe patterns reveal the ease with which investigations 

can · be carried out on complicated models with initial cracks 

or discontinuities. Further, ·the fact that i nvesti gations 
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under live-1oad conditions can be carried out is extreme1y 

significant, particu1ar1y in the area of fracture mechanics. 
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Fig. 3 - Photograph of Scattered Light 
Polariscope 
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Fig. 5 I _, Fig. 6 Fig. 7 

Fl.g. 5 - Scattered Light Pattern 

Fig. 6 -· Scattered Light Stress Pattern 

Fig. 7 - Scatfered Light Stress Pattern 
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Position of light 
for Fig. 6 

f 
2cm 
_j 

Fig. 8 - Location of Incident Light Beam for Pattern 
shown if Figs. 6 and 7. 

Fig. 9 - Scattered Light Stress Patern with a Sheet 
of Light. 


