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RESUME

La loi de Norton, trés utilisée en pratique dans des
disciplines variées, se généralise au cas des sollicitations
multiaxiales. Nous montrons le lien étroit entre les lois de
la plasticité et la loi de Norton-Hoff généralisée. Des ap-
lications numériques en analyse limite sont données.

SUMARIO

A lei de Norton, muito utilizada na pratica em dife-
rentes disciplinas, é generalizada para levar em conta soli-
citacoes multiaxiais. Apresenta-se a estreita relagdo entre
a lei de plasticidade e a lei de Norton Hoff generalizada.
Aplica¢®es numericas ao problema de cargas limites sdo tam-
bem apresentadas.
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1. INTRODUCTION ET LOI DE NORTON-HOFF GENERALISEE

1.1.La loi de Norton

La loi de Norton [1] est souvent utilisée pour dé-
crire le fluage secondaire de nombreux matériaux sous sol-
liccitations undimensionnelles et a température constante.
Elle s'écrit

¢ =alo]9%, (1)

ol ¢ désigne la vitesse de déformation, o, la contrainte de
fluage. a et q sont deux paramétres réels positifs (q=2) dé-
pendant du matériau et de la température.

Parmi les nombreux matériaux qui vérifient la loi (1)
on peut citer notamment : les aciers d hautes températures,
certains types de verres, les glaciers, les sols gelés, les
matériaux lithosphériques, certains solides cristallins a
hautes températures, les peintures solides etc...

Cette loi peut é€galement servir pour décrire le com-
portement visqueux de certains matériaux dans des essais
quasi-statiques divers. C'est le cas de certains bitumes [2].

1.2.La loi de Norton-Hoff classique

Dans le cas des sollicitations multidimensionnelles,la
loi la plus utilisée est celle de Norton-Hoff [3]. Celle-ci
relie le tenseur des vitesses de déformation (Eij],ié i,j<3
au déviateur du tenseur des contraintes (sij}, elle s'écrit
en adoptant la convention classique de sommation sur les
indices répétés

€55 =alv T (2)

o b1
a et q ayant la méme signification que dans le cas unidimen-
sionnel. La loi (2) s'inverse aisément et l'on trouve

_ e e
Sij'a{"‘kﬁkn}p €ij° (3)
ol
p, désigne le conjugué de q : %4—%: 1,
et -
Bom (@),

Cette loi admet comme cas particulier, la loi du flui-
de Newtonien pour q=2, B est alors le double de la viscosi-
té du fluide. Il faut bien noter que la dimension de B dé-
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pend du paramétre p, on verra plus loin qu'il est possible
de 1'exprimer 3 1'aide de deux paramétres ayant une dimen-
sion fixe et admettant une interprétation physique interes-
sante. Enfin les lois (3) et (2) admettent comme cas"limite"
la loi de la plasticité parfaite avec critére de von Mises
lorsque q tend vers +«.

Une autre facon de généraliser la loi de Norton au cas
des sollicitations multidimensionnelles est donnée par la loi
de Norton-Hoff généralisée

1.3.La loi de Norton-Hoff généralisée

On se donne un critére de plasticité défini  par une
fonction f convexe définie sur 1l'espace 83 des tenseurs
symétriques d'ordre deux sur R3.

On définit le convexe C associé a f par

C={o€ 8§ ;f(o) <0}.

On suppose que l'origine est intérieure au convexe C.
Soient n(+) et g(-), les fonctions d'appui et jauge (4]
du convexe C, définies par

n(e) = sup{o ; s€C}, WVe€ S,

1j€ij
g(o) = inf{u>0; o€ uC}, Yo € 85
On définit alors le sur-potentiel ¢(+) [4] par
#(8) = 32" P mEn?, (5)
et son dual
o' (0) = g2 le(on Y (6)

A, étant un paramétre réel positif dont on verra la signifi-
cation physique dans des cas particuliers

La loi de Norton-Hoff généralisée s'écrit alors (51
sous 1'une des formes €quivalentes suivantes

te a4’ (o), (7
c€24(t), (8)
$(E) *+ 47 (o) = &5 045, ®
pe(£) = a¢’ (0) = £550455 (10)

oll 3 désigne le sous-différentiel [4]. Plus précisément la
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la relation (7) est équivalente 3 1'inégalité
0 : * * * *

NPT < € 8.

cj.j(olj 01]) * ¢ (d) 1’ (U ]} VU s.j) (‘l)

Remarque. S5i 1'on remplace dans (7) ou (11) 1la fonc-

tion o*(-} par 1'indicatrice ¢(-) du convexe C (¥(c) = 0 si
c€C, y(o) =+= sinon}, on obtient la loi de normalité clas-
sique en plasticité ou encore l'expression du principe du

travail maximal.

1.4.Exemples
Critére de von Mises. Le critére de von Mises s'écrit

1 2 -

7545 %43 X 0,
ol s est le déviateur du tenseur ¢ et K=-}%,1a limite en
cission simple du matériau plastique parfait associé.

Les fonctions d'appui et jauge du convexe C associé
sont alors

e L. ]
= N W e
“(é) N Kv EiJ EiJ y S1 811 0) ch) K\ Sij SiJ i

+e si non,

La loi de Norton-Hoff généralisée coincide dans ce cas avec
la loi de Norton-Hoff classique, avec

B=‘\1"p KP

On peut donner, dans ce cas, une signification physi-
que au paramétre X : il égale 1la puissance &lémentaire dis-
sipée dans une expérience de cisaillement pureffectuée surle
matériau de Norton-Hoff généralisé lorsque la contrainte de
cisaillement est €gale 3 la limite K en cission simple duma-
tériau rigide plastique associé.

Critére de Tresca. Il s'écrit

max{iui—a.|, 1<i,j<3}-K =0,

J
oll les 9 désignent les contraintes principales et K, la 1li-

mite en traction simple du matériau plastique-parfait asso-
cié.

Les fonctions d'appui et jauge du convexe C associé
sont
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§(|51!*|é2|*léal} si éii =0, g(u)*%max{{lui—uj [

e = Ty

+ = si non,
La loi de Norton-Hoff généralisée associée s'obtient alors
4 partir de (5) & (10). Le paramétre A désigne dans ce cas
[6] la puissance élémentaire dissipée dans un essai de trac-
tion simple lorsque la contrainte de traction est égale a la
limite en traction simple du matériau plastique parfait as-
SOCié.

1.5.Autre formulation de la loi de Norton-Hoff généra-

lisée. Il est plus commode dans certaines situations prati-
ques d'utiliser la formulation suivante de la loi de Norton-
Hoff généralisée [0]

si g(o) =0, ¢ =0,

si g(o) # 0, on introduit un tenseur de contraintes
intermédiaire o', tel que
s = AV PP g
€ € 3y(a'),

ol ¢ est 1'indicatrice du convexe C (Remarque §1.2).

2. PROBLEME D'ECOULEMENT

2.1.Position du probléme

On considé&re une structure occupant un ouvert régulier
@ de R3, ouR?, constituée d'un matériau de Norton-Hoff gé-
néralisé. On suppose que pour les temps t<O0, la structure
est dans un état neutre sans contraintes ni déformations, a
partir de 1'instant t =0, on lui applique des efforts exté-
rieurs définis par une distribution volumique f dans @ et
une distribution surfacique T sur une partie Tp de la fron-
tiére I de 0, on impose enfin & la structure une vitesse de
déplacement V sur la partie Ty complémentaire de Tr dans T.
On suppose que 1'évolution est isotherme et quasi-statique.
On se place enfin dans le cadre classique des petites dé-
formations. Le probléme d'écoulement consiste alors 3 trou-
ver le champ de vitesse de déplacement v_ et le champ de
contrainte 9% qui s'établissent dans la structure.
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On démontre [6], que si le convexe C est borné ou bor-
né i 1'addition d'un tenseur sphérique pr&s le probléme d'é-
coulement admet une solution. On a de plus les deux princi-
pes variationnels suivants

2.2.Principe cinématique

Le champ de vitesses de déplacement v_, solution du
probléme d'écoulement minimise la fonctionnelle H(-) parmi
tous les champs de vitesses de déplacement cinématiquement
admissibles (i.e. assez régulier et vérifiant v=Vv sur rU),
avec

H(v) = J

¢[:(v))dﬁ- f
ol 4

f.vda - J T.vdr,

Q ]"T

€33 () = g0vg vy )

2.3.Principe statique

Le champ de contraintes o_ solution du probléme d'écou-
i s 2 * g
lement minimise la fonctionnelle H () parmi tous les champs
de contraintes statiquement admissibles, avec

H" (o) = ] " (o) da - [ (o+n)Vdr

a T

U

n, étant la normale extérieure & I' au point considéré.
De plus, on a

H(v) + H" (o) = O. (12)

I1 est 3 noter l'analogie entre le principe cinémati-
que et le principe de 1'énergie potentielle en €lasticité
de méme que 1'analogie entre le principe statique et le prin-
cipe de 1'énergie complémentaire en &lasticité, l1'identité
(12) est également bien connue en élasticité.

Ces principes variationnels sont trés commodes pour
les calculs numériques. Pour le matériau de Norton-Hoff clas-
sique, ils ont €té mis en oeuvre pour résoudre divers pro-
blémes pratiques, [7],(81,[9].

3. APPLICATIONS EN ANALYSE LIMITE

3.1.Rappel d'analyse limite

o s
On considére une structure occupant un ouvert g de IR7,

s=2 ou 3, constitued'un matériau plastique parfait de con-
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vexe de plasticité C, et soumise 3 un processus de charge-
ment proportionnel & une distribution volumique de forces
extérieures f dans o et a une distribution surfacique de
forces extérieures T sur une partie 't de T soit (uf,uT) ol
v est un réel positif, on impose enfin & la structure une
vitesse de déplacement nulle sur la partie Ty complémentai-
re de Iy dans . L'objet fondamental de 1'analyse limite
est de déterminer la charge limite de la structure dans le
processus considéré
(ULT,UlT}p

de sorte que u<u, si et seulement si le chargement (uf,uT)
est €quilibré par un champ de contrainte dans C.

Nous ne revenons pas sur les deux méthodes classiques
méthode statique et méthode cinématique qui sont bien con-
nues. On va indiquer deux nouvelles méthodes utilisant la
loi de Norton-Hoff généralisée associée au convexe C. On
suppose que celui-ci vérifie les hypothéses du § 2.1

3.2.Nouvelle méthode statique

Au convexe C, on associe la loi de Norton-Hoff géné-
ralisée comme indiquée dans 1.3., on résoud le probléme
d'écoulement en contraintes en supposant que la structure
est constituée d'un matériau qui obéit a cette loi et sou-
mise au chargement [p?,uT), on pose

g
=H »
Sp(u} (up)
On démontre alors (6] que
HSu, == [Sp[u] — 0, quand p — 1)

R S [Sp[u} —+w, quand p — 1).

3.3.Nouvelle méthode cinématique

On résoud le probléme d'écoulement en vitesses de dé-
placement pour le chargement (uf,uT),et on pose

Cp(u)= H(vp}.
on a alors

B, - [Cp{u] -+ 0 quand p — 1]

u>u£ - [Cp{u) ~—+ < quand p — 1).
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3.4.Exemples
Exemple_| : Couronne sphérique soumise & une pression
intérieure et 3 une pression extérieure uniformes.

On considére ici un exemple classique en analyse limi-
te. Il s'agit d'une couronne sphérique de petit rayon a,
de grand rayon b constitué d'un matériau plastique parfait
homogéne et isotrope avec critére de Tresca (cf. §1.4). La
couronne est soumise & une pression intérieure uniforme Q
et 3 une pression extérieure uniforme o«Q, o> 0. On cherche
la pression limite Qlim sous 1'hypothése des petites défor-

mations.

En raison de la symétrie sphérique, les contraintes
principales sont N; =n portées par le rayon vecteur et
Nop = N3 =t portées par le plan normal au rayon vecteur. La
solution compléte du probléme d'écoulement est dans [6], on
trouve 5 :

- A ]]_alg
S_(Q) = 4nA_(a,b) = =
P Q p’ ) q ZK;\p(a,b]]
avec

— 1
-1 q—l
$ -1] 1,9 1
Ap(a.b) L &3—[(;3] 5 [33'} :|
6n note que A _(a,b) — Lngquand p — 1.
On en déduit, par la nouvelle méthode statique que

Qip ™ TTl?T 2kLn si a®1, +esia=1.
On retrouve ainsi le résultat bien connu.
Exemple 2 : Plaque mince comprimée entre les plateaux
rigides rugueux d'une presse.

Il s'agit d'une plaque mince rectangulaire de longueur

b, de largeur a, constituée d'un matériau plastique parfait
avec critére de von Mises (cf.§1.4). La plaque est comprimée
suivant ses grands c&tés par les plateaux rigides d'une
presse avec une force F=bQ par unité d'épaisseur. On <cher-
che la valeur Qpjm dans le cas des plateaux rugueux et en
admettant 1'hypothése des petites déformations avec §= 2. La
valeur exacte de Qlim n'est pas connue dans ce cas. En re-
vanche Frey [10] a trouvé une valeur inférieure i Qlim en
- résolvant un probléme d'élasto-plasticité et N'Guyen [I1] a



D-009

traité le méme probl&me en utilisant les théorémes classi-
ques de l1'analyse limite.

Nous avons utilisé la nouvelle méthode cinératique,
nous avons résolu le probléme en vitesses par une méthode
d'éléments finis. Cette méthode est détaillée dans [6] . Les

valeurs obtenues sont indiquées sur le tableau ou NDL dési-
gne le nombre de degrés de libertés et K la limite en cis-
sion simple du matériau de von Mises.

N° NDL |Q/2K
Tableau
1 60 |.918
VARIATION DE LA CHARGE LIMITE 2 95 914
EN FONCTION DU NOMBRE DE
DEGRES DE LIBERTE (NDL) S 158 |.909
PLATEAUX RUGUEUX 4 148 |.906
Nous retenons la valeur [g%}]_ = 0,906, les valeurs données
dans [1g] et [11] sont respectivement 0,89 et 0,918.

3.5.Nouvelle méthode et estimation de 1'erreur

La méthode donnée ci-aprés permet de traiter le pro-
bléme de l'analyse limite en ne considérant qu'une seule va-
leur du paramétre p. Le principe de cette méthode est le
suivant : on désigne par mes(fQ) le volume (ou surface) occu-
pé par la structure. On pose pour p donné (cf. 3.1)etr= 1,

Gp(u) HEE%TﬁTSp{”] - - EE%TE)CP(H)

_=u
2 1
up=sup{u?0;- Gp(u)(l}, on a alors 0(-%—(5_—1,

autrement dit en prenant (qu,u T) comme charge limite,l'er-

et

reur relative commise est inférieure a4 1/q-1.
Exemple : On reprend 1'exemple 2 du 3.4 en supposant

cette fois-ci que les plateaux de la presse sont lisses. La
3.
ot 5 #0,866025

1
nous avons appliqué la méthode ci-dessus pour résoudre le

probléme. Les résultats sont indiqués sur le tableau qui
suit, on obtient une charge limite de 0,86602 !

charge limite exacte est connue et vaut [gf]
"1




PLAQUE RECTANGULAIRE EN

MATERIAU DE VON MISES COM- -86606 -01 - 1000E+01
PRIMEE ENTRE DEUX PLATEAUX | .86604 .01 .1000E+01
RIGIDES ET LISSES T i N

.8656 .01 ,9543

(1]

(2]

[3]

(4]

[5]

[6]

(71

(8]

[9]

(10]

(1]
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Tableau :

Q=Q/2k|1/(q-1) Gp
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RESUMEN
En este trabajo se presenta la ley constitutiva y una
formulacidén variacional mediante la cual es posible obtener
soluciones aproximadas en problemas de elasto/viscoplastici
dad. Para la obtencidn de dichas soluciones se propone un
algoritmo numérico en el que se utiliza el Método de Euler
conjuntamente con el Método de Elemeéntos Finitos.

SUMMARY
In this work the constitutive law and a variational
formulation through which approximate solutions in elasto/
viscoplastic problems may be obtained are presented. Also,
an algorithm using the Finite Element Method and the Euler
Method is proposed.
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1. Introduccion

En la mecdnica de s6lidos es usual estudiar por separa
do las propiedades plasticas y las propiedades reoldgicas de
los materiales. Cuando se analizan fendmenos plasticos, la
hipotesis comln a todas las teorias es admitir que las de -
formaciones dependen de la historia de como esas deformacio
nes fueron procesadas y no del tiempo. [17]

Sin embargo los ensayos de metales ponen en evidencia
que los efectos reoldgicos se presentan en forma mas pronun
ciada cuando el estado plastico es alcanzado, obteniéndose
tensiones superiores a las de el ensayo estatico a medida
que aumenta la velocidad de carga. [27]

En el acero comin,por ejemplo,una solicitacién rapida
puede hasta triplicar el valor de la tension de fluencia vy
producir una marcada reduccion en el fenomeno de  endureci
miento [ 3 ].

A lo anterior se deven las discrepancias que en muchos
casos surgen entre los resultados experimentales del anali
sis de materiales sometidos a cargas variables en el tiempo
con los obtenidos mediante la aplicacion de la Teoria de 1la
Plasticidad, en que los fenomenos reoldgicos son desprecia
dos [27].

En elasto/viscoplasticidad se admite que existe una re
gion del espacio de tensiones dentro de la cual el material
se comporta elasticamente y fuera de ella tanto propiedades
plasticas como viscosas son llevadas en cuenta.

Existira por tanto una funcion de tensiones que limita
ambas regiones a ser establecida y una ley constitutiva cor
respondiente a la zona viscoplastica a ser postulada.

El modelo elasto/viscoplastico presenta la ventaja adi
cional que a partir de €1 se pueden obtener tanto el modelo
plastico como el modelo de creep.

2. Leyes Constitutivas en Viscoplasticidad

Las leyes constitutivas en viscoplasticidad fueron for
muladas en un principio para estados de tension simples y
posteriormente generalizadas para estados de tensién mas
complejos.
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El primero en analisar el comportamiento viscoplastico
de los materiales fue Bingham [47]. En su libro  "Fluidity
and Plasticity" postulo la ley constitutiva que relaciona
tensiones con velocidades de deformacidn para el caso parti

cular de corte puro. Esta ley puede expresarse de la si
guiente manera:
-
0 si f<0
' e T
ZUElzr f % si- £ 89

donde f = |T:2[ e I
sor de tensiones y velocidad de deformacidn respectivamente,
p ¥ k constantes que dependen del material y donde [let Te
presenta el valor absoluto de T .

y E , son las componentes del ten

12

Hohenemser y Prager [4] generalizaron ]la ley anterior
para estados de tension arbitrarios a traves ie la  expre-
sion:

5 "
f —=— si £ >0
5]

donde E y S son respectivamente el tensor velocidad de de
formacion y el tensor desviador de tensiones, f = |S|-k es
la funcidén de fluencia, |S| = (-% S-S}IIZ y donde S-S repre
senta el producto escalar.

Puede verificarse facilmente que la ley de Hohenemser-
Prager representa deformaciones a volumen constante (tr E =
0) y que en el caso particular de corte puro de reduce a la
ley de Bingham. También, es posible verificar que a partir
de la ley anterior y como casos limites pueden ser obteni
das la ley viscosa lineal de Newton (u # 0, k = 0), o la
ley de plasticidad ideal correspondiente a la funcidn de
fluencia de von Mises (k # 0, » = 0) [5].

Una ley mas general que las anteriores y que las in
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cluye :omo caso particular ha sido propuesta por Perzyna
[6]. .a misma puede expresarse como:

uE=<¢(f) > fT
en la que ¢ es una funcidon real de variable real, fT repre
senta la derivada de la funcidén de fluencia respecto al ten
sor de tensiones y donde:

0 si f <
¢ si £ >0

La funcidon ¢ (que satisface ciertas propiedades [5])
es determinada a través de ensayos uniaxiales [27]. A su
vez, si ¢ = | S |-k 1la ley anterior se reduce a la formula
da por Hohenemser y Prager, para ¢ = (|S|-K)" y k = 0 se ob
tiene la l2y de creep secundario formulada por Odqvist [5].

Como puede observarse de las leyes anteriores la velo
cidad de d:formacidn debido a fendmenos viscopldsticos de
pende solamente del estado actual de tensiones y si se quie
re de la historia de la deformacion.

3. Ley Constitutiva en Elasto/Viscoplasticidad. Pro-

blema de Valor de Contorno

Dentro de la teoria de deformaciones infinitesimales
se admite que la velocidad de deformacién E puede ser des
compuesta en dos sumandos:

E = 2%+ VP
E® es la velocidad de deformacién eldstica y estd rela
cionada con T a traves de la expresion:

donde M es el tensor de elasticidad de cuarta orden  que
se supone satisface las propiedades de simetria, inversibi
lidad y positividad. [77]

La parte viscopldstica E'P estard asociada al estado
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actual de tensiones y a la historia de la deformacién a
través, por ejemplo, de la ley propuesta por Perzyna:

.vp=.!'-
E T < 9 > fT

Con los elementos anteriores el problema de valor de
contorno en elasto/viscoplasticidad limitado al caso de de
formaciones infinitesimales y restringido a problemas cua
si-estdticos puede formularse de la siguiente manera.

Sea un cuerpo de material elasto/viscoplastico que
ocupa la region Q de contorno I' del espacio euclidiano tri
dimensional. Dado el sistema de fuerzas (b,a), donde:

b = b(X,t) , (X,t) € @ x [0,8] , densidad de  fuerzas
de volumen
a=a(X,t) , (X,t)eT; x [0 6] , densidad de  fuerzas

de superficie

y el desplazamiento prescripto u:

u=ux,t) , (X,t) er x [0,6]
determinar el desplazamiento u(X,t), la deformacion
E(X,t)., la tension T(X,t) y la deformacion viscopldstica
Evp{)(,t) tal que satisfagan las siguientes ecuaciones:

=0
-EVP) en (X,t) e x [0,6]

= L (vi+ D = (vi)S

con las condiciones de contorno

"
@]

Tn en (X,t) e I'p x [0,6]
U =u en (X,t) ¢ r, [0.6]
y las condiciones iniciales
u(X,0) = up, E(X,0) = Eo, EYP(X,0) = 0, T(X,0) =T,

asociados a la solucién del correspondiente problema elas-
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tico en el instante t=0.

En las expresiones anteriores n es el vector unitario
normal a T, Ty Fu son las partes de I donde estan especi
ficadas las fuerzas de superficie y los desplazamientos res
pectivamente.

4. Formulacion Variacional y Aproximaciones Numéricas

Es posible mostrar [5] la equivalencia entre el pro-
blema de valor de contorno planteado y el problema varia -
cional obtenido, por ejemplo, a partir del Principio de
las Potencias Virtuales.

Definase Kin y Var como:

Kin = {v = v(X), regular en X ¢ 2, v = U en X ¢ ru}

Var = {; = ;{X). regular en X € Q, v =20enX £ Fu}

conocidos respectivamente como espacios de velocidades y
variaciones de velocidades cinematicamente admisibles. Lue
go, el problema variacional equivalente consiste en:

Para cada instante de tiempo t ¢ [0,6] determinar
v e Kin tal que:

JT.E do = | b.v da + I a.v dr

Q Q TT

se verifique para todo ; € Var, con las condiciones inicia
les y el campo T definidos como en la seccidn anterior y
donde £ = (wv) 5.

Para la obtencidn de soluciones aproximadas del pro -
blema variacional anterior se procede a definirlo en espa-
cios Kin% y var? de dimensidn finita. La construccién de
estos espacios de aproximacidn debera realizarse de manera
que las restricciones impuestas, cuando la definicién de
Kin y Var, sean también satisfechas en Kin? y var?, Una
de las maneras para lograr lo anterior consiste en aproxi-
mar ios campos Vv y ; por otros ve, Ga definidos de la si-

guiente forma:

a a , = 5 - A ~a
v o= ¢u(x) v + VvV, Vv = ¢a(x} v
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donde en las expresiones anteriores se ha adoptado la con-
vencion de indices repetidos para indicar sumatoria y don-
de:

¢a(X]. a = 1,2;s=N son los vectores de interpolacidn ta
les que ¢u(x) = (0 para todo o y todo

X € Fu.

¥, o= 1;2:.4;N escalares a definir en cada instante
t a partir del problema variacional
propuesto

;u‘ a =1,2,...N escalares arbitrarios

v campo vectorial tal que para todo

X eI se verifica v = u(X,t)

En el caso de utilizar el Método de Elementos Finitos
los escalares v y v pasan a tener un significade fisico
preciso [5] . Con las aproximaciones propuestas el pro -
blema variacional queda definido como:

Para cada t € [0,6] determinar el campo v¥ ¢ Kin“ tal
que:

mE-mEP). ﬁdn='] B.ve dsz+]
Q Q

para todo v% ¢ Var? con las condiciones iniciales ya enun-
ciadas y donde:

B e (ovh)S, EP = Ll < g >fps £ = (vG“}

=

El problema anterior conduce al siguiente sistema de

ecuaciones
o _ y4VP - g 2
KBaV HB Fﬂ + FS
donde:
KBa [ n}(v¢a) .(V¢B) dq,
Q

H;P = Jm E"P.(NB)S da ,
Q




-] = . i 2 = - S S
Fg lb.:tecm + ‘ a.¢Bdl‘, FB D(WV) .(\wB} dq

1] Q

Luego supuesto conocido en el instante t, el estado
de tensiones y deformaciones el calculo en el instante

ther = t, * At se puede realizar de la siguiente manera:
1. Se calcula EYP en el instante t  a través de:
vp . 1
: = < 9 > fT

2. Se calcula el campo de velocidades a través del pro
blema variacional propuesto

3. Conocido v? se determina E = (W% y con ello se
determina T = D(E - £'P) para el instante to.

4. Con estos elementos en el instante tn+1 se tiene

E=E +Eat, T =T + Tat, P = gYP + EVP 5 ¢
n n n

=4
]

u + vat
n

Conocido el nuevo estado se procede a repetir los pa-
sos 1-4,

La técnica de integracidn propuesta corresponde al Mé
todo de Euler pudiéndose recurrir a otros métodos tales co
mo el de Runge-Kutta etc.

Con el algoritmo propuesto y segin fue presentado an-
teriormente no s6lo pueden resolverse problemas de elasto/
viscoplasticidad sino también problemas de creep [5] , ¥y
de plasticidad [77] .
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SUMARIO

0 método implementado trata deformagdes pldsticas espe
cificas como forgas aplicadas equivalentes, reduzindo a ana-
lise de uma estrutura elasto-plastica a de uma estrutura
elastica identica, com um conjunto adicional de forgas apli-
cadas. Assim, a matriz de rigidez do sistema e os autoveto-
res nao variam com o tempo, permitindo que a resposta do sis
tema seja computada, usando coeficientes de influencia dina-
micos, obtidos da solugdao clastica. O nétodo sera aplicado
ao estudo do chicoteamento de tubulagao de alta energia.

SUMMARY

A numerical method was implemented in which plastic
strain is treated as equivalent apnlied forces, reducing the
elastic-plastic analysis of the structure to an elastic
analysis of the same structure with a set of additional
applied forces. So the stiffness matrix and the eigenvectors
do not vary with time. This procedure allows the response of
the system to be computed by using dynamic influence coeffi-
cients, which are calculated from the elastic solution. The
method will be applied to study the dynamics of pipe whip.
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1. Introdugio

Entre os requisitos necessdarios ao projeto de centrais
nucleares, estdo a consideragao e a analise dos efeitos de
certos tipos de acidentes postulados. A ruptura das tubula-
goes de alta e média energia & um tipo de acidente postula-
do. No projeto de tais tubulagoes, utilizam-se certos crité-
rios estabelecidos em normas, que permitem postular nimero,
tipo e localizagdo de possiveis rupturas [1, 2]. A consequén
cia de uma ruptura € quec o tubo fica repentinamente sujeito
a violento impulso externo. A resposta do tubo rompido a tal
forga acarreta um fenomeno designado na literatura como Chi-
coteamento de Tubulagdo ("Pipe Whip"). E necessario, portan-
to, fazer uma analise para determinar se o tubo deforma a
ponto de por em risco a integridade de equipamentos essen-
ciais a wuma condigao segura de desligamento do reator. Sc
esta analise demonstra a possibilidade de ocorréncia desses
danos, a deflexdo do tubo deve ser limitada através de res-
trigdes externas contra esses efeitos dinamicos - Restrigdes
ao Chicoteamento de Tubulagio (''Pipe Vhip Restraints').

Tratando-se de uma area relativamente recente, alguns
modelos tedricos tém sido propostos: S. M. Ma e K. Bathe [3]
utilizaram um modelo bidimensional, considerando um estado
plano de tensoes e admitindo, para o material do tubo e
das restrigoes, um comportamento elasto-plastico perfeito;
L. Bevilacqua e M. Silva [4] wutilizaram um modelo unidi-
mensional rigido-plastico; A. Loula, A. Galedo e J. Guer-
reiro [S] analisaram o tubo de acordo com a teoria de vigas
e simularam as restrigoes como molas, admitindo, para ambos,
um comportamento elasto-plastico bilinear. A maioria dos mo-
delos existentes utiliza integragao passo a passo, para a
dependéncia temporal das equagdes.

Neste trabalho utiliza-se um método matematico que per
mite analisar o tubo, de acordo com a teoria classica de
vigas, admitindo-se um comportamento elasto-plastico bili-
near. Além disso, a utilizagdo do conceito de "forga equiva-
lente" permite o uso dos coeficientes de influéncia dinami-
cos, obtidos da solugdo clastica, mesmo depois que a defor-
magao plastica tenha ocorrido. No calculo de um campo de
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deformagdo especifica num corpo elasto-pldstico, mostra-se
que o gradiente da deformagdo plastica especifica tem o mes-
mo efeito que uma forga aplicada {6]. A analogia entre defor
magdo plastica especifica e forgas aplicadas reduz a analise
inicial de um corpo elasto-plastico a de um corpo elistifo}
identico ao inicial, com um conjunto adicional de forgas
aplicadas. Isto possibilita o uso de solugées elasticas
conhecidas para analisar a deformagao especifica, tensdo e,
portanto, os deslocamentos das estruturas elasto-plasticas
correspondentes. No uso combinado de deformagdo especifica
incremental e superposigao modal utilizando-se o conceito de
"forga equivalente'", ja proposto por S. C. Lui e Tung II.
Lin (7] para vigas de segdo cheia e lajes biapoiadas, os cal
culos sdo baseados na matriz de rigidez elastica e modos nor
mais, que ja nao variam com o tempo, eliminando o calculo de
autovetores a cada novo intervalo de tempo. Assim, do ponto
de vista computacional, o método proposto torna-se considera
velmente mais simples que outros métodos.

Os autovetores necessarios ao uso de superposicdo mo-
dal serao computados, usando~se elementos finitos. Contudo,
nos testes iniciais, onde o nosso objetivo principal era jul
gar a potencialidade do modelo proposto, usamos exemplos pa-
ra os quais a solugdo elastica analitica ecra disponivel. Por
este motivo, neste trabalho o método proposto € aplicado a
vigas biapoiadas.

Nosso objetivo final, ora cm andamento, trata-se do de
senvolvimento de um cédigo computacional que permita o estu-
do do chicoteamento de tubulagdo. Nesse codigo o tubo sera
analisado como uma estrutura tipo viga, com vdarios apoios e
admitindo a possibilidade de pontos angulosos. Além disso,
serdo considerados outros efeitos, como tensdo de cisalhamen
to e as restrigoes ao chicoteamento de tubulagao.

2 Descricao do Metodo

2.1. Formulacao do Problema

Considerando~-se uma viga submetida a um carregamento
transversal q=q(x,t) ultrapassando o limite eldstico, e des-
prezando-se a inércia de rotagdo, a equagdo do movimento &



D=0z

2 2
aH q(x,t) = m L. (n
ax? at?

onde w € o deslocamento transversal, m a massa por unidade
de comprimento, t representa o tempo e M, o momento fletor.
Designando a deformagdo total especifica por e, a tensdo lon
gitudinal por ¢, a deformagao plastica especifica por eP e o
modulo de elasticidade de Young por E, tem-se, entzo,

g =E (e - €P). (2)

De acordo com a hipotese de Bernoulli-Euler,

£ % =y — (3)

com y representando a distancia da linha neutra ao elemento
de area, da seg@o transversal, dA. Logo, pode-se escrever:

M=/ , 0y dA e, portanto,
2

Tl s ey S, Py aa, 4)
ax?

onde I representa o momento de inércia da segdo transversal,
Substituindo (4) em (1), obtém-se:

" 2 _
R i er i RO I [CRO R (5)
3x at

onde q(x,t) € equivalente a um carregamento ficticio, defi-
nido como:

- . 2
q(x,t) = - E Bif el y dA . (6)
axt A

Assim, o movimento de uma viga elasto-plastica € analogo ao
de uma viga elastica, idéntica, com um carregamento adi-
cional q(x,t).
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2.2. Forma Incremental

Divide-se a viga por meio de M segdes igualmente espa-
gadas de uma distancia igual a AL, e o tempo t, em k incre-
mentos iguais a At. Considere-se, genericamente, o coeficien
te de influéncia dinamico G(i,j,k), que & definido como o
deslocamento na segdo x;=(i-1)AL, no instante t=kAt, causado
por uma forga unitaria degrau, aplicada na segiao xj-(j-IJnL.
no instante t=0. Desta forma, o deslocamento w(i,n) em
x;=(i-1)AL, no instante t=nit, devido ao carregamento degrau
Aq(j,k), aplicado em xjt(j-lJﬁL. no instante t=kAt, com k<n,
€ dado por:

w(i,n) = G(i,j,n-k) Aq(j.k).

Quando ocorre a deformagao plastica especifica, esta €
substituida por um carregamento equivalente, q(x,t). Escre-
vendo (6) na forma incremental, tem-se:

= 2
Aq(x.t) = - E2— s, 8eP y dn, ()
ax?

onde Aq(j,.k) ou Aq(j,k) representam o incremento de (k-1)At
a kat. Na aproximagao da curva do carregamento no tempo, uti
liza-se o valor no ponto medio de cada intervalo de tempo,
como se vé na Fig. 1.

N
qou g Aq(j,k) ou AG(j,k)

L~H_ﬂ___*_;jl

e o e e s ———
e e — — — —— ———

oo O S %,

(k-1) & (n-1)

Fig. 1 - Curva carregamento-tempo na segao '"j"
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0 deslocamento transversal em x.=(j-1)AL, no instante
t=nAt, causado por [Aq(j,k) + AE(j.k)f, e dado por:

Au(i,n) = i[G(i.j.n-k] + G(i,j.n-k+1)] [2q(j.k) *+ 4q(j,.K)]
= T(i,j,.n-k) [Aq(i.K) + aq(j,k)] .

0 deslocamento causado pelos carregamentos real e
ficticio de t=0 a t=nAt, em todas as secdes da viga, €

M
w(i,n) = I G(i,j,n) [a(j,0) *+ q(j,0)] +

=]
el N
+ T I G(i,j.n-k) [Aq(j.k) + Aq(j.k)] +
k=1 j=1
M
.3 I G(L30) [sam) + a3(i.m)] (8)
J-

Inicialmente, estima-se w(i,n) desprezando-se Aq(j,n).
Com este w(i,n), calcula-se

At e w Eneil (9)
ax?

e, portanto, AeP(i,n) da relacido tensio-deformacio especifi-
ca do material. Deste 4eP(i,n), calcula-se Aq(j,n) de (7).
Agora, estima-se um novo w(i,n) usando (8), sem desprezar
Aq(j,n). Repete-se o processo até que dois valores consecu-
_tivos de w(i,n) sejam aproximadamente iguais. Observa-se que
o lnico termo a ser iterado € o que contém Aq(j,n), pois, to
dos os outros envolvem carregamentos incrementais de inter-
valos de tempo anteriores e, portanto, ja conhecidos. Além
disso, este termo tem somatdorio simples, que também contri-
bui para uma rapida convergéncia.

Considera-se que a relagdo tensao-deformagio especifi-
ca do material € bilinear, conforme mostrado na Fig. 2. Quan
do ocorre o descarregamento, admite-se que tal relagao segue
o percurso BCDFG, onde BC e DF sao paralelos a OA, e
CD paralelo a AB.
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Fig. 2 - Curva tensdo-deformagdo especifica bilinear

2.3. Calculo dos Coeficientes de Influéncia Dinamicos

para Vigas Biapoiadas

A equag@o do movimento &

E I 'w(x,t) , - 3lw(x,t)

b Q(x|t}‘
ax* at?

Considere-se uma forga unitaria concentrada no ponto
X=X aplicada subitamente no instante t=0, como sendo

q(xnt} = I(t] 6{X'xj) .

onde é(x-xj) € a fungdo delta de Dirac. A resposta da viga €

dada por:
. 3 sen[n'ﬂ!i-llﬁL] Sen[nﬂ!j—l!ﬂLJ
Gli g0 = 3 2L L = x
n=1 EIr" n*
x (1 - cos B _kat ) , (10)
onde

B:‘.-EI(HTI‘}“
m L

n € um nimero inteiro, L € o comprimento da viga e G(i,j,k)
sio os coeficientes de influéncia dinamicos, ja definidos.
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3. Resultados e Comparacdes

Considerou-se uma viga biapoiada, de segdo tubular,
submetida a um carregamento uniformemente distribuido igual
a 1000 1bf/in . As propriedades do material da vi a sao:
E=26980000psi, 0,=29140psi, p=0.00073 1bf. s?/in*. /s dimen-
soes da viga sdo indicadas na Fig. 3. Devide 32 simetria da
configuragao e carregamento da viga, somente um quarto desta
necessita ser analisado. Para o calculo das deformagdes espe
cificas, considera-se a viga dividida por 21 segdes igual-
mente espacgadas, sendo cada segao dividida em 50 fibras.

1251
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Fig. 3 - Dimensdes da viga e sua divisdo em segdes

Compara-se o presente método com a referéncia [5],
para valores de a=0.5, q=1000 1bf/in e o intervalo de tempo
At=6.001 x 10-*s, verificando-se que ambos os métodos apre-
sentam mesmo grau de precisdo, como se ve na Fig. 4.

Na Fig. 5 estuda-se a resposta da viga quando submeti-
da a diferentes magnitudes de carregamentos. Para o carrega-
mento q=1000 1bf/in, usou-se At=6.001x10""*s. Para o carrega-
mento q=3000 1bf/in, variou-se o incremento de tempu, usando
um At=6.001 x 10~*s e depois At=1.8003 x 10~%s, Desta forma,
verificou-se como se comporta o amortecimento e observou-se
que a variagdo em At ndo alterou a precisdo da resposta.
Verificou-se, também, que o periodo efetivo (terpo para al-
cangar a maxima deflexao) de vibracdo da viga elasto-plasti-
ca aumenta com a intensidade do carregamento.




Deslocamento da se¢do do meio do vdo

Fig.
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Finalmente, estuda-se o efeito do encruamento ( Strain
hardening) da relagao tensdo-deformagdo especifica na defle-
x3ao da viga, para um carregamento q=1000 1bf/in . As respos-
tas dos deslocamentos da viga no meio do vao para valores di
ferentes de a siao dadas na Fig. 6. Verifica-se que o periodo
efetivo de vibragdo da viga decresce com o aumento do coefi-
ciente de encruamento a.

o fMinch)
{1-]
> 1.5k
o
b
o
®
£
1
igLOP
-]
]
o
-
o a=0
=
0.5
:
E a=0.5
"
Lo
(=] acz1.0
'l A 'l A .
0 15 30 45 60 o ua

Fig. 6 - Efeito do encruamento do material nos
deslocamentos da viga

4, Conclusoes

0 método proposto destina-sc a analise dindmica elas-
to-plastica de estruturas a partir da solugdo elastica.

A necessidade de se usar um processo iterativo, para o
calculo do carregamento equivalente, n3ao comprometeu as van-
tagens do método, ja que a convergéncia foi rapida. Na maio-
ria dos casos, duas ou trés iteragdes foram suficientes. Os
resultados numéricos obtidos, utilizando-se este método, con
cordaram perfeitamente bem com os da referéncia [5].

Para as estruturas cujas solugoes dinamicas clasticas
analiticas nio s3o disponiveis, tais solugdes serdo obtidas
usando-se o método dos elementos finitos.




1]

(2]

[3]

(4]

(5]

(6]

(7]
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SUMARIQ

Apresenta-se a solugdo de propagagdo de ondas planas
em uma barra infinita ndo homogenea. Utiliza-se o método
de Riemann para resolver o problema, transformado em ter-
mos de novas varidveis dependentes e independentes. 0 mé-
todo € utilizado para a solucdo de propagacdo de um pulso
de tensdo e um de deslécamenta em um meio ndoc homogeneo.
Fica claro da solugao a dispersao e a alteracao da forma
do pulso principal provocadas pela ndo homogeneidade.

SUMMARY

It is presented in this paper the solution for plane
waves propagation in non-homogeneous rod. The Riemann
method is used to solve the problem, transformed for a new
set of dependent and independent variables. The method is
used to solve the problem of propagation of a stress pulse
and a displacement pulse in a non-homogeneous medium. It
is clear from the solution the dispersion and distorsion
of the main pulse induced by the non-homogeneity.
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1. Introdugao
0 problema de propagagao de ondas em solidos tem assu

mido uma importancia crescente. Deve-se este fato as exi-
géncias de consideragdo de tensdes de impacto (como no pro
jeto de usinas nucleares), aos programas de investigagao
mais aprofundados em geotecnia orientados para a prospec-
gdo de jazidas petroliferas ou similares, aos processos de
ensaios nao destrutivos e ao estudo do fenomeno de fratura
e propagacao de fissuragao.

Como subsidio importante aos possiveis processos de
ensaio nao destrutivos para a detegao de nao-homogeneida-
des e inclusdes em solidos, desenvolveu-se em [1] um estu-
do de propagagdo de ondas planas em meios nao-homogeneos.
Parte dos resultados foram apresentados em [2], [3] sendo
o presente trabalho orientado para um meio especifico que
apresenta caracteristicas singulares, provavelmente inespe
radas para muitos engenheiros e pesquisadores.

2. Lquagoes Fundamentais

Ficaremos restritos ao problema de propagagao de on-
das em barras infinitas com diametro pequeno em relagdo ao
comprimento de onda ou ao intervalo sobre o qual esta defi
nida a condigdao inicial. Sejam A(x), p(x) e E(x) a area
da secgdo transversal a massa especifica e o modulo de
Young referentes a barra. O eixo x coincide com o eixo da
barra. Chamando u(x) e o(x) o deslocamento e a tensao
de tragao na direcdo da barra respectivamente, e escreven-
do-se a condigao de conservagido de quantidade de movimento
obtem-se [1]:

- 2 AI EI =
Upe c [uxx + {TT + 1;)]ux 0 xeR,t>0 (l.a)

v g A Ayl
Tee [ [axx + (T = }ux + p(a)] 0 xeR,t>0 (1.b)
onde c?= E/p , ( gn® 3% ( Mat? | ( ) i 3%( )/ax? etc...
e ()'=d( )/dx. Estamos admitindo a barra livre de exci-
tagdo externa. As condigdes iniciais estdo definidas num
intervalo R, ou Ru sobre o eixo x:



v=vaa

u(x,0) = uO(x) e u = vo(x) xeR

tIt-G

o(x,0) = oo(x) e g = wo(x} xeR

tlt*O

Em funcdo das novas variaveis, &= t(x)*t , n= T(x)-t
e UCE,n)= A, (E,n) u(E,n), T(E,n)= Ay(E.n) o(E,n) obtem-se:

*
T(x) = IU ET%T (2.a)

1 [(E*n)/2
ﬂu = exp{f [D Ku{t) dr) (2.b)
1 (K*n)/z
Ao = exp{z JO KG[T) dt) (2.c)
Ku = ¢c(E'JE =~ ¢'/c + A'/A) (2.d)
K, = c(- p'/p = c'/c + A'[A) (2.e)
1 +n =
Uy g RyFpd U D (3.2)
Ty 5 Gy T = 0 (3.b)
. B KG + 2 dKu/dr (4.a)
o = K2 + 2 dK /dv - 4 E (A'/pA)' (4.b)

As condigdes iniciais transformam-se respectivamente
em:
u(g,g) = GOIE)/ﬁu{E) (5.a)
E e iu
(Vg - Uy) |E_n- vo(E)/A (E) (5.b)



u=uo4

T(E,€) = T (8)/A,(E) (6.a)
£ e ﬁo

(Tg = T) | = Fo(8)/8(0) (6.b)

As equagGes do movimento sob a nova forma (3.a) e
(3.b) podem ser resolvidas facilmente com o método de
Riemann [1], [4]. No novo plano (£,n) a rede de caracte-
risticas € definida pelas retas E=const. e n=const. O ei-
xo x € mapeado na reta E=n e o eixo t na reta E=-n (Fig.
la). Observe que o eixo x sofre uma deformagdo nao unifor
me ao ser mapeado no plano £,n.

Figura 1. Plano caracteristico
a) Dominio de dependéncia para a solugdo no ponto P
b) Regices definidas pela propagacao de um pulso

3. Solucao de Riemann

Estando as equagdes que governam o fenomeno sob as
formas escritas em 3a-b, o método de Riemann [4] surge co-
mo o mais natural. Pode-se mostrar que a solugdo em um
ponto P (£o.n0) tem a seguinte representagiao para o caso
de deslocamentos:

£
U(Eging) = 3[oCE) + stng)] + ]n°{w(5} W(Egung . E.E) -
o

RIGH AN NCR N R @)
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onde W(§ .,n_,E.n) € a fungao de Riemann e ¢(£) e V(&)
sao as condigoes iniciais dadas por (5.a) e (5.b). A fun-
gao W & regida pela equagao integral de Volterra:

€ (n
W(E g Eun) = 1+ 1% IE In F (552) W(E .n,.7,s)dr ds (8)

o o0

Para o caso de tensces, a solugdo € idéntica, sendo ¢(£)
e Y(E) na expressao (7) dadas por (6.a) e (6.b) e a fungao
de Riemann designada por V{Eo.n0.£,n} em lugar de W. A e-
quagio integral para V € idéntica a (8) substituindo F
por Fc dado em (4.b).

u

A Fig. 1b, mostra as principais regides de evolugao da
propagagao de um pulso numa barra infinita, definido para
t=0 ro intervalo IF. As regioes 1 e 5 correspondem a tem-
pos inferiores a passagem das frentes de onda progressivas.
A regido 2 corresponde a propagagao da onda progressiva
principal a direita (C*). A frente de onda a direita ca-
minha ao longo da caracteristica F C*. De (7), (6), (5) e
(2) pode-se mostrar as seguintes relagoes, para o caso de
A=const.:

u(x,t) = ug(xp) (pe(xp)/oc(x)) /2 (9.2)

1/2

a(x,t) = o (xg) (pc(x)/pclxg)) (9.b)

Isto €, o pulso de deslocamento atenua-se para impedancias
crescentes e amplifica-se para impedancias decrescentes.
0 caso inverso acontece para o pulso de tensdes. A regido
3, para tempos posteriores 3 passagem da onda principal,
contem os pontos atingidos pela reflexao continua das on-
das principais que se propagam a direita e a esquerda. A
regido 4 € idéntica a 2 para a onda principal a esquerda.

A solugido do problema fica reduzida entao praticamen-
te a solugao de (8). Em geral a equagdo integral (8) nio
possui solugdo fechada. Foi desenvolvido um método numéri
co [1] baseado em [5] para a sua solugdo, cujos resultados
foram satisfatorios.
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Em [1] este método de solugdo foi aplicado a viarios -
modelos. Examinaremos aqui um tipo de nao  homogeneidade
que apresenta caracteristicas interessantes e de possiveis
aplicagdes praticas.

4. Propagagdo em uma Barra Nio Homogenea
Variando convenientemente o modulo de elasticidade, a
massa especifica ou a area da secgdo transversal da barra

podemos interferir substancialmente no processo de propaga
¢do de um pulso. Um fenomeno interessante ocorre por exem
plo quando, mantidas a massa especifica e a area da secgido
transversal constantes, varia-se o modulo de elasticidade
segundo a lei E= E_(1 + ax?)?. Obtem-se neste caso a velo
cidade de propagagao.

c(x) = c, (1+ ax?) , a>0

assim como o tempo de propagagdo e os nicleos Fu e Fa:

-1/2

T(x) = (cg @) arctg (/o x)

- 2 2
Fu 4 o (1 + 2 a x*)

m - 2
Fo 4 co @

A fungao de Riemann para o problema de tensodes, pode
ser obtida de (8) por uma método iterativo conduzindo 2
forma fechada:

V(Egung ) = T, [cotale, - X0 - n )]

Entretanto como isto nao € possivel em geral, tendo-se que
recorrer a um processo de integragdo numérica para a obten
cao da fungdo de Riemann, a solugdo em ambos os casos foi
calculada a partir do algoritmo de integracao desenvolvido
em [1].

A figura 2a mostra a evolugdo de um pulso de desloca-
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mentos na regido a direita do pulso inicial. Como o pre-
visto pelas expressoes (9.a-b) o pulso de deslocamentos am
plia-se quando se propaga no sentido da impedancia decres-
cente. A cauda de reflexdo inclui os efeitos dos pulsos se
propagando a direita e a esquerda.

d ' 1
’I
2 .225
t=0.
1 ~__cix)
5 1. X

Figura 2. Pulsos crescentes
a) Triangular de deslocamento, pc decrescente
b) Triangular de tensio, pc crescente

As figuras 2.b e 3, mostram as formas de evolugao de
um pulso de deslocamento e de tensao propagando-se na dire
gao de impedancia crescente (x positivo). Ha que se notar
que as '"caudas" de reflexdo continua que estao representa-
das nas figuras sao de fato a superposigao das caudas dos
pulsos que se propagam a direita e a esquerda.

Ainda conforme o previsto pelas expressoes (9.a-b), a
frente do pulso de tensdo amplia-se no sentido de x cres-
cente e o pulso de deslocamento fica atenuado. A barra fun
ciona como um amplificador do pulso de tensces com energia
especifica decrescente. Deve-se observar que embora o(x)
cresca sem limites quando x+=, a energia acumulada na bar-
ra permanece constante, como deve ser. Para se ter uma in
dicagdo disto, basta avaliar a energia especifica ¢*/E na
frente de onda. Com a expressao de E e (9), chega-se fa-
cilmente a o2/E= Y/(l*uxF} onde y e uma constante e X
a posigao atual da frente de onda. Observa-se que a ener-
gia € decrescente, e integrada no intervalo (0,=) conduz a



um valor finito. Em virtude da simetria do pulso com rela
gdo as propriedades mecanicas, tanto o pulso a esquerda co
mo o pulso a direita propagam-se no sentido da impedancia
crescente, o meio "endurecendo". Pode-se concluir entao
da figura, que como o sugerido no estudo de propagagao em
meios estratificados, a reflexdo do pulso de deslocamentos
é invertido e o de tensdes mantem-se com o mesmo sinal quan
do ha propagagao no sentido de impedancias crescentes.

Figura 3. Pulso triangular de deslocamento
no sentido pc crescente

Convém ressaltar um comportamento muito interessante
da solugao associado a dois fatos: a) O eixo x & mapeado
no plano &£,n num segmento finito MN de comprimento
V7 n/co conforme pode ser determinado de «t(x) (Fig. 4);
b) tanto o pulso de tensdes como o de deslocamentos atinge
o infinito em um tempo finito (Fig. 4). Sendo as condi-
goes iniciais definidas, por exemplo, no intervalo AB, si-
métrico em relagdo a origem, as frentes de onda a direita
e a esquerda, chegardo aos pontos += e ~-=, simultaneamen-
te no tempo mostrado na figura como t;; . Dentro da re-
gido A'B' MN o método proposto pode ser aplicado sem maio-

res restrigoes. Fora desta regiao para t > t tornam-

lim
se necessarios certos cuidados na obtengao da solugao, uma
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n Z Tix)
(+ oM

Figura 4. Limites no plano £,n definidos pelo
mapeamento x + T

vez que devem ser computados os efeitos provenientes da re

flexao no ponto infinito, como seria o caso do ponto P da
figura. Por outro lado associado a estas duas caracteris-

wi wid

o

-3

Figura 5. Fungdes de Riemann e derivadas, para a=25

e 0 argumento (xo.t WX, t) = [.s,to.o,o),

o]

com c = 1
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ticas a fungao de Riemann W para o deslocamento e sua deri
vada Wt apresentam um comportamento singular conforme mos-
tra a Fig. 5, para o tempo t; que corresponde ao tempo li-
mite para o qual o dominio de integragao - ver eq. (8) -
permanece dentro da faixa regular M B' , N A' (Fig. 4). Em
bora comecem a aparecer problemas de integragdo numérica
quando t > t; a figura 5 representa o andamento esperado
até pontos proximos de t,.

Certamente a solugdo esta limitada aos casos lineares.
Quando a tensdao 0 e o deslocamento u crescem indefinidamen
te, comegam a surgir ndo linearidades materiais e geométri
cas respectivamente. Nestes casos o problema passa a ser
nao linear e pode haver a formagao de ondas de choque.

5. Conclusoes

A variagdo das caracteristicas de impedancia de uma
barra nao homogenea conduzem a resultados que podem apre-
sentar comportamentos das caracteristicas de propagagdo em
funcao do nicleo caracteristico F, ou F  merecendo atengao
especial. Eventualmente os resultados analiticos, poderao
ser aproveitados em aplicagoes experimentais ou industri-
ais. Por outro lado, como ficou patente no exemplo ante-
rior a utilizacao de um método numérico deve ser precedida
de um exame cuidadoso do problema. No caso por exemplo de
utilizac3do de um método que discretize um dominio espacial
ilimitado, as fronteiras do modelo matematico ndo podem
ser arbitrarias, uma vez que existe reflexao dos pontos
x = * = em um tempo finito. E interessante ohservar que a
reflexao do infinito em tempo finito nao ocorre com barras

com secgao variavel mantendo-se constantes E e p.
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SUMARIO
Neste trabalho discutimos alguns fatores que influen-
ciam a escolha de um algoritmo para a solugao de sistemas de
equagoes lineares, apropriado para programas de analise e-
lastoplastica. Em particular, propomos um procedimento ba-
seado no metodo de Cholesky, que parece apresentar as vanta

gens de simplicidade e eficiencia.

SUMMARY

Some factors influencing the choice of adequate
algorithms for the solution of systems of linear equations
apropriate for elastoplastic analysis are discussed. In
particular, a procedure based on Cholesky method, which
offers some advantages from the point of view of simplicity

and eficiency, is proposed.




D-043

1. Introdugao

Neste trabalho desenvolvemos um metodo para a resolu-
gao de sistemas de equagoes, resultantes de problemas de a-
nalise elastoplastica. )

Na segao 2 analisamos a influencia do tipo de ruomputa-
dor sobre a escolha do algoritmo. Na segao 3 estudamos o
problema das matrizes esparsas. Na secao 4 abordamos o pro-
blema de matrizes que sao decompostas repetidas vezes e que
sofrem apenas poucas mudangas, em alguns de seus elementos,
entre duas decomposigoes seguidas. E proposto um esquema de
solugao que evita a decomposigao total da matriz a cada pas
so. Como veremos nesta segao, na resolugao de problemas nao
lineares fisicos (pequenas deformagoes), o método de Choles
ky possui vantagens sobre os demais. Por isso estaremos, ao
longo do trabalho, interessados neste metodo.

No que segue consideramos a matriz a ser decomposta co

mo simetrica e positivo-definida.

2. Tipo de computador

A importancia do computador na escolha de um algoritmo
esta diretamente ligada a memdoria disponivel e ao tempo de
acesso dos elementos de um arranjo.

Considerando que o computador possua uma mendria prin-
cipal e uma memoria secundaria (unidade de fita ou disco),
podemos ter basicamente dois tipos de maquina:

a) aquelas em que o0 usuario deve manter na memoria princi-
pal, através de seu programa, apenas parte do programa
que esta sendo executado e chamar, da memoria secundaria,
apenas os dados necessarios para a execugao da referida
parte.

b) quando as operagoes acima podem ser feitas, automatica-
mente, pelo sistema operacional da maquina sem interfe-
rencia do usudrio (meméria virtual). Os compu:adores des
se tipo sao chamados de computadores de quarti geraggo.

No caso de usarmos a facilidade de operagao apresenta-
da pelos computadores de quarta geragao, o algor 'tmo de so-
lugao pode ser imaginado como se todo o sistema de equagoes,
bem como o programa, estivesse contido na memdoria principal.

No caso em que a maquina empregada nao & de quarta-ge-
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ragao ou quando nac usamos esta vantagem o algoritmo de so-
1u;§o deve conter, alem do metodo de solu;io, 0s comandos
necessarios para realizar a conexao entre a memoria princi-
pal e a memdria secundaria. Na literatura encontramos va-
rios algoritmos deste tipo estando entre elas os devidos a
Irons [1] e Hood [2].

Outra influéncia do tipo de maquina usado diz respeito
so'tempo de acesso dos elementos de um arranjo. Em certas
mEquinas o tempo de acesso de elementos pertencentes a ar-

de
fato

ranjos unidimensionais & menor do que o tempo de acesso
elementos pertencentes a arranjos bidimensionais. Tal

ira caracterizar a maneira pela qual a matriz de rigidez e
armazenada. Por outro lado quando o acesso e mais rapido em
arranjos unidimensionais existira em contrapartida um cdlcu

lo de indices com o correspondente gasto adicional de tempo.

3. Matrizes esparsas

Devemoas distinguir entre matrizes esparsas interma e
externamente. Diremos que uma matriz banda @ externamentees
parsa se os zeros atingirem o limite da banda (fig. 1). Ca-
so contrario, ela sera internamente esparsa (fig. 2).

Os elementos nulos de uma matriz esparsa externa podem
ser levados em consideragao se dispormos de um vetor que
possua as posigoes dos primeiros elementos nao nulos de uma
coluna. que chamaremos de vetor-perfil,

Um tal vetor, para

X X0 X0 X X X X X
X0 X00 0 X X0 XX 0
XX00 X _"~ X000X| ~
XXX X0 X0 0 XX
B XX 0 XX XX
XXX X0 XX 00 X
Sim. XX X0 Sim. X 00 X
X X0 - X X X
X0 X X
- I X
fig 1 fig 2
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a matriz representada na figura 1 teria valores (1 1 3 1 4
& 305 & 10)s

Quando queremos introduzir o vetor-perfil, dois meto-
dos sao especialmente apropriados: o metodo de Crout modifi
cado, usado por Mondkar e Powell [3], e o método de Choles-
ky [4]. Por razbes que ficarao claras na segao 4 estaremos
interessados neste ultimo.

Vejamos como o vetor perfil pode ser utilizado para
poupar operagoes inuteis no método de Cholesky. Representan

do por a.. a matriz dada e por 5i a matriz triangular re-

ij j
sultante da decomposigao temos [51:

1) para a primeira linha Sl1 = 4 arq (3.1)
al.
§,. = €3:2)
1j s
11
—
// i-1
2) para linha i Siy < a;; - L S, (3,3)
£=1
i-1
a;j ~ fil sli SKJ
g j o> 1 (3.4)
1] g
ii
Denominande o vetor perfil de PER[i] a formula (3.3)

passa a ser

- s

/f 1= 2
;. = Va;, - I Sp; (3.5)
£=PER [i]

e fazendo L = max (PER[iJ, PER[j]) a formula (3.4) passa a

ser

S.. = j>i (3.6)



o N

FEsrtanto, uma simples alteracao do limite inferior do
somatorio na (3.5) e (3.6) permite a eliminagao de uma seé-
rie de operagoes inuteis.

Para uma matriz esparsa interna devemos considerar que
as proprias operagdes de decomposigao alteram os elementos
nulos e, nao raro, os eliminam completamente. Uma forma de
levarmos em conta 0s Zeros internos e usar o metodo de Gauss

operando por blocos [6]. Este procedimento, alem de bastan-

te mais elaborado, conduz na maioria dos casos a tempos
maiores do que a utilizagao de um método que use o vetor-—
-perfil.

No que diz respeito a retro-substituigao e substitui-
gao avante o vetor-perfil pode ser introduzido seguindo o

mesmo esquema da decomposigao.

4. Decomposicao repetida de uma matriz com algumas mo-

dificagoes na mesma entre as decomposigoes

(. solugao de problemas de nao-linearidade fisica por e
lementos finitos exige a solugao repetida de um sistema de
equagoes lineares. Em cada passo alguns dos elementos da ma
triz co sistema sao modificados. Um enfoque interessante do
problema foi feito por Argyris et al [?1 englobando todos
os elementos modificados em uma pequena matriz (gﬂ)' Esta e
convenientemente manipulada e a partir dai podemos obter a
solugao do problema. Entretanto, a manipulagao desta matriz
e bastante complexa. Os autores em ET] chegam a3 conclusao
que s0 hd vantagens de tempo computacional quando o numero
de linhas da matriz K, € menor do que 0,75 B, onde B & semi
largura de banda da matriz de rigidez global da estrutura.
Isto limita, em muitos problemas, a aplicagao do processo.

Achamos mais pratico observar que o procedimento de
Cholesky s0 altera os elementos da linha que estamos decom-
pondo e que na decomposigao de uma linha s0 usamos elemen-
tos situados acima desta linha. Suponhamos agora que os nos
dos elementos plastificados sejam aqueles que correspondam
as ultimas linhas da matriz. Obviamente, s0 teremos modifi-
cagoes nessas linhas e a parte da matriz, ja decomposta no
primeiro passo e nao modificada nos passos subsequentes,

ndo precisard ser decomposta novamente.Assimse Lmin represen
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tar a linha a partir da qual temos modificagoes e supondo
Lmin > 1 as formulas a empregar na decomposigao serao  as
(3.5) e (3.6) com

i » Lmin (4.1)

No caso de termos Lmin = 1 € logico que deveremos rea-
lizar toda a decomposigao (formulas (3.1), (3.2), £3,5),
(3.6)). Desta forma sempre qee Lmin > 1 teremos eliminagao de o
peragoes inuteis e, consequentemente, menor gasto de tempo.
0 metodo de Cholesky € ométodo que melhor se adapta a este ti
po de procedimento. A adogao do metodo de Cholesky, munido
de vetor-perfil e de decomposigao parcial usando a (4.1,
nos parece o melhor metodo nac iterativo que pode ser usado

em problemas nao lineares fisicos (pequenas deformagoes).

5. Exemplos

Um algoritmo baseado no metodo de Cholesky, que usa o
vetor-perfil e que so volta a decompor a matriz a partir da
linha onde foram introduzidas as modificagaes, foi implemen
tado num programa de elementos finitos para calculos de nao
linearidade fisica. Testes de tempo foram realizados para
dois exemplos em um computador do tipo quarta geragao Bur-
roughs B-6700 pertencente a U.F.R.G.S.

0 primeiro exemplo corresponde a uma viga em balango
com carga na extremidade como mostra a figura 3 abaixo. V]

tnico cuidado para termos a maxima vantagem & fazer com que

fig. 3
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Tabela I
|
ETAPA 1 2 1 3 4 5 7 16
Tempo de solugao 64 | 6,0 | 8,71 15,9 | 18,6 | 24,6 | 27,7

total (s)

Tempo de decompo | 59,8 | 1,7 | 6,7 | 13,4 | 16,2 | 21,8 |24,2

sigao (s)

Tempo de substi- 2,512,6 0,3 0,6 0,7 1,0 ; Py

tuigdo avante(s)

Tempo de retro- 1,7|1,7|1,7 1,9 1,7 1,8 1,8

substituigao(s)

Lmin 1) 911 | 833 755 703 625 547

os nos dos apoios correspondam as ultimas linhas da matriz
de rigidez, uma vez que nesta regiao teremos o material en-
trando na regiao plastica. Com isto ocorrerac modificagoes
$0 nas ultimas linhas da matriz de rigidez.

A Tabela I mostra os tempos obtidos em diversas etapas.
A matriz possui 962 linhas e uma semilargura de banda igual
a 30, Na figura 3 vemos a malha utilizada; a zona sombreada
representa os elementos que foram plastificados ate a etapa
16 inclusive. Podemos notar na tabela a otimizagao aprecia-
vel de todos os tempos, com excessao do tempo de retro-subs
tituigao.

Assim, se nao fosse utilizado o sistema de decomposi-
gao parcial da matriz gastariamos, em 16 etapas, somente em
solugao de sistema de equagoes um tempo aproximado de 1023s.
Usando a decomposigao parcial, gastamos apenas 398s.

Um outro exemplo examinado € o de uma placa em tragao
que possui um entalhe em seu centro. Devido a simetria so-
mente precisamos analisar a quarta parte desta placa. Na fi
gura 4 apresentamos a malha utilizada na analise.

Na Tabela II temos os tempos observados em diversas e-

tapas. Neste exemplo, a matriz possui 112 linhas e semi-lar
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fig. 4

gura de banda igual a 20. Na figura 4 a zona sombreada re-
presenta os elementos que foram plastificados ate a etapa
14 inclusive. A tabela II nos da uma ideia da diminuigao
dos tempos devido ao uso da decomposigao parcial. 0 tempo

Tabela II
ETAFPA 1 2 3 4 5 7 14
Tempo de solugao { 1,44 | 0,36 [ 0,27 |0,43 |0,50|0,83] 1,2
total (s)
fempo de decompo (1,19 0,11 | 0,12 |0,27 |0,32 | 0,63 0,97
sigao (s)
Tempo de substi- 0,12/ 0,10 |0,01 (0,03 (0,03 | 0,06 | 0,09
tuiqau avante(s)
Tempo de retro-— 0,13 0,15 | 0,14 (0,13 0,15 | 0,14 | 0,14
substituigao (s)
Lmin 1 99 97 85 85 67 33




total para 14 etapas que seria gasto em solugao, caso a de-
composiqao parcial nao fosse usada, seria de 20,16s aproxi-
madamente. Usando a decomposigao parcial, este tempo dimi-

nui para 11,67s.

6. Conclusao

A partir do que foi exposto, bem como dos exemplos a-
presentados, acreditamos que o uso do metodo de Cholesky,
para resolugao de problemas nao-lineares onde ocorram peque
nas modificagoes da matriz em cada passo, apresenta claras
vantagens sobre os demais devido a possibilidade de decompo
sigao parcial. Esta decomposigao pode ser facilmente intro-
duzida num algoritmo, ja existente, baseado no método de
Cholesky. Sempre teremos alguma vantagem de tempo engquanto

a decomposigao for parcial.
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RESUMEN

En este trabajo se presentan algunas formulaciones va
riacionales equivalentes al problema ''quase-estatico" en
elasto-plasticidad dentro del campo de las deformaciones in
finitesimales. En la resolucion aproximada de estos proble
mas son comentados los algoritmos numéricos del tipo paso-
a-paso donde en cada etapa el problema se reduce a determi
nar velocidades (velocidades de desplazamientos o velocidad
del tensor de tensiones)-Disclitese también las dificultades
inherentes en la seleccion del paso de integracion.

SUMMARY
In this work, some infinitesimal deformation variatio
nal formulation are presented to quasi-static elasto-plas
tic problems. Stepwise algorithms for the numerical appro
ximations of solutions are also presented. Finally, diffi
culties in the selection of integration steps are discuss-
ed.



D-053

1. Introduccién

No se pretende realizar aqui un analisis del estado
actual de los principios y métodos variacionales en elasto-
plasticidad. Los mismos se encuentran en una etapa de rapi
da evolucion debido principalmente a los recientes progre -
sos del Andlisis Convexo y sus aplicaciones a Mecdnica
[1.2,3].

Dentro de las hipétesis de deformaciones infinitesima
les e isotérmicas, la plasticidad seri vista en este traba-
jo de una manera clasica [4,5]. Lo anterior permite razo -
nar de la siguiente manera: conocido el estado actual de
tensiones, deformaciones, deformaciones plasticas, e histo-
ria de dichas deformaciones, el problema consiste en deter-
minar las velocidades de los desplazamientos y del tensor de
tensiones (ﬁ. T) conocidas las velocidades de las fuerzas
aplicadas y de los desplazamientos prescriptos.

En el caso de A > 0 (A mide el endurecimiento por de-
formacidén) se puede demostrar la existenciade dos principios
de minimo asociados [4,6,14]. En la resolucidén numérica de
estos problemas variacionales en general, dos técnicas son
empleadas. La primera asociada a métodos iterativos que
consisten en sucesivas soluciones 'eldsticas’ [?.8.@],y la
segunda corresponde a los algoritmos para la determinacién
del minimo de una funcidn convexa con restricciones
do.11,17].

En este trabajo seran comentados algunos  algoritmos
numéricos de tipo iterativo vy los inconvenientes existen -
tes en la determinacion del paso At.

Para facilitar la lectura se ha dividido la presenta-
cién en tres secciones. La primera se refierea las ecuacio
nes constitutivas en elasto-plasticidad, la segunda a los
Principios de Minimo y la Gltima a los algoritmos de  tipo

iterativo .

2. Ecuaciones Constitutivas en Elasto-Plasticidad

Para describir el comportamiento de un material mas
alld de su rango eldstico, es necesario definir al menos
los siguientes aspectos.

i) Un criterio que permita establecer la Aransicion
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inicial de comportamiento eldstico al plastico. Este crite
rio es llamado 'criterio inicial de fluencia' y si se desig
na con T al tensor de tensiones puede expresarse como:
£ 20 el punto se encuentra dentro del com -
portamiento eldstico.

£(T) =0 el punto ha alcanzado el limite elasti
co y podra iniciar su comportamiento
plastico o no dependiendo del proceso
de carga a que sea sometido.

La funcién f satisface ciertas propiedades [4,5,13]
que permiten definir en el espacio de tensiones un dominio
convexo C conteniendo el origen T = 0 en su interior, el
cual a su vez es el dominio elastico. Por ejemplo, una
forma particular de f que representa la condicidn inicial
de fluencia en metales esta dada por:

TeCe> £ <0 , £M) = (35.92 -
propuesta por Huber en 1904 y von Mises en 1913 de alli' el
nombre de criterio de Huber-von Mises, y donde S es la par-
te desviadora de T y S.S representa el producto escalar.

ii) Modificacion del criterio de fluencia. Si el
proceso de carga continla una vez alcanzada la condicidn
inicial de fluencia, ciertos materiales sufren un fenomeno
de endurecimiento por deformacién (work-hardening). La con-
dicion de fluencia inicial cambiara, a medida que las defor
maciones plasticas ocurran.

El material en que este fendmeno esta ausente es de-
cir, la condicién inicial de fluencia permanece inalterada
cualquiera que sea el proceso de carga, recibe el nombre de
material elasto-plastico perfecto o ideal.

Una ley de variacidn corresponde, por ejemplo, al ca
so conocido con el nombre de 'isotropic work-hardening' v
esta dada por:

£f(T.x) 20,

t t
donde % = x(h), h = J T.DPdt o bien h = [ & pP.pPy /24
0 0
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donde DPdt es el incremento de deformacién pldstica produci
do en el intervalo de tiempo (t, t+dt). Si es una funcidn
monotona creciente de su argumento h, la funcién de fluen -
cia inicial crecera uniformemente en todas las direcciones
manteniendo su forma a medida que las deformaciones plasti-
cas aumentan.

Otros criterios de modificacién de ésta funcién inici
al han sido propuestos de manera de llevar en cuenta fendme
nos tales como el efecto Baushinger, formacion de puntos an
gulosos, etc. [4,5,13].

iii) Relacidn entre deformaciones plasticas y tensio-
nes. Las hipdotesis correspondientes a lo que se conoce en
plasticidad como 'flow theory', consisten en:

D =D%+DP |, D® tasa de deformacién eldstica,
DP tasa de deformacidn plastica,
D = % (Vv + va) = Sym(Vv), vopera -
dor gradiente.

Admite la existencia de una funcién ¢ = ¢(T,X), 1lla
mada 'funcidén potencial de plasticidad', y la existencia de
un escalar A > 0 tales que para los materiales con endureci
miento se verifica:

p:‘ 1 = T
D A 2N si £(T,X) 0 vy fT.T >0
DP =0 si £(T,0) =0 y £.1z0
o f(T,X) <0
En el caso de elasto-plasticidad perfecta resulta

by > 0 indeterminado verificandose:

pP = } ¢, si £(T) =0 y £.1=0

oP =0 si £(T) =0 y fT.T <0
o £(T) <0

El coeficiente % para materiales con endurecimiento
queda definido una vez establecido el criterio de fluencia,
de endurecimiento y la curva T,; - EEI de un ensayo uniaxi-
al (EP es el tensor de deformacién plastica). En efecto
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A

donde A es la pendiente de la curva Ty; - E?l. Puede obser
varse qée en materiales elasto-pldsticos perfectos toda vez
que DP # 0 se verifica A = 0y £,.T = 0 quedando X > 0 inde
terminado. Cuando ¢ = f la teoria recibe el nombre de ley
asociativa de la plasticidad. De las relaciones anteriores
se sigue que DP estid orientado segiin la normal saliente al
convexo de plasticidad. Esta ley sera adoptada en este tra

bajo.

Por Gltimo también supone que:
T = mp°

donde D es el tensor de cuarta orden de elasticidad que sa-
tisface condiciones de:

simetria D =]DT,

inversibilidad DD ! = 1, I tensor identidad de
cuarta orden

positividad mD.D > 0 ¥ D # 0 e Sym

IDDb.D = 0 si y sGlo si D =0
Por ejemplo, si el material es isotrdpico resulta:
D=2un+XI181I,
U, A constantes. de Lamé y @ representa el producto tensorial.

De la inspeccidon de las relaciones anteriores se si-
gue que para todo proceso con deformacidn plastica (i > 0)

resulta:
»p =mp° +MDP = WD + AMf, = T + AL
de donde: . fTJDD
Rl ¥ 7

T T
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De esta Gltima expresidn se sigue que pP puede defi -
nirse en funcion del producto meDD en lugar del producto
fT.T [14]. La seleccién dependera fundamentalmente de cual
es la variable independiente, en otras palabras si se traba
ja con desplazamientos o con tensiones como variables prin-
cipales.

Por otra parte T=D(D-DP), y en virtud del resultado
anterior:

meﬂDfT &
T - gmrpr) DD D

Notese que D°P es simétrico no resultando asi si ¢#f.

La expresidn anterior valida para materiales con o
sin endurecimiento, fue deducida solamente para DP # 0. Los
otros estados pueden ser incluidos en esta eipresién de 1la
siguiente forma:

. Df; 6Dfy o
T = m) - a E“;?T—j}q;} D =10 D
donde:

materiales con endurecimiento materiales elasto-plasticos perfectos

@l si £(T,X)=0 y £.T > 0 si £(T) =0y f.T=0
o=0 si £(T,X)=0 y f;.T <0 si £(T) =0y f.7T <0
d :FET.E % 0 o f(T) < 0

En el caso de trabajar con desplazamientos como varia
ble independiente, la definicion de a resulta [14] :

o=l si £(T,X)=0 y £2.DD>0 si £(T)=0 y £..DD >0

%
0 si £(T,X)=0 y £7.0D<0 si £(T)=0 y £,.IDD <0

(44

o £(T,X)<0 o £(T)<0

Por dltimo la inversa de la expresion T =m°Pp s6lo
existe para el caso de materiales con endurecimiento y esta
dada por:
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13+q

D = D%+ DP =m'1'i'.mifT -m

f. ® f
= ﬂD-l'l‘cr. T_A—_T) '1'

3. Principios Variacionales

Considérese un cuerpo ocupando la regidn Q en el ins-
tante t en equilibrio bajo la accién del sistema de fuerzas
(b,t), donde b es la fuerza por unidad de volumen y t es la
densidad de fuerza superficial prescripta en S¢ parte del
contorno S de 2. En la parte complementaria que sera desig
nada por Su’ estd prescripto el campo de desplazamiento Uu.

Permitase ahora que el sistema de fuerzas y las res-
tricciones en el campo de desplazamientos varien durante el
intervalo (t, t+dt) de manera que las fuerzas de inercia
sean despreciables.

Dentro de las hipotesis de deformaciones infinitesima
les a temperatura constante, designase como 'problema incre
mental de equilibrio' [19] de la teoria cuasi-estdtica de
la elasto-plasticidad al problema de determinar los campos
T, D y v, tales que satisfagan las siguientes ecuaciones:

Ecuaciones de equilibrio:

divt+b=0 ena

Ecuaciones de compatibilidad:

D = Sym (Vv) = Sym (Vi)

Ecuaciones constitutivas:

. T @ IDfT _
T=D-a ) D, o definido en la Seccion 2.
A+ETJDIT

Condiciones de contorno:

rtl

Tn = en ST

-
v =u en Su

= 2 . :
donde (bdt, Tdt) y udt son los incrementos dados al sistema
de fuerzas y al desplazamiento prescripto respectivamente.
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Como puede apreciarse el problema de valor de contorno
es no lineal ya que el coeficiente a, que permite di:tinguir .
la regidn de comportamiento eldstico y la de compor amiento
elasto-pldstico, depende de la propia solucidn del problema.
Dada la no linealidad la solucidn aproximada del pro lema in
cremental se hace necesaria.

A continuacion se presentan algunos principios varia -
cionales que seran Utiles en la determinacién de soluciones
aproximadas. Para este fin, serdn introducidas las siguien-
tes definiciones:

Kin , campo de velocidades cinematicamente admisi -
bles:

Kin = { v*; v* regular, v* = u en Sy}
Est4, campo de tasas de tensiones estaticamente admi
sibles:

Estse = { 7% div T® + B = 0 en 2,7°n =T en §

T .

P.A.

t» campo de tasas de tensiones plasticamente ad-

misibles:

P.A.z = { T: si £(T,x) = 0 luego fT.T <0}

i) Principios Variacionales donde v es la incognita
principal. Materiales con ¢ sin endurecimiento.

No resulta dificil demostrar [3,6,7,14] que el proble-
ma incremental de equilibrio es equivalente al siguiente
principio de minimo:

"De todas las velocidades cinemdticamente admisibles ,

-vi

e Kiny, aquella que hace que el funcional T (v*) alcance
un minimo (minimo absoluto) es la solucidén del p:oblema in-
cremental de equilibrio".

Es decir, si v representa dicha solucién resulta:
M(v*) > M(v) para ¥v*eKin e igual si y sdlo si v*=v

donde:
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1

1) - 1 J .00 an - J b » J tovas
S

T* y D* definidos a través de fls ecuaciones constitutivas y
de compatibilidad en funcion de v*. Como puede apreciarse ,
el problema del minimo estd definido en todo I(inv y consiste
en determinar el minimo de un funcional cuadratico sin res-
tricciéon. No obstante lo anterior, el problema es no lineal
por cuanto el coeficiente a(que surge en T*) depende de la
propria solucidn.

ii) Prineipics variacionales donde T es la ineognita
prineipal.

Nuevamente aqui no resulta dificil mostrar que el pro-
blema incremental es equivalente a los siguientes principios
de minimo:

Materiales con endurecimiento. '"De todas las tasas
de tensiones estiticamente admisibles, T%¢ FstT. aquella que
conduce al funcional ﬂC{TU] a un minimo (minimo absoluto) es
la solucion del problema incremental'.

Es decir, si T representa dicha solucidn se verifica
que:

HC(T°) > HC(T) para ¥T ¢ Ests e = si y sélo si fo= %

donde:
n (T°) = 1 I te.p° dn - ton.u ds
o i
_ ¢ _Su
y donde D® estd definido a través de las ecuaciones constitu
tivas:
an £,0f

D = M ~ + a 1 y B a definido segin la Seccion 2.

A

Nuevamente, si bien el problema se reduce a determinar
el minimo de un funcional cuadratico sin restricciones el
problema es no lineal ya que a depende de la propia solucidmn

Material sin endurecimiento. De la definicidn de a
se tiene que, en este caso, el problema se reduce a:
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min. {nc(T“) = %J tom loaq - T°n.7 dS)
L I ~4 - - - - . j
T® € EstgeNPeAs Q 5,

Es decir, es el problema del minimo de un funcional
cuadrdtico con restricciones: T° debe ser simultaneamente es
tatica y pldsticamente admisible. Obsérvese que 1la restric
cién es lineal en T° .

De estos principios de minimo se sigue la unicidad de
Ty [2,6,14] teoremas de unicidad del campo de tensiones
y deformaciones pueden ser consultados en el trabajo de
KOITER 6]. El problema de existencia de la solucidn es
mds complicado no estando totalmente resuelto [15].

4. Métodos Iterativos en la Resolucion de los Proble-

mas de Minimo.

Aqui serdn presentadas las ideas fundamentales de los
algoritmos iterativos mas conocidos en la lit:ratura y uti-
lizados conjuntamente con el Método de Elemer tos Finitos.

i) Ineégnita principal v, materiales con o sin endure
eimiento. Aqui existen fundamentalmente dos procesos itera
tivos:

Matriz de rigidez modificada en cada paso. A tra -
vés del resultado del paso anterior se define la region
plastica, el problema consiste en:

ep D-n+1

i {N(v*n+l) = % J [[)n . D*ni—l da -
vn+le Kin,, Q

" [ =
b.v*ntlgg - 1 t.v*n*l 45 )

S

lg 2

donde:
If. . &Df
ep _ - T T
P = ® - o moerDE,)

W ® 1 si f =0y f.DD*n > 0
= i = n
o 0 si f 0y fT.m DR < 0

of <0
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y el .roceso se inicia con D*° = 0.
Al aplicar el M.E.F. se tiene K v*n*l = F es decir
la mairiz de rigidez es modificada en cada paso le que im -

]

plica un mayor consumo de tiempo de maquina. Por otra par-
te, la convergencia de este proceso iterativo ain no ha si-
do demostrada.

Proceso iterativo elastico con tensiones iniciales.
En este proceso se supone conocido i a través del resultado
del paso anterior, luego el proceso consiste en:

m p*n+l p*n+lgp -
Q

min { n(v*n+l) = %
v*n+tle Kin
v
n
me.D'

1
“ = | W Df...D*n+*l 4o
2 . n K+TTJDET T

- | b.y*n+lgn - T.v*n+l gs )
Q ST
donde « estd definido como anteriormente y donde el proce-
so se inicia con D*" = 0.
La serie m(v*n+l) es decreciente y la convergencia es
ta demostrada unicamente para A > 0. Al utilizar el M.E.F.
el algoritmo anterior conduce a un esquema:

K v+l = F 4+ F
n

es decir la matriz permanece constante y solo es modificado
el término independiente. Lo anterior induce una economia
de tiempo por cuanto K es triangularizada una sola vez.

ii) Inedgnita prineipal T

a) Materiales con endurecimiento, A > 0. Nuevamente
aqui se presentan fundamentalmente dos procesos iterativos:

Matriz de flexibilidad variable en cada paso. El

proceso iterativo consiste en:

min [HC(T°H+1) = % [ Tﬂn+1_ﬂnep);1 ton+l g -
e Esty In
= J ton*ly i ds)

S

u

Tun+1
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donde:

ep -1 _ -1
@~ D=+ 8 ——p—
o, = 1sd SIT. %) = 0 ¥ fT.T“n >0

= i in
oy 0 si £(T,X) 0y fT.T <0
of(T,X) < 0

siendo que el proceso se inicia con ag = 0.

Nuevamente, en este algoritmo la matriz debe recalcu-
larse en cada paso y la convergencia no esta demostrada.

Proceso iterativo eldstico con deformaciones inicia

les. Consiste en "atrasar'" el término asociado al trabajo
de las tensiones debide a las deformaciones plasticas que
es asi considerada como una deformacién inicial. El1 proce-
S0 consiste en:

min (n_(ten*ly = 7 [ Ton+1 plron+lgg +
Turl+1 £ ljsti. o
A L .
+ % 9 _T‘T(_" fT.T°n+] dn- [ ol 3 ds )
Q ) Ig

u

Con @ definido como anteriormente. Como puede apre-
ciarse la matriz de flexibilidad se mantiene constante en
todo el proceso iterativo modificandose solamente el térmi-
no independiente. La convergencia del método tampoco esta
demostrada.

b) Materiales sin endurecimiento (elasto-plasticos per
fectos). Los algoritmos anteriores nueden ser aplicados pe
ro aqui, en general, se recurre a los métodos existentes pa
ra determinar el minimo de una funcidn cuadratica con res -
tricciones lineales. En efecto, el problema consistia en:

min {nc(i“') = % to.p Irogq - J Ton.q ds }
T" ¢ Esty PeAcy a Sy

Es decir, los T° admisibles son aquellos que siendo

estdticamente admisibles son a su vez plasticamente admisi-
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bles es decir si f(T) = 0 se cumple que fT.T“ < 0 restric-
cion ésta lineal en T°. Para estas técnicas conslltese los
trabajos [10,11,12,17].

Con los principios variacionales anteriores conjunta-
mente con los algoritmos presentados, el problema de la de-
terminacidén de las velocidades (tanto de desplazamientos co
mo de tensiones} queda resuelto. Si el incremento de tiem-
po es infinitésimal (dt) el nuevo estado en que se encontra
rd el cuerpo satisface automaticamente la condicion de plas
ticidad f <0. Desde el punto de vista computacional lo an-
terior es imposible siendo necesario incrementos finitos de
tiempo At. Conocidas las velocidades para el instante t
el estado para toep T ot quedara definido, por ejemplo ,
por:

T(t

1) ET(E) ¢ H(e) at

u(ty,;) = ult) + v(t) At

debe notarse que este esquema, muy empleado por la mayoria
de los autores que trabajan en el area [7,16], dara resulta

dos "satisfactorios'" si At se hace suficientemente pequefo
y el intervalo de integracion no es grande ya que, ninguno
de los esquemas vistos es capaz de controlar la distancia
al convexo de plasticidad. En este proceso de integracion
paso-a-paso los errores de iran acumnulando y al final del
mismo la condicién f < 0 podrd no estar satisfecha.

Estas dificuldades han sido motivo de numerosas discu
siones y algunos esquemas iterativos han sido propuestos ,
de manera de controlar esta distancia [7,12,18]. La conver
gencia de estos métodos no ha sido demostrada a excepciodn
del esquema iterativo propuesto por NGUYEN [1{].

5. Conclusiodn

En este trabajo se ha presentado rapidamente los prin
cipios de minimo, los algoritmos para determinar soluciones
aproximadas y sus dificultades generales. Como puede apre-
ciarse se hace necesario formular nuevos métodos capaces de
satisfacer la condicion de plasticidad f < 0 a la vez que
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permitan la demostracion tedrica de la convergencia de 1la

solucion.

1]

2]

r5]
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SUMMARY

In the theory of viscoelasticity, the study of the contact pro-
blems introduce additional mathematical difficulties due of time-varying
boundary conditions ; in this paper, the basic integral equations of
this class of problems are deduced for linearly viscoelastic media with
transverse isotropy. Effective solutions are given for indentation pro-
blems for several boundary geometries with axial symmetry. The possible
testing procedures for rheological behaviour of the materials in con-
tact are discussed by utilising the obtained results.

RESUME

Le probléme axi-symétrique du contact de deux corps transversale-
ment isotropes est considéré pour une classe de matériaux viscoélasti-
ques. A partir de la solution générale, on en déduit les solutions sous
forme explicite pour la pénétration d'un poingon rigide de différents
profils dans un demi-espace déformable. Les résultats obtenus sont ap-
pliqués aux problémes d'identification globale des caractéristiques
rhéologiques du matériau.
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1.- Introduction

Numerous technical applications of the contact problems has given
rice in the last decades to special studies in the range of the isotro-
pic viscoelasticity theory. In such problems, the viscoelastic-elastic
correspondance principle is inapplicable because the regions over
which different types of boundary conditions are given,vary with time.
For this, alternative methods of solution are necessary, and mathema-
tically, these mixed value problems are most interesting of the quasi-
static type. Such methods have been given by Lee and Radok [1],
Predeleanu [ 21, Graham [3], Ting [4] . These methods can be used to
solve the contact problem for anisotropic bodies, Tike composites,
whose the mixture presents viscoelastic effects or some class of
soils. In the last time, much attention was given to contact problems
for transversely isotropic elastic bodies and available solutions was
obtained by Dahan [ 5 ].

This paper is concerning with the contact problem for transverse-
ly isotropic bodies which presents linear viscoelastic effects in dila-
tation and shear deformation. In section 2 the integral equation of
the contact of two deformable bodies is deduced and general solution
is discussed.

In section 3, the closed form solutions of the indentation pro-
] blem are obtained for rigid punch of various profil (flat-ended, co-
nical and spherical).

In section 4, applications to testing procedures are presented.
Basic relations for determining creep uniaxial compliance and relaxa-
tion modulus are deduced by using step functions for loading. Also a
testing procedure for checking linearity of the material behaviour
is indicated.

Some constitutive hypothesis used in the present analysis have
been inspirated from transverse isotropic elasticity whose range, the
measurements are more developped.
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2.~ Basic equations

Let us consider two deformable bodies, occuping respectively the
regions B, and B, , with boundaries 2B, and 3B, , in the three-dimensio-
nal euclidian space referred to a fixed rectangular cartesian coordina-
te system (0, x, y, z). Let be t, the time variable, denoting by t the
present time moment and by t the values of t for t < t .

For an axisymmetrical deformation state with respect to Oz-axis
of the cylindrical coordinate system (r, 8, z) we shall note by (u,
0, w) the components of the displacement vector, tgrr’ €ag €270 Erz)
the non-zero components of strain tensor and (arr' Oggs Ty59 Urz) the
components of stress tensor.

If us consider that the two bodies in contact exhibit the 1i-
near viscoelastic effects and transverse isotropy, the general strain-
stress relations can be written :

B = AL * dcrr *o Ry * doaB + A, x dozz

€9g = A, * dorr +A, daee + A, * dﬂzz

Eggis A, * (do.,. + doge) + A, * do,,

€rz = Au * By (

where Rij are creep functions. By ¢ * d ¥ is noted the Stieltjes convo-
Tution of two real-valued functions v and ¥ defined by:

t
(¢ *dy¥) (t) = th, 1) dy (1)

under approximate conditions formulated, for instance in[6].
By assuming that

i - instantaneous elastic response and Poisson ratios are time-
invariable ;

i1 - the time-behaviour in shear and dilatation are similar , then
creep functions can be expressed in the following form :

Ay (6 1) =35 F (L, 1) = a5 By 0 (L, 1) (2)

where ¢ is the creep compliance in uniaxial deformation defined by :
1
¢(t1 T) F EA tc (t) T) » {t) T} € R+ X R+ (3]
with :
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= . 9C _
c(t, t) =0 , 1lim 0 YT1ER,

oo
and E,, instantaneous elastic modulus in axial déformation. ay; are
elastic constants which can be defined by means of instantaneous elas-
tic modulus and Poisson coefficients. In the equations(l)- (3) the
aging effects are also included. If c(t, 1} = ¢(t - 1), the rheologi-
cal properties of the material are considered invariable during the
time and in this case, some simplifications can be obtained by using
the intearal Laplace transform.

Let us assumed that in the free-stress configuration the bodies
have the initial contact in O and that the surfacesdB, and 3B, admet
the (x, y)-plane as common tangent plane at 0. We shall note with :

z=2z (r) , z=-12z,(r) , oO0€r<e (4)

the surface equation of 3B, and 3B, .

If the bodies are pressed, at instant t, a deformed region of
contact D(t) will appear and the common contact curve of 3B, and 3B,
will be a circle of radius r (t). '

By using Hertz's hypothesis and Lekhnitski's solution of the pro-
blem of normal point force on a transversely isotropic elastic half-
space [ 7] , the following integral equation is obtained for the fric-
tion-less contact pressure p(r, t) between the bodies

fira) = (k) F0) 4 (8D E2)) 4 g {[ [ﬂ—(—LT';"rT.» ), ren(t) (5)

b(1)

where ds is the surface element situated at a distance r' from origine
point 0, p the distance between the points M(r) and M(r'), M M'€D(T).
F1), § = 1,2, are the creep functions of the two bodies B, and B, ,

k(1), 5 = 1,2, the constants defined in terms of ajj by :
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k=2x(a, -a,,) (s, +s,)/ 2r

_,a+ctyla+c) - M iz 1 -b) A
LT 7 > e diE

1,2
_ a13(511 - 312) . b ais(ala all P B a2 835
L ———— H =
-32 =
all a33 al! a]l a!J al:!
- L
a13{a11 a:z} ta;, e, h 32
c= z , d= .
= sl
8); 833 7 A5, 8, 835 7 8, (6)
We have noted :
£(r,t) = h(t) = 2,(r) = 2,(r) = h(t) - f (r) (7)

where h(t) is the total approach of the bodies at time t. If in (3) we
consider 0{1} =0, 1 =1,2, the integral equation (5) gives a one-
parameter family of solutions of the contact problem for two elastic
bodies.

Its general solution hasbeengiven for arbitrary f (see for instan-
ce [8]) and this can be used to solve the integral equation (5) which in-
troduce supplementary mathematical difficulties due of time-varying do-
main of integration D{t). The method used in [1]- [3] can be used to
deduce the wviscoelastic solution.

For instance, if Hertz problem is considered, i.e. :
r2 _-r?
Z, =-2R—I- > z, -?R? (8}

where R, , R, are geometrical constants, then the solution of integral

2
equation (5) for monotonic increasing contact area is given by :

2 RBorky o
p(ryt) = = ——— ¥ "~ (t, 1) = d (v’[ro(r}]! - 1)
m? R, R,
R +R
T 2
[ry(t))®.= 3 ‘1 = ¥(t, 1) * d P(x)
RJ + R,
h(t) = ——= [r,(t)1? 9)
R, R,

where P is the total force defined by :

P(e) = [ [ atrts 0 s (10)

D(t
¥ = k{l) F(l) + k(z:| F(z) ¥ v'l is the inverseoperator of ¥, defined

1

by the convolution equation ¥™"*¥ = H, H being the Heaviside function.
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3.- Solutions for axisymmetric indentation problem

Let us consider the contact problem of a rigid indenter which is
pressed on a viscoelastic transversely isotropic half-space defined by
(1), (2).

Then we shall put in the equation (8) z,(r) =0 , k') o and from
general solution can be deduced the relations for contact characteris-
tics on plane deformable surface (z = o). For strain and stress distri-
bution inside of the half-space (z < o), we shall use the corresponding
elastic solution of the problem given in[5]1 . Thus, we have to solve
the following boundary value problem :

a . x3" B ir %) = r<a(t)
£L 0 " r>a(t)

] 5 r=o (11)

a
rz

with regularity conditions at infinite.

The elastic solution are independent of time t, which in equations
(11) can be considered as a parameter characterising various degree of
indentation.

Let us consider an elastic half-space, defined by stress-strain
relations(1), (2) in which F(t, t) = 1, and subjected to boundary condi-
tions (11). The corresponding solution for each t, was deduced in[5] .

To deduce the viscoelastic solution, let us concerned in the pre-
sent analysis only creep effects and does not consider creep-recovery
effects. The surface of the indenter is supposed convex, therefore the
contact region is a simply connected domain. Closed form solutions can
be obtain for usual indenter. We shall give here the principal results :

a- Flat-ended cylindrical indenter :

P

The relation between the depth of penetration h and total load P
is given by :

K
h(t) = g5= (F * P) (t) (12)
0
where a, is the constant radius of the flat-ended rigid cylinder,K=2ks

Also, the pressure under the indenter is :

pr, t) = JEL (a2 - /2 (13)
(o]
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It is worth to note that the pressure under the indenter coTncide
with the elastic one. Also, it is easy to deduce that for the boundary
value problem defined by (11) with ro(t) = Const., the stress state in
the half-space defined by (1) and (2) is identical to stress state in
the elastic half-space. For the isotropic case the general conditions
in which the viscoelastic solution is identical with the elastic on are
deduced in{9].

The displacement field is generally time-variable and for instan-
ce, for z = 0, is given by :

2
j_._(___}__Z a+Vl) lo [1-(1--6-3-)1/2]h(t) » o<r<a
ufr,o,t) '

™A(s, +5s,) T 9
r
!M a_o h(t) 3 r > ao (14]
\mvd(s, +s,) r
( B h(t) » o<r<a
w(r,o,t) =
iarc sin a—':'h{t) i Fra, (15)
m r

If h{t) = W, H(t) , the displacement field constant during the
time. This result can be easily deduced for the boundary value problem
in-displacements in which on a part of the boundary, aBu. are given the
displacements, and on the complementary part aBu the stress vector is
zero.

It is worth to note that the deformed surface z = w(r,o,t), r > Y
are not depending of material constants.

b~ Conical indenter

Let be considered a rigid cone of angle 26. Then the contact surfa-
ce is time variable. We obtain :

ri(t) =g ta s (F*P) (1) (16)
h(t) = r‘o(t] Cotq 6 (17)

p(rit) = 298 (F1 4 argeh 2 (1) (18)
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c- Spherical indenter

If a rigid spherical indenter of radius R,is considered v: obtain
3kR

e =T E ) (0 (19)
h(t) = glr,(t) I (20)
p(rst) = =g (F1 % P) (t) (21)

The strain and stress state inside of semi-infinite space can be
deduced also from general elastic solution.

4.- Applications to testing procedures

Present analysis permits by simple testing procedures to determine
the viscoelastic behaviour of a material with transverse isotropy.

Both creep and relaxation functions can be determined by a global
testing procedure which avoid the rheological identification by using
test specimens, difficult to realise for some non-homogenecué materials,
like for instance soils, rocks,concrete, etc...

If we take P = P H & TO), where Po is a constant, there from
(12) we obtain :

s =
h(t) T P, ®(t, t ) H(t - T) (22)
The relation permits to determine the creep compliance in uniaxial
compression by using a flat-ended cylindrical indenter. Similar results

can be obtained if conical or spherical indentersare used.

For non-aging materials, i.e. F(t, 1) = F(t- 1), a dynamic testing
procedure can be used for rapid determination of the complex visco-
elastic modulus by using the relations (12), (13) in Hertz impact equa-
tion

P(t) = Mh (t) ()

The determination of the relaxation function can be ubtained if a
suddenly constant penetration ho is applied. The measureme ts during the
time of the total load will determine the relaxation function on the ba-
sis of the following relition :
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4 ao a,, -1
P(t) = ——~]:-—- ¢ " (t, 10J H(t - 10} (24)

-1 . : . i .
where ¢ * is the relaxation modulus in uniaxial compression.

An other type of testing procedure are suitable to check linearity
of analysed model.

Indeed, if a spherical indenter is used, to avoid the ruptures of
some parts of material, from (19), (20) we deduce :

h3/2(y) =3

R Py &(ts 7)) H (t - 1) (25)

To verify the physical linearity of the material behaviour then we
have compared different values of P0 with corresponding values of
hNZM),mraw‘L

Alternatively, on the basis of the relation :
8vR a
e ho3/2 o7 (¢, ) B (t=1) (26)

3k
we can verify the linearity between hgfz

values of the total force, for any t.

and the corresponding measured

5.- Conclusions

The present analysis has shown that for the class of anisotropic
viscoelastic bodies defined by (1) and (2) it is possible to obtain the
general solution of the contact of two bodies and closed forms solutions
for various indentation problems. The material constitutive hypothesis
adopted in this paper have permitted to deduce suitable basic relations
for testing procedures and engineering design calculations, knowing the
difficulties introduced by measurements of anisotropic viscoelastic
characteristics. These hypothesis was been inspirated from transverse
isotropic elasticity, whose range the measurements are more easily per-
formed (see for instance [10],[11].

This first approach has concerned only creep behaviour and not
creep recovery. No fondamental difficulties introduce the contact pro-
blem when the time dependent contact area has any number of maxima and
minima. The analysis utilised in[3], [4] can be applied to the case
concerned in this paper.
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Sumario

Neste trabalho sao apresentadas algumas das caracte-
risticas ca arquitetura de um sistema modular de elementos
finitos,ora em desenvolvimento. Os objetivos globais do sis
tema, além da solugdo de problemas, sao de carater de pes-
quisa e didaticos. A modularidade € usada para permitir am-
pla flexibilidade para a inclusdo e pesquisa de novas for-
mulagdes quer de elementos quer de processos numéricos de
solugdo. A finalidade didatica & atingida pela identifica-
gdo das varias etapas inerentes ao método e pelo grau cres-
cente de sofisticagao do uso das memorias principal e se-
cundaria.

Summary

Some of the properties of a finite element modular
system currently under development is present. It was imple
mented for research and teaching purposes, besides its use
for problem solving capabilities. The modularity is wused
for allowing a great flexibility for the inclusion and re-
search of new element formulations as well as improved nume
rical solution procedures. Its adequacy for teaching use is
obtained by the easy identification of the program steps
and by the growing in the main and secondary memory utiliza

tion.
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1. Introdugdo

Neste artigo & apresentado um relatdrio inicial de um
sistema que estda sendo desenvolvido com o objetivo de criar
uma infraestrutura computacional para o ensino e pesquisa
em Mecdnica dos Meios Continuos atraves de técnicas de ele-
mentos finitos.

0 trabalho aqui descrito surgiu da necessidade de ab-
sorgdo e dissiminagdo da tecnologia do Método de Elementos
Finitos, visto que, a maioria dos programas em uso no Bra-
sil sao de origem estrangeira, com poucas excegoes, como o
PROASE [2], e o LORANE [6]. A maior parte dos programas dis
poniveis ndo sao adequados para o ensino do Metodo dos Ele-
mentos Finitos, bem como para a sua alteragao com o fim de
pesquisar novas formulacgdes ou novas utilizagdes do método.
Para preencher essas lacunas, o presente sistema possui fi-
nalidades multiplas, ou seja, didatica, pesquisa e comer-
cial.0 seu uso para atividades didaticas sera de familiari-
zar o estudante a compreender e identificar a estrutura ‘de
um sistema, a partir de conhecimentos tedricos ja adquiri-
dos. Quanto a pesquisa, sera usado para a formulagdo de no-
vos elementos, estudo de convergencia, pesquisa de novos
procedimentos numéricos, etc. Na parte comercial, o sistema
podera ser usado para a resolugao de problemas da mecani=
ca solida, fluida e térmica, bem como acoplamentos entre si.

Para cumprir estas finalidades, o desenvolvimento do
presente sistema & acompanhado de uma ampla e minuciosa do-
cumentacio, tanto no que se refere a metodologia numérica
como de programagdo. Isto & essencial para o ensino do Méto
do de Elementos Finitos, bem como para a pesquisa e aprimo-
ramento do sistema.

2. Problemas soluveis pelo Metodo de Elementos Fini-

tos
0 Método de Elementos Finitos foi inicialmente formu-
lado para solucionar problemas estruturais elasticos, ten-
do atualmente expandido o seu campo de atuagao para uma am-
pla gama de problemas da Mecdnica dos Meios Continuos. Es-
tes problemas diferem quanto ao meio sobre o qual esta defi
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nido o dominio, bem como quanto as equacgbes diferenciais ou
principios variacionais que regem o fendmeno que se realiza
neste meio. Consequentemente existe uma gama bastante varia
da de problemas resultantes das possiveis combinagoes meio
continuo-fendmeno.

0 método se baseia na particao do dominio, a qual for
nece a forma geométrica dos elementos finitos, na definigao
de fungbes de interpolagao adequadas sobre esses elementos
e atraves do uso de um principio variacional, ou balango e-
nergético ou ainda, o método de Galerkin. Um grande numero
de problemas da Mecadnica dos Meios Continuos, quando ataca-
dos por este método, resultam em sistemas de equacoes de um
dos seguintes formatos:

KX=F (n
CX+KX=F (2)
ME<CX+KX=F (3)

Exemplfficando, temos os tipos de problemas abaixo in
dicados, que recaem em sistemas de equagoes simultaneas do
formato (1), (2) ou (3) respectivamente.

Formato (1): Problemas elasticos, elasto-plﬁsticos.

condugao de calor.

Formato (2): Condugao de calor em regime transiente,

problemas de fluencia, instabilidade.

Formato (3): Problemas de elasto-dinamica, acoplamen-

to fluido-estrutura.

Os programas para a resolugao destes problemas apre-
sentam partes que sao inerentes a combinagdo meio continuo-
fenomeno, enquanto que outras sao inerentes ao metodo. Des-
ta tltima, algumas sao usadas em problemas de qualquer um
dos formatos enquanto outras sao especificas ao formato e/
ou ao processo de solugdo em questao. Existe, portanto, a
conveniéncia de construir sistemas modulares para tirar pro
veito das similaridades e distingdes existentes entre os di
versos tipos de problemas da Mecdnica dos Meios Continuos e
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entre os diversos processos para a solugdo de tais proble-
mas. Tal pode ser exemplificado pelo uso de um dominio que
€ inicialmente analisado quanto ao campo de temperatura e-
xistente, seja regime transiente ou estacionario, sendo es-
tes resultados usados para obter o campo de tensdes térmi-
cas, sobre o mesmo dominio.

3. Caracteristicas necessarias

De forma a cumprir de uma maneira completa os objeti-
vos, o sistema deve possuir uma série de caracteristicas
sendo que uma das principais delas & a modularidade do con-
junto.

Uma lista das caracteristicas desejadas do sistema,
com um detalhamento das implicagoes que cada uma destas for
nece, permite a apreciagao dos objetivos finais para o sis-
tema.

Modularidade

De um modo geral qualquer programa de elementos fini
tos, pode ser encarado como um processo de solugdo para uma
certa classe de problemas do continuo. Neste processo de so
lugao existem diversos procedimentos para gerar a geometria,
calcular as matrizes de comportamento dos elementos, monta-
gem do sistema global, solugao deste, etc. Partes desses
procedimentos sdo inerentes ao problema fisico em questdo,
ou seja, dependente do meio onde se situa o dominio e depen
dente do principio fisico que rege o fenomeno. Outras par-
tes podem ser classificadas como inerentes ao Método de Ele
mentos Finitos propriamente dito, como as necessarias para
resolver o sistema final de equagdes simultaneas, para mani
pulagao de informagoes, etc. As partes que sao inerentes ao
procedimento, podem ser usadas em qualquer tipo de proble-
ma do mesmo formato, que seja resolvido por elementos fini-
tos. Por outro lado, as partes que dependem do meio jia sdo
de uso restrito a classes de problemas de interesse para es
se meio.

A constatacao do fato de que o processo de resolugao
de diferentes classes de problemas por elementos finitos
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possui inumeras partes operacionais comuns, leva naturalmen
te ao conceito de modularidade do sistema, de forma a apro-
veitar as mesmas partes comuns do programa, em diferentes
problemas. Em uma arquitetura de programagao deste tipo, on
de se deseja o maior uso possivel de partes comuns, a menor
unidade em que o processo pode ser dividide & o mddulo.

Um mddulo pode ser entdo definido como um conjunto es
tanque de subrotinas ou fungdes, programado para executar u
ma tarefa especifica. Esta programacdo € realizada sem ter
em vista a resolugdo de um problema especifico, mas sim a
possibilidade de ser empregado em qualquer tipo de problema
cujo processo de solugao requer esse tipo de tarefa.

A constituig¢ao modular do sistema permite que este a-
presente uma grande flexibilidade, tanto no que diz respei-
to a inclusao de novas formulagdes como permite um desenvol
vimento em paralelo de diferentes modulos, respeitando ape-
nas a estrutura de armazenamento de dados. Permite ainda
que outros modulos sejam usados em determinados problemas,

quando sao mais eficientes do que outros.

Expansibilidade

A estrutura modular do sistema permite que este seja
facilmente expandido para o uso de diferentes elementos,den
tro da mesma classe de problemas. A expansdao para o uso de
outras técnicas numericas fica também bastante facilitada.
Em uma pesquisa mais avancgada, o sistema pode servir de su-
porte para o desenvolvimento de novos métodos de analise de
problemas da Mecanica dos Meios Continuos, diverso do Méto-
do de Elementos Finitos, usando porém as suas vantagens,pro
curando eliminar as desvantagens.

Confiabilidade

A margem de que erros de ldgica passem de uma forma
desapercebida fica bastante restrita, ja que sendo os modu-
los estanques, estes podem ser facilmente testados e verifi
cados, reduzindo assim o trabalho de depuragdo do programa.

Portabilidade
0 sistema estd sendo desenvolvido de forma a possibi-
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litar o uso em computadores de médio porte, com capacidade
de memoria interna da ordem de 200 k bytes. Deste modo o
sistema & portatil, no sentido em que pode ser facilmente
instalado em praticamente qualquer equipamento de computa-
¢do cuja capacidade seja ao menos a citada. Outro fator que
permite esta portabilidade € que todo o sistema esta progra
mado em FORTRAN IV, linguagem disponivel em praticamente to
dos os computadores de porte.

Refino de precisao

0 Método de Elementos Finitos € um processo numérico
onde existem diversas fontes de erros, que fazem com que o
resultado obtido nao seja exatamente a solugdao do problema.
Uma das fontes de erro € a aproximagdo feita para a varia-
vel incognita pelas fungdes de interpolag@ao, dentro do domi
nio do elemento. Uma forma usual de melhorar os resultados
€ o refino da malha, que leva, no limite, 3 solugdo exata.
Tal no entanto € um processo extremamente trabalhoso, pois
€ necessario que parte dos dados referentes a conectividade
e coordenadas sejam refeitos. O sistema aqui apresentado u-
sa elementos de segunda geracgdo [9], os quais permitem alte
rar o grau de aproximagdo da solugdo sem alterar a malha de
elementos finitos. O processo utilizado & de permitir que
um dado elemento possa usar fungoes de interpolagao de or-
dem maior, pelo uso de parametros nao nodais, os quais sao
depois eliminados por uma compactagaoc da(s) matriz(es) do
elemento. O usuario do programa pode especificar a ordem da
fungao de interpolagao, em cada elemento, para cada uma de
suas dimensoes.

Flexibilidade

A estrutura do programa permite que este seja facil-
mente modificado ou adaptado para trabalhar com outros mei-
os, bem como permite uma mudanga na técnica de solugao de u
ma forma bastante simples. Qutro aspecto da flexbilidade &
o que diz respeito aos formatos disponiveis para o relato-
rio dos resultados que pode ser especificado pelo usuario,
como quais as informagdes que devem constar ao nivel de ca-
da elemento.
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Didatismo

Uma das finalidades do sistema € o ensino do Método
de Elementos Finitos. Desta forma o sistema procura ser o
mais didatico possivel, o que com a modularizacio permite a
identificacao imediata dos diversos passos de processamento
inerentes ao metodo.

A programacdoc ¢ feita também com esta preocupagdo,sen
do a sofisticacgao desta, feita de uma maneira progressiva.
Assim, nas primeiras partes do programa, onde o volume de
informagoes a manipular ndo € muito elevado, € usada uma ma
neira simples de trabalhar com os arquivos onde siao manti-
dos os dados ou resultados intermediarios. Conforme o volu-
me de informagoes aumente, o uso da memoria principal deve
ser otimizado e assim a estrutura de uso dos arquivos e buf
fers passa a ser mais complexa. Deste modo o aluno vai se
inteirando da forma de programagao exigida por um sistema
de grande porte.

Macro-programagao

A caracteristica de macro-programagao consiste em per
mitir, através dos cartoes de dados, definir o conjunto de
modulos que constituirdo o procedimento de ser processado.
Isto permite ao usudrio definir os modulos do sistema neces
sarios a solugao de seu problema, bem como facilita a prepa

ragdo dos dados, desde que de forma coerente.

Compactabilidade

A propriedade de compactabilidade de um sistema se
torna importante quando se deseja, a partir dos modulos ou
subrotinas do sistema, obter um programa de aplicagodes espe
cificas. Algumas vantagens destes programas, sido a de que
requerem uma confecgao de dados mais simples, bem como pos-
suem um tempo de processamento bastante inferior do que se-
ria consumido com o uso do sistema geral.

Elementos copia

Uma outra caracteristica do sistema que permite redu-
zir o tempo de execugao de um problema, consiste em tirar

proveito da existéncia de elementos com igual configuragao
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geométrica e de carregamentos volumetricos (gradientes teér-
micos ou forga de massa). Para isto, informagoes adequadas

devem ser fornecidas para definir quais sao os elementos ba
ses e quais sao os elementos copias, bem como de que elemen
tos esses sdo copias. A economia de tempo decorre do fato
de que esses elementos tem a mesma matriz de rigidez e 0s
mesmos vetores de forgas equivalentes devido aos carregamen

tos volumetricos.

4. Fase inicial do sistema

0 sistema esta sendo atualmente desenvolvido para so-
lugao de problemas elasto-estaticos e condugdo de calor em
regime permanente, admitindo ambas propriedades dos mate-
riais variaveis ponto a ponto. Devido a modularidade, toma-
se quase que de imediato a extensao a outros tipos de pro-
blemas do Formato (1), como por exemplo, para fendmenos re-
gidos pela equagao de llelmholtz. Para isso, a biblioteca de
elementos esta sendo inicialmente dimensionada para compor-
tar:

a. familia de elementos volumétricos: hexaedros de 32, 20 e
8 nos, solidos de revolugdo de 4 e 8 nds.

b. familia dé elementos bidimensionais: placas e cascas de
4, 8 e 12 nds e cascas de revolugao de 2 a 4 nés.

¢. familia de elementos uni-dimensionais: hastes e vigas re
tas e curvas, tubos pressurizados retos e curvos.

As pesquisas programadas para um futuro proximo se
concentrarao em fungoes de interpolagao adicionais e alter-
nativas para a analise de precisao, e novas formulagdes pa-
ra elementos de casca, incluindo cascas espessas, atraves
de formulagbes mais elaboradas baseadas na Teoria de Cascas.
Paralelamente, o sistema sera ampliado para permitir andli-
se dinamica de problemas do continuo, atraves da analise mo
dal e procedimentos iterativos.

5. Conclusdes

Devido ao fato de que o emprego do Método de Elemen-
tos Finitos tem sido aplicado a uma gama de problemas cada
vez mais ampla, e que 0s sistemas disponfveis sao aplica-
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veis a alguns tipos de problemas da Mecanica dos Meios Con-
tinuos, surge entdo a necessidade de se dispor de pessoas e
de infraestrutura computacional adequada 3 analise e progra
magdo de novos sistemas para resolver problemas que nao po-
dem ser resolvidos pelos sistemas disponiveis. Esses siste-
mas, obviamente, nao devem ser unicamente orientados para a
solugao de problemas técnicos, mas tambem propiciar, como
ferramenta, pesquisas em areas do continuo.
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RESUMEN

Se plantea el problema de optimizacion de estructuras
que presentan grandes deformaciones elasticas. Un método
general de optimizacion de estructuras utilizando analisis
no lineal es desarrollado a partir de un algoritmo de pro-
gramacion matematica y de un método iterativo de analisis
por elementos finitos. Las ecuaciones generales son expli
citadas para el caso de un reticulado e 1implementadas en
un programa con el cual se procesa una torre de transmi-
sion. Los resultados muestran que el método es eficiente
para estructuras de porte real.

ARSTRACT

The prohlem of structural optimization involving
large elastic deformations is established. This paper
presents a‘general approach for solving this problem,
developed on a mathematical programming algorithm and also
using an iterative method for non-linear structural
analysis by finite element method. The general equations
obtained are developed for pin jointed trusses and a
numerical example is treated. The results obtained,
topether with those obtained when linear analysis is done,
show that the method isefficient for actual size structures.
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1. Introduccién

El proyecto de estructuras eficiente ha merecido has-
tante atencidn en los ultimos anos [1-3]. Proyectar es-
tructuras es entendido como la determinacidn de ciertas va
riables de proyecto de la estructura (p.ej. areas transver
sales de barras en reticulados o espesores en membranas).
Un proyecto sera mas eficiente cuando el valor de su fun-
cién de mérito (p.ej. peso e costo) sea mejor y resultara
optimo cuando esta funcion presente un minimo. Es claro
que los valores posibles para las variables de proyecto de
ben satisfacer restricciones que provienen de 1los crite-
rios de resistencia utilizados en el andlisis de la estruc
tura (p.ej. verificacidon de tensiones y desplazamientos
comparados con valores admisibles).

Definimos asi nuestro concepto de proyecto como un
proceso iterativo de optimizacién que se vale del analisis
estructural para verificar cada disefio tentativo.

Varios trabajos [1-3] presentan formulaciones gene-
rales de métodos de optimizacion estructural wutilizando
analisis lineal, valido para pequenos desplazamientos y
deformaciones asi como comportamiento fisico 1lineal del
material. En €stos se encuentran descripciones mas exten-
sas de la optimizacién estructural.

En este trabajo presentamos los conceptos basicos ne-
cesarios para desarrollar la formulacion de un método ge-
neral de optimizacion de estructuras con grandes desplaza-
mientos y deformaciones. Esta formulacion se hace en 1la
seccion 2 y en la 3 es aplicada a estructuras reticuladas.
Una torre de transmision es procesada como ejemplo en la
seccion 4.

2. Formulacion del método

De acuerdo al concepto de proyecto mencionado, llama-
mos: A al vector de variables de proyecto, P(A) a la fun-
cion ae mérito y c.(A)<0, j=1,...,R a las restricciones
(evaluadas en el anEIisis estructural). El problema a re-
solver es:

Minimizar P(A) (2.1.a)
para A tal que cj(ﬁ)sﬂ j=1,...,R {2..1.0)
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El método de programacion matematica que vamos a utilizar
es el de las referencias [4,5]. Este algoritmo produce una
mejor aproximacidn &U+] del 6ptimo del problema (2.1) cuan
do conocidas la aproximacién anterior 5“ y los valores de
P, 3P/23A, c, 3c/3A en 5“. Si el algoritmo converge el
vector A obtenido satisface las condiciones de Kuhn-Tucker
para un minimo local.

Debemos entonces mostrar como efectuar el calculo de
las restricciones y sus derivadas cuando el analisis es no
lineal.

El analisis de la estructura se realiza por el método
de elementos finitos, siendo U el vector de desplazamien-
tos nodales elegido.

El principio de trabajos virtuales puede ser escrito
de variasformas [6-8] dependiendo de la configuracion de
referencia para tensiones y deformaciones y del referen-
cial utilizado. Las formulaciones mas usadas son la La-
grangeana actualizada y Lagrangeana total. Si bien esta
eleccion determina las ecuaciones basicas, es irrelevante
en cuanto todas proporcionan idénticos resultados y podran
ser utilizadas indistintamente.

La ecvacion constitutiva que vamos a considerar es de
tipo elastico lineal, aunque ésto no restringe la formula-
cidn del método y solamente implica que el método de Newton
para el analisis no lineal resulta eficiente y no se hace
necesario la aplicacion incremental de cargas vy técnicas
de mejoramento de convergencia.

De acuerdo a la discretizacidn establecida y a la for
mulacion y ecuacidn constitutiva elegidas, el principio de
trabajos virtuales proporciona la ecuacidn en U para el
equilibrio [6,8]:

R-F=0 (2.2)

en que R es el vector de cargas nodales equivalente a las
cargas externas y F es el vector de cargas nodales equiva-
lente a las tensiones asociadas a U.

Es evidente que F depende solo de U cuando la estruc-
tura esta completamente determinada. Aqui vamos a conside
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rar la funcién F = F(A,U) que evalda las fuerzas internas
para cualquier estructura y desplazamiento.

Las cargas externas R frecuentemente son constantes
pero aqui vamos a trabajar con la hipGtesis mas ger :ral:
R = R(A).

La ecuacidon (2.2) puede ser utilizada directamente
cuando se considera un analisis lineal. Para el analisis

no lineal se escribe el principio de trabajos virtuales en
la forma incremental E], obteniendose:

k k-1

(K, *+ Ky) AU =R - F (2.3)

k-1

en que auk= yk - yk-1, pk-1

es el vector de cargas equiva-
lentes a las tensiones producidas por gk'l, y X, ¥y Ky, son
matrices de rigidez lineal y no lineal evaluadas para el
desplazamiento Qk—].

La igualdad (2.3) produce una iteracion del metodo de

Newton para la ecuacion (2.2) ya que:

oF
sg = K, + K (2.4)

L NL

Para cada estructura A existe una deformacion U* cor-

respondiente al equilibrio. Sean entonces las funciones
U=U*(A) y E = F*(A) = F(A,U*(A)). En consecuencia:

- - W a - * =
R(A) - F*(A) = 0 ; s R - B =0

BE BE BE Bg‘
3K, T 9K, T3 9K, T O

y aplicando (2.4) resulta

au* AR 2
(K *+ Kyp) 3, T 9K T %K) (2.5)

1 1

(Ber)
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Este sistema de ecuaciones lineales permite calcular
las derivadas de los desplazamientos, una vez conocidos
los desplazamientos para un diseno A determinado de la es-
tructura.

En cada elemento estructural puede ser definida una o
varias tensiones caracteristicas 0 que seran utilizadas pa
ra verificar si la estructura scporta tensiones inferiores
o superiores a la admisible. El valor de estas tensiones
resulta de la evaluacidn de una funcidén no lineal de u:

g = a(u) (2.6)
consecuencia de la ecuacidon constitutiva y de las funcio-

nes de interpolacién elegidas.

La derivacién en relacion a A, de (2.6) permite calcu

lar
3o 30 au*

Un método de optimizacion que realiza analisis no 1i-
neal de laz estructura puede ser esquematizado como sigue:
1- Assumir una estructura inicial QO.
2- v=1, comienzan las iteraciones de minimizacion.
3- Asumir un desplazamiento inicial Un (p.cj. ohtenido por
analisis lineal).

3R
4- Calcular R , 53; o 126 ew Ny
5- k=1, comienzan las iteraciones del método de Newton.
k-1
6- Calcular F v Koy Ky
7- Calcular éUk resolviendo (KL + KNL} gUk =R - Ek_].
8- uk = yk-1 4 puk,
. k k-1 . o
9- Si || au™|| > ey - | U*7*|| incrementar k y volver a 6.
aF
10- Calcular 3fl . ) R
i
au*

11- Calcular §i" O e
i
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au* 3R aF

resolviendo (K, + Ky ) EXT 1 N Eﬁ; g
12- Calcular E=E(Q} y 5%% = %% ; %g: 4 2] e e Ni
i - i

13- Calcular el valor de las restricciones c:
| ) )
cj Uadm - 1 en que n es un indice que recorre los
grados de libertad limitados por valores admisibles.
[0 p
e i 1, m=1,...,M |, en que M es el numero
m

€

de elementos finitos.
14- Calcular el valor de la matriz de derivadas de las res

ac
tricciones §i ; utilizando

9c. Sgu,  auU* dc, Sgc 35 )
_T"ﬁ‘ o **a- sr FRES 35X gl
l'l'l

15- Calcular P vy EK .

ac
16~ Utilizando Q“, P g% Ve ¥ Ei realizar una itera-

cidn del algoritmo de optimizacidon calculando un nuevo
valor 5v+] del vector de proyecto.

17- Si la estructura no satisface los criterios de optima-
lidad, incrementar v vy volver a 4 tomando como valor

inicial U° para Newton la prevision lineal

au*
(W)Y + ()

v v+l _ v

A7)

(A

3. Aplicacidn a estructuras de barras biarticuladas

Como ejemplo de aplicacidon del método expuesto consi-
deremos una estructura reticulada compuesta por barras bi-
articuladas de seccién constante.

Cada variable de proyecto Ai es el area transversal
de un conjunto de barras que constituyen un grupo de union.

La funcién de mérito es el peso P= | Y Lj Aj' lLos vecto-
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res X y U estan constituidos por las coordenadas nodales
en la configuracion deformada y los desplazamientos de los
nodos en el sistema cartesiano global. E1 vector R con-
tiene las componentes de cargas externas en esas direccio-
nes generalizadas, para cada estado de carga a que la es-
tructura es sometida.

Vamos a establecer las expresiones necesarias para la
aplicacion del método a partir de una formulacion Langran-
geana actualizada [6].

Para una barra j de extremos PJ y Q la tension es
calculada segun la ecuacion constitutiva Ilnea]

L; - L2
G}- = E _JLD_l (3.1}
j
: _ 1/2 o :
donde L, = I (X3Q p— x3Pj+m-3)] : Lj la longi

tud inicial y E el modu]o de Young.
E!l v:ctor de fuerzas internas F resulta de sumar con-
venientemente

13T (3.2)

para todos los elementos. Siendo que Ai es el area del
grupo a que la barra j pertenece, y

. X30.+m-3 = X3p.em-3
gl = —J - , m=1,2,3
m Lj

La matriz de rigidez tangente es calculada sumando
convenientemente Ki + K&L para todos los elementos. Sien
do que

" . . : EA.
K] = (i, K . con K] = 4= [_1 1]



3 Ay os [ Iy -I{ _ _
y con KNL = —1;;1 _!3 £ (I3 identidad 3x3).
aF '

El vector zx— se obtiene sumando apropiadamente
i
af)

para todos los elementos del grupo i.
Finalmente notamos que la tension caracteristica o,
solo puede ser definida como Uj y que derivando (3.1} se

tiene
30. 3
_l.=£Zg_J 3(u -u )
BAi L? m=1 M 5ﬁi 3Qj*m—3 3pj+m-3

4, Optimizacion de una torre de transmision

Cemo ejemplo de aplicacion tratamos la minimizacién
de peso de la torre de la Figura 1 que sometida a dos esta
dos de carga diferentes debe presentar tensiones en las
barras y desplazamientos en las juntas menores que los va-
lores admisibles dados.

Este problema ya fue tratado, com un modelo lineal de
la estructura, por varios autores [2] y utilizado para com
parar la eficiencia de diferentes algoritmos de optimiza-
cién. Aqui servira tambien para comparacion aun  cuando
nuestra estructura final no debe coincider puesto que es
calculada mediante analisis no lineal.

El método de que trata este trahajo fue implementado
en el programa AUTOR-NL, version no lineal del programa de
optimizacion de estructuras reticuladas AUTOR que utiliza
el esquema de optimizacién de las referencias [3-5]. EI
problema propuesto fue procesado en amhos programas.

Las 25 barras de la torre estan agrupadas en R grupos
de union definidos en la tabla 1.

Los dos estados de carga aplicados son los siguientes
Carga 1: R(1Y)=R(2Y)= 10000.%b, R(1Z)=R(22Z)=-5000.Lb ,

R(3X)=R(6X)=500.2b, R(1X)= 1000.%b
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Carga 2: R(1Y)=-R(2Y)=20000.2b, R(1Z)=R(2Z)=-5000.2b

Figura 1. Torre de transmision de 25 harras

devagizgigtn Elementos zgxziggsgn?d?ﬁs?g
1 1 35092,
2 2 5 4 5 11590,
3 6 7 & 9 17305.
4 10 11 35092.
5 12 13 35092,
6 14 15 16 17 6759.
7 18 19 20 21 6759,
8 22 23 24 25 11082.

TABLA 1. Grupos de unién y tensiones admisibles
en compresion

Las propiedades materiales son [ = 107 psi vy y = 0.1
lb/ins.

Los desplazamientos son limitados por 0.35 in para
todos los nodos.
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Las tensiones son limitadas por 4x]04 psi para bharras
traccionadas y por los valores de la tabla 1 para las com-
primidas. Estos valores son los usados por Schmit [2] pa-
ra incluir efectos de pandeo. Aqui son wutilizados para
mantener coherencia en la comparacién aun cuando el progra
ma AUTOR tiene otros medios mas adecuados para considerar
la inestabilidad local.

lLas dreas iniciales son todas 2 in? y las minimas
0.01 inZ.

A efecto de aumentar la no linealidad, el problema an
terior (problema 1) es modificado duplicando 1las cargas
(problema 2) y triplicando (problema 3). Los resultados
estan en la tabla 2.

Variahle Problema 1 Probl.2 Probhl.3
de Analisis lineal Analisis no lineal
proyecte 1 scerssi AUTOR AUTOR-NL
] 0.010 0.010 0.035 0.010 0.037
2 1.985 1.953 1.944 2.786 5.796
3 2.996 2.991 2.915 6.727 R.959
4 0.010 0.010 n.010 0.0110 0.010
5 0.010 0.010 0.010 0n.010 0.010
6 0.684 0.694 0.799 1.282 1.541
7 1.667 1.709 1.762 4.669 5.180
R 2.662 2.643 2.555 4.769 3.589
Peso 545.17 545.35 548.60 1119.0 1364.5

TABLA 2. Areas (inz) y pesos (th) finales

5. Conclusiones

El método propuesto parece requerir un esfuerzo compu
tacional no mucho mayor que el correspondiente a esquemas
de optimizacion que utilizan analisis lineal. Sin embargo
el tipo y tamano de la estructura pueden tener mayor in-
fluencia cuando se tratan problemas no lineales.

Cabe mencionar que en los ejemplos procesados el nume
p=0.01), ésto
debido a la eleccion hecha de desnlazamientos iniciales.

ro medio de iteraciones Newton es 2 (para €
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Obviamente otros planteos del mismo problema tratado
aqui son posibles. Uno particularmente atrayente es la mi
nimizacién de la funcidon de mérito sujeta a las res-
tricciones de desplazamiento, tension y compatibilidad (mi
nimo de la energia potencial) para un vector de variables
ampliado con los desplazamientos.
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SUMARIO
0 presente trabalho apresenta um sistema para a gera-
¢do de desenhos de estruturas reticuladas utilizando a im-
pressora de saida. O sistema apresentado permite a gera-
gao de perspectivas conicas, cortes ou vistas ortogonais.
A entrada de dados € compatibilizada com os dados de entra
da de varios programas comerciais.

SUMMARY

The present work presents a computer program which
uses the line printer to generate drawings of bar type
structures, The user may obtain either conical or
orthogonal views. Cuts by arbitrary planes may be
generated too. The input data format is compatible with
the input of several comercial programs on structural
analysis.
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1. Introdugao
A representagao grafica de uma estrutura a partir dos

dados geometricos fornecidos a um programa de analise ou
de sintese estrutural, serve a uma dupla finalidade. Pri-
meiro, € uma rapida e conveniente forma de checar a consis
téncia dos dados de entrada no que diz respeito a peome-
tria. Segundo, € uma forma de embelezar os relatorios fi-
nais de calculo.

Normalmente, utiliza-se o "plotter” para tal finalida
de sendo que a maioria dos programas de analise estrutural
de uso comercial, tem pré-processadores que geram fitas pa
ra a alimentagao do "plotter".

Se bem que os desenhos gerados pelo 'plotter' sao de
elevada qualidade, sua utilizacao € geralmente cara e demo
rada. Neste sentido, torna-se atraente a utilizagao da
propria impressora de saida para a geracao dos desenhos, o
que & simples, barato e veloz.

O sistema GRAFO objeto deste trabalho, representa a
generalizagao de um sistema grafico para impressora de sal
da, baseado num sistema mais simples anteriormente desen-
volvido e que esta incorporado aos programas AUTOBAR e
AuTOMIN [1], [2], [3]. [4]. Outro esforgo neste sentido &
dado em [5].

O programa GRAFO apresentado neste trabalho,gera pers
pectivas conicas, cortes ou vistas de estruturas reticula-
das. Tanto o plano de projegao como os planos de corte ou
a localizagao do ponto de vista sdo arbitrarios.

0 programa tem sua entrada de dados compatibilizada
com os programas AUTOBAR, EASE2Z, STARDYNE e AUTOMIN e re
presenta um esforgo no sentido de prover o mercado com
"software' de tecnologia nacional.

2. Perspectiva e Rebatimento

O programa GRAFO utiliza para representagdo grafica
das figuras a perspectiva conica. Assim, define-se um pla
no de projecgdo e um ponto de vista. O plano de projegao
passa sempre pela origem e tem sua diregao arbitraria. A
localizagdo do ponto de vista é arbitraria também.
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Seja P o ponto de vista com coordenadas {xo. Yor zo}
e A o ponto de coordenadas (x, y, z) que queremos projetar

sobre o plano de projecao m.

Fig. 2.1. Obtengdo grafica da projecao
A' do ponto A

0 plano de projegao m é dado pelas coordenadas(a,b,c)
de sua normal. Assim, qualquer ponto pertencente ao plano
n satisfaz a equacgao

ax' + by' + cz' =0 (2.1)
A projegao A' € obtida pela intersegao da reta EFO

com o plano w.
Formalmente,

e
0

{x, [b(y—yo) + c[z-zo]] + (by0+czo}(x-xo}].x

<
"

lyy [alx-x,) *+ c(z-2)] + (axy*cz) (y-y )}k (2.2)

z' = {zo [a[x—xo) + b(y-yo]] + {ax0+byo}(z—zol}.K
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onde
K = la(x-x) + bly-yg) + c(z-2)| "
A expressao
a(x-x,) + b(y-y ) + c(z-z) (2.3)

ndo pode ser nula o que significa que a reta projetante
F;K nao deve ser paralela ao plano projetante n. Isto sem
pre € possivel mediante uma conveniente escolha do ponto
de vista Po.

No caso de estruturas reticuladas basta obter a proje
gao dos nos da estrutura ja que a projegio dos membros &
obtida ligando simplesmente a projecdo dos nos.

Assumiremos, convencionalmente, que o plano xy € o
plano do papel com os eixos x e y paralelos, respectivamen
te, as margens horizontal e vertical. Para podermos repro
duzir graficamente a perspectiva, devemos, entao, rebater
o plano m sobre o plano xy.

Adicionalmente, assumiremos que o observador esta 'em
pé' sobre o plano xy. Isto significa que o trago do plano
m com o plano xy deve aparecer paralelo ao eixo x. Para
tanto, antes do rebatimento, devemos efetuar uma rotagao
do plano v em torno do eixo z até que a normal UFn perten-
ca ao plano yz. Seja ® o angulo desta rotacao.

A rotagao 8, seguida do rebatimento, por hipotese g,
sdao mostrados na figura 2.2.

Analiticamente, as duas rotagdes sdo representadas pe

lo produto das matrizes R1 e R onde

P

0 (2.4)
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1 0 0
R, =0 ;—’21 1—(;—;‘)2 (2.5)
_0 - 1-(;‘21)2 %’21 i
D1 = xn +yn2
DZ B xn2+yn =
z

X

Fig. 2.2. Rotagoes da normal ao plano w» para
fazé-lo coincidir com o plano xy

A transformagao de coordenadas dos pontos da perspec-
tiva sera dada por

xR x'
Ypi = Rz.Rl y' (2.6)
z : i
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No caso especial em que o planc m coincide com o pla-
no xy (D;=0), nenhuma rotagio € necessaria.

3. Cortes e Vistas

Muitas vezes € conveniente obter cortes ou vistas da
estrutura.
0 caso de corte € tratado da seguinte maneira:

a- Define-se o plano de corte que pode ser geral nao pas-
sando, necessariamente, pela origem.

b- Define-se uma ''semi-espessura” € do plano de corte.

c- Efetua-se as rotagoes R=R,R, sobre todos os pontos(nds)
que estao situados no interior da faixa de espessura
2e, ignorando os pontos que estao fora da faixa.

0 caso de vistas da estrutura € um caso particular de
cortes em que € € escolhido de forma a abranger toda a es-
trutura, obtendo-se assim a vista desejada.

4. Geracao dos Desenhos

Os desenhos sao gerados mediante a impressao de pon-
tos atraves da impressora de salida. Este processo e feito
usando-se formularios continuos normais.

Devido a baixa resolugio do processo, uma unica pagi-
na do formulario pode ser insuficiente para uma clara apre
sentacao do desenho. Para contornar este inconveniente, o
processo GRAFO permite a geracao do desenho sobre um reti-
culado de paginas do formulario continuo. A figura 3.1 e-
xemplifica esta situagao.

Fig. 3.1. Reticulado de paginas do formulario
continuo para a geragao de desenhos,



0 usuario fornece os valores de L e h que sio, respec
tivamente, o nimero de piginas na largura e o numero de pa
ginas na altura que comporao o desenho.

0 desenho & impresso por colunas verticais da esquer-
da para a direita. Assim, na Fig. 3.1 as paginas sao im-
pressas na ordem indicada.

0 desenho € automaticamente centralizado e a escala €
automaticamente calculada de forma que a maior dimensdo do
desenho na vertical ou na horizontal ocupe integralmente o
espago disponivel.

Seja n, o nimero maximo de colunas por pagina e n, o
numero maximo de linhas por pagina.

Definimos os fatores de escala e, e ey

Ln
&, = ]
k (xp) nax™ (Xl pin
(4.1)
. - hnh
h

(yR]max-(yR)min

A escala e a ser usada deve ser menor entre e, e en
(e= min{el.ehi} para que o desenho nao ultrapasse o espago
a ele reservado.

A aplicagdc da escala € dada pela equagado abaixo

X =e .x
(4.2)

A operagao final consiste na centralizagado do desenho.
Isto é feito transladando-se o centro do desenho em X, ¥
ng hnp
para o ponto ('E" v
Assim, as coordenadas finais do desenho a ser impres-

so sao dadas por

n
R

hnh (4.3)
L s ™



onde

g & *max *min
m

3. cu Ymax Ymin

m 2

A impressdo de cada pdgina do desenho & feita median-
te a geragao de uma "matriz geométrica" G(I,J) de natureza
alfanumérica que contém brancos e pontos.

0 programa examina, para cada pagina, que pontos a
ela pertencem gerando sua matriz geométrica. Em seguida,
imprime a matriz da pagina passando para a seguinte.

Para maior facilidade de interpretagao dos desenhos,
o programa imprime, também,o nimero dos nos.

5. Entrada de Dados
Para uma maxima versatilidade e simplicidade do pro-

grama GRAFO, a entrada de dados foi compatibilizada com a
entrada de dados geométricos dos programas AUTOBAR, EASEZ,
STARDYNE e AUTOMIN. Estes programas s3o de largo uso co-
mercial integrando varias bibliotecas.

Além da entrada dos dados geométricos referentes as
coordenadas nodais e incidéncia dos membros, o programa
GRAFO tem cartoes de comando proprio através dos quais in-
forma-se a natureza da operagdo (perspectiva ou corte), a
posigdo do plano de projegdo, a posigdo do observador e,
se for o caso, a espessura €. Para maior simplicidade, to
dos estes dados sao fornecidos num Unico cartao.

0 programa GRAFO encontra-se disponivel para uso pi-
blico através da rede Cybernet da Control Data do Brasil.

6. Conclusoes

0 sistema GRAFO representa um esforgo de desenvolvi-
mento de "software" nacional. O sistema & economico e dis
pensa a necessidade de "plotter" que € um equipamento caro
e nem sempre disponivel. "

Futuros desenvolvimentos para a inclusao de elementos
de tubulagoes e elementos finitos bi e tri-dimensionais es
tao em estudo.
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Sumario

No presente artigo € apresentada uma analise da preci
sdo dos resultados calculados através de um programa de ele
mentos finitos - Programa de Analise de S6lidos Axissimétri
cos - no qual & utilizado um elemento de %evolugio triangu-
lar com fungdes de interpolagao lineares. Para esta analise
usou-se um modelo de tubo de parede espessa, no qual foi
considerado o efeito do tipo e tamanho de malhas sobre a
convergéncia e precisao dos resultados. Os resultados obti-
dos permitem uma orientagao no tragado da malha bem como u-
ma melhor interpretagao dos resultados calculados pelo pro-
grama.

Summary

This paper presents an analysis of the precision  of
the results obtained by a finite element programe, using an
element of revolution with a triangular cross section adop-
ting linear interpolation functions. For this analysis a
thick walled tube with internal pressure was used and the
effect of the mesh type and its size on the convergence of
the results was considered. The results obtained give some
orientation about the adequate mesh to be used and about
the interpretation of the results of the programe.
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1. Introdugao

Em estruturas mecanicas, € frequente a ocorréncia de
pecas de revolucao submetidas a cargas e/ou gradientes tér-
micos axissimétricos. Para a analise de tais elementos es-
truturais, através de elementos estruturais, através de ele
mentos finitos, € conveniente o uso de elementos de revolu
¢do, a fim de minimizar o nimero de elementos e de nos e de
melhor aproximar a geometria da pega. Um programa, Analise
de S6lidos Axissimétricos - ASAS, para a analise de tais
problemas, foi elaborado [1], no qual sao utilizados elemen
tos de revolugao triangular com fungoes de interpolagao li-
neares [2] para descrever o campo de deslocamento. O proces
so adotado para a solugdo do sistema de equagdes € o de se-
mi-banda, onde sao evitadas as operagoes triviais [3].

Como este &€ o mais simples elemento solido de revolu-
gdo, ele apresenta sérias inconveniéncias para a aproxima-
¢do dos campos de tensoes [4] ja que nao aproxima de modo
conveniente os gradientes de deslocamentos. [s:o requer que
os resultados obtidos sofram uma interpretacgao cuidadosa.
Neste artigo s3o mostradas analises tipicas dos resultados
que devem ser feitas pelos usuarios de programas que utili-
zam esse tipo de elemento.

2. Anilise de convergéncia dos resultados do programa
ASAS
Para a analise dos resultados de calculo das tensdes

e deformagoes pelo programa ASAS, foi adotado o exemplo de
um tubo de ago de parede espessa, de 50 mm de didmetro in-
‘terno e 110 mm de diametro externo, submetido @ pressdo in-
terna de 10 kgf/mmz. Estes resultados foram comparados com
0os tedricos, considerando um estado plano de deformagdes,
com as seguintes equagoes:

2 2
Ty £
Op = Pg—3(z-1 (1)
e - rf r
o i
2
0g = P rz—?—;g f;z + 1) (2)
o i



D-110

2
s
g, = 2u p 2 = 7 (3)
., ~ T
r2 rl
u. =p i ;E—i—:g [;% (L +u) + (1 -wu) - ZUZ] (4)
g R

onde o, Ug» 0, € u, sa0 respectivamente a tensao radial,
tensao tangencial, tensdao axial e o deslocamento radial num
raio generico r.

Para verificar o efeito do tipo e tamanho da malha de
elementos finitos, sobre a convergencia e precisdo dos re-
sultados, foram adotados, como mostra a figura 1, tres ti-
pos de malhas denominadas M-1, M-2 e M-3 e para cada um des
tes tipos foram ainda considerados de 3 a 4 refinamentos. O
tamanho real das malhas pode ser verificado na figura 1 a-
traves das dimensoes indicadas.

Analisando, agora, os resultados obtidos, tem-se pri-
meirament2 na figura 2, os deslocamentos radiais ao longo
da espessira da parede para os tres tipos de malhas e dife-
rentes refinamentos. Como se verifica, para efeito da preci
s3o de calculo dos deslocamentos radiais comparados com os
valores teoricos, o tipo de malha ndo apresenta apreciavel
diferenciacao de resultados e até mesmo o tamanho da malha.
A diferenca entre os valores calculados e tedricos foi, pa-
ra todos os modelos de malhas, muito pequena, chegando no
maximo a erros de 1%.

Quanto as tensdes, estas ja nao apresentaram uma cor-
relagao tao boa ao longo da espessura do tubo. Na figura 3a
tem-se representados os valores calculados, das tensOes no-
dais tangenciais do modelo M-3, comparados com os resulta-
dos teoricos da equag@o (2). Neste caso verifica-se um erro
consideravel no nd do raioc interno e mesmo uma convergencia
bem lenta para o valor tedrico, considerando o refinamento
da malha. Nos demais nés, ao longo da espessura da parede,
os resultados calculados apresentam-se bem prdximos dos va-
lores tedricos. Analisando os resultados calculados da ten-
sao tangencial nodal, pode-se constatar que a tensao no no
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do raio interno podera ser obtido, com boa precisao, atra-
vés de uma extrapolagdo mesmo adotando uma malha menos refi
nada.

Na figura 3b estdo indicadas as tensdes tangenciais
centroidais, onde nao se verifica boa correlagao, conside-
rando uma comparagao, de ponto em ponto, entre os resulta-
dos calculados e os teoricos. Pode-se constatar uma oscila-
gao dos resultados calculados, mas quando se considera o
conjunto dos resultados e efetuando-se uma interpolagao, en
tdo tem-se uma boa aproximagao entre os valores calculados
e tedricos.

Os modelos de malha M-1 e M-2 mostraram comportamen-
tos semelhantes, quanto a tensdo tangencial nodal e centroi
dal e na figura 4 tem-se indicados os erros dos valores cal
culados quando comparados com os tedricos.

Considerando agora a tensao radial na parede do tubo
tem-se, nas figuras 5a e 5b, as tensoes radiais nodais e
centroidais, adotando novamente o modelo de malha M-3. Como
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se observa, na figura 5a, tanto na face interna como na ex-
terna do tubo, tem-se consideraveis erros nos valores das
tensoes radiais nodais. Mas analisando os valores no inte-
rior do tubo, constata-se que estes valores convergem rapi-
damente para o valor tedrico e que 0s valores nos nos extre
mos poderdo ser avaliados através de uma extrapolagao. Na
figura Sb tem-se representados os valores calculados da ten
sdo radial centroidal. Como ja se verificou no caso da ten-

sao tangencial, os resultados apresentam uma consideravel
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3. Conclusoes

Como & do conhecimento, na pratica e principalmente
na area de vasos sob pressao € muito frequente a ocorréncia
da analise de tensoes em problemas com axissimetria de for-
ma e de carregamento tais como: em vasos cilindricos com
tampas das mais diversas formas e em vasos esféricos com bo
cais radiais. Para estes tipos de problemas obtém-se a mai-
or economia de processamento quando se emprega elementos a-
xissimétricos e ainda mais se estes elementos sido simples
como & o caso do empregado no presente programa. Ainda, pa-
ra a economia de processamento principalmente quando a solu
Gao € por semi-banda, o programa permite a geracao de coor-
denadas e da topologia. E entdo recomenddvel que se adote u
ma malha a mais uniforme e pouco refinada através da espes-
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sura e ao longo da parede do vaso. Se esta orientagao for a
dotada e como foi visto anteriormente, em pontos onde nao
se tem acentuadas descontinuidades, pode-se com a analise
dos resultados, estabelecer, através de interpolagdes e ex-
trapolagoes, valores suficientemente precisos para as ten-
soes em toda a espessura da parede mesmo adotando malhas
pouco refinadas. Isto permite analisar, inicialmente, estes
sistemas com uma malha maior e em pontos de menores descon-
tinuidades, estabelecer com boa precisao, condigoes de con-
torno para uma posterior analise, com uma malha mais adequa
da, das zonas que apresentam descontinuidades.

Quanto a malha a ser adotada se recomenda o uso do ti
po M-3 mostrado na figura lc, que € um tipo de malha sime-
trica e que tem mostrado bons resultados.
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SUMARIO

0 problema do chicoteamento em tubulagoes de alta ener
gia (pipe-whip) € estudado, admitindo-se um comportamento e
lasto-plastico para o material do tubo, e levando-se em con
ta o efeito da pressao interna. As restrigodes sao simula -
das como melas bilineares e amortecedores viscosos. Um pro
grama geral, baseado no método dos elementos finitos, foi
desenvolvido para andlise do fenomeno. A influéncia dos pa
rametros: 'gap'", coeficiente de amortecimento, rigidez e po
sicionamento da restricao é estudada.

SUMMARY

The pipe-whip problem is studied assuming an elasto-
nlastic behavior for the pipe and taking internal opressure
effects into account. The restraints are simulated as a
combination of bilinear springs and viscous dampers. Nume-
rical examples obtainned with the finite element code deve-
loped shows the relative influence of parameters such as
gap, damping coefficient, rigidity and positionning of pipe
restraints on system behavior.



1. Introducdo
Na analise da seguranga de usinas nucleares, conside

ra-se a possibilidade de ruturas bruscas nas tubulagdes ,
tendo em vista os provaveis danos produzidos pelo chicotea
mento (pipe-whip) do tubo rompido. Os pontos de rutura
sdo postulados segundo critérios especificados em normas
[[1].[ 2], e baseiam-se em niveis de tensao, fadiga, imper
feigdes e pontos criticos, tais como conexdes, joelhos e
terminais. Dois tipos de rutura sao postulados: rutura
longitudinal e rutura circunferencial total ou parcial.Uma
vez localizados os pontos de rutura e caracterizada a pos-
sibilidade de que equipamentos vitais a seguranga sejam a-
tingidos, torna-se necessario a colocagao de restrigoes,vi
sando controlar os movimentos do tubo. Inicialmente, deve
existir um afastamento ("gap') entre a tubulagao e as res-
tricoes para evitar que estas introduzam esforgos durante
o funcionamento normal da planta.

De acordo com o tipo de rutura, o trecho da tubula -
¢ao rompida pode ser modelado como uma viga em balango
(rutura circunferencial total) ou como uma viga bi-apoiada
(rutura longitudinal}. Em ambos os casos considera-se a
agdo de uma forga concentrada, variavel no tempo, decorren
te do escapamento do fluido através da rutura. Tanto o tu
bo quanto as restrigoes devem experimentar deformagoes
plasticas capazes de absorver a energia liberada pela des-
compressao e escapamento do fluido.

Diferentes modelos mecanicos tém sido desenvolvidos,
para a analise do pipe-whip,[37],[47] ,[5]. Em um traba-
lho anterior [ 6], os autores propdoem um modelo elasto-plas
tico perfeito de flexao de vigas, no qual se admite um dia
grama de tensdo triangular na regido eldstica e retangular
na regido plastificada da secdo transversal. Este modelo ,
entretanto, ndo ¢ aplicavel a ciclos de carga e descarga
em que haja inversao do sinal da tensao de plastificagdo ,
nem a estados bi ou tridimensionais de tensoes [ 7].

No presente trabalho o tubo & também analisado den -
tro da teoria classica de vigas, com um comportamento elas
to-plastico bi-linear, realizando-se uma integragdo numéri
ca na segao transversal. A cada iteracgao, ou incremento
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de carga, verifica-se o critério de plasticidade e a lei
constitutiva incremental, nos pontos de integragao da se-
gao transversal. As restrigoes sao simuladas como molas
elasto-plasticas e amortecedores viscosos. Considerou - se
ainda a influéncia de uma pressao interna constante no tem
po e seccionalmente linear com a posicdao. A historia no
tempo da forga de chicoteamento € considerada como um dado.
Apresentam-se alguns resultados, onde se procura analisar
a influencia de parametros do problema, tais como: gap, po
sicionamento da restricao, rigidez da mola e coeficiente
do amortecedor.

2. Equacoes do problema

A equagao do movimento, na forma incremental, de uma
viga elasto-plastica de comprimento L,densidade p e drea de
secdo transversal A, sujeita a N restrigdes do tipo descri
to anteriormente, €, de acordo com o principio dos traba -
lhos virtuais,

L L i
oAM L W ax [ [“E be_ e, dA dx + § K Aw w_ +
X X jo1 X EE
0 Jo A
& n, ntl« =~ n+lea ; n € 3 n, ~
+ 3 e W o, S dAdx -} "E& . (1)
r=1 o A r=1

onde, w € o campo de deslocamentos virtuais, e Aw(x,t) =
n+l n - x
= w(x,t) - "w(x,t}, € o incremento de deslocamento trans
versal da viga, entre duas configuragoes proximas n e n+l.
n+l.. n+l- 5 = ; :
W e W, s$ao as aceleracoes e velocidades transversais

no instante n+l.
n

n - . i i
Cr e Kr sao os coeficientes de amortecimento e de

rigidez da restrigao r, no instante n, figura 1. nFr € a
forga na mola da restrigao r, no instante n.
n n
Fr far
B
W,

Fig. 1 - Caracteristicas das Restricoes
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n*1% & o trabalho virtual das forgas externas, no ca

so, trabalho virtual da forga de chicoteamento, no instan
te n+l.

0 incremento de deformagoes lineares be é,

_ 3Au _ _ 3%aw
AE:x T Tax % ax? (2)

onde Au € o incremento de deslocamento longitudinal, e z
€ uma ordenada na diregdo transversal, medida a partir do
eixo da viga.

Desprezando-se a tensdao cisalhante, e considerando a
pressdo interna (no caso de segdes tubulares), o critério
de plastificagao de von Mises, é:

F = (nax = ga)? "cxcg - cy2= 0 (3)

onde ¢, = pR/h, € a tensao circunferencial gerada pela

6
pressao interna do tubo.

A relacao constitutiva incremental associativa, nes-

te caso €,
bo, = nEﬂcx , (4)
onde,
F < 0, ou
g = E, para (5)
] F=0e (2 “cx = ca)ox <0
ou,
g - Ep’ para F = 0 e (2 ncx o oﬁ)cx >0 (6)
sendo,
n
= B i
FI {_1 ) (E 1(2 o, - op) (7
p n _ n _
| 2 cy ET + (E ET][Z L ce) |

com E, mddulo de elasticidade e ET modulo tangente.
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3. Solugdo Numérica.

Utilizou-se o método dos elementos finitos par: dis-
cretizagao espacial da equagdo (1), através do elemento de
viga de dois nds e dois graus de liberdade por nd, ol :endo
0 seguinte sistema de equagdes diferenciais ordindri:s no
tempo.

M5y + £ ™)+ CPRJaDd={™" 1R} -("p),  (8)
[M] é a matriz de massa, constante, [ "C] & a matriz de
amortecimento, devida ao amortecimento da restrigdo, poden
do incluir o amortecimento estrutural do tubo, considerado
como sendo proporcional d matriz de massa e a matriz de ri
gidez elidstica. [:"(] €, a matriz de rigidez tangente a
(™19} e ("D} sdo os vetores de ace
leragbes e velocidades na configuragdao n+l. {AD} € o vetor

configuragao n.

de incrementos de deslocamentos entre as configuragdes n
e n+1. {"1f} resulta da discretizacao de W e {"P} & obti
do da discretizagao dos demais termos do segundo membro de
(1) .

Solugoes de (8), num intervalo de tempo limitado
{0,T}, foram obtidas usando o algoritmo implicito de
Newmark, com y=% e B=% [[8]. Neste caso as velocilades e
aceleragoes no instante n+l siao dadas por:

n+1l o B _ qn
{ b}—bt{an} Moy,

(9a-b)
n+l =, _ 4 O S Y DR ) U
{ D} YL {a D} it {" D} {" D}.
Substituindo (9a-b) em (8), obtem-se o sistema de

equagoes algébricas.

(g TM1 + 207 ™% ) (2D} = (™) - (P} +
+M] e (DY + ("BY +CCIMDY (10)

que resolvido fornece os incrementos de deslocamentos en-

tre dois instante roximos t_ e t = + At. As velo-
s P m i n+l tn A s I

cidades e aceleragdes no instante n+l, sao calculadas atra
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vés de (9a-b).
Dentro de cada incremento podem ser feitas iteragoes,
recalculando-se o vetor de cargas, [ 7]

4. Resultados

Analisou-se basicamente o problema apresentado na
figura 2, variando-se o posicionamento da restrigao, o com
primento do tubo e os parametros relativos a mola e ao a-
mortecedor. Utilizou-se 6 elementos iguais, na discretizg
gdo de elementos finitos, exceto no estudo relativo ao po-
sicionamento da restrigao, onde sdao utilizados 7 elementos.
Em todos os casos, o intervalo de tempo de integragao uti-
lizado, foi de 5 x 10 °s.

P(t)
? M 2 @ 3 0 & & % ® 6 ® 7 &mm
31!'n
je——s|
» 360 in I 30in
i kg Ke
E=26980000 Ib/in2  p=00007216 b s¥in* j_
0= 29140 |b/in2 Ke= 32 391666 Lb/in
5 F4 G =30in
Y N F, = 987998 Ib 657000 Lb
El
— L %
e £ G w t

Fig. 2 - Caracteristicas do exemplo analisado

(a) Influéncia do gap e do amortecimento da restrigio.

Na figura 3, apresentam-se as histérias no tempo do
deslocamento transversal da extremidade livre do tubo, on-
de esta aplicada a forga de chicoteamento e colocada a res
trigao, para "gaps" de 1.5 e 3.0 polegadas, e diferentes
coeficientes de amortecimento da restrigao. Observa-se que
a redugao do "gap" implica em redugao do deslocamento méxi
mo do tubo, bem como do tempo de parada. Efeito similar €
verificado com a consideragao do amortecimento. Deve-se
notar que a forca do amortecedor surge de forma brusca,uma
vez que no instante do choque, o tubo possue grande veloci
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dade. Entretanto a acao isolada do amortecedor, sem a mo-
la, ndo € capaz de parar o tubo, porque quando a velocida-
de tende a zero, a reagao neo amortecedor também tende a
zero, ficando a forca de chicoteamento para ser equilibra-
da apenas pelo tubo.

60
—gap=3"
—gap=15" C=0.
—~ B0F
£ C = 380.27 lbf-s/in
[1F]
% Lok C = 1140.81 Ibf-s/in
g C = 1901.35 Ibf-s/in
o C = 3802.7 bf-s/in
8 Wprrmremrm e ——
3 C=0.
£ 20t C = 1140.81 Ibf-s/in
@
0 —— A
S 10r po— I6
8 Ll o
I i W W ) i
60 120 180 260
t/5x 10°s

Fig. 3 - Influéncia do "gap" e do amortecimento da restricho

(b) Influéncia da rigidez da restrigao.

0s resultados apresentados nas figuras 4a-b, referem
-se a diferentes coeficientes de endurecimento e de rigi -
dez eldstica da mola da restrig¢do. Da andalise destes re -
sultados conclue-se que aumentando o coeficiente de endure
cimento, figura 4a, diminue o deslocamento maximo, porém
ocorrem oscilagdes do sistema em torno de uma posigdo fi -
nal, conseqiiéncia de menores deformagoes plasticas da mola,
e portanto de menor capacidade de dissipagdo de energia .
Maior rigidez elastica, figura 4b, implica em menores des-
locamentos midximos e menores temnos de mrada.
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Fig. 4a-b - Influéncia da rigidez da restricao

(c) Variagdo da posigao da restricao e do comprimento do
tubo.

A figura S5 procura retratar o estado do tubo (deslo-
camentos e velocidades), para diferentes posicionamentos
da restrigao, no instante em que se anula a velocidade do
ponto onde esta colocada a restrigdo. Pode-se notar clara
mente que na medida em que cresce a distancia b, entre os
pontos de aplicagdo da forga e de posicionamento da restri
¢ao, crescem muito os deslocamentos do tubo, evidenciando
a grande importancia que tem a previsdo dos pontos de rutu
ra e o adequado posicionamento da restrigao.

Foram analisados, ainda, tubos de diferentes compri-
mentos, com K = 0,1 Ke e C = 0, mantendo-se fixas as de -
mais caracteristicas. Neste estudo, fig. 6,observa-se uma
mudanga nas regides plastificadas do tubo, ocorrendo um
deslocamento destas regides em diregdo ao apoio, a3 medida
que o comprimento do tubo decresce. Para os trés tubos a-
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nalisados, os deslocamentos maximos, tempos de parada e
as reagoes maximas da mola, sdo praticamente iguais, o que
significa que os trés tubos absorveram praticamente a mes-
ma quantidade de energia.

Paracinco dos casos anteriormente estudados, manten-
do-se fixas as caracteristicas do tubo, o gap e a forga de
chicoteamento, e variando-se a rigidez da mola o amorteci-
b,
pela mola da restrigao e pelo conjunto
Os
E interessante notar

mento e a distancia foram calculadas as porcentagens de
energia, absorvidas
tubo + amortecedor, no instante de parada. resul tados
tabela 1.

5, a porcentagem de energia

sao apresentados na
para b = 60cm,
pela mola é de apenas 26%.

que
caso absorvida
Isto se deve ao grande desloca
mento ocorride no ponto de aplicagao da forga de chicotea-

mento, que neste caso nao coincide com a posicao da restri

cao.
Tabela I
% de energia absorvida
Caso Dados
Mola [fubo + Amortecedor
1 KE, Kp=0. c=0, b=0 64, 36.
2 ZKB. szﬂ. c=0, b=0 47. 53.
3 K , K=0.1K , c=0, b=0 43, S57%
e P [
4 K , K =0, c=380.27, b=0 54. 46.
€ D
S 2K_, K =0, c=0, b=60 26. 74.
e P
5. Conclusdes

a) A localizac¢ao dos provaveis pontos de rutura e o

adequado posicionamento das restrigdes € fator

na limitacao dos movimentos do tubo;

imnortante

b) Aumentando-se a rigidez da mola da restrigao, di-

minuem os deslocamentos do tubo, mas por outro lado decres

ce a porcentagem da energia total, absorvida pela mola.

¢) A consideragao do amortecimento da restrigdo

duz sensivelmente os deslocamentos do tubo,

re-

entretanto, a

agao isolada do amortecedor nao € canaz de parar o movimen
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L to do tubo, uma vez que a forga de amortecimento € proporci
onal a velocidade.
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Sumario
Neste trabalho sdo apresentadas as relagdes deforma-
gdo-deslocamento, as equagOes de equilibrio, de compatibili
dade e constitutivas para uma teoria nao linear de cascas e
lasticas, na qual nao € usada a hipotese de Kirchhoff-Love.

Summary

This work presents the strain-displacement relations
and the equilibrium, the compatibility and constitutive
equations for a nonlinear elastic shell theory in which the
Kirchhoff-Love assumption was not used.
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1. Introdugdo
Neste trabalho é descrita uma teoria ndao linear para

cascas elasticas, isotropicas, na qual ndo & usada a hipdte
se de Kirchhoff-Love. Os tensores, em termos das componen-
tes do vetor deslocamento, sac obtidos através das relagoes
cinematicas entre as superficies deformada e indeformada.As
equagoes de equilibrio, em relagac a superficie deformada,
sdo obtidas pelo principio dos trabalhos virtuais.

2. Propriedades métricas das cascas

Uma casca & definida como sendo um corpo elastico tri
dimensional de volume V, delimitado por duas superficies ex
ternas, uma superior (S*) e outra inferior (S ), distantes
de uma superficie de referéencia S°, de h” e h™, respectiva-
mente, com a condigao de que h' - h™, denominada espessura
da casca, seja menor do que o raio de curvatura no pento
considerado. A posigdo do ponto P na superficie de referén-
cia indeformada & denotado por ?0; do ponto P*,na deformada,

por ?;, como ilustra a figura 2.1.

0 vetor posigao de um ponto Q numa superficie arbitra
ria & dado por:

3

F(ol,0%,0%) = ?o(el.ez) + 0% 350,09 (2.1)

i : & i — -
onde (@°) (i = 1,2,3) sao coordenadas curvilineas, e a; e
o vetor unitdrio normal a superficie de referéencia indefor-



mada, cujos vetores tangentes s$ao:

i i ¢ _ =
a = arO/ae T £2.2)

e o tensor meétrico

= = s ak _ s =0 _ _aX -
aaB a - aB, a agy 63, a a a, (2+3)

a -
onde AB e o tensor de Kronecker. Os vetores tangentes e as
componentes do tensor métrico para o ponto Q, sao

e be 3 =
g, -3, -0 bg 3 (2.4)
_ _ 3 i 3 4 o
85 = g 20 baB + (87) baB hB (2.5)
- _ =3 - =3 . 33 33
Bz = 8 = 4z = a, g3 7 B = azg =4 =1 (2.6)
= %3 = 08 4 -
8,3 g a s a 0 (2:7)

onde bg sao as componentes mistas do tensor da segunda for-
ma fundamental da superficie de referéncia definidos por:
oA

a _ . -
By = Dy 870 By By ey ¥ 8y o8y g

0 elemento de volume, em termos das coordenadas curvi
. P 0 3 -
l1ineas da superficie de referéncia S°, e da coordenada 0~ &

dv = u 46> ds°, ds® = /2 dol ao? (2.8)
= 2 3 3.2
pw=vgla=1-20 H+ (67)% (2.9)
onde
o L o L 398 R o _
k- b, H S 630 bg Dpe & = det (g;;). a = det (ag)
e (2.10)

Sendo H e K as curvaturas média e gaussiana, respecti
vamente, e ds® elemento de area da superficie de referéncia
indeformada.
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Da figura 2.1, o vetor posigdo do ponto Q* na superfi
cie arbitraria & dado por:
o= ?5[91,03) v 03 Eg[el,ez] (2.11)
Para as componentes do tensor métrico da superficie
deformada sdo validas as equagoes (2.3) com asteriscos e
(2.4) a (2.7) se transformam em
+ 0> 31 (2.12)

Tk = g*
= a
g{l o

* = * 3z Q* g A 4332 =a *
gyg Aty ¥ e (as‘u.aB + 33,6'33) + (97) (a3’u.a3‘8} (2.13)
* * 3 Y, = L =
gLy = af; + O7(A} .83): 833 * 833 (2.14)
3. Relagoes deformagao-deslocamento
Definindo-se dois vetores deslocamento que determinam
o vetor posigao T* dado por, U° = ?; - ?0 e G! = E; - TS’ o

que resulta

B ool 3 P L T e
By © 3; * B ag,u (aa * U,u) B {U,u bu du} Ll

- B ik (5.8}

8 3

L%

0 tensor deformacdo tridimensional &:

i %
£ij © ‘:'2' (gij gij} (3.3)

no qual, usando as aproximagoes (3.1) e (3.2),resulta em:

EaB - eSB * ei& {03] * eiB [93}2 (& k)
eys = €23 + ely (0% (3.5)
€3 = egs (3.6)
onde
eag lz (agg = 34p) % (8,-0% *+ 35.07, U?a'ﬁfs) (3:7)
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o 1 = Ho = 5l , =1 =o
ey3 = ; (aS‘U,a + aa.U + U 'U.u) [3.8)
R | 151 =1
ez aS.U ¥ ) 1 Ligh (3.9)
=1 @. ol s 5.0 - ¥ a0 - bl E,.00
af 2 a’ LB B o u LB B "u' T,
+0 5l =0 =1
+ U.a'd,ﬁ + U.B'U.a] (3.10)
1 .l = =1 = 3k =l =l
€5 = : [33-U‘a by 2,-U" + T LU (6.9 b
2 _ _1 quw= w1 b= =1 _ wl %1
€ug = 5 [bu au'U.B + bB au.U'u U.a‘U.S) (3.12)

4. Equagoes de equilibrio

0 trabalho virtual das forgas internas para um corpo
tridimensional & expresso por:
TVI = i ot Segj AVt (1,5 = 1,2,3) (4.1)
V*
onde ¢) & o tensor tensio simétrico, €55 € o tensor defor-
magao e V* denota o volume do corpo deformado. A  equagao
(4.1) pode ser reescrita como
33

h _ af al
TVI J (o GEaB + 20 65&3 + g 6533) dv* (4.2)
Vi

Introduzindo as equagoes (3.4) a (3.6) em (4.2) levan
do-se em conta as relacoes de U° e U, obtém-se

- af =0 770 aff  — 0 =
TVI [ D{N (aa + U.m)°5U.B + M ((au + U'm}.ﬂ a
S *

— 7o af —a A L I iy T A
+ 83,8'6 U‘a] + B 33,3'5 83.8 +.8 {aa + U,u)'6 ag +
s B Ty v Py o Eg v T AT P°.633)as®

...(4.3)

0, - - - . - =
onde S * e a area da superficie de referencia deformada e a
seguinte notagaoc € usada
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0 trabalho virtual das cargas atuantes nas superficies
externas, Te’ e o das forcas associadas as condigoes de con
torno, Tc‘ (fig. 4.1), sdo respectivamente:

- = 70 > - *
TVI:\'\3 [ Tc{ﬁ U~ + 07 6 a%]e ds (4.5)
S*
. _ = =0 A - ¥
T\.EC ’ Tc[6 (T - e ag]C ds (4.6)
S*

onde o subscrito (e) e (c) refere-se a superficie exterior
e ao contorno,respectivamente.
Superficie _exterior "
] Carga Te por unidade
de drec exterior

Carga T¢ por unidode
de drea s*

Fig. 4.1

A expressao (4.5) pode ser transformada para superfi
cie de referéncia:

R _ _
TVE = /—E T (6 T° + o> & 33) ds°* 4.7)
& So. a*

Denotando por n o vetor unitdrio normal a S* e por C o con
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torno da superficie de referencia, a equagido (4.6) & rees-

crita:
o
TVE_ = [ [ T.(s 0+ a8 ag)(n.(a; x ay)) 9@ ge% ac
3 a dc
S*'g
et 2 B
Pelo principio dos trabalhos virtuais tem-se
TVI = TVE = TVEe * TVEC (4.9)

no qual, como ndo foi imposta nenhuma condigado de vinculo,
todas as variagOes estaticamente admissiveis que aparecem
nesta expressao sdo independentes.

Das equagdes (4.3) a (4.9), obtem-se as equagbes de
equilibrio

Ba — =0 ag — o = =
[N {aﬁ + U.B) + M 35,8 + 8 ail;a + Jg;?a‘ Ie = 0 (4.10)
B = o af —. B = a,— =0
[M* (@, +0%,) + B* 35 _ +Q a;];ﬁ - M@, + T )+
+ QCl a* I Yg*/a* 03 o= 0 (4.11)
3, e e

onde (;) denota diferenciagao covariante no estado deforma-
do e ambas as equagOes possuem somente 3 componentes nao nu
las.

As condigdes de contorno associadas com as equagoes
(4.19) e (4.11) sdo, respectivamente,

(%G, T%) « w8 g, + 5% @y, -
o
= -Te[i.[E; X Eg)lgg— de> ou T° prescrito (4.12)
% dcC
in
af = =0 af — g = =
(M {aa + U.a} + B ai’a +Q ai)uﬂ 34
= T G3I_ A e ]deu d@3 o it
= ? ' n.(aa X 33) EET ou a; prescrito
9

onde Vo € o vetor unitario normal a curva de contorno da su
perficie de referéncia S°+.
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5. Equagodes de compatibilidade

Para a obtencgdo das equagdées de compatibilidade pode-
se utilizar o teorema de Riemann para o qual, desde que o

espago seja plano, os tensores Biq © g;j sao fungGes nao ar
bitridrias das coordenadas e deverao satisfazer as seguintes

equagoes:

R =0 e R

ijke = 0 (5:1)

ijke

onde (5.1) sao os tensores de Riemam Christoffel cujas ex-
pressoes sao, respectivamente,

- = m m

Rijke ™ Tsei,x = Tiki.e * Tyjxm Tiz © Tjenm Tik L5-%)
* —* _*p * wp My *p I

Rijke =T eik ~ Tikie *"Tixm Tie ~"Tiem Tik (5:3)

i X - ko ke
Pis =5 @ik,5 * Bjk,i ~ Big,x) Tij = & Tizp  (5:4)
0 tensor métrico do sistema deformado ¢ expresso em
termos do tensor deformagao e do tensor metrico do estado
indeformado por
grt) = ez gl ik e, v g (545
Utilizando as equagdes (5.4) e (3.2) para calcular simbolos
de Christoffel deformado, tem-se:

"Papg ™ Typn T Rt SRy T %924 (567

P ter T * B

jki jki (8.1

jik ¥ ®ki.j T fjk.i
Os simbolos de Christoffel de segunda espécie sao cal

culados a partir de (5.4) e (5.5) resultando:

ko _ 2 gks ng

(To:p *

ij2 % Fie,j t %ye,i  Fij,p)(eged ¢

te o legp 5t Eie T EiLe) [Riiy
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Multiplicando (5.6) por (5.8) e fazendo troca de Indi
ces, tem-se:

"Tikm *Tie = Tis Tigm * Ti2C5mk * Cxm,j ~ Sikom) -

- ngs gpr Esru‘ifp * E1p.£ k: EZp i” Elﬂ,p](rjkm : EJm.k *
' fxm g~ Ejk,m] * gmp(Eip, * eR.p,i - Eii.p)(rjkm ! Ejm,k+
Y Ckm,j cjk,m] (594

Substituindo a equagao (5.9) e as derivadas de (5.6)
e (5.7) com relagao a k e £, respectivamente, na equagao
(5.3) e fazendo uso das relagoes (5.1), obtem-se:

m
[Ejk,if. * Ef}i.jk - Ejt,ik e Eki.jf) + ril’.(sjm,k + Ekm,_j
- = 8 & ms _pr
€5kom) " Tik(Sjn,e* €em.j " Sje.m) * 28 8 Egp

(Cixp) Tiom * €jm,e * €om,j ~ Sje,m)) * Tjem) (B5p 0 *

_ _ ms pTr
*eap,i T Sin,p) T 28 8 B (M) (Pspm * €5mx *
* fkmyj T Sjkom) T Tjkm) Eipoe * Sep,i T Gie,p) *
mp ) ) N
* 8 (55n 0 Y Cop i % %5, Tikm ~ Sjmk ¥ Skm,j T Sjk.m)

_ P ) iy .
£ (5n k" Skp.i ~ Cik,p) Tjem * Sjm,2 * €tm, i Sje,m)° O

... (5.10)

A equagao (5.10) juntamente com a identidade de
Bianchi |3]

Rkemn:p * Ricenpin * Riepmin 7 0 (5.11)

constituem as equagoes de compatibilidade em termos das com
ponentes do tensor deformagdo da superficie de referencia.
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6. Equagdes constitutivas de um solido elastice iso-

tropico

De acordo com a teoria do estado natural, um lorpo

perfeitamente eldstico e isotropico, possui uma fungZ den-
sidade de energia ¢ da seguinte forma |3|

o = g(e, 1., 1

3% Tgi (6.1)

onde 6 (i = 1,2,3) sao coordenadas referidas a um certo es-
tado de referencia e Ii(i = 1,2,3) sao os variantes de de-
formagao definidos por:

o b s el L Eve ¥ n T
L= K Ty = K = Kp)i Iy = 2(K] - 3K) Ky + 2K)  (6.2)

1 2 3 1 =2
onde
= otd - gip iq. o g PN RE
K= g cij’ K= g 'g ‘ijepq‘ K3 888 155 5kEqr (6.3)

A relagao entre o tensor tensio ¢'J e o tensor defor-

magao €53 € obtida da seguinte forma:

ad

o By

ot

UlU

onde Py = pYg*, p = densidade (6.4)

A equagdo (6.4) foi introduzida por Boussinesq (1870-
1872). Derivando parcialmente a relagao (6.1), resulta

30 _ 238 L3 pe

de; ; al. de. . ED
i 1 ij

3l
2 Lo

2 aeij 3[3 aaij

313

(6.5)

Usando as expressoes (6.2) para os invariantes, tem-se

3T i
L. o gtd (6.6)
dE . .
ij
31 . _
- ij ip _iq
=1 < sy VB o 6.7)
e, 1E 0 TE T
ij
51 .
=1, 8- 1P g )
agij 2 1 pa

+@P gd g5 e e ) (6.8)
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consequentemente
3 - ij ij _ _ip _iq
—— =G g Gy g - g g )]
1] .. ; 4
1 1
$ C3[(12 g x Il[g P ng Cpq) +
+ (g'P gla gkr ok Eqr)] (6.9)
onde
e, =8 =2 g .2 (6.10)
al a3l 3l
1 2 3

A expressdo (6.4) pode ser reescrita na seguinte forma:

Q
[
L]
1]
I'o
[+%]
=]

- & e, g™ s g0y g -
o aE:ij Po

ot

- - g1P gJa qu} y CS[IZ gid - Il(glp gl qu) +

i j k
+ o+ (g P ng g x Epk Eqr)]] (6.11)
Considerando ¢ como uma fungao analitica das deforma-
¢oes, ela pode ser expressa como uma série de poténcia dos
invariantes de deformagao e portanto
C,=—=2¢C B I

I (6.12)

T ;W .Y
1 =% ©3
onde T,W,Y = 0,1,2,..., e a soma dos indices fica subenten-
dida como sendo aquela que nao aparece repetida.

Com C3 dado por (6.12), tem-se

3 = 2 T W-1 Y
;;_ = ;}— WCTWYI1 12 184 (6.13)
2 3
e integrando resulta em
_ W T W-1 [Y+1 T ;W
C2 = - CTWY I] I2 I3 + DTW I1 12 (6.14)

onde o segundo termo do lado direito da equagao representa
uma fungdo arbitraria de integragao. Similarmente, com o re
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sultado (6.14) obtem-se

aC 8C : :
el el I, T (B L« Y 10 A
311 312 Y ¥ 1 =
e integrando obtém-se
T: i T=1 W ¥+l T T-1 W+l T
G = Cics I Ia 1 ¥ — Doy I I + E. I (6.16)
1ML 2 Tz hmh R B

onde o terceiro termo do lado direito representa uma fungao
arbitrdria de integragao.

Com base em (6.13), (6.14) e (6.16) o tensor tensao
(6.14) & novamente reescrito como:

ot) - i; [(;{; Cyy 17 13 1570 ¢ ;%; Dpy Iy 0 T3
* Dy IE IgJ(Tl gll - gld gia €pq) *
# G 1] Ig 1§(12 A = Il(gip g epq) *
+ giP gjq gkr Epk Eqr]] (6.17)

As equagbes constitutivas em termos das tensoes sao
obtidas substituindo a equacao (6.17) em (4.4).

7. Conclusoes

As equagoes obtidas se reduzem ds apresentadas por via
rios autores quando sdo introduzidas as respectivas hipdte-
ses simplificativas.

Assim, as relagoes tensoes-deformagoes (3.8) a (3.12)
quando utilizada a hipotese de Kirchhoff-love se reduzem as
equagoes apresentadas na ref. |5|. Alem disso, quando € to-
mado no sistema de referéncia para o estado deformado a ter
ceira componente Eg como produto vetorial das componentes
tangentes a superficie de referencia deformada, estas rela-
goes se reduzem as apresentadas na ref. |6].

Utilizando as equagdes de equilibrio de Naghdi |4],0b
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tidas por processc diferente do aqui apresentado,Birickoglu
e Kal ins |1| chegaram s equagdes, que a menos de notagdes
sao iuenticas as relagoes (4.10) e (4.11).

Linearizando as deformagdes na relag@o (5.12) obtem-
se, a menos de notagao, a equagao (4.13) da ref. |2].

Desenvolvendo as relacoes (4.1) da ref. |5| em termos
dos invariantes do tensor deformacgdo chega-se as equagdes
constitutivas (6.17) apresentadas neste trabalho. Supondo a
hipotese de Kirchhoff-Love e adotando as seguintes hipdte-
ses linearizadoras

Cp ==X +26-a(3X + 26)(T - T)
o]
311
g, = 22 o g & c. = 22 g
¢ g1 > a1
2 3

nas qiuis A e G sdo, respectivamente, o coeficiente de Lamé
e modalo e cisalhamento, e a o coeficiente de expansdo tér
mica, rs ~cquagoes (6.11) se reduzem ds apresentadas na ref.
|4].
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SUMMARY

Although substructuring technique and finite element mesh-grading
schemes have been utilized independently in computer structure analysis
within the elastic range, no evidence exists in the literature of their
simultaneous use, especially in the inelastic range. A joint applica-
tion of the two techniques using elastic-plastic finite element analy-
sis is presented in this paper. It is shown that the two can be ap-
plied together quite successfully and may even lead to some savings of
computational effort.

SUMARIO

Duas técnicas de anilise estrutural através do computador ele-
tronico tém sido utilizadas independentemente dentro da zona eldstica-a
técnica de separagﬁo da estrutura em partes e a técnica de "mesh
grading" através de elementos finitos. A literatura técnica, todavia,
ndo mostra evidéncia alguma da applicagdo simultdnea destas duas téc-
nicas, especialmente através da zona inglastica. Neste trabalho elas
sao apresentadas em conjunto, pela utilizagdo da analise por meio de
elementos finitos nas zonas elastica e plastica. Esta ap!icagio con-
junta pode ser muito bem sucedida, causando inclusive alguma economia
no uso do computador eletronico.
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INTRODUCTION

Since the substructuring technique was introduced in 1960's for
the solution of aerospace structures having large degrees of free-
dom [1], many refinements and variations of the technique have been
reported in the literature [2-6]. The major effort in all of these
studies has been to device ways to reduce the number of unknowns that
must be retained in the computer memory during the solution process
and to develop an ability to solve very large structural systems with
relatively small to medium in-core capacities of the available com-
puters.

Another topic that has recently attracted the attention of in-
vestigators working in the area of finite element analysis concerns
the development of efficient mesh-refinement or mesh-grading
schemes [7-8]. The objective, in this case, is to rapidly change
the element grid size from fine in the area of high stress gradient
to coarse in areas where stress changes are small. This has been
accomplished by creating special grids in which edges common to
neighboring elements do not necessarily have same lengths. Conse-
quently, intermediate nodes, called 'interface points', are generated
on sides of larger elements. Displacement field assumed in the large
element is enforced at the interface points leading to constrained
equations for the smaller elements [7]. In another scheme, modified
quadrature formulas to numerically integrate discontinuous functions
in a larger element arising out of the individual displacement func-
tions of the two smaller elements with the common side have been
proposed [8].

The use of the substructuring technique in conjunction with the
mesh-grading scheme for elastic-plastic finite element analysis is
presented in this paper. It is shown that both techniques can be
applied together quite successfully and their use may reduce the
computational effort by 15-20% in addition to substantial reduction
in the requirement of computer storage.

THE SUBSTRUCTURING CONCEPT

A continuous structure is idealized first by using the desired
number of regular elements, the so called 'parent' elements. In a
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region of the structure where greater accuracy is desired, each parent
element is subdivided into subelements by defining additional nodes
within the parent element. Such a parent element may be called a
'superelement' or a 'substructure'. These additionally created nodes
are designated as 'internal' nodes and do not appear in the equations
of the total structure due to the condensation of the stiffness matrix
with respect to the internal degrees of freedom. This procedure of
mesh refinement by substructuring or superelement technique can be
continued for as many levels as desired at any part of the structure.

The stiffness matrix for the parent element at any level of
substructuring is obtained by a systematic addition of the indivi-
dual stiffness matrices of the subelements at that level and the de-
sired elimination of the corresponding internal degrees of freedom,
as shown in Fig. 1. This procedure leads to a structure stiffness
matrix with relatively small number of degrees of freedom even if an
extremely refined mesh has been used in some parts of a structure.
The elimination of the internal degrees of freedom can be achieved by
the standard reduction schemes known in the theory of matrix struc-
tural analysis. The resulting matrix equations relate the external
nodal loads directly to the external nodal displacements. After the
problem has been solved for the external nodal displacements, the in-
ternal nodal displacements can then be calculated easily.

For the example problems presented in this paper, 2-level super-
elements were utilized in the development of the computer program. A
2-level superelement is a parent element with the entire element, or
certain areas thereof, refined twice by the substructuring technique.
An example of a finite element mesh with superelements is shown in
Fig. 1, in which element 'A' is a 2-level superelement and element
'B' a 1-level superelement

A MESH-REFINEMENT SCHEME

In a finite element grid, the elements are usually so arranged
that when two elements have a common edge (or surface), that edge is
common to the two elements over its entirety. Another arrangement,
in which the edge of one element coincides with the edges of several
adjacent elements, is also possible. This scheme permits the refine-
ment locally in a finite element mesh without the unnecessary
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I7 Basic Elements
2 Super Elements
28 Nodes

—g

Basic Elements Superelements

g = 1

b= 1
° x i
External Nodes Interfoce Nodes X Interface Point
Fig. 2 Finite Element Mesh
Fig. 1 The Substructuring Concept with Interface Point

refinement throughout the body. The basic idea of mesh-refinement is
to enforce either compatibility or equilibrium at the interfaces of
adjacent elements which leads to constrained equations. Such con-
strained equations can be handled easily in the theory of matrix struc-
tural analysis.

A concept, called 'the interface point concept', for constant
strain triangular elements is presented in this paper in which com-
patibility of displacements along the interface boundaries of adjacent
elements is enforced. The resulting constrained equations and the
corresponding modification of the stiffness matrix can be given as
follows:

Modified Nodal Displacement Vector for an Element

As an example, consider a finite element-mesh shown in Fig. 2
in which node 5 is an interface point. To maintain the compatibility
of displacements along the interface edge 4-5-6, the nodal displace-
ments at node 5 are a Tinear combination of the nodal displacements at



nodes 4 and 6, which may be given as
Ug = a uy +b ug o
v5 =av, +b Vg
where a and b are length ratios indicated in Fig. 2, and u and v cor-
respond to x and y directions, respectively. Interface point 5 can be
considered as a dependent node whose displacements may be expressed in
terms of the corresponding displacements at the two independent nodes
4 and 6 located at the ends of the interface edge 4-5-6. The nodal
displacement vector for element B with one of its vertices at the in-
terface point 5 may, therefore, be written as a function of the inde-
pendent nodal displacements as

ug 1 000000 Uy
u; 01 000TO0 Uy
ug ) a 0b 0O0OTO ug (2)
vy 0 001 00 Va
vy 0 000100 vy
Vg 0 0 0 0 0 bj{vg

which is the resulting constrained equation. This equation may be
expressed in a symbolic form as

{6} = [T] (&'} (3)
In Eq. 3, {8} is the original nodal displacement vector, (&'} is the
nodal displacement vector in which the displacements of the interface
point 5 have been replaced by the independent displacements at nodes 4
and 6, and [T] is a transformation matrix.

Modified Nodal Force Vector for an Element

Since interface points are dependent nodes, nodal loads acting
at these points can also be replaced by a set of nodal loads acting at
the connecting independent nodes. This may be achieved by equating
the virtual work done by the nodal loads in the two cases which leads
to

7'} = M) (4)
in which {F} is the original nodal load vector of an element and {F'}
is the modified vector of nodal loads acting at independent nodes.
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Modified Element Stiffness Matrix

The expression for the stiffness matrix {k} of a constant strain
triangular element is standard and may be given as
K} =t ﬂ[B]T[D][B]dA (5)

in which t and A are the thickness and area of the element, respec-
tively. The strains {e} in the element are related to the stresses
{c} by

{o} = [D] {e} (6)
and to the nodal point displacements {8} by
{e} = [B] (&} (7)
In Eq. 6, [D] for a plane stress elastic case is given by
1 v O
=L,y 10 (8)
-\

The modified element stiffness matrix for element B, which relates the
forces {F'} at the independent nodes 4, 7 and 6 to the corresponding
displacements (&'} at these nodes, is obtained by equating the extemal
virtual work in terms of {F'} and {§'} to the internal virtual work,
in which stresses and strains have also been expressed in terms of {F'}
and {&'}, to yield after simplification

'y = MKICTT 6"y (9)
in which [T]T[K][T] is the modified element stiffness matrix. Equa-
tion 9 is the most general equation for the application of the inter-
face point technique for an element in the mesh-refinement scheme.

SOLUTION SCHEME

To obtain the solution of a planer structure within the elastic
range by the standard finite element method, element stiffness mat-
rices of the type given in Eq. 5 are systematically added to obtain
the stiffness matrix of the complete structure. This leads to a set
of linear equilibrium equations, solution of which yields the values
of the unknown nodal displacements of the total structure, and conse-
quently the nodal displacements for each element. The element strains
and stresses can then be calculated using Eqs. 7 and 6, respectively.



If the structure has been subdivided into various substructures,
then the equilibrium equations are expressed in terms of the loads and
displacements of the external nodes only and are solved for the un-
known nodal displacements of these external nodes which are then used
to find the displacements of the internal nodes. The procedure for
finding the element strains and stresses remains the same.

If the mesh in the finite element model contains 'interface'
points along the common boundaries of some largz and small elements,
then the modified element stiffness, given by [T]T[k][T], is used
for an element with an interface point as one of its nodes to compute
the stiffness matrix for the complete structure. This stiffness
matrix relates the forces at the independent nodes to the correspond-
ing displacements at these nodes. If the substructuring technique is
also utilized, then the equilibrium equations involving independent
nodes are further separated into those expressed in terms of the ex-
ternal nodes and the internal nodes as described in the previous
paragraph. Nodal displacements, element strains and stresses can be
calculated as before.

As the load is increased, the structure reaches its elastic Timit
at the initial yield load. The relationships between stresses and
strains in the plastic region become a function of the existing values
of stresses and can only be defined in the rate form. The solution of
the equilibrium equations must then be obtained by the incremental
technique, in which the structure stiffness matrix is redefined at
every load increment by substituting the appropriate plastic stiffness
matrices for the yielded elements. The incremental stress-strain re-
lations within the inelastic range may be written as

{do} = [DP] (de) (10)
which are utilized in place of Eq. 6 in the development of the ele-
ment stiffness matrix and calculation of stress increments in a
plastic element due to an increment of load. The solution at a given
load level is obtained by summation of the various piecewise-linear
incremental solutions. The plastic stress-strain matrix [DP] in
Eq. 10 has previously been developed by Yamada et al. and may be
found in Ref. [9]. The substructuring and mesh-refinement techniques,
described earlier for elastic analysis, are also applicable for each
load increment within the plastic range.
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The solution of the incremental form of the equilibrium equa-
tions, in general, poses no problems. However, due to the presence of
the nonlinearity in the system, the final stresses in the plastic ele-
ments do not satisfy the yield condition exactly unless special
schemes, such as Newton-Raphson iteration technique, are employed.
Since this technique is well established and is documented elsewhere
[10], it will not be described in this paper.

EXAMPLES

In order to demonstrate the application of the substructuring
and mesh-refinement techniques, finite element models of two struc-
tures subjected to a monotonically increasing loads were analyzed.

The first model, which consisted of a disk resting on a rigid surface,
was made of a coarse mesh with interface points and was selected for

a verification of the proposed technique. The second model of a
notched tension specimen, on the other hand, had a much finer mesh

and was selected without interface points so that a comparison of the
computational effort with and without the use of the substructuring
technique could be assessed. The details of these two examples follow:

Example 1

The finite element model of a disk with 2-level substructuring is
shown in Fig. 3. The disk is first divided into 68 parent elements
with 51 nodal points. Elements 1,2 and 3, shown with hatched lines
around the contact point B, are superelements and the rest 65 elements
are of the constant strain triangular (CST) type. Superelements 1
and 2 each consist of 2 CST elements C and 2 sub-superelements, Q and
T, respectively. Sub-superelement Q is further subdivided into 8
CST elements, while sub-superelement T consists of 10 CST elements.
Superelement 3 has been divided into 8 CST elements and 1 sub-super-
element S at Level-1, and this sub-superelement is further subdivided
into 12 CST elements. In this example, sub-superelements Q and T
have two and four interface points, respectively. The material used
is assumed to have a linear strain-hardening property defined by the
slope H' of the equivalent stress vs. the plastic strain curve equal
to 0.032E. The disk is subjected to a monotonically increasing con-
centrated load P at the lowest point B of the disk which is also
supported at the center.
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Fig. 3 Finite Element Model of the Disk

For convenience, the load may be expressed by a non-dimensional
parameter p = P/&h.d.t.).in which % is the initial yield stress of
the material, and d and .t are the diameter and the thickness of the
disk, respectively. The initial yield for the disk occurs in the
lowest element, denoted as 5 in substructuring Level-0 in Fig. 3, at
p = 0.0183. The load is increased gradually and the problem solved
in a piecewise-linear fashion, as described in the earlier sections,
without any particular difficulty. Plastic zones grow gradually around
the contact point with increase in load and the loading is stopped at
p = 0.0502.

The complete model of the disk consists of 77 nodal points, of
which 12 are interface points and 14 are internal nodes. Consequently,
elimination of these nodes in the substructuring technique leads to a
problem with 51 external nodes and 102 degrees of freedom. The solu-
tion of this model is obtained on an IBM 370/165 computer and the
average CPU time per iteration is 1.3 seconds. Generally, one Newton-
Raphson iteratjon is required to complete a load increment.

Example 2

The second problem consisted of a notched tension specimen with
fairly fine mesh near the minimum width of the specimen. The motiva-
tion in this case was to investigate whether substructuring in elastic-
plastic analysis requires any significantly additional computational
effort due to the iterations that are necessary to satisfy the yield
condition for yielded elements. These iterations are performed using



D-153

the modified Newton-Raphson technique. The notched tension specimen
is also analyzed without using the substructing technique and the com-
putational efforts for the two cases are compared.

=

Substructuring Substructuring Complete Mesh
Level 2 Level |

Fig. 4 Finite Element Model of the Notched Tension Specimen

The finite element mesh, in this case, is shown in Fig. 4, and
the corresponding element and nodal point data is given in Table 1.
As can be seen from this Table, the 2-level substructuring reduces the
number of unknowns from 316 in the case of a model without substruc-
turing to 180 with substructuring. The half band width of the total
Table 1. Element and Nodal Point Data of Example 2

Without Substructuring With Substructuring

Total number of CST elements =272 Level 1

Total number of nodes =158 Total number of superelements = 22

Half band width = 52 Total number of nodes =107
Level 2
Total number of superelements= 8
Total number of nodes = 90
Half band width ' = b2

stiffness matrix, on the hand, still remains the same. The require-
ments for storage of the stiffness matrix are reduced from 16,432
locations to 9,360 locations, almost half the initial requirement.

The solution for this problem in the plastic range for a mono-
tonically increasing load is obtained for the two models using the
incremental technique described earlier. The initial yield occurs at
the notch root for both models and the two solutions remain identical
at higher loads indicating the stability of the proposed substruc-
turing technigue for elastic-plastic finite element analysis.
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It is of interest to compare the amount of computational effort
that is required for the two models. This comparison is shown in
Table 2, from which it is obvious that CPU time necessary for the solu-
tion using the substructuring technique is approximately 16% less then
the one when no substructuring is employed.
Table 2. CPU Time on IBM 370/165 for Example 2

Total number of load increments =17
Total number of iterations =23
Therefore, total number of solutions = 40
Without With
Substructuring Substructuring
Total CPU time 213.7 sec 182.1 sec
CPU time per solution 5.34 sec 4.55 sec
CONCLUSIONS

From the solutions obtained for the two examples in the pre-
vious section, it may be concluded that the substructuring technique
can be successfully employed in conjunction with the 'interface point'
mesh-refinement scheme in elastic-plastic finite element analysis. A
joint application of the substructuring and mesh-refinement schemes
permits the analyst to select an extremely small mesh size near the
point of interest in a problem and expand it easily to a coarse size
without using the unnecessary large computer storage that would be re-
quired without substructuring. In addition, the use of the substruc-
turing technique in elastic-plastic analysis leads to some savings of
computational effort.
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Sumario

E apresentada uma descrigao do processo computacional
do Programa Analisador Dinamico de Cascas (PADCAS) compos-
tas de subcascas uniaxiais de revolugao, reforgadas por a-
néis circulares e/ou nervuras longitudinais. Cada subcasca
tem para geratriz da superficie de referencia uma fungao a-
nalitica e o seu conjunto constitui uma fungao seccionalmen
te continua. Inicialmente uma solugdo aproximada € obtida a
traves de principios energéticos e empregada, em seu refino
usando uma generalizagao do processo iterativo de Vianello-
Stodola.

summary

In this work, the computational process used by the
Shell Dynamic Analysis Program (PADCAS) for the determina-
tion of the frequencies and vibration mode functions of
shells of revolution stiffened by reinforced rings and/or
longitudinal strings, is presented. The reference surface
generator, for the whole shell, can be a secctionally con-
tinuous function. Initially an approximated solution is
obtained by energetic principles and used in an iterative
generalized Vianello-Stodola process.
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1. Introdugido
Este trabalho descreve o processo utilizado pelo

PADCAS, para determinagao da solugao estatica e/ou dinamica
de estruturas constituidas por uma sucessao uniaxial de sub
cascas de revolugdo reforgadas por anéis circulares e nervu
ras longitudinais. Cada subcasca podera ser modelada por um
conjunto de elementos finitos curvos, do tipo ortotrdpico

ou sandwich, especificado pelo usuario. As subcascas apre-
sentam ou nao continuidade de forma em suas interligacgoes.A
fungao meridiano em cada elemento de cada subcasca apresen-
ta uma forma quadratica, o que permite a continuidade da
funcdo e suas derivadas através das interfaces dos elemen
tos.

2. 0 metodo de solugao

A casca & representada por N elementos finitos de for
ma anular de geratriz curva e comprimento £ .0 qual a confi
guracdo deslocamento € aproximada por uma coibinagao linear
de oitu fungoes linearmente independentes de modo a existir
uma currespondencia biunivoca entre os coeficientes da fun-
gdo, ws (i = 1,8) e os deslocamentos e rotagoes das inter-
faces dos elementos, i. €, os ui's podem ser expressos em
termos das tres componentes do deslocamento e da rotagao me
ridional nos contornos dos elementos. Todas as condigoes de
compatibilidade sao automaticamente satisfeitas se as 4%
(N+1) componentes do deslocamento do contorno sao seleciona
das como coordenadas generalizadas.

0 uso do método do elemento finito, com as coordena-
das generalizadas dadas pelas componentes do deslocamento
de sua interface, tem sido empregada por pesquisadores usan
do solugoes standard tais como Cholesky-Givens, rotagoes pi
votais de Jacobi, etc., entretanto este procedimento & limi
tado por um aumento de tempo computacional e por problemas
de precisao numérica para valores grandes de N, sendo por-
tanto restrito a problemas de autovalores de pequena ordem.

A formulacgdo aqui apresentada & uma variante da técni
ca de solugdo usada no PROASED - Programa Analisador Dinami
co de Sistemas Estruturais |1

. Na solugdo para o J-ésimo
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modo, .ssociado com um numero de onda circunferencial, o es
tado d: casca € caracterizado pelos coeficientes de J confi
gurago s deslocamentos total da estrutura, dos quais os J-1
primeiros sao aproximagoes mais precisas, previamente deter
minadas, dos J-1 primeiros modos e a J-ésima fungio € a a-
proximagao da J-&sima forma modal. A maior frequéencia, solu
gao do problema de autovalores de ordem J, fornece uma apro
ximagdo intermediaria do J-ésimo modo, a qual & usada no

calculo da carga estatica equivalente e, atraves desta, uma
nova aproximagdo melhorada do J-ésimo modo € calculada. Es-
te processo & repetido até a obtengao da precisao desejada.

As funcoes configuragdo-deslocamento de toda a estru
tura sao determinadas por uma combinagao linear de configu-
ragoes de cargas ou deslocamentos especificados pelo usui-
rio. A condigao necessaria e suficiente para que a solucgao
convirja para uma determinada forma medal € que as cargas
especificalas contenham uma participacao do modo desejado,e
a sua convargencia & tanto mais rapida quanto maior for a
participagio deste modo nas fungoes deslocamento associa-
das as carjas especificadas.

A repetigao do processo iterativo descrito acima re-
quer a determinagao da configuracao deslocamento, D, asso-
ciada a uma configuragao de carga P. Essas solugdes sao ob-
tidas atraves da superposigao da configuracao deslocamento
da estrutura como um todo, quando se vincula todas as inter
faces dos elementos, D', com a configuracdo deslocamento,
D", obtida aplicando nos contornos dos elementos com inter-
faces nao vinculadas, exceto condigoes vinculares de contor
no, a configuragdo deslocamento produzida pela configuragao
de forgas fixas de contorno com o sinal trocado.

Designando por (fig. 1)

*

fam)

xt = (S, B3] = [ul,. w3, U3, i, f] (2.1)

+ +
aw Sam Ty T

m ~3m
os vetores de estado nas faces origem (-) e término (+) do
m-ésimo elemento,no qual os quatro primeiros elementos sio
componentes do vetor deslocamento U e os quatro ultimes as
componentes do vetor tensao resultante, tem-se
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Componentes do vetor deslocamento Um

o

Fig. 1 - Componentes do vetor estado da face termino do m-
esimo elemento.

i 2
X = T X ¥ Q (2+2)

onde Tm e uma matriz de ordem oito cujas submatrizes de or-
dem quatro sao determinadas em fungao das submatrizes de
mesma ordem da matriz de rigidez intrinseca, K, do m-esimo
elemento por

=M _ m -1 ,m
Ty = - (Kp) 7Kgy
=M m -1
Tyz = (Xg5)
(2.3)
=m 1

m o _om _ om oom =1
21 = K31~ Kaa(Kyp) Ky

=m m m -1
Ty = Ky (Kyp)
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e Q € o vetor definido por

=M _ m -1 &+
G1 [KIZ] Fm
(2.4)
=m _ .m m -1 - =+
Gy = Ky (Kyp) ~ By * Fy

sendo f; e f; os vetores forgas atuantes nas faces origem e
término do m-esimo elemento sujeito as forgas de superficie
e com bordas fixas. A matriz T e o vetor Q sao denominados
matriz de transferencia e vetor carga, respectivamente.
Compatibilidade de deslocamento e condigdes de equilil
brio da (m+1)-ésima borda comum ao m-ésimo e (m+l)-ésimo e-

lemento fornecem, respectivamente,

+ -
Ut o= U (2.5)
+ g + i
Fr+Fo + KU +3 =0 (2.6)
onde fm+1 € a matriz de rigidez definidora da influéncia de

um anel de reforgo situado na (m+1)-esima borda e §m+l € o
vetor carga externa aplicado ao anel.
Denotando por
I, c] 5]
R = e S = (2.7)

m+1 —zm+1l
- Iy Sm+1

as equagoes (2.5) e (2.6) podem ser combinadas em

xm+1 B Rrn+1 Tm Xm * Rrn+1 Gm : sm+1 (2.8)
As quantidades XI e X;+1 sdo especificadas como condi

coes de contorno nas faces extremas da casca, e a partir da
face inicial pode-se escrever com

G (z.9)




D-161

Ky = T2 Ty Xy + TZ[GI + Sz} + (G2 + 83)

3 171
o T W, 0, 8D e B W08, v B) ¢ NL08 B0 6+ B
R m _oom-1 m
wer ™ Gl T i R PR T Baad * e e
s N . N-1 m
X = (N0 TOX, + L ( I T.}(Gy + & Y + (G + G )
ner T G0 TR T 0 G T T P N T Onel
e (2.10)
A 0ltima equagdo (2.10) € compactada em
Y=AX, +B (2.11)

Seja P a matriz representativa da permutagao que reor
dena o vetor ?1 de tal forma que p grandezas conhecidas apa
regam nas p primeiras posigdes. Similarmente P, reordena o
vetor Y com grandezas conhecidas nas q primeiras posigoes.

Entao com
X = Pl Xl = P2 X
A= P2 A P1 e B = P2 B [2.12)
tem-se
Y A A X B
Y=AX +E —» {’ Cl - 21 M (% ‘ I I (2.13)
\ Ya Ad1 g | %a L“z
4
de onde resulta
& a1 = =
Xd AlZ(YC All Ic Bl) (2.14)
Y= App X % Ay, Xy * By (2.15)

Assim, calculados xd e Yd usando as condigoes de con-
torno extremas forma-se Xl e atraves das relagoes (2.10) de
terminam-se os vetores dc estado X, para k=2, n.
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3. Estrutura do programa PADCAS

Foi codificado em FORTRAN IV um programa digital para
a4 implementacgao do processo descrito anteriormente. A figu-
ra 2 apresenta a sequencia de subprogramas que n PADCAS
utiliza na solugdo das fungoes modais de vibragoes livres.A
finalidade de cada um desses subprogramas € sumarizada abai
X0.

A subrotina LEDADO le o cartdo de controle geral, as
propriedades geométricas do meridiano das subcascas, as pto
priedades mecanicas das subcascas, dos anéis e das nervuras
longitudinais, o numero aproximado desejado de elementos em
cada subcasca, posigdo de anéis e vinculos especiais.

0 subprograma PROCED processa esses dados e determina
as submatrizes armazenadoras das propriedades geométricas
do meridiano (PRMERD), dos elementos de cada subcasca
(PRCASC), dos anéis de reforgos (PRANEL), das nervuras lon-
gitudinais (PRNERV), das condigoes de contorno (PRCONT), e
dos vinculos especiais (PRVINC). Além disso esse subprogra-
ma determina os enderegos do inicio de todas as submatrizes
as quais sdo armazenadas sequencialmente em uma matriz glo-
bal A (fig. 2), e constroi as matrizes de coordenadas ori-
gem dos elementos cascas (XSUB), o numero e o tamanho axial
desses elementos (NELE e XELE).

No subprograma CASCAM, as matrizes de rigidez e massa
de cada elemento (MRIGD, MMSS) sao construidas e armazena-
das em A. Similarmente sao construidas as matrizes de ten-
soes para os extremos do elemento (TENSA e TENSB). Quando o
espago reservado em A,para essas matrizes,se esgotar, o pro
grama as transfere para unidades secundarias de armazenamen
to (discos). De maneira similar, no subprograma ANELM, sao
construidas e armazenadas as matrizes de rigidez e massa
dos anéis e nervuras longitudinais (MRRIGD, MRMSS, MNRIGD,
MNMSS) .

0 subprograma SEQRED constroi as matrizes

m m
| (R 11 e I T.
s j=k+1 J

as reordena,de acordo com as relagoes (2.12) e as condigdes

vinculares da estagdo considerada,e as armazena em unidades




D-163

D C AS — PROGRAMA ANALISADOR DINAMICO DE CASCAS DE nzvom.uclto]

EEEEEF__SEE

[FRGCED | [CAscam] [ARELM | [SEQRED | ESTATC] ¥ 1 BRE ]
e (auToyT]
é
[CATAWE]
[ESTATE | [ENERE]

configurog8o da matriz globaol A

ErET=n =L T | I

evogzd . ulu[elalsg[els]e]8 BN .

Fodzox 2| 24| = rlz|E.-Z|elz|gi®!® w o plaia |

Ferrry o ol 2| &|5|F |z z|vwie v bk wlw wf® @ 3

antd x|z = |3 F|lr +|F F|F il | | |
L!.'_NQIN-J_ KREUMAX 20nMAX, AN, TBeJMAX 6w JMAX, 12sJMAX |

de armazenamento secundarias, MTRANS, para uso posterior.

Na subrotina CARREG sdo lidas as configuragdes de car
gas usadas no subprograma ESTATC para a determinagao das
configuragoes deslocamento compativeis, usando o© arquivo
MTRANS com o processo indicado nas equagoes (2.10) a (2.15).

Essas configuragoes deslocamento sao normalizadas na
subrotina de obtencio das aproximagbes iniciais, APINIC. e
utilizadas nas duas chamadas do subprograma DALAMB (fig. 3),
para a determinagdo das forgas inerciais equivalentes devi-
das aos aneis, se existirem, e ao elemento casca. Com essas
configuragdes de carregamento, o subprograma ESTATC determi
na as configuragoes deslocamento correspondentes e, nova-
mente, o subprograma VIBRA chama DALAMB para uma reavalia-
gdo das forgas inerciais. Com as configuracoes de forgas e
de deslocamentos a subrotina ENERG calcula as matrizes mas-
sa e rigidez generalizadas, as quais sdo utilizadas na sub-
rotina AUTOVT para a determinagdo das frequencias e modos
de vibracao |3].

No cartdo de controle geral da solugdo dinamica |3] o
usudrio fornece os nimeros maximos de iteracgdes, ITMX, de
modos desejados, MODMX, assim como a tolerancia de precisio
dinamica, DITOL. Apds calcular as formas modais da I-ésima



=405

V1 BRA

,/| IT_NE 1
woF :
29|k 2
L T b 8
z|5|s B oxi
| -
[aPINIC 4 ;-§ ®
AUTOVT | |E| = S5
o a
i {a]
[DALAMB 5 &
LENERG g w
[(paLamB ) -
w o
=3 =]
| ESTATC DALAMB | u =
<1

Fig. 3 - Fluxograma reduzido do subprograma VIBRA.

iteragdo para o M-ésimo modo € obtido o valor maximo das di
ferengas, ADF.

X(K.,M, I} - X(K,M,I-1), K=1, N

0 subprograma compara as variaveis IT e ADF, respecti
vamente, com os limites mdximos ITMX, DITOL, retornande ao
seu inicio se um desses limites for alcancgado.

ApGs alcancar a Gltima forma modal, o subprograma re-
torna ao programa principal para impressao dos resultados.

Antes dessa impressido, sdo escritos varios valores de
erros, tais como, erros energéticos maximos, erros no equi-
librio de-forgas nas diversas estacées e, também, nos diver
sos elementos, os quais constituem uma informagdo de gran-
de valia na verificagdo da validade da solugao.
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SUMARIO

A analise da distribuigao de densidades em corpos es-
féricos de grandes dimensoes € feita com base nas tensoes
geradas pela agao gravitacional, verificando-se que uma ex
pressao na forma eliptica para distribuigdo radial de mas-
sas especificas fornece resultados razoaveis para as pro-
priedades mecanicas no interior da Terra. Modelos para a
distribuicao de densidades dos planetas terrestres e Lua
sao propostos, baseados na hipotese de semelhanga para os
materiais dos niucleos densos. Os valores do momento de
inércia para Venus e Mercirio sio estimados.

SUMMARY

The analysis of the density distribution in large
spherical bodies was made based on the stresses generated
by gravitational action. It was found that an eliptical
expression for the radial density distribution gives
reasonable results for the mechanical properties of Earth
interior. Starting with this assumption, several models
for density distribution for terrestrial planets and moon
were proposed, based on the assumption of similarity of
core material of these bodies. The values of moment of
inertia of inner planets are proposed.
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1. Introdugao

Us dois parametros basicos que indicam a distribuicio
de propriedades mecanicas no interior de um planeta [1], a
massa especifica média p e o momento de inércia em relagio
ao eixo polar I = z ! R? (onde M € a massa, R o raioe z o
momento de inércia adimensional do planeta}._podem ser Ee-
terminados pela andlise da trajetéria de satélites ou Son-
das espaciais no campo gravitacional do planeta.

achatamento

regressao
dos nodos

Fig. 1. Massa e momento de inércia dos planetas: deter
minados pela anilise da trajetdoria de seus sa-
télites (periodo, semi-eixo maior da 6rbita, re
gressao dos nodos)

Além da composigao quimica e estrutura cristalografi-
ca, sdo importantes as propriedades elasticas dos mate-
riais bem como sua variagao com a pressdo [2]. De espe-
cial interesse € a relacdo K/p (modulo de elasticidade vo-
lumétrico/massa especifica), relacionada com as velocida-
des de propagagao das ondas mecanicas (ondas sismicas [3]),
bem como o valor 3K/3P que ocupa uma posigao de destaque
na analise do comportamento mecanico de materiais submeti-
dos a altas pressdes (P) [4].

A determinacao das tensdes geradas pela agao gravita-
cional auto-induzida no interior do planeta € proposta no
presente trabalho, inicialmente supondo o material elasti-
co e homogeneo e em seguida levando-se em conta a variagao
das propriedadeslmecénicas provocada por aquelas tensoes e
a presenca de um nicleo denso.
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Através desses resultados, estabelece-se um modelo de
distribuigdo de densidades para o interior da Terra que &
comparado com as informagcdes disponiveis através da Sismo-
logia. Testado o modelo, ele € entao aplicado aos demais
planetas terrestres permitindo que se faga uma estimativa
do momento de inércia e raio do nicleo pesado de Venus e
Mercirio, valores desconhecidos pelo fato desses planetas
ndo possuirem satélites naturais conhecidos.

2. Tensoes Devido a Acao Gravitacional

A agao gravitacional auto-induzida em um elemento de
massa de uma esfera maciga formada de camadas esféricas

Fig. 2. Tensdes geradas por agdo gravitacional em um
elemento em coordenadas esféricas

concéntricas, isotropas e homogéneas, provoca tensdes que,
levando em consideragdo as condigdes de equilibrio do ele-
mento, nos permitem escrever, dada a simetria geométrica e
do carregamento, que

dao
r"’q?r+2r(cr-cra}=Ger (1)

onde Mr € a massa do nilicleo interno de raio r.
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2.1. Tensoes Considerando a Esfera Homogenea

Para uma esfera homogénea com propriedades elasticas
constantes (caso simplificado para astros de pequenas di-
mensoes como a Lua, cujo valor do momento de inércia adi-
mensional z se aproxima do valor 2/5 correspondente ao de

uma esfera homogeénea) teremos p(r) = p , M, = % * V0 e,
chamando n = r/R , (1) se torna:

2 der 4 2 .2 .3

n —aﬁ‘-* zﬂ(ﬂr-06)=3‘ﬂ'bﬂ ] T-~a (2)

Para um material sem rigidez, incapaz de suportar ten
soes tangenciais (o que para esferas de grandes proporgdes
como os corpos celestes € uma hipotese razoavel tendo em
vista o fenomeno da fluéncia [4]), teremos um estado hi-
drostatico de tensoes (ar P -P) e obtemos, da integra
gao de (2),

P-%nﬁﬁ’ﬁ’(l—rﬁ). (3)

Para uma esfera com as dimensoes da Lua (R= 1.738 km e p=
3.344 kg m~* [2]), suposta homogénea, obtem-se para o cen-
tro:

i 11 -2
(P)pya = 0.0472 x 10" N n72.

Supondo, por outro lado, que nao ocorra o escoamento
do material e que este se comporte na fase elastica, a in-
tegragcao de (2), usando a Lei de Hooke para pequenas defor
magoes [7], nos leva a

. =2 n2 3-v AR
Ur 27 Gp°R m (1 n‘) (4)
= .5 -2 2 3-y - 1 +3 2
gq 2736 0* R qurry (1 - 4—=<1") ()

que aplicadas a Lua (para um coeficiente de Poisson v =
0,300) nos fornecem
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= 0,0364 x 10N m™2,

(Po)Lua

2.2. Tensoes Considerando a Variacao das Propriedades

Mecanicas com a Pressio

0 elevado valor das tensdes calculadas no item prece-
dente nos permite concluir que a hipotese da invariancia
das propriedades mecanicas (densidade e elasticidade) com
a distancia ao centro € descabida, exceto para astros de
pequenas dimensées. Desta forma, consideraremos para os -
demais casos a massa especifica p, o modulo de elasticida-
de volumétrico K e a pressao P (estado hidrostatico de ten
s6es), em pontos do interior da esfera, como variaveis em
fungdo da distancia ao centro r.

Para um estado hidrostatico de tensoes,de (1) tiramos

» n
-0 an (6)
n* lo

e da definigdo do modulo de elasticidade volumétrico [4]

= dP = dp dn
k=03 ou k =& H% e (7)
obtemos
2 n
k=- @& @ [ § n? dn, (8)

o

onde 6§ = p/p , k =K/4 m GR* 5> e p =P/4wGR?p2.
Supondo que o material tenha um modulo de elasticida-
de variavel com a pressdo segundo a lei linear [4]

k =k, +bp (9}
onde k; & o valor de k na superficie (n=1) onde P=0 e b €

o valor de dk/dp, suposto constante, obtem-se a equagao
de estado
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Tabela I . Parametros adimensionais correspondentes a
um modulo de elasticidade (k) variavel na
forma k =k, + b p (b = dk/dp).

Densidade Relativa no Centro da Esfera
(m3 (6,=0,/5)
o "o
8, b= 2,0 b=2,5 b=3,0 b=3,5 b=4,0

0,999 | 1,0015 1,0015 1,0015 1,0015 1,0015
0,900 | 1,1580 1,1509 1,1444 1,1385 11,1330
0,800 | 1,3324 1,3021 1,2771 1,2559 1,2369
0,700 | 1,5232 1,4514 1,3947 1,3547 1,3206
0,600 | 1,7303 1,5972 1,5048 1,4365 11,3849

(b) Modulo de E]agticidadc Adimensional na
Superficie k,= -6,2/36,

LY b= 2,0 b= 2,5 b= 3,0 b= 3,5 b= 4,0

0,999 66,497 66,472 66,448 66,425 66,403
0,900 0,5637 0,5423 0,5218 0,5021 0,4832
0,800 0,2325 0,2137 0,1966 0,1810 0,1669
0,700 0,1239 0,1079 0,0942 0,0823 0,0720
0,600 0,0712 0,0582 0,0478 0,0393 0,0323

() Pressao Adimensionaliz§dazno Centro
(p0= P0/4 v G R* p*%)
&, b= 2,0 b= 2,5 b= 3,0 b= 3,5 b= 4,0

0,999 | 0,1667 0,1667 0,1667 10,1667 0,1667
0,900 | 0,1848 o0,1842 0,1836 0,1831 0,1826
0,800 | 0,2062 0,2034 0,2011 0,1990 0,1968
0,700 | 0,2313 0,2241 0,2184 0,2137 0,2101
0,600 | 0,2606 0,2460 0,2353 0,2270 0,2211

(d) Momento de Inércia Adimensional (z= C/MR?)

8 b= 2,0 b= 2,5 b=3,0 b=3,5 b=4,0

0,999 | 0,3999 0,3999 0,3999 0,3999 0,3999
0,900 | 0,3883 0,3885 0,3888 0,3890 0,3892
0,800 | 0,3761 0,3771 0,3780 0,3789 0,3797
0,700 | 0,3633 0,3657 0,3679 0,3698 0,3715
0,600 | 0,3501 0,3546 0,3584 0,3618 0,3647
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K,
(81)

5P, (10)

Substituindo (10) em (8), obtemos a equacdo diferencial
para 6,

b
d2é 2d§ , b-2 ,d6.? 81 sa-b _
an? + - + = i (a_n] + % '] 0. (11)

A integragdo de (11) foi feita [1] numericamente pe-
lo método de Runge-Kutta de 42 ordem, nos permitindo obter
0s resultados apresentados na Tabela I, para valores de
b = dk/dp entre 2,0 e 4,0 (faixa que abrange a maioria dos
materiais terrestres e meteoriticos [5]).

Supondo a Lua constituida de uma Unica fase de um mes
mo material que se adensa no sentido do centro em decorrén
cia da pressao segundo a equacgao de estado (10) e levando
em conta o valor de z = 0,392 [12], obtemos os resultados
indicados na Tabela II que informam as caracteristicas me-

canicas do material lunar na superficie e no centro.

Tabela II. Caracteristicas do material lunar segundo
a hipotese K = K, + b P

b [ Ky Py Ko P0

3,0 | 3,109 | 0,219 | 3,689 | 0,371 | 50,60

55 3,102 0,212 3,684 0,389 50,57

4,0 | 3,100 | 0,198 | 3,676 | 0,400 | 50,53

Unidades: p » 10° kg m™%; K = 10" N m™%; P = 10° N m~2(kb)

2.3. Tensoes Considerando uma Distribuicao de Densida
des Segundo a Forma Eliptica
Uma fungao que se ajusta a condigao dk/dp = 3,5 [1] &

12
& =68, (1 - an?) . (12)
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Variando o parametro a entre 0 e 1, construiu-se a Tabela
T [

Tabela III. Parametros adimensionais correspondentes
2 distribuigdo de densidades na forma eli
12 -

ptica: & = 6 (1 - an?)

a 61 kl (dK/dP} 60 kO pO Z

0,000 |1,0000 L 3,6000(1,0000 = 0,166710,4000

0,001 |0,9998(332,93|3,5997|1,0003|333,53|0,1667{0,3999

0,010 (0,9980(32,933|3,5979|1,0030(33,534|{0,1670/0,3998

0,100 |0,9786(2,9358|3,5782(|1,0315(|3,5468(0,1702(0,3976

0,200 (0,9539(1,2718(3,55341,0665(1,8956)/0,1743/0,3948

0,300 {0,9250{0,7194{3,5251|1,1056(1,3581(0,1791|0,3917

0,400 (0,8906(0,4453(3,4922|1,1498(1,1017|1,1847|0, 880

0,500 |0,8488(0,2829(3,4545/1,2004|0,9607|0,1914/0,3837

0,600 |0,7965]|0,1770(3,4069|1,2594|0,8812|0,1996(0,3786

0,700 |0,728410,1041|3,349311,3298(0,8421|0,2099|0,3721

0,800 (0,6334(0,0528/3,2749]1,4164|0,8359{0,2237|0,3639

0,900 |0,4835|0,0179{3,1722|1,5291/0,8659|0,2431|0,3525

1,000 |0,0000(0,0000|3,0000({1,6977(0,9607(0,2761)0,3333

Para uma esfera com as dimensoes da Lua, obtemos
pr = 3,10 e p = 3,64 x 10 kg m™*; K, = 0,215 e K, »
0,396 x 10" N m™2, P, = 50,6 x 10® N m™?, valores que se
ajustam aos obtidos no item 2.2 (Tab. II).

2.4. Tensdes Considerando a Presenca de um Nucleo Pe-

sado
0O baixo valor do momento de inércia adimensional da
Terra (z = 0,3308) e de outros planetas, quando comparados
com os valores apresentados nas Tabelas I(d) e IIl, € uma
evidéncia de que nao se pode supor o planeta como consti-
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tuido de um Onico material que se adensa continuamente no
sentido do centro. Esta conclusdo esta de acordo com a hi
potese da formagdo da Terra por acrescentamento de particu
las em um certo ponto da nebulosa solar, que gerou a forma
¢do de um corpo esférico basicamente homogéneo [9]. O es-
tagio seguinte consistiu no aquecimento, principalmente de
vido a radioatividade, que resultou na fusio do ferro jun-
to a superficie, onde eram menores as pressoes, dando for-
magao a grandes ''gotas'" que depois afundaram na diregao do
centro pela agdo gravitacional. Segundo B. H. Mason [10],
a superficie original da proto-Terra teria sido "engolfada
e digerida", ndo restando hoje nenhum vestigio da mesma.
Imaginaremos neste item a esfera constituida de dois
materiais, ou duas fases de um mesmo material: a) um ni-
cleo denso (metalico) e b) um manto mais leve(silicatado).

5 = 2 ];2

3 6n 'sno(l-an"l )

no 5
] n« )fz
)

Gmth-mﬂMm- ﬁmo(l"amnz)
1
1
! S
] ]
1 1
Ne 1 n

Fig. 3. Distribuigao de densidades considerando a pre-
senga de um nicleo pesado

A Fig. 3 mostra a distribuigdo de densidades em fun-
¢ao da distancia ao centro tendo-se adotado a relagao (12)
que se mostrou satisfatdria em termos do valor dk/dp e on-
de o indice n se refere ao niicleo, m ao manto e o subscri-
to (s+) a interface entre o nicleo e o manto.

Na superficie teremos,

1f2 sz 1 - a,
61 = 8po (1 - 8y) By = =)
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n 7§+ 3k (3

que nos dao a distribuigao de densidades no manto, pelo co
nhecimento das caracteristicas mecanicas do material na su
perficie (ém‘ e kmll.

A distribuigao de densidades no nucleo (determinada

pelos parametros & a_ e n,) pode ser obtida [1] levando

em conta os valoregoconﬁecidos da massa total, do momento
de inércia z e do fato que o modulo de elasticidade nado so
fre descontinuidade entre o manto e o nicleo & M [3]
vinculos que nos permitem obter um sistema determinadode 3
equagoes a 3 incognitas.

Como um teste do método proposto, utilizaremos os va-
lores conhecidos para o manto superior da Terra (indicados

pelo equilibrio da crosta - Isostasia [4]), a saber

o 3 1L -3 o 11 -2
B 3,31 x 10° kg m™* e Fis 0,800 x 10" N m

bem como os dados conhecidos [2]
p=5,52 x 10 kgm™?*, R=6,37 x 10* me z = 0,331

que nos permitem obter Gm: = 0,600 e km1 = (0,0742, que le-
vados em (13) fornecem a, = 0,7214 e ﬁmo = 1 15F:

As restrigdes de massa total, momento de inércia e mo
dulo de elasticidade, nos conduzem a

n. = 0,556 a = 1,10 e §,, = 2.20

A Tabela IV da uma idéia da precisao do método, compa
rando os resultados obtidos com as informagdes sismolégi-
cas disponiveis [6].

Calculando as pressoes na Terra através da integragao
de (6),utilizando-se os valores adotados para a . § ., B

mo n

§ e §, obtemos:
no



v=1/0

p. = 0,1269

o
*
n

1,315 x 10" N m™2

p, = 0,3421

©
"

3,544 x 10" N m-?

que comparados com os valores obtidos pelas informagoes
sismologicas [6], a saber,

P, = 1,352 x 10" N m™? e P, = 3,817 x 101 N m—2

nos indicam uma diferenga de 3%.

Tabela IV. Propriedades Mecanicas do Material Terres-
tre (a) calculadas segundo o método propos
to e (b) determinadas pelas informagdes
sismologicas [6].

Pno Prs P Kno Kn. Km_ Re

(a) | 12,1 | 9,86 | 5,53 | 15,2 | 7,26 | 7,26 | 3,54

(b) | 12,6 | 9,96 | 5,53 | 13,6 | 6,35 | 6,43 | 3,49

ust 10* kg m™? 10" N m-? 10%m

3. Modelos para os Planetas Terrestres

3.1, Modelos para a Terra, Lua e Marte

0 conhecimento do interior de nosso planeta, desenvol
vido pelos estudos sismologicos, nos permite estabelecer
pares de valores para a massa especifica (pml] e modulo de
elasticidade volumétrica (K,,) na superficie que, segundo
o método introduzido no capitulo precedente, nos levam a
obter o valor conhecido n, = 0,547 para o raio do nicleo
pesado da Terra. A partir desses resultados € possivel
construir-se uma série de modelos para o interior da Terra
dos quais foi selecionado o que mais se ajusta aos valores
indicados por Anderson e Hart (1977) [6] que correspondem,
para o material do nidcleo, a uma massa especifica py1=3,9 X
10* kg m~?, reduzida a pressio zero.

A partir dos resultados obtidos para a Terra e, par-
tindo do pressuposto que o material do nicleo da Lua e Mar
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te € da mesma natureza, tornou-se possivel elaborar a Tabe
la V que apresenta um modelo proposto para cada um desses

astros, dos quais se conhece o momento de inércia z.

Tabela V. Modelos propostos para a Lua, Marte e Terra

LUA MARTE TERRA
(Usl)
PROP.| [11] |pRroP.| [8] | PROP.| [6]
Pro | 10 6,320 [ 5,223]7,54 - 12,32 |12,58
P,. |kem=*16,275 | §,209/7,04 | — 10,06 | 9,96
Pa 3,415 | 3,434(3,94 = 5,60 | 5,53
N. 0,249 [(0,2) |0,458|0,455| 0,547| 0,547
R, [10®% m{0,438 | 0,338(1,555/1,544| 3,485| 3,485
K. 1,498 | 1,423(3,04 — 15,45 (13,64
K., 10" 1,461 | 1,400|1,59 - 7,51 | 6,35
Ko, [N m™%|1,461 | 1,745]1,59 == 7,51 | 6,43
Pos 0,0583| 0,053|0,385| - 3,584| 3,617
P, 0,0479| 0,048|0,203| - | 1,358] 1,352

3.2. Modelos para Venus e Mercurio

A auséncia de satélites naturais para esses dois pla-
netas interiores do sistema solar impossibilitou, até o
presente, o conhecimento do momento de inércia, importante
~ informagao relativa ao desenvolvimento de modelos para
suas constituigoes.

No caso do planeta Venus, que por suas proporgoes mui
to se assemelha a Terra, faremos a hipotese de que os mate
riais,do manto e do niucleo, sejam da mesma natureza dos
materiais terrestres {pml = 3,30 x 10 kg m™* e K= 0,770 x
10" N m=?).

Adotando-se os valores conhecidos (R = 6,055 x 10° m
eP = 5,246 x 10 kg m™?* [2]) obtemos

Gml = 0,629 km1 = 0,0910 a. = 0,6973 6m0 = 1,1433
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Para cada valor atribuido a n, obteve-se os correspon
dentes de a . Gno e z. Desses valores, selecionou-se aque
les que d3o, para o material do nicleo, o valor Pra™ 5,9 x
10 kg m?, correspondente ao material terrestre, reduzido

a pressdo zero, nos permitindo propor para Venus:

n. = 0,532 z = 0,336 R, = 3,22 x 10 m
(VENUS)
Pro~ 11,6 x 10° Ph.= 9,65 x 10° Pp.™ 5,37 x 10° (kg m™?).
A incerteza na determinagdo do diametro de Mercirio
nos permite apenas uma estimativa grosseira de sua massa
especifica mas que, apesar de tudo, desde 1960 [2] se sabe
que € grande para as dimensdes do planeta (p = 5,4 x 10%kg
m?). Nio seria plausivel portantc, supor-se que o mate-
rial do manto fosse semelhante ao da Terra e Venus.
Adotando-se para o material do manto de Merclurio as
caracteristicas mecanicas da Olivina Ferrosa (Faialita) pa
ra a qual se conhece [5]

p = 4,39 x 10° kg m™® e K =1,32 x 10"N m~?
e como para Mercirio, R = 2,443 x 10°®° m, obtemos:

6y = 0.8130 kp = 0,9045 e (dk/dp), = 4,9.

Procedendo da mesma forma como foi feito para o plane
ta Venus, selecionou-se o modelo que nos leva as mesmas ca
racteristicas para o material do niicleo, que corresponde a

n, = 0,760 z = 0,371 R, = 1,86 x 10° m
(MERCORIO)

- 3 = 3 i 3 |
Pro 6,89 x 10 Pr. 6,27 x 10 Prne 4,66 x 10° (kg m™*).

4. Conclusao
A introdugao da fungdo eliptica (12) para representar
a distribuigdo de densidades no interior dos planetas ter-
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restres se mostrou adequada, principalmente no que diz res
peito a variacao do modulo de elasticidade com a pressao
(dK/dP em torno de 3,5). Através dela tornou-se possivel
estabelecer estimativas dos parametros que descrevem as
propriedades mecanicas daqueles astros, baseado na hipote-
se da uniformidade de propriedades mecanicas para os mate
riais de seus niicleos densos. Os resultados obtides nos
permitem propor uma equagao que Se ajusta ao comportamento
do modulo de elasticidade em fungao da pressio, a saber

K=1,31 + 4,69 P - 0,0222 P2 (10" N m~?) (14)

onde K, = 1,31 x 10 N m™? e (dK/dP), = 4,69, valores
compativeis com os materiais meteoriticos (olivina, piroxé
nio, etc [5]).

A estimativa da pressdo no centro da Terra, do médulo
de elasticidade do material no centro da Lua, do raio do
nicleo pesado de Venus ou do momento de inércia de Merci-
rio, presentes neste trabalho, ndo visam o interesse in-
trinseco dessas determinagdes. Da mesma forma que um as-
tronomo, ao medir a distancia de uma galaxia longinqua, es
ta motivado pelo problema maior da natureza do Cosmos, te-
ve-se em mente coletar informagoes que possam fortalecer
uma teoria sobre a origem e a formagao do Sistema Solar.
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Sumario

Neste artigo sdo apresentadas caracteristicas do Siste
ma Modular de EIEméntos Finitos, SIMELF, ilustrades para ele
mentos s6lidos isoparamétricos de 8, 20 ou 32 noés. A aplica-
¢do inicial se destina @ andlise estatica de tensdes em soli
dos elasticos, devido & cargas distribuidas, concentradas e
gradientes térmicos.

Sumary
The arquiteture characteristics of a Finite Element
Modular System , SIMELF, is illustrated for isoparametric
solid elements with 8,20 or 32 nodes. This System is in-
itially applied for thermoelastostatic analysis in solids

for concentrated and distributed loods.
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1- INTRODUGAO

Em trabalho anterior [1], foram apresentadas as carac-
teristicas desejaveis para um sistema de elementos finitos.
Um sistema modular de elementos finitos SIMELF, com tais ca-
racteristicas esta sendo desenvolvido. Este sistema consiste
basicamente de um amplo conjunto de modulos que podem ser a-
glutinados por programas gerenciais de diversos modos. Por e
xemplo os modulos podem ser acoplados de modo a se obter um
programa adequado para a solugao de uma classe especifica de
problemas em um dado meio continuo. Por outro lado, tais mo-
dulos podem ser conectados também por um programa gerencia-
dor mais sofisticado, para constituir um programa de uso mais
geral, isto &, um programa apto para resolver diferentes clas
ses de problemas, bem como em meios diversos.

Come ilustracao € descrito neste trabalho o processo
de solugdo de problemas termoelastoestdtico lineares em s6li
dos de forma qualquer. Tais fenomenos sao descritos por equa
coes do tipo KX=F onde F € o vetor de forgas de ori-
gem térmica e de carregamentos nndais e distribuidos superfi
cial e volumetricamente. Na matriz de rigidez K estao defi-
nidas todas as propriedades do meio e as condigoes de contor
no. 0 usuario pode opcionalmente calcular a matriz K incluindo
as propriedades elasticas do material numa temperatura de re
feréncia, uniforme em todo o s6lido, ou entao, nas temperatu
ras locais instantaneas correspondentes ao campo de tempera-

tura de um carregamento térmico especifico.

2- ARQUITETURA DO SISTEMA.

0 sistema & formado por um conjunto de fases operacio-
nais de processamentos independentes entre si. A interligacdo
entre as fases € feita pelo programa principal,sendo a trans
feréncia dé dados feita pelos arquivos definidos nas unidades
secundarias, bem como por areas comuns. O sistema apresenta
flexibilidade suficiente para permitir a substituigao ou in-
clusao de diferentes fases operacionais, conforme seja reque
rido pelo processo de solugao e tipo de problema.

As fases necessarias para constituir um programa de e-
lementos finitos, para o tipo de problema acima mencionado,
podem ser definidas como: fase de leitura e geragao de dados
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-LEGER, fase de calculo das matrizes de comportamento-CALMA,
fase de montagem das matrizes globais-SOBRE, fase de resolu-
cdo do sistema de equagdes, onde pode ser a solugdo pelo pro
cesso de matriz de banda-SOMBA, ou solugao frontal-SOFRO, fa
se de processamento final e confecgdo do relatdrio-RELATO.No
caso do SIMELF, foi incluida uma fase, PREPE, logo apos a de
leitura e geragdo para realizar um pré-processamento dos da-
dos visando uma redugdao de memdria na proxima fase.

As fases sdo constituidas de um conjunto de modulos
que sdo acoplados por subrotinas gerenciadoras. Um médulo po
de ser definido como um conjunto de subrotinas e funcOes pro-
gramado para executar uma tarefa especifica. Esta programagao
é feita sem ter em vista a resolugdao de um problema especifi
co, mas sim a possibilidade de ser utilizado em qualquer ti-
po de problema, quando possivel. Deste modo, a resolugdo de
um problema termoelastoestatico linear pode ser realizada con
forme mostra a figura 1.

MELF

SOLUCAO POR MATRIZ BANDA

LEGER |PREPE ] [cALMA] [SOBRE] | [soMBA [RELATQ
I=4,NOCC

S 1

SOLU_GM(} FRONTAL

LEGER] PREPE] [cALMA] LéOFRO[

I=4,NOCC

Fig.l. Arquitetura do sistema para a solugao
de problemas estaticos lineares.

3- ARQUITETURA DAS FASES.

Cada fase do SIMELF € constituida por um conjunto de
médulos que executam tarefas especificas tendo uma pequena e
precisa interface com o sistema gerenciador. Esse sistema ge
renciador possui tarefas como:inicializagao de varidveis,con
trole de execugdo e transferéncia, definir e redefinir endere
¢os, transferéncia de dados na area usada como "buffer' para
os arquivos secundarios, preparagao de dados de entrada para

os modulos e ordenar a sua execucao. Nas figuras 2 e 3 estao



o

esquematizadas as fases com seus modulos e as subrotinas.

A fase LEGER € constituida dos seguintes mddulos:
TOPO- Leitura e geracao de dados que definem a topologia dos
elementos, bem como, parametros definidores destes.
COOR- Leitura e geracao de dados das coordenadas dos nos.
PROMA- Leitura e definigdo das matrizes de propriedades dos
materiais. Certos materiais tem seus dados embutidos.
DISLO- Leitura de condigoes de cargas térmicas e distribudas
até o maximo de 30 carregamentos independentes. '

A fase PREPE €& constiuida dos modulos:

PRTEM- Redispoe as temperaturas nodais de acordo com a nume-
ragao dos nos dos elementos, conforme o Arquivo 2 de e
lementos e as coloca no Arquivo 4.

PRCOOR- Coloca as coordenadas dos nos de cada elemento, toma
das a partir do Arquivo 1 e as coloca junto ao pacote

de informagoes desse elemento no Arquivo 2.

Para determinar as matrizes elementares em termos de
valores nodais, a fase CALMA usa os seguintes modulos:

INGE- Inicializa e define matrizes de parametros para a
subrotina gerencial ordenar a execugao correta das ta-
refas a serem executadas.

MAPI- Determina as propriedades locais do material.

FIDE- Determina os valores locais da fungoes de interpolagao
e de suas derivadas, bem como, o operador jacobiano.

MTEL- Define os cabegalhos das matrizes de tensido e de rigi-
dez, bem como a integra.

CARV- Determina as matrizes de forgas equivalentes as cargas
térmicas e de massa.

CARS- Determina as matrizes de forgas equivalentes as cargas
superficiais.

ELEC- Processa os elementos copia.

COMPAC- Elimina os parametros ndo nodais, caso existam.

AROMA- Armazena as matrizes dos elementos no Arquivo 6.

Se o processo de solugao escolhido for o de matriz ban
da, sao usadas as fases SOBRE e CALMA. A fase SOBRE obtém as
matrizes de forga e de rigidez elementares com seus cabegalhos
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do Arquivo 6, pelo modulo LEIN e interpreta os cabecalhos e

sobrepoe as matrizes para obter as matrizes de rigidez e

forga globais pelo modulo SBM. A seguir, a fase SOMBA deter

mina as solugbes do sistema de equagdes para cada tipo de
condigoes de contorno. Assim, para cada tipo de condigao de
contorno sdao executados os modulos:

DECA- Define os carregamentos. Aqui, vetores de carregamen-
tos ja obtidos podem ser dispostos e sobrepostos con-
forme for desejado.

CANO- As cargas nodais sao lidas e sobrepostas ao carrega-
mento ja definido no médulo DECA.

COCOMB- As condigoes de contorno sao lidas e interpretadas
e as matrizes de rigidez e forga sao modificadas apro
priadamente.

S051B- Os vetores solugac para os respectivos vetores forga
sao obtidos.

Caso o processo de solugaoc seja o de solugao frontal
sao executados os médulos DECA e CANO ja comentados,bem como
COCOF- As condigoes de contorno sao lidas, interpretadas e

processadas.

SOSIF- Obtém os vetores solugio correspondentes aos vetores
carga.

A fase RELATO, executa os médulos de pds-processamen-
to e geragdo de relatdrios para cada carregamento. Os mddu-
los operacionais sao os seguintes:

VALNO- Imprime os valores dos graus de liberdade nodais.

ENER- Calcula os balangos de energia global, externa e in-
terna, bem como a energia de cada elemento, imprimin-
do os resultados.

EQUINO- Calcula os equilibrios nodais e as incognitas de
contorno (reagdes) e gera o respectivo relatdrio.

TENGLO- Calcula as componentes de tensao nos pontos solici-
dos, em relagao ao sistema global, imprimindo.

TENLOC- Calcula as componentes de tensao nos pontos solici-
tados, em relagao a um sistema local, imprimindo  os
resultados.

TENPI- Calcula e imprime as tensoes principais e suas respec
tivas diregoes.



U=1606

No sistema SIMELF existem ainda dois modulos comuns a
todas as fases, que sdo GERECI e MANDA. O modulo GERECI se
destina a definir os parametros que irdo determinar o proce
dimento de execugdo do programa. Tais parametros definem a
sequéncia de execugdo, caracteristicas dos elementos dispo-
niveis e caracteristicas dos Arquivos secundarios. 0 modulo
€ constiuido de um conjunto de subrotinas e dreas de infor-
magao em COMMON.

Em um programa de elementos finitos, pelo volume de
informagdes processadas, € vital que exista um conjunto de
subrotinas especificas para a manipulagao de dados, no que
se refere a entrada e saida de arquivos secundarios, zera-
gem, controle de "buffer'", impressao padronizada, etc.Essas
operagoes sao executadas pelo modulo MANDA.

4- ESTRUTURA DOS ARQUIVOS

0 arquivamento dos dados processados, ou a serem pro-
cessados, € feita em uma série de arquivos definidos em uni
dades secundarias de memoria. Os arquivos possuem uma nume-
ragdo interna do programa sequencial de 1 até o numero to-
tal de arquivos. No programa principal € feita a correspon-
déncia entre a numeragao interna e externa, usada nos
DEFINE FILE.

0 Arquivo 1 possui 4 areas de armazenamento, onde sao
guardadas as informagdes correspondentes aos dados dos mate
riais, orientagdes dos sistemas de referéncia, origens dos
sistemas de referencia subestruturais ¢ as coordenadas dos
nos, relativas aos sistemas subestruturais. As propriedades
dos materiais podem ser fornecidas pelo usudrio, ou entao u
sar algum dos 10 materiais com propriedades ja embutidas no
programa. As propriedades termoeldsticas sdo consideradas
varidveis com a temperatura, de acordo com as informagdes
contidas no ASME BOILER AND PRESSURE VESSEL CODE, SECTION III

0 Arquivo 2 guarda as informagdes de cada elemento,co
mo o numero do elemento, tipo de material, tipo de elemento,
ordem das fungoes de interpolacao, ordemda integracdo, tipo
de informagdo desejada no relatério, nimero dos nos.do cle-

mento e coordenadas dos nds, estas relativas ao sistema global.
0 Arquivo 3 contém informagdes correspondentes a0
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carregamento térmico que estd solicitando a estruturas,ou se
ja, devido a distribuicdo de temperaturas. O Arquivo guarda
informagdes de vadrios carregamentos térmicos.

0 Arquivo 4 possui 2 areas de informagoes de valores
nodais, uma de carregamento distribuido e outra de temperatu
ras. Os dados neste Arquivo sao guardados em pacotes de in-
formagiao por elemento, de modo a facilitar o processamen-
to posterior. O Arquivo 5 funciona como area de trabalho, pa
ra armazenamento provisorio de matrizes. O Arquivo 6 contém
as informagdes finais, ja processadas de todos os elementos
que formam o modelo, em termos das matri-es de rigidez, veto
res de carregamento (térmico e distribuido) e matrizes de
tensao nos pontos de interesse, matrizes de rigidez e forgas
globais do sistema.

COMENTARIOS.

Com a implantagdo do sistema modular de elementos fini
tes, SIMELF, tem sido criada uma biblioteca de subrotinas e
fungdes para a solugdo de tarefas numéricas. Essa infraestru
tura de programas disponiveis, embora esteja no momento in-
completa, ja tem sido utilizada em tarefas de ensino e pes-
quisa, cumprinde assim, parte de seus objetivos.
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SUMARIO

Neste trabalho, elementos finitos mistos isoparamétri-
cos sao derivados para a analise de estado plano de tensdes
e de s6lidos axissimétricos. E feita a consideragdo de gran
des deformagdes, com o uso de um principio variacional incre
mental.

Relagoes constitutivas de materiais hiperelasticos in-
compressiveis sdo também consideradas.

Alguns resultados sao apresentados e comparados com ou
tras aproximagodes.

SUMMARY

In this work, mixed isoparametric finite elements are
derived to analyse plane stress and axisymmetric problems .
Finite strain is considered with a incremental variational
principle.

Incompressible hyperelastic materials are also included.

Some results are presented and compared with others
approximations.
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1. Introdugio

A analise de elasticidade finita pelo M.E.F. & exten-
sivamente desenvolvida na referéncia [1]. Nesses estudos
tem sido utilizado uma forma modificada do principio dos tra
balhos virtuais. No presente trabalho a andlise de grandes
deformagGes de materiais eldsticos e hipereldsticos € condu
zida por elementos mistos isoparamétricos derivados de um
principio variacional incremental, tipo Reissner. A anali-
se se vale de formulagdo Lagrangeana e & aplicada a proble-
mas de estado plano de tensdes e so6lidos axissimétricos. O
elemento desenvolvido & isoparamétrico quadrdtico,aproximan
do-se tanto as tensoes como os deslocamentos pela mesma fun
gao.

Nos exemplos analisados utilizou-se um processo pura-
mente incremental.

2. Principio Variacional Incremental

0 funcional incremental de Hu-Washizu [7] correspon-
dente a configuracao de tempo t + At e referido a configu
racao indeformada, pode ser escrito como:

& o t o T T _
Ap.w, T I Uy —a > J. 0%ij o"ij 9V - oR
Oy Oy
1 t
- of 05ij [u“ij BT R R T O
V
t o - 0
ol 1 g uk‘j]] av -Oj oty (v - 8;) %ds (1)
SU
onde:
0, = fungdo energia de deformacdo incremental
;Sij - 2% tensor de Piola-Kirchhoff na configuragao de tem-
po t referida a configuracao indeformada
_ teat - _ =
0Sij = osij oSij Incremento das tensoes
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T . e s = 2 a .
%3 DEIJ 0"ij Incremento das deformagdes de Green-La

grange
| t
=% G T a1t ok o¥,5 ¥ o¥k,j 6%K,i)

1
o"ij = 7 GY%,i oY%,j’

t+At t
u; = u; - g = Incremento dos deslocamentos
. ) auy
o'k,i 5]
ER'S

oR - Potencial dos incrementos das forgas externas referi-
das a configuragao indeformada.

A notagdo empregada & proposta na referéncia [3].

0 Gltimo termo da expressdo refere-se a relaxagdo das
condig¢oes de contorno em termos de deslocamentos.

No funcional descrito tem-se as seguintes quantidades
sujeitas a variagao: osij L Uy 'otij vty oL e nehuma condi-
cao subsidiaria. A condigdo de estacionaridade desse fun-

cional acarreta & & = =0 , que ¢ a forma incremental

H.W.
do principio variacional de Hu-Washizu.

0 funcional incremental generalizado apresentado pode
ser reduzido a um funcional incremental do tipo Hellinger-

Reissner expresso por:

b o o
borg = S Dikn oSij oSk1 W * f oSij otiy W
o 0
Vv '
t o
« f 05ij oMij 4V - R (2)
(8]
Vv
. = o [s] =
onde assumiu-se que u; = u; em Su e:
UAC = osij ozij = Uy

€ a fungdo energia complementar de deformagdo incremental.

o%ij = oPijk1 o5kl
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¢ a relacao incremental tensao-deformagao.

A forma incremental do principio de Hellinger-Reissner
estabelece que os campos oSij » U; , que tornam estaciona-
rio o funcional, & mp podem ser obtidos por:

aanR=D (3)

3. Modelo Discreto - Materiais Elasticos

Na presente andlise valeu-se de elementos mistos iso-
paramétricos utilizando-se as mesmas fungdes de interpola-
¢do quadraticas para os deslocamentos e tensoes.

Estas expansdes sao representadas matricialmente por:

g

(4)

- vetor dos incrementos dos deslocamentos nodais

p - vetor dos incrementos das tensoes nodais

Considerando-se um Unico elemento 4 = pode ser escrito

R
por:
Aowy = - X ¥ f + T v o+ 1 vk v- VT Q (5)
R 7 ol I GP o EY 2z X Pg 2 o
onde:
f=faA"pa%v ., k =f nTonN Cav
ooy T T T oy
- T o - T 0 T o
g=J A e . 9= f N POV [N T %s
v v s
of =B U ut = N' v
A variagao de A =« fornece:




0o k v 0 v 0
__:_-%-}i-_ + _;fi-;_,:__ ] ¥ | 09 = & (6)
L g | f o i oo ][] O 0
Definindo-se os parametros nodais, oVi por:
WT
x =
oVi [0511 o522 o512 ¥ V], (7)
A equacgao (6) toma a forma seguinte:
(k5 + KD V" - Q" = 0 0

Esta equacio € estendida a todo o dominio somando-se as con
tribuigoes de cada elemento, e resolvida em cada incremento
segundo 0s processos usuais.

4. Modelo Discreto - Materiais Hipereldsticos Incom-

pressiveis
Para prohlemas de estado plano de tensao algumas sim-

plicacdes sdo possiveis, de modo aue ndo ha alteracgdes nas
expressoes apresentadas.

A equagao constitutiva a ser utilizada encontra-se na
referencia [8].

Tratando-se de problemas tridimensionais, estado pla-
no de deformagao e s6lidos axissimétricos, a dependéncia de

S.. com relagao a pressao hidrostdtica h , deve ser conside

ij
rada. Os incrementos de tensao sao entao expressos por:
2 fs.. 3 58,
osij ) N o%k1 ¥ _; t ol (9)
ofkl 0
ou
= ' t -1
o%ij = oS5 * GCij) oM (10)
onde:
o T e T T (11)
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ofij = oPijk1 o k1

oSk1 - incremento das tensoes de distorgao

A relacdo (11), para problemas de estado plano de de-
formacao, por exemplo, &:

~ ¢ 12 t.2 t t
o511 022  of12 = 612 o%2z
s - -2t te2 t te .
0”22 o*11 0“12 o“11
t T t.2
C Cyy ® T
0o~ 12 2 _J
¢ - y ] of11
+ 40C, |1 0 0 \ - (12)
0 0 RS ERCY J

onde utilizou-se uma fungdo energia de deformagao do tipo
Mooney-Rivlin.

Nesses casos o funcional (2) ficara acrescido da ex-
pressao

J oh oCij ofij OV
v
e 05 incrementos de tensoes totais serdo agora incrementos
de tensao de distorgfo.
Acrescentando-sc ao modelo discreto anterior a aproxi
magao 0h =Ny oh chega-se ao seguinte sistema de equagoes:

T T
K, 0 0 o ¢ al [ v o0 0
0 0 0|+lg E 0 | 2 l-| of=1l0
: {
o 0 ¢ G 0 0 | [on] |0 9J
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onde a submatriz §h e dada pnor

s T o
Gy = J Ny QB %V
Oy
sendo Q um vetor que contém os termos distintos de {;C
convenientemente arranjados.

-1
lj) ]

5. Resultados da Analise

Para ilustrar a aplicacao da formulagao apresentada,
analisou-se a membrana indicada na Figura 1. A configura-
cao final foi atingida em 16 incrementos de carga. Deve-se
notar que o deslocamento final do lado de aplicagao de car-
ga € da ordem do comprimento original da pega.

Os resultados mostraram concordancia com os da refe-
rencia [6] e para evidenciar a grande diferenga das tensdes
Piola-Kirchhoff e Cauchy a distribuicao dessas grandezas €
apresentada em duas segoes.

6. Conclusao

A anilise de prandes deformagées pelo método dos ele-
mentos finitos tem sido extensivamente desenvolvida por mo-
delos de deslocamento. Anenas recentemente, mostrou-se in-
teresse para a consideracio de modelos mistos e hibridos.

Esses modelos fornecem solugdes satisfatorias mesmo
com o uso de procedimentos puramente incrementais. Além dis
so, essas aproximagoes podem se tornar convenientes para di
versas outras aplicagoes.
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SUMARLO
Por razao da consulta de uma empresa foi determinada a
resisténcia de uma chaveta de dur:luminio, usando um progra-
ma de analise elastopldstico com elementos finitos. Poste-
riormente os resultados numéricos foram comparados com uma

determinagao experimental.

SUMMARY
Following a consult by a firm, a strength of a
key was determined using a elastoplastic finite element
program. Numerical results are compared with experimental
date.
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1. Introdugdo

0 presente trabalho descreve a aplicagao de um progra-
ma de analise elastopldstica, apresentado e discutido nas re
ferencias [1], [2], a um problema técnico originado da con-
sulta de uma firma local.

A pega indicada na fig. 2 ¢ uma chaveta pertencente
ao rotor de um gerador elétrico. As chavetas,construidas em
duraluminio, vem de fabrica pintadas com uma tinta especial,
que sofre uma mudanga de cor se a temperatura ultrapassar um
certo limite maximo admissivel. Devido a um aquecimento aci
dental, essa temperatura limite foi atingida. O pessoal en-
carregado da manutengdo do gerador solicitou ao Curso de Pds
Graduagdo uma analise elastica, que foi realizada usando o
sistema Lorane [3]. Tal andlise mostrou a existéncia de con
centragao de tensbdes no ponto D da fig. 4.

Eventualmente, a firma resolveu o problema trocando as
chavetas. No entanto, surgiu nos autores z idéia de estudar
o comportamento elastoplastico da referida peg¢a. O problema
resultou bastante interessante e com algumas facetas comple-
xas. A solugao obtida € aqui apresentada com o intuito de
indicar algumas das dificuldades que podem aparecer nas ana-
lises elastoplasticas de situagoes reais (em contraste com
problemas de tipo academico, geralmente com condigoes de con
torno melhor definidas} e mostrar que, apesar destas difi-
culdades, pode ser obtida uma aproximag@o razodvel.

Nas Secoes 2 e 3 sao descritos os detalhes das anali-
ses experimental e tedrica realizadas. Na Segdo 4 sao compa
rados os resultados e na Segao 5 sao apresentadas as conclu-
soes.

2. Analise Experimental

0 estado de carga sobre a pega em estudo foi simulado
usando o sistema indicado na fig. 1, em conjunto com uma ma
quina de ensaios. 0 elemento "a', sendo bem mais rigido que
a pega ensaiada aplica a carga na forma de i deslocamentos
(aproximadamente) uniformes ao longo de AB. Esta condigao



fig.1

pode nao corresponder exatamente A& condig¢do existente na si-
tuagao real.

Durante o ensaio determinou-se a curva carga-desloca-
mento para a linha AB usando um extensometro tipo '"clip'" com
precisio de 0.01 mm. Para estabelecer as deformagoes espe-
cificas usou-se uma reticula gravada na pega, fig. 2. As de
formagdes da reticula foram determinadas a posteriori por

meio da tela de um durometro com amplificagdo.
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A relagao tensao-deformagdo para o material, determinada por
compressdo de um corpo de prova cilindrico € indicada na fig.
1

LT kd/em
1000

366 7

— experimental

--- adotado

E = 6900060 kgkm?
H'= 3000 kgkm?

wm

0,01 002 003 '. 004

3. Analise Numérica

A analise numérica foi realizada empregando um progra-
ma elastoplastico baseado na técnica dos elementos finitos.
Esse programa usa o método incremental com matriz tangerte,
considerando o caso de pequenas deformagdes elasticas e ran
des deformagdes plasticas (descrigdo referencial). A teoria
basica, alguns exemplos classicos e outras referéncias pcdem
ser encontradas em [l]. [2]. No presente momento o programa
esta limitado a utilizagao de elementos triangulares com va-
riacao linear de deslocamentos, estado plano de tensoes (com
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variagdo de espessura) e critério de escoamento de von Mises
com endurecimento isotrdépico linear. A ampliagio das capaci-
dades do sistema em varias diregoes esta em andamento.

A fig. 4 indica a malha utilizada para a analise, com
97 elementos e 63 nos. De acordo com o indicado na Secdo 2
a carga foi assumida na forma de deslocamentos impostos, uni
formes sobre AB. Ao longo de CD nao foi considerado o efei
to do atrito. Esta hipGtese simplificadora, embora este-

ja provavelmente do lado da seguranga, devera ser reestu-
dada.

fig 4

4. Apresentagao de resultados

A zona sombreada na fig. 4 indica a regiao plastifica
da de acordo com a solugdo numérica, para o espécime com uma
carga P=5219 Kg.

Fig. 5-a indica linhas de nivel para a espessura do
espécime sob uma carga de P=5219 Kg, obtidas pela analise

numérica. FEstas linhas de nivel podem ser comparadas com as
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determinadas, por medigdo, sobre o corpo de prova deforma-
do, fig. 5-b. Observa-se uma razoavel aproximagdo qualita-
tiva. As diferengas podem ser atribuidas as aproximagoes
feitas na analise numérica. As deformagoes especificas tam
bém aproximam razoavelmente bem as obtidas experimentalmente.

Na fig. 6 comparamos as relagoes carga-deslocamento pa
ra a linha AB, obtidas das experiéncias e da analise numérica.

fig.5

experimental

*-4 numeérica

desloc.-mm
01 0,55 1,0
fig. 6
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5. Conclusoes

0 exemplo descrito indica que o programa desenvolvide
pode ser de utilidade para estimar o comportamento elasto-
plastico de pegas de maquinas ou estruturas com deformagdes
plasticas finitas.

Devido & concentragdo de deformagdes plasticas com im
portantes mudangas de espessura e ao efeito de atrito, o es
tado de tensoes real tende a afastar-se do estado plano. Um
programa com elementos finitos tridimensionais isoparamétri
cos estd em estagio de desenvolvimento e esperamos, num fu-
turo proximo, usa-lo para resolver o mesmo problema e con-
ferir os resultados. Diversos critérios de endurecimento se
ri.o também implementados.

Outras duvidas, de mais dificil elucidagdo correspon
dem as condigoes reais de carga e apoio. Este ultimo te-
m#, e em particular a representagdo do atrito, € de grande
importancia e sera objeto de um estudo mais aprofundado.
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SUMMARY

The common expression for the determination of the
bimoment is derived for elasto-plastic channel section
subjected to bending and inhibited torsion separately.
The same expression is applied for the simultaneous load -
ing. Conditions defining the initial yield stress and the
final total plastification of the section are derived and
corresponding diagrams are presented.

RESUME

La formule commune pour la determination du bimoment
est derivée en domaine élasto-plastique pour une section
en U & parcis minces, subie séparement & la flexion et &
la torsion empechée. La méme formule est appliquée en cas
de chargement simultané. Les conditions pour la contrainte
d“écoulement initial, ainsi que pour la plastification to-
tale de la section sont trouvées et les diagrammes corres-
spondants sont donnés.
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1. INTRODUCTION

There are many metal structures that are composed
of open section thin walled elements. In some of those
structures, as for example in commercial vehicle chassis
frames, the theory of elastic properties of open section
thin walled beams has obvious applications. Frames typical-
1y consist of channel section side members and open section
side members. The joints between these elements provide the
most obvious area for the application of the theory of in-
hibited warping.

The problem of the torsion of open section thin wall-
ed beams in elastic region was discussed for some fifty ye-
ars by many suthors like S. Timoshenko, R. Maillart, H. Wa-
gner, V. Vlasov, C. EKollbrunner, N. Hajdin.

The torsion and inhibited warping of thin walled beg
ms in elasto-plastic region drew the attention during last
ten years. Between several papers written by Strelbizkaja,
B. Akesson and J. Bdcklund,it is necessary to mention two
volumes written by C. Kollbrunner and N. Hajdin [1] , [2].

This paper is mainly based on the results given in

[2] « The author tried to derive the expressions for cal-
culation of bending noment and bimoment for elasteo-plastic
beam in the forms in which they were not written before.
Those expressions were applied in order to find the condi-
tions for the first appearance of yield stress in the sec-
tion and for total plastification of the cross-section,
loaded by a bending moment and bimoment simultaneously.
The material of the beam was assumed to be elasto-plastic.

2. THE DEFINITION OT .. BIMOKENT

If an open section thin walled beam is subjected to
torsion, some warping of cross sections will take place.
In the case of inhibited warping,normal stresses, perpen-
dicular to the cross section, will appear. In the elastic
region their distribution over the cross section will be
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proportional to so called sectorial coordinate @ . The
diagram of the sectorial coordinate @ for a channel sec-
tion (Fig. 1) is shown in Fig.2 (see [1]), where do de-
fines the position of a point called shear center.

é( Ruae
| b, 7 &-a)by2
™t 1 I+
| <
| 44, ¢,
i \a —_1 d,
—T— — bersmmmn e o—
|
1RE
| ~
|— f Ol el
4, . 3
Figs l. A channel section Fige 2. Sectorial coor-
dinate

For the reasons explained later that point will be
called here the principal pole.

A bimoment is by definition (see [17)) given by the
expression

Mo .f;crw dF . )

5+ ELASTO-PLASTIC PURi BENDING

If a beam of an arbitrary cross-section is loaded
only by a bending moment My about the axis x (see Fig.
1), it can be assumed that only normal bending stresses
will appear. They will be distributed over the cross-sec-
tion according to the following well known expressions

o
O-(HY)I{EE ==-E97%5 ’6551"
G signy =0 signy , €>€r (2)
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where E is the modulus of elasticity, & is a strain, y
is a coordinate (see Fig. 1), 7 is a displacement in y
direction, 7M" = 32?/’az2, z is a coordinate measured a-
long a beam, G is the yield stress and &g is the stra-
in which corresponds to the first appearance of the yield
stress.

A bending moment can be calculated from

My = Jp O yaF , (3

and a bimoment must be zero.
For a channel section the distribution of the nor-
mal stresses is shown in Fig. 3, a - d.

(0: ﬁ U"r - a-'l' r-r S d-'.l" UT = |G'-r
a . < d.
=
4]
N\ )
\+ Oy + |G + |9y

Fig. 3 Elasto-plastic bending of a channel
section beam

From the condition that the bimoment must be zero
it follows

a/by = 6/(12 + A (3 - §2)) , (4)

that is in agreement with the expressions in Ll] .

This means that the shear center (or bending cénter)
of a channel section changes its position during the pla-
stification. That is why the geometrical characteristic d,
of the channel section will be called the principal pole.
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Those two points will coincide only until the normal stre-
sses in the section are smaller than T .

It can be shown, after some calculations, that in
the case of elastoplastic pure bending of a channel sec-
tion beam a bending moment is obtained from (3), and that
a bimoment will be zero if it is calculated from

CwdF +d, (My Mg) , My> Mgy

It is necessary to underline that (1) or (5;) can
be used only in elastic region.

4o TLASTO-PLASTIC INHIBITED: JARFING

If an arbitrary thin walled section is loaded only
by a bimoment Mo , some normal stresses will appear in
the section and they can be distributed according to

O'(Mw)={ = Ep" (@ +80), getp
c-lll algn(ﬁ) +.ﬂﬁ))’£76‘1‘ (6)

where ¥ is the angle of rotation of the cross section,
and A© is an additional member having the dimension of
the sectorial coordinate .

For a channel section the stress distribution can

be assumed to be as it is shown in Fig. 4, a - d.
HA=de 9

<y r_-‘/—|q-r U T

Cs

Al A AL T

= 7 =/ =

Fig. 4 Channel section loaded by a bimoment
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The additional member a4& for a channel section can
be calculated from the expression

2w = &by (8, - 8)/28 , 7

where E is the distance from the vertical web (see Fig.
5), and g, and g are shown in Fig. 4.

— | A@max

Fig.5 A® diagram

The bending moment My must be zero in the considered
case of loading and such a result will be obtained if My
is calculated using (3). The bimoment can be calculated
from the same expresions (5) as in the previous case of
pure bending.

2 /?hﬁy/fbr45@Zﬂ/2)

s [654/4)

Moy /(0 64,¢ /5)
/. | i

3

Fig. 6 MoT, Mupp and Mep



There are three special values of the bimoment du-
ring the propagation of plastic zones along the cross sec
tion and they are the first appearance of yield stress ir
the section = Myp (see Fig. 4,a), the first yield stress
in the vertical web = Mypp (see Fig. 4,b) and the total
plastification of the section - Myp (see Tig. 4,d). The
change of Myr, Fppp and Myp with respect to the dimen-
sionless coefficient A = b t2/b1 t; is shown in Fig.6.

5+ A _CHANNEL SECTION LCADED BY A BENDING MOMENT
AND A BIMOMENT SIMULTANEQUSLY

If a cross section is loaded by bending moment and
a bimoment simultaneously, both of them will cause some
normal stresses perpendicular to the cross section so
that they may easily be superposed. The resultant dia-
gram of normal stresses for a channel section can be ob-
tained by the superposition of Figs. 3 and 4.

The values of the bending moment and the bimoment
will be calculated using the same expressions (3) and (5
as before.
My
H

-1

Fig. 7 "Curve T" for channel section A =1
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5.1 INITIAL YIELD STRESS CONDITION (CURVE T)

For the determination of the conditions for the ap-
pearance of the first yield stress in the section it is
important to know whether the bimoment and the bending
moment are of the same or of the opposite sign, and to
know proportions of the stresses due to each of those
quantities. The curve which corresponds to these condi-
tions will be denoted by "Curve T". For the channel sec-
tion the "Curve T" is composed of four straight parts and
is shown in Fig.?7 for the section with coefficient A= 1.

5.2 TOTAL PLASTIFICATION CONDITION (CURVE P)

At the moment when total plastification of the chan-
nel section takes place the final stress distribution

Jl My = M)‘/”y.ﬂ y) ",
1 e

0 4 Mh=/70/7ﬁvﬂ

A

Fige & "Curve P" for channel section 4 =1

will depend affain on the signs of the bimoment and bend-



ing moment, and on their proportions. The curve correspon-
ding to these conditions will be named "Curve r". That
curve is presented in Fig. 8 for the channel section with
the coefficient A= 1.

6. CONCLUSICNS

It was shown that the unusual expression (5) for
the bimoment can be applied in both sections 3 and 4, and
it was used in the section 5 as well.

The interesting results presented in Fig. 8 are go-
ing to be experrimentally verified.
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Sumario

Neste trabalho apresenta-se um modelo analitico-numé-
rico para a determinacao de tensdes resultantes, deslocamen
tos e deformacdes em cascas finas de revolugdo, submetidas
a uma distribuicao de temperatura T = T(s,0,z). O desenvol-
vimento analitico & realizado utilizando-se a primeira apro
ximagdo de Love, e a formulagdo numérica & feita através de
diferengas finitas, sendo os resultados apresentados obti-
dos através de um programa digital.

Summary

This work describes an analitic-numerical process to
analise stress resultants, strains and displacements in
thin shells of revolution, subjected to an arbitrary tempe-
rature distribution T = T(s,@,z). The analitical develop-
ment is based on Love's first aproximation, and the numeri-
cal formulation is made by finite difference equations. The
results presented are obtained by a digital progranm.
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1. Introdugdo
Este trabalho apresenta um modelo analitico para o

calculo de tensoes resultantes, deslocamentos e deformagoes
em cascas finas de revolucgao, quando submetidas a uma dada
distribuicao de temperaturas T = T(s,%,z). O material da
casca € considerado elasto-termicamente ortotropico, poden-
do ter propriedades variaveis ao longo do meridiano. A dis-
tribuigao de temperatura no sentido circunferencial, deve
ser suficientemente suave para que possa ser expandida em
serie de Fourier, e o modulo de elasticidade nesta diregao,
por ser considerado constante, € tomado para a temperatura

meédia. A formulagdo numérica do modelo €& baseada em diferen
cas finitas, e os resultados obtidos atraves de um programa
digital desenvolvido em FORTRAN IV.

2. Equagoes fundamentais

A figura 1 mostra um elemento genérico com o sistema
de referencia da casca, as tensodes resultantes, os desloca-
mentos e 0s parametros geométricos adimensionalizados atra-

veés de a, e ho‘ respectivamente o comprimento e a espessura

de referencia.

Fig. 1 - Elemento de casca e tensoes resultantes
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Integrando as equacdes de equilibrio, determinadas na
teoria da elasticidade [4], ao longo da espessura da casca,
obtem-se as equagbes diferenciais de equilibrio de um ele-
mento generico de cascas de revolugdo:

N + N
(p NJ)

g~ B g *

s — Qg = -0 Py

Pl

(b Nog)' + Ng + 0" Nog = Py 0" Qq = -0 Py

(p Q)" + éo = W+ py oot Ng = -e p, (1)
P
1

(p Ms)' + Ms@ - p' MG - D‘QS =0
(b Mgg)' *+ Mg + p! Mg =P Q=0

onde ( )' =3/ds() e () = 3/30( ).

Se a superficie média da casca for tomada como a su-
perficie de referéncia, e se as propriedades elasticas do
material forem simétricas em relacao a superficie média, a
relacao entre os vetores tensoes resultantes N = [NS’NO‘
NSG}, M = (Ms’ Me, Mso) e os vetores deformagao e = (Es,ca,
ESO]. e mudanga de curvatura k = (ks‘ kd, kse] na superfi-
cie média é:

: T
- - (2)
M 6] D k MT
onde By5 = By sao as constantes de rigidez extensionais,
dij = dji sdo as constantes de rigidez flexionais, Pp =
Ll ] = - . .
(lTs‘ Prgs 0) e My (MTS‘ Mrg» 0) sao respectivamente a

forga e o momento térmico [2].

As relacoes entre os vetores deformagiao e deslocamen-
to, e mudanga de curvatura e deslocamento utilizadas nesite
trabalho, foram desenvolvidas a partir das mesmas relago:s
estabelecidas na teoria da elasticidade [4], observando-;e
as hipoteses e particularidades geométricas do problema de
cascas delgadas de revolugdo [2].
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g = 0 # 011 W
e, =p l(p' u*t V- o, 0" W (3)
e 1
€50 = p_l U - p' p_l v o+ v
' 2 =3 oS "
ks = -pl pl u + pl u w
kg = p'(p olJ-l u-py " 02 v -ptw-p o tw (@)
£ - l " -2 U
k59=[ppl}1u+[2r)1ppo ~(olo}91]v-

i ,

" -2 =1
ﬂ] e p v

+ 2p' p W - 2p w'

Eliminando todas as incognitas exceto u, v, w e Ms,og
tém-se um sistema de quatro equagoes diferenciais parciais.
Expandindo as variaveis que sao fungoes de 0O em série de
Fourier de maneira compativel [5], resulta um sistema de
quatro equagoes diferenciais ordindrias na variavel s, para
cada harmonico n. Adimensionalizando todas as variaveis u-
sando a, hy, Ej (modulo de elasticidade de referencia), g
(tensao de referencia), 'I'0 (temperatura de referencia) &
considerando X = (u,v,w.Ms}, resulta:

PX" + QX' + RX = C (5)

onde os elementos das matrizes P, Q e R sdo fungoes dos pa-
rametros geométricos e das constantes de rigidez da casca,o
vetor C & fungdo dos parametros geométricos, dos carregamen
tos e da distribuigao de temperaturas, e se encontram indi-
cados no Apendice.

0 sistema de equacdes diferenciais (5) & de oitava or
dem, exigindo portanto a prescrigdo de quatro condigdes de
contorno em cada borda. Se

Y -1

= g " _1
Neg “ Nyg =By P" 0

BM g QS = Q. *nyp BMSO (6)

sdaoc as tensoes resultantes efetivas nas bordas, as condi-
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goes de contorno em cada borda podem ser dadas [1]:

(7}

&y ¢s v h4 Ms =€y

1

onde ¢ = o; u - w' €& a rotagdo da tangente a linha de co-

ordenadas s.

r : s
Como hs‘ Tse‘ Qs 8
X e X', a equagao diferencial que governa os contornos e:

e b podem ser escritas em fungao de

EX' + FX = Y (8)

onde os elementos das matrizes E, F e do vetor Y enccitram-
se indicados no Apéndice.

Resolvida a equacgao diferencial (5) com as condigoes
de contorno (8), as tensoes resultantes, deformagoes e mu-
dangas de curvatura da superficie de referéncia, sao deter-
minadas respectivamente pelas equagoes (2), (3) e (4):

3. Formulagao numeérica

A formulacdo numérica das equagoes (5) e (8) & feita
por diferengas finitas usando:

[— =1 2 _ 2
Xj = (2h)71(-3X, + 4X, - X3) + @h
X! = 2 x.., - X. ) + on? i =2, n-1
1 i+1 i-1 ?
3 (9)
= o 2
X, = (2h) 71X _, - 4X__, + 3X ) + oh
X! = h™3(X, ., - 2X. + X,..) + @b i = 2, n-1
i §g i i1 ’

onde h & o espacamento pivotal e h € o nimero de pontos pi-
votais.
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Aplicando as equagdes (9) na equagdo (5), obtém-se:

ﬁli Xi—l + AZi Xi + ASi Xi+l = Ci i= 2, n-1 (10)
- -1 o -2
com R]i = h Pi (Zh) Qi‘ AZi Ri 2h Pi e
R -1
B = W™ Py # (2h)" Q4

Aplicando as equagdes (9) na equagao (8), obtém-se pa
ra as bordas:

(11)
Aln Xn-z * A2n n-1 * ASn Xn = Yn
onde A.. = F. - 1,5h" L E, A,y = 2n"lE , Agy = -(zn)" e
1~ 5 3 gy Agy ® E B fy 1
A = my e A, = -2hTlE A, =1,5 h"lE + F
1n n’ 2n n’ 3n ? n n

Como as matrizes All e Ag podem ser singulares.o sis
tema deve ser modificado antes de se proceder sua solugdo.
Essa modificagado consiste na obtengao de duas equagoes pela
aplicagdo de (10) nos pontos i=2ei=n-1, comas quais
elimina-se respectivamente All e A3n‘ obtendo-se:

(12)

_ -1 _ -1 _
onde Ky = Apj(Ag,) “A 51 = Ay (Ayp) TAsp - Agg

_1 o _ "
G = ¥ A = ASn[A A

} -1
5 = A (A1) TGy - Yy Ay p $.0-10 Pl T M

T _ —1 B
Ry no1 = Asn(Bg 1) A2 ner T Aon

= _ -1 _
Bp-1 = ASn(AS,n-I] Ch-1 ™ Yn

Utilizando as equagoes (10) e (12) constroi-se um si
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tema linear com uma forma caracteristica, cuja solugdo atra
vés de um esquema numérico simples, que utiliza pouca memo-
ria de computador, encontra-se apresentada na referencia
[5] . Obtém-se, desta forma, as solugOes para X;, 1= 2,
n-1, sendo entao X, e X determinados por

1

X, = (A

1 (C, - A X, - A X

12) T (€g = Ay Xy - Agy Xg)
(13)

X, = Ay o 7hee, g - A

n n-1 - = Xp-1)

1,n-1 "n-2 2,n-1 "n-

4. Resultados

Utilizando o programa desenvolvido, resolveu-se pro-
blemas com solugdo analitica conhecida, com o objetivo de
verificar o modelo.

A figura 3 mostra o comportamento do deslocamento e
das tensdes resultantes proximas a uma extremidade livre de
uma casca cilindrica (figura 2), com temperatura interna
constante positiva (AT/2) e uma temperatura externa constan
te negativa (-AT/2) de igual valor a temperatura interna,
(ou seja, cujo carregamento & apenas um ''momento térmico").
A solugdo analitica foi obtida a partir da referéncia [6] ,
podendo-se observar que os resultados numéricos sdo bastan-
te proximos a ela.

A figura 4 apresenta os resultados obtidos para uma
casca cilindrica uniformemente aquecida até uma temperatura
T, engastada nos extremos. A solugdo analitica deste proble
ma, & obtida nas referencias [2, 3], considerando que a'"for
¢a térmica" na diregdaoc axial € nula (Pyo = 0), ao longo da
casca e nos contornos. Introduzindo esta simplificacio no
programa, a solugdo numérica aproxima-se bastante da solu-
gao analitica, como pode ser observado. Para mostrar a im-
plicacdo desta simplificagao nos resultados, apresenta-se,
também, a solugdo numérica sem considera-la.

Solugtes numéricas para outros harmonicos (n # 0),mos
tram a convergencia dos coeficientes de Fourier para este
problema.
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L _..._L.(g;[ J"2= I 3(1-\'i!
o e T8 o o

Fig.2 Cascacilindrica com '"momento térmico"

eses Solucho analitica [6]
—— SolugBo numérica

1,0
08 K, « EN° XgBT
27200-%) h

Ne/K . Exe AT
3 Ky = —-—.j-n—)-e.”‘ =

0 g2 04 06 o8 L0 |.'2 ' |.'4
s/L

Fig.3 Deslocamento e tensoes resultantes
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J | Al h=0s20 ... solugdo analitica 2,31
s | — soluglo numerica
= | |- com simplificagl8o
i | 2- sem simplificaglo
AR
= 2a -
14+
La2r
1, OF
o8
[oY13
..
Q4r | oo, T
0,21
0 L A i i 1 L i
ol 0,2 03 0,4 0,5
s/
0,4
0,2

-0,6 — L
2p2p,00, T
08 ]‘gu <y
1,0
-1,2
o 02 03 o0& 05 " o5 02 03 o4& 08
8/l s/l

Fig.4 Casca cilindrica uniformemente aquecida
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Apendice
Elementos nao nulos das matrizes P, Q, R e do vetor C:

Pajy s Pyy = pagg *+ (p10")7(20) '8dg5.

=~ " s =1 "
= -p le Bd33'ﬂ. P32 = ~p 01[3 ﬂd33n

-1, ,.2 2
p “(p")

Bdo + 207! Bdy n®, Py, = pB, Pyy = dppo

1 ' = = =] "
plaj; * pajy, ay, = [ag; * agg - (2) Te" Bdgs]n

1 2 2

'1 " = ' -l
Py PAyy ~ pypTag, + (ppy) T(p')7 BdO + (ppy) "Bdzzn



D-227

1

o _ i A
pl 0B, Az = -y + ag5 - (20) 7P Bdgsln

34

1

q,, = p'agy * pazg * c-lplo"B{liolp”J' 2 (20) Tpqpe'ldgy ¥

ER i TR =2 TP
+le 633/2]v q23 = '(p lplp d33 ol plp P dG)Bn

2

- * -1 _ - 2
qgp = PyPMay, © Py Py (ppy)

1p)2 pde - (ppy) 'Bdgg 0

R W T
p  (pyp")'1dgg - P TogpMdzg *

1]
—_—
(e8]
—
=]
hel
—
o
o

a2

+ o_zpla"p'de}ﬂn. gy = {{Zo'lo'o" - 9_2(0']3] do +
foounl s GEg -1y, 2

+ 0 “(p')° de'}B - Z(p "p'dyg - P dz5)Bn

Qe = p'(2-d5)8, a4, = -07%d dg. = ¢ To'd

34 A 1 Wgge Agg 12

R A e (D LY L R CR R U

|

- [p7Tagg * (20057

2
Bd33] n

s ' -1 =3 1ot
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- (2p0y) Ypyp™) dgsln
1 1 33
o =1 =g [ -1 [ 1" =T 1
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e - o 2,-1 , 2
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r,, = -[o )% + p"]agy - plagy ¥ 0" Yo p"BL[(pyp")"/2 -
22 P AP Pilazz = P d33 51 1
~(20) Yoy 0t - 0 te (0" ldgy + (oo™ /2 -
1 1 33 1
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=3 -1 "
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=0 Tpypte Bd33] n, T,y = P pyp"Bds n
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Elementos nao nulos das matrizes E, F e do vetor Y:

- _ 2,-1 Wi
€11 T 819971 oy T &3 [(207) (pyp")"Bdgs * 333]
B B = p_zp p"Bd..n, €,, = - p~20 p"Bd..n

23 g2 1 350 C39 g3 1 33

B WPl s -2 2 . o
es3 = g3[p “(p') 7O + 2p "Bdgym }. egy = 838, ey3 g4
foo o ogog bpta e ¥ Rey Tin'® o la..n, £,, = (p-la -
11 - &1 12 1" 127 By 12 Ly = E3APyeay

-1 " e Za =1 o
-0 eqpagy)s £15 =8, [(20%) "0 Bdgg - P agz]n

-1 § ~1 " -2 ot -1 "
f,, = -g,{0 p'agg + o pye"[p 0yt - (20) (py0"Y]Bdys3}
-3 o - 2.1 4.8
Tl 2 -3 o
.Bd0 + (p;p”) "Bdgs n I, £, = gz(0 7000 (2d55 + dO) -

G _ %y ' 2
- 0" 2(p ") dgg)Bn . fyg = -gge op'(2dg3 + d@)En’ < hy

- ! _ o #1 - =
54 = 830 p'(1 - ds)B. £y =ggeyts 4y TRy

£
o ] :
Y, = €, *8y Prgr Yy = €+ Y3 = €3 * 830 p'B(ds My, - Mpp)

Y4 T &y

onde

(=1
2
=5

2z
1 11 22 12

ds = — doe
1

—_

11
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DETERMINATION OF STRAIN ENERGIES IN AN ELASTIC: A CASE
STUDY OF TWISTING OF FILAMENTS T

Janardan Singh Rohatgi

Professor Visitante,Depto. de Engenharia Mecanica,
UFRN - Natal-RN.Brasil.

SUMMARY

A study has been made to calculate the strain energies stored in
the twisted yarn assuming that a fibre behaves like an elastic. The
shape of the fibre before twisting is straight and after twisting is of
the form of a right-circular helix.The expression of the strain energies
in the twisted yarn is the sum of bending-and shear-strain energies of
the helices. Further, this expression is elaborated to the self-twisted
yarn. The results obtained agree fairly well with the postulated theory.

SUMARIO

Um estudo foi feito para calcular a energia de alongamento rela-
tivo armazenado no fio torcido. Supondo que a fibra tem comportamento
como elastico. A figura da fibra antes de torgdo € como reta e apds de
torcao & da forma hélice circular. A expressdo de energia de alongamento
relativo € a soma de energias de fleXao e de cisalhamento das helices.
Adiante, esta expressdo e elaborada para o fio de auto-torgao. Os res-
ultados ohbtido concordarao bem pela teoria postulado.




D-231

1. INTRODUCTION-

The twisting of yarn is the most important process in the textile
manufacture.It is employed to bind the near-parallel fibres or filame-
nts into a stable and strong state so as to avoid the disintegration of
the constituent fibres during further processing or in the end-use.The
insertion of twist in the fibres is the most costly and low productive
process among all the stages of yarn production.During the last 30 vea-
rs or so many novel methods of twist insertion have been invented by
which is reduced the yarn production cost to a large extent however,
none of them were as economic as the process of SELF-TWISTING,which is
nearly I0-times more productive than over the conventional process.Bec-
ause of high rate of production the popularity in the industrial sector
has created interest to study the mechanics of twisting or exactly,the
self-twisting.

2.MECHANICS OF SELF TWISTING-

The identical twisted yarns,i.e.,each of them if twisted in the
alternate directions:in the clockwise and anti-clockwise directions,and
when are combined together then they twist around each other by themse-
lves and form a stable two-plied structure.This phenomenon is known as

self-twisting.The path of a filament in a single yarn is assumed to con
form to an helix.It is interesting to mention that each of them is not
stable because of the fact that that the alternate twists will cancel
each other and thus it can not remain stable at its own,however,two su-
ch yarns form a stable structure.Further,in self-twist yarn the helix
is doubly wound,i.e., helix around helix.Therefore,it is first necessa
ry to define the geometry of yarn and helix.

2.1 YARN GEMETRY-

The yarn is nothing but an integrated form of filaments,thus to
define yarn,we have to go down to filaments.As such the following ass-
umptions are made-

I1.The filaments are circular in cross-section and uniform along
their axes with their diameters negligibly small.The yarn diameter is
uniform along its length and its cross-sectional shape is circular.

2.Each filament forms a perfect circular helix around the yarn
axis.

3.The filament are packed in a close hexagonal arrangement such



that maximum packing density in the yarn cross-section is obtained.
4.The filaments are incompressible and exihibit perfectly elastic
stress-strain behaviour.

The actual structural geometry often departs from the idealised
model used.Nonetheless the value of such idealised model has been suff -
iciently well established so that their use is justified[I].

2.2 EQUATION OF AN HELIX-
A circular helix [2] is defined as a curve drawn on the surface

of a right circular cylinder cutting the generators at a constant an-
gle. The equation of such an helix ,Figure I ,is given by-

X =Rcos 8

Y =Rsin® -ece..n sl e e ()

Z =RB6cotq
where ,R= radius of an helix, 8 = angle which specifies the rotation
of the radius,and q = helix angle in radians.
The helix is defined by its radius and the angle it makes with the axis
( z-axis), that is-

tan @ = 2TRTg voevunen PETYT e g

where Tg is the turns per unit length in the yarn.

2.3 CURVATURE AND TORSION OF HELIX-
In differential geometry,the rate of turning of binormal is cal -
led torsion and is given by,

sin q cos q

t= ———————— iiieenneeaax(3)
R
and the curvature of helix is given by,
sin q
K 8 ———————iieernnenerenna.(4)
R

3.DETERMINATION OF STRAIN ENERGIES -
After discussing assuptions and the curvature and torsion of an

helix, exression for the strain energies in a single yarn may be found.

3.1 BENDING STRAIN ENERGY (BSE)-
BSE per unit filament length (Lg) is given by [3] ,
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FIGURE I- A CIRCULAR HELIX SHOWING THE ROTATION OF VECTOR R.

3 FIGURE 2- CROSS.SECTION OF YARN SHOWING ELLIPTICAL SHAPE OF
THE FILAMENTS.



where Bf is the rigidity of bending of the filament.The equation(5)
gives  the BSE per unit bent filament length and to transform to per un

it yarn length(Lh] we use the folllowing-
Lf - Lh BB . snemmureymasenaa )

therefore,BSE per unit yarn length is,

1
(BSE) - —z—nsz SEC @ ervnnrnrenna(T)

However,the BSE of all filaments in the yarn is determined in a diff -
erent manner. As the yarn is composed of,say, Mf number of filaments
and in transverse section of the yarn the filaments will look like
elliptical in section, as shown in Figure 2.Then in an annulus of dia-
meter dR,there are cNf mmber of filaments.The assumption of close hex-
agonal packing implies that the number of filaments per unit area of
yarn cross-section is constant over the whole cross-section,i.e., the
total number of filaments per unit area of cross-section is.thRg ‘

Then,we have,

= re— e semiical®)

P

where.rf,Rs and P are filament radius,yarn radius,and packing coeffici-
ent respectively. The area of annulus is simply 2 RdR and the area oc-
cupied by filaments should be multiplied by packing factor thus we have-

Area occupiedhy film. = 29RdRP .....ccvvvvvennrasa(9)
The equation (9) may also be obtained in a different manner.As the fila
ments in an annulus are elliptical and of helix angle q,then the appare
nt area of each filament is of the magnitude-
Tl'ri secq ,

Then we have,

Area occupied by filaments '=1'rr§ sec q de m—. (10)

Using equations (8),(9) and(I0) ,we get-
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The equation(7) is the BSE of a filament per unit yarn length.Hence,
BSE of all filaments may be obtained by multiplying by de and integ _
rating between the limits R=0 and R-=RS ,we get

I R 2
(BSE); - J s Bg k" sec q cNf ....... (12)
0

Substituting the values of k and de from equations (4) and (II) and
multiplying by yarn length 'l’h‘ we get

. 4
MfoLh J,R=R5 sin'q

(RSE), = RZ R=0
s

The value of dR may be obtained from equation(2) ,i.e. dR= secquz'uRTs

and limits of integration are changed from 0 to Qs‘ substituting equ-
ation (I3) ,we get

" Bth sin’ q sec q
(BSE) = ~— j dq
R tan q
s 0

Upon integration of the above expression ,we get

(BsE) = —— (1% sec” 0, sin’ Q_ )..(14)

The equation (I4) is the expression for the bending strain energy of
y'arn,(BSE)s,of length I.h where Qs is the surface helix angle of the
filament.

3.2 SHFAR SI'RAIN ENERGY (SSE)-

The shear strain energy in a twisted single yarn is taken as
the sum of the shear strain energies of its twisted filaments.The
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The shear strain energy per unit filament length is given by,

I

(SSE]f= inJf e e e e )
where, Cf‘ torsional rigidity of filament and .Jf the unit twist in the
filaments per unit length in radians.The twisting of the filamentsin th-
e form of a bundle of parallel and straight-filaments produces a twisted
yarn and the path of each filament in it assumed to be helical,and the-
refore,twist in the filament(in the yarn state) is the torsionof helix
as given in equation(3) and is equal to Jf [4] we get,
Jf sinqecosq -...(16)

R

The shear strain energy of all filaments in ayarn of length Lh is
obtained by integrating procedure similar to used in section 3.I. Sub-
stituting value of Jf from equation (I6) in equation (I5) and integra-
ting from 0 to Q,.ve get

3
Moy sin'e, .
(BB} o i AAEERIS
ZRS

3.3 TOTAL STRAIN ENERGY .

The total strain energy of all filaments in a single and str-
aight twisted yarn of Lh is the sum of {BSE}S and (SSE)S.i.e. ., the sum
of equation (I4) and (I7).

3.4 ENERGY IN THE PLIED STATE(TSE) -

As already dealt that when two like twisted single yarns are
brought together then they automatically twist about each other and re -
sult into a plied stable structure.The path of a filament in this state
is of the doubly wound helix,During this phenomenon(and which has been
called: self-twisting) the original twist contained in the single ya-
rn diminishes and also the straight single yarns bend to a helical
configuration(i.e., new helix) and form helix.Then the total strain ener
gy in the equilibrium plied state is the sum of three items:(I) BSES as
given in equation(I4);(2) SSI'-Zs of equation(I7);and (3) the bending
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strain energy of the single yarn, (BSE)';) of the newly formed helix.The
expression for this strain energy may be given by,

2
{BSE)p -2- B k Lh ceseseasasesssssssa(I8)

where.l(p is the curvature of the yarn and is,

sianp

Rs

and ,Bp- Hfsf.'l'he equation (I8) is simply ,

. 4
Mfosm QpLh -
(BsEy = e STR— (19)
2
ZRs
Thus total energy in the plied state is the sum of equations (I4) ,(I7)
and (I9) changing Q, as Qsp.which is the helix angle at the sur ice in
the plied state,we get

M .
(TSE) ﬂ_.fj‘._h E? (log seczQ - sian ) +C sian +B sin‘Q -|
P £ e sp sp £ sp f spl...
ZRZ Jl
s
vann [20)
4. EXPERIMENTS-

The bending rigidity of fllament(B )} was calculated using the
method of Livesey and Owen (5| i.e.,it was detemmed 7.4x10 ° gf. an?.
The torsional rigidity (Cf) was detemmed by torsional pendulum me -

[61 ,its value was 4. 2x10™ ef. e’

The helix angles were determined by travelling microscope and
they are related to the twist in the yarn,i.e.,

tan Q
Tsp =P iiiinn. veeena(2D)
2R
and,
tan Q
R e — e (22)
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Theyarn diameter Rs and twists T sp and Tp were thus found to be for a
typical specimen of wool yarn containing II6 fibres{Mf] as Rs- 0.0I86 om
T = 2.52 and T = 2.19 per am. The values of = 16.4 and =
p per o sp e - and Qsp

14.3 degrees were calculated from equation (2I0 and (22) respectively.
The twist in the singlr yarn TS= 4.5] was obtained from the relationship

. +sin%cost
= SR 2R,

and the results are shown in the following table.In the same table is
also shownthe individual strain energies.

TABLE: THE HELIX ANGLES AND THE STRAIN ENERGIES (x IO'ng.cm)

T
Qp sp Qsp BSES BSEp SSE TSEp
0 4.51 27.8 349.7 0 1563.0 1912.8
4 3.92 24.6 222.0 0 1243.7 1465.9
8 3.34  21.3 1I6.6 4.9 947.1 J1068.6
12 2.27 17.9 58.3 23.6 683.0 764.8
16 2.25 14,7 27.3 70.7 463.4 561.4
20 1.76 II1.6 13.6 169.6 292.8 476.1
24 1.36 8.9 1.2 339.3 170.6 511.1
28 0.97 6.5 0 602.5 90.8 693.3

20

FIGURE 3-
RELATION _ |54
BETWEEN 5’
HELIX %
ANGLES g
AND STR- & 104
AIN EN-  ©
ERGIES. %
&
E° T

= S W L L
HELIX ANGLES IN DEGREES
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In Figure 3 is shown the relation between helix angles and the
strain energies,i.e., the bending energy of ‘Eilan'ueﬁ'ﬂ:s.BSEf ,bending
energy of the twisted yarn in the helical state ,BSE_ and the shear stra-
in energy of the filaments,SSEf . The energies have been calculated from
the equation (20).

5. CONCLUSION.

From the Figure 3 we note that at the minimum energy level,of
the total energy curve,the corresponding value of Q = 20.4 degrees,which
is quite approximate to the experimental value of 16.4 degrees.Thus the
theory developed agrees fairly wellwith the results obtained.
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ESTIMACAO LINEAR OTIMA APLICADA A GERAGAO DE
METODO DIRETO DE BUSCA EM OTIMIZAGCAO DE PARAMETROS

A. Rios Neto
Professor Depto Engenharia Mecanica
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RESUMO

0 método numérico apresentado se aplica a otimizagdo
de parametros, com a fungdo objetivo e os vincules nao 1i
neares. Adota-se procedimento de perturbagdo linear com cri
tério de busca direta, na diregao do gradiente da fungao ob
jetivo e na diregao de satisfagao dos vinculos. A  associa
g¢do deste procedimento a uma interpretagao estocdstica dos
erros envolvidos na aproximacgao linear, reduz a determina
¢ao do incremento de busca, em cada iteragao, a uma estimagao
linear otima com o emprego do filtro de Kalman.

ABSTRACT

The numerical method presented in this paper applies
to nonlinear parameter optimization problems. A linear per
turbation procedure is adopted with a criterion of  direct
search in the direction of the objetive function  gradient
and in the direction of meeting the constraints.Associating
this to a interpretation of the errors as random variables,
one reduces, in each iteration, the determination of the
search increment to a optimal linear estamation, using the
nalman filter.
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1. Introdugao
0 método proposto se aplica a solug@ao numérica de pro

blemas de otimizagdo de parametros com fungdao objetivo e
vinculos ndo lineares. O procedimento de busca associado €
do tipo direto (1), em que a determinagao do incremento nos
parametros, numa iteragdo tipica, se condiciona a  satisfa
gdo do critério de obtengdao de um vetor gue combine desloca
mentos na direg@o de satisfac@o dos vinculos e na diregdo
do gradiente da fungdo objetivo. Este procedimento € desen
volvido pela utilizagdo de estimagao linear otima na deter
minagao do incremento de busca. Em cada iteracao, através
de nma aproximag3o linear para a fungao objetivo e os vincu
los, associada & satisfag@o do critério de busca e de uma
interpretagao dos erros como sendo variaveis aleatdorias, o
problema € reduzido a um de estimagao linear com informagio
"a priori". O incremento de busca €, entao, determinado pe
lo emprego sequencial do Filtrc de Kalman (1-3). Segundo o
conhecimento do autor, o método proposto constitue uma con
tribuigao original, no sentido de estender a aplicacgao de
estimag@o linear otima a geragao de um método numérico para
solugao de problemas de otimizagao de parametros.

2. Formulagao do Problema

0 método proposto se aplica a solugdo de problemas co
mo o formulado a seguir.

Minimizar: L(X) (221
Sujeito a: M(X) =0 (2.2)

onde, sem perda de generalidade, o problema de otimizagao €
colocado como uma minimizagio; X € o vetor de dimensdo n, a
ser determinado para otimizagao da fungd@o de desempenho (ou
objetivo, ou custo), L(X); M(X), fungao vetorial de dimen
sao m (m<n), constitue os vinculos do problema.

0 procedimento desenvolvido nas segobes seguintes se
constitue num método direto de busca, do tipo gradiente (1),
em que o incremento de busca, x, tomado a partir de um va
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lor nominal, X, deve, em cada passo, ser tal que:

= =iy LK {2.3)

MX + x,) = M(X) = -8 M(X)

A d | ; : i i
onde, Ly = gy L(K}]E‘ vetor gradiente; 0<g<l; a>0.

Assim, o problema que se coloca ¢ o de se determinar
o deslocamento x ade forma a se caminhar na diregao da solu
cdo, isto €, de modo a se satisfazer ao critério de, simul
taneamente, se aproximar do valor minimo de L(X) e da satis
fagao dos vinculos, M(X).

3. Fundamentos do Método

Para valores de |/ x| e g suficientemente pequenos, re
sulta

Mg x + 0(2) = -q M(X) {3.13

A d
onde, MY il M(XJ’Y e 0(2) representa os termos de ordem

superior.

Sob as hipoteses em que a equagdo acima foi  obtida,
o(2) & tal a estar dentro da faixa de erro desprezivel nas
computagoes numéricas envolvidas, isto €, confunde-se com o
vetor zero numérico de ordem m. Por outro lado, € razoavel
modelar-se este vetor zero numérico como um vetor aleatdrio,
de componentes nao correlacionadas, de m&dia nula, uniforme
mente distribuido na faixa de erro desprezivel, isto €,

Mg X + ey = -q M(X) (3.2)

onde

. B T, _ .. 2 2 ~
h(eM] =0, ELeM %M] = dlag.[uml. Apgs e a” ] = R
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Dada a hipotese de distribuig¢ido uniforme para Ey 8
sendo e >0, o maximo erro numérico desprezivel, tem-se:
2 .1 .2 .o
a3 o 1= Foo e wcanesy M (3.3)

Para satisfacdo da exigéncia correspondente a equagao
(2.3) e para garantir que o deslocamento x seja suficiente
mente pequeno, € razoavel considerar-se a condigao a seguir,

para Cé uniformemente distribuido e de componentes nao corre

lacionadas,
T '
-p Li =Xt ey, O<p<1 (3.4)
E(ELJ = § p[L } = eL
T B P 2 2
b{(EL - ELJ{EL - EL} ) = dldg.[ull. Bgos e G'En) P
nii = Hlplg )2 + 3 T O T - (3.5)
i 2

onde e, € o valor do erro numérico admissivel nas componen

tes de x, compativel com o erro e,» como explicado mais a

diante (Eq.3.8). Por outro lado, subtraindo-se Ef membro a
membro’ na equagao (3.4),

%pl% X + €1 (3.6)
E(e ) = 0, Ele, EE} =7 (3.7)

0 valor de e, deve ser recolhido de modo a se  garan
tir a prioridade de satisfagdo dos vincules (Eq.(3.2)). Pa
ra tanto, impoe-se que

MT-] »>> Elg,, €

’ . T

E(Mg B E/ Mg M e (3.8)
_ _ T 1.2
E(E;) = 0, E(E, E) = ge; L

ou, para g>>1, tal que ge seja o erro admissivel para os
vinculos, € razoavel considerar-se
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50 2, 2
e, = Max.{e . : (] (G4M.(X)| )7e, * =
£ 21 j=1 an i X 21
2 2 .
B” ey, 17 Ly Bl wmmen, T} (3.9)

0 valor de q deve ser escolhido a partir do valor de
p, de modo a se garantir a hipOtese de perturbagac linear.
Assim € razoavel considerar-se:

. 2 T
q = Mln.{qi T M (X).M(X) =
2 T T 2 T
pT((Mg Ly) (My Lg) + ej. (Mg 1) (Myg.1.)))
onde 1n € o vetor de ordem n, de componentes unitarias.

4. Método Proposto

Numa iteragao tipica, a consideragao simultanea das
Eqs.(3.2) e (3.06) para determinagao de x, leva ao seguinte
problema de estimagao com informagdo a priori,

X =X+ £ (4.1)
2 = Hx + ey (4.2)
= 1 T A
onde x & -3plg, z & -q M), H 8 My
A solugao do problema anterior pode ser obtida por

estimagao linear (1-3), através da utilizagdo do filtro de
Kalman para se estimar o valor do incremento x.

x =X + K(z - HX) (4.3)
K=pHu R! (4.4)
P=7-PH (HPH' + R) 'HP (4.5)

onde x € o valor estimado para o incremento; R e P matrizes
de covariancias dos erros, como definidas nas Eqs.(3.2) e
(3.4).
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Por outro lado, o fato do vetor aleatdrio £, Ser inde
pendente do vetor aleatorio €y © deste Ultimo ter componen
tes nao correlacionadas, permite tratar o problema de uma
outra forma, pela estimagao de x como o estado de um proces

so de mialtiplos estagios, como indicado a seguir.

o d, xt-x -7 (4.6)
23 = hy x + ey, (4.7)
o e ~ =i
X X+ Kils, ~ B X (4.8)
k, = b1 T g7l (4.9)
3 1 =
I coml:  =loagl S =k wi
p =P P hi(h P hj + Ri) hi » (4.10)
51+1 Pi
e I I Y T T ;
onde i=1,2,...,m; H [h1. h2 ..... hml,z = [ZI‘ZZ""’ZmJ'
T_ = - : Y . 3 =F 2 5 - & 5 nm:‘
EM——[ch, SNz Tty Eagg ) Ki —L;aMi], e, naturalmente, X X,

PITI

= P, resultados idénticos aos das Eqs.(4.3) e (4.5).
Ve-se, portanto, que a determinacao do incremento  x
ficou reduzida a uma estimagdao sequencial em que as compo
nentes de z sao processadas uma a uma. Desta forma, a ma
triz a ser invertida, na Eq.(4.10), € de ordem um, evitan
do-se, assim, o problema de inversac existente para a solu
gao na forma das Lgs.(4.3) a (4.5).
Antes de se proceder a uma nova iteragao € preciso fa

zer as verificagoes a seguir, para i =1, 2, ..., m.
i} Se /Mi(X}/ >ge e /M X+ x)/ < /M (X)

entao x = x e procede-se a uma nova iteragao, X novo sendo

X + x; caso contrario diminue-se p e recalcula-se x.

i) Se /M (X)/ < e e /M (X + x)/ < se e



i

L(X + x) < L(X) passa-se a verificag@o seguinte; caso con
trario diminue-se p e recalcula-se x.

iii)} Se a verificacgao anterior for satisfeita e
n
¥ {;% M. (X) P L= )2 < BZ e2/3, a solugdo convergiu; caso
gop Ty AT T Ty d

contrario procede-se a uma nova iteragao, com X novo.

5. Conclusoes

0 método proposto encontra-se, ainda, na fase de tes
te. A qualidade dos resultados ja obtidos, nas aplicagoes
efetuadas, justifica a divulgagao para a extensao e aprofun
damento de sua avaliagdo como ferramenta de calculo numéri
co, na area de controle e otimizagao. Cumpre destacar a ca
racteristica sequencial dos procedimentos de calculo envol
vidos, que evita a necessidade de inversdao de matrizes. Is
to qualifica o método para solugao de problemas pelo empre
go de mini-computadores e das modernas mini-calculadoras pro

gramaveis.
BIBLIOGRAFIA

(1) Bryson, A. E. and ho, Y. C., "Applied Optimal Con
trol". Blaisdell Publishing Co., pp. 348 - 388 -
(1969).

(2) Gelb, A. et al, "Applied Optimal Estimation'". The
M.1.T. Press, pp. 105 - 142 - (1974).

(3) Jazwinski, A. H., "Stochastic Processes and Filter
ing Theory". Academic Press, pp. 194 - 262 - (1970).




a2

ANAIS PROCEEDINGS
&, COBEM 79
& % V CONGRESSO BRASILEIRO DE
z 6 | ENGENHARIA MECANICA
CAMPINAS, 12-13-14 @ 15 DEZEMIRO 1979
UNICAMP

TRABALHO DE PESGUISA N 0

RESEARCH PAPER D-17 P.P. 247 - 259

PARAMETRIC EXCITATION OF LINEAR AND NONLINEAR
SYSTEMS: THE NORMAL FORM METHOD

Liu Hsu
Prof.of Dept.of Mechanical Engineering
COPPE/UFRJ - Rio de Janeiro - RJ - Brasil

SUMMARY

In this paper is presented an analytical method for
determining the stability and the local dynamical behavior
of the trivial seolution x = 0 of the system X = F{x,t),
x ¢ R", F periodic in t. The method consists basically of
two steps: (a) construction of an equivalent autonomous
system, (b) normalization of the later system. The proposed
approach is well suited for numerical programming and can
treat simple or combination resonances, subharmonic oscil-
lations and other locar dynamical features.

SUMARIO

Neste artigo € apresentado um método analitico para a
determinagao da estabilidade e do comportamento dinamico lo
cal da solugao trivial x = 0 do sistema X = F(x,t),n ¢ rR",
F periodico em t. O método consiste badsicamente de dois pas
sos: (a) construgao de um sistema autdnomo equivalente,(b)
normalizagao deste sistema. O enfoque proposto € bem adequa
do para programagdo em computador e pode tratar de ressonian
cia simples ou combinatdria , oscilagdes subharmonicas e

outras caracteristicas do comportamento dinamico local.
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1. Introduction

Parametric excitation has been extensively studied
particularly in the linear case. This fact reflects the im-
portance of the subject from an applied point of view as
stressed by Bolotin [1]. To solve the stability problem in
the linear case, several methods are available and can be
used in principle, e.g., small parameter methods [1][3][4],
Bolotin's Method [1], Point Mapping method [5], Hill's
method [6], Harmonic Balance [7], etc...

However, when the dimension of the system is large,applica
tion of these methods becomes involved or time-consuming
especially when more accurate results are required (higher
order approximations).

In the present paper a new method is proposed to deal
with the dynamical problems of harmonically excited systems.
The unusual aspect of this method is that the original
nonautonomous system is regarded as an autonomous system
coupled with a linear harmonic oscillator in a nonlinear
manner. This idea would be perhaps of scant use if some
applicable formulae had not been devellopped as in [8]con-
cerning the obtention of a Normal form for nonlinear dif-
ferential systems [9].

This paper will be restricted to the presentation of
the fundamental ideas of the method. A more complete version
will appear elsewhere.

2. Basic Notation
K Ty BTCLix OF {xj}. {zj}. etc ... : vectors,

V= {ul,vz,l...,unJ, vy 3 0 integers;

[vi=22 vy
k)

A= (Alb}\zy---.ln}; Aev= Ell \ji :
i
A= A =k :E: = (v such that ) _.=0)
V] ] X .=0 JV[=2.3.-- o Vi
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X Vi vz v s =
X=x X" ...vn; § = delta of kronecker
(v)
2:' - 2: i * denotes ''conjugate';
L J=2Y s lt
I=sl,...n,v; # 0

& ;N v v VoAV,
6I- (61,1‘51.2""51,n)‘¢j ,¢j,Bj,¢j,G..cmmtmus

) !

= (v such that ) .=0 if Iv| < N)
30 ful=2,3,...,» J

3. The Normal form:

Let us consider the (autonomous) system:
2eAx +£(® . £(@=0 (1)

where x , £ ¢ R", A is an nxn real matrix, f is analytical
around x= 0 and contains only terms of degree not lower
than two in x.

Let us suppose that all roots X; of A have zero real
parts and that they are simple (i.e., A has a diagonal
canonic form).

The function £ can be expressed as a power series:

£ Z ¢;5“ or fj=z: ¢;§v (2)

|v|=2 [v|=2

n

where the ¢;'s represent real constants.
By means of a linear change of variables (see Appendix
I [11]) the system (1) can be reduced to the form:

L=Az+ z: 2’ (3
|v]=2

where z ¢ ¢" and A = diag (Aj] is a diagonal nxn matrix
We now seek for the elimination of the second order
terms of (3) by means of a substitution z + £ of the form:
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£=£+Z B;EU (4)

[v]=2

As in |8 we get:

BY = Ep?/xuj for |vl=2 and A . # 0 (5)

b
J J v

The second order terms such that lv.=0 are called resonant
and cannot be eliminated by (4). For such terms we set:

Vo |= =
BJ. 0 (|vl=2 and AUJ 0) (6)

Thus, the substitution defined by (4)(5)(6) brings
system (3) to the form:

5:,1_g+2' @3:'_5"+Z¢}"_£_"' (7

[vl=2,x_.=0 [v|=3
V]
where
=\
¢ = 9. ; fo =2 and A _.=0
¥ T |v] vj
(v) )
v o_ =V = &, +8 v=-§ . =
o = 3y ¢ E 9;°1 73 BFTUI(1 +8p5) 5 for |v|=3
1,J

Similarly we can seek for the elimination of the third
order terms in (7), by means of a substitution of type (4)
where |v|=2 is changed to |v|=3. This procedure is formally
consistent and could be carried out indefinitely although
for the present purposes we restrict ourselves to examining
second and third order terms only.

The system (3) is said to be in normal form if it can
be written as:
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that is, the only nonlinear terms are the resonant ones.

In most practical problems we don't need the system to
be "completely'" normal as in (9), but only normal up to a
certain finite order N, i.e.;

(N)

E=AE+ E G}JE\J (10)
lvj=0

Let us call the form (10) as N-normal. The most common
cases are N=2 and N=3. The form (10) can be achieved by
applying successive substitutions of type (4) with |v|=
. 0 T

In particular, for N=3 ene has:

; ; PoAgym 0, lv|=2,3 (11)
where 3" were defined by (8).

Here, the Appendix I [11]together with formulae (11)
(8) and (5) provide a relatively simple way for obtaining
such coefficients even for higher dimension systems. The
mentioned formulae can be easily implemented in a computer.

4. Parametric Excitation: Linear Case

Let us begin with the classical differential equation
(Mathieu's equation):

X + (Q*- € cos t) x= 0 (12)

The idea, which is going to be followed in the remaining,
is to regard the excitation "e cos t" as a state variable
of a linear harmonic oscillator. This leads to the conside-
ration of an augmented autonomous system of dimension ¢
(two coupled oscillators):

¥+ Q2 x -ux =0

(13)

u+u=20 (nonlinear)

The parameter e is taken into account by the initial
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conditions of i + u =0.
To obtain the normal form of (13) according to Sec III, it
is necessary to bring (13) to the form (3). This is
achieved by the linear complex transformation.

* *

X= & # j % =y ,U=u+ja=vV

The transformed system is:

X=-jQX +%§ (U+V) (X+Y) §=jQY-%Q (U+V] (X+Y)

(14)
U= -ju ; V= jV,

Knowing that X= Y  and U= V* we can drop the equations of %

and V.

Consider now the well known stability problem related

with Q near the parametric resonance values Q= 1/2 and Q=1.
a) Q= 1/2 + Aw (Aw small)

For Aw=0 one has the following 2-normal form:

X = -3 QX + %ﬁ UY + ... ,U=-jU (15)
To avoid the problem of "small denominators' as Aw+0, subs-
titution(4)is chosen as to bring (14) to the same form as

(15) for Aw = 0.
Defining polar coordinates as:

: . ,
=¥ =1 el LU=V ) (16)

the system (15) is written as:

s
n

1 -(1/4 Q) 1z sin (¢ - 261] T— é:g
. (17)
1= - Q* (1/4 Q¢ cos (¢ - 2 6;) +... ; ¢=-1

@ .
]

As a first approximation the terms represented by the
dots are neglected. Thus, setting @=¢-2 6, one has from
(17}

8= (2 Q-1) - %Q cos 6 (18)
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Stationnary solutions of (18) (that is © = constant) are
easily seen to imply a diverging solution for rl(instabilinﬂ.
If stationnary solutions are not possible for (l8)stability is
implied. Therefore the boundary of stability is given by:

|2 Aw(1+2 Aw)|= ¢ (19)

(stability =!2 Aw(1+2 Aw)|>z; instability:|2 Aw(1+2Aw)|<z).
Now if = g, (19) gives a first approximation of the
stability boundary for the Mathieu's equation (12) near the
resonance Q=1/2. Since only terms of the first order in €
are considered (19) can be written simply as:

e > 2|aw], (z0)

a well known result [10].

If one desires a better approximation of the st:yility
boundary the second approximation can be found using the
3-normal form of (14):

. : j 1011 he
X = -jQ X + 36_ uy +¢l( YR s e U=-jU (21)

o101 5/32 Q% is calculated from (8).

Then, instead of (18) one has:

) g =
0= (2 Q-1) - VIl cos® - (22)
16 Q2
As preceedingly putting £=e¢ and taking into account only
terms of order up to e we get instead of (20):

e o |2 Aw # % 2| (23)

in agreement with the result obtained by a perturbation
method in [10].
b) Q= 1 + 4w (Aw small)

In this case no secondorder terms appears in the normal
form corresponding to Q=1. Thus at least the 3-normal
form must be obtained. The possible resonant terms in X are
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those satisfying
YU? and U?V.
It can be shown that, in fact only two of them actually

A =0 for [v]|=3, i.e., X%Y, X3V, XYU, YUV,

appear. The 3-normal form is

X= -5 @ x + o{1021) xyy & o{0120) yyz 4 .0 U=-jU  (20)

From (8) one determines the ¢'s:
o{101. 5 /(12 @1y ; #{0220)= 5/ (s @)

Defining ©= o-0 the equation corresponding to (18) is in
this case:

. 2

D= A - 1ol cos 1 . (25)
4(1+w)? |3 2 |

from which the stability boundary is derived as:

- Ez E2

|‘m”_TI<T‘ (26)

again in agreement with a previous result [10].

5. Nonlinear Case

The following differential equation is considered as
an illustration:

X o+ 2ap % + w; (l1-u cos t) x= -c x* ,{u<<1) (27)

According to the idea devellopped in section IV,(27) is
replaced by the system:

X + 2ap % + mz (1+p.u)x= - c x* , i +u =20 (28)
Here we have conserved the small parameter p for conveni-

ence. The linear transformation that brings (28) to the
form (3) is in this case (y=%):

X=| 1+1 Jo x + J y . (Y=X*) (29)
[ / w;-uzuz ] /m;— uiat
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Keeping only terms of order not higher than p the 3-normal
form of (28) is (a=ua)*

N ju, LIO0 o5 v 5 e

X =(a-ju, X+ u =2 UY + o"00 X? Y,U= -jU (30)
2100 , - ik 2100 _10c?.

where ¢ is evaluated from (8) (u=0) giving, lﬁl =] «

In polar coordinates as defined in section IV,(30) is
reduced to (UV=1):
20¢c? o

2 o= o . 9 1
T2, t,=-ar -7 sin® (31)

. w
6:[2m0—1}-u—%cosu = :

where 6= ¢- 281.
Two problems can be solved using (31):
- Stability of the solution x=o

Here, the term 20 r?
1

c? /3 in (31) can be dropped (linear
approximation). The boundary of stability is determined by

the following equations:
uJO =
&=-y —— sin (f1=0);2w0—1=u-7 cos@ (0 =0) (32)

Setting A w= Zw -1 and eliminating © we obtain:

&% + Aw?= p?/64 (Boundary of stability) (33)

- Subharmonics of period 2 x 2m:
Now the term 20 r: ¢?/3 has to be included. Again setting

o= & =0 in (31) comes:
w

w
o= —u—% sin®d , 2 Aw= —g- cosO + ag- Czri‘ (34)

Remark 1: © =0 because &-2é1=ﬂ(1/2 subharmonic).
Thus, solving (34) for r one has the subharmonic " amplitudes"

rz = 3 2 80 t 1w /1-(2%2 1 (35)
1 ZOCZ U

i
"+": stable subharmonic, " -" : unstable subharmonic.

6. Systems of Higher Dimension:
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From the example of section V it becomes clear that no
special difference exists in the application of the method
for either linear or nonlinear case. Thus, for the sake of
clarity, without loss of generallity,only the linear
problem is considered hereafter:

= (A *ecost A)x X L

(36)
where Ao and A] are real square matrices and € is a small
parameter. For simplicity, suppose Ao with only pure
imaginary eigenvalues A= juw, ,pairwise distinct. Similarly
to the preceeding sections(36) is replaced by the
autonomous nonlinear system:

X=A XxX+uld x, ti= -u, (37)

With an adequate linear transformation (37) is brought tu
the form (first step of normalization):

(1) . RS
w - 2n+l + "2n+2 ) & o . .
4 (A =) By B Zagen™ 1 Tgyeys ta8)
sH)
A = diag (*;{), under the conditions: zi*"zi+l ’
(i=1,,., 2n+1), £{1]T=[z1, ceenZon
Defining the vector 5T= (" T, Zon+1Zapsez) 1SYStem (38) can

be identified with system (3) and normalization is achie-
ved as described in section III.

The following facts become clear from the proposed approach:
F.1: The subsequent normalizing transformations are linear
with respect to z ™. As a consequence the only effective

(leading to instability) resonance relationships are |1

W *wiEs (s integer; k,i= 1, 2,..,2n) (39)

k=i : simple resonance; k # i : combination resonance

Remark 1: In the above statement, instability mechanisms

not generated by resonance relationships kui=0 have been

excluded (e.g., the phenomena of "total instability” as
[2

described in [2])
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F.Z: When only one condition (3%) is satisfied (or, almost
satisfied) then, in order to obtain the Nth
of the stability condition we proceed as follows:

- Find the N-normal form

- Set all zﬁ{lf k,i, k+1, i+1, 2n+l, 2n+2)equal to zero.

- The reduced system thus obtained determines the Nth
approximation of the stability condition,From the above it

approximation

follows that, in the first approximation, the nonresonant
modes are decoupled from the resonant ones, when the system
is under form (40). As an illustration the simple resonance
problem is considered. Suppose, without loss of generallity,
that k=i=1 in (41). Then, if s=1, according to F.Z the
problem of stability is reduced to considering the reduced

system:
* . *

2= -jwz+Gz U+ F z UV ;z =z U=-jU, V=U (40)
1 1 1 1 1 2 1
with

2n i

by ) 517 by1j®1- g

G =—= i F =- . (41)
. L 2] wy-w)2-1

J=1 1 J

(J#2)

(j= ¥=1), where byy» byqe by, are elements of matrix B in
(38). The explicit second approximation of the stability
boundary is thus:

bus te |G| - e In (F)/[G | (42)

Remark 2: In practical problems Ao may also depend on e.

In this case a perturbation scheme combined with the present
method can be wused. This leads to important simplifications
in the computations. A similar procedure was used in [11].
Remark 3: Relation (42) shows that mode interaction is
present only in the second approximation when a system of
form (40) is considered.



7 Conclusion

A new analytical method for studyng parametric reso-
nance was presented. The method has been called the Normal
Form method. Instead of the usual averaging or harmonic
balance procedures, successive normalizing transformations
(change of variables) were proposed leading to a simplified
reduced system. Stabitity and other dynamical features can
be dwelt from the later.

The method is applicable to a large class of problems:
linear and nonlinear parametric resonance, simple or
combination resonances, subharmonic oscillations, etc...
Extension to more general excitations than harmonic, is
possible, e.g., a Fourier Series or an almost-periodic
excitation.

The normal form approach, as shown in section VI,
provides a clear understanding of the physical mechanism
of instability, Furthermore, a uniform theory is presented
for linear and nonlinear systems.

For a large number of degrees of freedom, numerical
implementation is relatively simple up to the second
order approximation.
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SUMMARY

In this paper we consider semi-infinite linear
optimization problems which depend on a parameter. We
derive conditions that the set of optimal solutions de-
pends continuously on this parameter. This result gives
an extension of earlier results of the author [1], [2],

[3].

ZUSAMMENFASSUNG

In dieser Arbeit betrachten wir semi-infinite linea-
re Optimierungsprobleme, die von einem Parameter abhdngen.
Wir leiten Bedingungen ab fiir die stetige Abhidngigkeit der
Menge der optimalen L&sungen von diesem Parameter. Dieses
Ergebnis gibt eine Erweiterung frilherer Ergebnisse des
verfassers [1], [2], [3].
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1. INTRODUCTION

Let a4, az,...,an,b be continuous real valued func-
tions defined on a compact Hausdorff-space T. For each
(n+1)-tupel of such functions we consider the following
linear minimization problem:

n
(*) Minimize p(x):=

. P X, subject to

1

n
v I a (t)'x_ < b(t)
teT v=1 L ¥ = '

where P{1Pgre--sp, are given real numbers.

For any "parameter" u:=(ai,a ...,an,b) we define the

2'
set of feasible points

n
zG:={xemnn v I a,(t)xg b(tJ}.
tET v=1

the minimum value EU:=inf(p(v}EEilvezc}, and the set of
minimal solutions

PU:={v€chp(vJ = E ).

Obviously the sets zu and Pc and the real number Eg
depend on the parameter o. In practical applications the
parameter o is only known approximatively up to an error.
Therefore it is natural to ask if the set of optimal so-
lutions change "continuously" when the error tends to

Zero.

In this paper we consider the following general
situation. Let
A1,A2,...,An,B
be nonempty subsets of the space C(T) of all real valued
continuous functions f normed by



T e W e

[{E]| :=max L£(t)I.
teT

For each parameter

GEA1*A21...th*B
we consider the minimization problem (*). In this way
a family of optimization problems is defined with family
parameter ¢ and parameter space

L:=A

xAzx...xAnXB.

1

In the following we derive conditions for the upper and
lower semicontinuity of the in general set-valued mapping

P:I + POT(R").

2. DEFINITIONS

If (X,d) is a metric space, the Hausdorff metric on
the collection H(X) of all closed and bounded subsets of
X is defined by

h(A,B) :=max{sup d(a,B), sup d(b,A)}
aEA bé€B

where d(x,Y):=inf{d(x,y)€R |y€eY}.

Let tDET. A mapping F:T + H(X) is called:

{(a) upper semicontinuous at t, iff for each open set W
with F(to)CW, there is a neighborhood U of t, such
that F(t)cW for each te€U;

(b) lower semicontinuous at to iff for each open set W

with F(tO}FM¢¢, there is a neighborhood U of to such
that F(t)W#@ for each t€U;
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(c) Hausdorff-continuous at to iff for each e>0, there
is a neighborhood U of to such that

h(F(t,), F(t)) < e

for each teU.

3. A CONDITION FOR UPPER
SEMICONTINUITY

THEOREM 1. Let the minimization-problem (*) be
given and let Z be compact and %0 # @ for each
cEL.

Then the mapping P:L + POT{IP ) is upper semi-
continuous and the mapping E:I + IR is continuous.

PROOF: For every pair o,T € [ we have the estimate
o
IE;~E_ 1< |pl*h (Ey,E)  (cf. [1]). Since 2 # ¢ and 2z
compact we can conclude that the mapping ¢ + Z, is
Hausdorff-continuous. Consequently o + E; is continuous.
To prove the upper semicontinuity of o =+ Pa assume that
the theorem is false. Then there is a o,€ L, an open set
W> P, and a sequence o * 0 such that P; \ W # @.
o m

Choose Yo in PU \W for m=1,2,... . The Hausdorff-conti-

m
nuity of o + Z, implies d{ym,zo ) + O. Using the com-
o

pactness of zc we can find a sequence (a;} c zo and an
o o

element a® € ZU such that
o

dly,,ag) = dly,,2 ).
o

and a; ~ a®, Thus



na

IE; -p(a®) | IE, -E | +Hpnd{ym,a°)

o o] m

na

IEOO-EamL +“p“{d{ym,a£]+d[a;,a°)}+ 0

for m+=. Consequently we have p(a®) = E  and hence
8]
a“EPU . It follows that ymew eventually, which contra-
&)
dicts ymEPUm\w.

4. CONDITIONS FOR LOWER
SEMICONTINUITY

In general the mapping o —+ Pa is not lower semicon-
tinuous. We give now necessary and sufficient conditions
for the following case: Each of the sets A1,A2,...Bn
contains only one element, i.e. we consider a parameter
space of the type B © C(T).

We first state some necessary definitions: For
bEB and VEP, we define the compact and nonempty set

n
Mb,v;={t€Ti v£1 a (t) v = b(t)}

In [2] we have shown that

E,:=
b ve?b Mb,v

is also non empty and compact. For bEB , we set

n
N, =1 {teT a (t)-(v_ -v_ )=0},
b VEPb ] u£1 v vV ov

where Vo is an arbitrary element in Pb' It is easy to see
that N, is independent of the chosen element v, and that
one has the inclusion Nb :'Eb‘ Then we have the following
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THEOREM 2. Let P:B + POT(BP ) be upper semicon-
tinuous and for bEB let Pb be compact.

If there exists an open set UCT such that
Ny, D UDE, then the mapping P is lower semicon-
tinuous.

For the proof compare [2]. We mention here only the

COROLLARY 3. If the set T is finite, i.e. there
are only a finite number of inequalities, then the
mapping P is lower semicontinuous.

This corollary follows from the observation that
every subset of finite set is open.

The condition of theorem 2 is also necessary for
the lower semicontinuity. In [3] we proved the

THEOREM 4. Let B be a subset of C(T) such that

bOGB and PboDPb implies bé€B.

Whenever the mapping P:B -+ POT(nf‘) is lower semi-
continuous, then for sach b in B the closed set Nb
is also open.

From theorem 4 we can conclude the
COROLLARY 5. Let T be a connected space. If the
mapping P:B + POT[EP) is lower semicontinuous,

then the minimization problem is uniguely sol-
vable for each b in B.

5. CONCLUSION

In many applications of semiinfinite optimization
the compact space T is a connected space, f.e. a time
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interval [a,b}. In this case one cannot exspect that
the minimum set depends continuously on the parameter.
The only exception is that the optimization problems
are uniquely solvable.
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SUMARIO

A partir dos conceitos da teoria da interferencia de
duas populagdes, através de uma generalizagdo no seu calcu-
lo, foram determinadas curvas que fornecem a probabilidade
de interferéncia para diversas combinagoes de distribuigoes
probabilisticas. No trabalho sao apresentados os resulta-
dos na forma de diversos graficos, bem como um exemplo de
aplicagao.

SUMMARY

Trough the concepts of the interference theory of two
populations, via a generalization in their computation, se-
veral curves were determined, which give the interference
probability for some combinations of probabilistics distri-
butions. In this paper the results are presented in a grafi
cal form, and also an illustrative example are given.
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1. Introdugao
0 aspecto de confiabilidade vem encontrando diversas

aplicagoes, sendo exigencia do uso de sistemas mais elabora
dos e dispendiosos, onde uma falha pode ter consequeencias
desastrosas. A confiabilidade do sistema & especificada a-
través de uma analise detalhada de custos [2, 8], envolven-
do custo do controle de qualidade, projeto, fabricagao, ma-
nutengao, bem como os custos devido a falha do sistema. A
confiabilidade especificada sera a que minimiza o custo to-
tal para o periodo de vida Gtil. Dependendo da configuragao
do sistema € possivel determinar a alocagido Gtima da confia
bilidade em cada um dos componentes [2, 8], de modo a mini-
mizar os custos. Uma vez definida a confiabilidade C de ca-
da componente e conhecendo-se o modo de falha caracteristi-
co deste, € possivel determinar qual deve ser a probabilida
de de interferencia PI entre a distribuigdo da demanda S e
da capacidade R do componente, ja que a probabilidade de fa
lha P(Pp = 1 - C) & fungao de P, [3, 4, 6]. A probabilida
de de interferencia, definida como PI = P(R £ §), & calcula
da a partir das fungoes densidade de probabilidade (FDP) da
demanda, fg(s) e da capacidade, fR(r) [2, 4, 7] como
I Fp(s) fg(s) ds

-0

=]
i}

onde Fp(r) & a funcao de probabilidade acumulada de R.

0 calculo de PI exige em geral uma integragao numeri-
ca o que restringe o valor calculado para os valores numéri
cos dos parametros usados no calculo. Para contornar este
problema foi usada uma generalizagdo no calculo de PI’ tor-
nando possivel representar P, em fungao dos fatores assintd
ticos, K e K, [6].

2. Modelos para calculo de P

I
A probabilidade de interferencia depende da expressao

de fs(s) e de fR[s). que devem ser obtidas seja experimen-
tal, analiticamente ou por simulagao. Uma vez definidas as
FDP da capacidade e da demanda, & possivel calcular P;. 0

enfoque dado neste trabalho & de projeto do sistema ou com-
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penente, procurando sintetiza-lo respeitando a confiabilida
de especificada, através da probabilidade de interferéncia.
Para este processo de sintese, o modo mais objetivo de re-
solver o problema €, a partir da probabilidade de interfe-
rencia obter o fator de projeto n, definido como n = uR/uS
ou seja., a relagdo entre a media da capacidade e a média da
demanda. 0 fator de projeto pode ser pensado como uma defi-
nicao mais rigorosa do coeficiente de seguranca normalmente
usado em sistemas estruturais. O fator de projeto da o afas
tamento relativo entre as médias das duas populagoes, de mo
do que exista uma margem de seguranga para compensar as dis
persoes inerentes.

Para trés tipos de FDP existe solugdo analitica que
permite obter o fator de projeto a partir da probabilidade
de interfertncia. Quando ambas as FDP envolvidas sdo expo-
nenciais, o fator de projeto € dado por [4],

n = 1/PI -1

EE

Para o caso em que tanto a capacidade como a demanda
sao normais, com coeficientes de dispersao Vp e Vg, respec-

tivamente, o fator de projeto vale [4]

1
e JT =
n [1+ /1 Grﬁs]

L=c]

2
onde §. =1 - (2 Vi}“ e V. =o0_./u

sendo I a abcissa da curva padrao normal que fornece a pro-
babilidade de interferencia. Quando ambas as distribuigoes
sdo lognormal, o fator de projeto & calculado por |4]

1+v§ 1/2

np T [—3| exp [2(n (1 VD V)]

2
1+ VS

onde as varidveis envolvidas sao as mesmas definidas no ca-
so das distribuigdes normais.
Outras combinacdes de fg e fp exigem a solugdo numéri

ca e o resultado € fornecido na forma de graficos. As dis-
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tribuigoes usadas foram, para a demanda: Normal, Rayleigh e
Exponencial e para a capacidade: Normal e Weibull,sendo que
as distribuigoes de Rayleigh e Exponencial sao generaliza-
das no sentido de que sao definidas para valores superiores
a um limite inferior, ndo necessariamente nulo, [7]. As com
binagdes entre as FDP da demanda e as FDP da capacidade, ex
cluindo o caso normal-normal, SNRN, sao SRRW, SNRW, SRRN e
SERN.

3. Equacao de compatibilidade

Nos casos em que a integragao numérica € usada no cal
culo de Py, os resultados sdo plotados em fungao dos parame
tros assintoticos K, e K; nos graficos que seguem. Para ob-
ter o fator de projeto nestes casos € necessiario entrar com
os dados que caracterizam as distribuigoes fR(r] e fs(s] e
com a probabilidade de interferéncia desejada. O modo de ob
ter o fator de projeto € através da equacao de compatibili-
dade do problema [6], que representa justamente o aspecto
fisico do problema. A equacdo de compatibilidadce representa
uma curva no plano Ko x Ky e a interseccao desta com a cur-
va de PI constante fornece o ponto de solugao do problema,
ja que a partir das coordenadas do ponto de intersecgiao &
calculado o fator de projeto. As expressoes gque definem o
fator de projeto em fungao de Ko ou Kl‘ bem como as equa-
¢oes de compatibilidade para cada combinagdo de distribui-
goes estatisticas utilizada constam junto aos graficos que
fornecem a probabilidade de interferéncia, figuras 1 a 4.

4. Exemplo de aplicacgao

E um fato reconhecido atualmente que qualquer estrutu
ra de grande porte, principalmente quando € uma estrutura
soldada, apresenta defeitos macroscopicos no material, na
forma de vazios, inclusdes ou mesmo pequenas fissuras. Com
a aplicagdo ciclica da carga durante a vida da estrutura,
estes defeitos dao origem a trincas que se propagam,até que
eventualmente atingem um tamanho critico em que ocorre a
ruptura final. A partir do controle de qualidade usado para
detectar os defeitos iniciais e da Mecanica da Fratura e
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possivel obter uma estimativa do tamanho das trincas apos
um periodo de vida da estrutura.

A solicitagao em um elemento trincado pode ser posta
em termos do fator de intensidade de tensoes K, que fornece
o nivel de tensdes no extremo da fissura. A ruptura brusca
ocorre quando o fator de intensidade de tensdes atinge  um
valor critico Ke caracteristico do material.

A distribuigdo estatistica para K pode ser estimada
por simulagdo numérica a partir das distribuigbes das varia
veis envolvidas ou mesmo analiticamente nos casos mais sim-
ples [1]. No presente caso sera suposto que a demanda segue
uma FDP normal, com coeficiente de dispersao Vg = 0,20, on-
de VS = GS/uS.

0 valor critico do fator de intensidade de tensdes &
bastante afetado por heterogeneidades na microestrutura,sen
do assim bastante disperso. Neste exemplo € considerado que
K. segue uma distribuicao de Weibull com o expoente B = 2 e

coeficiente de dispersao V, = 0,15. Admitindo uma probabili

dade de interferencia Py =R10_4. deve ser obtido um fator
de projeto que leve a esta probabilidade. A figura 2 forne-
ce os graficos para o caso de demanda normal e  capacidade
Weibull.

Para obter a equagao de compatibilidade & necessario
Qw, E e US, onde Qw pode ser obtido a partir de VR‘ pois no
caso da distribuigio de Weibull [7]

(1-a )¢ 2 2

Vp » =—————— gom § = r(1+1/g) e ¢° = r{1+2/8)-r°(1+1/8)

(l-Qw)E*-Rw

e como B = 2, resulta @ = 0,688 para Vp = 0,15. A equagio
de compatibilidade para ﬂw = 0,688, £ = 0,886 ¢ VS = .20
esta tragada no grafico de B = 2 da figura 2. A intersecgao
desta equagdo com a curva de Byo= 1074 possui como coordena
das KO = -0,733 e Kl = 5,50 e assim resulta ng=mn o=
2,10.

Isto significa que o material deve possuir um  valor
medio de K. igual a 2,10 vezes o valor médio do fator de in
tensidade de tensoes previsto para um periodo de vida do

componente. Deste modo & possivel selecionar o material ou



o tratamento termico adequado, ou por outro lado analisar a

influencia do controle de qualidade.

5. Conclusoes

Sao apresentados neste trabalho os resultados numéri-
cos obtidos para a probabilidade de interferencia na forma
de graficos, para diferentes combinacoes de distribuigdes
estatisticas para a demanda e para a capacidade. Em trés si
tuagoes particulares existe uma solugdo analitica para o fa
tor de projeto, enquanto que no caso de uma solugdo numéri-
ca & necessario o conceito de equacgao de compatibilidade.

Com o enfoque de confiabilidade no projeto € possivel
quantificar a influencia de diversas variaveis que de outro
modo seriam consideradas de uma forma puramente empirica.No
entanto o processo exige um volume de informagoes bastante
superior ao processo convencional e na maioria das vezes es

tas informagdes nao sao completamente disponiveis.
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SUMARIO

Atraves do estudo de superficies e movimento de super
ficies apresentamos uma definicao bem motivada de derivada

deslocamento. Com a introdugao do conceito de superficies

singulares, escrevemos as condi¢oes de compatibilidade ob
tidas de forma simples e intrinseca.
SUMMARY
well

Through singular surfaces and surface motion a
motivated definition of displacement derivative 1s presented.
Compatibility conditions are obtained in a simple and in-

trinsic form.
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1. INTRODUCAO

Fenomenos como propagacac de ondas, passagem através
de uma membrana semi-permedvel, etc podem ser estudados usan
do a teoria de superficies singulares. Por outro lado, a
teoria de superficies singulares requer o estudo de superfi
cies e derivada deslocamento que nos permitem obter condigoes
de compatibilidade sobre uma superficie de descontinuidade.
0 conceito de derivada deslocamento foi introduzido por Thomas
(1957) e, no trabalho de Bowen e Wang (1971), encontramos for
mas mais generalizadas do mesmo. O objetivo deste trabalho,
apesar de uma grandeza tensorial ser de ordem qualquer, €
usar uma forma intrinseca e bem clara nas definigoes e re
sultados: definigao bem motivada de derivada deslocamento
e obtencao de condigoes de compatibilidade por meio de um ca

minho simples e intrinseco.

A parte matemdtica necessaria ao trabalho pode ser en

contrada no Apéndice de [4].

2. MOVIMENTO DE SUPERFICIES

2.1 Velocidade de Deslocamento e Movimento Normal

Representemos por £ o espacge Euclidiano pontual tri-
dimensional. Seja H uma fungdo suave definida num sub-con
junto do espago produto £ x(-=, =) com valores reais, e con
sideremos t, um parametro real fixoe. O lugar geométrico das
posicoes x de f satisfazendo

H(x, t ) =0

€ uma superficie S. Supondo que grad H # 0, o vetor wunita
rio n normal a superficie S, em cada ponto de S, € dado por
grad H

B e (1)
llgrad HJ|

A condigao grad H # 0 permite representar S na forma paramé
trica:
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x = X(w', 0?, t ),
o
onde os parametros w! e w’® sao coordenadas curvilineas da
superficie S (coordenadas superficiais). A intersecdo das
curvas independentes w' = constante (i=1,2) sobre S determi

', w?) representa um ponto

na um ponto de S. Dai, o par (w
de S, chamado ponto superficie.
0s vetores %ET (i=1,2) sao tangentes a S e linearmente
W=
independentes. Entao, eles geram qualquer vetor tangente a

S, e o conjunto

{a—"m ). 2 . neo } (@
B! dw

forma uma base em £ para todo x sobre S.

0 movimento da superficie S pode ser definido como uma
familia uni-paramétrica de superficies S(t) determinada pe
la relagao

H(x,t) = 0 ' (3)
ou pela forma paramétrica
x = X(w', w?, t) (4)

onde o parametro real t & interpretado como tempo.

A representacao (4) descreve bem o movimento de S:ela
da a posigao x ocupada pelo ponto superficie (w', w?) em §
no instante t. A velocidade u de um ponto superficie (velo
cidade da superficie S) é definida por

u = 3% (5)
at

Usando a base (2), o vetor u pode ser escrito na forma:

= d, §57 +dn, (somaemi)
i i 3
dw

u



onde d , d e d3 sao escalares e sempre trabalharemos com

1
i =1,2. De imediato temos quc d3 = u.n, € escrevemos para

0= de X4 fa)n (6)

: '’

A equacgao (6) mostra que em cada ponto de S, para ca
da parametrizagao, o vetor velocidade u pode scr decomposto,
de modo unico, num componente normal (u.n)n_(componente de
u na diregao de n) e noutro tangencial d; Eﬁf (componente
de u numa diregao perpendicular a n). A551ﬁ, podemos anali
sar o movimento de S através de (6) e uma superficie de re
feréncia S[to] fixada no instante t = t, como segue: se
u.n = 0 e d; — # 0, um ponto de S(t, ) se move de uma posi
¢ao sobre S(t% para uma outra posigao sobre S(t J mas a su
perficie S nio se desloca em relagio a S5(t,)- Ncase senti
do, o movimento que realmente provoca o deslocamento da su
perficie S é aquele na diregac do vetor unitdrio n normal a
S. Por esse motivo, a quantidade u_  dada por

-1

u_ = u.n (7)

¢ chamada de velocidade de deslocamento da superficie S (que

¢ a medida da velocidade com que a superficie S atravessa o

espago) e condigoes sao estudadas para que o movimento de §

seja normal (movimento na direcao de n). Se o movimento de

S € normal, temos que u = {u.n)n = un, c nesse caso u € cha
mada velocidade normal de S. Como os vetores §EY'550 line

armente independentes, entao, por (6), o movime#to de 5 ¢

normal se, e somente se, d; = 0. Mais adiante daremos sig

nificado aos d; e interpretacao para d;, = 0.

Diferenciando (3) em relacao ao tempo ¢ usando a regri
da cadeia em relacaoc a (4), obtemos:

ax ol
grad H « — + — =0

at at

que, através de (1), (5) ¢ (7), produz:
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aH
at
[|grad H|]

(8)

n

0 resultado (8) mostra que a velocidade de deslocamento Uy
nao depende da parametrizagdo (4) (ja que a parametrizacao
nao € unica). Por outro lado, como ja foi explicado antes,
realmente, de (8), a superficie S é estacionaria se, e somen
te Sey B 8 Ml

n

o Derivada Deslocamento

Seja ¢ qualquer funcgao definida num sub-conjunto do
espago produto Ex(-«, =) com valores escalares, vetoriais,
ou tensoriais. A fungao ¢ com valores escalares sera deno
tada por y e representaremos por ¢ a funcao ¢ com valores
vetoriais, ou tensoriais. Consideremos que ¢ contenha em
scu dominio para qualquer tempo t, a superficie S. Um pro
blema de grande importancia no estudo de superficies singu
lares e ondas ¢ o cidlculo da taxa de variagao sobre S em
relagao ao tempo. Se u = 0 a taxa simplesmente pode ser
escrita na forma EE. Quando u # 0 a mesma ¢ dada por %% e
mais uma parte devida ao deslocamento de S. Por isso, surge
a necessidade do conceito de derivada deslocamento. De ini
cio, estudaremos o caso em que ¢ € um campo espacial (¢ tem
valores ¢(x,t})). Observando que (u  dt)n representa um des
locamento infinitesimal da posigao x sobre S na diregao de
n, definimos a derivada deslocamento $_ 4o campo espacial ¢

2, - ét
em rclagao a superficie S por:

) d(x + Tunn, t + 1) - $(x,t)
— (x,t) = lim (9)
8t T+0 T

para toda posigao x sobre S em cada instante t. Da defini
cao (9) obtemos:

L grad y - un
Gt at (10)
Y _ Ay

= = + (grad ylu_n
st 2t .
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A derivada deslocamento do campo ¢ € interpretada como
a taxa de variagao de ¢ sobre S em relacao ao tempo vista
por um observador movendo-se ao longo de uma curva cuja tan
gente & n com velocidade u n (tal curva € a trajetoria nor

mal).

Agora, consideremos o caso de um campo superficial ¢
definido através de (usando (4)):

P(x,t) = d(x(w', w?, t).t)

o(w!, w?, t) (11)

A regra da cadeia em (11) e o uso de (6}, (7) e (10) forne
cem:

g%, B2, 3¢ di (soma em 1) (12)
&t at Bmi
que € a derivada deslocamento do campo superficial 3 seguin

do a superficie S. Fazendo & = w' em (12), temos que

[

3. & Sw
1 Gt

(13)

e o par (d,, d,) € interpretado como a taxa de variacao em
relagio ao tempo do ponto superficie (w!, w?) (velocidade dc
um ponto superficial movendo-se sobre S). Finalmente, con
cluimos que o movimento de S ¢ normal (di = 0} se, e somen

1 2

te se, os parametros w' e w® nao dependem do tempo (veloci

dade tangencial da parametrizagado € nula).

3. SUPERFICIES SINGULARES

Consideremos o instante t = % fixo. A superficie
S(tu) da familia S pode ser pensada com a fronteira comum
entre duas regioes B+(tu} e 8'(tn} de £, como mostra a figu
ra a seguir.

Suporemos que a fungao ¢(-, t ) & continua nos interi
ores de B+[tn} e 5_{tc) e também que, para toda posigao  x
sobre S(t ), os limites ot (x, t. ) e eT(x, t,) de Wy, b))
quando y tende para x ao longo de caminhos contidos mnE+[tJ,
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S(tn]

e B-(taj, respectivamente, sdo definides. Em cada posigao
sobre S(t,) a fungao &(., t,) nao precisa ser definida. 0
salto [¢](x, t,) de #(., t,) em x através S(t ) & definido
por

[¢] = PR (14)

Quando [¢] nao se anula para todas posigoes x em S(t ), a
superficic S{tu] ¢ dita singular com respeito a @(., te].Og
serve que ¢%, @7 ¢ [#] sdo fungdes de posigdo sobre S(t ), e
em particular, se ¢* ¢ ¢ sio diferenciaveis sobre s(t,), o
salto [¢] também & diferenciavel sobre S(t). A superficle

em movimento S singular em relagao ao campo ¢, se cada su

¢
perficie S(t) ¢& singular com respeito a ¢(., t) para cada

instante t.

Se a superficie S € singular em relagao a alguma quan
tidade e [¢] = 0 através da mesma, entdo a fungao ¢ & dita
continua através de S.

Toda a tecria de superficies singulares repousa no le
ma de Hadamard [4]. Em relacdo a parametrizacdo (4), para
cada instante t, seguec do lema de Hadamard e (14) que:

3] 3%
= [grad y] -
dwt Bw

(1)

i

No caso do campo vetorial, ou tensorial ¢, seja I um vetor
ou tersor arbitrario e constante. A substituicac de
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Yy = gl (16)

em (15) fornece o resultado:

3 [w) %

—— = [grad ¥] -—

n. L 1

dw Jw

3«1 Condigdes de Compatibilidade Geométrica

Seja M uma matriz 2 x 2 com elementos a, , dados por:
1]

agy T o an

(- %]

Para mostrar que M & inversivel, scja ¢ o angulo entre —-
ax i e . Jw!
e 22, De (17), podemos escrever:
duw?

det M = =a a (1 - cos’¢) (18)

Como 2"1 e QE sio lincarmente independentes, temos gquec
[ ot

f au - -
cos ¢ 7 1 e segue de (18) gue det M # 0. Logo, M ¢ inversl
vel.

Do conjunteo basc (2), escrevemos para o salto do gra
diente do campo escalar ¥y

[grad v] = J\] Bx] 2% B pox m,
w

onde ll, z\? e l3 sio escalares. Defininde a quantidade b
por

b =b(y, n) = [grad y] + n (19)

encontramos que x = h e
3

»
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X 3x
grad v| = A —— + X + bn (20)
et o] w A s w By

0 uso da condigao (15) em (20) ¢, tendo em vista (17), vem

que:
[ o)
A a a ——
1 11 12 Ju!
= 21
3[y] (z1)
by a a
2 21 22 w2

-

Denotando por a'? os clementos de M (inversa de M), obte

mos de (21) que

A, = aij 3[Y

j z
duw’t

, (soma em i)

e assim (20) pode ser escrita na forma

ij Y] oz . .
[grad Y] =bn + a — , (soma em i e j) (22)

Bt d

dw

Para o caso do campo vetorial, ou tensorial %, a substitui
cao de (10) em (22) fornece

ij a[v] ax
([grad ¥] = b @n +a — ® —, (somaemiej) (23)

wt dwd

onde
b= by, n) = [grad ¢]n (24)

0 conjunto (22) ¢ (23) € chamado de condigao de compa
tibilidade geométrica e expressa o fato que a descontinuida
de (salte) ¢ estendida (difundida, propalada, aberta) suave
mente sobre uma superficie ¢ nao isclada em um ponto ou uma
linha. Sc substituirmos ¢ por grad ¢ em (23) e depois usar
mos novamente (23), obtemos uma condigao geométrica de com
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patibilidade iterada que ndo escrevemos o resultado aqui,
mas o mesmo pode ser encontrade em [1,2

3.2 Condigoes de Compatibilidade Cinematica

Como ja foi visto, a superficie em movimento S & sin
gular se cada superficie S(t) ¢ singular. Lembrando que a
derivada deslocamento €& definida sobre a superficie §, pode
mos aplicar o lema de Hadamard para o espago produto £ x(-=, =}
e escrever [4] para os campos y e ¥ respectivamente no lado
+ da superficie singular

sY" av |
+
B s (ALY 4 (grad v) - umn
8t at

(25)

+ " +
LA + (grad w]+ ugn
6t at

Escrevendo resultado semelhante para o lade - da superficie
e subtraindo de (25) com o uso de (14), obtemos:

s

3
= —Y] + [grad y] - u.n

6t ot
[ J (26)
Sy 3
s |l 4 [grad y] un
&t at

0 conjunto (26} ¢ chamado de condigdo de compatibilidade ci
nematica e expressa a persisténcia da descontinuidade (sal
to) num intervalo de tempo. Quando colocamos %% no lugar
de ¢ e grad ¢ no de ¢ em (26) e os resultados sao grupados
com (22) ou (23) e (26) obtemos condigbes de compatibilida
de cinematica iteradas que ndo sao dadas nesse trabalho, mas
podem ser encontradas em [1,2].

33 O Teorema de Maxwell. Condigoes de lugoniot

Teorema de Maxwell: Se [y] = constante através da su

perficie singular S(t) para cada instante t. cntio:
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[grad Y] = bn, (27)

onde b € a amplitude da singularidade.

Para provar o teorema, basta substituir [y] = constante em
(15), usar o fato que {——w} gera qualquer vetor tangente a
superficie singular e observar (19). Por meio de (16), a
condigdo [y] = constante, implica que [¢] = 0, pois N & ar
bitrario. Assim sendo, o teorema de Maxwell para o campo
€ enunciado da seguinte maneira:

Se [w] = 0 através da superficie singular S(t) para
cada instante t, entao:

[grad tp] = b @& n, (28)

onde b € a amplitude da singularidade.

Observe que o teorema de Maxwell expressa o fato de que o
salto do gradiente de um campo continuo & normal a superfi
cie singular. A prova de [éBJIé feita substituindo (16) em
(27) com a mente em (24). Fazendo [y] = constante e [y] =

em (26) para a superficie singular em movimento S e wusando
(27) e (28), o teorema de Maxwell produz as condigoes de

Hugoniot:
u“[grad Y] = - [#1 n
ot
(29)
ay
rad = - |—=|@®n,
u, [grad y] [SJ
onde:
at
(30)

u b = - L
L at

Dois casos particulares de (29):, sao:



4 ] 9y i
u ivyl = - |—| = n, se € um vetor
“[ 3t
(31)
; 3P Z
u [div wj = - |—|n, se ¥ & um tensor
L at

A prova de (31)1 € imediata, basta usar o trago em (29)2.
Para provar (31)z, consideremos a grandeza N arbitraria tal
que ' & um vetor quando ¥ & um tensor. Substituindo ¥ por
GET em (31)1, segue o resultado (31):.

Agora, podemos obter facilmente uma condigao de compa
tibilidade cinematica iterada com as restrigoes do teorema
de Maxwell, ou seja: substituindo ¥ por %% e ¢ por grad ¥
em (26), temos:

(32)
6]:grud *.f] Dy _
——— = |grad —| * [grndgrad Yy u n
S5t at n
Eliminando |grad ?% entre as cquagoes do conjunto (32) e
com o uso de (27), (30) ¢ n -%% = (), vem que:
2 sb su
E_% - “iE - 2u_ — - b L. (33)
at 8t 5t
onde
c = €(y, n) = [gradgrad Y]n+n

Lembrando que a condigdo de compatibilidade cinematica (33)
& obtida quando [y] = constante, um resultado semelhante po
de ser mostrado para o campo ¥ no caso de [w] = 0 usando o
mesmo raciocinio. Entao,
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2

3 sb o

Ll T TR TR U (34)
3t N gt st

onde
c = c(y, n) = (i}radgrad w]n)n

e (24) foi usada.

As equagoes (29) sao de grande importancia no estudo
de ondas, como também (31). Em determinados problemas de
crescimento e decaimento de ondas, as condigoes (33) e (34)

sao bastante usadas.

Um caso bem interessante de condigao de compatibilida
de cinemdtica € aquele quando a superficie singular S &€ es
taciondria (uy = 0). Tal condigao, através de (10) e (26),
simplesmente € escrita na forma

at at

ou seja: quando u, = 0, por meio de (35), continuidade em

¢ implica também na continuidade de %f' e assim por diante.
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SUMARI 0

Foi desenvolvido um modelo numérico que fornece as distribuigoes
de temperaturas para os fluidos de carcaga e tubos ao longo de um tro-
cador de calor de carcaga e tubos "U" com chicanas segmentais. 0 mode-
lo, testado com resultados experimentais de um trocador de calor, re
produziu com alta precisdo as temperaturas de saida dos flufdos. 0 me-
todo, implementado de um programa em FORTRAN de baixo custo e facil
utilizagao, pode ser usado para calculos de projeto e operagao desses

trocadores.

SUMMARY

A numerical model has been developed to calculate the temperature
distribution for the tube and shell-side fluids in a shell-and-U-tubes
heat exchanger with segmental baffles. The model, checked with experi -
mental results from one heat exchanger, predicted with good accuracy
outlet temperatures for both fluids. The method, implemented in a compu
ter program of low cost and easy application, can be used in the desian

and performance evaluation of commercial units



I. Introducdo

Trocadores de calor de carcaca e tubos com chicanas sdo muito u
tilizados em diversas areas industriais, Utilizam-se chicanas de seg
mentos de placas ou de anéis e discos. 0 lado dos tubos pode ser fei
to em uma ou mais passagens de tubos simples ou em tubos "'U"

Neste trabalho, apresentamos um modelo teérmico de um trocador

de carcaga e tubos 'U'" com chicanas segmentais (Fig. 1) .

Fluido de
Carcaca AL[
T T
8 — -
I I ) -
] | 1 L -'I:;
- + 4
1 1 3
- T ]
z i
e —
L
Chicana

Fig. | = Trocador de tubos ''U" e chicanas segmentais

Existem diversos metodos para cilculo de projeto e operacao
desses trocadores [1,2]. 0 método de analise de correntes, desen~
volvido por Palen e Taborek [1] na HTRI ("Heat Tranfer Research

', Alhambra, California), que nos parece superior aos demais,foi

Inc.'
aplicado a 64 trocadores de tipos comerciais e experimentais forne-
cendo um desvio medio da ordem de 30% na comparagaoc com resultados
experimentais de perda de carga e troca de calor. Esse método reduz
o complicado escoamento do fluido de carcaga em uma rede de corren-
tes com resisténcias hidradlicas associadas a cada uma. Essa corren-
tes consideram o fluxo através da janela de uma chicana, o fluxo per
pendicular ao feixe de tubos entre duas chicanas e os fluxos de fuga
que ocorrem nas folgas entre a chicana e a carcaca, entre os tubos e
os furos das chicanas e o fluxo periférico entre o feixe de tubos e
a carcaga. S3o avaliados nimeros de Reynolds corrigidos na janela da
chicana e na regiac de fluxo cruzado. Para o cilculo do coeficiente
de troca de calor h_, do fluido de carcaca, € utilizada uma media
ponderada entre os dois nimeros de Reynolds, que & multiplicada por

um fator de corregao que considera o efeito dos fluxos de fuga . €
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considerada também uma diferenga média logarftimica corrigida de tem
peraturas entre os fluidos. As resisténcias e as corregoes menciona-
das foram obtidas pela minimizacao de erros do método com os  dados
experimentais dos 64 trocadores utilizados .

0 objetivo deste trabalho foi a obten¢do de um modelo  térmico
tridimensional em estadd ' estacionario para esse tipo de trocadores,
mais preciso e confiavel que os demais existentes. A mode lagao foi
baseada em balangos de massa, forgas e energia em volumes de contro-
le distribuidos em todo o trocador. Esse equacionamento, denominado
de "analise de subcanais', que & a base dos Codigos para andlise ter
mo-hidrallica do nicleo de reatores nucleares [3], permite a obten-
¢do das distribuigoes de velocidades e temperaturas ao longo de todo
o trocador.

Nas secoes seguintes, os modelos para o escoamento dos fluidos
de carcaca e tubos, bem como o calculo dos coeficientes de troca de
calor locais e os métodos de solugao sao discutidos brevemente, sen-
do entao comparados os resultados com os dados experimentais de um
trocador de calor do Circuito Experimental de Hélio do Instituto de
Pesquisas Energeticas e Nucleares (IPEN) aonde, o Hélio no lado dos
tubos & resfriado por 3gua no lado da carcaga. Os detalhes deste tra

balho s3o dados em [4].

2. Modelo e Método de Solucdo

Uma metade diametral do trocador que divide simetricamente ca-
da chicana € subdividida axialmente em subcanais com pequenos grupos
de tubos associados. 0 trecho entre a primeira e a Gltima chicana &
dividido em niveis transversais que, com as divisoes axiais, geram
os volumes de controle, tanto para o fluido dos tubos como para o da
carcaga (Fig. 2). Cada trecho entre duas chicanas & dividido em pelo
menos dois niveis, sendo que um deles contém uma chicana,

Para o fluido de carcagca, a pressao p e a componente axial de
velocidade u, sdo definidas como médias na face de cada subcanal |,
em todos os volumes. As componentes transversais de velocidades v e
w em todos os niveis, s3o definidas como médias superficiais nas fa-
ces entre subcanais adjacentes. A temperatura do fluido de carcaga Tc
é definida como a média no volume. Para cada grupo de tubos & defini
da uma velocidade u,_ como sendo a media entre as velocidades de cada

t
tubo do qgrupo.A temperatura do fluido dos tubos Tt tambem & definida



para cada volume de controle (Fig. 3) .

Pijk
T S
s ————

Piik

Vijok

Fig. 3 - Posicionamento de variaveis

As equacoes de energia para os fluidos de carcaca e tubos, em
regime permanente, obtidas por meio de balanco térmico em cada volu-

me 33n representadas nas equagdes (1) e (2) respectivamente .

Jak Todok i=1,0,k _ 41,5,k 20, ],k y _
Pe Cp, [ A (u T u L )

(adrk hodok ik Ai+1,k B R L
( ﬁirk wllj'k Tl’j-k'l - Ai’k+l wlljlk+| T;‘Jlk ) ] +

Rtri'j'k Ufljlk ( T::-jak w T;I_!Ik' ) =0 (1
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[ Jak i, j.k i"n]rk i i"'v.]vk i,J,k
Py Cpt [ At ( uy Tt uy Tt ) ]
Atrilj,k UIn}-rk [ TI'jlk i Tivjvk ) = 0 (2]
t c
aonde p & a densidade do fluido, Cp o calor especifico 3 pressao
constante, Ax a area do subcanal, AY e ﬂz as areas minimas de pas

sagem entre subcanais adjacentes nas direcdes y e z respectivamente,
At a soma das areas internas dos tubos do grupo correspondente ao
subcanal, Atr a area de troca de calor do volume, U o coeficiente de
troca de calor no volume e os Tndices c e t referem-se respectivamen
te aos fluidos de carcaga e tubos .

As componentes de velocidades u, v e w e as pressoes p, $ao ini
cialmente obtidas para um intervalo entre duas chicanas consecutivas
pela solugdo das equagoes de conservagao de massa e ''momentun'', es-
critas para escoamento isotérmico em regime permanente de um fluido
incompressTvel como nas referencias [ﬁ,S,G]. Esses resultados sao es
tendidos para os demais intervalos pois, o escoamento, se repete i-
gualmente de chicana para chicana como ja foi comprovado experimen=
talmente por Konuk [5]. 0 balango de massa nas regides de entrada e
safda do trocador fornece a distribui¢do de velocidades nesses ni-
veis, Para o fluido dos tubos, s3o calculadas velocidades para cada
comprimento de tubo '"'U" através da simulagdo de uma rede de tubos com
resisténcias hidrallicas diferentes e interligados por pressdes de
entrada e salda, obtendo-se também a perda de carga no lado dos
tubos. 0 coeficiente de troca de calor U, de um dado volume de con-
trole & definido pela eq. (3) .

1 de & 1 % de ( de = di ) (3)

i,k sk piadak
U d; h he ky (dg +d; )

aonde de e di sao respectivamente os diametros externo e interno

dos tubos, k, a condutividade térmica do metal dos tubos e hoeh

t
os coeficientes de troca de calor dos fluidos avaliados nas condigoes
de cada volume de controle. 0 coeficiente ht do fluido dos tubos, &
baseado na correlagdo de Colburn com a correcao de viscosidade de Mc

Adams, Para o fluido de carcaga, sao consideradas duas regides dis



tintas. Nos volumes de chicana & utilizada uma média logarTtimica en
tre a correlagdo de Colburn avaliada nas condig¢des das folgas entre
tubos e chicana e entre chicana e carcaga e a correlagao de Weisman
nas condigoes do subcanal. Nos demais volumes & utilizada uma média

angular na forma da eq. (4) .

ibifik o iadek M2 =3 i,k (4)
n/2 e n/2 P

aonde a € o angulo formado entre a velocidade resultante no volume e
os tubos, hcr o coeficiente de troca de calor para fluxo cruzado a-
través de tubos, baseado na resultante transversal de velocidade e
na correlagdo de Mc Adams e h_ o coeficiente para fluxo paralelo, ba
seado na correlag3o de Weisman [7].

0 sistema de equacoes algébricas formado pelas eqs. (1) e (2) ,
escritas pata todos os volumes, foi transformado em um sistema de
equagdes diferenciais ordinirias de 12 ordem que, resolvido pelo mé-
todo de Euler, reduziu os requisitos de memoria e de tempo de proces
samento (CPU) em relagao aos métodos diretos e iterativos. Essa
transformagao foi feita pela introducao de um termo fictlcio de tran
siente (dT/dt) nas eqs. (1) e (2). A solugao desse transiente con-
duz a um regime permanente que & a solugdo do sistema original,

Para a obtengao das distribuigoes de velocidades e temperaturas
no trocador foi feito um programa FORTRAN [h] que requer as condi-
goes de operagao e os dados geométricos do trocador de uma forma ex-

tremamente facilitada ao usudrio através de uma alta automatizagao .

3. Resultados
0 trocador apresentado (Fig. 1), foi modelado em 16 subcanais e
em um total de 13 niveis (5 nfveis por chicana)., A Fig. & mostra uma
tipica distribuicdo de velocidades entre duas chicanas e a porcenta-
gem de vazao por sybcanal no nivel da chicana, obtidas para uma va-

zao de aproximadamente 2 litros por segundo, a uma temperatura de
o
50 "C.
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Fig. 4 - Distribuigdo de velocidades e vazdes

As figuras (5) e (6) mostram respectivamente, a variagdo do coe
ficiente de troca de calor hc’ do fluido de carcaga, para trés subca
nals e a variagao das temperaturas de ambos os fluidos ao longo de
um tubo "U" e dos subcanais correspondentes, para uma vazao de Hélio
de 1.57 Kg/s nos tubos, entrando 3 221 °C e uma vazdo de dgua de
2.09 Kg/s na carcaga, entrando a 18 °c. 0 efeito de aumento do coefi
ciente de troca de calor causado pela chicana pode ser notado com a
comparagdo a um coeficiente calculado para fluxo paralelo sem a exis

téncia das chicanas (ho' linha horizontal pontilhada na Fig. 5) .
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A Tabela 1, apresenta a comparagao de dados experimentais dispo
niveis com os previstos pelo método .

Tabela 1
Resultados obtidos

mt mc Tgt Tzc Tgt Tg 3 T:c T:c £
(kg/s) | (kgss) | (Fc) | (P | (Fe) | (Ce) | % (“c)| (Fc) 2

1.26 1.20 170. 20, 120,| 121.0| 0.8 | 85. | B83.7 =-1.5
1,46 | 2,14 225, | 20, 140, 145.7| 4.1 | 90, | 87.1 =32
1.48 | 2.33 230. | 20. 140, 146,9| 4,9 | 90. | 85.4 =5.1
1.53 | 2.65 240, | 20, 145, 150.1| 3.5 | 88. | 84.3 -4,2
1.55 | 2,14 220, | 20, | 140, 144.5] 3,2 | 90, | 87.8 -2.4
1.56 | 1.94 245. | 20, | 148, 149,9( 1.3 | 95. | 94.9 -0.1
1.57 ] 2.09 | 221, | 18, | 143.| 146.0} 2.1 | 91, | 87.8 | -3,5

aonde ﬁt e mc sao as vazoes em massa dos fluidos, To, e To_ as tempe
raturas de entrada dos fluidos, Tet e Tec as temperaturas de salda
medidas, Tct e ch as temperaturas de safda calculadas e € o desvio
percentual entre os valores experimentais e calculados. Nota-se uma
boa concordancia entre os resultados experimentais e os calculados .
0s desvios est3o dentro dos erros experimentais de medida.

Para o modelo apresentado (3 chicanas, 5 niveis por chicana) fo
ram necessarios 2.88 min., de processamento e 312 K-bytes de membria
no IBM 370/55 do IPEN. Se o objetivo for unicamente a obtengao das
temperaturas de salda dos fluidos, podem ser feitas somente duas di-
visdes por chicana sem alterar sensivelmente o valor das temperatu
ras calculadas mas, reduzindo o tempo de processamento para .61 min.

e para aproximadamente 200 K-bytes de memoria .
L. Conclusces

0 modelo desenvolvido permite, atraves da solugEo das equa=
¢oes de conservagao escritas para os volumes de controle, tanto do
lado dos tubos como do lado da carcaga, a obtengdo das distribuigdes
de velocidades e temperaturas ao longo de um trocador de calor de
carcaca e tubos "U" com chicanas segmentais o que, n3o & possivel

pelos demais metodos .



0 modelo testado com resultados experimentais de um trocador re
produziu com alta precisdo as temperaturas de safda. Como o modelo
s0 utiliza correlagoes gerais para fatores de atrito f e de troca de
calor h, nao contendo nenhum parametro otimizado, ao contrario do mé
todo de Palen e Taborek, portanto independente da geometria e condi-
¢oes de operacdo, pode-se esperar previsoes de mesma ordem de preci-
sao de outros trocadores,

Esperamos que este método, de facil utilizacdo e alta eficien-
cia computacional, combinados com alta precisao e confiabilidade
seja utilizado para calculos de projeto e operacao dos trocadores in
dustriais, uma vez que o modelo, com pequenas alteracgoes no progra =

ma, pode ser adaptado aos demais tipos de trocadores com chicanas .
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SUMARIO

Apresenta-se um modelo, nao linear com parametros distribuidos,
aplicado na dinamica e controle de um trocador de calor em contra-corren
te, projetado como gerador de vapor para uma central nuclear reprodutora.
Um método implicito e convergente foi desenvolvido para resolver simulta
neamente as equagoes de conservagdo de massa, momentum e energia. O mode
lo aplicdvel a trocadores de calor em geral, foi utilizado especificamen
te para estudar o comportamento de um gerador de vapor em contra-corren=
te, com relagao a sua capacidade de seguir cargas e estabilidade de pres

sao e temperatura.

SUMMARY

This paper presents a non linear distributed parameter model for
the dynamics and feedback control of a large countercurrent heat ex-
charger used as a once-through steam generator for a breeder reactor
power plant. A convergent, implicit method has been developed to solve
simul taneously the equations of conservation of mass, momentum and
energy. The model, applicable to heat exchanger systems in general, has
been used specifically to study the performance of a once-through steam
generator with respect to its load following ability and stability of

throttle steam temperature and pressure,
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T. Introdugdo

Foram desenvolvidos recentemente varios modelos de dind
mica dos geradores de vapor tipo passo unico, que sao usados
em muitas usinas nucleares. Esses modelos resolvem as equa -
¢oes de conservagdo de massa, momentum e energia unidimensio
nais para o fluido do circuito primario, onde escoa o refri-
gerente do reator, e para a agua de alimentacao do circuito
secunddrio, que vai para a turbina.

As equagoes de conservagao resultam num sistema de equa
g¢oes diferenciais parciais ndo lineares, com derivadas espa-
ciais e temporais. Para facilitar a solugao das equagoes, fo
ram feitos modelos linearizados, limitados a transientes de
baixa amplitude em torno do estado estaciondrio original. 0

sistema nao linear, que possibilita a analise de transientes

normais de operagaoc ou induzidos por eventuais acidentes, @&
resolvido pelo método das diferencas finitas que resulta num
nodelo nao linear de parametros distribuidos.

Na solugao, usaram-se 0s métodos denomindados “imp‘i
cito continuo Eulariano" (ICE) e'avangado, continuo, Eularia
no' (ACE). No método ICE [l ], as equagoes de massa e de mo-
mentum sao resolvidas implicitamente, sendo acopladas com
uma equagao de estado que relaciona a pressao com a densida-
de, enquanto a equagaon da energia € resolvida explicitamente,
No método ACE [ 2 ], as equagoes de massa e energia sao acopla
das através de uma equagao de estado aproximada e resolvidas
implicitamente, enquanto a equagao de momentum é resolvida ex
plicitamente. Portanto, o método ICE despreza a expansao tér
mica do fluido, e o ACE a compressibilidade do fluido. Foi de
senvolvido recentemente um método ICE modificado [3] ondea
equagao de massa e momentum acopladas, e massa e energia aco
pladas sao resolvidas alternadamente, para levar em conside-
ragao a compressibilidade e a expansao térmica do fluido

0 objetivo deste trabalho € resclver as equagoes de mas ;
sa, momentum e energia implicitamente, acoplando-as através

de uma equagao de estado que relaciona a densidade com a pres

-
\

s3ao e entalpia, para levar em consideragao a compressibilida
de e a expansdo térmica do fluido,ambas importantes na simula-

gao de geradores de vapor. A formulagao implicita utilizada

é incondicionalmente convergente, contrastando com as demais
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que sao sujeitas 3 limitagoes do incremento temporal At pa-
ra convergir.,

0 método permite a simulagaoc de trocadores de calor em
geral, tendo sido aplicado na dindmica e controle de um ge-
rador de vapor projetado para uma usina reprodutora a sal
fundido (MSBR)}. Ele consiste de uma carcaga cilindrica de
18" de diametro e 68" de comprimento, e 350 tubos de .5'" de
didmetro. 0 calor € transferido ao vapor em estado supercrj

tico escoando nos tubos do sal fundido fluindo em contra-cor

rente na carcaga. Esses dados sdo de [4], onde o gerador €
simulado utilizando um modelo linearizado. 0 trabalho comple

to se encontra na [5].

2., Modelo Matematico e Método de Solucao

Na modelagem desprezam-se os efeitos do fluxo cruzado no
secunddrio e supGem-se distribuigoes uniformes de proprieda
des na diregao radial. Assim, o gerador de vapor pode ser
representado por dois cilindros retos concéntricos, com va-
por fluindo no tubo interno e sal fundido no espago anular,
sendo a razao das dreas escoamento igual a do gerador de va

por (Figura 1),

> x
Q—-—
Oi D_'O vapor
<J— sal
| xs0 [ x-L
Figura | - 0 modelo fisico

0 modelo matemdtico do gerador € comtituido pelas equa-
goes de conservagao de massa, de momentum e de energia para
o vapor, pela equa;%o da conservagao da energia para o sal,

e pelas equagoes do estado, dados respectivamente por:

aph at 3h at Ix 3
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0 Ve, ¢, % 2L ujul =0 (2)
at 0 9x ax D
S g B L B et JIR W (3)
at 3x P P at

Ky U
(TR L GG ¢ S (4)

C

3t at pP1 oy
p=op (p,h) (5)
Y =T {(p.h) (6)

Nas equagoes (1) a (6), t é o tempo, x é a varidvel es
pacial, positiva e na diregao do fluxo da vapor. As variaveis
dependentes p,u,h,T,p e 6 sao respectivamente pressao, velo-
cidade, entalpia especifica, temperatura, densidade do vapor
e temperatura do sal. Ainda mais, U é o coeficiente global
de transferéncia de calor, baseado na drea externa dos tubos,
f é o coeficiente de atrito de Fanning, D é o didmetro ex -
terno dos tubos, e K e K, sao as relagoes entre o perimetro
externo dos tubos e as areas de passagem respectivas para o
vapor e o sal. V, Cp] e p, sao respectivamente a velocidade,
calor especifico e a densidade do sal.

O0s dois primeiros termos da equagao (1) correspondem
ao termo (3p/3t), e as equagdes (5) e (6) representam as ta
belas de vapor. Para o sal, as variagoes de densidade e ve-
locidade podem ser desprezadas, considerando-se assim somen

te a equagao da energia.

As condigbes de contorno utilizadas s3o:
0
p(0,t) = p (t) (7)
h(o,t) = hO(t) (8)
Uop
ulL,t) =_,____°__a?r(t)M (9)

pu p(L,t)




D-305

o(L,t) = 8- (¢) (10)

onde p?(t), h'(t) e GL(t) sao os valores impostos respecti-
vamente para a pressac da bomba de alimentagaodo vapor p(0,t),
entalpia de entrada do vapor h(0,t), e temperatura de entra
da do sal 8(L,t). A equagac (9) relaciona a velocidade de
safda do vapor u(L,t) com a pressao p(L,t)e a densidade na
safda do gerador p(L,t), e a 3rea normalizada valvula aT(t}
[5]. 0s valores de saida de u, p e p para operag3o em plena
carga sao denotados por ug, po, Po-

As equagoes (1) a (10) descrevem o comportamento dina
mico do gerador funcionando como circuito aberto. Para pos-
sibilitar ao gerador seguir variagoes de demanda de carga
H{t) mantendo constantes a temperatura T(L,t) e a pressao
p{L,t) do vapor na saida do gerador, manipulou-se respecti-
vamente aT(t}, 8(L,t) e p(0,t). As equagoes de contorno (7)

e (10) sao substituidas pelas equacoes de controle abaixo:

) 2
gp(0,t) . Tpd P(0,t) ch[_ dp(L,t) _ L d7P(L,t)

D
dt dt2 dt : dt2
L i om P{L,t)} (1)
L
2
O0L R, 4 o, BCBLLE) w ke v, @ LN (12)
dt T dt? ko E

e aT(t] que aparece na equagao (%) € dado por:

da Ll t) d?a_(L,t)
U $ 1, ——— = K (M (1) - H(t)) (13)
dt dt?
onde ch, KcT Kca sao os ganhos dos elementos de controle;

Tgs Ty e T, 530 as constantes de tempo respectivas, e Pr,Tr
e Hr(tJ as referéncias para a pressao e temperatura do va -
por na saida do gerador e demanda de carga respectivamente.

0s termos a esquerda das equagoes (11) a (13) repre -

sentam as inércias dos elementos de contreocle e os termos 3



U=auo

direita controladores proporcional integral e derivativo
(PID) para a equagdo (11), e integral para as restantes. As
equacoes (11) a (13) sao obtidas as equagoes de controle em
relagao ao tempo, para eliminar os termos de integragao.

As equagoes (1) a (10) para o circuito aberto de (1)a
(6), (8), (9) e (11) a (13) para o circuito real imentado sao
resolyidas simultaneamente por diferengas finitas. As deri-
vadas espaciais para o vapor sdo formuladas progressivamen~
te e para o sal regressivamente. 0 posicionamento das varTé

veis € definido na Figura 2.

bOxss
L-1/2 i i+v1f2

ﬁilﬁ!hi

u. v,
i-1/2 i+i1/2

Figura 2 - Posicionamento das variaveis

As equagoes de conservagao sao dadas por:

k+a hk+1_hk k+a pk+|~pk
ap i i - E i i i
3h ; At ap [, At
k+a  k+l k+g k+l
D, u, - p. 2
i+l Ci+ ¥ Pi i=Y _ 0 (14)
Ax
Gk K k) _ k4l
Fa ¥ i+ Y, | Pier = Py k+a
+ + U,
At k+o Ax i+ /2
i
k+1 k+1
PR | B k+a  k+l k+a
i+ /2 i- + 2f i, 1/2| |i+‘,{2 -0 (15)
Ax ]
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h?+l-h? 4 “T:ayz*“?tuyz ?+:—h:t; _ K pkra {Gk+]-Tk+a]=0
At 2 A pt+a i i
(16}
okt . ok e'?:: -0t kUMt e ke
At vy Ax T ok Ty -8 )=
Pi1vp hy {]?)

Nas equagdes (14) a (17), Ate Ax sdo respectivamente os
incrementos tcemporal e espacial, k € o indice temporal, e i
€ o indice espacial, variando de | a m, onde m é o numero de
divisoes axiais. A constante o« tem valor numérico 0 ou 1.

Para a=0, as equagdes (14) a (17), e as equagoes de con
digoes de controle, formam um sistema de eguagoes algéebricas
lineares onde as incognitas sao utt]y i :+I, h?+| Gt+|_
Esse sistema € resolvido utilizando u;a subrotina de elimi-
nagao de Gauss, por técnicas de matrizes esparsas.

Para a=l, tem-se uma formulacao completamente implicita
Neste caso, o sistema a ser resolvido € nao linear. A solu-
G3o do sistema ndo linear € obtida através de solugoes suces
sivas do sistema linearizado. As iteracoes sao iniciadas fa-
zendo a=0, e sao continuadas calculando os termos com © fndi
ce k+a utilizando a solucao da iteragao anterior.

A formulagao com a=l, que é estavel para qualquer valor
de At, € também usada fazendo At=10%, para simular o gerador
de vapor em estado estacionario. Ainda nao terminaram os tes
tes de estabilidade para ao=0. Essa opgcao € sem divida prefe-

rivel pois evita a solugao do sistema nao linear.

3. Resultados

Os resultados sdo apresentados nas Figuras 3 e 4. Em
todos os casos, foram usadas as correlacoes dadas na refe -
réncia [4] no calculo de U.

As variagdoes ao longo do gerador, no estado estaciona-
rio e a plena carga, das temperatures do sal 8(x) e do vapor
T(x), (Figura 3-a), e da velocidade u(x) e da pressao p(x)
do vapor (Figura 3-b), s3o comparadas com resultados arafi-

cos da referéncia [ﬁ]_
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Dez divisoes axiais foram suficientes para obter uma boa con
concordancia entre os dois modelos.

Para testar a estabilidade do método completamente im-
plicite (a=1), foram simuladas transientes induzidos por ex
citagoes do tipo degrau, a partir do estado estacionario em
plena carga. As Figuras 3-c e 3-h representam as variagoes
temperais, na saida do gerador, da temperatura do sal a(0,t),
e da temperatura T(L,t), pressao p{(L,t), e velocidade u(lL,t)
do vapor para as sequintes variacoes: temperatura de entrada
do sal, de 621°% para 500 ®c (Figuras 3-c e 3-d); pressao da
bomba de alimentacac, de 262 bar para 230 bar,(Fig.3-d e 3-f)
e a area normalizada da valvula, de 1.0 para .8 (Fig.3-g e
3-h). 0s resultados foram obtidos usando 20 divisoes axiais
e um At de .5 segundos. Foram necessarias aproximadamente 3
iteracoes na solugao do sistema nao linear para uma conver-
géncia das incognitas dentro de E42

Todos os transientes resultam em bruscas variacoes de
pressao e de temperatura, e ilustram a estabilidade do métg
do em condigbes onde a compressibilidade e a expansao térmi
ca do flufdo sao ambas importantes.

A Figura 4 ilustra a simulagdo do controle de gerador



de vapor visando o seguimento de demanda da carga Hp(t), man
tendo T(L,t) e p(L,t) nas referéncias respectivas Tr e p..
Hr(t) cai linearmente de 20%/min, de 0 a 20 seguﬂdos.permang
ce constante de 20 a 40 segundos, e sobe de 20%/min. de 40 a
60 segundos. A simulagao, feita com 10 divisoes axiais e um
At de 1 segundo, mostra que o método € estavel durante as va

riagées rapidas de H_(t).

4, Conclusoes

Foi desenvolvido um método numérico implicito para re~-
solver as equagoes de conservagao de massa, de momentum e de
energia unidimensionais, acopladas através de uma equa;go de
estado que relaciona a densidade com a press3o e a entalpia.
0 método forneceu solugbes estdveis em condigoes onde a com
pressibilidade e a expansao térmica do fluido sao ambas im-

portantes.

Bibliografia

[1] Harlow,F.H. e Amsden,A.A., A Numerical Fluid Dyna-
mics Calculation Method for All Flow Speeds, J.Comp.
Phys., Vol. 8, pp. 197-213 (1971).

[2] Stewart,C.W. e Rowe,D.5., Advanced Continous Fluid
Eularian Computation Scheme for Flows with Large
Density Gradients, Trans.Am.Nucl.Soc., Vol.24 pp.178 (1976).

[3] Crump,M.W. e Lee,J.C., Nonlinear Transient Modeling
of Once-Through Steam Generators, 3rd Power Plant

Dynamics, Control & Test. Symp.,Knoxville, Tenn.Sept.7-9(1977) .

[4] Kirsch,L.K. e Sanathanan.C.K., Feedback Control of
a Large Steam Generator, Nucl.Eng.Des., vol 42,
pp. 431-446 (1977).

[5} Gomes, A.V., Modelo Nao Linear para Dindmica e Con
trole de um Gerador de Vapor, Tese de Mestrado,
1PEN (1979).



“Jll

ANAIS PROCEEDINGS
e, COBEM 79
% ¥ CONGRESSO BRASILEIRO DE
-] o %. ENGENHARIA MECANICA
CAMPINAS, 12-13-14 # 15 DEZEMEROD 1979
UNICAMP

TRABALHO DE PESQUISA N ]

RESEARCH PAPER D-22 PP 311 - 320

DISTRIBUICAO DE PRESSOES E VELOCIDADES EM TROCADORES
DE CALOR DE CARCACA E TUBOS COM CHICANAS SEGMENTADAS

Ahmet Aydin Konuk
Professor Colabarador -Depto Eng.Quimica
UNICAMP - Campinas - SP - Brasil

SUMARIO

Foi desenvolvido um modelo numérico que fornece as dis
tribuicoes de pressoes e velocidades no lado da carcaga de
um trocador de calor de carcaca e tubos com chicanas segmen-
tadas. As equagoes de conservagao de massa e momentum foram
escritas utilizando-se o método de andlise de sub-canais, de
senvolvido para a analise termo-hidrdulica do niicleo de rea-
tores nucleares. 0 método reproduziu com boa precisao os re-
sultados experimentais de dois trocadores de calor e poderia

ser utilizado no projeto de unidades comerciais.

SUMMARY

A numerical model has been developed to calculate shell
side pressure and velocity distribution in a baffled shell-
and-tube heat exchanger. Equations of conservation of mass
and momentum have been written making use of the subchannel
analysis method, developed for the thermal-hydraulic analysis
of nuclear reactor cores. The method has predicted with good
accuracy the experimental results from two heat exchangers
and could be applied to the design of commercial units.



1. Introdugao

Os trocadores de calor de carcaga e tubos, com chica-
nas segmentadas de placas, sao muito utilizados na industria.
As chicanas servem para dirigir o fluxo através dos tubos,
da janela de uma chicana para a proxima, de modo a melhorar
a transferéncia de calor no fluido da carcaca.

Os métodos para calculo de perda de carga do fluid da
carcaga podem ser grupados em métodos de andlise de corren-
tes e métodos integrais. O método de Palen e Taborek [1], o
mais desenvolvido do primeiro grupo, reduz o escoamento do
lado da carcaga entre duas chicanas a uma rede de correntes
formada pelo fluxo na janela, fluxo nas folgas, entre tubos
e furos da chicana, entre as chicanas e a carcaga, fluxocru
zado e fluxo periférico entre os tubos e a carcacga. Cada
corrente € associada a um fator de atrito e a solugao do pro
blema da rede resultante fornece a perda de carga e as velo
cidades das correntes. O método prediz a perda de carga den
tro de 230% sobre os resultados experimentais de 64 unidades
testadas. No método de Bell [2], o mais confidvel do segun-
do grupo, a perda de carga € calculada primeiro para um tro
cador sem folgas, e depois corrigida para considerar os efei
tos de corrente de folga, as quais nao sao calculadas.

0 objetivo do presente trabalho € obter a distribui -
cao de pressoes e velocidades em um trocador de calor de car
caga e tubos com chicanas segmentadas de placas, através de
um modelo mais preciso do que os de analise de correntes. 0
espago entre duas chicanas € modelado como uma matriz tridi
mensional de volumes interligados. As equagOes de conserva-
¢ao de massa e momentum, com condigdes de contorno apropria’
das, sao escritas para esses volumes na forma de diferengas
finitas e sao resolvidas em um computador digital. Na deri-
vacao das equacdes de conservagdo, € utilizado o métoao de
analise de subcanais, desenvolvido para a analise termo-hi-
draulica do niicleo de reatores nucleares [3]. A solugdo for
nece a distribuigao de pressoes, utilizada para o cdlculo da
perda de carga no trocador, e também a distribuigao de velo
cidades que € necessaria para os calculos de transferéncia
de calor [4].




<. Modelo

Trabalhos experimentais mostraram que em trocadores de
calor de carcaga ¢ tubos com chicanas segmentadas de placas,
0 escoamento se repete igualmente entre as chicanas 5], por
tante, o escoamento ¢ modelado em um trecho que vai de um
ponto logo depois de uma chicana até um ponto apés a proxi-
ma. A segdo transversal do trocador, considerando-se somen-
te umz metade devide a simetria, € dividida em subcanais,
que depois =do divididos transversalmente em volumes de con
trole., A pressao p e a componente axial (paralela aos tubos)
de velocidade u sao definidas para cada subcanal como uma
média superficial nos planos transversais sucessivos. As com
ponentes transversais de velocidade v e w sdo definidas co-
mo médias superficiais entre subcanais adjacentes e sao ba-

seadas na menor drea de passagem (Figura 1):
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. L s
I\"l"I U;ﬂ.l{ pruolt | Ui Py
|
N7 ) 7
| e
Jel K| wr W vk
J-1 LK K Vi oW Vi
v ¥ eV g S M.
i ax = 7
// xu_.l,xp.l:,u
\ m / s (FTRA ]
/)
| v
Voux
w'
i
Figura 1 - Posicionamento dJde variaveis

As equagoes de conservagao de massa e momentum S3ao es
critas para regime permanente ¢ fluido incompressivel.
Conservacao de massa:

j-1.k

N Axiﬁyj‘kv.J Brd ] B

15
+ -« " .
i G i

.k 3Lk J.k _d.k Tl el o
(A uiiy *oAxy hy vy * Axy GZ wy ) 0 (1)

onde A & a area transversal do subcanal, Ax a altura do volume



de controle, G, e G, sdo as dreas de menor passagem por uni
dade de comprimento axial, relativas as velocidades de v e

W.
Conservagdao de momentum x (axial):
j-1.k, J.k
; A ; C LW w
ik _ j Xy 2 f5-1k -1k Yk i
Ik !JH-Eﬁ&'524@_3+;;EGJ v
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ik Yk Y% ekl g1k Tk
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j‘k j!k+1 . AX. ‘

W e N S ST BT (
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H

(2]

)

2

onde g € o fator de conversio de unidades, f € o fator de
atrito para fluxc paralelo em feixe de tubos [6]

|6]. & D” 0
didmetro hidraulico do subcanal. As equagdes (1) e (2) sao
escritas para todos os volumes de controle exceto na chica-
na, onde a equagdo (2) € reduzida para:
plih - plh e 2g My (3)
ch

onde f € obtido de dados de perda de carga singular em ori
ficios anulares [7]. Os termos na Eq. (2) sdo os termos de
pressio, de aceleragao e de atrito. Termos de tensdes de ci
salhamento e pesoproprio sdo desprezados.

A conservagao de momentum transversal & obtida nas di
regdes y e z pela adigdo de termos de aceleragao aproximdos
a correlacdes de perda de carga AP para fluxo cruzado [8],
dadas por:

AP = £ N v%/2 4

onde f & o fator de atrito, N o numero de linhas de tubosenm
fluxo cruzado e v, u velocidade de fluxo cruzado, baseadana
menor area de passagem. s

Conservacgao do momentum y:
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Egquagodes de condigdes de contorno sdo escritas utili-
zando a distribuicdo simérrica das velocidades u e das pres

sdes p em duas chicanas consecutivas. Também sio caurita

g

duas equagdes para frrnecer a vazdo total ¢ o nivel da pres
sdo.

0 sistema de equacdes algébricas nido-lineares, forpa-
do pelas equagdes de conservagao e de condigdes de conteorno.
€ resolvido através de solugOes sucessivas do sistema linen
rizado. Utilizou-se a subrotina SIMQ da IBM, que usa a e i-
minagao de Gauss, na solucdo do sistema linearizado. Aprext
madamente 10 iteragdes foram necessdrias para uma conver &n

. + 2 E
cia dentro de -1% das velocidades u. A solugdo fornece HES

pressdes p e as velocidades u, v e w entre duas chicanas.

3. Comparagoes dos resultados experimentais ¢ calculados
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Dados de dois trocadores de calor {oram utilizados pa
ra comparagoes.

Primeiro foram obtidos experimentalmente as distribui
¢oes de velocidades e pressoes em um trocador de calor  de
"plexiglass", operando com um fluxo turbulento ¢ isotérmico
de dgua a pressdo atmosférica e temperatura ambicnte 5.
Esse trocador tinha uma seg¢do transversal quc representa a
metade de um hexdgono, com 63,5 tubos acrilicos de .504" de
diimetro externo em arranjo triangular. Ao contrario Jas u-
nidades comerciais, as chicanas foram ajustadas & carcaga
para se impedir o fluxe entre a chicana ¢ a carcaga. Fel uti
zado um diametro de .340" nos furos das chicanas, com cspa-
gamentos de 4", 6" e 9" entre chicanas que foram construi -
das de placas soldadas nos grupos de pequenos tubos espaga-
dores que se estendem por toda a se¢do transversal do troca
dor. Devido a essa incomum vonfiguracio, os fatores de atri
to para a chicana e para os espagadores na janela, utiliza-
dos no modelo numérico, forvam obtides utravés de medidas de
perda de carga e velocidade em equipamentos de teste para
simulagao dessas condigodes.

0s dados consistem de perfis axiais de pressdes médias
cuperficiais para 30 tubos entre duas chicanas e através da
chicana e de linhas de fluxo visuais em todas as faces do

trocador para espagamentos entre chicanas de 4", 6" e 2" ¢
para vazées Jde 200 e 300 gal/min. Os tubos para as medidas
de pressao foram feitos com 12 furos ecquidistantes de 0127

de dimetro perfurados em toda a circunferéncia. As  linhas
de fluxo foram obtidas através de trajetdria de bolhas de ar
introduzidas na dgua de c¢scoamento.

O trocador foil modelado em 15 sub-canais e 3 niveis,
resul tando em 30 volumes de controle. Os valeres experimen
tais e valculados da perda de carga por chicana sio compa-
rades na Tabela 1. Nota-se gue os desvies estiac dentro Je

erros experimentais,




| Espagamento Vazdo ap T w Desvio
i entre chicanas | (gal/min) experimental | calculada (%)
{polegada) (p.s.i.) (p.s.i.)

L 200 4.05 4,29 +5.9
3 300 8.78 9.37 +6,7
5 200 3.98 4.18 +5.,0
5 300 862 L % +5.8
9 200 1.10 4.20 +1.0
9 0 8,50 S 15 +7.4

Os resultados da Figura 2 sdo parva 6" de espacamento
entre as chicanas e uma vazdo de 200 gal/min. A Figura 2-a
nostra a comparagao de vetores resultantes de velocidade pa
ra o5 sub-canais adjacentes & diagonal com as linhas de flu
xo na fase diagonal do trocador. A dimensde dos vetores,
proporcional i velocidade, ilustra a aceleragao do flu do da
chicana para a janela e a desaceleracdo da jancla para a
chicana,

Na Figura 2-b sao comparadas as porcentagens experi -
mentais de vazao para cada sub-canal através da chicana i
le janela com os valores calculados, obtidos de dados de per
da de carga na chicana e na janela, combinados com dados de
fatores de atrito, Nota-se que as linhas de fluxo visuuais
e a distribuicdo de vazdes foram corretamente previstas.

A Figura Z-¢ compara os perfis de pressao normaliza -
dos de uma janela para a chicana e a Figura 2-d de uma chi-
cana para uma janela, para sub-canais adjacentes a diagonal
U modelo predi:z corretamente o aumento de pressao devido 3
desaceleracgdo (Figura 2-c¢) e a queda de pressao devido a a-
celeragio (Figura 2-d).

J outro trocador de calor modelado tinha uma secgio
transversal retangular (5,38" x 1,6") com 12 tubos, 2 espa-
camentos entre as chicanas e 2 tamanhos de janela, e foi
tamhém operada com fluxo isotérmico de dgua nas  condicdes
atmosféricas [ 9], Ao contrdrio do primeiro, ele tinha uma

grande folga entre a chicana e a carcaca. Os dados utilizados
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Figura 2 - Comparagao dos resultados
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consistiram de medidas de perda de carga por chicana  para
todas as alternativas geométricas mencionadas. Ele também
foi modelade com 15 sub-canais e 5 niveis. 0s resultados de

perda de carga por chicana sdo dados na Tabela 2.

Tabhela

Perda de carga por chicana (4p) Geometria retungular

" Geome- Espagamento | Comprimento| Ap experi- | Ap calcula
tria | entre chica- | da janela [mental (pole |da (polega | Desvio
-nas (polegada)| (polegada)|gada de agua)| da de dgua) (%)

1 2-5/8 . B 3.8 -15.6
2 2-5/8 1.398 .98 L. %
3 = ;359 0 4:7 -21.7
3 Z 1,395 6.12 5.88 - 3.9

Nota-se uma boa concordidncia entre os valores de perda
de carga experimental e calculada para as geometrias 2 e 4,
que por sinal, representam trocadores de calor bem projeta -
dos, ou seja, com média abertura de chicanas e média distan
cia entre as chicanas. Os valores calculados de Ap estdo a-
baixo dos valores experimentais para geometrias 1 e 3 onde
a abertura grande da janela provoca turbuléncias e consequen
temente uma perda de carga adicional, que o modelo nao pode
calcular.

4, Conclusoes

0 modelo desenvolvido permite a obtengdo das distri -
buigBes de velocidades e pressdes em um trocador de calor
de carcaga e tubos com chicanas segmentadas. O métodos apli
cado a dois trocadores de calor, reproduziu corretamente o0s
resultados experimentais e poderia ser utilizado para o cdl
" culo da perda de carga no projeto das unidades comerciais,
A distribuigio de velocidades, fornecidas pelo método, pode
ser utilizada na equagdo de energia do fluido de carcaga pa
ra a obtencio da distribuicdo de temperaturas [4].
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SuMArie
Foi desenvolvido um modélo numérice nara o estudo da conveccdo
satiral no isolamento térmico interno tiun fibras, para dutos cilin
ricoe nas posicoes horizontal e vertical, As distribuigdes de tem=
peraturas e velocidades obtidas, permitem o cilculo da condutivida-
4 ternica efetiva global e ac longo G2 porede fria, que sao neces=
.drizs para o projeto do isolamento,0 ndmern de Nusselt qlobai, foi

.utrelacionado com o nimero de Rayleigh, parz uma rapida avaliacac,

SUMMARY
" numerical model has been developed to study natural convec
tion i+ fibrous internal insulation for cylindrical ducts in herizon

tal and vertical positions, The computed velocity and temperature

distributions yielded local cold wall and overall effective thermal
conductivities, both necessary in the design of the insulation, The
overall Nusselt number has been correlated with Rayleigh nurbker  for

an immediate evaluation .



1. Introdugdo

Isolamento térmico em dutos, & normalmente utilizado para dimi-=
nuir a perda de calor, sendo colocado externamente ao mesmo, Caso o
fluido esteja nas condigOes de alta pressdo e temperatura,além de di
minuir a perda de calor, & necessdrio proteger a parede do duto da
alta temperatura. Isto & conseguido, utilizando-se isolamento termi
co interno, onde o material isolante & colocado entre o dutc princi=-

pal e um duto interno coaxial, conforme figura 1| .

\\9010 Principal

—\solamento

Jto internc

Figdra | - Duto Isolado internamente

Este tipo de isolamento, estd sendo estudado, para dutos de gas
quente dos reatores nucleares a gas a alta temperatura (HTGR), onde
o fluido se encontra a pressao e temperatura da ordem de 40 atm e
950 °c.

Foram testados em laboratdrio, varios tipos de materiais para i
solamento internc (2], sendo que o isolante composto de fibras de ma
terial resistente a alta temperatura (Kaowool), apresentou maior VTE
bilidade de utilizagdo .

No isolamento externo, a pressao no interior do isolamento, é a
atmosferica, enquanto que no interno, € a do gas, para que o duto in
terno, que suporte a alta temperatura, nao fique submetido 3 esforgos
de pressao .

A combinagao de alta pressao e alta diferenca de temperatura
(=500 °¢) entre o lado quente e frio da camada isolante, pode resul
tar no surgimento de convecgao natural do gas, dentro do isolamento.
Esta convec¢ao natural, deteriora o efeito isolante do gds, que & o-
timo quando este estd parado .

Para o estudo da convecgao natural no isolamento, foram feitos
modélos numéricos, somente para geometrias retangulares de interesse

no HTGR [l]. Estes modelos atenderam satisfatoriamente aos resultados
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experimentais, mostrando a validade da FormuTa;Eo usada, Nao se encon
tra porem, na literatura, modélos para geometrias circulares.

0 objetivo deste trabalho, € elaborar um modélo para o estudo
da convec;io natural no isolamento térmico em dutos circulares, car-
regando gis a alta pressdo e temperatura, nas posigoes, horizontal e
vertical, seguindo uma formulagdo similar a da utilizagdo para geome-
trias retangulares,

Experiencias[B] mostram, que o Isolamento tipo fibras se compor
ta como um meio poroso. Para este meio, s3o escritas as equagoes de
conservagao de massa, momentum e energia, que sao resolvidas pelo me-
todo das diferengas finitas, Obtem-se as distribuigdes das temperatu-
ras e velocidades no isolamento, sendo entdo, possivel, a avaliagdo do
seu desempenho .

As equagOes de conservacao usadas, bem como os resultados calcu-
lados, s3o apresentados nos [tens sequintes, 0 trabalho com maiores de

talhes se encontra em {h].

2. Formulacdo das Equagdes, Condicdes de Contorno e Método de  Solu

-

599

Para meio poroso, a equacac de conservagao de momentum, & simpli
ficada para a lei Darcy, i.é, o gradiente de pressio, e fungao linear
de velocidade. Assume-se, que a temperatura local da fibra & a mesma

da do gds .

Cilindro Horizontal

E considerado para a formulagdo, metade da secgdo transversal do
cilindro (conforme Figura 2 ), devido a simetria existente .

B=1
Sup. y

adiapatica —

Superficie com Superficie tom
Temperatura TV Temperatura 12

Figura 2 Geometria do cilindro horizontal considerada no modélo



! equacionamento ¢ feito em coordenadas polares r e 6. A dire-
¢30 axial ndc & considerada, pois as distribuigdes de temperaturas e
velocidades, ndo se alteram nesta diregao,

A equagdo de conservagao de massa & dada por

qrftrpvr) +£{pve) =0 (1)

and2, o @ 4 densidade do g33s e v a sua velocidade no isolamento.

4 squagac de conservagao de momentum, i.e, a lei Darcy, é dada

aq divegao radial, por
2
V.. L (09, - _3.2 ) (2)
H ) ar
e n& Jdirsgao angular por
v w& (g =30 (3)
9 8 r28
onse, % & a parmeabilidade das fibras do isolamento, u a viscosidade

dindmica Jdo yis, g a aceleraglo da gravidade = P a pressao do a3s,
£ definids uma fungdo de corrente, de mods que satisfaga a equa

jdc de massa, ela e dada por

voe L2
rp a8 {4}
vy m -l (5)
P ar

Combinandu as equagdes 2 e 3, eliminando a pressdo e consideran
do u definigdo da fungdo corrente (4 e 5), a equagdo da conservacao

de momentum resulta em @

1 3 3 1
— = (v "IE)*' 13, {rv Bl) = g(cosf 9 . rsing EE) (6)
rk 38 a8 K or ar 26 3r

ande, W @ a viicosicsde cinemdtica do gas {vw= u/p)
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A equagao de conservacao de energia, considerando a funcdo cor-

rente, & dada por :

N 3 a1
ia—(cﬂ-@i—(cT)-Ltrxi}-lﬁ_(AH;,n 7)
3 ar P ar 3 P ar ar rae 38

onde T & a temperatura, Cp o calor especifico 2 pressao constante do
gas e » o coeficiente de condutividade térmica do gas mais fibras ,

No contorno, a funcdc corrente € nula, as temperaturas de pare-
de quente e fris sdo dadas ¢ para 6 = 0 e O =7, ndo hd fluxc de ca
lor, devido a simetria (AT/300 = 0)

Cilindro Vertical

As equagoes de conservacao e condigoes de contorno, sao formu-

ladas para isolamento entre dois cilindros coaxiais (Figura 3) .

=1 - Sup
‘H“‘m adiabatica
Sup com Sup.com
Temp. Ty Yempls
ot
Sup adabatita x=0 —
T=n 7 f=1y

Figura 3 Geometria do cilindro vertical considerada no modélo

0 equacionamento € feito em coordenadas cilindricas r e x. Nao
€ considerada a diregao angular, uma vez que as velocidades e  tem-
peraturas nao se alteram nessa direg3o .,

A equagado de conservagdo de massa & dada por :

I_a_ (ﬁr\l’r} G2 B_ {QVK) = 0 (a)

r ar ax

A equacdo de conservacdo de momentun, i.&, a Lei de Darcy, & da

da, na diregao radial e axial por :



v = 5 (pgx - 32) (10)
% u ax

A fungdo corrente & definida por :

v =L 3 (1)
r
pr 3x
vx.-'_é’.‘k (12)
pr ar
Procedendo=-se analogamente ao cilindro horizontal, a equagao

de conservagao de momentun resulta em :

L3 wy.l o N 4 28 (13)
rk 9x Ix K 3r r 3r ar

A equagdo de conservagao de energia, considerande a fungdo cor-

rente, & dada por

¥ 3Bl en-2m., oo 08
ax ar P ar ax P ar ar 3Ix ax

As condicoes de contorno, sao analogas as do cilindro horizon-

tal, sendo que o fluxo de calor & nulo para x=0 e x=L (3T/3x=0)

Método e Solucdo Numérica

As equagoes 6,7,13 e 14 que s3o equagdes diferenciais parciais
nao lineares, s3o transformadas em dois sistemas de equagoes algébri
cas nao lineares pelo método das diferencas finitas. Estas,sdo resol
vidas sucessivamente, por programas e Fortran [4], uma vez que & ne-
cessario a solugdo da equagdo 6 (12), obtendo Uy, para linearizar a e
quagdo 7 (13) e a solugdo da equagdo 7 (13), obtendo T, para linear]
zar a equagao 6 (12). As solugBes sucessivas dos sistemas lineariza-
dos & feita, ate que as temperaturas convirjam, dentro de um critério
de convergencia, obtendo-se a distribuicao de 1 e T dentro da isola-
¢do. E utilizado para a solugdo dos sistemas linearizados, uma subro

tina de eliminagao de Gauss, por técnica de matrizes espargas [5] .
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3. Resultados

Os programas foram executados, para cilindros na posigao horizon
tal e vertical, considerando a presenca de 1,2 e 3 cilindros inter
nos equidistantes, Os fluidos utilizados no modelo foram, helio e ar
variando as pressdes de | a 100 atm, temperaturas de 50 a 800 °C e
permeabilidade de !t]"5 a lﬂ-lz rn2

As fungoes corrente, bem como a distribuicdo de temperaturas pa-

ra casos tipicos, sao mostrados nas Figuras 4 e 5 .

=4 5
v (164 o=l

1d)

Figura 4 - Cilindro horizontal, linhas de corrente e temperaturas a
dimensionais (Ra = 500, Nu = 3)
w (18" 10 ¥ (10 10

¥=0

tal tb) te) d)

Figura 5 - Cilindro vertical, linhas de corrente e temperaturas a
dimensionais (Ra=498, Nu=2,9). Escala na radial, & 7 ve-

zes a da vertical .



0 gas dentro do isolamento, flui para cima ao longo da  parede
quente e para baixo, ao longo da parede fria (Figuras i-a,c e 5-a,c)
conduzindo energia do lado quente para o frio, o que deteriora o e-
feito isolante. As isotermas (Figuras 4-b e 5-b) sdo consideravelmen
te distorcidas em relagdo a condugdo (para condugdo as isotermas sdo
concentricas) .

Considerando dois cilindros internos (Figuras 4-c e 5-c), a
convec;io & confinada entre eles, o que contribui para a melhoria do
efeito isolante, As isotermas (Figuras 4-d e 5-d) s3o menos distor -
cidas, aproximando-se do caso de condu;So. Aumentando o nimero de ci
lindros internos, observou-se que o efeito isolante tende ao otimo.

A condutividade termica efetiva xef é definida por

5 A in lgtegd (15)

A
ef
Ty ™ T,) m

para cilindro horizontal e para cilindro vertical e :

Q in(r,/r,)
- — 21 (16)
2 ~T) L

Aef
onde | é o fluxo de calor através da isolagdo .
0 ndmerc de Nusselt, definido por Nu = leffk, foi correlacio-
nado com o nimero de Raleygh/A, onde o nimero de Rayleigh & definido
por : Ra-g.(Tl-Tz).d.K-D/u.o. onde, d & a espessura de isolamento en

tre os cilindros, p o coeficiente térmico de expansdo volumétrica a

pressdo constante e a a difusidade térmica. "A' & definido por
L/(r2 - r]) para cilindro vertical e 7 (r2+r])/[r2-r‘).2 para o
horizontal. A correlagdo € mostrada na Figura 6 .
Nu

3 Do

4 bl

31

21

‘ g

10 100 RA/A

.Figura 6 Correlagdo entre Nu e Ra/A, para N cilindros internos.
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Para valores de Ra/A menores que 10,64 para 1,2 ¢ 3 Yeadros
internos respectivamente, nao ocorre a convecgac, Para valoiss maio-
res que estes, a correlagdo obedece a equagdes do tipc Nu=c. {Ra/A)",
onde née .5ec, .4, ,5, .6 para 1,2 e 3 cilindros internos,

Para valores de Ra maiores que 2000, observou-se & divergencia
nas temperaturas,

A variacao local do nimero de Nusselt (Nuicc}' na direc2o angu-
far para cilindro horizontal e ao longo do comprimento para verti =

cal, € mostrada na figura 7 .

loc | ——Citindro Horizontal / RA =305 Hus 352

—.— CilindraVertical /

Nu=3.01
Nu=110

Nu=104

CH)
Icv)

Figura 7 Variagao local do nimero de Nusselt sobre a parede fria.

A relagao Nu!oc/Nu’ e definida por : Nuloc/Nu = q}ocIQ, onde
Uoe é obtido pelo produto da condutividade térmica local pelo gra
diente local da temperatura na parede fria. Ohserva-se que a varia-

¢3o da relagao aumenta ac longo da parede fria .
L, Conclusdo

Foi obtido um modélo numérico, que permite o calculo das distri
buigdes de temperatura e velocidades, para o estudo da convecgao na-
tural em isolamento térmico interno tipo fibra, em dutos cilindricos
conduzindo gas a alta press3o e temperatura, na posigao horizontal e
vertical,

A correlagao entre o numéro de Nusselt e o de Rayleigh, & parti



cularmente Gtil, pois permite uma avaliag3o imediata da eficiéncia
da isolagao, sem utilizar o modélo numérico.

A distribuigao de temperaturas e a varlagdo de Nu obtidos

lo
pelo modelo, fornecem dados para uma avaliagao detalhadacde isolagao,
evitando testes experimentais, que levam muito tempo para fornecer
resul tados, alem de terem um custo muito elevado.

Para tanto, € necessario termos conhecimento da permeabilidade
K e da condutividades térmica das fibras, contudo, estes valores
podem ser obtidos com experiencias simples para o isolamento de inte

resse particular [6].
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SUMARTO

E exposto um método iterativo de calculo do fluso tér
mi<o, com uso do computador, a partir da metodologia propos
ta por R.H. Heilmann (ASTM) e cuja versao em unidades métri
zas fol sugerida por 0.J. Whittemore Jr., em 1976. Sao re-
solvidos alguns exemplos e discutidos os resultados. Sao a-
presentadas algumas possiveis linhas de desenvolvimentos fu
Turos.

SUMMARY
An iterative method is shown to estimate heat flow,
with computer aid, using the method proposed by R. H. Heil-
mann (ASTM) and its version for metric units suggested by
0.J. Whittemore Jr., in 1976. Some examples are solved ind
the results discussed. Some possible lines for future d:ve
lopment are, also, presented.
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1. Introdugao

A previsao, controle e redugdoc de perdas erm insialagdes
térmicas aumentaram de importancia devide 3 crise de energia.
Por exemplo, em muitas atividades industriai< s anilise do
fluxo de calor através das paredes de fornos pode ser rele-
vante na definigdo de medidas para economia de comhustivel,

Um dos procedimentos para o calculc das perdas atraves
das paredes de fornos foi propoesto em 1932 por R.H.Heilmann,
e vem sendo republicado pela ASTM(1). A adaptacic desse pro-
cedimento para unidades d¢ Sistema Internacicnal, bem como |
sua extensao para paredes cilindricas foi apresentada em ‘
1976, por O.J.Whittmore Jr. (2}. Essa adiptacdc serd apre-
sentada na secgdo 2 deste artigo.

0 método, além dos calculos fastidiosos que requer, &
reiterativo: por isto, torna-se interessante implantad-lo na
forma de um programa de computador. Esse programa oferece
ainda mais duas vantagens adicionais: a primeira € fornecer
uma sub-rotina para programas mais complexos (o de otimiza-
¢do de custos, por exemplo), e a segunda, € possibilitar o
exame rdpido de muitas alternativas para um dado problema.
Esse programa € tratado na seccao 3. A listagem do programa
pode ser vista na referencia (3).

Na seccdo 4 sdo apresentados alguns exemplos e uma and
lise dos resultados obtidos. Finalmente, na secg¢ao 5 sao
apresentadas as conclusdes e indicadas algumas possiveis 1i

nhas para futuros desenvolvimentos.

2. 0 metodo de R.H.Heilmann

Admite-se no método de R.H.Heilmann que o fluxo de ca-
lor pelas paredes do forno se dd em regime estaciondrio e
unicamente por condugao, sendo desconsiderados efeitos devi
dos a infiltragdo, pressao interna no forno, portas, juntas
abertas, etc. As paredes do forno podem ser constituidas
por tijolos refratarios, refratarios isolantes e isolantes
térmicos. Supoe-se conhecida a lei de variagdo da condutibi
lidade térmica dos materiais com sua temperatura média. co-

mo mostrado na figura 1.
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Fig. 1 - Condutibilidade térmica

A transmissdo de calor da superficie externa do forno
para o meio ambiente € feita por convecc¢do e por radiagan,
Influem nesse processo as temperaturas e natureza das super
€icies do forno e dos objetos no ambiente; as condigde: de
circulagdo do ar sobre a parede, etc.

Sdo apresentadas a seguir as formulas para o cdiculo
das diversas parcelaé envolvidas.

No que segue serao designados por:

T, = temperatura da superficie externa (K).

Tar: temperatura do meio ambi.ente (K).

As perdas por radiagdo para o meio ambiente sdo calcula
das pela formula de Stefan-Boltzmann:

g, = 5,77 x 1678 r'r“{i - ’rh (1
onde: P

e = fluxo de calor por radiagdo (W/m")

£ = emissividade da superficie externa, dependente do

material.

As perdas por conveccao natural serdo calculadas pela

formula: . 0.18 1,27
= 7 iy e R I
B = BedTBl=m Ry T T (2)
1 ar

onde:

L
I

5
i fluxo de calor por convecgdo natural (W/m")
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C = fator que depende da forma da superficie: 1,39 pa
ra paredes verticais e 1,79 para cobertura do for
no.

Dada a emissividade da parede externa do forno e a ten
peratura do ambiente, as formulas (1) e (2) podem ser combi
nadas. O resultado € apresentado na figura 2 (e = 0,95).

No caso de convecgao forgada, as perdas por convecgao
serdo calculadas pela formula:

* [5.68 % 4.19V)(Tl - Tar) (3

qp = fluxo de calor por convecgdo forgada (w/mz)

V = velocidade do ar (m/s)

Fixada a temperatura do ar e a emissividade, pode-se
cembinar as formulas (1) e (3). O resultado € apresentado
na figura 3 (€ = 0,95; Tar = 293,15 K).

Para valores diferentes da emissividade ou da tempe-
ratura do ar, novos grificos devem ser construidos.

1000¢ L1
wnd | 200004 {1
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15000{ |
600¢_| '
1z
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400¢
200
— 5000 £
|
p” /44 L
|
S w ] | ]
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IV ferenca de Temperatura da Su- 100 200 300
perficie para o Ar °C Diferenca de Temperatura da Su-

perficie para o Ar °C

fiti. 2 - Fluxo Térmigo em Paredes FIG. 3 - TFluxe Térmico em Funcic da
Verticais Velocidade do Ar
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condutiblidade térmica correspondente.

¢) calcular o fluxo por condugdo através das paredes -
formulas (4) ou (5);

d) comparar o fluxo acima com a perda por radiagao e
convecgdo (figura 2 ou 3) que ocorreria quando a
temperatura da superficie externa fosse a admitida
em a);

e) se as duas pefdas sdo iguais e se as temperaturas
médias das diversas camadas e as correspondentes
condutibilidades térmicas forem compativeis com os
fluxos térmicos, o processo esta completo; caso
contrario, reitera-se o procedimento.

3 - Programa para o calculo do fluxo térmico

Como se pode imaginar, sao bastante enfadonhos os
calculos que devem ser feitos com as formulas de (1) a (5).
Mesmo se dispondo de graficos do tipo da figura 2 ou 3 -
construidos para varias emissividades e temperaturas do ar-
a reiteragdo das estimativas de temperaturas e das conduti
bilidades térmicas, e o recalculeo do fluxo.térmico é pelo
menos desagradavel. Quando se necessita mudar um dos dados
do problema, todo o procedimento deve ser repetido. O pro-
grama desenvolvido poupa ao projetista tao tediosoc labor.

0 programa foi escrito em Fortran IV. Num computador
Burroughs 6 700, o tempo de 10 é de 1,441 segundose o tempo
de CPU para processar um problema é de cerca de 1,02 segun-
dos.

O programa incorpora leis de variagdo linear da condu-
tibilidade térmica com a temperatura média (e facilmente po
dem ser incorporadas outras), além de uma sub-rotina para
resolver por dicotomia a equacgao:

Arad E: 9%onv "9cond 2 (6)

0 procedimento adotado estd esquematizado na pagina se
guinte.
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P saredes compostas de n camadas planas, a turmuls
para o ¢ loulc do fluxo por condugdo &:

Tn - T

z (4)

=l

¥ - n

onde:

“luxo de calor por condugdo (W/mz]
v = temperatura da face interna do forno (K)
= espessura da camada i(m)

v = condutibilidade térmica do material i(W/m ¥

Pu=y vrnredes cilindricas conceéntricas vale:

r = raz:0 de cilindro externo (mj
+ rais do cilindro interno (m)

r, = rajo interno da i? camada (m)

Cada parcela do denominador das formulas (4) e (51 €
chamada vesisténcia térmica da i-ésima camada.

No procedimento em exame consideramse conhecidos: a
temperatura da superficie interna do forno, a temperatura
do ar ambiente; a emissividade da superficie externa de
forno; a condutibilidade térmica e a espessura dos mate-
riais que formam as camadas da parede do forno; e no caso
da convecgdo forgada, a velocidade do ar.

0 esquema do método de Heilmann é o seguinte:

a) adotar temperaturas para as interfaces das camadas

e para a face externa do forno;
b} calcular as temperaturas médias de cada camada ¢ a




MCIC

T IO Y

ESTMATI O JHCLY DE
TEMPFRATIIRNT
I i s
]
_____ e ¢ c— .—_—‘
CALCUL48 CONDUTIBN.. |
pt—— E RESIST ThwniCAs |
| l R RIS
| i ’// ~, - —.]
1| ! 7 o NAO CALCULAR
a | C mxyp e QCOND? \
{ !’ e 5 .
I i |
i i tsm »I,
N B el
lcalcunn TEMP CALCULAR e
i INTSRFACES acowp. ! - .
i (Racasaa QCONDI VO,
" 1 \ S
1 ! I T
~GLCULAR CALCULAR TEMe | T - v
LGRAD. TERMICO | FACE FRiA | |QCOND} = QCOND {
e N |
i | i
ey
i | IMPRMR
. ’ COMPARAR |RESILTADOS |
¢ L o TEMP FACE FRIA i I
et P CALCULADA s
| e ‘ADMITIDA -~ i
.
1 _—
! {( Fue J
! # S
i
|
1

ADOTAR NOVA TEMP
FACE FRIA

Figwn 4. Espremg do  Progromo



Para a estimativa inicial das zemperaturas adota-se pa
ra a face externa a temperatura do ar; para as interfaces
de cada camada, a partir da externa, adota-se a média entre
a temperatura da sua face externa e a temperatura da face
interna do forno.

4. Exemplos e Resultados

Para testar o programa e comparar resultados resolveram-
se trés exemplos constantes de (2) apresentados a seguir:

1° exemplo
Dados: Forno de faces planas, uma camada de tijolo re-

fratdrio de 229mm, uma camada de tijolo isolante de 11l4mm.
uma camada de isolante de 51lmm; temperatura da face quente
1773 K, face externa de emissividade € = 0,95 na tempera-
tura de 293 K e exposta a ar que flui a 4m/s; C = 1,35 (pa
rede vertical)

Resultados do programa da ref.(2)

face interna do tijolo isolante 1523,8 K 1522 K

face interna isolante 1013,3 K 998 K

face externa 346 ,7 K 354 &

fluxo termico 1646 W/mc 1652 W/m*
2°_exemplo

Dados: Forno de paredes cilindricas. com diametrc int:
no 1000mm e com as espessuras: tijolo refratario: 1Z(mm:
tijolo isolante: 120mm; face interna a 1773 K, temperatura
do ar 293 K; convecgao natural (C = 1,39).

Resultados do programa da ref. (2)

face interna do tijolo isolante 1506,7 K 1508 K

face externa 438,2 K 439 K

fluxo térmico 2503 mez 2485 W{mz
39 exemplo:

Dados: Forno de paredes planas, tijolo refratario de
40mm (K = 0,6 W/mK, constante), temperatura da face interna
973 K. tiiolo isolante de 120mm (K = 1.0W/mK,constante)
temperatura do ar 331K, velocidade do ar 4 m/s, C = 1,39,
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Resul tados do programa da ref.(2)
temperatura interna tijolo isolante 643,8 K 644 .6 K
temperatura externa 380,4 X 381,9 K
fluxo térmico 2195,0 W/m? 2195,2 W/mz

Apresenta-se a seguir uma tabela com as maiores diferen
gas entre os resultados obtidos com o programa e os da refe-
réncia (2), tanto de temperaturas como de fluxo térmico, bem
como as suas correspondentes variagdes relativas.

A Temp  ATemp ,45, AFluxo AFluxo.100
s T

) e 2 Fluxe

K (% W/m (%)
Exemplo 1 158 1,54 6 0,36
Exemplo 2 1.3 0,86 -18 0.72
Exemplo 3 1.5 e,39 0,2 ~0,01

Pelo exame da tabela acima verifica-se que o programa
€ satisfatdrio, j& que a maior discrepancia entre temperatu
ras foi de 1,54% e do fluxe térmico foi de 0,72%.

5 - Conclusdes

0 programa satisfaz o objetivo a que se prople, isto &,
calcular o fluxoc térmico através das paredes d¢ um forno e
determinar as temperaturas nas interfaces das camadas que o
compdem, segundo o método do "Proposed Procedure for Calculs
ting Heat Losses Through Furnace Walls" da ASTM. Comc & ine-
rente ao método, udmitiram-se as hipdteses descritas no item
2 deste trabalho.

0 procedimento pode ser aperfeigoado levando-se em cep

ta as dimensodes do forno, existéncia de aberturas, etc.
A analise do procedimento também sugere a elaboragdo de um
método para calculo do fluxo de calor a partir da tempera-
tura dos gases e ndo do suposto conhecimento da temperatu-
ra da superficie interna do forno. ’
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SUMARIO
0 trabalho mostra um método para simular matematicamen
te o comportamento térmico de um forno a alta temperatura e
a sua carga regime transitdrio. O método € aplicado no ca-
so de um forno com geometria determinada e da como resulta
dos a variagao no tempo e no espago da temperatura das pare
des do forno e da carga.

SUMMARY
This paper exposes a method to simulate mathematical-
ly the thermal behaviour of a high temperature fornace ,
resulting in a temperature-field in time and space of  the
furnace walls and the load.



1. Introdugao

0 método estabelece um modelo matemdatico do comporta-
mento térmico do forno e de sua carga. O modelo matemdtico
consiste na simulagdo da transferéncia de calor por radia-
¢ao dentro da camara e da condugao de calor nas paredes
do forno e na carga.

A simulagao da radiagao na camara do forno é feita
pela teoria de intercambio de radiagdo térmica entre super-
ficies cinzentas , separadas por um meio.ndo absorvente

[l] . Isto & uma aproximagdo , porque o meio entre
as superficies , mesmo sendo ar , tem uma certa ahsorgio
da radiagdo , e porque nenhuma superficie € realmente
cinzenta. Mesmo assim ., o método é adequado para
fornos a aquecimento elétrico.

A simulagao da condugdo de calor nas paredes &
feita pelo método de Schmidt [2] ,desprezando-se os efei-
tos da convecgao no problema ,pois se a temperatura do
forno for superior a 1000°C , este erro sera inferior a
1%.

Estas duas simulagoes sao combinadas num ciclo ite-
rativo que obtem as temperaturas das superficies da carga
e das paredes , ¢ também as temperaturas nas paredes e na
carga.

0 resulatado do método consiste em um campo de tem-
peraturas no tempo e no espago para qualquer forno de
alta temperatura e para qualquer lei de variagde da potén-
cia gerada no forno.

2. Descrigao tedrica do método utilizado

A teoria da transmissao por radiagao de calor entre

superficies cinzentas tem como hipoteses iniciais :
a. Cada superficie € considerada isotérmica

Esta hipdtese acarreta a divisdo da camara em N

diferentes superficies. Superficies nido isotérmicas

sao sub-divididas em partes consideradas isotérmicas.
b. As superficies sao cinzentas ,i.€. , a emissividade

é igual a absortividade e nao dependem da temperatura.
c¢. Todas as superficies vrefletem a radiagao térmica
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difusamente.

d. A radiosidade (i.€. a soma da energia emitida e
refletida) de uma superficie € constante ao longo desta
superficie.

A teoria considera dois tipos de superficies

- as superficies identificadas pelos subscritos 1...Ny
nas quais a temperatura € prescrita.
- as superficies identificadas pelos subscritos
N,+#1 ... N, nas quais o fluxc de calor & prescrito.
Para as superficies 1...N; , pode-se escrever
ol i " :

By = e50 Ty + {1 - 8,) 3 By oy lgich %13

j=1

radiosidade da superficie i (w/m)

emissividade do material da superflCLe i

constante de Stefan BoItzmann{W/9K m-)

temperatura da superficie i (%K)

BoRpon R

o fator de forma da superficie i atf 4
superficie j
0s fluxos de calor nestas superficies sdo dados por

'ﬂi A
1
m
i
st
a
—
=

1 (2.27

com di : a poténcia do calor dissipado por radiagao(W)

F, : a area dx superficie i
Para as superficies Ny+ 1 ... N pode-se escrever

% N
& =Qi P B. & S e | ity I
i I~-1 j=1 J Tij 1
As temperaturas dessas superficies serao dadas por
e Tk = BT N, + I i gN (2.4)
1 & Fi 1

As formulas (2.1) e (2.3) constituem um sistema de equa-
¢oes algébricas , com Bi como incognitas. Para resolver
o sistema , precisar-se-a das temperaturas prescritas para
as superficies 1 ... N, e dos fluxos de calor prescritos



para as superficies Ny + 1 ..o No A solugao do sistema

pode ser escrita da seguinte maneira

_j_ l¢1 ¢ N (2.5)

com wij : um elemento da matriz ¥, que € a inversa da
matriz X , que por sua vez € constituida
por elementos tirados dos fatores ¢ij'
Utilizando (2.2) e (2.4) obter-se-a Nl equagoes para
calcular os fluxos de calor nas superficies 1 ... Nl
e N - Nl equagoes para calcular as temperaturas nas
superficies N+ 1 ... N

A condugao do calor nas paredes e na carga € des-
crita pelo método de Schmidt. Este método descreve com
boa precisdo o regime transitério da condugdp nas paredes
e na carga. Sabe-se que 0s corpos investigados pelo
método deverao ser divididos em partes , e que cada parte
sera caracterizada pela temperatura do seu centro
(temperatura do ndé). Sobre cada parte da malha divisora
serdao aplicadas as leis de Fourier e da conservagao de
energia.

Todo o problema sera reduzido agora em achar uma
solugdo que satisfaGa a0modelo da radiacao e a0 da condugao.
Na teoria da radiagao , serdo consideradas como superfi-
cies com fluxos de calor prescritos todas as paredes do
forno e da carga. A superficie da resisténcia elétrica
sera considerada como tendo uma temperatura prescrita.
(Esta escolha nao € obrigatoria ,pode-se tentar outras).
As temperaturas e os fluxos iniciais deverao ser dadas
Adotar-se-a um passo de tempo (periodo) e estimar-se-a
a temperatura da resistencia e os fluxos de calor atraves
das superficies das paredes e da carga. Com esta estima-
tiva , pode-se calcular , com o método explicado acima ,
o fluxo de calor da resistencia e as temperaturas das
paredes e da carga. Com estas temperaturas como base ,
pode-se aplicar o método de Schmidt , e um dos resultados
deste método sera o fluxo de calor através da superficie
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das paredes do forno e da carga. Com estes fluxs - a
temperatura da resisténcia ainda prescrita , faz-s2 um
nove cdlculo da radiagdo. O procedimente explicad se
torna um ciclo iterativo , o qual convergira sté o= ‘ra-

lores de temperaturas e fluxos desejados

3. Aplicacdo do método.

cimento elétrico , conforme figura 1.

Flgura '— zsgquema do Torne estudade

0 forno mostrado é um forno tedrico , visando apenas mostrar
a validade do método. O regime transitdério investigedo € a
chamada '"resposta ao ressalto”. A temperatura inicial das
paredes , da carga e da resisténcia equivale 259C. No instan-
te t = 0 a temperatura da resisténcia se torna 1800°C. O mé-
todo obtéw a variacao das temperaturas em todas as pare-
des e na carga.
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Calculo da radiagdo : A primeira fase do cdlculo
consiste em dividir a camara do forno em superficies iso-
térmicas. Resolveu-se utilizar uma divis@o como indicada
na figura I. A superficie da resisténcia constitue uma
superficie isotérmica , e serd anotada com indice 1 ;
as paredes do forno serd@o divididas como mostrado na
figura | em superficies consideradas isotérmicas 2 ,3,4 ;
a parede da carga também serd considerada isotérmica e
serd anotada 5. A proxima fase no calculo da radiacio
sera determinar os fatores de forma. Utilizando [3] .
chega-se a:

4 0.15 &,70.11 &,£0.56 ¢,=0.12 ¢,=0.06

®70.32 &£0.11 ,#0.24 % #0.21 ¢,#0.11

37 0.41 &,70.06 9;70.23 &= 0.20 0, 0.10

670.21 ¢ =0.13 ¢,70.47 ¢ =0.00 ¢ =0.19

o =0.16 &=0.09 &=0.37 &F0.29 &=0.08

A soluglo do sistema algébrico mencionado no pardgrafo
acima se reduz a

Q.l " .
T T C04341 ay -1.364 45 <0379 4 -0.568 dg (3.1)
4, . b
o T = o7} ¢ 1.676 4, + 1.0603 4; + 0.4127 g,
+ 0,691 §g (3,23
5Ty = 0Ty + 0.2651 4, + 2.293 4 + 0.3716 4,
+0.5574 4 (3.3
o Tg = ©Tp + 0.3715 4, + 1.3376 45 + 1.7800 4,
+ 0.7640 4 (3.4)
o Tg = o Tj + 0.3715 4, + 1.3377 g5 + 0.5093 §,
+ 1.6780 4, (3.5)
%
com q; = —g—

A
Sempre utilizando como coeficientes de emissividade ([3])
os seguintes valores : €= 0.93
= 0.7
€, 0.75

’
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€= 0.75
€= 0.75
ec= 0.84
Método_de Schmidt : A divisdo em partes adotada pode
ser tificada pelo seguinte raciocinio . as paredes :om

as superficies 2. 3 e 4 consistem de tijolos de caeclin ,
tendo as seguintes caracteristicas :

coeficiente de condutividade : A =0.9 W/m °C
calor especifico : ¢ =0.854 kJ/kg°C
densidade tilpenloi?

Destes valores , pode-se calcular a Jifusividade térmica
a = 1.27 107 m%/s

A carga € constituida por uma viga macissa de ago e tem

as seguintes caracteristicas
coeficiente de condutividade : i =44.5 W/m°C
calor especifico : ¢ =0.775 kd/kg°C
densidade : p =7.776

A difusividade térmica torna-se :

a~7.0110°° n%fs. Como a teoria de Schmidt mostra :

At

Fo = a. . s
(&X)Z (3.06)
com Fo : o numero de Fourier (adimensional)

At : o periodo (s)
Ax : a distancia da divis@o da malha (m)

Adotando um intervalo de tempo de 10 segundos e uma divisdo

no .espago de 55 mm nas paredes , acha-se :

Fo = 2.7431 107° (3,73

Para manter o mesmo intervalo de tempo no estudo da condu-

cdo na carga , a divisdo da carga seria :

Ax = 164 mm (3.8)

A malha divisorianas paredes e na carga € mostrada na figu-
ra 2.



Combinagao_dos_dois modelos : Parz o primeirc czicle
da iteracao descrita acima , fol assumido que a tempera -
tura da resistencia estava de 2073 *K (o que estava impos-
to) que os fluxos de calor nas paredes equivalia

35500 W/m’ | e que o fluxc de calor nas superficie da
carga era de ZIOUGOW/mz.

T, = 2073 °K

4, = 35500 w/mi

d; = 35500 W/m

d, = 35500 w/mi

dg = 210000W/m (3.9)

Com estes valores , calculou-se as temperaturas da parede
e da carga :

d, = 193600 W/m’

T, = 1941 9K

T, = 1953 °K

T, = 1915 °K

T, = 1813 %K (3.10)

Com estas temperaturas , recomegou-se o ciclo (cujo cal-
culo estava programado) , e chegou-se apds viarios ciclos
iterativos aos seguintes valores finais




t-l

w YT

Tl 2073

T,= 1883

T.= 1902
L= 18383
G

G 1861

K
oK
K
.'!K

K

d, = 231800 W/m®
qz = =31700 ﬁfm:
45 = -32080 W/m*
T, = -30800 W/m?
4y = 378000 W/m® (3.11)

Estes valores sao validos para a situagao do forno apds

primeiro perfodo. E clarc que € possivel repetir o

rrocedimento para os demais intervalos.

1. Resultados

Na figura 3 s3o mostradas as variagdes das temper:-

Turas em varios pontos do forno

CuRvA 1 e i
/’”’ l
r’ f/zw””’fdﬁ
o
2, s |
“‘Eﬁf//////
S04 éf é* t s

Legenda : Curva

Curva

Curva

Curva

Figwra 3 ; Vorogles dos temperctwas

parede do forno (superficie isotér-
mica numeroc 3)

Um ponto a 110 mm de¢ profundidade na
mesma parede.

Superficie da carga (superficie
isotérmica nimero 5)

Un ponto a 164 mm de profundidade na
carga.



5. Conclusoes.

0 método , que ¢ perfeitamente adequado para ser
programado em computador , obtém resultados com boa
precisdo para um forno de alta temperatura , sem ventila -
cio forcada e sem gas absorvente de radiacao térmica.

Este é o caso de um forno a aquecimento elétrico a alta

temperatura.
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SUMARIO

0 dimensionamento dos trocadores de calor de tubos aletados
é bastante complexo, devido ao grande ndmeroc de parfmetros. Com
base na literatura, foram verificados alguns conceitos de dimen-
sionamento e sugeridos métodos de cdlculo no ramo da refrigeragao,
para o dimensionamento do condensador resfriado a ar e do

resfriador de ar.

SUMNARY

The dimensioning of finned tube heat exchangers is quite
complex because of the great number of parameters. Based on litera-
ture, after examining some concents of dimensioning, the paper
suggestes calculation methods for the field of refrigeration, to

dimension air-cooled condensers and air coolers.



¢ itrabs . ho restringe-ee so ramo da refrigeracac ¢ condicie
ssamente 's ur. onde estes trocadores de calor sac aplicados, wm
sraimeiro iugar. como condensador resfriado a ar e resfriador de
ar. Bles -sris tratados separadaments cevido A difersnca nss
asndigo s in .reasfsrBnocia de calor. Yo condensador resfriado =

ar tode .:ulor transfere-se come calor sensfvel, entretanto nu

caso do ri.ofriador de ar ocorre condensagao do vapor d'dgua do ar
na supetr’ '~ia rria, isto &, transfer@ncia de massa também ou. com
outras n:.avras, itranefer8ncia de caler sensfvel mais latente, Yo
d1lsimn rney iave~se classificd-lo segundo a temperatura de super-
ffcie; a<ma de 0 °C ela & coberta por uma camada fina de dgus,
mas aba . - 1} 2 por gelo, cuja sspessura aumenta em fungéo d4
tempo.

Co base na literatura serao mostrados alguns diferentes

conceiin> 5# dimensionamento e sugeat8es nara o método & selecio-

GBYe
Colensador fesfriado a Ar
€ Jimensionamento basea-se na equa@ﬁo geral
o = - O | al/fh {1}
2 AU AL AU (tg » keal/n {3
onde
7 fluxo ds aalor transmitido keal/n
i Areza de superffcie externa n°
4} soeficiente global de transmissao de
calor kcnl/mznﬂc
FAN %, diferenga média de temperatura oC
ty temperatura (de condensagao) do refrigerante °C
temperatura média do ar eC
Para o cflculo de U temos
/U - 1/ h (1= (A A HL =T ) e faf-‘;._:-{:__m_i) (23

ond-
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4. dren f: superiiris sn inmierior do tube
efici¥fneis o aleta -
W, coefizienlte 1: *smmeicvdncia de ecaler =o

iade du refrizersnte izeal/r hog

4 eficiBneia de aleta * d1diuda pele sepuln.g wquAagEo

i X% & & sy
B < (3 = Bd o Gy = B3 {3
ande
:al tenperawvea mévs . da supeisicle da aleia wy
{t temperatrra &2+ di tubo e

ey

it determina-se pgroticamen.e {2}, em fungﬁ.o dos parfmetros
{

0,5
im i) = {(2 hy /(0 k) L. o« AR/r) 14,
snde
143
U espessura aa aleiu i
% condutivicade térmica aa wietn Koalymhel
I {= H - r) altura ua alets "

‘it relagao do ravro da ajeiz circular ao raio
sxterno do tubo. {Caso ds aletn nao circular
node=gse consliderar i alete circular de igua:
Area de superffcie) -

2 pode ser calculada analiticamente L‘,\i da seguinte equag;ga

.+ tghl& = LX)} exp X = exn(=X) exn £ # exo{-i;)
% (&)/% = (/% (=) / ( )
onds i)

A = m(R=-71) (1#9,35 1n(it/r)) (&)

Jomo podemos ver, a determinagac de 1;) sunce o eoahiecimontn
ah geometria do trocador de calor.
Qrants dae coeficients !'zi traia-se de condenem’:ﬁ‘_— du cefrie

erante 2 mefere-se A literatura correerondente [oorv oxemon Ii!



0 coeficiente de transfer@ncia de calor no lado do-ar (h )
afeta ¢ valor de U diretamente ¢ sinda indiretamente, através éa
??. Entre os diferentes métodos para determinar ho’ narece gue
2 mais utilizado no EUA & o método de Kays o London [@J. Segundc
seu conceito, hu nao pode ser calculado diretamente, mas deve se
basear nos dados experimentais de uma geometriaz semelhante. A
referédncia [6} fornece muitos grédficos, de onde, em fungao de
nfmero de Reynolds de comprimento caracterfstico esneciail, pode-
se determinar o ndmerc adimensional de Stanton (St} para diferen-

tes geometrias. Finalmente he calcula~se da seguinte equagac

St = ng /(3600 ¢ 57 cn) - {7}

cnde

¢ velocidade do ar na drea de segao mais

estreita m/s
9 densidade do ar kg/ms
cp calor esvecffico do ar xeal/kgeC

Schmidt elaborou um método para calcular hg que & publisad.
ne literatura brasileira [é]. Segundo este métiodo, ue deternifin-~t
com base no coeficiente de transferdncia de caior entre ar & tubot
lisos. Parece gue o fato deste método mer ulirapaseas.
conhecido entre os engenheiros brasileiros. 0 préprio auto: o
modificou maie tarde, gquando foram publicados maior nimerc de »n-
sultados experimentais sobre o assunto {{}. Infelizmente, ASHHARE
[}J nac menciona este trabalho que df uma soluqsu bastanie siap-
les. Segundo[ﬁj o ndnero de Nusselt serd

0,625 1/3
M, = Cp (ReF) (Pr) - (b}
onde
CF = 0,3 para arranjo de tubos em linha -
CF = 0,45 para arranjo de tubos em quincdncio =

Re, = 3600 c dF/J,L -

F
= d {R/AO) comnprimento caracterfstico m
de diflinetro externoc do tuln ™
ﬁo = A - Aal firea de superffcie externa do

tubo em contacto com o ar "

er T 0,7\ nimere de Prandtl de ar s



GJ

Finalmente he calcula-se da seguinte equagao

ﬂ'.lP - hﬁ dp f !-_a - (9}

onde

N condutividade térmica duv ar kcal/mheC

A Fig. 1 mostira alguns resultados de cdlculo feitos por
este método, com diferentes geometrias de trocador de calor da
ref.[ﬁ}‘ comparando-o8 com resultados experimentais dados pela
mesma referdncia. (A velocidade frontal (GF} no eixo horizontal
dos grdficos & a velocidade doc ar imediatamente antes ou apés ¢
resfriador de ar (¢ > cp].}

he Keal/m® nec hy K.d!ll’h'c
804 804
fe)-.
604 &0 i
dffiga
%0 a0l
20/ 204
it 2 5 4 8 6ms 1 2 3 & £ emnm
oF &
Rig. l.

0 desvio & aceitdvel se considerarmos que
- nos cdlculos de transfer@ncia de calor, em geral, deve-se
aceitar uma certa tolerfncia. Segundo [ﬁ], mesmc nos dados
exnerimentais a tolerfincia & de 5 a 10 2.
- Bxistem ainda muitas incertezas a respeito do cédlculo de he

que deven ser esclarecidas por pesguisas de futuro. Pode-se

mencionar o efeito da turbul@ncia do ar antes do irocedor de
calor, gue nao entra noe cflculos, vorém vode ser significanze
Lﬁ]; o coeficiente ha & um valor médic, mas seu valor local

varia em grande medida nn aleta, como revelarar alsuns trabs’ -



‘e colunas de tubos em diregao ao escoamento de

sogfrisadoe de Ar Para Dondicionamento de Ar

L Temperasura ds Superffeiz dcima de 0 °0)

Veeiiicanos dois conceitos diferentes rara o dimensionaments
[ . L =
Segnndo o primeirs ;l} o calor total (sensfvel mais latente) cal-

suia~sn dn seguinte reliagao

état = AU, (Ha = h_ol keal/h (10}
ol
LW entalpie média do ar keal/ke
hsﬂ entalpia do ar saturado na temperatura
{de evaporagac) do refrigerante kcal/ kg

U, coeficiente gicbal (especial} de

s
transmissao e calor kaal/m‘h kecal/ g

4 Lo
Skl - i s

wante Gh & calculade com base ncs dados recebidos de

erams nsicsondtrice, em fung;n.da temperatura média de super-

flote (T 3,
T ) |
Ti o cdleulo

o

o =mesunde mélodo usado geralmente na Eurera !
+ reito de acordo com a seguinte linha d= raciccinio: Com base na

Fig. 2 pode--ge escrever

itct - ; {n - hz} weal/n {11}
onde
fin iuxo de massa do ar g/
hl h? entalpra do ar antes & apfs o resfriador
. de ar, respectivamente Kcai/kg

% zalor sensfvel transferidc #

-
Gy = A (ia -%) - & ¥, {Li - %) keal/n (12)
ande
- 32 temperatura do ar intes » apds o
1
resfriador LIy
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Fig. 2

Das egs.(11) e (12) sepue

- 1
a BJ

(13)

Comparande ea.(1lz) e eq.(13) node-se introduzir o coefici-

ot = (Qo/3) 9y = & (B = By)/(e (1) - 1)) n, (3

ente de iransfer@ncia de calor eguivalente (hetot) nue exnressa a

transfer@ncia de calor sensfvel mais latente e que ser4

hoyo: = ((nl - h2) / (cp(tl - te))) h, = CHh_ (14)

Anlicando este h en vez de he node-se fazer os célculos

etot
com as mesmnac equagacs cono no caso do condensador resfriado a ar.
Mas qualgquer que seja o método de dimensionamento, & necessério
alruma comnlemcntaqao. A temperatura média de superffcie do res-
friador (Es) & altamente responsfivel nelo efeito de desunidifi-
cagao do ar e, como nodenos ver da Fig. 2, hetot aumenta com a
diminuigao da ¥s' Para derivar uma relagio entre is et, o racio-

cfnio € como segue: Pode-se escrever que

i, - Tal (Aalfﬁ} + Et (Aoja) °c (15)

Desprezando a vpeguena diferenga entre a itemperatura externa

e interna do tubo, a equagac a scguir tanbén & valida



Qo = Ay 1y (?t - tﬂ) = A (ni/A) b (£, = 10 f16)

Quanto ao coeficiente hi {evaporagao do refrigerante}, este
refere-se & literatura correspondente (por exemnlo {1]).
Das eqs.(15), (16), (3) e (1) (aqui naturalmente con gf =

tﬁ)) vode-se derivar a relagido nrocurada entre i et que &

tg = (B, (W) =%, (=907 (1= a,/aKL -1 -
- (U/m)(a/a,) T ) / (1 - (U/n )(a/A,)) w17

Se, nor exemnlo, a tarefa € o dimensionamento de um vesfri-

ador de ar com geometria conhecida, %,y h, & tu sia dnadon,

Qtot’ 1
¢ deve-ze determinar a drea de superifcie (A), o sepuinte nroces-
so te cdlculos iterativos pnode ser seguido:

Saleculamos he { segundo o canftule arterior), calculnmos h?
da ea.{1l), adnitimos um vilor para E ﬂeterm1namos t, (30 dimp-
rang psicromé&tirico ou cﬁlculo), calculanos 3 (t + t ]f
caloulrsios h . . da eq. (14), calculamos T das aws.(ﬁ a {5),
calculamos U da eg.{2) ¢ finalmente; da eq,{17) caleulams= b
denetimos o cdlculo com nove valor admitido da 35, &aid nque tH
caleulada serd igual & t, dada, e depois calculamos 4 da ea.{1}.

Resfriador de Ar Para Refriﬁerggio

_;Temneratura de Sunerffsie sbaixo de © 9C)

Heste caco forma-se geio Na sSuoceriicie o resiriadcer de ar,
cuja resist@ncia térmica aumenia Cum & Sud £3VESSUlB. LHE, 30
iresma tempo, h4 outro efeito zambdm: o5 linue criztals de gslo
aumentam & superffcie de troca de calor com 29 ar & 2 @alne ough-
sidaue da superffcie provoca maior turbuléncia, aumentando o
coeficiente de transfer@ncia de calor. Bates efeitos favordveis
podem ser expressos por um fator de multiplicagao B = 1...2 apli-
cado para hetot e assim, o coeficiente de transfer@ncia de calor
entre ar e superffcie de metal serd

1/ etot 1/(hetbf B) + Eﬂ/kg‘ = 1/{0 1'1e 3) * gﬁ/kg (]_8_]

5% espessura do gelo m

—




r

u=~359

kg condutividade térmica do gelo kcal/mhﬂc

De acordo com os experimentos [T] eq.(1l¢) diz-se que para
umna pequena espessura de relo h:tot > he’ mas com maior espessura
de gelo hﬁtot‘; he. Unde se tem descongelamento autom4tico, ndo
nermitindo uma espessura de gelo maior que o critico (quando
L:tdt = heJ, vasta considerar, até com uma certa sejuranca, o
coeficiente i eo calor transmitide pode ser ceterminado -om
sase na eq.ll;. & mudanca do estado de ar segue, naturalmente, a
Fig. 2. A norma norieamericana [ﬁ} nrescreve mesno nara o taste
destes trocadores de calor a opera;ﬁo seca. A gequlnecin dos odi-

aulos pode ser a mesma como no canftulo anterior.
Conclusoes

Do célculos nara dimensionar os trocaderes de calar o
tuboe aletados s2o bastanie complexos, necessitam de un comprie
sader ou pelo menus urm calculador »rogramdvel. 0 uso dog grdficos
i# rao & adeauado e, %or isao, sugerc-se, para o condenmsador
renfriado a 2r, a deterninagao do coeficiernte de itransferdncia
#s carer no lade do ar (he} através das equacoes (41 e {%;. =

LT

2 =alcular @ eficiBneia de aleta as equagoes (5) & (5],
: zuso Ao resfriador de ar (?57 0 ¢C), o método sepunds
aw oevacoes (11)...{14) &, elaro, programdvel e nao necessiia do

nirodugao de conceitos sem significagao ffsica que dificultam

B

wigho clara do fenBmeno.

™

rara o resfriador de ar (?a<_0 °C) pode-se calcular com o
coeficiente de transfer8ncia de caler "seco" (h“j, sunondo nue
naje um sistema ne descongelamenis permitindo somente uma peguensz
espessura de selo durante a cneragzo.

Algumas falbas dos coniecimentos atuais devem ser escla-

recidas por pesquisas de futuro.

Hibliografia

[1] ASiRAE Handbook Fundamentals 1977

‘2] ASHMAY Handbook Equipment 1979

[3] Silva, H. B.,: Kanual de TermodinB8mica e Transmissao de Calor.
wpngapP. (19721



[h] Schmidt, Th. B,: Transfer@ncia de Calor em Tubos Aletados e

Dimensionamento de Trocadores de Calor de Feixe de Tubos.
(Em alemdo). K¥ltetechnik, Vol., 15, N% 4, np. Gb-102 e Nt 12,
pp. 370-378, (1963).

Schmidt, Th. E.: Métodos Melhorados Para Determinar a Troca
de Calor Sobre Superffcies Aletadas. (Bm alemao). Kdltetechnix,
Vol. 18, N¢ 4, pp. 135-138, (196b).

Kayse, W. M, e London, A. L.: Compact Heat Xxchangers. 29 ed.,
McGraw=ilill, Inc. (1964).

Plank, R.: Manual da Técnica de ﬂefrigeraqso. (Gm alemao). Vol.
3, Springer Verlag, (1963).

ASHRAE Standard 25-68. Forced Convection and Natural Convection

Air Coolers for Refrigeration. Methods of Testing for Rating.
(1968).




ANALS Froo L TEDINGS
éyﬁww¢ COBEM 79 ,*"_"\\
E V CONGRESSO BRASILEIRO DE 1 - \
g i ENGENHARIA MECANICA N R Nl‘!
CAMPINAS, 17.13-14 ¢ 15 DEIEMBRP 1¢¥9 ° /’
UNICAME \. -
0

TRABALHO OF PESQUISA \jop o

RESEARCH PAPER PP 361-36F

UMA TECNICA PARA A INTERPOLACAO POR POLINCMIOS
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SUMARIO

No trabalho discute-se a interpolagdo da fungio
y= 5?-1 ci x*! a dados experimentais. As poténcias Pi -
inteiras ou ndo - sdo determinadas por uma técnica iterati
va e os coeficientes Ci sdo determinados por meio do crite
rio dos minimos quadrados.” S@ao analisados dados exatos,
perturbados, e experimentais. Os resultados obtidos sao
considerados satisfatorios.

SUMMARY

This paper describes the fitting of the function
y= ?'1 Ci xpi. The powers Pi - integers or not integers -
are estimated by means of an iterative technique and the
coefficients Ci are estimated by the least square method.
Exact numbers as well as perturbated and experimental ones
are analysed. The results of this method are considered

satisfactory.

&
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1. Introdugdo
Na andlise de diversos problemas de Engenharia, o pes

yuisador por vezes se depara com a necessidade de interpolar
fungdes polinomiais a seus resultados experimentais. Seu ob
jetivo &, portanto, descobrir uma funcao da forma:

f(x) = Clxp‘ - C,xPz * wga ok cnxpn (1)

com n conhecido, que melhor se adapte aos dados. As técnicas
normalmente utilizadas requerem o conhecimento das potég
cias Pi. O objetivo deste trabalho & apresentar uma técnica
iterativa para a determinagdo destas poténcias sem o conhe
cimento prévic das constantes Ci. Uma vez gue Pi tenham si
do determinados, as técnicas usuais podem ser utilizadas pa
ra a determinagdo de Ci. O método aqui descrito & baseado
em um trabalho anterior de M. Lal e E. Moore [l] sobre a in
terpolagdao de fungdes exponencizis:

2. Formulacao
A fungao f(x) definida em (1) € solugao da equacgao

(cf., por exemplo, [1]):

1X
C, P+l Lo Pn_1+l
fl¥)x - fx)x = {—2x + pwes F K 1
o o P+l Pn_1+1 Ix
Q
X
+ (Pn+l} f(t)dt (2)
X
o

Desta equagao, observa-se que ela envolve n incégni
tas Cy, C2, ... C__ e P e para sua determinagaoc n eguagoes
independentes deverao ser geradas. Isto pode ser feito divi
dindo-se o intervalo de observacgao [xo,x] em n sub-interva
los e obtendo-se n equagdes como indicado em (5). A solugao
destas n equagdes independentes assim formadas, determina
Pn' A seguir a técnica é desenvolvida para n=2, como utili
zada em G. Pereira [2]. Para este easo alguns exemplos sao
discutidos e a influéncia de erros experimentais & analisa
da.

Para n=1, a equagdo (2) se reduz a:
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(X
fix)x = f(xo)xo = (P1+l) f(t)dt {3)

xO
e com isto P, pode ser determinada diretamente. No casc em
estudo, n=2, o valor de P; assim obtido pode ser utilizado
como aproximagao inicial para a determinagaoc de P,. Se n=2,
a aquagao {2} se escreve:
P+l

Cix
fidaln: - f(xo)xo = "T,F—i"'—

Xz
X2

+ (P241) J £(t)at (4)
X

% i

Sendo P, conhecido, a equagao (4) apresenta duas incSgnitas:
I, & {P;+1l). Dividindo o intervalo [xo,xzj em duas partes
arbitradrias, obtem-se os sub-intervalos [xo,xlj e [xi,xa],

por exemplc. Desta forma, duas equagOes sd3o geradas:

ClxP,+1 i X1 X
fix;lx - f{xolxc s o |+ (Patl) ! £(t)dt
to "o (s)
C,xpl+l . *2
EiXa)Xy = £y = T + (Pa+1) f(t)dt
xy %y

kesolvendo o sistema assim formado, obtem-se um valoer

para P, baseado no valor aproximado P;. Estas primeiras es
(1) (1)

2 .

timativas serao P, e P Substituindo-se em (5) P, par

P, e vice-versa, obtem-se outras equagoes que, utilizando
{1 N s 2)

o valor de P, }, irao determinar 91( . O processo itera

tivo se repete até que o critério de convergéncia seja al

-3
cangado (neste trabalho, optou-se por aPi=2xlO Vs

3. Simulacao

Com o objetivo de mostrar a validade do método, alguns
exemplos sao discutidos a sequir. Simulando-se os_dados ex
perimentais, determina-se os valores de f(x) = Clxl + C:z:Pz
para diversos valores de x, dentro de um certo intervalo En
trando-se com pares do tipo {xi,f(xi)} em um programa de

computador, as poténcias sao determinas pelo método propos .



Om seguids, aplica-se 2 véonice dos @lnd«oo goody ac RE &

a cererminacioc das corstantes ¢

Exemplo

f. original: fi(x} = 1,530 ¥ 3:9% 4 ¢ w5 A

f. obtida : f£(x) = L,528 x 7™ 4 2,385 . 77
Exemplo Z:

f. originals £(x) = 1,530 x ~ W5 C,858

f. obtida = fim; = 1,544 x S 4 O e 2 e
Exemploc 3:

f£. original: f£(x) = 8,300 x "' & 2,1ug n oot

£. cbtida : £(x) = 7,574 x 0" . 2 g01 x "2
Exemplo 4:

f. original: f({x) = 2,6 450 x 42U - 0,258 x Y2l

f. obtida : f£.x} = 2,63% x By L, G,069 x L

Os valores de x e das fungles destes exXenplos aparecem nas

tabelas seguintes: 2
f(x) f(x)
X
REAL OBTIDA REAL OBTIDA
3.099 9.821 | _ 0.533 0532}
3630 3. BT&_|______ .2 38_@__ s R 389
se4z|  e76l 6307 | 6313 ]
24970 ) — 25030|  i3.194 _ 13201 |
60.072 80094 ] = 24026 = 2403
b 124.138 | j24.132| 39845 ~ 39.846 |
~229.747 | 220719 _ 61740 ) 61.736 |
391.794 | 391.760 | = 90840, = 90.833
1 e27r.ass | 627468 | 128.313 )  128.309 |
956.322 956.361 I175.354 175 363
TABELA | - EXEMPLO | [} EXEMPLO 2
f(x) f(x)
3
REAL OBTIDA REAL OBTIDA
= _2274_! 21042} - 0.334 -0.334 |
[ 10175 |  — 2708 - 2.708
7389 |  -s213 |  -9.2i4
EOB_J__ -21.971 } = -—21.872_
5297 | - 43.23 | - 43124 |
4762 '7 - 74.828 — 74.828_
4368 |  -119.255 |  -119.255 |
408l | 178888 |  -i78587 |
.. 3813 | -255018 -255.017_|
3608 | 350748 - 350748

TABELA 2 - EXEMPLO 3 . EXEMPLO 4
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131 sy CHSOS . . beCnLt: £ e rrante satisfatdria,
ama ved gue os valores originais sao reproduzidos com razod
£l precisac. Como & visto a seguir, esta precisac & fungac
nis  poténcias e cos coeficientes desconhacidos.

£ara a simuiagao de erros experimentais, vai-se apli
zar © algoritmo: fix) = Fix) {l+e(2n-1)) onde n é um numero
seradn aleatoriamente no aintervalc [¢,1] e € é o erro do
espalnamenco, escolhido aqui em 2%, OUs exemplos 1 e I sao
re-examinados, Para estes testes, obteve-se uma melhor pre
c1sao ao se trabalhar com um nimero maior de equacgoes dc
nue as necessarias. Em particular, sugere-se que trés egqua
goes sejam obtidas a partir dos intervalos [xo,xll, Xy %)
2 (%, ¥j. O critéric dos minimgs guadrados & aplicado a ca
da iteracdo para resolver o sistema de 3 equagoes e 2 iradg
nitas. Este processo € recomendavel para reduzir inf luén

~ias de erros experimentais na interpolagao (tabela 3).

sxemplo 5:

4,00 -2,1
f. original: £(x) = 1,530 x °° Z 100 % !
4 3.92 ? -2, 14
f. obtada : f(x) = 1,720 x + 1,890 x .
Exemplo o:
; E 3,20
f. original: f(x) = 1,530 x 3+ 80 + 0,85 x
= cap o 120 o, . 4.9%
. obtida 1 f£(x) = 0,96 % + 1,356 x
- f(x) fx) N
C /ESPALHAMENTO OBTIDA C /ESPALHAMENTO| 0BTIlA ]
___0.%0 9264 ~ e4n0 | ~ 0.523] nn7A
. too]| 3586 | 360 | 2373 | =223z
| L.50 . b8 g2z j _®.z243| L EaTn
| 200 24,519 | 26448  12.997 _ 12.930
fies 2.50 ~ 59.159 ~ e2.648 23993 23.880
300} 24642, < 127633} 39479} = 39528
380 | zes248 |  233i0f  e2793| eiseo
_ . %00 398930 | = 3939896 = &v.217| = 30942}
480 ;  5:B.88B1 | 824377 | " 128.794 |  |28.068
5.00 948.980 943.476 172.859 174.235
TABELA 3 - EXEMPLO 5 ] EXEMPLO &



4. Coeficientes de Sensibilidade
Como a determinagdo precisa dos coeficientes Ci depen

de do conhecimento anterior e preciso das poténcias Pi,neg
ta segdo sdo discutidos alguns fatores que afetam a eficién
cia na estimativa das poténcias. Para tanto, considere-se
a expansdaoc em série de Taylor da fungao f(P,, P;):

- 1 2
£(Py,P2) 2 EBS,PD) + £, (P1-PY) + £,  (P2-PF)  (6)
1
onde
of af |
£ = e f = —
3 o _0O P o
P P, p9,p% 2 aP2 Pl,P?
Nesta expansao, os termos de 22 ordenm sio desprezados.
Se, por acaso, a funqao f for linear em termos das potég

c.as P, e P2, a equagao (6) serda exata. Verifica-se direta
mente gue quanto maiores forem fP1 e sz' denominados de
coeficientes de sensibilidade, mais rapidoc e preciso serd
o0 processo para a determinagdo de P; e P;. Pode-se mostrar

que esses coeficientes sao da forma:

= = C, P, X (7)

Pela expressdo (7), vé-se que a precisao na determinacao &
fungao crescente com x, desde gque Pi>l. Isto se observa pe
los exemplos 1, 2 e 4. Quando Pl<l, a precisao é fungao de
crescente com x (exemplo 3).

A determinagao simultdnea das poténcias P, exige que
os coeficientes de sensibilidade sejam linearmente indepen
dentes, como € analisado em Beck e Arnold [3]. Em alguns ca
sos isto nao ocorre e entdo a estimativa para P, nao € boa,
embora os valores da fungdo obtida sejam bastante semelhan
tes aos originais.

Considere-se o caso em gue uma das poténcias seja maior
que a unidade e a outra menor. Mais particularmente, vai-se
supor gque uma das poténcias seja tal que |Pi-l|<8, onde B &
um ndmero pequenc. De acordo com a equagdo (7), um dos
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coeficientes de sensibilidade € fungao crescente com x en
quanto o outro & fungao decrescente. Dependendo ainda do
sinal correspondente ds constantes Ci' pode-se ter dificul
dades para a obtengao da fungao exata, mesmo COm um erro ra
zoavelmente pequeno para a interpolagac como mostrado no
Exemplo 7:

Exemplo 7:
f£. original: f£ix) = 1,22 x ~0+30 _ 5,35 x 1+20
£. obtida : f£(x) =366,8 x 2'37 _369,7 x 2+36

Verifica-se que as duas fungdes acima tém aproximada
mente mesmo valores no intervalo considerado [0,53. Nos ca
sos semelhantes analisados, verificou-se gque as poténcias
obtidas eram geralmente bastante prodximas, como deve ser
observado. Este fato pode servir como orientagao para os ca
sos de solugao ndo-Gnica. Para comprovar a influénecia dos
coeficientes Ci' alfgrgg—se a funqiozgriginal do exemplo 7
para f(x) = 1,22 x t + 5,35 x *'"", Neste caso, a conver
géncia foi bastante satisfatdria.

5. Aplicagdo

Em alguns trabalhos experimentais, como em [2],0s pon
tos obtidos sao em pequeno nimero, contém erros inerentes
a prépria experimentagaoc e, ainda, ndo sao igualmente espa
cados. Desta forma, um dos pontos criticos a ser superado &
a integracdo numérica de f(x) no intervalo da experiéncia
(ver equagao 4).

Naquele trabalho, optou-se inicialmente pela integra
g¢do pela técnica de Gauss-Legendre, mas nenhum resultado con
fidvel foi obtido, devido ao espalhamento encontrado na ex
periéncia. Assim, resolveu-se interpolar graficamente uma
funcdo aos pontos experimentais e utilizar pontos da curva
obtida para a integragao, feita pelo método de Simpson. Uma
vez determinadas as poténcias Pi' os pontos experimentais
foram usados para a estimativa dos coeficientes Cf ApSs duas
iteragbes neste processo, conseguiu-se um erro médio de 7,3%

entre os valores interpolados e os experimentais. Como &



citado em [2], tal erro & compativel com os outros tra
balhos experimentais do mesmo tipo.

6. Conclusdo

A técnica descrita pode ser itil na interpolagao de
resultados experimentais por meio de polindmios. Como as
poténcias sdo determinadas, por método iterativo, pode-se ob
ter razoidvel precisao para casos onde as derivadas da fungao
se fagam necessdrias. A técnica foi aplicada experimental
mente e os resultados obtidos foram aceitos como satisfatd
rios se comparados com outras técnicas.
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SUMARIO

Neste trabalho aplica-se a técnica desenvolvida por
Vlasov para a solug@o do problema de membrana de um vaso
esférico sustentado por quatro apoios pontuais. Admite- se
que o vaso esteja completamente cheio com um fluido homo-
géneo. O problema & resolvido em dois passos, e as solucdes
séo superpostas. Com excecdo de uma regido limitada a vizi
nhanca dos apdios a solugdo obtida representa satisfatoria
mente a solicitagdo do vasoc com espessura pequena com rela
c3o ao seu raio.

SUMMARY

This paper presents the membrane solution for a thin,
spherical vessel suported by four columns. The vessel is
filled up to the top with a homogeneous fluid. The problem
is solved in two steps. Except for a limited region in the
neightcrhood of the concentrated boads the solution gives
satisfactory results for the membrane stresses.



Introdugdo
Objetiva este trabalho a uma determinagdo analitica

do campo de esforgos internos de membrana a que fica
submetido um vaso de pressao esférico sustentado por qua-
tro apoios verticais concentrados.

Para este fim, optou-se pelo mapeamento da esfera de
forma que a solugdo procurada pudesse ser escrita sob a
forma de uma fungdo analitica de uma variavel complexa, me
diante a introdugdo de polos de 32 ordem nos pontos de a-
plicagao das cargas | 1 |.

Por sua generalidade, o método permite a determina-
¢do destes esforgos quando o carregamento externo € compos
to de momentos e/ou esforgos horizontais concentrados. Is
to possibilita um acoplamento da solugdo obtida com um es
tudo pormenorizado de deformagoes, de forma a obter-se um
resultado inserido no contexto da teoria geral de momentos
em cascas. '

2, Método de solugido

2.1 - Andlise infinitesimal e equagdes de equilibrio.

Introduzindo-se os esforgos Ny» Ny, S; e 5, na gec-
metria indicada na figura (I) e, escrevendo-se as equagoes

de equilibrio para o elemento assinalado, chega-se a

1/2 3

X (xN}) - T'N, + (1+1'2) =0 (1.a)
3z EN:]
. 3N
(Qer'2)1/2 22 4 2 (g5) + r's = 0 (1.b)
IB 3z
i 1rr"2 Nl * NZ =0 (1.c)
+r’
$, =S, = S. (1.d)

onde, em (l.a, b, ¢) ja foi introduzido o resultado (1l.d)
e, para a esfera
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z=constante

Figura (I)
r(z) = /2az-2% ; a = raio da esfera. (2)

Introduziu-se também a convengao

2
L =
dz dz

r' =

Substituindo-se (2) em (l.c), vem:

N, + N, =0 —_— N1=-Nz.

1 2

Convém aqui definirmos as fungdes potencial U e V da forma

a . = U - A

Nl :Z'V - S :2- 3 NZ :2- (3)
Fazendo-se as substituigdes de (2), (3) em (l.a,b), fica-se
com:

ﬂ-yl _32-0

az T 38

(4)
av _r? au

= — = ()

B ;7 3z



Introduzindo-se a =a (2), A =
(4), vem:

e substituindo-se em

el

2 oy +art da V.
ap dz 3a
(s)

3 arz ds 3 () =0
aB dz 3a

A chave do método é a escolha conveniente da fungdo a (z).
Fazendo=-se

TLEE TN (6)
dz

as equagdes (5) se reduzem a

20U , ¥

=0
a8 da
(7)
AV _ _300) |
3B i

Mas as equacoes (7) sao justamente as condigoes de Cauchy-
Riemann da teoria de varidveis complexas. Isto &, fazendo-
se

y = o+ is, temos que (8)
F(y) = AU(=,8) + iV(a,8) (9

Assim, U e V podem ser oriundos de qualquer fungao anali-
tica F(y). Além disto, pode-se integrar (6). Chega-se a

a =ty V2o (10)

«a=Z

A expressd@c (8) para y juntamente com a expressao (10) aci
ma sugere a mudanga de variaveis




A oinlerpretagac ¢ obwia a esieis o Lreéo ievmads ne plard
compacine M, d¢ ZOrEs gue o8 paralelos (o= crg) 5& trEes
{formen em circule: concdatricos (sv ctel, snouantn gque o,

waridrancs (4 ¢ OLol COLTINUER OTLOgOR&ls acy paralelos

2.4 = Bquilibric de partes finitas da esfera
fousideremos uma porgac finita ds esfera, definida

BOY Ly hy, 2y ® By, de acorde com & figurs (!I].

Figura (II)

Admitindo-se que nesta porgao da esfera encontra-se um es-
forgo concentrado, consistira o problema agora em determi-
nar-se a resultante das forgas que agem sobre esta porgio,

partindo-se, para isto, da observagdao do pequeno elemento
assinalado na figura (II). Tem-se:

R = Vr'cosgde - x (AU) sengdg - 9 Vsengda -
X ¢ mr AT

- 7' (AU)cosgda



' 1 1
R = v dg + — . -
y / r'sengdg e (AU)cosgedp + e Vcosgda
r

- r'(aU)sengda

Rz '/ Vdg - (aU)da
I’

Mx-/(r-zr')VseanB - i(xU]cosBclB- (r=-zx') (ZU)
r AT

sengda - = Vcosgda
AT

M = -(r-zr')Vcosgdg - Z-(aU)sensds +(r-zr') (aU)
Y Jr AT

cospda - = Vsengda
¢ % o

E
M=) (AWgp 4 Lyge

r A A
Grupando-se

P,- iAM,= -/ | (\U)da- Vdg+i(Vda+(2U)dg)] = -

I r

/ F(ndy = [ FON gy
F r y

Procedendo-se de maneira andaloga com os outros termos, vem:

Re [/ F(N)dN 1-1‘-‘1 =0
r N

Re [| F(N)AN - (f EW)AN)I] , 5 _
r r N X

7

Re |/ Foyan |+ My o
r
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In F(N)dN -/{ E(NAN ), , P, = 0 (11)

r r N

Im F(N)dN

Im F(N)dN -X= 9
a

hﬂ
=

E importante ressaltar que as cargas concentradas também
dao momentos em relagdo aos eixos x,y e z. Assim, admi-
tindo-se a carga aplicada em 8= 0, vem:

o
M, = M= Py 2y
= 0 -
My My + Px z Pzrl (12)
M_ = M°
z 5 ¥ Pyr1

onde o indice "1" se refere a posigdo da aplicagdo da car-
g3 e o indice "0" significa momentos concentrados aplica-

dos.

Como F(N) & uma fungdo analitica exceto nos pontos de apli

cagao das cargas concentradas, pode-se admitir a mesma a

forma:

F(N) = fﬁiﬁ'EI (A N%e AN+ ANY) (13)
1

Em (13), M, se refere, mais uma vez, ao ponto de aplicagaoc
da carga concentrada.
Fazendo-se:

hz = a, + ib2
AS = ag ¢+ ibs‘ (14)
A4 = a, 4+ ib4

e integrando-se as expressoes (11) por métodos de variaveis
complexas, pode-se chegar a dois sistemas independentes de



7 equagdes e 3 incognitas, cuja solugdo €

s T,
{I zlwaNl\Za-zl}-SNlrijpy—(l-3h1,Mx»Shlm

- i
2 2na | z-'
azs = ” E[ r1~3N1{2a—zlj] PY - 3N;M, + sz
J
a,= “-J[ Py(2a - z D1+ My { (15}
4 Zlat I
8 - -1_ - Z - - + .2 =
b, = P [ z,-3N{(2a-2,)] +Pz[3Nla r, (1+38D)]
1+38%) M
bg= - —— | P_(a-3N;r)) - 3N P, (2a-z;) *+ 3N)M |1
3 2 z 171 1y J
ma
b,= - [ Px(2a-z;) + P,x; - M ]
4 e 1 1 y

Substituindo-se (15) em (13), separando-se a parte real da
imaginaria e lembrando-se das definigdes (3), vem:
2
zn
lp“-2p pcosB+p,;

= a - - -
N m x |3 x{[ b,sen2g-pbysen3gp
—p2b459n45 Ix
3 3

x[p~“sen”8-3(pcoss-
i 3
P17 (psenp)] +
+[bycosZB+obscos3s+
+p2b4COS48 Jx[(pcosg-

-91]3-3(pc056-pl)

(oseng) ]}

N = - N (16}
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a pz
S=
;‘7 |92—v2p1 COSB"‘p%i

3 X [~bzsen23-pb35en33— ébasen4s x

x| (pcoss-p,) -3(pcose-5,) (psens)|
—|b2c0528+pbscos3s+p2b4c0548[ x
xp 3 sen’g-3 (pcoss-p;) z[o senB)]

3 - Aplicagdo para vasos esféricos com 4 apoios

Tendo-se determinado os esforgos para o caso de um

apoio, a generalizagdo € imediata. Basta fazer-se
n
NppsuLTANTE = — .1, N(e-8 - i. %)
n i=l n

Na expressio acima, o fator % deve-se ao fato de
ter-se uma resultante de forgas igual a que tinhamos na teo
ria desenvolvida acima.

E importante observar-se aqui que a expressao para
F(N) nos fornece um valor infinitamente grande para p+=, o0
que equivale a existéncia de um esforgo equilibrante concen
trado "R" no polo inferior =z = 2Za (Figura III)

R

Figura III

Como dispomos da solugdo de uma esfera cheia de fluido equi
librada por uma forga concentrada no polo inferior | 2 |, a
solugd@o por nds procurada pode ser obtida por meio da super
posigdo de efeitos. Isto é:
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fluido
+ =
W
R .
(a) (b) (<)
Figura IV

Devido @s dimensdes das expressdes, os esforgos N,,N, e S
foram avaliados de forma adimensional por meio de um compu-
tador, variando-se g e ¢ de 5 em 5°. De particular in-
teresse sdo as regides A e B assinadas na figura IV-C.
Para estas, tem-se:

®

¢=170(10)

p=10(2)

¥=100(4)
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Vit Nla Nza Sa (P= Peso total do
=y ¥ = £luido)

(1) 0,1194 0,1194 0,4513

(2) 0,1194 0,1194 0,2186

( 3) 0,5828 -0,3233 0,2264x10"’

( 4) 0,3623 -0,8213x10" Y 0,3522x1077

( 5) -0,3441 10,5620 0,4851x10"%  QuADRO I

( 6) -0,1236 0,3209 -0,1456

( 7) -0,1150 10,3329 0,2248

( 8) 0,3537 -0,9418x10"1 0,2248

(9) 0,2385 0,2381 0,3035x10"°

(10) 0,2381 0,2357 0,3793x10"*

(11) 10,2385 0,2380 0,1643x10"3

(12) 10,2381 10,2357 0,1230x10"3

Segue ainda com este trabalho as isostaticas referentes 2
tragdo no vaso. Encontra-se com o autor a solugdo analiti-
ca para esforgos horizontais e/ou momentos e/ou esforgos
verticais concentrados, localizados em um paralelo arbitra
rio da esfera. '

Denominando-se de K os valores numéricos do quadro I, as
tensdes médias na esfera podem ser determinadas por meio
da expressiao

g = K.(g%] , onde t & a espessura da esfera

4 - Conclusdes

Devido a sua exatiddo analitica, o método permite a
valiar, conforme proposto, os esforgos de membrana num \a
so de pressdo que, no caso, foi particularizado de forna
esférica. A aplicagdo para vasos eliticos ou hiperboliccs
pode ser realizada mediante a avaliagdo das expressdes rfa
ra U eV, quando r = r(z) gera as superficies menciona-
das.
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Contforme acima citado, o método permite a avaliagao
dos esforgos de membrana quando o carregamento externo se
compde de momentos e/ou forgas horizontais concentrados.
Isto possibilita, através de um estudo detalhado de defor
magoes, o acoplamento desta solucido com a solugdo geral de
vasos de pressao. Este ja se encontra em andamento pelo au
tor, que agradece quaisquer criticas ou sugestdes que pos
sam tornar este trabalho de grande aplicagdo pratica.
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1. Economics and catastrophe

To work in applied mechanics and mathematics in probably
one of the worst things one can do to come to money. The
author admits, and on the risk of appeaying facetious, that
this is probably the key to his facination with the applica
tions of Thom's catastrophe theory. This theory can provide
the tools for the poor scholar in a world of entrepreneurs
to have the rewarding feeling, false or not, that he un-
derstands better than anybody else the mechanics of
finance and indirectly his fiscal misery.

In fact, some of the economical instability which we
are experiencing in the nonsocialistic world right now
could, in the authors opinicn, be partly visualised as a
conflict between two opposed fundamental schools of so called
economical wisdom, namely the Keynesian inflationl and what
we may term here as the bitter medicine of the classical
conservative Ricardonian recession. In its simplest form
this conflict could be modelled by one of Thom's singularities,
the so called Riemann-Hugoniot catastrophe2 where the jumps
on the catastrophe surface directly or indirectly resembles
a gold fever or a Wall Street crash.

The most striking feature of the model is definitely
that gradual and continucus changes cannot prevent abrupt
and discontinuous behaviour. This is new. In evolutionary
terms, the Darwinism and sudden mutation are no longer mu-
tually exclusive.

2. Elementary catastrophe and singularity theorems

Thom's most important contribution which forms the
basic stone of catastrophe theory is the proof of the fol-
lowing remarkable theorem?.

Theorem

In a system of potential parameterised by a manifold

C on a manifold x and represented by a smooth map.

m:LxX =R

there arises only seven topologically different singular-



ities for a co-dimension K < 4.

An important corollary of the preceeding theorem fou
K = 2 utilized by the author-'% and which was given else
where 1s the following.
Corollary

For a two dimensional (K = 2) smooth manifold © {termed
control -pace by Zeeman) of a system represented in RN
(termed ‘e¢haviour or state space) and a given potential fung

tional (%) represented by a smooth map
Rn+(K=2] - R
the manito!d of equilibrium states given by the vector
field (A
A=-Gradm =0
n+2

is a suwviace in R and the only possible types of singu-
laritie: of the projection of this sorface on thecontrolling
space arz folds and cusps.

This corollary has proven to be of considerable
usefulness in studying some of the classical oscillators
such as that of Duffing, Van der Pol and the associated Hopf
bifurcation as well as the study of several buckling and

chemical reactor problemss’ﬁ.

3. Scope - Agenda

Thom's catastrophe theory classifies jump effects of
structurally stable gradient systems and was intended by
him to model process occurring in nature especially in
developmental biology. Meanwhile, much of the enthusiasm
towards catastrophe theory comes from its application to
a variety of the so called inexact and social sciences pio
neered by Zeemana. On the other hand, the real hard core
testing of the theory was provided by its applicatioen in
structural and mechanical engineering 3-6. In the present
lecture the application of catastrophe theory in economics,
cosmology?. controlled systems, thermodynamics, buckling,



1385

drvamical systems, tastability of porceptron and maiy othed
fiverting fields of soft and hard core sciences is demon-
strated. The bulk of the lecture will deal, huwever, with
mechanics. Due to spuace limitation the author found himsel?
to he in a dilema since it is impossible to write down all
the subject which wili be covered in the lecture. ln never-
theless seems essential for a deep understanding to consider
some of the mechanical problems in detail such as Duffing's
gscillation which is treated at the end of this abstract.

The rest of the examples will be given (o the course
of the lecture.

4. Duffing's ccuation
As 1s well known, the s.mplest oscillator is Lhe

iinear harmonic one

This is, of course, structi:rally unstable. If this 1=
perturbed in a structurally stable manner -another famous
oscillator can be obtained, namely the Van der Pol oscillator

¥ + b(x*+1)% + x = 0 , b >0

If the Van der Pol oscillator is parameterisde in
the wmanner that

% + b(xZ-A)k + x = 0

the famous non-elementary bifurcation, the Hopf Verzweigung,
is obtained (Fig. 1). Another structurally stable pertur-
bation of the harmonic oscillation leads to

¥ + bx + x + ax? = f coswt
@ This is the simplest nonlinear forced oscillation

and is known as the Duffing's oscillator.
To show how catastrophe theory can be used to proceed,



as Poincaré suggested, to a qualitative conclusion direct
using the qualitative method, the Duffing oscillator  wil
be treated in some detail in two versions.

5. The analytical method for the classical Duffing pendul

We first start by giving a so called direct variation
solution. Thus the problem will be formulated as follows

2y
ity
T = J (%—) + a?cosx + xfsint dt -+ Min
(3]

Assuming, as is commonly done, a quasi harmonic solution
X =Asint

and inserting in 7 and minimising, one obtains after 50l

algebra
A - 222 J(A) + £ =0

where J; (A) is the integral representation of the Bess
function. Now we use a very simple trick of solving th
equation graphically and reducing it to the intersection
a curve

Y = 2J1(A)
with a straight line
1 £
Y=_A+—-
a? a?

As is easily verrified graphically (Fig. 2), depending o
the inclination of the straight line and the value f/o?
unique or a multiplicity of solutions will exist. For

* X + a’sinx = f sin t which is an excited pendulum in

gravity field.
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@ > 1 and small value of f/o? three solutions are possible.
This explains the experimental observations of the oscilla-
tor.

6. The global topological method for Duffing oscillator

Now we show the use of catastrophe models. Taking the
spring stiffness and the driving frequency as controlling
parameters, catastrophe theory tells us that the cusp is
the type of singularity to be expected following the pre-
ceeding corollary of Thom's theorem. Extending the paramete
range of the spring stiffness to include hard and soft
springs, a two cusps surface joined at a smooth part with
a peak resembling linear resonance is then our final ca-
tastrophe model (Fig. 3). Omitting the details it can be
shown analytically that this is the right conclusions. Now
the physical strange observation of Duffing's oscillator be
comes intuitive and obvious. It is clear now that a smooth
change in the forcing frequency can cause both smooth and
catastrophic changes in the amplitude of the oscillator.This
is, of course, a much more powerful conclusion than that
obtained from the laborious traditional analytical solution
of the quantitative method.
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Linear resonance

Soft spring

Fig.

3

tiard spring

Catastrophe surface of the Duffing oscillator cons
ting of two Cusps (Riemann-Hugoniot) singularitie:
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Sumario

Neste trabalho e apresentada uma descrigao suscinta
do processo utilizado pelo Programa Analisador Dinamico di
Sistemas Estruturais (PROASE-DINAMICO) na determinagao d
frequencias e modos de vibragac de estruturas espaciais. |
programa utiliza configuragdes deslocamento admissiveis d
estrutura como um todo e determina as cargas estaticamente
equivalentes as forcas de inércia, com as quais, atraves di
PROASE-ESTATICO |1|, novas aproximacgoes das fungoes modais

sao obtidas.

Summary

This work presents a description of the computationa
method used by Structural System Dynamic Analysis Program
(PROASE-DINAMICOD) to obtain the frequencies and vibration
modes of space structures. A set of admissible displacemen
configurations of the whole structure are, initially, used
to determine statically equivalent inertia loads with
which the PROASE-ESTATICO |1]| constructs a set of new

better approximations of the frequency and mode shapes.
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1. Introdugdo

Esta publicagao descreve o processo usado pelo Progra
ma Analisador Dinamico de Estruturas espaciais (PROASE-DINA
MICO), um programa digital para a determinacao de frequen-
cia e fungoes modais de estruturas constituldas por sub-es-
truturas modelaveis por um conjunto de pontos (nds) inter-
conectados por elementos finitos ou matrizes de rigidez di-
retamente especificadas.

Na sua implementacao procurou-se facilitar a modela-
gem de tipos nao convencionais de estruturas usadas em pes-

quisa, utilizando um numero rcduzido de dados de entrada.

2. 0 método utilizado
0 metodo usado pelo PROASE-DINAMICO para a determina-
gao da resposta dinamica de estruturas lineares espaciais

consiste, essencialmente, em:

a) modelar a estrutura por um conjunto de subestruturas in-
terligadas, podendo ser cada uma delas relativamente comple

xa. modeladas pelo metodo do elemento finito.

b} representar o estado da estrutura por um nimero relativa
mente pequeno de coordenadas generalizadas que deverdo in-
cluir as componentes dos deslocamentos dos pontos da curva
ou superficie de interligagao das subestruturas e os coefi-
cientes das funcoes deslocamentos que representam a configu
racao das subestruturas individuais, tais como, formas mo-
dais de vibragoes livres compativeis com as condigoes de

contorno.

c) obter as energias cinética e potencial em formas quadra-

ticas das coordenadas generalizadas.

d) resolver o problema de autovalores correspondente cohten-
do, assim, a contribuigac aproximada de cada fungao coorde-
nada generalizada das subestruturas componentes.

e) usar essas configuracbes deslocamento da estrutura, como
um todo, para calcular a configuragde de forcas equivalente-
ds forcas inerciais.

f) aplicar esta configuragio de forgas estaticas equivalen-



tes na estrutura e determinar uma nova configuracgao desloca
mento. Repetir os passos e) e f) até que a diferenga entre
duas configuragoes deslocamento sucessivas estejam dentro
da precisao desejada.

Assim, o mAtodo iterativo sintetizado acima € usado
para a obtencdo de uma sequéncia de conjunto de fungdes des
locamentos aperfeigoadas, conduzindo a uma redugao aprecia-
vel na magnitude dos erros.

Um programa geral foi desenvolvido para executar a
formulagdo acima no qual as subestruturas podem ser modela-
das por meio de elementos finitos (placas ou cascas quadran
gulares, vigas etc.),cujos nodos (extremos dos elementos)
poderdo ser interconectados aos nos atraves de ligaduras ri
gidas desprovidas de massa, por meio de matrizes de rigidez
diretamente especificadas ou de massas concentradas com i-
nércias rotacionais ligadas aos nos por ligaduras rigidas.

Como condigoes de contorno podera ser especificado um
conjunto arbitririo de componentes dos deslocamentos e/ou u
ma simulagao de apoio eldstico em direcoes especificadas pe
lo analista.

As caracteristicas mencionadas acima foram implementa
das no programa com a finalidade de facilitar a modelagem
matematica de tipos nao convencionais de estruturas usadas
em pesquisa.

Se sdo desejados os N primeiros modos e frequencias
de uma estrutura,o programa resolve problemas de autovalo-
res de ordem um a N. Assim, se somente os modos de baixa
frequeéncia sao desejados, o programa executa somente proble
mas de autovalores de baixa ordem e bem condicionados.

0 processo implementado pelo programa para, automati-
camente, obter uma sucessao de conjuntos de fungoes desloca
mentos aperfeigoadas € essencialmente uma generalizagdo do
processo de Vianello-Stodola para vigas. Cada configuragao
modal € usada para a determinacdo de uma configuragao de
cargas estaticas equivalentes as forgas inerciais para a es
trutura total e, atraves dessas cargas, uma nova configura-
¢do modal € calculada e usada na aproximaciao sucessiva. A
chave da eficiencia computacional reside na possibilidade
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de uma andlise estdtica precisa para a determinagio efici-
ente e economica dessas fungoes. Para tal € utilizado o
PROASE-ESTATICO cuja precisdo, eficiéncia e versatilidade
tem sido comprovadas em varios tipos de estruturas.

3. Funcoes deslocamento dos elementos

Para facilidade de notagao e explanagao restringir-se
a a elementos binodais os quais si3o considerados como mem-
bros cujos extremos (origem, término), aqui denominados no-
dos, se unem aos nods atraves de ligaduras rigidas desprovi
das de massa. Na figura 1 & mostrado tal elemento em sua
configuragao deformada e indeformada.

1 I
J-ésimo no/\ U 1
| rr|2 :

IConfiguragdo .
indeformada do
m- ésimo element

e
T
e ? nodo | o g @,{\‘t’
\ —_sistema de, referén ; - B0 a\®
\ ~~._cia intrinseco e ~ oto%.
~— i g\Q . g\“\
: . S , 2 e c,O“

/._-|-951mu no
Ul ¥ ‘\ 2

Figura 1 - Elemento binodal

As relagoes entre os vetores deslocamento dos nodos
do m-esimo elemento e o vetor deslocamento dos nos corres-

pondentes sao representadas por
v’ £

mk - : .= .
onde L e a matriz de transigaoc de vetores relativos ao
¢®  sistema global e aplicados nos nos, para vetores aplicad s
aos nodos com componentes relativas ao sistema intrinseco

do elemento.
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As energias cinética e potencial do m-ésimo elemento,
em fungao dos vetores deslocamento dos ndés por ele interco-
nectados, podem, entao, ser expressas por

™ =Lt ol M1, i, i (2)
2 / \
- J /
a3 k(’
P e roa

v =2 vt u] Ry, RY, Tt (3)
e jl
Kza kU J

No processo de solucao descrito mais adiante, a confi
guragao de toda a estrutura € representada por uma combina-
gao linear de N fungoes deslocamento linearmente independen
tes. Assim, o vetor deslocamento em um ponto de coordenada
s ao longo do eixo 3 do sistema intrinseco do m-eésimo ele-
mento um(s] tem para componentes

6
m m .m ;
u,(s) = I c. v:.(s) i=1, 6 (4)
1 i o Jo1)
j=1
& . m - »
onde os coeficientes c¢. sao relacionados com as coordenadas
generalizadas como se vera subsequentemente. A energia ciné

tica do m-€simo elemento em termos do vetor de componentes
(4) e

L

™ - 1 g Meeyex ™ v Zd (5)

'E i=1 plls) ]‘1 Lj Vljts)) S
= 0 j=

Rearranjando a relagao (5) e definindo a integral

L
6
kv B m m m .
M?E - [ E] HyLE] W5y Vip 99 (6)
g+
resulta
™o & (EIYE g (7)
2

m - 3 F

onde uk(s), k £ 3 e a massa por unidade de comprimento mo
ponto de coordenada s do m-ésimo elemen-
to.
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u?(s], k > 3 e o momento de massa da sec¢ao transver-
sal no ponto de coordenada s em relagao ao eixo
k-3 do sistema intrinseco.

C € o vetor coluna de ordem N

M € a matriz cujos elementos sao as submatrizes

Para a energia potencial, seguindo um raciocinio ana-
logo, se obteria

ymoe 1 (Cm)t o ocm (8)
2

onde X" = [KTjJ; entretanto, € mais expedito e natural ti-
rar vantagem do conhecimento da distribuicdo de cargas esta
ticas correspondentes a configuragado deslocamento da estru-
tura como um todo. As forgas e momentos distribuidos, que a
gindo sobre o elemento formam a carga estatica equivalente

que produzira a fungao deslocamento para a estrutura tctal,
associada com a coordenada generalizada qj sao denomin: las

m
por fi

j(s], na qual i < 3 representa forgas na diregao i e
i > 3 denota momentos em relacao ao eixo i-3.

Consideragbes acerca do trabalho externo dessas car-
gas fornecem

L

-1 o

—m
sz

m
2y fij(s) vij[sj viz(s) ds (9)
0

A matriz massa, M = {Mij] e a matriz de rigidez,
K = [Kij]‘ para toda a estrutura & construida em arquivo de
armazenamento secunddrio atraves do fluxograma da figura 2.
Obtidas as matrizes M e K tem-se o seguinte problema
de autovalores

wé MX - KX = © (10)

onde U = X sen wt sendo U o vetor deslocamento

3 N

e ® u= (!, v v3 ..., N (11)

0 programa resolve o problema de autovalores (10) pe-
lo processo das rotagoes pivotais de Jacobi. Entretanto, es
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Bem todas as submatrizes M, Kij I

Numero total de elementos mg ]
m =1

Determina os nds i e | interligados

pelo elemento m

i

1 ™ m m
Constroi os matrizes @AY, , M7, , M7,

e adiciona os mafrizes My, ,M;; M),

!

Constrot os matrizes Ky , K, K3,

e adiciona as matrizes K;; ,K,-] ,KI]

Est8o formando as matrizes

M=[M)] e k= [k, ]

Figura 2 - Construgdo das matrizes M e K

te processo, embora expedito e de boa precisao para proble
mas de baixa ordem, apresenta a peculiaridade de perder
precisao rapidamente a medida que a ordem das matrizes <
eleva.

Usando os autovetores pelo processo de Jacobi con
primeira aproximagdo das fungoes modais, o seguinte proces
so iterativo foi implementado no programa.

Considere-se determinadas, com a aproximagao desejac
as k-1 primeiras formas modais e respectivas frequencias
que se conhega uma aproximagao inicial da k-ésima forma mq
dal. Para determinar uma melhor aproximagao do k-&simo moc
é resolvido uma sequencia de problemas de autovalores do
po discutido anteriormente. As k-1 fungGes deslocamento
(configuragdo deslocamento da estrutura como um todo) us
das em cada uma dessas solugdes sdo as k-1 formas modais
previamente determinadas, e a k-ésima fungao & a mais rec
te aproximagdo do k-ésimo modo. Se se representar por XI

i
i = 1, N as componentes do autoveter associado com & p-es
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ma aproximagao do k-esimo modo, a ela correspondera, para o
m-ésimo elemento, o vetor deslocamento no ponto de coordena
da s cujas componentes sao dadas por

N
=m(p) _
Vik z

j x§§) vBP) =1, 6

1
1 J
e a configuracdo cargas estaticas equivalentes corresponden
te a configuragao deslocamento acima sera

) L n gn ()
1

Ti

i Vik i=1,6

Com estas cargas equivalentes o PROASE-ESTATICO determina a
configuragao deslocamento v?£p+lj que sera a (p+l)-esima a-
proximagao da k-€sima fungio modal.

Note-se que as k-1 configuragdes deslocamento da es-
trutura sao aproximagoes com precisao desejada dos k-1 pri-
meiros modos e, portanto, os termos fora da diagonal princi
pal das matrizes M e K, exceto a Gltima linha e coluna, po-
dem ser desprezados em comparagao com os termos da diago-
nal principal.

Atraves do processo iterativo sintetizado acima o
PROASE-DINAMICO determina as N fungdes modais.

4. Sequéncia de subprogramas do PROASE-DINAMICO
A figura 3 apresenta a sequéncia de subprogramas uti-
lizados pelo PROASE-DINAMICO na obtengdo das frequencias e

formas modais de vibragoes livres. A fungao de cada um des-
ses subprogramas & sumarizada a seguir.

A configuracdo geométrica e mecanica da estrutura &
determinada pelo PROASE-ESTATICO |1]|, o qual ttiliza gera-
dores multidimensionais e dados |2| de entrada minimizando,
deste modo, a possibilidade de erros acidentais. Este sub-
programa fornece as matrizes de rigidez e massa da estrutu-
ra e um conjunto de configuragoes deslocamento, resultante
de configuragoes de forgas especificadas pelo usuario, o
qual sera usado mais tarde.

O subprograma LOCARM efetua armazenamento dos dados
necessarios a andlise dinamica e as propriedades associadas
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[PROASE—EST:&Tico LOCARM MAISAD Inurvm_ I V I B R A
NEOFNC
[FALAMB [ENERG ]
[soLEST NORMA |

Fig. 3 - Sequéncia de subprogramas do PROASE-DINAMICO
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com massas concentradas diretamente especificadas sio pro
cessadas em MAISAD. A seguir AUTVAL determina, pelo proces-
so das rotagoes pivotais de Jacobi, um conjunto de funcgoes

modais as quais, com as configuracoes deslocamento obtidas
acima, constituirao as coordenadas generalizadas do proble-
ma.

0O subprograma NECFNC seleciona um conjunto linearmen-
te independente dessas fungdes que fornecem, através do sub
programa FALAMB, um conjunto de cargas estaticas equivalen-
tes as forgas inerciais, as quails sao novamente aplicadas a
estrutura em SOLEST, fornecendo novas configuragoes desloca
mento. Estas fungoes deslocamento sao normalizadas em NORMA
e a seguir sao calculadas as novas energias cinetica e po-
tencial do sistema. O processo indicado em VIBRA se repete
até a obtengao da precisao desejada.
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STRESSES NEAR AN INTERIOR CRACK TIP
A NEW SCATTERED LIGHT APPROACH

L.S. Srinath

Dept?® of Mech. Eng., Indian Institute of
Science.

ABSTRACT
A method is proposed which taking in occount the
variation in the direction of the secondary principal stress
provides a fast method to determine the complete photoelastic

parameters at any interior point of a three-dimensional mo-
del.

SUMARIO
Propoe-se um método que, levando em conta a variagdo
na diregao das tensdes principais secundirias, sendo sufi-
cientemente ridpido, determina completamente os parametros fo

toelétricos em qualquer ponto interior de um modelo tridimen
sional.
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1. Introduction

The importance of determining the stress-distribution
around crack tips in critical components like reactor
pressure vessels, does not need much emphasis. While two
dimensional photoelasticity offers an excellent method to
determine the stress intensity factors and stress distribu-
tions near crack tips in plane-stress models, the existing
experimental methods to determine stresses near interior
crack tips in three-dimensional models are very limited.
Analytical methods, however powerful they may be, need
experimental verifications particularly in the field of
fracture mechanics. Three dimensional photoelasticity offers
a way out, but the present freezing and slicing processes
have certain limitations. For example, at the critical
temperature, the Poisson's ratio of the model material beco
mes very nearly equal to 0.5 and as a consequence, trans
lating the results from model to prototype is always open
to criticisms. Though excellent results have been obtained
using the conventional freezing and slicing process, still
it is the desire of photoelasticians to determine the
interior stress distributions under live loads. Scattered
light photoelasticity can conveniently be utilised for this
purpose provided three essential problems are taken care of.
The first problem deals with the intensity of scattered
light. Since, the intensity of scattered light is generally
weak, a powerful light source is necessary. This problem is
easily taken care of because of the availability of lasers.
The second problem deals with the model material. The mate
rial used should have all the desirable properties of a
three dimensional photoelastic model material, i.e. have a
good figure of merit, and at the same time be a good scat-
terer. This problem has been satisfactorily solved using
Araldite CY-230 with hardener HT-901. The third problem,
which is more serious, deals with the existing techniques
to determine the interior stress distributions. In general,
along a given light path, not only do the secondary prin-
cipal stresses vary but also their orientations vary. The
effect of the variation in the directions of the secondary
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principal stresses is commonly termed as the rotational
effect. The existing scattered light techniques (1), do not
adequately take into account these rotational effects. The
method proposed in this paper not only takes fully into
account the rotational aspects but also provides a fast me-
thod to determine the complete photoelastic parameters at
any interior point of a three~dimensional model.

2. Principle of the Method

A general three-dimensional photoelastic model can be
considered as made up of a large number of linear retarders
placed one after the other with their axes  differently
oriented. The rétardation given by any retarder is propor-
tional to the secondary principal stress difference at that
point and the axes of the retarder are along the directions
of the secondary principal stresses at that point. Using
Jone's calculus (2Z) or Aben's equations (3), it can be
shown that the assembly of retarders can be replaced by
a single linear retarder followed by a pure rotator. In
other words, a general three dimensional photoelastic model
is equivalent to a linear retarder followed by a pure
rotator (or an active plate). This is the principle of
optical equivalence (4). The linear retarder is characte-
rised by the retardation 2A it adds, and the orientation ¢
of its axes with respect to a reference frame. The pure
rotator or the active plate is characterised by y, the angle
through which a light ellipse incident on the active plate
is rotated. These three quantities, 2A,¢ and y, are called
the characteristic parameters. For an incident plane pola
rized light, the outcoming vibratory components U and V are
given by

U cosy =-siny][cos¢ -sind eiA o cos¢ sing {1] iwt
- - e
\ siny cosy||siné cose¢||o e8| |-siné coss| |0

J+iK -L+iN1[17 .
e
L+iN J-iK]l0
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where
J = cosA cosy K = sinhA cos(2¢+y)
(2)
L = cosA siny N = sinA sin(24+y)

Consider a continuous three-dimensional photoelastic
model with characteristic parameters 24, ¢ and y. Let this
model he considered as made up of n individual slices
arranged in series with retardations and axes orientations
as: (833 B8y; 825 B2; ... 8p; Bn). Now, out of these n ele-
ments, consider the first m elements. These m elements
can be replaced by an optically equivalent model having
the characteristic parameters 24y, ¢m & Ym- The (m+1) th
element will add a retardation 6,7 at azimuth fp4+1. The
characteristic paramesers of all these m+l elements are
20m+1, ®m+1. Ym+1. All these characteristic parameters are
related such that

[%ptically equivalent ] [(m+1}th]'optica11y equivalent]

model for (m+1) elements element| model for melements

Using Eq. (1) the above relationship can be written as

Jm+1 + 11\m+1 -Lm+1 * iNmi-l
- =
_Fm+1 * lhm+1 Jm+1 1Km+1
§ 8 §
cos -1 4 5 sin T;l cos 20 .4 i sin M+l ocin 20, 41
3 st OO0 cos ze a1 S el
L e m+1 cos —— - 1 sin M*lcos 2¢
2
2 A
J. I - L+ iN
m m m m
x ) ) (3)
Lm++ 1Nm Jm - le4

where J,K,L and M are as defined by Eqs. (2). Simplifying
and equating the terms, the following results are obtained:
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8
m+l _ =
cos - cosA cosam+1 cos[vm‘l Ym} +
+ sina sina cos[2(¢m+1-¢m) * (Ym+1'ym)] (4)
tan 20 ,; = EI/EZ ()
where
By = %osdy Simbyyy $Inl20,1 ¥ e * Ym) -
= cos . osin sin(2 ™ i m)

m
"

y ) =

Sy = cosA sind o cos(26, .4 * v .4 -

+ ¥.)

- cosA
m m+1 m

1 sinnm+1 cos(2¢m +y

Hence, knowing the characteristic parameters for m slices
and (m+1) slices, the photoelastic parameters of the (m+l)
th slice can be determined from Eqs. (4) and (5).

The principles of the method consists in determining
the characteristic parameters as a function of the light
path and then determining the photoelastic parameters using
Eqs. (4) and (5). The next section deals with a fast itera

tive procedure to determine the characteristic parameters
for any length of the light path.

3. Determination of Characteristic Parameters

The method proposed in this paper to determine the
characteristic parameters can best be explained with respect
to a transmitted polariscope. The same procedure can be
adopted for scattered light method with some minor modifica
tions. The fact that a general three-dimensional model can
be replaced by an optically equivalent model indicates that
there exist two directions at entrance such that if a plane
polarized light is sent along either of these directions the
emerging light is also plane polarized. These direCtions
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at entrance are called the primary characteristic direc-
tions and these coincide with the axes of the linear retar-
der of the optically equivalent model. The directions of
the emerging plane polarized light directions are known as
the secondary characteristic directions. The primary charac
teristic directions will therefore make angles ¢ & ¢ + w/2
with respect to a reference frame and the secondary charac-
teristic directions will be at ¢+y & ¢+y+n/2 to the same
reference frame.

Consider a plane polariscope with a three dimensional
photoelastic model interposed between the polarizer and the
analyser. The polarizer and analyser are in an uncoupled
position. Let the characteristic parameters of the model
be 2A, ¢ & y. To start with, let the polarizer be along
the reference axis making an angle ¢ with the primary cha-
racteristic direction. The analyser is at an arbitrary di-
rection (¢+m/2+n)} to the reference axis, Fig. 1. The inten
sity T if light coming out of the analyser is then given
by (ignoring the constant of proportionality)

I = cos?A sin (¢+n-y) + sin®(¢+y-n) (6)
If now, the polarizer is rotated for minimum intensity, the
angle ¢; made by the polarizer with retarder axis is
obtained by differentiating Eq. (6) with respect to ¢ and
setting it equal to zero. ¢; is then given by

-tand, = tan2(n-y)cos 24 {7

Equation (6) can also be written as

-
n
Nl!ﬂ'

%c052¢ cosz(nwy)[i—tan2¢ tanZ(n—y]cosZﬂ] (8)

with ¢ fixed at ¢ the intensity I, for the position n of
the analyser is

1y -%”-%c052$1 cosZ(n-Y)[1'13“2¢= ta“Z("'Y]COSZQ] )
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1f the analyser is now rotated for a minimum intensity it
will occupy a position n; which can be obtained from the
equation
31,/ =0 n: is hence given by
tan 2(n;-y) = -tan2¢,; cosZA (10)

Substituting the value of ¢, from Eq (7), we get
tan2(n,~y) = tan2(n-y)cos?2A (11)

The above equation shows that the new value (n;-y) is less
than the initial value (n-y).

If the polarizer is now rotated for a further minimum
intensity, its new position ¢, is given by

tan2 ¢z =-taﬁ2(n1-y]cosza
=-{an2(n—y)cos‘26

! _tan2¢, cos22A (12)

The new value ¢, is therefore less than the previous value
¢1. This alternative rotation of the polarizer and analyser
is continued until the intensity observed is the least mi -
nimum. It is observed that at each step the values of ¢ and
(n-y) get reduced by the factor cos?2A and hence the conver
gence is very fast. Thus, by alternate rotations of polarizer
and analyser, the final values of ¢ and y can be determined.

To determine the characteristic retardation 2A we
proceed as follows.

A quarter wave plate is placed before the model such
that its axes are at 45 deg. to the primary characteristic
direction of the model. The characteristic parameters for
the model plus quarter wave plate combination is such that

optically equivalent ] [optically equivalent} [ f
X

A/ 4 plate
imodel for (A/4 plate+ model model for model alone L !
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Substituting quantities similar to Eqs. (1) and (3}, and

_simplifying, the following important relation is obtained.

A of model = vy (13)

model ~ Y' model+r/4 plate
Thus, to determine the characteristic parameters ¢ § ¥y of
any model, we use a plane polariscope with the polarizer and
analyser uncoupled. The polarizer and analyser are rotate
alternatively until the intensity of light emerging from
the analyser is the least minimum (which is theoretically
cqual to zero). The final position of the polarizer gives
¢ and that of the analyser gives ¢+y+n/2. To determine the
characteristic retardation 2A of the model, a 2/4 plate is
placed before the model with its axes at 45° to the primary
characteristic directions of the model. For this combination
we determine y' by the above iterative procedure, Then,

2h = 2(y-v").

The above procedure described for transmitted 1light
model can be easily extended to scattered light model with
some obvious operational modifications. The method for
transmitted light consists of alternate rotations of pola
rizer and analyser. 1In the scattered light method the same
effect is achieved by alternate rotations of the polarizer
and the polarizer and the model coupled. The procedure to
determine the characteristic parameters is as follows.

Consider Fig. 2. BC represents a light ray passing
through the model and DE is direction of obhservation. 1f
we consider portion BD of the light path then the step-wise
procedure to determine the characteristic parameters for
the model length corresponding to BD is a follows.

1. Plane polarized beam of light is sent along RC.

2. The direction of observation is fixed along DE.Let
DF, which is initially along the line of observation and
which is fixed with respect to the model, serve the purpose
of reference axis.

3. Polarizer alone is rotated so that the intensity
along DE is observed to be minimum.

4. Polarizer is coupled to the model and the comhi -
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nation is rotated about the light beam BC so that the in-
tensity observed is a further minimum.

5. Polarizer is decoupled from the model and is sepa
rately rotated so as to observe a still further minimum.

6. Alternate rotations of polarizer and polarizer cou

pled to the model are carried out until the intensity of
the scattered light along the DE is seen to be the lowest
minimum. At this stage the situation will be as shown in
Fig. 2 (4d).

DE represents the direction of observation. DF repre
sents the reference axis and By, represents the final posi-
tion occupied by the polarizer. From this it is clearly
seen that

Angle y, By, = Ypp Angle FDy, = $np

After determining the primary characteristic direction
¢ and the rotary power y of the equivalent model, the
character retardation is obtained in the following manner:

1. Bring back the model to the position where DF coin
cides with DE.

2. Introduce a quarter-wave plate between the mode 1
and the polarizer such that the quarter-wave plate axes
make an angle of 45 deg. with respect to the primary charac
teristic directions afready determined.

3. Rotate the polarizer alone, so that, the intensity
of the scattered light is seen to be a minimum.

4. Rotate the polarizer, quarter-wave plate and the
model in unison till a further minimum is observed.

5. Steps 3 and 4 are repeated until lowest minimum is
observed. At this stage we will have.

Angle v, By, = YIRD H Angle FDy, = ¢‘BD
Then, )

8D - Ysp ~ Y BD

In this manner, the characteristic parameters for any
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length of light path can be determined. Once the charac-
teristic parameters are determined, the photoelastic para-
meters are obtained by using Eqs. (5) and (6).

4. Scattered Light Polariscope:

In order oto carry out the experimental procedure des

cribed above, a suitable scattered light polariscope was
designed and fabricated. Figure 3, shows the photograph of
the polariscope. During investigations, the model is

immersed in a tank containing oil having the same refractive
index as the model material. Any point of interest inside
the model can be brought under observation by x-y-z traver-
sing mechanisms clearly seen in the photograph. A 5 mw He-
Ne laser was used as the source of light (This is not seen
in the photograph).

5. Applications

(a) Frozen Stress Model: First a model with stresses
locked was investigated. A laser light (with no beam ex-
pander or a collimating unT¥Y was used and the scattered
light image was focussed on a photometer screen for intensi
ty determination. The model was a circular cylinder loaded
on one flat face with a point loading and uniformly sup-
ported on the other flat face. The stress pattern obtained
is shown in Fig. 4. The results of these investigations
agree very well with results obtained from other methods.

(b) Model Under Live-Load: A model whose geometry is
shown in Fig. 5, was loaded at room temperature and inves-
tigated for stress distribution. Figures 6 and 7 show the
scattered light stress pattern using a thin laser beam with
no beam expander. The laser light was passed very close to
the hole tip as shown in Fig. 8. Figure 9 shows the stress
pattern observed with 1" sheet of light. The details of
stress intensities and distributions have been carried out
using the procedure described in this paper. The clarity of

3 the fringe patterns reveal the ease with which investigations
can be carried out on complicated models with initial cracks
or discontinuities. Further, the fact that investigations



D-412

under live-load conditions can be carried out is extremely

significant, particularly in the area of fracture mechanics.

(1]

(2]

(3]

(4]
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Fig. 3 - Photograph of Scattered Light
Polariscope
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Fig. 5 - Scattered Light Pattern
Fig. 6 - Scattered Light Stress Pattern

Fig. 7 - Scattered Light Stress Pattemn
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