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BOAS -VINDAS AO
COBEM 77

Em nome da Comissao Organizadora, tenho o
prazer de estender a todos os participan-
tes do COBEM 1977 as mais calorosas mani-
festacoes de boas vindas ao nosso Congres-
so, especialmente aos colegas do exterior,
Quero agradecer em primeiro lugar a colabp
racao da Comissao Organizadora e do Conse-
lho Editorial, bem como a todos os autores
que contribuiram com a apresentagao de
seus melhores resultados de pesquisa. Que-
to ressaltar ainda, minha gratidao ao CNPq
UFSC, FEESC e CREA da 10a. Regiao que de-
ram apoio financeiro para que este Congres
so pudesse se realizar.

Agradecemos ainda a colaboragao da  UFSC
que gentilmente cedeu suas instalagdes pa-
ra a realizagao deste Congresso.

Fago votos para que todos aproveitam ao ma
ximo as apresentacOes e discussoes que se
seguirdo nas diversas sessdes técnicas.

PRESIDENTE
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WELCOME TO
COBEM 77

On behalf of the Organizing Committee, I
am pleased to extend a warm welcome to all
participants in COBEM 1977, specially to
our distinguished colleagues from abroad.
My sincere thanks go to the members of the
Organizing and Editorial Committees, as
well as to all authors for contributing
their fine research to the Congress.

I would also like to express my gratitude
~to CNPq, UFSC, FEESC and CREA which
provided the financial support for this
Congress.

I hope that you all will have a fruitful
and challenging time during the Congress.

PRESIDENT
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ORGANIZACAO DOS
ANAIS DO
COBEM 77

Os anais do COBEM 77 estao divididos em qua
tro volumes separados, cada qual abrangendo
areas como sequem:

VOLUME A: Analise experimental de tensoes;
elasticidade-plasticidade-viscoelasticidade;
placas e cascas; vibragoes e acustica; dina
mica de sistemas.

VOLUME B: Escoamento laminar e turbulento;
condugao, convecgao e radiagao; fenomenos
de transporte.

VOLUME C: Propriedade dos materiais; confor
magao de metais; usinagem; maquinas ferra
mentas.

VOLUME D: Projeto de maquinas; otimizagao,
automagao e controle; elementos finitos; me
todos numericos.

Procurou-se, com toda a cautela, colocar os trabalhos no vo-
lume mais adequado. F inevitavel, entretanto, que o critério
de classificagao nao coincida com o de um ou outro autor.
Nesses casos, as nossas escusas., Um indice de autores foi
preparado, o que, acreditamos, facilitara a consulta. A or-
dem dos autores e co-autores & alfabetica e sao dadas infor-
magdes sobre sua afiliagao e Tocal de trabalho.

Nossas ultimas palavras sao de agradecimento a todos quanto,
confiando na importancia do COBEM 77, a ele se dedicaram com
afinco, tornando-o, com a sua colaboragao, uma notavel reali

EDITOR

zagao.
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ORGANIZATION OF THE
PROCEEDINGS OF
COBEM 77

The proceedings of the COBEM 77 are
published in four separated volumes, each
one covering subjects as follows:

VOLUME A: Experimental stress analysis;
elasticity-plasticity-viscoelasticity;
plates and shells; acoustics and vibrations;
systems dynamics.

YOLUME B: Laminar and turbulent flow;
conduction, convection and radiation;
transport phenomena.

VOLUME C: Material properties; metalforming;
machining, machine tools.

VOLUME D: Machine design; optimization,
automation and control; finite elements;
numerical methods.

Considerable effort was made to place each paper in its right
volume. It is inevitable, however, that someone else might
argue that our criteria, in classifying his work, was not
the best one. To those who might think that way our apologies.
An "authors-index" was prepared for easy reference. The

author and co-authors appear in alphabetic order. Information
are also given about author's affiliation.

We would Tike to thank all those who believed in our
enterprise and gave their help to make COBEM 77 a great
reality.

EDITOR-IN-CHIEF
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COBEM 79

A iniciativa da ABCM em realizar bienalmen-
te os congressos na area de engenharia meca
nica (COBEM) tem sido consideravelmente bem
sucedida.

0 crescimento da produgdo cientifica e tec-
nologica no pais e o crescente interesse de
monstrado por professores estrangeiros nos
Congressos da ABCM, alem da permanéncia dos
congressos bienais, a efetivagao da Revista
Brasileira de Cieéncias Mecanicas, orgao ofi
cial de publicagdo cientifica e tecnica da
Associagao, criado na Assembleia Geral de
11 de dezembro de 1975.

A existencia da revista permitiria que uma
grande parte dos trabalhos produzidos pudes
sem ser do conhecimento da comunidade da As
sociagao, durante os dois anos de intervalo
dos Congressos. Em consequencia, uma efeti-
va comunicagao cientifica e tecnologica te-
ria efeito.

A efetivacao da revista e da sistematica de
atuagdo de seu corpo editorial, sera levada
a efeito na Assembleia Geral da ABCM, que
sera realizada no dia 14 de dezembro, con-
forme consta na agenda do COBEM 77. Naque-
la oportunidade tambem sera decidido o 1lo-
cal de realizacao do COBEM 79, onde espero
estarmos todos reunidos novamente.

SECRETARIO



VII

COBEM 79

The initiative of the ABCM to hold each two
years its Congress has been fully justified
by the wide recognition it has received as
an outstanding scientific event.
The steady growth of scientific production
in this country, and the increasing
interest in the Congress by foreign workers
in the field of mechanical engineering,
suggests that time has come for another
step forward, the publication of the
. Brazilian Review of Mechanical Engineering
as an official vehicle of technological and
scientific information, under the
responsability of the ABCM.
The review would allow freshly produced
works to be readly published, estahlishing
in this way a continuous exchange of
information amongst those engaged in
teaching and research in the field of
mechanical engineering. It is planned to
put the publication of the Review under
dehate 1in the General Assembly on the
14th of December and it is our hope that
definitive actions will be envisaged to
make the Review a reality very soon. Also,
during the General Assembly, it will be
decided the place of the COBEM 79 where,
we hope, we will meet once again.

SECRETARY
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1. Introdugao

E fato conhecido que quando excitamos uma viga através
de impactos axiais ela também vibra flexuralmente. Este e-
feito &, provavelmente, devido a imperfeigdes geométricas,
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excentricidade no carregamento, vibragoes residuais ou a su-

1l
oS |
perposigbes destas causas.

Conhecer este fenomeno € necessario para que possamos H
projetar com mais seguranga elementos estruturais ou membros’

o s s " —_
de maquinas que estejam sujeitos a impactos axiais durante

sua vida Util. Entre os parametros que necessitam ser estu-'

dados estao os maximos deslocamentos e tensdes despertados
pelos impactos, a existéncia ou nao de ressondncias e "car- |
gas criticas", a estabilidade do sistema, os efeitos do nmate
rial e da geometria da viga, a forma e a duracde do impacto,
a influéncia das condigdes de contorno do sistema.

A literatura disponivel relacionada 3 resposta flexural
de colunas sob impactos axiais n3o € extensa:

Hoff [1] estudou a flambagem dindmica de colunas sim-
plesmente apoiadas, cujas extremidades eram comnrimidas sob
velocidade constante. Sevin [2] estendeu o trabalho de iiof
incluindo o efeito de inércia axial, o qual, na gama de velo
cidades usadas, ‘foi considerado pequeno. Lindbery [3] estu-
dou a flambagem 5ob imnacto de uma barra fina, assumindo im-
perfeiqées aleatérias na barra. Sua determinacaoc tecrica da
distribuigdo probabilistica dos comprimentos de onda da bar-
ra flambada foi comparada favoravelmente com suas experiénci
as. A estabilidade diniamica de colunas simnlesmente apoia-
das sob carpas axiais de curta duracdo, incluindo os efeitns
de inércia axial e de dissipagd3o interna, foi estudada por
Mc Ivor e Bernard [4]. Lyon e Zable [5] desenvolveram um
transdutor de forca usande imnactos cbtidos através de um
pendulo. Alguns resultados obtidos por estes autores foram
confirmados nesta pesquisa.

Considerando que praticamente nao eram disponiveis re-
sultados experimentais no estudo de vibragdes flexurais de
vipas submetidas a impactos axiais,nos propusemos a estudar
quais as miaximas tensdes e quais os miximos deslocamentes
laterais; a existéncia de cargas criticas dinamicas, no sen-
tido de instabilidades flexurais causadas por deslocamentes
laterais excessivos; e a identificar quais os parametros re-
levantes no comportamento de uma viga em balange sob impac-

tos axiais.
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2. 0 Apnarato Experimental

Na figura 1 temos um esquema do aparato experimental.

ESQUEMA DO APARATO EXPERIMENTAL

 |/[sueoRTE |
| oscabores] .strm

MICROSCOPIO|
DE
_ CAUBRACAD |

TRANSD DE '
DE SLOCAMENTO |

TELESCOPIO DE

[MTIMETRO] [GERADO R | [[FREQUENGI-
. ITA SINAIS | |

DE SLIDES DE CALCU

PROJETOR ﬂﬂiﬂUlNA

- FiG. | -

A viga em teste era presa a uma base rigida e isolada
das vibragdes do prédio, através de um engaste fixdvel 3 ba-
se por gramnos e parafuso de encosto. O martelo, suspenso
por um suporte dotado de um ajuste continuo, excitava a viga
com impactos cuja axialidade era garantida com auxilio de um
telescépio de alinhamento Hensoldt Wetzlar (ajuste dentro de
2 x 107°

A forga, a forma e duragaoc do impacto eram medidas nor

m).

um sistema composto de um osciloscopio com memdria (Tektro-
nix 5103N), um pré-amplificador (Bruel & Kiaer 2622) e um a
celerometro (B&K 4333) fixado ac martelo. Este sistema foi

calibrado em conjunto usando-se um pegueno vibrador capaz de
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manter uma amplitude de aceleragao de 17 (aceleracao da gra-
vidade).

Nas medidas das deformacoes flexurais usamos extensome-
tros (Strain gages BLH) e um indicador digital dotado de me-
moria (B&K 1526). Nas medidas das deformagoes axiais também
foram usados strain gages, ligados a um osciloscdpio com me-

moria (Tektronix Carrier Amplifier 3C66 e 564 Storage Osc

loscope). A calibragao das medidas de deformacde foi feita

.

usando-se resisténcias padrao.
Nas medidas dos deslocamentos laterais usamos transduto

res capacitivos, osciladores e conve

sores de reatancia, de
fabricagdo Disa. Para calibragdo deste equipamento usamos
um microscépio acoplade a um micrometro Carl Zeiss.

Todas as medidas efetuadas nos osciloscdpios forar foto

s. b i 05 1 aspect drea de pesquisa.
rafadas Na figura 2 temos um aspecto da ar lig % 1u

Fig.2 - Aspecto da montagem

3. Técnicas de Medigdo

Medidos o momento de inércia da segdo reta (I) e a mas-
sa por unidade de comprimento (p) das vigas, elas eram pos-
tas entre as cantoneiras de engaste e fixadas a base.

Garantida a horizontalidade do balango procediamos 3 fu
ragao da parte engastada para passagem de pinos guia.

Apés a cuidadosa colagem dos extensOmetros [6,7,8,9] me

diamos o primeino periodo natural de vibracgao (Tlf) e calcu-
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livamos o modulo de elasticidade (E) da viga pela formula:
(10]

HH2 DL.k
T§T§§§ = L - comprimento deo halanco

Irlf

£

0 alinhamento entre o pendulo e a viga mestrou-se um fa
tor critico durante a pesquisa. HNos primeiros testes o ali-
nhamento era feito visualmente, o nue para angulos pequenos
mostrou-se satisfatdério. No entantc, para anruloz maiores
(~ 1% a 2°) necessitamos usar um telescdpio de alinhamento
para obter resultados confiiveis. Uma verificacdo auxiliar
bastante Util da axialidade do impacto era o ruide da batida
entre o martelc e a viga. Com um alinhamento Lem feito o

"seco" e o martelo recuava sem oscilacoes laterals

ruido era
engquanto que com um mau alinhamento, o ruide era "espirradn”
e o recuo do martelo apresentava oscilacdes laterais. Apds
o alinhamento a distancia entre o martelo e a vipa era ajus-
tada para que tivessemos o impulsc desejado.

Para evitar erros devidos a nao simultaneidade do ins-
tante inicial das varias medidas, todos os instrumentos eram

disparados (triggered) pelo comego do sinal de aceleracgao.

4. Resultados e Discussoes

Hda Tabela 1 sao apresentadas as constantes da viga.

TABELA 1
h largura da viga 1,015 mm
b altura da wviga 29,824 mm
] massa por unidade de comprimento 0,232 kg/m
L comprimento do balango 0,2601 m_y,
I momento de inercia 2,599x10 " ,m
A drea 3,027x10 "m
Tif 19 periodo natural de vib. flexural 0,077 s 4,
E modulo de elasticidade 2,202x10" "Pa
Pcr carga critica de Euler 20,870 N
£ fator de amortecimento n,002
Ip impulso padrao 1,607 Ns
Y1a av periodo natural de vib. axial 0,21 ms

Material: ago inoxidavel AISI 316
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Na figura 3 temos a relagdoc entre as maximas deforma-
¢oes de flexdo, medidas em pe (e =

nais aplicados a viga, definidos pela razao In/Ip; onde In

impulso nominal = MV, massa X velocidade do martelo; e Ip e

o impulso padrao da viga, definido como:

3
= = i v P = - e ~ f] *
Ip = pcr X Tp T 77030 pEI Bow carra de ,Lamaiﬁigrde
i
ME
MAXIMAS DEFORMAGCES DE FLEXAO VERSUS 1n/Ip
20
100/
807 +-M=1172 Kg
ol o -M=0.204 Kg
A -M=0.571Kg
«©
2

07 D1 00 10 K0 A0 20 20 30 3 40 440 480

In/Tp
- FIG.3 -

Estas definigdes do impulso padrao e do impulso nominal vi-
sam facilitar os cadlculos das tensoes de flexdao por engenhei
ros que nao possuam o sofisticado instrumental necessario na

i ; 2 g T :
ra medir os impulsos reais aplicados a viga. 0 desvio pa-

drdc médio das medidas de defsormagdo foi 5,1% e os pontos ex
perimentais definem uma relagdo linear de equagao:

pe = 350 In/Ip (1)

As tensoes de flexao podem ser facilmente calculadas usando-
se a equagao (1) e aplicando-se lei de Hooke.

Na figura 4 temos a relagao entre as miaximas deforma-
coes de flexdo e os impulsos medidos Im/Ip. Im € o impulso
realmente aplicado d viga e obtido por integracioc numérica
das curvas de aceleragdc versus tempo. Conforme pode ser

AL/L), e o5 impulsos nomi'

I
|

R
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constatado a relagac também & linear e tem nor equagao

ue = 187 Im/Ip (2)
me ) .
MAXIMAS DEFORMAGDES DE FLEXAO VERSUS Im/Ip
140
120
00 + *
o +-M=1.172 Kg
4 . + o -M=0204 Kg
" A-M:=0571Kg
P te
[ ?
0 o
0 200 00 s 800
Im/Ip
- FIG. 4 -

Como o coeficiente de restituicac entre a repua e o rartelo

€ aproximadamente 0,9 (chogue quase elastico) temos:

Im ~ 1,9 In =+ pe ~ 355 In/Ip (3)

Comparando (3) e (1) vemos que justifica-se plenamente a pro
posigao de usarmos o impulso nominal In para calcular as ten
stes de flexao.

Para 3 martelos usados temos, na figura 5, a relagao en
tre a duragae do impacto, T, em ms, e o dngulo de langamento
do péndulo, 0, em rd. Observamos que para angulos maiores
que 0,050 rd a duragac do impacto & praticamente constante,
enquanto que um lipeiro aumento nesta duraciac € constatado
para angulos menores. Observamos também que os martelos
mais pesados tem um contato mais longo com a viga. Estes re
sultados confirmam o trabalho de Lyon e Zable [5]. Maiores

detalhes sao discutidos por Castro [11].
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Lol DURAGAO DO IMPACTO VERSUS AnauLd 0o PENDULO
+-M=11T2Kg
1001 ©-M=0204Kg
o ————— A-M=0571Kg
e . .
40 '.i‘h,.t_. . - o
. ¢}
0] " 00 040 Os0 0BO 00 O A0 160 B0 X0 220 240
6,(rad)
- FIG. 5 -
Na figura 6 temos a relagdo entre as miximas forgas de
impacto, P___/P__, e 0, o aAngulo de lancamento do péndulo.
v max ocr

Conforme esperado para pequenos angulos de lancamento a rela
- - . .
gao ¢ linear [b] .

le A ”~
Per FORFAS MAXIMAS VERSUS ANGULO DO PENDULO

*

+-M=LIT2 Kg
- M=0204 Kg
A-M=057 Kg

8 8 8 8 8 B 2

M0 040 060 080 X0 120 40 KD 180 200 20 M0

Bdrad)
-FlG.6-

Na figura 7 ternos uma resposta tipica de deslocamento
versus tempo para um impulso fixo e na figura 8 uma resposta
de deslocamento versus impulso, para um tempo fixo. Confor-
me vemos hd uma grande influencia no 29 modo natural de vi-

bragdo nestas respostas e nao verificamos nenhuma instabili-
dade no sistema.
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fn medidas de deslocamento da viga nao anresentaram um

comnortamento tioc repetitdrio quanto as medidas de deforma-
cdo.

DESLOCAMENTO VERSUS TEMPO, In/Ip FIXO

In/lp = 0.44|
M:1.172 Kg
POSIGAD DA VIGA
PARA VARIOS IN-
TERVALOS APOS
0 IMPACTO.

TEMPO EM mS

- FIGT -

tm"* DESLOCAMENTO VERSUS MPULSO,T FIX0
y

DD-PICD SUPERIOR

t=13mS APOS
0 IMPACTO.
M= 1172 Kg

- FI6.8 -

5. Cenclusdes

llesta pesquisa fol feito um estudo experimental das vi-
bragoes flexurais de uma viga de segdo reta constante, em ba
lango, causadas por impactos axiais aplicados através de um
arranjo pendular. Concluimos, no intervalo pesquisado, que
a resposta da viga aos impactos é um fendmeno repetitdrio e
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os impulsos sao parametros importantes no problema. 0s im-

pulsos nominais, definidos como o produto da massa pela velo.

cidade do martelo, podem ser usados nos calculos, ndac haven-

do necessidade de medir os impulsos reais por integracao da

curva forga versus tempo.

ximas tensces de flexao e os impulsos aplicados a viga. Ha

grande influéencia do 2?2 modo natural de vibracdo nos desloca

mentos laterais da viga. Nao foi constatada a existéncia de

nenhuma carga critica dinamica no intervalo pesquisado.

(1]

L2}

(4]

(5]

(6]

(7l
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CASTRD, J.T.P. e SUNPDARARAJAN, V.

LSTUDD CLXPERIMENTAL DE VIGAS EM BALANCO

S0B IMPACTOS AXIAIS

Sumario

Este estudo € uma investigag&o exnerimental das vibra-
goes flexurais de uma viga em balango causadas por 1mpact05
axiais. Uma série de medidas foi feita usando-se uma viga
de ago inoxidavel submetida a impactos de diferentes ragnltu
des, aplicados através de um arranjo massa-péndulo. A awpll
tude dos impulsos foi variada mudando-se o neso e o an?ulo
de langamento da massa do 3endulo

Para a gama e a caracteristica dos impactos uttllzados
nesta 1nveqt1gagao concluimos que a amplitude dos impuls
aplicados e o parametro relevante da respos sta transversal da
viga. As maximas tensdes de flexao e os maximos deslocamen-
tos laterais relacionam-se linearmente com a amplitude dos
impulsos axiais aplicados. Nao foi observada nenhuma insta-
bilidade dinamica, no sentido de deslocamentos laterais ex-
cessivos, na gama de impulsos utilizados nesta pesquisa.

LEXPERIMENTAL STUDY QF CANTILEVER BEAMS

UNDER AXIAL IMPACTS

Summary

This study is an experimgntal investigation of the
dynamic response of a cantilever beam due to axial impact.
A series of response measurements was made for a
cantilevered stainless steel beam subjected to impulses of
different magnitudes. The impulses were induced by a
pendulum-impact mass arrangemdnt and their magnitudes were
varied by changing the weight and release angle of the
pendulum mass.

For the range and character of impulses utilized in
this investigation, it is conc¢luded that the magnitude of
the applied impulse is the relevant parameter for the
transverse response of the beam. Moreover, both maximum
bending stresses in the beam and its maximum lateral
displacements were found to be linearly related to the
applied axial impulses. No dynamic instabilities, in the
sense of excessive lateral displacements of the beam, was
observed for the range of impulse magnitudes selected here.
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1. Introduction

The application of fracture mechanics to engineering
problems requires a knowledge of the stress intensity
factor for the problem under consideration. The stress-
intensity factor, K, is a measure of the amplitude of the
stress field surrounding the crack tip and is a function of
the crack and specimen geometry and the loading state. The
crack is stable until the local value of K reaches a cri-
tical value, Kc' called the fracture toughness of the
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material, which is a material property that must be measured.
For most two-dimensional problems, the stress-intensity
factor may be obtained by either analytical means or numeri-
cally using the finite-element approach.

Most three~dimensional problems remain unsolved due
to the limitation of analytic techniques and computer
capacity. Several experimental studies have attempted to
determine the stress-intensity factor variation in three-
dimensional problems, notably in plates with through
cracks. All have used the frozen stress techniques of
three-dimensional photoelasticity. Fessler and Mansell [1]
studied a thick plate with an edge crack, and found no sig-
nificant stress-intensity factor variation throughout the
thickness. Smith and Smith [2] and Mullinex and Smith [3]
studied bending of cracked plates. Villarreal, et al [4]
studied cracked plates under tension. These researchers
found stress-intensity factor variations that supported the
various analytic cracked plate solution advanced by Sih [5]
and Hartranft and Sih [6]. Unfortunately, the frozen-
stress technique is always suspect when used for crack prob-
lems. With this technique, extreme care must be exercised
to prevent introduction of significant error. These pos-
sible errors are due to crack blunting, and residual
stresses from the casting and slicing of the model, and
unknown changes in Poisson's ratio. Smith [7] gives a good
current review of three-dimensional photoelasticity applied
to fracture mechanics.

Barker and Fourney [8] devised a new technigque of
analyzing three-dimensional problems which utilizes scattered
light speckle interferometry. This technique has been
applied to an ASTM compact tension specimen in a Mode I
loading and the variation of the stress intensity factor
along the crack front determined [9]. It was found that,
for this naturally grown crack, which had arrested after
propagating through a portion of the specimen, the stress
intensity factor (SIF) was constant. Although this makes
perfect sense from a physical point of view, it was in dis-
agreement with the results previously referenced and those
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of Schroedel and Smith [10] who performed a three-dimensional
photoelastic analysis of a compact tension specimen using
the frozen stress technique. The major difference in these
two studies was the curvature of the crack. The naturally
arrested crack had a slight curvature, but well within ASTM
requirement for a valid plane strain test, whereas the
crack of Schroedel and Smith [10] had been sawn and was
therefore straighter, albeit duller. The study reported
here was undertaken to determine the effect of the crack
curvature. That portion of this study using scattered
light speckle interferometry has been reported previously
[11] and will not be repeated here.

2. Description of Method
The stress field ahead of the crack tip is given by

_ _K 8 - il 36
v ™ /__5-1; cosy [1 sing 51n—2—] £ i
_ _K 8 0 .. 3087
cy /5?;‘3055[1 + sinz 31n1r] ¥ w (1)

- 0 .8 30
ny— ﬁ COSz Sll’l? CDST * s

where the local coordinates ahead of the crack tip are
shown in Fig. 1. The stress state is independent of the
material properties, hence the above solution is wvalid for
either plane stress or plane strain. The crack opening
displacement is

uy = Eééiihégg[(a—l} cos(%) + sin@ sin(%)] (2)

where o = 3-4v for plane strain

I

L L3N
o= ao for plane stress

E is Young's modulus
v is Poisson's ratio
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For three-dimensional prob- ’
lems, plane strain is assumed to
exist on the innermost planes
and plane stress on the exter-
nal surface planes; displace-
ment compatibility requires the
stress field surrounding the
crack tip to vary throughout
the thickness of the specimen.

This can be accomplished by
assuming that the SIF is a
function of the specimen thick-

Fig. 1. Local coordinate
ness. The three-dimensional system at the crack tip

SIF, K(z) is hence a function of the thickness coordinate,
z, as well as the variable previously noted. Near the crack
tip, the crack opening displacement along the crack can be

written as

UY“K(z]/F (3)

By measuring the crack opening displacement throughout the
specimen thickness, the variation K(z) may be determined.

CAMERA
MICROSCOPE

PARTIAL MIRROR

LASER

3
ki

{;i} l:——- CRACK
<

Fig. 2. Schematic diagram of setup
for crack-opening interferometry tests
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A refinement of the crack opening interferometry
method has been used to determine the crack opening dis-
placement. A schematical of the experimental arrangement
is shown in Fig. 2. Coherent light from a He-Ne laser
reflects from the upper and lower surfaces of the crack and
forms an interference pattern analogous to a Newton's ring
pattern. This is recorded photographically by means of a
standard 35 mm camera. An example of a crack opening
interference pattern is shown in Fig. 3(a). The crack open-
ing displacement of Egq. (3) should properly be written as

pym[Kp(z) + KR(z)]/E (4)

where KP[z) is the SIF due to the applied load P and KR is
the SIF due to the residual stress field in the specimen.
Although every effort has been made, it is generally im-
possible to eliminate completely the residual stress field.
Therefore, it is necessary to cancel out the effect in the
measurement process. This is accomplished by making crack
opening interferometry (COI) measurements at two different
loading states P and P' = P + AP. A double exposure is
made of the two COI fringe patterns. This results in a
Moiré pattern of the two COI fringe patterns. The pre-
dominate Moiré will be the subtractive pattern. This is
shown in Fig. 3. COI fringe patterns (a) and (b) corres-
pond to loading states P and P'. Each dark fringe
corresponds to the locus of points along which the crack
opening displacement is:

_ [ 2n=1\)
Zuy = (—2—)5 (5)

when n is an integer and A is the wavelength of light,
0.6328uM for these experiments. The corresponding rela-
tionships for the stress intensity factor are: for the
first exposure

by =[Ko(2) + Kg(@] F (6)
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Fig. 3. Moiré of crack-opening interferometry

(a) (b) (c)
COI of load P’ COI of load P' Moiré of loads
P and P'
and for the second exposure
Wy a[l{P,{z) ¥ KR(Z)} VT (7)

Since it is a linear problem and the Moiré fringes corres-
pond to the subtractive pattern, each half-tone Moiré

fringe in Fig. 3(c) is the locus of point having the dis-

placement

o " Y 7
B, = yuY [Kp{z) xp.tz)] F = Ky (2)/F (8)

Note that the SIF due to the residual stress is constant
and hence has been eliminated by this method.

3. Description of Experiment Technique and Resul ts

The ASTM compact tension specimen was used in this
study. This specimen, shown in Fig. 4, is widely used to
determine the plane strain fracture toughness of materials,

hence it is assumed to have negligible variation of the
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v 0.25 W DIAMETER
R . f
: ENVELOPE OF STARTER

/ NOTCH PLUS CRACK

Fig. 4. ASTM compact tension specimen

SIF from the plane strain value throughout its thickness.
For this study, PMMA was used which has a yield stress of
9000 psi and a fracture toughness of 1000 psi/in. This is
obviously a brittle material that exhibits a small amount of
plasticity and therefore ideal for modeling brittle fracture
mechanics. Cracks with various radii of curvature were
grown. A circle of radius R defined by the crack lengths
at the two surfaces and at the centerline was used to des-
cribe each crack. The average of these crack lengths, a,
normalized by the specimen- length, W, is the only other
parameter necessary to define the geometry. ASTM [12] re-
guires that valid specimens should have 0.45<a/W<0,55.

This was the case for most specimens tested with a/w=0.50
the most prevalent value.

The fringe order, which by Egq. (5) is proportional

to the crack opening displacement, is plotted versus its
location. As shown in Fig, 5, for a crack which has a
curvature parameter R/W of 0.90, the experimental data fits
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nicely to the form of Eg. (8). The slope of these
straight lines on the log-log plot is 0.5 and the intercept
gives the wvalue of the SIF. It will be noted from this
figure that the SIF at the surface is greater than that at
the center. Figure 6 shows similar data for a much
straighter crack. In this case, the slopes are no longer
equal and the SIF is greater in the center than at the sur-
face.

The value of the SIF was determined by using a least-
squares method to determine the best fit of the data
points. For each test, the variation in the SIF, defined
as

K_~-K
5K = C Ksux:‘:Eace (9)
C

was determined.

These data are plotted versus the crack curvature in

Fig. 7. It will be noted that for "straight" cracks, §K
30—
20—
‘: 10— 10 ™ 0
wn I 1 L |
z 0 P;“ = Crack Curvature
8 -10— B n Plane Stress-
= m— " Pane Sirain Theory
= 20—
E 20 5] “‘-3ponnls
? -30—
X ASTM REGION

Fig. 7. Effect of crack curvature
on variation of SIF



22

0 tod ——!—\°

e Py =090 8-69¢ los 5\,
-10%% = Ry =090 8- 88 Ibs .
&
CURVED CRACK
=
iH
n
Z
Z . A
o STRAIGHT CRACK
< °
o 0%
s
? .""—/Eﬂ
E ;ﬁ’i/ﬂ
0 9
@ spec A _ AP- 925 lbs
a2 spec B = AP, 750 Ibs
0% a spec C  RAw=122 aP. 690 Ibs
¢ SURFACE
Fig. 8. Variation in SIF
throughout specimen thickness
CURVED CRACK
0 Ry =090 AP= 694 Ibs
0.60— ap
% “y = 090 AP=1388 lbs
E
< oso—4 2 : 2 B 8 8
5 a o o
U]
z
n 0.L0—
U] SURFACE
£ &
z l
w
o
o STRAIGHT CRACK e
X 0 Spec A AP= 925
60—} =
g ¢ 0O Spec A = pp.750 /%
o 4 Spec B Ry =122 AP.6.90 /g
o A ﬂ’/’d |
0.50 & ] er l
()
0.40—

Fig. 9. Variation in crack opening
singularity throughout specimen thickness




23

is positive, hence the SIF at the center is greater than at
the surface. For very curved cracks, the inverse is true;
therefore if a straight crack began to propagate, it will
tend to "tunnel" until a specific curvature has been
attained, after which time it will propagate in a stable
manner.

The specific variation through the thickness of the
SIF is shown in Fig. 8. This shows the different charac-
ter of the "straight" (this implies a radius of curvature
greater than the stable wvalue) and curved cracks. of
perhaps more interest is the variation of the crack tip
stress singularity throughout the thickness as shown in
Fig. 9. For the curved crack, the value is 0.5 as pre-
dicted by Egq. (8); however for the "straight" crack, the
value is the expected value of 0.5 except for a boundary
layer region near the surface. The crack opening func-
tional exponent increases to 0.6, which in turn implies a
weaker stress singularity. Therefore, for a straight
crack not only is the SIF greater in the center but also
the strength of the singularity is greater, hence the
"tunneling" effect is even more pronounced.

4. Conclusion

In Fig. 7 the limit of curvature which ASTM allows
for a valid test is indicated. The guantity to be deter-
mined by this test is the plane strain fracture toughness.
Hence the §K should be zero. These data show that as the
test proceeds, the curvature will approach the proper reg-
ion in the absence of residual stress. Also, Fig. 8
shows that the variation of SIF from the surface to the
center will be greater than 10%. These results are
valid in the absence of residual stress. When residual
stresses exist, then from reference [9], one would expect
a uniform SIF for a natural crack.

These data also show that the stress singularity
for a straight crack, near the surface is not 0.5, but a
value somewhat less and dependent upon the curvature,

until a critical value has been reached; after this
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curvature has been attained, the singularity remains con-
stant throughout the specimen thickness. Further, when
surface deformations are used to predict the overall SIF,
variation of over *+10% may be expected depending upon crack

curvature. The final shape of stable crack propagation is

highly dependent upon the residual stress field. In prin-
ciple, it would be possible to determine the unknown resi-

dual stress field by observing the crack front curvature.
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FOURNEY, MICHAEL E.

EXPERIMENTAL DETERMINATION OF THE EFFECT

OF CRACK FRONT CURVATURE IN AN ASTM

COMPACT TENSION SPECIMEN

Summary

Experimental measurements of crack opening displace-
ment by two new optical techniques, scattered light speckle
interferometry and Moiré of crack opening interferometry,
have been used to determine the variation of the stress in-
tensity factor along the crack front. ASTM compact tension
specimens of PMMA with cracks of varying curvature were
tested. This study shows that a straight through crack in
Mode I propagation is unstable. Variations of the stress
intensity factor, and the strength of the crack tip stress
singularity will cause the crack to propagate with a speci-
fic curvature. This curvature is a function of geometry,
the material properties and the residual stress field.

DETERMINACRO EXPERIMENTAL DO EFEITO DA

CURVATURA DE FRENTE DE FISSURA EM UM

ESPECIMEM COMPACTO DE TENSAO ASTM

Sumdrio

Medidas experimentais dos deslocamentos na abertura
de uma fissura através de duas novas técnicas, interfero-
metria de luz espalhada e interferometria de abertura de
fissura de Moiré, foram usadas na determinagao da variagdo
do fator de intensidade de tensdo ao longo da frente da
fissura. Espécimens compactos de tensdao ASTM de PMMA
(Polymethyl Methacrylate) foram testados com fissuras de
curvatura variavel. Este estudo mostra que uma fissura
reta é instdvel no Modo I de propagagdo. Variagodes do
fator de intensidade de tensdo na ponta da fissura
acarretam a propagagdo da fissura com uma curvatura
especifica. Esta curvatura € fungdo da geometria, das
propriedades do material e do campo de tensao residual.
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1. Introdugiao

Viarios trabalhos tem sido desenvolvidos 3 rTespeito
das deformagoes de colunas de parede fina, com o intuito de
se determinar exatamente o comportamento destas estruturas
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sob carga. Gorbatov § Valenta [1] apresentam um estudo ted-
rico geral baseado na teoria da membrana, que € praticamen- ;
te o ponto de partida para muitos dos trabalhos. Consideram |
que as paredes da estrutura podem se comportar como membra-
nas, desde que se considerem regicdes afastadas da zona de a
plicagdo da carga, e estabelecem formulas de equilibrio e
fluxo de tensoes.

Dreyer [2], por sua vez, apresenta uma analise tedri-

ca, através de formulas simples, das deformagoes a flexao e
torcdo para casos tipicos de carregamento em colunas de fre
sadoras mandriladoras. Realizou paralelamente ensaios préti
cos, que confirmaram com boa aproximagdao o calculo tedrico.

Kamynskaya, Levina & Reshetov [3], baseados em longo
trabalho experimental, propdem também formulas para a deter
minagao das deformacgoes para cargas de torgdo, considerando
um caso de carregamento identico ao utilizado por Dreyer. A
aproximagao em relagdo aos casos praticos, obviamente,deve-
rd ser melhor do que a obtida por Dreyer, ja que as fdormu-
las sdo adaptadas ao caso pratico, onde além da rigidez de
membrana, as paredes sao dotadas de rigidez flexional.

Mais modernamente, com ¢ desenvolvimento e facilida-
des das técnicas digitais, tem side empregado o método de
elementos finitos para a analise de colunas. Neste sendito
cabe citar o trabalho de Hinduja § Cowley [41. onde alem do
desenvolvimento do método computacional, & analisado o com
portamento da estrutura sob duas formas: considerando e des
prezando a rigidez flexional das paredes. Tomando as dimen-
soes das colunas testadas por Dreyer, eles aplicam o método
dos elementos finitos (com elementos retangulares)}, obtendo
boa aproximacao em relagao aos valores de Dreyer (sem rigi-
dez flexional) e com os resultados de Kamynskaya, Levina §&

Reshetov (considerando a rigidez flexional).

E claro que as diferentes teorias levarao a diferen-
tes resultados. O objetivo principal deste trabalho ¢ a de-
terminagdo das deformagGes por método experimental e a com-
paragdo destes valores com os valores tedricos estabeleci-
dos, para varios tipos de colunas e dois tipos de cargas:
flexao e torgao.
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Muitas indicagoes de procedimentos foram tomadas a
partir de trabalhos semelhantes [6, 7] que também utiliza-
ram métodos experimentais.

2. Calculo tedrico das deformagoes

0 cilculo teérico das deformacoes foi feito  através
dos métodos anteriormente citados.

Da mesma forma que Dreyer, partiu-se de simplifica-
goes obtendo-se os valores das deformagoes para dois casos
de carregamento, flexao e torgdo, mostrados respectivamente
nas figuras 1(a) e 1(b).

(a) (b)

Fig. 1 - Formas de carregamento utilizadas por Dreyer.

Os valores obtidos, representam as deformacbes médias na se
gao carregada.

Segundo Kamynskaya, Levina § Reshetov foram obtidos
valores de deformacao para cargas de torgao, usando O mesmo
esquema de carregamento utilizado por Dreyer (Fig. 1(a)),po
dendo as deformagdes, neste caso, ser calculadas para qual-
quer segao. Os valores determinados, como no caso anterior,
representam as deformagdes médias na secgdo.

Finalmente, utilizou-se o método dos elementos fini-
tos para o cilculo das deformagbes, através do sistema
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PROASE |5|, dividindo-se cada coluna em elementos retangula {8’
res, e simulando-se as guias através de elementos tipo vi- 4
ga. Para todos os casos de flexao, fol considerada a sime-}
tria do plano XZ, analisando-se com isto apenas meia estru-
tura. Para os casos de torgao a antissimetria em relagao a
XZ so e valida para os modelos com guias, devido a forma de
carregamento.

3. Ensaios experimentais com modelos de colunas

Foi planejada e executada uma série de testes para a
obtencdo de dados e resultados experimentais [6].

3.1 - Modelos

Foram construidos para os testes oito diferentes ti-
pos de modelos, com duas formas de segao: retangular e qua-
drada.

As formas e dimensdDes correspondem aproximadamente as
que ocorrem com frequencia em colunas de mdquinas-ferramen-
ta. 0Os modelos foram fabricados a partir de chapa de ago,
com espessura média de 2,38 mm, para a qual se determinou a
través de testes, as caracteristicas de elasticidade. Os va
lores correspondentes obtidos foram: E = 1,981?!.1{}_4 kgf/mm2
e u = 0,25, para o modulo de elasticidade longitudinal e o
coeficiente de Poisson, respectivamente.

Todos os modelos foram construidos com uma altura L =
600 mm. Possuem para as dimensoes da seg¢ao transversal, to-
madas sobre a linha média, os seguintes valores:

- modelos de secao retangular: b = 97,38 mm, h = 197,38 mm
- modelos de secao quadrada: b = 97,38 mm, h = 97,38 mm.

Para cada forma de secao, foram construides gquatro mo
delos:

a) modelo simples com solda continua (semelhante aos testa-
dos por Dreyer)

b) modelo simples com soclda segmentada (35 mm solda - 35 mm
espagamento)

c) modelo com guias com solda continua

d) modelo com guias com solda segmentada (idem b)).

Os modelos com guias foram construidos de modo a simu
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lar melhor a aplicagao de carga em uma coluna real de maqui
na-ferramenta. Possuem em uma de suas faces um par de guias
representadas por perfis tipo cantoneira de abas iguais. A
espessura média das abas destas cantoneiras € de 6,14 mm,va
lor estabelecido a partir da relagdo aproximada 2,5, que &€
utilizada entre a parede e a correspondente guias em maqui-
nas-ferramenta. A largura da aba foi fixada em 20 mm, e ob-
tida através de usinagem de perfil comercial (1'x1"x1/4").

A soldagem destes elementos para a confecgao dos mode
los foi feita com o auxilio de moldes de posicionamento, pa
ra que se pudesse obter boa precisao dimensional

Foi utilizado o processo TIG para a uniao das paredes
e das guias, e solda convencional com eletrodo revestido pa
ra soldagem dos modelos sobre as bases. Cada modelo possui
uma base de chapa 1", através da qual o mesmo pode ser para
fusado sobre a mesa de carga, simulando um engaste.

Na figura 2 pode-se ver o aspecto final do modelo pa-
ra secgao quadrada e retangular - modelo simples.

= T + i i"k ? 3.2 - Carrcgamentos

_k[I]*_ 1_[;1+. 8} Para sujeitar cada um dos
+ + + 4] Lk %) modelos ao carregamento, foram
L 300_| |+ |§+ J construidos dispositivos de ma-

neira que:

- as cargas de flexZo entrassem
na estrutura através de duas car
gas iguais de mesmo sentido, e-
quidistantes do eixo X de sime
tria da secao.

- as cargas de torgao (momentos)

entrassem na estrutura atraves

Fig. 2 - Aspecto constru de duas cargas iguais e de senti

tivo dos modelos. do contrario, equidistantes do
eixo X de simetria da secao.

- 0s pontos de contato entre o dispositive de aplicacao de

carga e a estrutura fossem, tanto quanto possivel,pontuais.

Conforme o caso, estes contatos foram feitos através de pa-

rafusos de ponta coOnica ou esferas.
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Satisfeitas estas premissas, foram obtidos os esquemas
de carregamento mostrados nas figuras 3 e 4 para cada tipo
de modelo testado em flexao ((a) e (b)) e em torgao ((c) e
d)).

A aplicacao das cargas foi conseguida através de pe-
sos aferidos, transmitindo-se a carga ao modelo atraveées de

cabos. )
P2 x PR x r“gi"' :

4y . Py | '

; ! .

y — T y = i. y - -T—m y = —'—F.n-:

1 i +1

U i
P

P2 PR
b}

(a) ( (c) Pl

Fig. 3 - Esquemas de carregamentos - segao quadrada.

2 x P2 % !-‘;- r'i-—.
(L | i Py 4 .
1 i | i
| : |
Y=t - Y= t—t1y= Ty = st |
" - oy
f i | ! :

Py P 7
P2 P/2 p p
(a) (b) le) ld)

Fig. 4 - Esquemas de carregamento - secao retangular.

No caso da flexdo foram aplicadas cargas de 10 ate 60
kgf. para todos os modelos, com intervalos de 10 kgf entre
uma carga e outra.

As cargas de torgao dependem do brago de alavanca(b")
(fig. 5) do dispositivo de aplicagao de carga. Os valores
das cargas P efetivamente aplicadas sobre os modelos, sao
mostrados na tabela 1.

A distancia entre os pontos de aplicagao de carga, so
bre o eixo y. para todos os modelos € b' = 80, ja que a
transmissao de carga pontual na aresta de unido entre duas
paredes vizinhas é impossivel na pratica.

Para a execugao dos ensaios foi construida uma estru-
tura que permitisse testar todos os modelos. Esta estrutura
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Valor de P |kgf| P = P b"/b'
Valor do | Mod. segao qua| Mod. segao re-| Mod. de segao
peso drada s/ guias| tangular sem quadrada e re-
aplicado b" = 532,50 mm| guias tangular com
|kgf| b = 739,40 mmf guias
H -—
2P1 b = 540,00 mm
10 3328 46,21 33,75
20 66,56 92,42 67,50
30 99,84 138,64 101,25
40 133,12 184,85 135,00
50 166,41 231,00 168,75

Tab. 1 - Valores das cargas de torgao.

P g
7 © o N :%’
o
J Wy 4 “,VH” e
: A
Y vy A i’ {;

Fig. 5 - Sistema de carregamento para flexao e torgao.

(1) - mesa base de carregamento, (2) - colunas da estrutura,
(3) - elementos de interligagao das colunas, (4) - modelo,
(5) - base do modelo, (6) - dispositivo de aplicagdo da car

ga, (7) - roldanas, (8) - cabo de transmissao da carga.
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foi subdividida em duas sub-estruturas independentes: a de
carregamento ¢ a de medigao.

A primeira suporta todo o sistema de aplicagdo de car
gas, inclusive o modelo. A segunda suporta apenas o sistema
de leitura. A separagao se fez para impedir que as possi-
veis deformagoes do sistema de carregamento viessem a preju
dicar as medigoes. Na figura 5 pode-se observar os sistemas
de carregamento preparados para as cargas de flexao e tor-

gao, respectivamente,

3.3 - Sistema de medigdo

Para a determinacgao das deformagoes foi utilizado um
conjunte de dez transdutores eletroindutivos (comparadores),
acoplados a um aparelho de amplificagdo e leitura e monta-
dos em suporte especial, fixado sobre a mesa de medigdo.
Mais dois transdutores auxiliares foram usados para
a determinagao dos possiveis deslocamentos relativos entre
o sistema de carga e o sistema de medigdo. 0 esquema simpli

ficado da ligacdo €& mostrado na figura 6.

IANSDUTORES [ = i ol |0O |0
. I s |0ro|oso|osoloro|oro
YODELD. 4 LSl 1o lgeojoso|oso|oso|oso
APARELHO DE AMPLIF. E LEITURA
- TESAMODUL -
SUPORTE r" ____________________
DOS | RA TOR
TRANSDUTORES | _l |
P
| iy
| .2 e 3 6
| e O @ @ &
[ 1} SELETOR
I [ [13
| CANAIS SWOADE
DE LEITURA

[eouiPAuENTO AuXiLiAR

s SR e e R e
Fig. 6 - Esquema de medigao.
Todos os valores obtidos para as deformagoes em um ci

clo de carregamento foram tomados das médias entre os valo-

res para carga e descarga. 0s ciclos de carregamento foram
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repetidos tantas vezes quantas necessarias para que a dis-
persdao da média dos valores n#o ultrapassasse o maximo erro
percentual indicado para o equipamento. O equipamento foi
previamente aferido.

4., Resultados
Devido ao grande volume, reproduzem-se aqui somente
parte dos resultados. Para isto considera-se,sobre cada mo-
delo, um ponto analogo A, isto €, um ponto em posigado rela-
tiva idéntica em relagdo a um dos vértices da segao.
Sobre todos os modelos tomou-se o ponto A (h/2, 40
mm), como mostrado na figura 7(a), a uma altura z = 580 mm,
fig. 7(b).
Os deslocamentos do
i# ponto A segundo o eixo x, em
‘LT cada um dos modelos, para os
l maximos valores de carga a-

plicados, sao encontrados na
tabela 2.
Gk 1 Cabe salientar que oS

580

resultados 1) e 2) sao valo-

[ = res médios para os desloca-

mentos das paredes paralelas

(b) a x. Ja 3) e 4) sdo os valo-

res de deslocamento do ponto
Fig. 7 - Posicdo do ponto A especifico. Os valores ted-

ricos das deformacgoes a fle-
xac, apresentam-se proximos aos  valores determina
dos, e isso para todos os.modelos. Na torgao verificaram-se
grandes diferengas em relagdo acs valores teoricos.

Dos testes de torgdo, os relativos aos modelos retan-
gulares sem guias foram os que apresentaram maiores proble-
mas de repetibilidade. Foram efetuadas algumas corregoes e
modificagbes no dispositivo de aplicagdo de carga, contudo
sem muito sucesso. Os modelos quadrados sem guias, apesar
de boa repetibilidade, ndo apresentaram linearidade da rela
¢do carga-deformagdo para os pontos medidos, exceto em ni-
veis mais baixos de carga (1 e 2%). Os demais modelos tes-



36

tados a torgao (com guias) apresentaram boa consistencia

das deformagdes (antissimetria) e boa repetibilidade dos re
sultados.

Valores dos deslocamentos um (em Xx)

Modelo |1)Dreyer 2)Kamyns- |3)El. fini |4)Experimen
2| kaya |3 tos |6] tal |6]
Quc -166,09 . SAFice | el
Qos -186,40
Q
% | RoC _34.76 } 45,158 -37,08
© | ROS -38,56
559
Q1C _ _ T 272,23
Q1s -75,03
R1C B _ 16.78 -16,98
R1S 1413
Q0C  1_2036,82 342,26 | -318,65 ~158,90
QoS -133,50
o | REE -478,92 -280,20 | -442,80 s
= | ROS -4,34
e
s | «ac i} } -110.73 -248,90
| Q1S -267,05
R1C _ ) 61,35 -151,37
R1S -145,44
Codigos: Q - segdo quadrada 0 - sem guias
R - segao retangular 1 - com guias

C - cordao continuo
S - cordao segmentado

Tab. 2 - Deslocamentos do ponto A.

Para se ter uma idéia qualitativa das deformagOes a-
presenta-se, na figura 8, a geometria das secoes deforma-
das, em comparagao com o5 resultados obtidos por elementos
finitos. Estdo representadas somente as secoes deformadas
dos modelos de solda continua, ja que os resultados sdo si-

milares para os correspondentes de solda segmentada.

5. Conclusoes

Nao se poderia esperar que um teste experimental sim-
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Fig. 8 - Aspectos das secoes deformadas.

ples, fornecesse dados ambiciosos para o desenvolvimento de
novas teorias. Os resultados obtidos corroboram esta afir-
magao. Normalmente deve-se partir de um conhecimento prévio
do fendmeno, pelo menos na sua forma mais rudimentar.A cons
trugao dos modelos e estruturas adequadas a montagem do sis
tema sao 0s pontos mais importantes a serem considerados.
Possiveis erros sistemdticos deverdo ser determinados
em testes preliminares. No caso dos testes de flexdo, por e
xemplo, foram detetados deslocamentos da mesa de carga, que
foram levados em consideragdao para a corregao dos resulta-
dos. Na torgao, o valor destes deslocamentos & minimo, ndo
sendo significante leva-los em consideragio para corregao.
Dever-se-ia procurar, especialmente para testes de ca
riater quantitativo, submeter ac mesmo experimento  Vvarios
espécimes identicos, afim de obter resultados altamente con
fiaveis. O teste de um (nico espécime ndo pode ser conside-
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rado como conclusivo, uma vez que um possivel erro na sua

propria construgdo podera alterar completamente os resulta-

dos. Nesta pesquisa trabalhou-se com um espécime de cada mo
delo apenas.

Em suma, procurou-se estabelecer e esclarecer procedi

mentos e problemas que surgem em testes experimentais, ten-

tando-se das uma contribuigao ao desenvolvimento da técnica

de modelos aplicada a estruturas.

1]

[2]

(3]

(4]
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MARQUES, E.R.C. e KOZEL, J.
UM METODO DE ENSAIO DE MODELOS MECANICOS
(COLUNAS DE PAREDE FINA)
Sumirio

£ apresentado um meétodo de execugao de testes de tor
gao e flexao em estruturas tipo coluna de parede fina, para
determinagao dos valores das deformagoes sob carga.

Descreve-se a construgao dos modelos, formas de apli-
cagido de carga e o sistema de medigdo utilizado.

Comparam-se os valores determinados experimentalmente
com os valores obtidos através das teorias que tratam o fe-
nomeno e especialmente com o método de elementos finitos ,
mostrando-se as formas resultantes das segbes transversais
deformadas.

TEST METHODS IN MECHANICAL MODELS

(Thin walled columns)

Summary

A method is presented for the execution for torsion
and bending tests to determine the deformation behaviour of
thin walled columns.

The construction of models, methods of load applica-
tion, and the measuring system are described.

Comparison is made between experimentally and theore-
tically obtained results, and specially with those of the
finite element method,showing the resulting shape of defor-
med cross sections.
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1. Introdugao

Este trabalho descreve a formulagao basica do proces-
so numérico computacional e programa codificado em FORTRAN
utilizados para determinar centro de cisalhamento, constan-
te torcional, constante de empenamento e constantes para ex
pressoes da fungao empenamento, momento setorial de primei-
ra espécie e fluxo de tensdes cisalhantes devido a flexao

em secgoes fechadas ou abertas, de paredes delgadas.
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As secgOes abertas sdo modeladas por um numero arbi
trario de pontos interconectados por elementos retilineoss
e/ou circulares individualizados pela ordem de seus PUWT:
tos origem e término. Os pontos origem e término de cada e-J§
lemento sao tomados sobre a linha média da secgao transver- @
sal.

Alguns resultados obtidos foram comparados com 0 que
se encontra nas referencias [3, 5, 6].

2. Configuracio geométrica do iésimo elemento

A configuragio geométrica do iésimo elemento & esque- 1
matizada na figura 1 onde A, e B, sdao os pontos  origem e;
término, respectivamente; o centroide do elemento; M; pon-
to médio entre Ai e Bi; Di centro de curvatura do elemento;

C centroide da secgdo e S centro de cisalhamento. Os eixos

principais de inércia sio representados por np‘ gp.

Fig. 1 - elementos: (a) retilineo, (b) circular.

Os dados para o programa sdo as coordenadas de Ai e
Bi e, adicionalmente, Ri em elementos circulares. O sinal
de Ry € adotado de acordo com a rotagao em torno de D; co-

mo polo.
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3. Secgoes abertas
0 fluxo de cisalhamento [11 devido a flex3ao (sem tor-
¢do) no iésimo elemento &

Si Si
qo; = qa; *+ kti(_vi[lﬁ ; 3 dsi - InE " n dsi) -

Si Si
- Vn(In 8 n clsi - ]ng " E dsi}} (1)

o , = : + . e i
née qa; dqa‘gl YE ?anl Vn e o f;ux? de ;;sa%gamento 3a
origem A, do iesimo e emento, k = ( o nE) . Vn e 13
componentes cisalhantes resultantes e In' Ig‘ InE momentos
de inércia de drea.

Considerando a configuragao geométrica utilizada, a

equagao (1) pode ser escrita na forma

qo; = Vg(qaEj + QlEi sy * QZEi s% * Q3 sen [si/IRi1) +

+ Q4 (1 - cos (si/IR;1))) + V (aa,; + QL ; s; *

2 ;
+ Q2 ; si * Q3 sen {si/IRiJ} + Q4ni{1 - cos (5i/|Ri])))
. (2)
As constantes em (2) estdao indicadas no apendice e

sdo determinadas para cada elemento e listadas pelo computa
dor.

0 centro de cisalhamento S(x ) € determinado so

sa' Vsa
mando os momentos das forgas cisalhantes nos n elementos,em
relagao a C.

A constante torcional [2] pode ser calculada, aproxi-

madamente por

J = (b, tf)m i=1,n (3)

A constante de empenamento (warping constant), usual-
mente, & definida como [1, 3, 4]

by 2 .
r = &( " (Dt - Wsi) ty dsi i=1, n (4)



bj ]
Dt = (2[0 Wsi ty dsi)/ﬁr i=1,n {31
|
Ws. = Wa. + rs. ds. i=1l, n (6)
1 1 0 1 1

Wa, & o valor de Ws, na origem do i&simo elemento e Ar a i- |
rea da secgdo transversal. A equagao (6), em funcao da con- |
figuragao da fig. 1, pode ser escrita como

Ws; = Wa; + Wl;s. + W2, sen(si/!Ri|]+ WSi{l-cos[si/|RiF))
e ()
Wsi ¢ denominado por alguns autores [4. 5} de "funcao
empenamento', entretanto, a fungao empenamento adotada nes-
te trabalho esta indicada no apendice e € importante no cal
culo de tensoes normais El, 3].
Para seccOes constituidas de elementos retilineos que

tém um ponto em comum (fig. 2), a constante de empenamento
vale [3, 5]

= (2 t? rﬁi ds;)/12 i =1, n (8)

Fig. 2

0 calculo do fluxo de cisalhamento, na torgdo nao uni
forme, envolve o conhecimento de

s
i
Qwsi = Qwsai + JD (Di - Wsi]ti dsi (9)
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denominado "momento setorial de primeira espécie" em rela-
¢ao a origem s = o (origem do primeiro elemento)(3, 4].Nova
mente, de acordo com a configuracdc geométrica, esta equa-
¢ao pode ser escrita como segue

[ERY

+

- = Uwsa. + . 5.+ G4 -
QwsJ Q sa; Qwsl1 S5 wazl s

+ QwsEi(I - cos(si/lRi|]]+ Qw54i sen(siflRi]) (10)

cujos coeficientes(V.apéndice)sao listados pelo computador.

Para estabelecer o sentido origem-término de cada ele
mento, sabe-se que o fluxo de tensoes cisalhantes € zero
nas faces livres.Assim,a utilizacgao de (2,10) requer que se
considere faces livres como origem dos elementos que a pos-
suem e o sentido origem-término deve ser tal que cada no
(ponto de incidencia dos elementos ) possa ser designado co
mo origem de um s6 elemento (fig. 3a). Para os outros ele-

mentos a ele ligados, sera um término.

Fig. 3 - (a) orientagao dos elementos para ¢ calculo de
grandezas ligadas a qo; @ (b) ao empenamento.

A quantidade LEN aumenta a medida que s au-
menta e, somente, na extremidade livre escolhida como ori-
gem das coordenadas s, ¢ nula . Logo, a Drientaqio da fi-
gura 3a nao se aplica. Para usar a equacao (7) €
necessirio que os sentidos origem-término dos elementos se-
jam estabelecidos de tal forma que cada nd seja término de
somente um elemento. Em todos os outros elementos a ele 1li-
gados, serd uma origem (fig. 3b).
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4. Secgoes fechadas

0 fluxo de tensoes cisalhantes num elemento i de wuma |
seccao fechada (auséncia de torgdo) e

qQ; = qo, *+ Qqr

i i i (11)

onde qo; ¢ dado por (2), considerando a secgao aberta e Eri
¢ a soma algébrica dos fluxos de tensdes cisalhantes redun
dantes requeridos. Os fluxos de tensoes cisalhantes redun-

dantes Qj> Ay «vvvs Qo . S30 obtidos da relagao
’L qo ds/Gt + Q. ds/Gt - zak ds/Gt = 0 (12)
T 13 isk

onde j = 1, nct; k = 1, necy: net e o numero de cavidades

tubulares da secgao e nee; o nimero de cavidades adjacentes
a cavidade j.
Somando momentos em relacaoc a C, obtém-se as coordena

das do centro de cisalhamento na forma
X o = x__ + 2L0, q,. j =1, nct 13
: j 85 (13)

j = k; mct (14)

_onde Ej & anj W an Ve e 9 € a area encerrada pela 1i
nha meédia das paredes de cada cavidade tubular j.

As constantes torcional e de empenamento e as cons-
tantes das expressdes da fungido empenamento, momento Seto-
rial de primeira espécie e fluxo de cisalhamento devido a
flexdo [1, 3, 7], sd@o determinadas modelando a seccdo de mo

do andlogo as secgoes abertas.

5. Resultados e comparagoes

Nas figuras 4 e 5 sao mostrados alguns exemplos de
secgoes modeladas por nos e elementos de espessura constan-
te. Os resultados da figura 4 podem ser comparados com as

referencias [5, 6] e os da figura 5 com a referéencia |3].

6. Conclusoes

Utilizou-se um programa codificado em FORTRAN com a
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— il
r = T =2 o o e
oz P
o j:‘ T 4{3) 7)
i " wle (8)419)
e E:'

| 23 45 6
(a)

. 3.365"

| _[__, @ (3 3.,
R=3/16 ] ,935

1.865"
1
1

) 9)
{b} ‘ ('” B8 3}
LA
Ar X¢ Ye In Iy Ing. Xs ¥s J r
{a) |7.3799 |209491|00000 |B486 |45 97 |0 00 |153306/0.0000 [017466 |336 06
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Fig. 4 - Exemplos de secgoes abertas.
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(b) |l0O7 120000|38.10786{618422 |1036 80| 0.00 |I120000|38.229362614 30

Fig. 5 - Exemplos {e secgoes fechadas.
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formulagao apresentada e os valores obtidos para as coorde-
nadas do centro de cisalhamento, centrdide, momentos de i-
nércia, assim como constantes torcionais e de empenamento

apresentaram excelente acuidade com os valores encontrados

na literatura. O programa, sendo geral, possibilita a obten
¢do dessas constantes para qualquer tipo de secgao transver
sal de paredes delgadas, fechada ou aberta, e & de grande

valia em andlise de estruturas aeroespaciais e navais.
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Apendice

Al - Constantes da equagao (2)

1°) Em elementos retilineos
ngl = -kti(lg{yﬁi = YC) - IHE(xAi- xc))

QZEi = _kti(Ii sen $i - InF cos ¢i)/2




Ql; = -Ke (I (xp5 - Xe) = T (ypg - ¥))
ani = -Kti(ln cos ¢i - IHE sen ¢i)/2
Qsﬁi B Q4£i - Q3ni - Q4ni ~ 2

2?) Em elementos circulares
Qlpg = -Ke; (T Orpy - Ye) - Leglxpy - X))

2
= - | )
Qs{i Kti|Ri' (IE sen ¢i lr!g cos ¢i)

4

Qdp; = -Kt; Ry |R.1|(Is cos ¢; + I . sen ¢1)

Qg = Kty (1, (g5 = xed = T lypy - ¥c))

2 - .
Q3“I.1 -Kti [Rig [In cos ¢i In& sen ¢i]

Q4 ; = Kt R; |Ri|(1n sen ¢! + InE cos ¢1); ngi = ani= 0

Para determinar qa,; e qagi, sabe-se que, nas extremidades

i
livres, qa; e zero e no iesimo elementc, € a soma dos flu-
xos cisalhantes dos eclementos que precedem o iésimo ele-

mento.
A2 - Fungao empenamento
WE, = WFa, + WFlisi+wFZisen{si/|Ri[}+WF31{1-cos[si,|Ri|)]
WFa. = D, - Wa.; WF1l. = -W1.:; WF2. = -W2.:; WE3. =-W3.
1 1 1 1 1 1 1
1°) Em elemento retilineo
WIi = (xAi = xs}sen ¢i - {yAi - ys)cos ¢i; WZ_,l = hsi =0
2°) Em elementos circulares

WIi = Ri; wzi= Ri[(xDi = xs)cos ¢i + {yni - ys)sen ¢i)

1]

W3i |Ri|(-(xDi 2 XS]Sen ¢i ¥ (Yni 2 YSJCOS ¢i)
A3 - Constantes da equagao (10)

Qusl; = t (D, - Wa, - W3,); Qus2, = -W1. t./2
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. = =W2. [R.| t.: wsd. = W3, [R. T
Qusdy i [ 1| i Q i i | ;|
Para determinar Wai sabe-se que o empenamento da ]
rigem do i€simo elemento & o mesmo do término do elemento
que o precede.
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DETERMINACAQ DO CENTRO DE CISALHAMENTO, CONSTANTE

TORCIONAL E DE EMPENAMENTO EM SECCOES DE PAREDES DELGADAS

Sumario

Foi descrita a formulagaoc bdsica do processo numéri-
co computacional e programa codificadg em FORTRAN, a  fim
de determinar momentos de inércia de area, centr01de. cen-
tro de cisalhamento, constantes tercionais uniformes e nao
uniformes, constante de empenamento, constantes para ex-
pressoes da fungao empenamento, momento setorial de primei
ra espécie e fluxo de tensdes cisalhantes devido a flexao
em secgoes de paredes delgadas, abertas ou fechadas. Al-
guns resultados obtidos foram comparados com a formulagdo
existente na literatura.

DETERMINATION OF SHEAR CENTER, TORSIONAL

AND WARPING CONSTANT IN THIN WALLED SECTIONS

Summary

A basic formulation for a numerical computational
process and a FORTRAN program was developed to determinate
areas moments of inertia, centroidal coordinates, shear
center, uniform and nonuniform torsional constants,warping
constant, and constants for warping function, first secto-
rial moment, and bending shear flow in open or closed thin
walled cross sections. Some results obtained was compared
with the existing formulations in the literature.
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1. Introduction

The design of large pollution control systems includes in many
instances rectangular duct work. The design and analysis of these ducts
poses complex problems for the structural engineer. Of major interest
is information related to the safety against any kind of catastrophic
collapse of these structures.
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At the present time, rectangular ducts are designed according to:
the elementary beam bending theory. In overall bending, the axial load
are assumed to be carried by the roof and floor, and the transverse
shears are carried by the sides or webs. The shear carrying capacity
of the web will be examined in this paper. The shear carrying capacity ]
of girder webs has been investigated by many researchers. Wagner [1] :
proposed the diagonal tension field theory and assumed that the web
carried the shear load in pure diagonal tension. The pre-buckling
shear capacity of the web was ncglected.' Modification of the original
Wagner beam theory was introduced, when it became apparent that this
theory was overly conservative for use in design. The development of
a modified Wagner beam theory followed, which is widely used in the
Aerospace Industry [2]. This theory is a semi-diagonal tension field _
theory and does not neglect the pre-buckling shear capacity of the web,{
but considers the total shear capacity to consist of the sum of the
pre-buckling shear capacity and the shear capacity due to the semi-
diagonal tension field formed after buckling. To gain a better under-
standing of this theory and to develop a design method, the NACA
developed the "NACA Method" [3], which is based on the modified Wagner
beam theory and extensive experimental data. These methods will be
outlined in a later section of the present paper.

In the general area of civil engineering structures, most of the
work on shear capacity of girder webs seems to be based on the work of
Basler [4]. Hoglund [5] has given a summary of the available theories.

Recently Selberg [6] has examined the shear capacity of girder
webs and has made comparisons of several existing theories and experi-
mental data. He demonstrates that the equations derived by Basler
contain some arbitrary assumptions, which should lead to erroneous
results. The corrected theory of Selberg is shown to give a reduced
carrying capacity of the web when compared to Basler's theory.

The purpose of this paper is as follows:

a) to point out that theories and experimental data on shear capacity
of girder webs available in the literature can, with small modifi-
cations, be applied to rectangular duct design,

b) to modify some statements and definitions made in Ref. [6],

¢) to provide a rational design and analysis approach to estimating

the shear capacity of webs in rectangular ducts and girders.
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2. Basler's Method
All methods to calculate the web shear capacity are based on the
assumption that

V =V +V (1)

i.e., the total shear capacity Vu consists of the capacity VT carried
by shear and the capacity carried by diagonal tension, Vd.

Equation (1) forms the basis of the modified Wagner beam theory
[2] and the NACA Method [3]. Basler's theory [4] uses the same notion
although the proportions of Vu assigned to V1 and Vd differ. Basler
proposes the following:

The shear capacity is taken as the load at buckling

V =1_ bt (2)

Vg =04 th S (3)
2¥1 + Eé
¥
where
'rlZEk5 t2
g, wp, o ® )
B TCE parrafy
b _ 2
Y=o, ko =5.34 + 4y (5)

The diagonal tension stress in equation (3) is found from

aJ
= - ]:l
% Uy I, TY 7 (6)
Upon substituting equations (2) to (6) into (1) one obtains
T v T T
b TS TS T -3 L SO D)
T T_bt T T —_
y ¥ y Y 241
¥2
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Equation (7) is called the "ultimate'" shear capacity of the web.

Note that these equations are written for shear panels in which

b > a [see Figure 1].

Selberg [6] has pointed out some errors contained in equation (7).

We would like to point out some additional inconsistencies. !

OQur first point of criticism concerns the definition of "ultimate"
load as given by equation (7). The definition of equation (1), which
is generally accepted, states that the -total carrying capacity consists
of the shear carrying capacity at buckling, equation (2), plus the
additional carrying capacity taken by diagonal tension, equation (3).
Clearly, the diagonal tension stress, Ud’ is related to the shear
buckling stress, Tos by the approximate uniaxial yield condition
equation (6). Therefore equation (7) is really the yield load of the
web, and is only the ultimate load for the special case of a rigid-
plastic material.

The second point in question concerns the usefulness of equatioﬁ
(7} in practical applications. Although the equation is of relatively
simple form, it can only be verified by extensive experimental evidence.
0f concern is the evaluation of the huckling stress i? and the diagonal
tension angle 4. Basler's formulation does not account for realistic

boundary conditions which will influence T and ¢.

3. Selberg's Correction

Selberg [6] has pointed out that Basler's equations contuin some
errors and has shown that the diagonal tension stress e is dependent

on the diagonal tension angle ¢. The corrected equations are

. 2 T 7 T
9 = {Gy 2" 3 - ( 3 sin24)71} = TCSlH2¢ (8)
where
1 1
tgg =/ 5 +1 -2 (2)
Y
Y
The corrected "ultimate'" load is given as
1
Vu =0y tbftgqs g tb (10}
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Substituting (8) into (10} results in

T v €. 2 2 1/2 G T
1 s 3 :
T T Bl well - G - Gsin2e) ] - 355 sinzg] + 55
y Y ¥ ¥ Yy
(11)

Note that again Vu is really the load at first yield of the web,
i.e., the "yield" load.

To account for inelastic effects, when the shear buckling stress
Te in equation (4) exceeds the elastic limit, Selberg [6] suggests

the substitution

T

= -__“_l'_
Te Ty L 6.251CE 1 (2)

for practical applications.

4. Modification of Boundary Conditions

In practical duct design it is very difficult to specify the
exact boundary conditions of the shear panels. Equation (5) is given
here for the simply supported case. The actual support conditions in
a shear panel will most likely be intermediate between simply supported
and clamped. In addition the stiffness of the vertical stiffeners and
the flanges will have some influence on the shear buckling load. The
results obtained in Ref. [3] are directly applicable to thin webs in
rectangular ducts and will be useful in connection with ultimate load
calculations. The data developed in Ref. [3] is in part based on
experiments and the following limitations are pointed out:

a) the vertical stiffener leg. thickness should be
to > 0.6t (13)
b) the vertical stiffener spacing should be in the range

0.2<T<1 (14)

ol

¢) the web thickness should be in the range
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200 < % < 1500 (15)

The critical shear buckling stress is taken as

HZE ks t 2
TC B ( ; ) € (16)
12(1-p7)

where k5 is defined by equation (5).
The coefficient C is a correction factor to account for the actual

boundary supports and is calculated from
1 a *
C=Ry+3 R -RI(F), (€C>1.0) (17)

The restraint coefficients Ra and Rb are given in Figure 2. Equation
(17) is written for panels a < b. If a > b the values of a and b should
be interchanged in equations (16) and (17) and as subscripts.

It is of practical interest to examine equation (17) briefly. A;
an example let a/bl= 1, then for the assumption of simple supports C = 1
and consequently Ra + Rb = 2. 1If one further assumes that Ra = Rb then
upon examining Figure 2, it is seen that the vertical stiffener legs
should be at least as thick as the shear panel, i.e. tg =ty = 1.3t
for single angle stiffeners. If one assumes full fixity, then C = 1.64
and R+ R = 3.28 and if R, = R, , double angles are necessary with
ts = tF = 3t. Since ducts usually cannot be stiffened on the inside
this case must be ruled out from practical considerations. We conclude
that the vertical stiffeners should consist of angles or channels with
leg thickness at least that of the sheet, in order to provide a simply

supported panel edge condition.

5. Modified Wagner Theory

In this theory [2] it is assumed that
a) the flanges have a certain amount of shear strength,
b) the web can carry some shear before it buckles,
c) the web carries additional shear in its buckled configuration in
diagonal tension.
It is seen that these assumptions make equation (1) valid for

this theory; a summary as applicable to duct design and analysis is
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given below. The shear load of the web, at the shear buckling stress,
is given by equation (2), and T is calculated from equation (16).
The diagonal tension angle ¢ is obtained from

siicg = Mo d - (18)

where d depends on the stiffeners along the edges of the shear panel,
i.e.

bt
L % wok
A +AL 1
F U
T (19)
As Aty

To account for the flexibility of the flanges and the concentration of
the diagonal tension stress near the vertical stiffeners, thus relieving
the mid-section of the panel at the flanges, the correction factor R is.

introduced. R is obtained from Figure 3 by using the parameter

f=1.25 a sing m'—:‘—"‘['—} (20)
u L
Figure 4+ shows the breakdown of the stress fields after the web has

buckled. The average shear load at first yield in the web is given by

) R sin¢ cos¢ (21)

* * *

'[u Vll T, ou TC
. . = —+ (— - —) R sin¢ cosy (22)
T Et T | T

y 'y y Y ¥

The equations of this section have the advantage of accounting for
realistic boundary conditions and in addition are based on extensive
experimental evidence. Therefore, for practical analyses of rectangu-
lar ducts, the equations are quite simple to apply.

To illustrate the influence of the boundary conditions on the

first yield load of the web, equations (18) to (20) are examined. If
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a rectangular duct is designed with large corner stiffeners, assuming
typical vertical stiffeners, then R will be large, say 0.7, and the
diagonal tension angle ¢ will be approximately 30°. 1f only small or
no corner stiffeners are provided, then R will be small, say 0.2, and
¢ will be about 45°, Using these values for R and ¢, one obtains
from equation (21) the yield load in the web;

for ducts with large corner stiffeners

) 0.3 (21a) |

v T o} T b |
o By Sl S |
T bt T ( T T B2 (21h) 2

Y Y Y -

-

These two extreme examples illustrate the importance of the boundary

conditions on the yield shear capacity of the web of a duct.

6. NACA Method

In this theory [3] equation (1) is assumed to be valid. It is
assumed that the carrying capacity in the post-buckling range is taken
in the following proportion:

The shear capacity is

Vo= -V (23)

and the diagonal tension capacity is

Vy=kV, (24)

The factor k is called the "diagonal tension factor". These equations

describe the assumed incomplete diagonal tension field or semi-tension

field. Note that when k = 0 the load is carried in pure shear and
when k = 1 the load is carried in pure diagonal tension. The breakdown !
of the stress field is shown in Figure 5. The stresses in the semi-

tension field are:
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in pure shear

T=+(1- k)rappl. (25)
and in diagonal tension

2k Tooni
n © __'“ELsinZ:p _ (26)

Assume that the pure shear carrying capacity is exhausted at the instant

of buckling, i.e. equation (25) becomes
R, 5 (L= k)ru (27)

and the additional load is taken in diagonal tension with equation (26)
becoming
Zk 1
g, Sepszuall (28)
n sin2¢

The yield condition is equation (6) in the form
o =0 - Y3t (29)

and neglects the compressive normal stress of equation (28} as shown in

Figure 5. Combining equation (27) to (29) results in the yield load

Tll TC TC
- 0.866 (1 - —= )sin2p + —< (30)
Ty TY T

If the diagonal tension angle ¢ is defined by equation (9), then Basler's
equation (7) and the equation (30) derived above give the identical
values for the yield load.

7. Influence of Transverse Pressure

In a typical duct transverse pressure, uniformly distributed over
the shear panels, is an additional load consideration which has to be
accounted for. The available tension field theories do not take trans-

verse pressure into account.



65

For simplicity assume that the transverse pressure produces in-
plane tensions in the shear panels. It is known [8] that these addi-
tional edge loads will result in higher shear buckling loads than given
by equation (16). Upon examining, for example, equation (21}, it can
be verified that if T increases, then T will increase for all ¢. It
is therefore recommended that, in ducts, the transverse pressure be
ignored when calculating the ultimate or yield shear capacity of shear

panels. This may give a conservative design.

8. Comparison with Experiments

We have compared the experimental results of Huslid [7] to the
yvield and ultimate loads predicted by the various theories. Those
experimental results were chosen because all parameters needed in the
calculations were available. A summary of the results is given in
Table 1.

TABLE 1: Shear loads V in KN

THEORIES

Modified Wagner

Basler Selberg u..1i¢ [9] Eq.(21) Eq.(22)

Experiment [9]

Girder [0 yioqq witimate E(7) EQ-01) “giep s’ ¥iewd 1t
Yield Yield

H1 110+ 132 162 116 132 109 128

H2 110+ 132 155 120 139 111 134

lluslid [9] has also proposed an approximate theory for the ulti-
mate load in a girder web. His method, however, uses some parameters
which have to be obtained through experiments.

In the above comparison, it is assumed that the web carried the
applied shear only and that the bending moment is carried by the flanges.

This is consistent with the usual assumptions of engineering beam theory.

9. Summary and Conclusions

Several theories claiming to predict the "ultimate" web shear
capacity in girder webs have been summarized. It has been pointed out
that Basler's theory does not predict the ultimate load, but is based
on a yield condition of first yield in the web and therefore predicts
the yield load. Selberg's correction to Basler's equations also con-

cern the yield load in the web. When compared to some recent experiments,
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it can be concluded from the results of Table 1, that Basler's theory
is of no use in practical duct analysis. Selberg's corrected method,
however, is in good agreement with the experiments for the yield load.

In contrast to these methods, it has been demonstrated that the
modified Wagner beam theory offers a rational approach to find the web
shear capacity in girders and rectangular ducts. In Table 1 it is
shown that this theory accurately predicts the yield load and the true
ultimate load. Good agreement between this theory and experiments is
expected because only this theory realistically accounts for the boun-
dary conditions of the web. The method of Selberg appears to be appli-
cable to yield load prediction and the method of Huslid seems to give

acceptable results for ultimate loads.
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Symbols

vertical stiffener spacing

- cross-sectional area of upper and lower flange, resp.

cross-sectional area of vertical stiffener
depth of shear web

constant defined by equation (17)

constant defined by equation (19)

elastic modulus

constant defined by equation (20)

moment of inertia about own axis of upper and lower flange, resp.
diagonal tension factor

shear buckling coefficient

restraint coefficients

constant defined in Figure 3

shear web thickness

leg thickness of vertical stiffener and flange, resp.

yield shear capacity
buckling shear capacity
diagonal tension shear capacity

ultimate shear capacity

ratio b/a

Poisson's ratio

diagonal tension angle
diagonal tension stress

yield stress in simple tension
normal stress

ultimate tensile stress



68
- buckling shear stress
- yield shear stress

- applied shear stress at yield load

applied shear stress at ultimate load
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SHERBOURNE, A.N. and HAYDL, H.M.

WEB SHEAR CAPACITY IN LARGE RECTANGULAR DUCTS

Summary

Existing methods of calculating the web shear capaci-
ty in plate girders are examined and the applicability to
large rectangular duct analysis is investigated. It is
suggested, that a modified Wagner theory combined with the
method developed by the NACA offers a rational approach to
the evaluation of the web shear capacity in plate girders
and rectangular ducts. Results of this approach are compa-
red to available experimental plate girder data and show
good agreement,

CAPACIDADE DE CISALHAMENTO EM ALMAS

DE GRANDES DUTOS RETANGULARES
Sumario

MEtodos existentes para o cdalculo da capacidade de ci
salhamento de vigas fabricadas com placas sao examinados e
€ investigada sua aplicabilidade a andlise de grandes dutos
retangulares. E sugerido, que uma teoria de Wagner modifica
da e combinada com o método desenvolvido pela NACA oferece
uma abordagem racional ao calculo da capacidade de cisalha
mento da alma em vigas fabricadas e dutos retangulares. Re-
sultados desta abordagem sdao comparados a resultados experi
mentais disponiveis e mostram boa correlacao.
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1. Introduccién

A partir de 1952 en que Richter analisd la teoria de
deformaciones elasticas finitas, aplicando los conceptos
del dlgebra lineal moderna, muchos investigadores comenza
ron a estudiar el problema de grandes deformaciones de s0
lidos dentro del contexto general de la mecdnica del conti
nuo, entre ellos podemos citar Truesdell, Noll y Rivlin.
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En ella las tensiones y deformaciones son definidas
fisicamente como transformaciones lineales y los principios
badsicos como expresiones diferenciales e integrales de 1las
mismas, independientemente del sistema de coordenadas.

Si bien esta formulacidn es general y mas facil de
ser comprendida, al querer obtener resultados de problemas
propuestos, es necesario referir las transformaciones linea
les y sus operaciones a un sistema de coordenadas.

En este trabajo se estudia el problema de grandes de
formaciones en sd6lidos referido a una configuracion ini
cial, posteriormente al analisar la descripcion referencial
de la deformacion, se introducen las coordenadas curvili
neas y finalmente se determinan las componentes del tensor
de deformacion que resultan de utilidad en la obtencion de
soluciones a muchos problemas de aplicacién practica.

2. Notacidn

Las letras mayusculas E, C, F, T y S designan tenso
res (transformaciones lineales de R’ en Ra].

Las letras minasculas a, b, e, p y s designan vecto
res (elementos de R’).

asb producto escalar de vectores.
E«C producto escalar de tensores.
FT transpuesto de F.

70 . iyt

detF  determinante de F.

I tensor identidad.

a ® b producto diadico o tensorial de vectores.
Lin espacio de todos los tensores.

Sym = {E € Lin : E = E'}.

3. Deformacion

Sean B un cuerpo material y B, B., B, configuracio

nes inicial, final y de referencia de 1B respectivamente
[1]. Dichas configuraciones, subregiones del espacio eucli
deano tridimensional puntual Ea, son imagenes de aplicacio
nes biyectivas que dan la correspondencia entre puntos mate

s 3
riales de B y las posiciones que ocupan en E .
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a = Xg(X) : X 2oy (X) - x = X, (X)
Xoi B B Xyt B -+ B1 Xi B » Bi
Fig. 1

La aplicacion que permite pasar de la- configuracién
B, a Bi se define como deformacién del cuerpo material B de
B, aB..

1

x = p(X)= X %, (X) donde pt B =+ B

En lo que sigue admitiremos que las deformaciones son
aplicaciones biyectivas, que tanto ellas como sus inversas
son clase c’ y que el determinante de sus gradientes es ma-
yor que cero [ 2.

Supongamos conocidas las aplicaciones X, ,X, que nos
permiten determinar las configuraciones B,, B
cién de B, de B, a B,.

La deformacion de B de B, a B

, ¥ la deforma

3 serd

X =a(a) = X; X3'(a) donde a : B » B
Por tanto es posible definir la deformacién de B, de

B, a B, dada por:



x = q(a)
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= )
Xi)(u (a) donde ¢ = By * Bi

en funcidn de las deformaciones a y p.

x = q(a) = p a(a)

asi como también los gradientes de las deformaciones y sus

relaciones.

at),Fe B pl), F

al),F, "l B;

Fig. 2

De la Fig. Z se sigue:

dX = Va do = Fyda
dx = Vg do = deg
dx = Vp dX = F dX = F FX da
B = FE

o -+ m il
X F FxFX

Introduciendo el desplazamiento de B al pasar de B, a

Bi en las deformaciones y sus gradientes, se tiene:
x = p(X) = X + U(X)

x = q(a) = X(a) *+ U[X(a)] = X(a) + u(w)
F=Vp=14+7vU

By j1Vq = Px + ?T

Fxe =1 + quX

donde :

U,u descripciones lagrangeanas inicial y referencial
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del desplazamiento de B, a Bi' U:XeB ~U(X)e Ra;
u t_?_t.EBu +u{g)eR3.
F, FXF;l descripciones lagrangeanas inicial y refe
rencial del gradiente de la deformacion de B, a B..

i
. -1
F: XeB, »F(X)elin ; F.‘.{FX

'GfU,VuF)'(1 descripciones lagrangeanas inicial vy refe

: o e By »F F ' (0) ¢ Lin.

rencial del gradiente del desplazamiento de B a Bi'
VU : XeB, +VU(X) € Lin; Vu F;(l taeB, +qu;1(g} e Lin.

4., Trabajo Virtual

E1l trabajo de un sistema de fuerzas (b,s) en la confi
guracion Bi del cuerpo material B, correspondiente a un des
plazamiento virtual Su, esta dado por:

5w=J Su * bp dBi+J Su-s doB,
B 2B,

donde:
BBi contorno de B,
b:xeB, » b(x) e R’  fuerza de masa de B,

:geaBi + s5(x) e R® fuerza de superficie de B,1
:§EBi + p(x) eR densidad de Bi

= R =R

g:§eBi + du(x) e R® desplazamiento virtual

Admitiendo el principic de conservacion de masa y que
las leyes de Cauchy son satisfechas, se demuestra [37] que
el trabajo virtual &W en la configuracion B.1 referido a la
configuracién B, esta dado por:

W = = §.6C dB,

donde:

S= (detF) F'TF T tensor de Piola-Kirchhoff de segunda es

pecie. §: Xeby = §(§] € Sym

T tensor de tensiones de Cauchy. T :x eBi = T(x) € Sym

C = FTF tensor derecho de Cauchy-Green. C:XeB -~ C(X)eSym

&C = GFTF + FTGF

Refiriendo el trabajo virtual &W a la configuracion
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B, se obtiene una expresidén similar a la anterior:

N
aw—TJ Sy - 8C, dB_
Ba
donde:

(detFx)F;IT‘F;T tensor de Piola-Kirchhoff de segunda

especie referido a B . §& ae Bu->§n(§) e Sym

Ce = Fz Fx tensor derecha de Cauchy-Green para la deforma

cion de B, a B;- Cp:aeB +C, (a) € Sym.

Notese que de la integral en B, podemos pasar a la in

tegral en B, y reciprocamente, para ello recordemos que
Fx = FFX, por tanto:
§, = (detF) (detFy)Fy ' FT TE TRy = (detFy)Fy' § By

0 X7 X X

Introduciendo este resultado en la segunda integral vy
aplicando la definicién de tensor transpuesto:

-1 g . I T :

W = - JB §,°8C, dB, = = ) (detF

2
By

1 TR O S o
; JB S+ Fy S(F FJF ' (detFy)dB,= 3 JB §+5C dB,
1

=1 = =T T
JFy SFy - 6(FXI-XJdBD

XX

S estard dado por la ecuacidn constitutiva del material y
C dependera del gradiente del dCSpladelento de B de B a
Bi' Para obtener el escalar tr(S §C)= S+ &C habra que deter

minar las componentes de ambos tensores respecto a una ter
na escogida previamente.

5. Coordenadas Curvilineas

Sea {gi} i < 3 una base ortonormal y refiramos los
puntos o e B, a dicha base:
-
@ =oe;
A los tres planos ortogonales (Fig. 3) que pasan por

a en B, le corresponden tres superficies que pasan por X en
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B  cuyas intersecciones forman un triedro curvilineo cuyos

vectores tangentes estan dados por:

By

Fig. 3

A la base intrinseca a. en cada punto X, conocida <co
mo base covariante, se le asocia la base contravariante &
definida por las siguientes relaciones:
= delta de Kronecker)

9 ” ij . ij = i. s - a..=a.+a
' g a ?E} » a a a » 1j 2i “j

Se admitié que los X son puntos regulares o sea los
son linealmente independientes, por tanto la matriz aij
invertible:

mj j

La descripcidén lagrangeana referencial del desplaza

miento de B, de B a B, referida a la terna intrinseca de

B, , esta dada por:

donde :
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U™ oae B, + u™(a) e R componentes contravariantes de u.

Efectuando el gradiente de ambos miembros de la igual
dad anterior se tiene:

i m
= a a
Vu 'y @ fu" + u v_m

teniendo en cuenta que:

Yu® = u )j EJ 3 v%m = (a" - §|Tl,_])[ai @ eJ)
donde :
i 2
i m O T i )
J 3o’ ] 3aMaa’
el gradiente de wu(a) se reduce a:
- i m, i
Yu = o ¥ a <« a . a, e.
us [l eu@iea 0] (3 B e

donde :

(a ® gj] base a la que es referido el tensor Vu

F m m
En forma similar para u = u-a (u” componentes cova
riantes de u) se obtiene:

Vu = [u, .+ um{gi-{lm.j)] ' ® e;)

Recordando los simbolos de Cristoffel [47], dados por

mii " %m,i " % T 45.m” 2 T Tjmi
1 = I'i - - L] = -
Tm] = dm,j a a ' ap er
_ s _ s I &
rmji 2(aJ1 m im,j amj,lj Fm} T ‘mjk

las expresiones del gradiente de u se reducen a:

_ i m i ’

Vu = (u ’ + u ij) [fi & gj]
_ _ mn LA

V_I;l = (ui.j Um Fl] ) (Q @ E_')J]
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las componentes del tensor Vu en las bases (ai ® ej) y
@ 83 ) c01nc1den con las derivadas covariantes de las
compunentes uly u; del vector u [4].

i i m
Vu) . = u = W, ¥ AR,
el = o]y = ity o
e = i m
(PWi5 = Y5 Y% 7 Y Tij

6. Tensor de Deformacidn

Las componentes de 6C y &8C, pueden ser determinadas a
partir de 6E y &E .
Definidos por:

2 2 2 2

dx~ - dX =EdX-dZ( dx - dX =F.o dg-dg

donde :

E 3 )_(EBI-*EfE] £ Sym ; Ea:L}EBU-rEU{c_x)ES)'m
por tanto:

PR (g = 1 < ; = v T s g
E = T((‘-I} = ?{F F-1) 1 E; =5 (C,-Fy Fy) (F [~ F Fy)

La descripcion referencial de E (Ea: ae B » Ea{a)ESym)
estara dada por:

= LepTeTE g2t o
Eu_Z[FXFrFX 1)

Introduciendo el desplazamiento u se obtienen las si

guientes expresiones para los tensores de deformacién E, vy

E

(s}
E, = %(FXT vu+ vul Fy * vu' vu)
B e gy B ox BoVlgnt + FoF gul wa B5N)
o 2 X X X X
Referiendo E a la base ((_:i ) gj] y F‘u a la base

(a, ® gj) se tiene:
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+ ou.l. +um| j] (ei®ej)

. u
i m

+ umli um{j) (::xi @ajJ.
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DESCRIPCION LAGRANGEANA DEL TEOREMA DE LOS TRABAJOS

VIRTUALES EN COORDENADAS CURVILINEAS

Resumen

Se estudia en este trabajo, el problema de grandes
deformaciones en solidos y se presenta la descripcion la
grangeana del Teorema de los Trabajos Virtuales. Al anali
sar la descripcion referencial de la deformacidn se introdu
cen coordenadas curvilineas. Finalmente se determinan las
componentes del tensor de deformacion.

LAGRANGIAN DESCRIPTION OF THE VIRTUAL WORK THEOREM

IN CURVILINEAR COORDINATES

Summary
This work deals with the problem of large deforma
tions in solids and presents a lagrangian description of

the Theorem of the Virtual Works. When analysing the refe
rence description of the deformation curvilinear coordina
tes are introduced. At last, the components of the strain
tensor are determined.
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1. Introduccién

El objetivo de este trabajo es presentar algunos re
sultados obtenidos del analisis de un modelo variacional
que simula la penetracidn, durante la hinca, de un pilote
de fundacion.

Parte de estos resultados, presentados en Seccion 2,
se refieren al aspecto tedrico de la formulacién variacio
nal del problema. En [1,2] estos resultados son analizados
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desde un punto de vista matematico.

La obtencién de soluciones aproximadas a traves del
Metodo de Elementos Finitos (M.E.F.), es analizada en la
Seccion 3. Al11 se discute también, el algoritmo predictor-
corrector propuesto para la integracién en el tiempo. Resul
tados relativos al andlisis numérico de este algoritmo, que
incluye estimativas a priori del erro, fueron analizados en
[3,4].

Por Gltimo en la Seccidén 4, se presentan algunas expe
riencias numéricas que comprueban la validez de la formula
cidén propuesta.

2. Formulacién variacional del problema

Considérese el pilote en las configuraciones c Y
Ct cE', E! espacio euclidiano unidimensional (Fig. 1). C
serd llamada “configuracidn inicial". La configuracién C
queda definida por:

x = X+u(X,t)

dende:
X es la posicién que un punto XeC, ocupa en el ins
tante t.
u(X,t) es el campo de desplazamientos.
i
F©) |
X=0. =0, |

X ==U.(01t) F(t)

p

'= 4
Il poc) 3
" |

X=L

x= Lot l f(x,t)
k, ke

FIGURA 1
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En lo que sigue, se consideran actuando sobre el pilo
te las siguientes fuerzas

F(t) fuerza que el martinete ejerce en X=0 en el ins §
tante t.
p(X) peso propio del pilote por unidad de longitud.

—kI u(L,t) resistencia eldstica de punta del suelo.
-k, u(L,t) resistencia viscosa de punta del suelo. :
f(X.,t) fuerza de friccion que actila en el punto X enfi

el instante t. :

Debe observarse que 1la fuerza f(X,t) existe si el f'
punto X penetrd en la masa de suelo, es decir si 9
x = X+u(X,t) >L. Por otra parte, como el pilote es unjdimeg:;
sional, f es una fuerza por unidad de longitud en lugar de
ser una fuerza de superficie. Su valor estara dado por la
formulacion dindmica de la ley de Coulemb para friccion
[6], que establece que para todo t y en cualquier punto de
contacto se verifica:

si [f] < F |Fy| . luego u(X,t) =0 (1.a)

|£] = F |Fyl , luego existe A > 0 t.q. 0 = -\f (1.b)

donde F es el coeficiente de friccion suelo-pilote y Fy es
la fuerza normal por unidad de longitud ejercida por el sue 4§
lo sobre el pilote y donde u = u(X,t) es el campo de veloci .
dades.

A los efectos de este trabajo supondremos una expre
sion simple para Fys
|FN[ = Ry£(X+u-L) para todo X t.q. X+u-L > 0

donde R es el coeficiente de Rankine, y es el peso especifi
co del suelo, que supondremos homogeneo, £ es el perimetro
de la seccion transversal de la barra en X.

La ley de Coulomb (1) implica [1,2] que para todo t y
todo punto de contacto se verifica:

£(v-u) + F |Fyl (Ivl-]u])

W
L]

(2)
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donde v es el campo virtual de velocidades [7].
Se adopta una ley constitutiva para el material del
pilote de tipo viscoelastica [de memoria corta!), luego:

= au_ + bu
g X X

donde a y b supondremos constantes por simplicidad y donde

_ du
Uy = 3X -
Considérese ahora la representacion lagrangeana ini
cial (es decir relativa a C;) del Principio de las Poten

cias Virtuales [7]. Haciendo uso de este principio, de (2)
e introduciendo las notaciones:

L
) = [ w00 v, (ax (3.a)

0
J(u,v) = (yRFEZ H(X+u-L)(X+u-L), [v]) (3.b)
H(+) funcién de Heaviside

se llega a la siguiente formulacion variacional [1,2]:
Determinar u=u(X,t) tal que

u(Xx,0) =0 (4.a)
a(X,0) =0 (4.b)
(pAu,v-u) + a(Aux,vx-ﬁx) + b(Aﬁx.Vx—ﬁx] +
+[(klu+k1ﬁ}{v-ﬁ]]x=L + J(u,v) - J(u,u) >
>(p,v-u) + F(tJ(V-ﬁ)x=0 para V veH (0,L) (4.c)
y te[0,T]

donde HI(D,L) es el espacio de todas las funciones con deri

-]

vadas primeras cuadrado integrables en [0,L] y p es la den
sidad especifica del material del pilote.

Teoremas de existencia, unicidad y estabilidad de 1la
solucion del problema (4) han sido demostrados en [1,2,5].
En [1,2] se muestra también que, dado € > 0 y funciones
v.(A) , ® (1) convexas suficientemente suaves:

o.M = Al . W () = FYREHQ) A, si |A] 2 e
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y definiendo una aproximacioén JE(u,v] de J(u,v) por:

L
Jg(u,v] = Jn wE[X+u-L) Qg(v)dx
el problema (4) es equivalente a:
Determinar u_ = ue(x,t] tal que:

(pAu_,w) + a(Au_ ,w ) + b(Au_ ,w ) +

+ [(kugrk )]y + (v (X+u-1) o (4).wW) =

= (p,w) + F(t)w|y_o » para ¥V weH' [0,1] (5)
te [0,71]
donde u = uE{X,t) satisface las condiciones iniciales

(4.a)—(4.b), verificandose ademas:

u > u para e+ 0

Por Gltimo es interesante resaltar que el problema
(4) puede resolverse directamente a partir de técnicas  de
optimizacion. Para ello, véase [5,9].

3. Aproximaciones con elementos finitos. Discretiza-

cién en el tiempo.

Para obtener soluciones aproximadas del problema (5)
recurrimos al M.E.F. Para ello, se particiona el intervalo
[0,L] en E elementos. A nivel de cada uno de ellos se adop
ta la siguiente representacion local para u_:

ug = T4 00wt (6)
donde
ugi(t) es el desplazamiento del nudo i del elemento e en el
- instante t.
¢i[X) funcion de interpolacién local correspondiente al nu
do i.

Substituyendo (6) en {5), se tiene:



parda & = 1,2,..B (7)

y te (0,T]
donde:
(M)j5 = (oAD3.05) 0 (Kg), o = alAdj,n05,) *+ k,8;565;
(Ce]ij = b(Acpix,d:jx) # kzaijsjh
(£); = (p.o;) + F()8,,
JL
- e se.- i e_ e
e igdly L R L T
ij delta de Kronecker
5 5 [= 1 si el nudo j coincide con X=0 & X=L respec
jeor T3l tivamente.
= 0 caso contrario
gg vector de desplazamientos nodales del elemento e.

Designando con gE(t) al vector de desplazamientos de
todos los nudos puestos en evidencia cuando la particion
de [0,L], el ensamble adecuado de las ecuaciones (7) condu
ce al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no 1li
neales:

MO_(8) + €O (t) + KU (t) = E(t)

= BericlUe )

para te [0,T) (8)

donde la no linealidad resulta de Fg .. ., y donde ye[t) sa
tisface las condiones iniciales:

y =0 , O.(@ =0 (9

Para la integracidén en el tiempo se propone el si
guiente algoritmo predictor-corrector. Si se adopta la nota
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cion yen = Hg(tn = nAt), luego:

Predictor
U, -2U_+U_ U, -u .
MRS LS i T B AL
At 20t
Yen Yen-,
+ 8 ycn-l] = E(tn] - Efric(ggn" TE ) (10.a)
Corrector
Yent1"2en*Yen-s L
M - + ¢ ZEBLLZEDT) o ko . +(1-20)
At 246t B

u -U
—en+1 -en-1]I (10.b)

u _+8uUu = Blr ) = Feoao (U
~EN ~£N 1] -'n ~fric “-en 2At

donde (10) se entiende valido para 6¢ [0,1/2], y n > 1.
La solucién para n=1 es obtenida a partir de la infor
macion suministrada por (8)—(9), que permite escribir U

—-E1

en funcion de UE
~E0

1 1 1

U == at" U = = At [M

10017
=E1 2 ~Ep 2 E{u)“

Por ultimo puede demostrarse [3,4], que este algorit
mo predictor-corrector es convergente e incondicionalmente

estable para todo 8¢ [1/4,1/2].

4. Aplicaciones numéricas

En las aplicaciones numéricas que se presentan en es
ta seccion, se utiliza un elemento cuadratico de 3 nudos .
Las funciones de interpolacidn son:

8, (X(E)) = & E(6-1), ¢,(+) = (1-€"), ¢,(+) = + £(&+1)

donde
X = (Xb—Xa]E+Xb+Xa

> , Xe [xa,xb], ge [-1,1]
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Xa ,Xb coordenadas de los nudos extremos del elemento.

Por otra parte, se adopta para o;(x} la siguiente fun

cién:
signo (1) para [A] > e, = ﬁe
b’ (A) = -
k %% - b%qzsigno (), para |A] < e, X =u

Los ejemplos siguientes se realizaron con una parti-

cion de 5 elementos.

Ejemplo 1 - Corresponde al problema de la Fig. 2. Los resul
tados obtenidos con At = 0.1 son presentados en las Figs. 2
y 3. Para material elastico la solucidn es comparada con la
propuesta en [ 8]

uL.) Y
22 "
Fit1=1. , t30;:A=1
L=10.;a=1; b=var
o &/baco
a RiIp=1.
s &/O=01
| 0. T
- N
- - ' IB
aije,t) [ 08 /b=eo
[ | e s --‘--o=*—— —
1 B AR “re MR j
. E) 2. = i20.  i2s _ao. ; a

FIGURA 3
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Ejemplo 2 - Corresponde al problema de un pilote con las
siguientes caracteristicas (Fig. 1)

L =10 ; a =100 ; b =0.1 ; k. =0.1 ; k, =1 ;
A
A

[}
-
]

F(t) =

v
‘ 2 para t >10
l t/5 para 0 <t <10

Los desplazamientos para la seccidn X = L, obtenides
con At = 0.05, son representados en la Fig. 4. En la misma

se representa la solucion correspondiente a teoria cuasi-es

tatica.

R R D P M ;>
di,t] -j—---?écﬁj;:xr—ﬁf?f’f S s )
1 e~ T 1T 1]

P00 N I s N N
| . S B
- N N N Y

= i e
T e
10. : 20. - i 2.

FIGURA 4

Ejemplo 3 - Corresponde al problema de un pilote con carac
teristicas:

L 10 , a = 100 , b =1 ; k, =0.13 k, =1,
A=K=y=1; F=20.5;4£=0.1

En la Fig. 5 presentamos los desplazamientos corres
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pondientes a las secciones X = 0 y X = L obtenidos con At =

0.005. En la misma figura indicamos el valor de F(t).

u(x.¢)
4| Y — e |
X=0
E ) I N SR« W [N——
AN
i L N A=
z| S V. . S— Lﬂ__
Al s il I
CF@-2| FE)<O. | Ft)=2.| F(&)=O.! F(é)-zt
¢ |
1 2 3. 4
FIGURA 5
Agradecimientos. Este trabajo fue en parte financiado por
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FEIJOO, R.A., RAUPP, M.A., y MOURA, C.A. de

SOLUCIONES NUMERICAS DE UM PROBLEMA DINAMICO

VISCOELASTICO NO LINEAL

Resumen

Er este trabajo se presenta el analisis del movimien
to de un pilote durante su hinca. Debido a los efectos de
la friccion suelo-pilote se obtiene una inecuacidon variacio
nal. El1 método de Galerkin comjuntamente con el Método de
Llementos Finitos es utilizado para la discretizacidn espa
cial. Se propone también un algoritmo predictor-corrector
para la integracion de las ecuaciones diferenciales ordina
rias. Por (ltimo algunas soluciones numéricas son presenta
das.

NUMERICAL SOLUTIONS FOR A NONLINEAR

DYNAMIC PROBLEM IN VISCO-ELASTICITY

Summary

In this paper, the dynamics of a pile driven into the
ground under the action of a pile hammer is studied. Due to
the effects of friction a variational inequality is obtain-
ed. For the solution of this problem a predictor-corrector
Galerkin Finite Element approximation is formulated. Final-
ly some numerical results are presented.
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1. Introduccion

El analisis estructufal de problemas viscoelasticos sim
ples ya fue largamente tratado [1], [2], [3]., [4].

Fueron propuestos varios metodos |1| para resolver es-
te tipo de problemas, siendo el mas fecundo el de Alfrey [5].
Este método consiste en reducir el problema viscoelastico a
uno de tipo elastico mediante el uso de la transformada de
Laplace. Finalmente, se obtiene la solucién, hallandose 1la
transformada inversa de los resultados encontrados en el cam
po transformado.

Adey y Brebbia [6] adaptaron este método para aplicar-



—_ﬁ

96

lo a la formulacion del método de los elementos finitos. De
bido a las caracteristicas del método de los elementos fini
tos, la transformada inversa se debe obtener en forma numé-
rica. Algunos de los métodos desarrollados con esa finali -
dad se pueden consultar en las referencias [7], [8], [9].

En el presente trabajo, se presentarad una formulacidn
del modelo mixto de elementos finitos para estado plano de
tensiones, teniendo en cuenta el comportamiento viscoeldsti
co [10].

El esquema usado para invertir la transformada de La -
place es el de la referencia [11]. que fue desarrollado pa-
ra poder considerar funciones de fluencia del tipo

N -C,t

J=A- 1§ B.e
i=1 *

Por Gltimo, se resuelven algunos ejemplos para ilus-
trar la aplicacion de la formulacion presentada.

2. Formulacion de Elementos Finitos

Las ecuaciones que rigen un problema estructural son:

a) Ecuaciones de equilibrio
+b. =0 [0 O
b) Condiciones de contorno
=P
%25%k T % (2)
cuando se prescriben fuerzas en el contorno 2, y
i

u, = u? (3)

si los desplazamientos estan prescriptos en el con-
torno Q.

c) Ecuaciones de compatibilidad

ok i
_?{ui,j uj.i) (4J
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d) Ecuaciones constitutivas

t " aciﬁfT)
By i3 il e BT dr 5
ik L kit ! 3t e
o:

Jt ( 3&12('[)
o Gsegia FE=T) dr (6)
jk o jkig P

Estas dos Gltimas integrales de Stieltjes son llamadas
hereditarias porque para calcularlas para un determinado ins
tante t, es necesario ''recordar" toda la historia anterior
de la estructura.

La nomenclatura utilizada fue la siguiente:

955 : tensor de tensiones

€33 tensor de deformaciones especificas

bi : fuerzas de volumen

u, : desplazamientos

u? desplazamientos prescriptos

anj : componentes del vector unitario normal externo
al contorno

qg : fuerzas de superficie prescriptas

iji£ operador que representa la fluencia

iji£ operador que representa la relajacién

Estos tensores son funcidn del tiempo t, transcurrido
desde el instante en que la estructura es solicitada con car
gas o con desplazamientos prescriptos.

Si a las ecuaciones anteriores les aplicamos la trans-
formacidn de Laplace y usamos el teorema de convolucion,ten
dremos:

a) Ecuaciones de equilibrio

Uij,j + bi =0 (7)
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b) Condiciones de contorno
5 = gP
®nj%k T 9k 18

u; = u,p (9

c) Ecuaciones de compatibilidad

- --l_" .
€15 = 285,55 1) Lan)

d) Ecuaciones constitutivas

€ik = Jjkirs %y (11)

%k ™ Gjkies iy (123

Estas ecuaciones son similares a las de la elasticidad
lineal, por lo tanto, se podrin aplicar los métodos ya cong
cidos para obtener la solucidn "eldstica" en el campo trans
formado.

Las barras sobre las funciones indican que se tratan de
funciones en el campo transformado Y que dependen de la va-
riable s.

Si ahora aplicamos el método de Galerkin, tendremos :

Jv[dui(cij,j+Ei]+6°jk(ij£mS Tgm k) IV =

Z e P 2
= Jﬁﬁuk(&njﬂjk qk)dﬂ (13)

Usando una formulacidn mixta para elementos de estado
plano de tensiones, tendremos las siguientes relaciones:

U= (14)
g=473° (15)
€=B1 (16)

Trabajando con notacion matricial, después de substi -
tuir en la (13) y operar, tendremos que:



-sN AT je 0
= ) — (17)
A0 T B
donde
= T
A = J By dv (18)
= x 24
=T, " T_‘
5 -JMMV (19)
v
=e _ T—p =e )
F~ = ¢ qF do + P (20)
= Q- - L
?e = cargas concentradas en los puntos noda-

les, en el campo transformado

La expresion (17) sirvio de base para implementar un
elemento mixto isoparamétrico cuadrdtico,

3. Inversion Numérica

Una vez obtenidos los desplazamientos y las tensiones
nodales en el campo transformado, es preciso hallar la so-
lucion viscoelastica por intermedio de la transformacidn in
versa. Esta transformacidn es numérica y se encuentra deta
llada en [10] y [11].

La formula de inversidn usada es:

E(t) £ s Tf('s)" (21)
s=k/t

Este expresidn podra transformarse en una igualdad si
los valores de k son convenientemente escogidos.

En las referencias citadas se obtuvieron las expresio

nes de k para funciones de fluencia del tipo

N C;t
J=A+ ) B.e
. 1
i=1

siendo que para N < 3 se obtuvo k de manera de obtener una
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transformacidn inversa exacta, y para valores de N superio-
res se propusieron férmulas aproximadas.

Para simplificar, solamemte se daran las expresiones de
k para J = A + B &%,

Cuando se trata de un problema de fluencia, k sera:

e c':1‘.
k= — t (22)
CCt-l
y
. _ ¢c(l-aA
k = TiTReEy ¢ (23)
con
AC
1 Bt

B
B ACATE e (24)
para el caso de relajacion.

k en ningln caso depende de la magnitud del modulo de
elasticidad E, ni de las tensiones actuantes, asi como de
sus unidades, y tampoco de las deformaciones impuestas a la
estructura. Solamente serd funcidon del tiempo transcurrido
y de los coeficientes de la funcidén de fluencia.

Cabe destacar, que para aplicar estas formulas, la so-
lucién obtenida con elementos finitos en el campo transfor-

mado debe ser suficientemente cercana a la exacta.

4. Ejemplos de Aplicacion

En el primer ejemplo se obtuvo a la funcidn de relaja-
cion a partir de la de fluencia.

Este ejemplo es muy simple, pero sirve para mostrar la
eficiencia del esquema de inversion numérica propuesto.

Se tomd una barra come la mostrada en la figura 1l,a la
cual se le impuso una deformacidn constante. E1l modulo  de
elasticiadd de la barra es E = 10.000kgecm™2.

La funcion de fluencia del material, que en nuestro ca

so corresponde a un combustible sdlido es:
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J =107 - 0.99 x 107%e 0023979 (55

G
10000.
y b
k. 5000.
~
a ¢
1 . —
= e e 0 : i
0-7 10-7 10~ 1. 10. t
Iigura 1

La funcion de relajacidn se puede obtener en forma exac
ta recordando que JG = 1/s%.
Operando se ohtiene que:

S C
G = 100 + 9900¢ 2-3979t

La solucion con elementos finitos coincide con la exac
ta en todos los instantes, como se puede ver en la figura 1.
Ll segundo problema resuelto fue una viga simplemente
apoyada (Fig. 2) constituida por dos materiales, uno eldsti

e teri. e B T
co y uno viscoeldstico. Esc. o=100kgkem™/am

Ey= 3[1[}.l'ri}[}|\ﬁfc|n") ) P— Sllcm A
E.= 2.000.000kgfem™* :
q = 2.1tf/m 0[] @ g
S N O N O N S | L 2
= |
_] 2 @ =~t=l
2 P! --t=100dTas
G 600cm Fecedd Lo0dias
N {
L " X +
Figura 2 i i

Se obtuve la solucion con una malla de 12 clementos,sien
do que la variacion en las tensiones en el centro de la vi-
pa despues de 100 dias, fue de aproximadamente 14%.

En la Tabla 1 se muestran los desplazamientos vertica-
les y las tensiones en el centro de la viga, notandose la re
distribucion de tensiones, y en la fig. 2 estdn indicadas

las tensiones para los tiempos o y 100.
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&

dias| cm |kgfecm™?|kgfem 2 | kgfem™2| kgfem™

0 0.148 | -60. -32. -214. 254.
10 0.150 | -60. -32. -221. 256.
50 0.157 | -58. =3, -237. 261.

100 0.160| -58. ~31. -245. 264.ﬂm
Tabla 1

5. Conclusiones

El esfuerzo computacional necesario para obtener la res
puesta de una estructura viscoeldstica para un determinado
tiempo, es practicamente el mismo que para estructuras elég
ticas.

La simplicidad del esquema de inversion numérica de la
transformada de Laplace y la analogia del algoritmo (17) pa
Ta materiales viscoeldsticos con el caso elastico, permiten
de una manera muy simple, introducir el andlisis viscoelas-
tico en programas de elementos finitos ya existentes.

La formulacion presentada tiene la ventaja de permitir
el analisis de la estructura en un determinado instante,sin
la necesidad de calculos previos en tiempos anteriores. Por
otra parte, tiene la desventaja de que no permite el anali-
sis de estructuras constitufdas por materiales con "enveje-
cimiento", como es el caso del hormigén. En este Gltimo ca-
so se debe recurrir a un analisis del tipo '"step by step".
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HALBRITTER, A.L.

SOLUCION NUMERICA DE PROBLEMAS VISCOELASTICOS

Resumen

Se usa la formulacion del método de los elementos fi-
nitos para analizar estructuras constituidas por materia-
les viscoelasticos. Para llegar a dicha formulacidn,se apli
ca el concepto de transformada de Laplace y también se usa
un mctodo cficiente para obtener numericamente la transfor
macion inversa. Pueden ser estudiadas estructuras consti-
tuldas por virios materiales que tengan propiedades eldsti
cas o viscoeldsticas diferentes. Se incluyen algunos ejem-
plos como aplicacion de la formulacidén presentada.

NUMERICAL SOLUTION OF VISCOELASTIC PROBLEMS

Summary

A finite element formulation is used to analyse struc-
tures composed by viscoelastic materials. That is based on
the use of the Laplace transform, and an efficient scheme
to obten the numerical inverse transform is presented.
Structures composed of many materials with different elastic
or viscoelastic properties, can be studied. Some examples
are included as an illustration of the above formulation.
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1. Introdugao
Devido a necessidade de se obter um alto grau de segu

ranga, a analise de acidentes nos reatores nucleares tem
sido ohjeto de inumeras pesquisas.
Estudos experimentais desenvolvidos nos reatores Bo
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rax I e II Dﬂ » Spert I, II e III Eﬂ sugerem a possibi-
lidade de acidente com a explosio do niicleo do reator.

Proctor [ﬂ realizou estudos experimentais em modelos
simulando acidentes em vasos de contengao de geometria ci
lindrica.

Geiger ﬂ] verificou o comportamento das  estruturas
de um reator devido a uma explosao acidental.

O presente trabalho se constitui de um modelo tedrico
para se determinar a distribuicdo das pressoes devido a
uma explosdo acidental em um reator tipo piscina.

2. Distribuicao das Pressdes

L_ R
|

Figura 1
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Em um cilindro de raio R com uma massa de agua em re-
pouso de altura L (Fig. 1) € superposta uma pertubagio u
nidimensional e nao permanente. As componentes das veloci
dades em coordenadas esféricas, pressdo e massa especifi
ca instantaneas podem ser decompostas em quantidades me-

dia e de pertubagao:
v (r.t) = Vr(r) +vi(r,t)
ve(r,t) = vy(r) + vg(r,t)
vy(r.t) = Fw[r} rvy(n,t) (2.1)

P(r,t)

Ps+sP(r,t)
p(r,t) =5 + p'(r,t)
onde P e p sao consideradas constantes.

Para o caso do fluido em repouso e pela condigao de sime
tria tem-se:

Vp(r) = Vo(r) = V(1) = 0
(2.2)

Vasz

=0

Substituindo-se (2.2) em (2.1) as equagoes da continui
dade, da quantidade de movimento, depois de linearizadas,
podem ser escritas como

|_g)
+
ol
>
n
=

(2.3)

(%)
]
L]
a
o

|

b 3t = - (2.4)

|
-

A relagac entre pressao e massa especifica € dada por:
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ar

P' _ .2 ap'
En R T (2.5

Combinando-se as relagoes (2.3), (2.4) e (2.5) temse:

azvr 2 34A
—F=c? 2 - (2.6)
3t ar
Onde C € a velocidade de propagagao da pertubagao e
1 3 2
ﬂ‘;:z— W(r \a"r).

Supondo o escoamento come irrotacional pode-se escre
ver

=%

]
v, * 37 (2.7)

Onde #(r,t) € a fungao potencial.
Substituindo (2.7) em (2.4) e (2.6) ohtém-se respecti
vamente:

.;T(m) + EE., =0 (2.8)
p
2 2
1 37 ¢ 1 3
v e Al (29

Combinando (2.8) e (2.9) tem-se

2 .2
P’ . oc’ 2
% v o2 ety =8 (210

Sabendo-se que no instante da explosao uma massa de
agua se transforma em vapor a pressao P!, ocupando um vo
lume esférico de raio a a distribuicao da pressio para r>



109

a € dada por

P'(r,t) = E%%Ect-a]”(t-zég)-{ct-a)H{t—I%Qﬂ (2.11)

onde H é o operador de ileaviside [5]

3 r-a r+a - = .= —
No intervalo —= <t< — , a distribuigao da pressaoe

dada por :

P'(r,t)

L

PUEr-ct) /s (2.12)

3. Analise das tensodes e deformacoes na parede

Fazendo um balango das forgas na parede do cilindrope
la Fig. 2 tem-se [6] :

Ew
===
d ]
—

Figura 6 - Elemento infinitesimal da

parede do cilindro.
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2
d"w c dw , Eh Po'
T WE vt g (Rect) (3.1)

onde w = deformacio radial
M = massa por unidade de area

m
I

= modulo de elasticidade

A relagao (3.1) pode ser escrita numa forma mais sim
plificada, ’

2 p'
d
d—g s 2WQ -;‘.% ¢ Wy e 72 (P-ct) (3.2)
t m
Z - Eh - 1 pc
onde We = % 3 ) W e

A equagao diferencial (3.2) tem a seguinte soluciao:
Para Q > 1

w_ R _ct . 2¢ -wQt [ R . 2¢
Ex ( i * ) = ( * }
LI i | —w_g ﬁ—[e = _g‘”

2
2 1 C R 2¢c
cosh( -1 Wt) - - R %}
? 2 (;? K W
Q" - 1w
senh(/Q% - 1 h’t)] (3.3)
Para Q < 1
W R ct 2c -Wot R 2¢
= (= - =+ ) = g (— + )
2
cos(xl-QZ We) - 1 [%_Bﬁg_zcg
T Q2 W W W

sen (\/1 - q? Wt)] (3.4)
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[« R 2cC
¥ == + =) t] (3.5)
w2 oWl
onde
5 = g2
m

4. Resultados e Conclusées

1000.0

100.0

10.0

DADOS EXPERIMENTAIS — o

0.01
0.01 0.1 1.0 10.0 100.0 1000.0

P'l IO"“’ N/m2

Figura 3 - Deflexdo radial maxima
em fungao da pressiao.
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As tensoes e deformagoes calculadas analiticamente fo
ram comparadas com os resultados experimentais existentes.
As deformagdes radiais maximas,no plano meridiano que pas
sa pelo centro da explosao, calculadas para varios picos
de pressao na parede sido apresentadas na Fig. 3, e compa
radas com resultados experimentais obtidos para tanques
cilindricos utilizando-se alto explosivo kﬂ . Na Fig. 4
a relagao tensao deformacao & comparada com os resultados
experimentais.

10000.0
1000.0
100.0

10.0

TensKo x 16% N/m2

0.1

0.01
0.01 (3] 10 100 100.0 10000 10000.0

%103

Figura 4 - Relagao Tensao - Deformagao

Os resultados obtidos pela distribuigao (2.12), para
as deformagoes radiais maximas, sao apresentadas na Fig.S§
em comparagao com os calculos realizados utilizando-se a

e t/8[q .

distribuigao de pressao empirica P' = P
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Pode-se observar pela analise dos graficos que os re
sultados obtidos teoricamente apresentam concordincia com
os dados experimentais. Na Fig. 5 verifica-se que, na fai
xa entre 10° e 10% N/m?, ha divergéncia entre os calculos
efetuados para a deformagdo radial maxima pelas distribui
coes (2.12) e a empirica, semdo necessiaria uma avaliagdo
experimental nessa faixa para se estahbelecer a validade
das distribuigoes em face da inexisténcia de dados experi
mentais.

1000.0

100.0

10.0
[ 1]
Qe

» 1.0

Jix
m 2)
0.1
0.0l
0.01 0.1 .10 10.0 1000 10000

P 1073 N/m2
Figura 5 - (1) Distribuigao (2.12)

(2) Distribuigdo P' = p_ e t/®,

5. Conclusao
Para os reatores nucleares tipo piscina o pico de pres

sao na parede da piscina estd situado na faixa onde os re
sultados tedricos apresentam boa concordancia com os da-



114

dos experimentais podenso-seutilizar a distribuigao (2.12)
para se obter as tensdes e deformagoes nas paredes da pis

cina.
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ACIDENTE TIPO BORAX EM UM REATOR NIICLEAR
Sumario

Utilizando as equagoes basicas da Mecanica dos Flui-
dos para descrever a propagagao de uma onda de choque num
meio fluido, com aproximagao de pertubagdo infinitesimal,
obteve-se a distriEuigEo das pressoes, utilizada para a
determinagao das tensoes e deformagoes nas paredes da pis
cina.

BORAX TYPE ACCIDENT IN A NUCLEAR REACTOR

Summary

The basic equations of Fluid Mechanics were used to
describe the propagation of a shock wave in the fluid.
Using the linear theory of pertwbation the pressure
distributions were ohtained and consequently stress and

strain were determined in the wall of the cylindrical
tank.
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1. Introdugao

Nas aplicagoes do métode dos elementos finitos a ana-
lise nao-linear, quase sempre varias restrigOes sao incorpo
radas. Em geral se limita a analise de grandes deslocamen-
tos, pois se faz uso de teorias proprias de corpos orienta-
" dos como vigas, placas, etc.

Nas analises que envolvem nao-linearidade fisica tam-
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bém comumente se introduzem relagdes constitutivas de mate-
riais de caracteristicas de pequenas deformagdes.

A andlise de deformagdes finitas pelo método dos ele-
mentos finitos foi inicialmente efetuada por Oden [1].

No presente trabalho o problema de grandes deforma-
goes de membranas de materiais hipereldsticos incompressi-
veis & enfocado com o uso de elementos isoparamétricos qua-
draticos. '

2. Relagoes Constitutivas

Um material é dito ser elastico se as tensdes em cada
instante dependem somente da deformagao local deste instan-
te e ndo da historia da deformagao.

Se o estado de tensoes pode ser determinado por deriva
cdo de uma funcgao energia de deformagcaoc E , o material €
chamado hiperelastico.

A geometria de um corpo elastico & geralmente conheci
do quando ocupa uma configuragao de referencia C, : que é
idealmente associada ao estado indeformado do material.

Por esta razao & mais conveniente usar ao invés de
uma fungao energia de deformagaoc E , um potencial eldstico

W medido por unidade de volume do corpo indeformado.
W="pE (1)

As varias propriedades e formas especiais de W para
materiais anisdtropos e isotropos sdo discutidas por Oden
[4].

Pode-se mostrar que para o grupo de materiais isotro-
pos hiperelasticos W €& uma fungdo dos invariantes princi-

pais de deformacgao:

W= W(l, I,, I) (2)
obtendo-se as tensbes por:
s - 2 oaw 2Tp oaw M3 -
ij 311 aeij 312 aeij 813 asij
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Grande parte dos materiais considerados elasticos pa
ra deformagdes finitas & capaz de atingir severas deforma-
¢Oes sem aprecidvel variagdo de volume.

Esses materiais sao conhecidos por eldsticos incom-
pressiveis e basicamente todas solugoes existentes de pro-
blemas especificos na elasticidade finita se valem de mate
riais deste tipo. Ao lado do fato que todos movimentos de
materiais incompressiveis s@o preservadores de volume, a
caracteristica mais significante desses materiais & que o
tensor de tensdes nao € completamente determinado pela de-
formagao.

Pode-se adicionar as tensdes em um material incompres
sivel deformado qualquer miltiplo dessas tensdes, como uma
pressdo hidrostatica arbitraria h , sem alterar o estado
de deformagdo do corpo. Ou melhor, a adicdo de uma pres-
sao hidrostatica em um solido eldstico incompressivel afe-
ta as tensoes mas nao as deformagoes ou no caso de mate-
rial hipereldstico, a energia de deformagao.

A condigdo de incompressibilidade fornece:

Ioo= 1 (4)

No caso de materiais hipereldsticos a equagdo (4) &
interpretada como uma equagao de restrigao.
Definindo:

o= W(ess) + AL - 1) (5)

onde ) & um multiplicador de Lagrange, a equagao (3) fi-
ca:

3l
1

3
ij

aW

- SERTO

ij Bcij

(6)

sendo que A & igual a pressdo hidrostatica h e e, sa
tisfaz (4).

Se (4) & atendida, a fungdo energia de deformagdo pa
ra solidos hiperelasticos incompressiveis isétropos & fun-
cao somente dos outros dois variantes principais:



120

W = W(Ii, IZ) (7
e
a3l al al
aW 1 aW 2 3
S, , = —_— % e ——— + | — (8)
ij 511 acij 312 aeij Deij

Varias aproximagdes de W[Il, I,) para materiais es-
pecificos foram propostas.

A hipotese de incompressibilidade do material ndo acar
reta em simplificagdes no caso de aplicagoes do método dos
elementos finitos.

A funcao energia de deformagao determina a tensao em
corpos hipereldsticos incompressiveis somente a menos de uma
fungao escalar h , chamada pressdo hidrostadtica que nio per
forma trabalho quando o corpo deforma.

Para o método dos elementos finitos a pressio hidros-
tatica aparece como uma incégnita adicional nas relagoes de
rigidez e a condigao de incompressibilidade deve ser manti-
da aproximadamente em todo modelo discreto.

Desde que praticamente todas equagoes constitutivas
avaliadas para materiais altamente eldasticos (borrachas na-
turais e sintéticas, polimeros, combustiveis sd6lidos prope-
lentes) consideram o material como incompressivel, o estudo
de deformagoes finitas de corpos incompressiveis constitue
uma parte importante da elasticidade finita.

3. Estado Plano de Tensoes

A escolha de formulagao Lagrangeana para este tipo de
material € obvia ja que todas as variaveis aparecem referi-
das i configuragao indeformada. O principio dos trabalhos
virtuais & aplicado como em [11] para obtengao das equagdes
incrementais de movimento.

Na andlise de estado plano de tensdes a relagao cons-
titutiva para um material isdtropo hipereldstico incompres-
sivel pode ser expressa por:
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S 1 C 1 C

11 22 22
fis % 2 g
Saz| = 2G| {1 -w | Cqq| Ay ||+ QB (CCp) | Gy
S12 & - G2 ] ~Lyp
(9)
onde
Sij = componentes do 2% tensor de Piola-Kirchhoff
Cij = 2 €59 * 6ij = componentes do tensor deformagao
ij = delta de Kronecker
u = C3q = deformagao normal ao plano
Cl. C2 = constantes do material definidas por Ci = g?i
i
W = Cl(Il—S) + CZ(IZ-SJ fungdo energia de deformagiao
adotada (Mooney-Rivlin)
Nesta equagdo a condigaoc de estado plano de tensdes
S35 =0 ja foi usada para eliminar a pressdo hidrostatica.

Além disso a condig@o de incompressibilidade deve ser satis

feita.
' 1 - { 2 = ”
i [ 11 22 ( 12) ] : (10)

A matriz C que relaciona os incrementos de tensoes
aos de deformagoes, definida por:

S11 |- 14
8,, | =€ €5, (11)
512 2 Eyp

€ obtida pelo gradiente de (9) isto é:

Covp, = il (12)
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A equagado (10) sera usada para eliminar a incognita
adicional u . Assim:
2 =
(C22) 11 %22 C12 Ca2
= 2 2 ia
C=46¢ »ia (C13) S13 Cpy. | #
SIMETRICA (Clz]z
- 2 -
0 -1 0 (€207 Gl -CypCp
= 2 2. U
1 0 0 + 4 CZ uef 2u {CH + CZZ) {Cu) C12C11
0 0 1 SIMETRICA (c12)2
g -3 9 ~ X
22 uZ 12
1
+ (€ +Cyp) 2 0 0 [+ T =2C, G
1
L 0- 0 0.5 Gy o =
(13)

Em outro tipo de andlise que seja nao estado plano
de tens@o, a pressdo hidrostdtica ndo pode ser eliminada e
tem que ser incluida como uma varidvel adicional. A condi-
gao de incompressibilidade fornece as equagdes suplementa-
res para o conhecimento da pressdo hidrostdtica.

4. Solucdo pelo Método dos Elementos Finitos

Argyris ([5] e [6]) comenta a série de dificuldades
que surgem em discretizagdes com elementos finitos 'simplex"
(TRIM3, TET4 e TRIAX3) quando problemas de materiais incom-
pressiveis ou aproximadamente incompressiveis sac analisa-
dos. Nas aplicagdes que se seguem valeu-se de elementos iso-
paramétricos quadraticos para discretizar o continuo.

A aproximagdo pelo método dos elementos finitos &
efetuada, e as equagdes incrementais de movimento de um sim
ples elemento sdao obtidas como desenvolvido em [12] . Os
efeitos de amortecimento foram ignorados.

Estas equagoes quando extendidas a todo o dominﬂ:dig
creto sio integradas passo a passo pelo método de Newmark
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ou no caso estatico resolvidas sucessivamente.

Em ambas as analises sao usados esquemas iterativos
tipo Newton-Raphson para garantir o equilibrio em cada inter
valo dentro de uma pré-estabelecida tolerancia.

5. Resultados e Comparagoes

5.1. Analise Estatica - Comparagdo com Resultados Ex
perimentais

0 problema da figura 1 foi analisado com o uso de 6

elementos e confrontado com a analise experimental efetuada

por Iding.
uu'j
i = 0.125" (ﬂ
spessura = 0.125 . .—}
& c = 21.605 Ib/in" Tt
f. G * 15745 1b/inf
e B
i =
LT I
A e P
! | i i T o |
i | il R
| ! T T T l
| ,' ' s i e i il i e i |
1 I PR s G
1 e =
]

L.B Integragdo 5x5
N°® maximo de iteragies =5

FIGURA 1 - DEFORMADA PARA p = 41,80 2b
ATINGIDA EM 4 INCREMENTOS

Deve-se notar que o deslocamento final do lado de aplicagao
da carga & da ordem do comprimento original da pega. A con
figuragao final foi alcangada em 4 incrementos de carga com
uma média de 5 iteracdes.

Os resultados mostraram concordancia (figura 2), e
para evidenciar a grande diferenga das tensoes Piola-Kirch-
hoff e Cauchy a distribuigao dessas grandezas em duas segoes
€ apresentada.
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5.2. Andlise Estatica e Dinamica

Novamente 6 elementos foram usados na discretizagao

do problema da figura 3.

£ .
tretyet”
@
IR

_a.

le
»
[ 4
® b2 2
—————————— 2
N T e | —— ’,’H
T SRS W
[ //’ \
2 /'}/ |
s Pt !
S e i i T} e \
s~ S N T T ——a B 2
gl--" \
248 oz ' Jq‘, i
T e g ;
1T pi —-%_ ; "t S £° |
~ -3 ~Jz >~ 1
- 4 .
L -4 -~ b \
- ~ ~\
. S ha s \o 1 2
6 1 2 3 4 3 & 7 & % W Il @ B 14 I3 18 17 @ 1% 20 2 22

Espessura 1"
Integragdo 5 x 5 c, = 25 pw
'

-] Sw i i
N® maximo de iteragdes =5 g 7 pu

FIGURA 3 - DEFORMADA PARA p = 90 psi ATINGIDA EM 3 INCREMENTOS



125
A deformada atingida em 3 incrementos de carga & iden
tica a obtida em [12] com 30 elementos lineares.
0 deslocamento na diregdo do carregamento de alguns
pontos € mostrado na figura 4.

P {Ib)
4
19
-1 29

1504
100 4

+ NO 29

e« NO 5

50 4 & NO IS

0 2 4 & 8 10 ulin)

FIGURA 4 - CARGA-DESLOCAMENTO

Para analise dinamica o carregamento total foi consi-
derade de aplicacdo sibita e constante. O intervalo de tem
po para integracdo At = 0.0015 s ¢& aproximadamente 1/120
do periodo fundamental.

Uma comparagao com os resultados de [12], com os mes-
mos parametros (integracgao pelo método de Wilson), estd na
figura 5

Praticamente a mesma resposta & obtida com os dois mé
todos de integragido. Além disso, convém salientar que oS
resultados ndo sdo sensivelmente afetados se a atualizacao
dos efeitos nao-lineares for processada apenas a cada 5 ou
10 intervalos de integragao, apesar de se tratar de um pro-
blema fortemente nao-linear.
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6. Conclusdes

A aproximagdo do continuo por elementos isoparamétri-
cos para o estudo de materiais hiperelasticos é feita com
eficiéncia. O controle sistematico da equagdo constitutiva
nos pontos de integracado do elemento garantem uma perfeita
representagao do material em todo o dominio.

A extensao para o caso de problemas tridimensionais
consiste apenas da consideragdo do terceiro grau de liberda
de, como usual nas aplicagdes do metodo dos elementos fini-
tos a analise de membranas inflaveis.
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GRANDES DEFORMACOES DE MEMBRANAS

DE MATERIAIS HIPERELATICOS INCOMPRESSIVEIS

Sumario

0 método dos elementos finitos & aplicado a analise
de _grandes deforma;oes de membranas de materiais hiper -
elasticos incompressiveis. A derivagdao da equagdo consti-
tutiva empregada e discutida suscintamente.

Uma formulagdo Lagrangeana da mecanica do continuo &
utilizada. A discretizagado se valeu de elementos finitos
isoparamétricos quadraticos.

Alguns resultados sao apresentados e comparados com
outras solugoes.

FINITE STRAINS OF HYPERELASTIC MEMBRANES

Summary

The finite element method is applied to the analysis
of membranes of hiperelastic Incompressible materials. The
derivation of the constitutive relations is briefly com-
mented.

A Lagrangean formulation is implemented, and the dis
cretization is effected by quadratic isoparametric ele-
ments.

Some results are present and compared with others so
lutions.



131

AUAIS

IV CONGRESSO BRASILEIRO
DE ENGENHARIA MECANICA

rLorianoPoLss, pez. 1977

PAPERNO. A - 11
PP. 131- w2

INOCEEDINGS

OF THE FOURTH
BRAZILIAN CONGRESS
OF
S MECHANICAL ENGINEERING

ANALISE NUMERICA DE CASCAS ORTOTROPICAS DE REVOLUGCAO

Domingos Boechat ALVES, D.Sc.
Depto. de Engenharia Mecanica
Univ. Federal de Santa Catarina
Florianopolis - Brasil

1. Introdugdo

Este trabalho apresenta a formulagao numérica para o
cidlculo das tensoes resultantes, deslocamentos e deforma
coes em cascas delgadas de revolugao com espessura e pro-
priedades eldsticas ortotropitamente variaveis ao longo do
meridiano.

E obtido das equagbes basicas da teoria classica das
cascas um conjunto de quatro equagoes diferenciais parciais
em termos dos tres deslocamentos e do momento fletor meridi
onal.

Um programa digital em FORTRAN IV & codificado para a
plicagdo a qualquer casca de revolugdo com ou sem polo [1].
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2. Equacoes fundamentaisg

0 sistema de referencia da casca e as tensdes resul-
tantes em um elemento genérico sdo mostrados na Figura 1 e
todos os parametros geométricos adimensionalizados atraves
de Eo et respectivamente comprimento e espessura de refe
réncia. Ponto e virgula sobre as variaveis indicam deriva-
das parciais nas diregoes © e s respectivamente.

“"\

Fig. 1 - Elemento da casca e tensoes resultantes.

De acordo com a teoria cldssica das cascas as equa-
goes diferenciais de equilibrio de um elemento (ds, d@) pa-
ra cascas de revolugdao, sao: [11

y . s =i
(PNg) + Ngo - PNy = p10Qg = -pPg

3 - ) Py
(pNgg) + Ng *+ N o + p10Qy = -PPg

=1 e . s
Py PNg = oy PNy + Q5 + (pQg) = op, (1)
] . .
(eMJ) + My = BMy = pQg
H - L]
(Mgp) + Mg + PMg = PQq

A relagido entre os vetores tensdes resultantes N =
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= [Ns‘ N@. Nse). M= [Ms‘ Me, Mse) e os vetores deformagoes

medias & = (ES. €g> ese), K = {ks, k@‘ kse) e

JN} e e'J ’Le

4 (2)
;M: €} D K

L

Onde c.. = c..
ij Jii
= dji sao as constantes de rigidez flexional da casca.

sao as constantes de rigidez extensional, e,

ij 3
As relacoes entre o vetor deformagao e deslocamento e

ES =u + pl w
3 =] -1- 4
€g = PP U * p TV - PP pw (3)
T LN
ES@ g u v ppVv
k 38
s w
kg = -0 26 - bl )
Koo = <28 VR F 2W0n
s0

As dezessete equacdes de (1) a (4) contem dezessete
incognitas e portanto o problema € sollvel.

Eliminando todas as incégnitas exceto u, v, w e M ,0b
tém-se um sistema de quatro equacdes diferenciais parciais,
que apds a expansdo de todas as varidaveis funcoes de © em
serie de Fourier, resulta em um sistema de quatro equagoes
diferenciais ordindrias em s para cada harmonico n. Ainda
mais, todas essas variaveis sao adimensionalizadas usando
£ , t , E_ (mddulo de elasticidade de referencia), o, (ten-

o o o
sao de referencia ). Assim resulta, com x = (u,v,uw, MS).

»: L]
PX + QX + RX = S (5)

0s elementos das matrizes P, Q, R e S sao fungoes dos
parametros geométricos que definem a casca e as constan-
tes mecanicas de rigidez do material, e se encontram tabela
das no apendice. Determinado X, as deformagdes especificas
e as demails tensoes resultantes sao calculadas por (4), (3)
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e (2).
0 conjunto de equagoes diferenciais (5) & de oitava
ordem, requerendo a prescrigdo de quatro condigoes de con-
torno em cada borda externa. Se

2%

R Dlp %
s Ngp? ; Migr Qe = Qo * = Moo (e}

s3o as tensdes resultantes efetivas nas secgoes de uma das

bordas extremas, as condigoes de contorno nesta borda podem
ser expressas por

1 s 1 1
L, R+t mv=ce,
(7)
23 Qs + m3 w = e3
4
N =
24 w + m, 15 e4

Exprimindo N_, &59’ Q,

nas seguintes condi¢des de contorno

em termos de (u, v, w, MS) resulta

3
GX + FX = E (8)

onde os elementos nao nulos de G e F estdo no apendice.

No polo, as equagdes diferenciais da casca sao singu-
lares e no caso de nao existir carga concentrada no polo,im
poe-se as seguintes condigoes de contorno a fim de obter so
lugdes finitas 54}.

n=0=>u=20; v=20; & = 0; ﬁs =0
n=1-+u+ve=20;uw-=0; u = 0; Ms =0

n=2+u=0;v=0;uw=00 =0

n=3>u=10;v=20 w=0; & =0

3. Solucdo Numérica

As equagoes diferenciais (5) com as condigdes de con-
torno (8) sao escritas em diferengas finitas, usando
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(X

+ 1 2 1
X = 11 7 X)) e Xy = 55Xy -

L he 2Xi * Xi-lj

onde h = s/aom, sendo m o nimero de intervalos pivotais. Pa
ra as bordas extremas (i = 1 e i = m+l) e estacoes interme
didrias as equagoes (5) e (6) em diferencas finitas sao

le] + AIXZ = S1

Gy ki *BX 2% =B i=2n (9)

onde

m+l Em+1

A fim de evitar a possivel singularidade de B, e B

m+1
as equagoes (9) sao modificadas fazendo

* = ~1 + = =1 -
A3 = ByCy Ay, By = BiCyBy - A

* = -1 _ * - =1
BS = B, A B - L C B A€

- =, - o =1 -
83 = B4CyS; - 51» 53 = Bua1An Sa ~ Smer

e as equagoes (9) sao substituidas por (10)

Bi XZ + AE X3 = 5%

2

Ci-lxi-l + nixi ¥ Ai Xi*l = 5i i=2,m (10)
= *
Cm-lxm-l * Bmxm Sm
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Presents Trobalho
* s« s s Timoshenko

Fig. 2 - Tensoes resultantes em cilindro e calota
esférica.
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Dados:
a= | Ri=1/h
a/h=100 k2= 1 /heene
v=0. k3= 1/hcose
E=i H=l/l|':u.
k=1 k5= k4 /cone
[
01 g
40|
20
2
[ i Ik
]
Ku W :
10 20 30 s
= 2
80
«
20 ] aeo .
20
0 4
0 Jp—T e —
-0 4 '
20] W1 7o
i » |
e 0 w [
o= M2

Fig. 3 - Deslocamentos e momento meridional em casca esfe-

rica sujeita a cargas gravitacionais.
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Pl lzcosc) ALl

1T

Dados:
P=1.0,; L1=24 a=10
a/h=200, =03, e,=e,=0.006
E/E= E/E=|

=] =0
B,z Ay 6!!05*1.: 1;=5x10
Ji2dF 6:8110,28=15,2003
k =10%EN

[«=aenk]

Fig. 4 - Deslocamento e momento meridional de um cilindro

ortotropico com suporte elastico.
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Usando as equagodes (10) X; i=2,m, sdo obtidos  usando

técnicas de eliminagao e entao Xl e Xm+1 obtidos das equa-
goes (11)
e = BT, - kX~ B
1 1 2 275 272
(11)
0 T T =
Xme1 = Ap” Sy = BpXpy = CoqXpaq)

4. Resultados

Solugoes de varios problemas de cascas sao obtidas u-
sando o presente programa e o$ resultados plotados nas Figu
ras 2 a 4. Algumas delas sdo comparadas com solugdes publi-
cadas na literatura afim de constatar a precisao da formula
¢do numérica.

Dois dos problemas tratados consistem em um cilindro
circular sujeito a varios harmonicos do momento fletor meri
dional aplicados nas bordas extremas [3]. uma calota esféri
ca de bordas fixas sujeitas a pressao externa [2]. Os resul
tados obtidos apresentam excelente concordancia e estao plo
tados na figura 2.

E analisada uma casca esférica de contorno rotulado
sujeita a cargas gravitacionails, respectivamente, paralelas
e perpendiculares ao plano contendo o eixo de rotagdo e os
'resultados sao mostrados na figura 3.

Na figura 4 sdao mostrados os resultados de um cilin-
dro circular ortotrdpico sujelto a cargas de intensidade
po(l + u cos 0) paralelas ao eixo de rotagao e aplicadas
na borda superior. A borda inferior resta em suporte elasti
co.
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Elementos nao nulos das matrizes P, Q, E r S.

= PRji¢ Pag

_ 2
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2
= Pagy. Ppz = ~Npdggpy0/p

- N - =
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. 3 2 2
= a;,0/py - 31,040 * pde(al /ppy + npdzz/p0,

-y
p

s

= -p[zn’(dy5/0) + (o370}, a5 = d,,b/0
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=agpp & dygpes

5.2 2
322(0) /p - n 333/9

- ) % 2
=n(a;, - a33o/p - a,,0/p], ryg = -pQ - ds}o/pl

= a,,(p/p;)

5
- ag,pleg -

¥
= n(a,,p,0/p -

39 b 2 23 593
= ajplegp) + a“o/o1 e Vi L 3220100/0 -

2 2
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% - L] LE]
= -n(a;; * azzo/o + a330/ﬂ}. Toy = -npdsolo/p

L] 2 3 2 . 2
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ry, = -(ag:8) - a33(532/p - nzazz/p
T31 = a125/"1 - a,,0088/0, Tgy = n(ay,/o) - ay,0.P/0)
Tyg = 311"’/"3 - LR * 822{0155]2/0 + 2n2p(d3373)’/92 &
ZnEpdss(E}Z/p3 + nzp(deéfozf + napdo/i:r:S
Tay = p[(1 - ds}z - égs - nzds/pj
Ty " ndyple’, Ty =l
2. Elementos das matrizes G e F.

_ < e Y% 2
811 = 412510 8y 7 fy3330 8y £,d55mPp /P

%2
2 agh)Pp/ot, gy = 45Dy 845 4,

833 = ~£5(2dg5n
L]
11 = &1a10P/p + mpyfyp = nbja o/e,
- _1 _ 3
15 = 4408370 ay,0,p/p)

2
£21 = “nhyagq/e. £,, = <Liagap/e + my,

- gy K g I / 9.5 '3
fay = BEglagpraRp/”s Bgg = Wipls (il g+ glp/p” +:m

3
L]

£i4 = L5p(1 - d.)p/p onde

! 2

d d d =l

4. = A2 a, = A1 722 " 712 o (e /2 )P
s d (¢} d o "o

11 11

aij e di' sao valores adimensionalizados em relagao

aos valores ﬂo' t
(Eq. (2))-

o' Eo dos elementos das matrizes C e D,



ALVES, D.B.

ANALISE NUMERICA DE CASCAS ORTOTROPICAS DE REVOLUCAQ

Sumario

£ apresentada uma andlise numérica para a solugdo das
equagoes gerais de cascas finas ortotropicas de revolugdo
sujeitas a cargas arbitrarias. As quatro equagoes diferen-
ciais, em termos dos deslocamentos e do momento meridional,
sdo separadas por meio de sérle de Fourier na direcao meri-
dional. Um programa digital & desenvolvido para resolver as
equagoes diferengas e varios problemas de cascas sdo apre
sentados.

NUMERICAL ANALYSIS OF ORTHOTROPIC SHELLS OF REVOLUTION

Summary

A numerical analysis is presented for the solution of
the general equations of thin orthotropic shells of revolu-
tion subjected to arbitrary static loadings. A set of four
coupled differential equations, in terms of the displace-
ments and meridional moments, are separated by means of
Fourier expansions in the circunferential direction. A digi
tal program is developed to solve the diference equations
.and several shell problems are presented.
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1. Introdugdo

Anéis de reforgos de secgdes abertas e de paredes del
gadas sao frequentemente amalisados como secgbes compactas
desprezando o deslocamento diferencial normal ao plano do a
nel. A existencia de flexdo em elementos curvos de secgdo a
berta de paredes delgadas & sempre acompanhada por torgao
nao uniforme e por empenamento da seccgdo transversal, ainda
que o carregamento seja aplicado ao longo do centro de cisa
lhamento. Devido a este comportamento e o grande usoc desses
anéis, uma analise geral de cascas de revolugdo reforcadas

por estes anéis € de grande importancia. Neste trabalho sio
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apresentadas as equagodes de equilibrio e as equagoes de

transigao em termos do vetor fundamental U = (u, v, w, Ms]
de cascas de revolugdo ortotrépicas com propriedades mecani
cas e geométricas varidveis ao longo do meridiano |3].

2. Equagoes fundamentais

Nas figuras 1 e 2 encontram-se as coordenadas e siste

mas de referencias de um conjunto casca-anel-casca. Os pard
metros geometricos que definem o conjunto casca-anel sao a-i
dimensionalizados atraves do comprimento de referéencia, tej
e da espessura de referéncia,to. 0 sentido positivo das cagg
gas e tensdes resultantes sdo os indicados nestas figuras.

Os pontos Ai{na. Qa
ca-anel e todas as grandezas teferentes a eles contém o su-

i za) representam as bordas de unido cas'

perscripto "+" ou "-",
As relagdes geométricas entre o vetor deslocamento do

centro de cisalhamento, V = {un, u u ., vy}, e o vetor des-

f g Uz
locamento fe um ponto A generlco da secgao, Va = (una‘ uEa‘
Boge Tala €
Wou ™ B # £.73 Upg = Up = MN,Y
(1)
= - - Y - Y +
Ps Yza (Ds ga)uz ‘a Yg T Ma Yy ps¥aB(0),

onde ?a = ?(na. ga) € o valor da fungdo empenamento da sec-
gao transversal no ponto A. ¥(n, £) satisfaz as relagdes
2 ( !
vy = o, ”‘l’dnd-‘: - ”wdnda - j[nwnde =0 2)
B(@) & o angulo de torgao por unidade de comprimento e pode

Ser expresso por
1 -1

(v - o5 Up) (3)

B(O) = pg “

Se N = (Nn‘NE‘NZ’ Mn' ME“MZ}E 0 vetor tensoes resultante e
P = {pn. Ppr Pyo Moy M, mz} @ o vetor carga distribuida no
anel, as seis equagdes de equilibrio de um elemento, forne-

cem
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Fig. 1 - Elemento da casca e esforgos aplicados no anel.
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Fig. 2 - Localizagao do anel de reforgo.
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5 (4)
s

M -M_-n N = “p. m

0 vetor tensGes resultantes, M = (N,» M, ME’ M_ ), pode ser
expresso em termos do vetor deslocamento do centro de cisa-

lhamento, V = (un. Upy Uy, ¥), resultanto

_ -1 -1, . B F o oL -1 -1 _
Nz - EaAa[ps Pe (Ecu£+ "cun:I Py By ¥ B He T B nCY]
=3 -1 . =7 =1
E 1 pc (uE *opgn i +oug ncY)+EanEOc (v - pgu)
-2 .. W T— -1 =1..
M Ealnpc (u5+05 U, tu, n.y) Ealng°c by — 84 un]
M. = B.Lo Yoy - p2Yi) - BT oo %ct, « poln il M u cny)
E a'Ec s n a'ntc £ s 'cn £ Lo
_ e -1 -3 B
M, =G, e (v +pgu )+ ETo “(¥+ p 70 (5)

onde Aa’In‘IEl IUE. Ja‘ I'e Ea sao, respectivamente, area,
momento de inercia, constante torcional, constante de empe

namento da seccdo transversal e mddulo de elasticidade.

3. Equacgoes de transicao casca-anel

Tendo as relagoes tensoes deformagoes em termos do ve
tor deslocamento do centro de cisalhamento, (Egqs. (5)) e a
relagdo entre este e o vetor deslocamento de um ponto gene-
rico A, (Eqs. (1)), pode-se obter as equagdes de equilibrio
do anel em termos do vetor deslocamento do ponto A  ou s
A continuidade do vetor deslocamento nesse ponto fornece a
relagdo entre o vetor deslocamento da casca, V = (u, v, w),
e o vetor deslocamento nos pomtos A  ou A

_ - - + -t
L sen ¢ w~ cos ¢ , u, g v (6)
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+

(6)

+ i + + +, * 5
u = -u CcosS ¢ - w Sen ¢ , Y =-u /p1 o

ta

Portanto pode-se expressar as equacgoes de equilibrio (4) em
termos do vetor V.

Além das cargas diretamente aplicadas ao anel, ha a
contribuigao das forgas seccionais da casca definida por
(Qs, Rsa’ Ng» Ms)i. Estas forgas assim como as cargas dire-
tamente aplicadas e todas as demais variaveis dependentes
em O sdo expandidas em série de Fourier e adimensionaliza-

das através dos parametros £50 tys By (médulo de elasticida

de de referencia), obtendo-se osoharmanicos fundamentais co
mo fungdao de s. A analise entdo prossegue para o harmdnico
n, e, as equacgdes (6) substituidas em (1), fornecem as rela
¢oes entre o vetor deslocamento e S e o vetor deslocamento

da casca nos pontos A ou &:

V=Du (7)
As relagOes tensdes-deslocamento (5) sao escritas em forma
adimensional resultando em

M=BuU (8)

Agora, as equagdes de equilibrio (4) s3o transformadas por
(7) e (B) em

HUu-=1 (9)

onde os elementos nao nulos de H e L estao no apéndice.
As equagoes da casca em termos das variaveis fundamen
tais X = (u, v, w, M), sao em forma matricial {&]

[L] .9
PX + QX + RX = B (10)

onde P, Q, R s3o matrizes de ordem quatro cujos elementos
sao fungoes das propriedades geométricas e material da cas-
ca e B um vetor que contém os termos de carga.

Substituindo as equacodes (7) em (9) e expressando to-
das as variaveis da casca em termos de X, resulta,

o ¥ S e " -~ - ¥ o
AN e R el s T AT+ 8 (11)
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+24 I +34 + o+ W f -
AX +BX =C0X+0'X +8 X +DbX +F (12)

Os elementos das matrizes A*, B*, €%, B* sio os parametros
geométricos e de rigidez nos pontos A® das cascas e anel e
os elementos de F sdo os termos de carga.

Se o anel situa-se na borda extrema superior da casca
as equagoes (11) e (12) se reduzem a

@ -chHx'+ 8" -0 = F (13)
¢ similarmente se situado na borda extrema inferior
" o i3 L
(A" -C)x +«+ (B -D)X =F (14)

Os elementos nao nulos das matrizes A, B, € e D estdo no a-
pendice.

4. Resultados

Exemplos numéricos sao analisados usando o programa
para cascas ortotropicas |3| adaptado para a solugdo de cas
tas reforgadas por anéis.

0 primeiro exemplo, um ¢ilindro com as bordas extre-
mas fixas, reforgado por um anel de secgao transversal em T
€ sujeito a uma pressdo interma p (fig. 3). No segundo exem
plo, dois cilindros com nove ¢ dezenove anéis de reforgos e
bordas extremas fixas, carregados por uma pressao interna p
sdo estudados. Todos os aneéis sao idénticos e com a mesma
geometria do exemplo anterior. Solugdes obtidas usando o
programa de cascas reforcadas por anéis sdo comparadas com
solugoes obtidas pelo programa de cascas ortotropicas (figu
Ta 4).

Uma composigdo de cascas cilindrica e cOnica reforga-
da, por um anel de secgao T na jungao cilindro-cone e sujei
ta a uma forga cisalhante na borda superior extrema & anali
sada e a configuragao deslocamento radial € comparada, quan
do se considera e quando se despreza o anel (fig. 5).

Finalmente, uma combinag¢do cilindro-tronco conico re-
forgado por um anel de secgao transversal em I localizado
na zona de transigdo cilindro-tronco cdnico € sujeito as se
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.
b
s

172
_l:

Eo i
ap
&
i
AL
5t '

ho
ae

h 5 X
S A-A
PSS
a
[¢] s/}
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

a/n =100 a/t=200 chko=1 Eacz= Eo/li-v®)

Fig. 3 - Cilindro com amnel de reforgo.

QLT Q6L qrt 08! 03t
ilindro com 9aneis de reforgo
33 NS S o p G
08k ~o —— —~ ~ — £_Cilindo com 19 aneis de reforco _ _
L 20
07 k ] ‘-‘ — = — —solugdo orfofropica
T T & Solugdo como cilindro
T3 o o reforpado por aners
06 + . =S
=I: ae./h = 100
.l : afe.=1
= 05+ = - gi Es = E./1-77)
s E : v =03
ds i
.4 o |
al‘: ;D —._i___ml_
03 f 1 ———

Fig. 4 - Cilindro com virios anéis de reforgo.
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151 Cosco sam onel de reforpo

E——‘

0=10; a/h=100; hoz=h, Op =1,
Eo = Ea/91; V=03; F/ (5 N Oshea)=10

Fig. 5 - Composigao cilindro-anel-cone.

"]
T,
J N\ 4
A 5
S (P a=r
A=t |
o™ o
< I 2
= F '
h 0 o
1
a _— ‘“-"L_‘F_'_jf_ -
A-A
a/n =100 /12100  Ea= (1-v")Eo »w=0,3
PROPRIEDADES SECCIONAIS DO ANEL vep TEeo
xai/ xa* Xoz /%ag Ke/Kr Yy & F'
-0,015 ~0,03055 0,01280 -4,583 x 0™ I
+0,015 003055 | 0,91x16° |+4583x10°| "
-0,015 -0,03055 | 0,0128 —_— L5650
+0,015 -0,03055 | 09ixI10 —
s L 128 _
— -~ 0’0_ — L5138
ausencia de anel (Ee =0) 1,8062

Fig.6- Comparagao das diversas hipoteses simplificadoras.
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guintes condigdes de contorno
na’ waz

= o : & _9o
Ns = M/( 7 9, h0 cos a) ; Nse M tan a/( ; 9, ho)

Q =0 ¢ M =0

na, borda superior e fixa na borda inferior.
A rotag3o B da borda superior & comparada para diver-
sas aproximagoes usuais em anéis de reforgos (fig. 5).

Bibliografia

|1|] Timoshenko, S.P., "Theory of bending and buckling
of thin walled members of open cross section",
Journal of the Franklin Institute, Vol. 239, No.3
March, No. 4, April, No.5, May, 1954.

|2| Oden, J.T., "Mechanics of elastic structures'",
McGraw-Hill Book Company, New York, 1967.

|3] Alves, D.B., "Andlise de cascas ortotrdpicas de
revolugao', Proceedings of the Fourth Brazilian
Congress of Mechani¢al Engineering, 1977.

Apendice
Elementos nao nulos das matrizes H e L.

= ok BT = nhept i § o = =t
hl] - B {kﬁ[ncxa t PR k1J WPRy kl} ' h12 k4n°5 Ky

~1 _ _ B oy
o kylkyK, + kel o h n'p hyy

T
hyz = 0 kg 14

-

2 -1 -
hyy = =% _“[p(ks + k)) + ncncltﬂcKr + ppclli]

_ .3 -2 RS e .
hyg = =0nep . "Kpw hyg = n Pe Ps {ks(pc g} v "ck4Kr}

1 =k
(n K, * po_ k)

22 2 2 -
hyg = -ne “[p(ky + nky) + nn ol (n K,

" -1 N g
hyy = mep Ky hgy = Moo K.s h33 neg kyK,
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Ay 2 53 aa
Byg ™ WPg hgge By = =pky = Wpke ¢ mep "N KL R K,)

_ - |
hyp = ~hgpr hyz = kg + noo "(kK. + k)

hyq = '“29;][pk3 Y ky) H ncpglfncKr + po_'k))
onde

K, o=KL, K =K., K. =KI., K = E/Ehle,
Kg = KJ G, /B, K, =Kkr/e2, p=tZel

k1 5 KnE ncpglKn' k2 = DEI[KE p;]ncKnE)

ky = o;l(KG + nzp;IKr) i kg =1 - nzp;lic‘

kg = (1 - nz)pogzkn . k= 1- n? e

(31,£2,£3,24) = (npmn - pspg.—npmE - Dspn,pmn + pspz,—pspmz)
onde o vetor M = (pn‘ Pes Pyo Mps Mgy mz] e

+

M=M-RS +R'S

+ + +
Bl owE F
onde S (QS, hs’ NSQ‘

elementos nao nulos sao:

+ - " .
Ms) e R™ sao matrizes 5 x 4, cujos

+ + + - S - & _

1 T TTag cos ¢, Ty, = Ty = sen -, Tzg = 1

* + =1 + e | + +- + +~=1 +
Tys = "6 P s Tgg = n, P, rg) = =n plsen ¢%+ £*plcos ¢
N - i R | + _

Tgp =0, P cos ¢ Ea p sen ¢ , Tgy = 1

Elementos ndo nulos de A® e B-

Para i =1, 4

at. = -h *h h B*. = £.h x
855 = “hyy - nhys - E3E5hy5. Dy, = Eghy, - cos 97 hyy
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£ .. e ) -1 £ =1 +
biy = pghyy - E4hyg + (e TEgEg + £y py *p Tsen ¢7)hy,

[=g]
"

s + -1 *
j3 = Sem " h;. ¢ (no "E5Eg ~ £y cOs ¢T)h,,

Elementos ndo nulos de G e D

et = 12t cos ¢ ¢t = nal -lgi

11~ "%11Ps L 33Ps ©a
~* ., 2 + - : o .o * Z +
ey = #po (0%)Psen o7 [(2 - o %Elin’d5, + af cos” 7]

. £ wmt o - ST R - Y-
Cif RGP SER ¥ Gy T X0 FER S 5 By SRMAN,

=¥ i .2 =1..% * : R + 3.5
Cy3 =3pegle7) [(ps n, Sen ¢~ * 2 cos ¢ )n"dyqy *+ dg cosT¢ ]
s T + =53 - + +

Cpq = *PPg COS &7, Cpy =3(E, + p )agy

+ - +
Say = Fopdgy (0, * Ei)(“i)z sem ¢o* , &) = 7aj;eg &g

+ % 2 &k + R
c tp p(p ) (2n"dg; + dj cos ¢ )E¢: €y, =30 PEg

O M

(=F]
I
n

.- - o + + + .
11 = ) 1(05312 cos? ¢* + n2a53E;/pS]

+
a

[=%
-+
"

12 = *n cos ¢t(ps aiz + £ ags/os)

dj5 =704 cos +¥{n?p sen o (2 - Ea/pz]dzs ¥ dé]ffﬂt)s -
- aq1/ey - a1y sem /0]

314 =3ppg(1 + dz)sen o* cos o¥/0%,

& s +

i 1{n2333 n; + pgaj, sen $ cos ¢¥)/p"

[=¥]
I
[}

d O x " + + > & +
322 = *n(g_az; + p.a;, sen ¢ )/p , az4=:pps(1—ds}cos ¢ /o

£ % +r * + + + + 7
333 = tn"pp, cos ¢ [(2 cos ¢~ + n, sen ¢7/p )dzy + dgcose )

* + + - +
*(ay,/py + a;, sen ¢ /p")p sen ¢
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o
t
n

;4 tpo (1 - d;)cos2 $* /0% aél = ina§3[ps + 5;)/ot
+ + : ] t i

3, =tagzlog + E,)cos ¢°/p7; gy = smpdislog +
+£§) sen ¢ cos ¢i/[01}3

Ayy = 3,0 Eg cos 87/p7; aiz =3naj,e Eg/0”

* + - B £ .k

A, =10 (nlp(2d3; + d2)E cos 0%/ ()% + (al,/0] +
+ al, sen ¢*/0")g.]

3i4 = §pps[£6(1 - di} cos ¢ /0" - 1]

+

+ + + + ok + - 3
onde ajqs 2120 a57. azz. dll' d12‘ d22’ d33 sao respectiva
mente as constantes de rigidez extensional e flexural das
cascas contiguas e

2

d d - d d t

4, = 11 “22 12 a = =13 p = (=22
11 dyy £

ny* +

By = » By =1 - & /e, £z = p /(o -~ E))
pS

g€, = cos o* - n;/ps »  Eg =, cos ¢* - n¥ sén ¢”
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ALVES, D.B.
CASCAS ORTOTROPICAS DE REVOLUCAO REFORCADAS POR ANEIS

Sumirio

Este trabalho descreve um método_de analise para solu
goes de cascas ortotropicas de revolucdo reforgadas com a-
neis de secgdo aberta e de paredes delgadas.

Equagoes de compatibilidade casca-anel sao obtidas,
fornecendo interrelagoes gerais que podem ser utilizadas
com qualquer equagio da teoria classica das cascas delga-
das, afim de levar em conta o efeito do anel de reforgo.

Um programa digital codificado em FORTRAN IV foi usa-
do para a solugao de varios problemas.

ORTHOTROPIC SHELLS OF REVOLUTION REINFORCED BY RINGS

Summary

This report describes a method of analysis for solu-
tions of orthotropic shells of revolution with thin-walled
open cross-section ring stiffeners.

Ring-shell interrelations are descrived resulting in
general relationship which can be combined with any shell
linear equations to take in to account of the effect of the
ring stiffeners.

A program in FORTRAN IV, was developed and several
problems solved.
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1. Introduccién

Se analisa en este trabajo, la respuesta estdtica Y
frecuencias naturales de vibracion de cascaras rebajadas
dentro de la primera aproximacidon de Love y de las  hipote
sis simplificadoras de Mushtari-Vlasov [1].

El tensor de deformacidon es obtenido a partir del gra
diente del desplazamiento referido a la terna ortogonal in
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trinseca de la superficie media en la configuracioén inicial
de la cascara.

El movimiento bajo la accién de cargas, asi como los
modos y frecuencias naturales de vibracion de cascaras reba
jadas son determinados mediante la aplicacion de principios
variacionales.

Por Gltimo, obtienese a través del Método de Elementos
Finitos soluciones aproximadas que‘son comparadas con las
obtenidas por otros autores.

2. Geometria de la superficie media
Una configuracion [2,5] C, de una cascara rebajada que
da definida a través de su superficie media S, y de su espe

sor h, dadas por:

8 = et 24

= o+ UK e, (X e

3 h

€y & WeE 0¥ =%+ % 8: B8] & )

donde :

g’ : espacio Euclideano puntual tridimensional.

{21}153 base ortonormal.

n : normal a la superficie S supuesta siempre
definida en todo punto de S .

Q : abierto de E® de contorno I', @ = @ ul

OBSERVACION. Los iIndices repetidos indican suma dentro de
la convencion de Einstein. El1 rango de las letras latinas
es 3 y el de las letras griegas 2.

Las hipotesis de cdscaras rebajadas implican:

3 3
LIRSt

2
donde f - g%i, f aB= 5§§§%§ por lo tanto para este caso

la terna intrinseca [5] de la superficie Sy los coefi
cientes de la Primera y Segunda Forma Fundamental resultan
Tespectivamente:



o =a SO S = ,a =0 3
- 42z =
B 1L (X.a] k. 848 x,a X.B
3
LaB - X,aB

3. Primera Aproximacidn de Love e Hipdtesis Simplifi-

cadoras de Mushtari-Vlasov.

Las ecuaciones basicas que describen el comportamien

to de cascaras delgadas fueran derivadas originalmente por

Love {5,4,7], quien extendié a cdscaras, los postulados sim

plificadores empleados por Kirchhoff en la teoria de pla

cas.

Las suposiciones bdsicas de esta aproximacién consis

ten en admitir que:

i)

ii)

iii)

iv)

La cascara es delgada.

Las deformaciones y los desplazamientos referidos a
la configuracidn inicial, son suficientemente peque
nos. Es decir:

e = 30U+l .oy

W) U W) =e

donde U es el campo de desplazamiento de cualquier
punto de la ciascara, VU es el gradiente del desplaza
miento y e es el tensor de deformacion lineal.

La componénte B del tensor de tensiones o es despre
ciada en las ecuaciones constitutivas.

Las normales a la superficie media S, en la configura
cidén no deformada, permanecen normales a la  superfi
cie media Si de toda configuracion ya deformada Ci' A
su vez, la distancia entre puntos sobre una misma nor
mal permanece constante al pasar de C; a Ci‘ Lo ante
rior implica:

L Rl e

donde:
n,n; : normales a S, en M €5, y a S; en Mi ESi, Tes
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pectivamente.
desplazamientos de M, eS8, y de N eC, situado
sobre la normal a S, en M.

C : distancia entre Mn Yy Ng-
OBSERVACION. Para giros pequefios (tg(n;,n) = 0) la componen
te segln n del vector c(gi-g) es despreciable frente a las
componentes segun El y t,.

e
=

Por tanto, refiriendo U al triedro intrinseco en M, se
tiene:

U=u+z8 5 B=(B, 8,.0)

Introduciendo esta expresidn en el vgft & el o
gy s B
teniendo en cuenta las aproximaciones de Love se obtiene:

donde:
—1'... o + B - 3 » =
(go)as 2 (u,B u,u) x,aB S eaﬁ
= 3 W 3
(i)uﬁ kaS [p.uﬁ B X.UBa *

Ahora bien, las hipdtesis simplificadoras introducidas
por Mushtari y Vlasov [13 en el analisis de cascaras rebaja
das consisten en suponer que:

[(uv X?val,B/u?aﬂj WY A

Con estas hipdtesis la expresién de [B}QB se reduce a:

3

®leg " Y 48
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4. Problemas Variacionales

Para 1la determinacion del campo de desplazamientos y
de las frecuencias y modos propios de vibracidn se recurre
al principio de los trabajos virtuales [6] y minimo del co
ciente de Rayleigh. Para ello, a los efectos de facilitar
la posterior aplicacion del Método de Elementos Finitos, a
la vez que, poner en evidencia las deformaciones en el pla
no, las deformaciones que dependen de la geometria de S, ¥
las que dependen de los cambios de curvatura, es convenien
te introducir los siguientes vectores:

gz{c11,022,2012)=_p+_g+g1§
g =g, . 0.5 )
= Il 22 12
donde:
3 z 1

€p = (u , u, u,? * u‘ ) = ep(u]

& spx® L x® b o - 3
~5 ( v11’ gz’ slz}u eg(u]
k =-(’ ,u , 20’ ) =k@)
g s 11 + 22 s 12 .

Si el material de la cdscara es Hookeano e isotrdpi
co, las ecuaciones constitutivas resultan:

(K=

il
=]

[K1:]

donde:
[1 v 0-! E : modulo de elasticidad de
D = E 2] v 1 0 ; Young.
1-v t_ﬂ 0 153 v : coeficiente de Poisson.
-
Ahora bien, si se define:
FG : parte del contorno T de @ donde las tensiones estan

prescriptas.
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E : parte del contorno ' de 2 donde los desplazamientos g

1 2 3 - .
u=(u, u, u) estan prescriptos.

Kin : espacio de todos los desplazamientos u tales que sa
tisfacen las condiciones impuestas en Fu.

Var : espacio de variaciones admisibles v tales que v|F =
0. u

fuerza por unidad de superficie de Q.

12 L0

fuerza por unidad de contorno T -

n

2 +
a(u,v) Jﬂ{hﬁspf\f) De,(u) + ey(v)+D e (u)
+e (V)b e (W) 4 e (vV)eD e (u')] +
- K(v?)+D k(u®)}da

v d2 , p : densidad del material de la cas
- cara.

~_
=
=
et
1]
ey
=
=
=

Hn
~—~
& =
S
i
Sy
=
=
=
(=9
=]
+
=
=z
(=%
—

Se podra plantear los siguientes problemas variaciona
i) Determinar ue Kin t.q.
au,v) = £(v) para todo v e Var

Este problema variacional es equivalente al principio
de los trabajos virtuales en Mecdnica del Continuo Eﬂ.
Dados el sistema de fuerzas (q,N) permite determinar el
correspondiente campo de despiazamientos.

ii) Determinar el escalar X y el campo u e Kin t.q.
a[E.v) = A(u,v) para todo v oe Var

Este problema variacional es equivalente al minimo del
cociente de Rayleigh; permite determinar los autovalo

res y modos propios de vibraciones naturales.
Del andlisis de estos principios [2] se obtiene 1a
existencia y unicidad de las respectivas soluciones, permi

tiendo ademas, estimativas a priori de los errores en las
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soluciones aproximadas.

5. Aproximacion por el Método de Elementos Finitos

Soluciones aproximadas de los problemas variacionales
propuestos en la seccidén anterior, son obtenidas a traves
del Método de Elementos Finites.

Para ello consideremos un elemento rectangular de 4
nudos con 6 grados de libertad en cada nudo. Estos grados

. 1 2 3 3 3
de libertad son los valores que u , u", u , u" , u y

3 . v 1 y2 e
u toman en dichos nudos. En este caso la representacion,

a nivel de cada elemento, del campo de desplazamiento esta
ra dada por:
RN N 3 _ T N
(u ,u’) =29 Ep I ] uy
donde ¢ [7] es la matriz de interpolacidn del campo de des
plazamientos u', u” y ¢ [7] es el vector de interpolacidn
del campo de desplazamientos u,.
Introduciendo estas expresiones en los principios va
riacionales, se arriba a nivel de cada elemento a:

QRTINS ¢ S V) LY

: ; ‘
J h(i e)" D 0)de, K, = J h'H,e") DeH,vT)de
Q 2

-
]

-
"

.
] Jh[(H2X3)¢T] p(H,x*) v Jde |
Q

-
i

_J h(i, )" p[H,x")v"]de
Q



M =Jhp¢T¢dﬂ LM =jhp¢wTdR )

Q2

- r
D, 0 D, ] [ D,
Hl - 0 DZ L Hz = 22 Y H3 B ] :
b, 5 2]}12_5 [.. D2 _J
3 3 -
D = — : D =
o ax® aB ax“axs
T 1 e 07
f={A qda+ | A Nda , A= | |
) . - Lo "]
0 1] -
6. Aplicaciones Numéricas
El elemento finito indicado en la seccion anterior

fué utilizado en la determinacion de la respuesta estatica,

modos y frecuencias naturales de vibracion tanto en placas

como en cascaras rebajadas.

1la

Respuesta Estdtica. Se determind la deflexidn en el

centro de una cascara cilindrica empotrada en sus cua
tro bordes, sometida a carga normal uniforme de carac
teristicas:

a=5b=201in., h = 0.125 in., E = 450.000 1b/in’,
0

S5 @ ;‘]:D,a]xg].b]

<
]

Dada la simetria se estudid la cuarta parte de la cas
cara, que fué particionada en 4 y 16 elementos. En Ta
bla 1 se presentan resultados obtenidos para tres valo
res de 1/R, donde R es el radio del cilindro.

Frecuencias naturales de vibracidn. En Tabla 2 se pre

sentan las frecuencias correspondientes a una cascara
cilindrica con cuatro bordes empotrados, de caracteris
ticas:

a=41in, b = 3 in h = 0.013 in R = 30 in

E =107 1b/in® , v = 0.33, p = 2.48x10"% 1b sec’/in"
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La cuarta parte de la cascara fue estudiada con una
particion de 16 elementos, combinando condiciones de
contorno simétricas y antisimétricas en los ejes de si
metria, dadas por:

s +u' =u’ =0 A->u' uw’ =0
0

L]

1

2 3 2 3
S +u =u =0 A=+u” =u =
2

Los resultados fueron comparados con los obtenidos por
Petyt [9].

Tabla 1. Desplazamientos, segin la normal, en el cen-
tro de la cascara

1/R 0. 0.005 0.01
4 elementos 2x2 0.5029 0.1693 0.0523
16 elementos 4x4 0.5029 0.1757 0.0553
Solucién Exacta 0.5 — 0.055 [9]
=

Tabla 2. Frecuencias de cascaras cilindricas rebajadas
con bordes empotrados.

M £el
odo A (aprox) A (Petyt )
8.8, 1.3 984 973

8.8, 1o 1334 1311

P W | 1366 1371

S.hy 2.3 (1798 1775
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TAROCO, E., FEIJOO, R., ROJAS, H., y BEVILACQUA, L.

VIBRACIONES DE CASCARAS REBAJADAS

Resumen

La respuesta estdtica, las frecuencias y modos pro-
pios de vibracion de cascaras rebajadas, dentro de la prime
ra aproximacion de Love e hipétesis simplificadoras de Mush
tari-Vlasov, son analizadas a traves del principio de los
trabajos virtuales y del cociente de Rayleigh. Resultados
numéricos son presentados.

VIBRATION OF SHALLOW SHELLS

Summary

Using the Love-Mushtari-Vlasov's theory of shallow
shells, a variational formulation for the static response,
and for the natural modes of vibration of shells are dis-
cussed. Some numerical results obtained with finite ele-
ments are presented.
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1. Introducao

Os estudos desenvolvidos na drea de vibragdes de cas
cas axissimétricas com movimento de rotagdo, tém procurado
principalmente analisar a variagdo das fregquéncias natu -
rais com a velocidade de rotacdo. Nos trabalhos [1] a [4]
seus autores, utilizando solugbes analiticas, estudaram es
se efeito em cascas cilindricas, visando principalmente
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aplicagbes industriais em reatores de centrifugas e turbi-

nas a gas,

Mais recentemente, Padovan, [5], utilizou o método
dos elementos finitos na analise das vibragoes e da estabi
lidade de cascas de revolugao anisotrdpicas, sujeitas a mo
vimento de rotacgao.

No trabalho aqui apresemtado, cuja principal aplica-
¢ao ocorre em moinhos de bola (pelotizagao de minérios) ,
utiliza-se o método dos elementos finitos semi-analftico ,
para a determinacgao da resposta dindmica de cascas cbdnicas
girantes, submetidas a um carregamento interno, resultante
da presenga de massa, que embora no interior da casca, nao
a acompanha em seu movimento fe rotagao.

2. Formulacdo Variacional do Problema

Nesta segao serd feito o estudo da dindmica de cas -
cas cbnicas, sujeitas a um movimento de rotagao em torno
do eixo de simetria, a partir do teorema dos trabalhos vir
tuais, que conduz diretamente 3 forma fraca das equagoes
diferenciais do movimento.

2.1 - Teorema dos Trabalhos Virtuails

O teorema dos trabalhos virtuais anlicado & dindmica
de corpos elasticos € expresso por:

2
u
W= [p—;-ﬁudv +JT-6EdV (1
) at? ~ o 2R
c c
o o

onde W & o trabalho virtual das forgas externas que atu
am sobre o corpo, e as integrais que aparecem em (1), re-
presentam respectivamente o trabalho virtual associado as
forgas de inércia e a variagdo da energia de deformacao do
corpo, referldas 3 confiquracho Cye P é a massa especifi -
ca, d u/dt é a aceleragao de um ponto do corpo, T & o
tensor de tensbes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, E
€ o tensor de deformacoes de Cauchy e (*) denota produto
escalar de vetores e tensores.

Se' se utiliza as hipGteses de Kirchhoff-love para cas
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cas delgadas, as integrais de volume da equagado (1) s3o re
duzidas a integrais sobre a superficie média da casca , e
desprezando-se a inércia de rotacao, tem-se:

2

d"u
W = J oh —5 *+ 6u dso+j (N -8c + M -63)dso (2)
& at &

o o

onde: h € a espessura da casca, u € o campo de deslocamen-
tos na superficie média, NeM sao tensores que represen-
tam os esforgcos e momentos resultantes, £ ex sdo tensores
de deformacao e de variagao da curvatura da superficie mé-
dia.

Para o problema que se pretende analisar, & conveni-
ente se utilizar uma configuracac de referéncia dinamica ,
adotando-se para tanto um sistema dinamico intrinseco, is-
to &, um sistema nao inercial. definido sobre a superficie
média da casca, e que acompanha os movimentos rigidos de
rotagao da mesma (fig. 1). '

A andlise que se seque trestringe-se a vibragdes line
ares de cascas coOnicas, confundindo-se portanto a configu-
ragao dindmica de referéncia, com a configuracao deformada.

'@

FIG. 1 Casca cdnica axissimétrica girando com velocidade
angular 2 em torno do eixo de simetria.
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a) Trabalho Virtual das Forcas de Inércia

Seja u(s,8,t) o campo de deslocamentos sobre a super
ficie média:referido ad configuracac dinamica, e Q(t) a ve-
locidade de rotagdo da casca. A aceleragao absoluta de um
ponto da superficie média é:

2

a"u 2.7 %

—3 = a, + hzu - %2720 + 2020 + @ (3)

at -
sendo:

Ehis: e

u = uje tue,fu.e, ; a, =are,-0 r(senae,+cosae ;) e
onde (') = %éj e Z € um tensor antissimétrico cujas compo

nentes nao nulas sao:

Z,, = - 2

21 12 = sena

z = - 332 = cosa (4)

-
(%]
w

O trabalho-virtual associado as forgas de inércia &

portanto:
dZE L 2m . "
e h — da_ = J ( ph(a_+8u + Q2Zu-du - N Zu-Zdsu +
! dat " d "o T T
sg o o
+ 2020+6u + u-6u) rdeds (5)

b) Energia de Deformagao

De acordo com a teoria de cascas delgadas de Novozhi
lOV'?}], particularizada para um material homogéneo e iso-
trénico, a expressao da energia de deformacao de uma casca
conica é:

L 27w
1 2 2, (1-v) 2
U= —_ e
2 [ J D E':ll et Ty Byt 2V ey Eyyirdads ¥

|
[ele]

L 2m

+
N =

2 .2 (1-v) 2
DfE‘n”‘zz Yo X T x Xzzjrdfms (6)

0
O —
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3

Eh Eh - -
onde: D = —= e D, = sao os moédulos de ri
mo o2 £ 12(1-v9) =

gidez de membrana e de flexao respectivamente. E & o modu-
lo de Young e v é o coeficiente de Poisson do material.

As componentes (lineares) Eij e Xij dos tensores ¢
e x sao (6] :
£, ,=1 A, l{u +sencu, +cosou,) ; £, ,=1 +
11 "1,s ' 22 r' 2,86 1 3 J 12 72,8

1 . =l s &
Fluy gmsenauy) ;i X3y="U3 oo F Xpp T ;§(°°S““2,e U3, 08

g ey

2
= rsenaoau H = rcosoau —Ccosasencu
3,80 1 Wpr gl 2,8

+ sencu ) (7

3,8

c) Trabalho Virtual das Forgas Externas

Serao consideradas agoes de forgas externas, decor -
rentes de um carregamento parcialmente distribuido sobre a
superficie média da casca, mas gque n3o acompanha o movimen
to de rotagdo da mesma. Desse modo, a cada instante, o car
regamento distribue-se sobre diferentes regides da casca
(fig. 1).

Seja n uma coordenada espacial angular, em termos da
qual serd descrito o carregamento considerado.Admitindo-se
que em t=0 n e 08 (coordenada material) s3ao coincidentes ,
tem-se:

8 =n + 0t (8)
e o trabalho virtual das forcas externas &:

£ Ny

sW = j p(8,n) - du(s,n+0t,t) rands (9)
£om

2.2 - Forma Fraca das Egquacbes do Movimento
Levando-se (5), (6) e (9) em (2) chegam-se as equa -

¢Oes do movimento cuja forma fraca &:
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a(u,v) +oh (8,v) +ohQ (20, V) =3 (V) + (a,,v) ; WveV (10)
sendo:
o [EXye o2 T3 -
v = E{ (s, x[n s)| So = [0,27]x(0,1
L 2w
(u,v) = J [ u-v rdeds (11)
oo
alu,y) = Ly,y) - 9°(zu,2v) + 4(zu,y) (12)
L(u,v) = nm[wl(g).wl(g)n 2y (@), 9, (9)+(1-v2) (4w,

I 1- 2
w3(y}):|+ DfL(¢4(g},w4(g)l+ —ZE (ws(g),ws(g))ﬂl—v ) (g lu),

ws(yl):] (13)
em que:

- ; = 1 -
V(@) = uy tvbg(u) gy () = Yy,s ¥ ¥ {8y g-senau,)

=1 4 s
w3(9) = ?(u2’6+senaul+c05au3} F w4(5) = u3,55+vw6(9)

| 2 _ o
ws(g) = ;g(rcosuuzis cosasenau,-ruz o + senuu3,ei

e L 5 =
bg (u) = 2 {cosuuz’s uy ggTrsenouy )

&2
jv) =J J p(s,n)-v(s,n+it,t) rdnds (14)
Hm

3. Solugao Aproximada

A solucao aproximada uP sera obtida em um sub-espaco
de elementos finitos V' ¢ V. Neste sub-espago a forma fra-
ca do problema (10) é&:

a(gh,yh)+ph(§h,yh)+ph9(§yh,yh)=j(gh}+(§0.yh); Vyhsvh (15)
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Dada a periodicidade do problema sera usada uma apro
ximagdo em série de Fourier na varidvel 6, combinada com
uma aproximagdo de elementos finitos em s. Dessa forma o
sub-espago V! & obtido como:

b M heml gem o hamegk L g (16)
St k

e 2
onde
V.hk.m = span Jeim%l;(sj'_” eln%:(s)} : m=-M,...,M e
L

i=vyv-1 .

As fungdes ¢j.((5) sao interpolantes globais, construidas a
partir das funcoes de interpolacdo locais.
Um elemento qualquer h € Vh pode ser escrito como:

M 3N
W= 17 wel™ s (17
- m=-M j=1 1 =3

onde os vetores ¢j sao dados por:

':b ,]E—l [0 ’ 1—0 I
$3p-5= |0 $30-17{%2| 7 $3¢=|0 J ;£ =1,2...N (18)

o o 43

Substituindo-se (17) em (15) e tendo em conta gque:
re . [0 plm#-n

27 pl m=-n

obtem-se o sequinte conjunto de problemas:

X X = -imot | _
] x + e ]ty + [ [ = e R
(19)
As matrizes rmnj’ }_Cm“]

sao normalmente conhecidas

o
=

ml
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como matrizes de massa ,Coriolis e rigidez respectivamen
te, sendo seus elementos dados por:

m im8 -imé@
Mjk = ph (E ?J r € gk)

m  _ im8é —im6
Cjk = phQ(e Egj r € -@k)

m _ imb -im8 _
Kjk = ale Ej , e _Ek) (20a-c)

{xm}T = {qT,qg,...qu} & o vetor das incbgnitas no -
dais e {Pm} € o vetor das amplitudes da excitagao corres-
pondente ao harménico m.

£ M2
o _ " =
Fk = I [ (E(s,n) + 90) Ek rdnds para m 0
Hm
8.2 Ny
FE - [ J E(S'”)'Ek e_imnrdnds para m # 0 (2la-b)
4Hm

No caso em que a velocitiade de rotacdo & constante
(2=0), as matrizes [c,) e [K ], gue ocorrem em (19), s&oin
dependentes de tempo, e dois tipos de andlises podem ser
feitas:

a) Vibragdes Livres
O estudo de vibragdes livres associado a4 equacao

(19) conduz ao sequinte problema de auto-valor algébrico

(—wi M1+ 4w [C ]+ [Km]){ﬁxh = {0} (22)

cuja solugdo fornece a variacdo das frequéncias naturais
w. e dos modos normais de vibracao {Em}, com a velocidade
de rotacaoc fl. Uma andlise detalhada deste problema pode ser
encontrada nas referéncias E‘-l], (5]. [TJ .

b) Resposta em Regime Pé¢rmanente
Neste caso a solugao de (19) pode ser posta na for -

mas:
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-imQt

*
x (t)} = {Xm} e (23)

Substituindo-se (23 em (19) chega-se ao segquinte sistema
de equagdes algébricas lineares:

(-n202[m J-ime? [ ] + (K] (X5} = (F) (24)

que resolvido fornece o vetor de amplitudes de vibragao
{X;}, correspondente ao harmdnico m.

Obviamente sempre que alguma frequéncia natural W
coincidir com a frequéncia de excitagdo mfl, ter-se-a& uma

condicdo de ressondncia.

4. Resultados Numéricos

Os resultados numéricos, apresentados nas figquras 2
a 4 procuram ilustrar, qualitativa e gquantitativamente , a
influéncia da velocidade de retagao 2 , na resposta dinami
ca de uma casca cilindrica, submetida & agdo de um carrega
mento do tipo descrito no item 2.1-c. Estes resultados fo-
ram obtidos, usando-se um programa de elementos finitos,no
qual foi implementado um elemento cbnico, cujas fungoes de
interpolagao locais, para as componentes Uy sUy g, sao os
polindmios cibicos de Hermite (12 parametros nodais). Uti-
lizou-se na discretizacdao uma malha uniforme de 10 elemen-
tos.

Na figura 2 estao mostrados os espectros de freguén-
cias, correspondentes aos 12 primeiros harmonicos (modos
circunferenciais) ,associados &s 3 primeiras frequéncias na
turais (2=0), bem como os espectros de frequéncias da exci
tagdo (linhas retas), correspondentes a trés velocidades
de rotagao distintas. Todos os espectros referidos sao dis
cretos ~ as linhas tracadas tédm por objetivo melhorar a vi
sualizagdo. Este diagrama & importante pois permite avali-
ar quais s3o os harmdnicos predominantes na resposta dina-
mica.

A figura 3 ilustra justamente a predominancia de um
ou outro harmonico, dependendo do valor da velocidade de o
tagdo. Na fig. 3a estd representado o espectro de amplitu-
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FIG. 4 Deslocamentos radiais da secgao média.
Resposta estatica e histdéria no tempo.
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des do carregamento. Os diagramas 3b e 3¢, mostram os es -
pectros de amplitudes da resposta dinamica,correspondentes
d segdo média do cilindro, para diferentes velocidades de
rotagao. Pode-se notar que, para {I=2, a resposta dinamica
pouco difere da resposta estatica (0=0). Isto se deve ao
fato de que as frequéncias de excitagao, relacionadas com
=2, estdo muito distantes (abaixo) das freguéncias natu -
rais do cilindro (vide fig. 2). Ja para # = 6 observa-se
grande predominancia dos harmdnicos 5 e 6. Fato semelhante
ocorre param = 3 e m = 8, quando I = 10. Estes resultados
estao de acordo com o previsto da andlise da figura 2.

Na figura 4 sao apresentadas curvas de histodria no
tempo, para um ponto da se¢ao transversal média, correspon
dentes a 1 =2 e Q@ = 6. Também € mostrada a resposta esta-
tica desta secao.

5. Conclusoes

Mostrou-se que, devido A rotagao da casca, um carre-
gamento estdtico, nao axissimétrico, produz excitacdes har
mdnicas no tempo, de frequénclas mil, podendo conduzir a uma
condi¢@o de ressonincia, sempre que alguma das frequéncias
naturais de vibracao Qm vier a coincidir com mii. Isso de -
monstra a importancia de uma analise prévia , semelhante
aquela mostrada na figura 2, para que se possa prever o cam
portamento dinamico desse tipo de sistema.

Além disso a equagao (22) comprova a dependéncia das
frequéncias naturais da casca com a sua velocidade de ro -
tacao.
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LOULA, A.F., GALEAO, A.C., TAROCO, E., e FEIJOO,R.

VIBRACOES DE CASCAS AXISSIMETRICAS

COM MOVIMENTO DE ROTACRO

Sumario

Neste trabalho, utilizando-se o método dos elemen -
tos finitos semi-analitico, obtem-se a resposta dinamica
em regime permanente, de cascas conicas, girando em torno
do eixo de simetria, e submetidas a um carregamento nao -
-axissimétrico, que nao acompanha a casca no seu movimen-
to de rotagao

Além disso, mostra-se que devido & rotagao da cas -
ca, esse carregamento estatico orlglna excitacgoes harm0n1
cas no tempo, podendo ocorrer um fendmeno de ressonancia,
sempre que uma frequéncia de vibragao da casca coincidir
com a frequéncia da excitagao, que & um miltiplo inteiro
da velocidade de rotacao.

Apresentam-se resultados numéricos para o caso de
um cilindro bi-apoiado.

VIBRATIONS OF ROTATING SHELLS

OF REVQLUTION

Summary

In this work, a semi-analytical finite element me -
thod is used in order to obtain the steady-state response
of conical shells, rotating about their longitudinal axes
and under the action of an arhitrary loading, which does
not rotate with the shell.

Due to the rotation, this static loading generates
an harmonic excitation, and a condition of resonance may
occur whenever the natural frequency of the shell coin -
cides with the frequency of excitation, which is an inte-
ger multiple of the angular velocity.

Numerical results are presented for a simple suppor
ted cylindrical shell.
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1. Introducao

0s métodos de calibracdo estatica de um instrumento
de medida sao bem conhecidos. Através desses o ganho esta-
tico € determinado. Para se medir corretamente grandezas
que estao variando rapidamente no tempo & importante acres-
centar 3 calibrac3do estatica a resposta em frequéncia, cha-
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mada as vezes de calibragiao dindmica.

0 obietivo deste trabalho @ desenvolver um anel dina-
mométrico de caracteristicas tais que se possa medir forgas
de compressao de penuena amnlitude e numa faixa de frenuén-
cia razoavel para anlicacbes em Encenharia Mecanica.

0 anel foi construido na forma mostrada no item se-
quinte. Depois a calibrac3do estidtica foi realizada para se
obter o ponto inicial das curvas de resposta em frequéncia,.
0 procedimento para a obtengao das curvas de resnosta em
frequéncia, curva de ganho G{w) e curva de fase y(w), estd
descrito a seqguir., Tal procedimento & baseado em [1].

Finalizando, discute-se os resultados anresentados as
sim como sao feitas algumas consideracdoes com relacdo ao e-
feito de carga sobre o anel dinamométrico.

2, Detalhes do Anel Dinamomé@trico
Este anel foi usinado em aco carbono comum com as di-
mensoes mostradas na fia. 1. Esta forma & adeauada aquando

se deseja medir pequenas forcas de compressao.

20

[

._LiJ- 5

Fig. 1 - Vistas do Anel Dinamométrico.
Extensometros de 120 @ foram colados conforme mostra-
do na fig. 2 e ligados em ponte completa, sendo o0s quatro
ativos. Para forcas de compressao se tem:

€, =€, (deformagdes positivas)

€, =€, (deformagbes negativas)
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Fig. 2 - Localizac3do dos Extensometros e Esquema
de Ligacao em Ponte Completa

Assim as deformacdes especificas medidas pelos exten-
sometros sao todas somadas e ha compensacdo do efeito de
temperatura. Uma vantagem adicional desta montagem @ a sua
nao sensibilidade a momentos provocados por forcas nao ra-
diais em relacao ao anel.

Fig. 3 - Anel Dinamométrico

3. Calibracao Estatica

Na calibracdo estatica foram utilizados os sequintes
equipamentos:

Ponte- amplificadora Hottinger, mod. KWS II/50
Osciloscopio XY Tektronix, mod, 503
Pesos padroes de 0,250 +0,002 kqgf

Um pequeno prato foi construido, sobre o qual foram coloca-
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dos os pesos conhecidos. Foi verificada a previsao de in-
sensibilidade da montagem de extensdmetros com relacao a
cargas nao radiais, variando-se a posic3ao de um mesmo peso
sobre o prato.

Paraa calibrac@o estatica do anel foi escolhido o se-
guinte procedimento. Colocou+se sobre o prato um peso de
9 kgf; a ponte-amplificadora foi entao zerada e calibrada,
simultaneamente com o ajuste do osciloscdpio. Dez pesos de
0,250 kgf foram colocados um a um e em sequida retirados um
a um até restar os iniciais 9 kgf. As leituras correspon-
dentes foram tomadas. De forma semelhante, foram retirados
dos iniciais 9 kgf dez pesos de 0,250 kaf, um a um, voltan-
do depois a acrescenta-los, um a um. Foram obtidos 44 pon-

Ponte

. Osciloscopio
Amplificadoro

3

Fig. 4 - Esquema da Montagem da
Calibragao Estatica

tos. Utilizando-se o método dos minimos quadrados [2], foi
feita a regressao linear. A reta de calibracido obtida as-
sim, e:
L, = 0,570 P, - 0,004 (M
onde
L, - leitura no osciloscopio em volt
P, - pesos aplicados ao anel em kgf
A escala de sensibjlidade usada na ponte-amplificado-
ra & de 100 pm/m. No osciloscdpio a sensibilidade para as
leituras @ de 0,2 volt/cm. Os pesos de 0,250 kgf tem erro
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Volt

T 3

+  TE— $ +
-25 -20 -15 -1,0 -05

ot

Fig. 5 - Curva de Calibracao Estatica do

Anel Dinamometrico

de +0,002 kgf. Esses pesos podem ser tomados como padroes
uma vez que a menor leitura no osciloscopio equivale a apro
ximadamente 0,035 kgf.

4., Ensaio de Resposta em Freauéncia

0s equipamentos utilizados para a obtencao da respos-
ta em frequéncia do anel dinamométrico estdo relacionados a
sequir:

Gerador de Sinais Philips, mod. GM 2303

Amplificador Philips, mod. GM 5535

Excitador Eletro-mecanico Philips, mod. PR 9270

Ponte-amplificadora Hottinocer, mod. KWS II/5D

Osciloscopio XY Tektronix, mod. 503

Contador Digital Hewlett-Packard, mod. 52218

0 método usado € o das entradas senoidais [1]. Entra
das senoidais, impostas ao sistema em analise, provocam safi
das tamb&m senoidais e de mesma frequéncia em fenomenos 1i-
neares. Ao anel dinamométrico impds-se forcas senoidais de
amplitudes e frequéncias selecionadas através do sistema ge
rador, amplificador e excitador eletro-mecanico. Um conta-
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dor digital foi utilizado para melhor sintonia das frequén-

cias. A variavel de saida no levantamento da resposta do a °

nel & a sua deformacao, medida em ponte.

Tomando-se sinais proporcionais a forca excitadora e
a deformacao do anel e lancando-o0s num osciloscopio XY , as
curvas de resposta em frequéntia podem ser obtidas, A par-

' saida

—

2A, enirada

[
A

Fig. 6 - Elipse Obtida no Oscilocopio

2y,

tir da elipse observada no osc¢iloscopio , fig. 6, o ganho e
a fase sao calculados nas expressoes:

2 Ao
G(w) = (2)
A
2y
-1 ]
P(w) = sen
2 A (3)
o
sendo
AO - amplitude do sinal proporcional a deformacgao
A1 - amplitude do sinal proporcional a forcga

Yo - valor do sinal de saida quando a entrada € nula

0 procedimento durante o ensaio foi, portanto, o se-
guinte: foram tomadas as leituras 2yo, ZAD e 2&1 para cada
frequéncia escolhida. Varreu-se a faixa de freauencia de in
teresse, 10 Hz a 1000 Hz, dez vezes. Proximo 3@ ressonancia
foram tomados muitos pontos. Devido ao acentuado pico, foi
necessario tornar a amplitude da forca excitadora guase nu-
la afim de se evitar saturacdo do sistema na frequéncia de
ressonancia. As curvas obtidas estdo plotadas a seguir,
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Na fig. 7a a curva de ganho foi tracada normalizada,
fazendo-se

6(w)
G(0)

a(w) =

(4)

onde G(D) & o ganho estatico do anel dinamométrico, obtido
através da calibracdo estadtica. Da expressao (1), toma-se:

G(0) = 0,570 volt/kgf (5)

Assim, o ganho do anel para determinada freaquéncia se
ra obtido pelo produto do seu ganho estdtico pela ordenada
correspondente na fig. 7a.

5. Conclusoes

Pode-se afirmar aue o anel dinamométrico construido,
possue sensibilidade adeauada &s aplicacdes pretendidas, ob
servando-se o valor dado em (5). Para se obter o menor va-
lor de carga a ser medido com esse anel, tomou-se a leitura
bilidade maxima da ponte-amplificadora 1 um/m. Isto corres
ponde a uma leitura de aproximadamente 0,02 volt no oscilos
copio e portanto a uma forca de 0,035 kgf. A precisao dos
valores obtidos a partir da rata de calibracao estatica @&
da ordem de 3 por cento. Este valor vem dos parametros da
regressao linear.

Das curvas de resposta em frequéncia da fig. 7 € toma
da a faixa de frequéncia utilizavel., Observa-se que a curva
de ganho @& plana até 150 Hz, dentro de uma variacao de até
5 por cento, e a fase nula para esta mesma faixa de frequéﬂ
cia. A frequéncia de ressoniancia encontrada & de 479 Hz
com uma relacao de amplitudes bastante alta, mostrando aque
o fator de amortecimento do anel & praticamente nulo.

Para avaliacdo dos resultados experimentais, foi esco
Thido o modelo massa e mola, hastante simples e conhecido ,
com:

-
"

3236 kqf/cm e (6)
M = 0,280 kg (7)
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sendo:

K - constante elastica do anel dinamométrico

M - massa do anel mais massa do pino do excitador

0 valor da constante eldstica, (6), foi obtido a par-
tir da Pesisténcia dos Materiais, [3]. A massa do anel e a
massa do pino do excitador, com as partes moveis fixas ne-
le, foram medidas. Com a frequéncia natural dada por:

o] ’/4?" -
L Y

obteve-se 536 Hz. Este valor & 12 por cento maior que o va
lor 479 Hz, obtido experimentalmente.

0 efeito de carqa do excitador sobre o anel dinamome-
trico @ portanto apenas o efeito de massa. Isto era espera
do uma vez que as partes mdoveis do excitador estao fixadas
de um lado através de molas bastante elasticas, com constan
te da ordem de 2 kaf/cm, e do outro lado acopladas regida-
mente ao anel.

A nartir das consideracdes feitas e dos resultados ob
tidos experimentalmente, conclue-se que o anel dinamométri-
co nrojetado possue as caracteristicas requeridas quanto 3
sensibilidade e resposta em freaquéncia.
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PESPOSTA EM FRENUENCIA DE ANEIS DINAMOMETRICOS

Sumdrio

Um anel dinamométrico foi projetado afim de que seja
utilizado como captador de forcas dinamicas de pequena in-
tensidade., Alta sensibilidade e larga faixa de resposta em
frequéncia com praticamente ganho constante e fase nula sdo
requeridas em muitas aplicacoes de Engenharia Mecanica.

Descreve-se os ensaios realizados afim de se obter a
sensibilidade do anel através da calibracdo estatica e as
curvas de resposta em frequencia.

Finalmente os resultados obtidos sdo analisados.

FRENUENCY RESPONSE OF ELASTIC RING TRANSDUCEPRS

Summary

A elastic ring transducer was designed to be used in
measurement of dynamic and low amolitude forces. High
sensibility and large range of freauency response with gain
practically constant and phase null is required in several
Mechanical Engineering applications.

The experimental procedure to obtain the sensibility

through static calibration and frequency response plots of
the ring was introduced.
The results was finally analysed.
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1. Introduction

Design engineers are frequently confronted with the problem of
mounting different varieties of engines and motors on structural ele-
ments. In order to avoid damaging resonance situations the analyst must
be able to predict natural frequencies of the overall mechanical sys -
tem: structure-motor and its elastfc mounting. It is important to point
out that the problem is also of interest in the design of electronic

equipment when installed in vehicles subjected to severe dynamic situa-
tions.
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The mathematical solution is rather complex, from a designer's
viewpoint, even when dealing with simply supported beams or plates and
neglecting shear and rotatory inertia effects.

The present paper deals with a discussion of a very simple method
to calculate the lowest frequencies of the coupled mechanical system:
beam-motor and its elastic mounting. Tt is assumed that the beam ends
possess different flexibility coefficients. In the case where the beam
is simply supported at one end and clamped at the other, the experimen-
tal results are in good agreement with the analytical predictions.

The extension of the analytical approach to rectangular orthotro-
pic plate structural elements is indicated when the four edges have dif
ferent rotational flexibility coefficients.

2. Statement of the Problem and Its Approximate Solution
Consider the mechanical system shown in Figure 1:

¢, .
%WLX 4“?%

Figure 1 - Mechanical System Under Study

m—

In the case of normal modes amd neglecting rotatory inertia and
shear deformation effects, the behavior of the system is governed by the
well known differential equation:

4 2
pr W oA 2we=MM s m
dx* 2 1 - wM/k

where E: modulus of elasticity, I: moment of inertia, W: displacement
amplitude, p: mass density of the beam material, AO: cross sectional
area of the beam; w: circular frequency, M and k: mass of the motor or
engine and the spring constant of its elastic mount respectively and
6: Dirac's delta fumction.

The boundary conditions are:
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W(0) = W(L) = 0 (2a,b)
2
AR 1.
-0 & x=0 (2¢)
aw &0
L « -4 Br8Y
LU S LTI (2d)

where ¢land 9, are the flexibility coefficients of the beam supports
which are assumed elastically restrained against rotation.

From a designer's viewpoint it is advantageous to obtain a simple
frequency equation which allows prediction of the lower frequencies of
the coupled mechanical system. Admittedly an exact solution can be
found but its use is considerably mere difficult for a professional en-
gineer [1] .

One takes then [2] 3

m _ 2 3 4
W(x) -wa(x} =0 X+, X7 da,XT o, X (3)
and from the boundary conditions obtains directly:
a, :a2-2—11i=cs; L (4a)
o, =a
2T ondlE. 22
@, =-2— e e (4c)
3 L {4 L
E2
o, 1+ieb. 02 g
_ 2 ki ke 1ka Ty
o g - s (4d)
0 L 148 L
ka
where:
k = 1 y k, = L
1 ¢1E L/ 2 9, ;) A P

Substituting (3) in (1) results in an error or residual function
€(x), which can now be minimized making use of one of the weighted re-
siduais techniques.
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Using Galerkin's method it can be shown that the frequency equa-
tion is given by [ZJ :

M M
' 2 MV ' M 52 y Mv
280 P -@[P +—— 2! P 4P ]+ 0" "k Pg= 0 (5)
2 8 N2 MV 7 57
EI/[s L
where:
=] B:Ro " -
0 --,/E_II wl? 5 M, 0.AL
o % @ o
L Al e Rl
LW
P3 = 3 + T * + -
al o' al af
g pilg T8 oW 4
P, : kel i e
a; a; a' a'
Py 5T $Y Y3
b, & A a
Po= % 7" 8"
P oo W+a @@ ®
7 1 L 2L 3L % L
P, =a' P +aP +a'P +a'P
1 3 24 3 5 4 &

Equation (5) yields the two lowest frequency coefficients of the
coupled system.

3. Comparison of Analytical and Experimental Results

Experimental results were obtained in the case of a beam simply
supported at one end and rigidly clamped at the other.

Figure 2 depicts the mechanical system built at the Institute of
Applied Mechanics and the equipment used in the frequency determinations.



FIGURE 2 - Mechanical System and Equipment Used.

A block diagram of the equipment is shown in Figure 3:

R
0 : Oscillator
Amplifier
E : Electrodynamic Vibration Generator

5.S.: Structural System
T : Transducer
CRT : Oscilloscope
R : Oscillograph
FIGURE 3 - Block Diagram of the Equipment.
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The geometric and mechanical characteristics of the structural
element are the following:

L = 56 cm (span)
b = 5.08 cm (width of the bar)
h = 0.635cm (thickness)
W. = 1.590 kg (total weight of the beam)
E = 2.100.000 kg/cm? (Young's modulus)
3

I = -—1;1214 0.1083936 cm" (moment of inertia)

= L -3 lﬂ'sk 3€4 (density of steel
P g x g cm—*z (density )

¢:=0 3 ¢2:®

To provide excitation of the structural system under study the

following equipment was used:

(a) Oscillator (MONFRINI, Type G.A.300)

(b) Amplifier (developed and constructed at the Institute of
Applied Mechanics

(c) Electrodynamic Exciter (same as -b-)

The oscillator (a) generates a sinusoidal signal which is ampli-
fied (b) and then converted into a mechanical signal in the exciter
(c). This mechanical signal consists in a mechanical force which va-
ries sinusoidally at the frequency provided by the oscillator.

The natural frequencies of vibration were measured using the fol-

lowing equipment:

(d) Transducer
(e) Oscilloscope (MONFRINI, Type OM 410 B)
(f) Recorder (SAN-EI, Type FR-301)

The transducer (d) consists of a permanent bar magnet that moves
in the core of a long coil wound on a plastic material.

For vibratory motions, a-c voltage is generated which is an accu-
rate analog of the mechanical motien [3] g

The permanent bar magnet was fixed to the plate and the coil at-
tached to a motionless point.

The output voltage of the tramsducer is proportional to the rela-
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tive velocity between the coil and the magnetic flux lines being cut
by the coil [3]

In order to determine the natwral frequencies one excites the
structural system with the sinusoidally varying force and measures the
phase difference between the mechanical force and the transverse dis-
placement of the plate. This phase difference varies 180° when the
excitation '"'crosses" a natural frequency.

The method of ''Lissajous figures'" was used at this point.

Lissajous figures are obtained by the combination of two mutually
perpendicular sinusoidal excitations. In the present study the 'Lissa-
jous figures' were visualized by means of the oscilloscope (e) by send-
ing the electrical signal provided by the exciter to the horizontal de-
flection plate of the oscilloscope and the electrical signal of the
transducer to the vertical deflection plate. Depending on the phase
difference between these signals the shape of the figures will change.

For a phase difference of 180° a straight line is obtained. This
line is perpendicular to the straight line determined when the phase
angle is 0° .

For an accurate determination of the natural frequency it is im-
perative to measure the amplitude of vibration.

This must be a maximum in correspondence with a resonance situa-
tion . When the maximum value of the amplitude is obtained one records
(f) the electrical signal generated by the transducer (d).

When dealing with clamped edges it is not absolutely clear the
value of the "true length' of the beam.

It was decided to obtain this length L* determining first the
fundamental frequency of the beam shown in Figure 2 (without the mass
M) and knowing this value (obtained experimentally) one is able to cal-
culate L* from the expression;

VET 00 = %, Q

where @oe is the fundamental circular frequency determined experimental
ly. Since in the case studied:

- Yoe _
foe— —211—-70.5 Hz

substituting in (6) one obtains:
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I* =

A comparison between analytical
mental values is shown in Tables 1 an
springs have been used:

%

seg 4
0.000946 Kg. ;
k

1 =179 Kg/cm i

The parameter y is taken equal

56.9 cm.

results (equation 5) and experi-
d 2. Two different masses and

=
It

2

seg’

0.0023 Kg.3E&
k, = 10.56 Kg/cm

to 28 cm in all cases.

Eom fos
Exp.| Analyt.] Exp. | Analyt.
MT 6.5 6.89 70.5] 73.54
MZ 4.5 4.42 70.1 73.51
TABLE 1 - Comparison of Values of Natural Frequencies (in Hz);
ky = 1.79 kg/cm.
ﬁ]ﬂ be
Exp. | Analyt. | Exp. [Analyt.
M1 15 16.20 | 72.5 75.79
MZ 10 10.40 | 71.5 75.71
| 207 . 1
TABLE 2 - Comparison of Values of Natural Frequencies (in Hz);
k, = 10.56 kg/cm.

The value of the natural frequency of the spring-mass system modi-

fied by the presence of the structura

1 element is denoted by ECM' In a

similar manner, the value of the fundamental frequency of the beam, mo-

dified by the sprung system, is denot

ed by fup-

The agreement between analytical and experimental results is rea-

sonable. Table 3 depicts analytical
mass is rigidly attached to the beam

and experimental results when the
(y= 28 cm)

fon
Y T Rl
M1 46 45.88
Mz 33 34.51

TABLE 3 - Comparison of Values of Natural Frequencies (in Hz};

k»+ =
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4. Conclusions

The methodology presented in this paper is quite simple and appli-
cable to an important class of structural dynamics problems. It may be
extended in a straightforward fashion to more complex structural systems.
Take for instance the case of an orthotropic rectangular plate with a
mass-spring system attached to it. For normal modes one has:

2
V5 WeGY) - pha? 06y = — M iey) sGex) 6(ey,) )
1- wiM/k
where V:) is the biharmonic orthotropic operator and the sprung system
is attached to the plate at the point (xo,yo).

If W(x,y)=0 at the boundary of the plate and each edge of the rec-
tangular plate is elastically restrained against rotation, o5 being the
flexibility coefficient where i=1,2,3 and 4; one "constructs' a funda-
mental modal shape of the form:

b [N

WoY) =W 00y = (R oy %) GE 8 v) (8)

where each oy and B. are determined by requiring that (8) satisfies
identically the boundary conditions.

Substituting (8) in (7) and applying Galerkin's method one final-
1y obtains the desired frequency equation.
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LAURA,P.A.A. ,PCMBO,J.L. ,LUTSONI,L,E, ,ALABES,G, and LAVAISSE,A,

DYNAMICS OF BBAMS WITH ENDS

ELASTICALLY RESTRAINED AGAINST ROTATION

Sumrary

The coupled, dynamic behaviour of the system: structural element-
motor and its elastic mounting is of interest to aeronautical, civil,
mechanical and naval engineers.

On the other hand the problem is also of basic importance to elec-
tronic designers.

The present paper deals with a discussion of an approximate method
developed at the Institute of Applied Mechanics, which allows straight-
forward determination of the lower natural frequencies of the coupled
system. It is shown that the analytical predictions are in good agree-
ment with experimental results in the case of a mechanical system built
at the Institute of Applied Mechaniocs.

DINAMICA DE VIGAS CON EXTREMOS RESTRINGIDOS

ELASTICAMENTE CONTRA ROTACION

Sumgrio

El comportamiento dindmico acoplado del sistema: elemento estruc-
tural-motor y su fundacién eldstica es de interés en todos los campos de
la ingenieria. Por otra parte, el problema bisico es también de interés
a disefiadores de equipos electrénicas cuando estos actfian en ambientes
vibratorios severos.

Este trabajo presenta una disousi6n de un sencillo método de cdlcu
lo desarrollado en el Instituto de Mecdnica Aplicada. Se demuestra que
las predicciones analiticas concuerdan favorablemente con resultados ex-
perimentales en el caso de un sencillo sistema mecdnico construido en el
Instituto de Mecinica Aplicada.
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1. Introduction

A periodic system is one that consists of identical
elements joined together in an identical manner to form the
whole system.

Many of such systems can be identified in engineering:
a tall building having a uniform structure and identical
storeys; an aircraft fuselage consisting of a cylindrical
uniform shell stiffened by identical frames and regularly
spaced stringers (fig. 1).
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W SHEAR CENTRE
g TACHMENT POINT
C CENTROID
Fig. 1 - A stringer-stiffened structure

All these are complex structures and the modal
method of finding the response bears inherent shortcomings
that are difficult to overcome in practice, chiefly when
the structure is made up of many periodic elements.

To resolve these difficulties a wave propagation
method has been developed by many workers [1, 2, 3, 4, 5,
65 75 8] which avoids the calculation of natural frequen
cies and mode shapes and poses no extra problems when
damping is considered.

In [7] a computer oriented matrix method is developed
to find the free wave propagation constants, which makes it
able to be applied to complex periodic structures, such as
those quoted here.

Also the merits and difficulties of previous works
have been discussed at length in [7].

It is the purpose of this present paper to present a
wave matrix theory of the response of periodic structures
to concentrated forces which, besides being fairly general,
is computer oriented.

This theory rests on the concepts introduced in [7]
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and is in fact a natural development of it. Also the compu
tation involved rely on the nmumerical methods discussed
in [6].

The propagation constants of the structure are
supposed to be known for the frequency (or frequencies) of
interest. The case of a single harmonic force applied
anywhere in a bay of an infimite periodic structure is
considered. The solution can easily be extended to the case
of several concentrated harmomic forces by superposition
(the structure is supposed to be linear). As far as the
structure is concerned the only requirements are that it is
spatially periodic and linear.

The response of finite périodic structures is discus-
sed in sequence, without presenting details.

2. Wave shape - complex wave components

Broadly speaking, to each terminal degree of freedom
(see [8]) there correspond a pair of free waves, one
directed to the positive and another directed to the negati
ve direction. Of course all of these waves, or some of
them, can be attenuating, depending on the particular fre-
quency considered.

In any case the spatial distribution of the deflec-
tion along one bay (i.e. in a direction perpendicular to
the stringers in a stringer-stiffened structure (fig. 1))
can be expressed as a linear combination of functions e Iy,
where ). are the eigenvalues of the state matrix [6]. The
same statement applies to any other quatities such as
slope, moment, shear force, and so on. In mathematical form

A.
zn, = [F] . [TeL)(c), (1)

In the above expression r Trepresents the number of
half waves along a support, or stringer (in a stringer-
stiffened structure) or the number of waves along the cir-
cunference of a cylinder (in a ring-stiffened structure).

Column {z[y]}r represents a state vector [7, 9] and
{C}, contains arbitrary constants. Matrix (F], contains
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constants depending on the dimensions and elastic proper-
ties of a bay. It can, without strenuous effort be written
down for a structure with two terminal degrees of freedom.
Expression (1) can also be written in the form:

Aj &
tz(y)}, = [F], [~e~3Y) [F); ez (o)), (2)

The above expression shows clearly that the coeffici-
ent of {z{O)}r is precisely the field transfer matrix for a
field length y, i.e.:

]

[T 0,0 = [F] [Me-2Y][F];? (3)

Expression (2) can be thought of as the solution of
the state equation {z(y)}] = [A]  {z(y)}_, where [A]  is
the state matrix of the bay [7].

Substituting {z(y)} in the state equation for the
expression (2) one can show that [I~']r is in fact the matrix
of the right eigenvectors of [A]r (let's denote it from now
on by [U] ). In practice it is not convenient to invert
[U], to compute the field transfer matrix [T.(y.0)].
Instead it is preferable to find the modal matrix of the
left eigenvectors, that is, the matrix whose columns are
the eigenvectors of the transpose of [A]r' It is well known
that the transpose of the matrix of the left eigenvectors
(let's call it [V]r) is the inverse of [U]r provided the
eigenvectors are normalized such that {v}{ {u}j = Gij'
where 61. is the Kronecker's delta.

Matrix [V]r can conveniently be computed by using
the same subroutine that calculates [Ufr.

Applying now the basic principle of free wave propaga
tion in spatially periodic structure [8] by taking y = £ in
(1), it is easy to show that

[u] ™11 [u]tcy, = e'i”‘{(:}r (4)

where [T] is the structural period transfer matrix [7] and
y is the propagation constant.

Therefore, the complex coefficients appearing in
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expression (1) can be found by solving the eigenvalue

problem expressed in (4). Note that there are 2n eigen-
values, that is, 2n sets of complex coefficients c..
One can easily see that since {z(0)} = [U]{C pr o 8X-

pression (4) can be transformed into

[T], (z(0)}_ = e *{z(0)}, (5)

which is the basic eigenvalue problem dealt with in [6], in
connection with free wave propagation.

The relation between {z(0)}_ and [C], «can be written
as

{C}Em) - [U];l{Z(OJ}[m) = 1Tz ™, m=1, 2,..., 2n

So, the quantities appearing in (1) can be written as
functions of the eigenvectors of the period transfer matrix.
Bearing in mind that there are alltogether 2Zn waves
(2n propagation constants) and combining expressions (2)
and (3) one get's

z}, = (10 (2 2031 ™)m = 1,..,20 (6)
m

remembering that {z(DJ}Em), m=1, ..,2n, are the eigen-
vectors of the period transfer matrix.

Note that the state vector in (6) is not completely
determined because the eigenvectors of the period transfer
matrix are only computed within an arbitrary constant.
Therefore expression (6) can be written in another very
convenient form for computation

n

2
{zy)= T a ¥ (¥)) ()
m=

1
where o, are arbitrary complex constants and

o, () = [Telr, 0]z (0} ™

shall be called complex wave components.
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3. Response of infinite periodic structures

The theoretical background developed in the previous
section will be applied here to find the response of
spatially periodic infinite structures to concentrated
harmonic forces.

In fig. 2 an infinite periodic structure is depicted
where a force represented as

=] .
f(x,y,t) = L fT(yJ sin ETX gtht
r=1 b
is applied at bay numbered zero.
f
1 T 3
4 ™ 2 TC 5 TC 0 TC i TC 2 TC 3 T 1
WY S
| | _
i HL 0 7 TC i
fe Y I
Fig. 2

Starting at the point of application of the force,
two sets of waves are sent away, one to the right (positive
direction) and another to the left (negative direction).
Some or all of these waves might actually be decaying along
the structure, depending on the nature of the propagation
constants at the frequency §fi. The response at bay 0 can be
represented by expressions

n
{z{yJ}; = El L, G oD £ I ¢
e

(8)
Zn

{z(»}_ = £ adly (¥)}: y <y
X m=n+1 T T
In the above set of expressions it was assumed that
the propagation constants Hys Hpaewsy upoare associated
with propagating (or decaying) waves to the right. The
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propagation constants u are in turn

n+1’ Hpe270000 Mg

related teo waves propagating (or attenuating) to the left.
Now, the state vectors just left and just right of

the point of applications of the force are related as shown

in expression (7):
tz(), = {20l - (£}, (9

where {f}r is the applied force vector.

For the case of general time varying force and res-
ponse an equation similar to (7) can be written with vec-
tors {z(y)]r elgt and {f}r ei'Qt

transform.

replaced by their forces

Consequently the present theory can be applied to
both deterministic and random excitations.

Combining expression (6) and (7) the following system
of equations can be found

[o(n], fa} = - (£}, (10)

where the kth column of [G{Y)]r is

{Wk[yj} if k ¢ n
fci’k(Y}} = i=1,2n
-{Y, (y)} if n+l k < 2n

A

Therefore, by solving the system of equations (10}
one is able to find the response within bay 0, wusing
expressions (8).

To find the response outside bay (0 one can proceed
as follows. The generalized displacements and generalized
forces do not change when "transfered" across a support
{compatibility conditions) so that we can write

n
(@)}, =@y = I oplo; 5(0)) an
m:

where {oi‘m(O)]T o $y 00 g l0¥cns By 0073
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Note that qi{y] = zi(y). i =1, n.

One should note that expression (11) is a set of
linear equations that can be solved for apy M= I; ms

Note also that {q[t)}0 is computed by the first of
expressions (8).

Having solved (11) the complete state vector at bay N
can be computed by expression (12):

(o, nO) o~ i (N-1up (12)

n
{z(y)}y = §1 o

m

where, now, {Gi’m[YJ}T= {Gl,m(y)‘UZ,m{y)""‘ aZn.m[YJ}

In expression (12) y 1s a local variable ranging
from 0 to £ and {z{y)}N means the state vector at
bay N.

Obviously what was explained above for a bay on the
right of bay numbered zero cam be applied, "mutatis mutan-
dis" to a bay on the left of bay zero.

Therefore the above theory gives the response at any
paint of a spatially periodic infinite structure.

The main role in this theory is played by the complex
wave components. Since the system has been considered
linear the response to several concentrated forces can,

obviously,be obtained by superposition.

4, Response of finite periodic structures to

concentrated forces

The response of finite periodic structures can be
obtained by taking the response of the structure as if it
was infinite and adding the effect of the boundaries.

The effects of the boundaries are the reflectians of
the free waves at the corresponding frequency. In mathemati
cal form, the response can be described as (see fig. 3)

Zn

{z[y)}j = {z(y]}jm + L

B 0 g ol

(13)

where j is the number of the bay where the response is com-
puted. The application of expression (13) to the boundaries
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gives a system of 2n linear equations from which a, are
computed.

Expression (13) has beem applied to stringer-stiffe-
ned plates and shells as well as to ring stiffened cylin-
ders. The details of the manipulation will be omited in
this paper. Some numerical results are discussed.

5. Examples and computer results

Computation have been carryed out for structures
such as stringer-stiffened plates and shells and ring-
stiffened cylinders. Both plates and shells are supposed
to be simply supported along frames (staight in the case of
the plates and circular for the shells) distant b units
apart orthogonal to the axis of the skins (plate or shell).
The stringers are also supposed to be simply supported at
the frames and run parallel teo the axis of the skin. A har-
monic force of unit amplitude is applied at a point of a
bay and the response is either plotted along the structure
(for a certain value of the frequency) or plotted at a sin-
gle point for a suitable range of frequencies (frequancy
response plot).

When plotting the response along the length of the
structure a non-dimensional coordinate is defined such
that

s = (j+ 1)y/t e Gy A By s

s =j vyl v 4 o=l =By a e

where j numbers the bay where s lies.
Figures 4 and 5 show the amplitude response (displace
ment and moment, respectively) for an infinite undamped
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stringers-stiffened shell like that appearing in fig. 1 for
the non-dimensional frequencies [6], Q; = 22.10 (following
within the first propagation band) and 0.65 (an attenuating
frequency). The response is plotted only at bays 0, 1, 2, 3
and 4. There is no need to plot the response at the left of
bay 0 because of the symmetry of the structure and load.
The displacement and moment are made non-dimensional by
multiplying them by 1/h and h/D, respectively. It can be
seen that for the propagating frequency (22.10) the moment
are high at the stringer and at the midle of the bay. Calcu
lations have shown that for a flat structure the moment are
very much pronounced at the stringers than in the midle of
the bay. The response at the frequency 0.65 is very attenua
ted. Similar calculations have been made by considering
structural damping and for a loss factor of 0.15 it was
found that the response was heavily attenuated at the end
of the fourth bay. This fact shows that when damping is
present the infinite structure model is valid even if the
iactual structure has only a few bays.

Figure 6 shows the frequency response of the amplitu-

"de of the moment at the midle of a bay of a heavily damped
structure.

The peak response occurs very close to the non-dimen-
sional frequency 20.72, which in turn is very close to the
lower 1limit of the first passing band.

When damping is too low or the force is too close to
one of the extrems bays the imnfinite model no longer can
represent the finite one and the theory developed for fi-
nite periodic structures should be used.

Figure 7 shows the amplitude response of a seven bays
stringer-stiffened plate with no damping, with the force
applied at the midle of the structure. The response is
plotted at bay 0, 1, 2, 3 and 4 and the frequencies of exci
tation are 18.175 (propagating) and 0.10 (attenuating). It
was noted that the response of the infinite model at 0.10
is almost identical to that shown in fig. 7.

In contrast the response at 18.175 is radically diffe
rent of the infinite structure. This is accounted for the
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full reflections at the ends of the structure.
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Fig. 4 - Amplitude response of a infinite stringer-stiffe-
ned shell. Curve (1): @ = 22.10; Curve (2) & = 0.65;
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Fig. 5 - Amplitude response of a infinite stringer-stiffe-
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6. Conclusions

A computed-oriented matrix theory for
finite and infinite periodic structures has
The theory relies on the concept of complex

40

0.10

the response of
been developed.
wave components

It has been shown that the
nite and infinite periodic structures can be found as a 1li-

here introduced. response of fi-
near combination of these complex wave components.

Response along the structure and frequency response
functions have been computed and presented for stringer -
stiffened plates and shells.

Damping brings no further complications to the theory.

The influence of the boundaries of the structure has been
discussed on the light
rate damping allows the use of the simpler infinite structu

of results. It was shown that mode-

re model to most practical periodic structures.
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RESPONSE OF SPATIALLY PERIODIC STRUCTURES

TO CONCENTRATED FORCES

Summary

A general computer oriented theory for the response
of spatially periodic structures to-concentrated forces is
constructed.

The generalized response quantities are computed in
terms of complex wave components, a concept which is intro-
duced here.

Response along the structure and frequency response
functions have been computed for stringer-stiffened plates
and shells. Computer results are discussed.

RESPOSTA DE ESTRUTURAS PERIGODICAS A FORCAS CONCENTRADAS

Sumario

Apresenta-se uma teoria, orientada para computador di
gital, para a resposta de estruturas periodicas a forgas
concentradas. A resposta generalizada e computada em termos
das componentes complexas de ondas elasticas, um conceito
que e definido no trabalho. Foram calculadas respostas ao
longo da estrutura e respostas em frequencias para placas
reforgcadas e cascas cilindricas reforgadas. Resultados de
computador sao apresentados e discutidos.
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1. Introdugao
A determinagao da densidade de probabilidade multidimensional da

resposta de sistemas dinamicos sob excitagoes aleatdrias constitui um
problema de considerdvel complexidade. No caso de estruturas lineares €
possivel obter a fungdo de densidade da resposta, dadas as caracteristi-
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cas do sistema e a densidade da excitagdo, seguindo o método sugerido
por Hurty e Kouskolas [1]. Este enfoque, porém, apresenta algumas difi-
culdades e aparentemente nao foi desenvolvido.

Quando o sistema € linear e a excitagdo apresenta uma distribuicao
de Gauss, pode-se demonstrar que a resposta € também Gaussiana [2]. Con-
sequentemente, com frequéncia admite-se 'a priori' que a resposta € Gaus
siana, nao se considerando entao a distribuigao da excitagdo na solugdc
do problema. Neste caso, € suficiente para-uma descrigao estatistica com
pleta da resposta a obtengac da média e da covariancia da mesma. A justi
ficativa desta simplificagdo gira ao redor da hipitese de que a distri-
buigao da excitagdo € "aproximadamente" Gaussiana, condigao esta satis-
feita em numerosas aplicagoes praticas. Além disso, essa hipGtese permi-
te, para obter a solugfo do problema, a utilizagdo de métodos bem estabe
lecidos, incluindo numerosos programas orientados para a analise dinami-
ca de estruturas.

Os autores ndo conhecem critérios simples que permitam determinar
quando a distribuigdo de probabilidade da excitagdo pode ser considerada
"aproximadamente'' Gaussiana. Ainda neste Ultimo caso, € importante, em
relagdo a muitos problemas de diniamica estrutural, avaliar a influéncia
na distribuigdo da resposta da ndo-1linearidade do sistema.

Neste trabalho sdo apresentados alguns resultados da aplicagao da
técnica de Monte-Carlo a solugdo de problemas especificos com os seguin-
tes objetivos: (a) obter critérios simples de limitagdo da aplicabilida-
de do método dos dois momentos e (b) orientar, através da melhor compre-
ensdo do fenomeno fisico, enfoques tedricos na area.

2. Definigdo do problema
Considere-se o problema esquematizado na Fig. 2.1. Trata-se de um

oscilador linear com amortecimento viscoso submetido a uma aceleragao
G(tj da base. A excitagao € definida como uma onda de amplitude constan-
te, igual a +a ou -a dentro de intervalos de duragao To. Ao final de ca-
da intervalo € decidido aleatoriamente, com probabilidades iguais, qual
serd o sinal da fungdo no seguinte imtervalo.

A equagdo de movimento tem a forma:

mX+cx+kX=-mu (2.1)

onde m, c e k representam, respectivgmente, a massa, o coeficiente de a-
mortecimento e a rigidez do sistema, sendo x o deslocamento relativo 3
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base. A eq. (2.1) pode ser escrita:

x+ 2w X+ x=-u(p) (2.2)

onde T € a razao de amortecimento critico.

m
—_—X
4 2
itl—-= |H(w)| [N K
—=

Fig. 2.1
A distribuig@o de probabilidade da excitagdo é€:

0 u<-a

P (u) =40.5 -a<uc<a (2.3)
1 u>a )

A correspondente fungdo de densidade de probabilidade p (11} € en-
tao identicamente nula, exceto paralj =-aeu-= a, onde apresentam-se di
as funcdes impulso de Dirac, de areas 0.5. Observe-se que a onda possui
uma densidade completamente diferente da distribuigao de Gauss, razao pe
la qual, foi escclhida neste estudo. Pode-se demonstrar que a fungdo de
autocorrelagdo da excitagdo € [3]:

I A
A
A
—
o

a[1-.}5) 0
0 - T>To

(2.4)

R; (1) =

Definindo a densidade espectral de poténcia G () da excitagao em
termos da transformada complexa de Fourier de Ru ():

G W) =2 fw R; (1) el " (2.5)
(o]

obtém-se:

(2.6)
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Na Fig. 2.2 estdo representadnas as fungdes p (1.1.), p {1:1'), R; (1) e
G, () que caracterizam a excitagdo u (t).

pli) A Pil) A Ry(T)
.]
1,0 —
05
= Y % >
Gylw)/a® TA
2
0 n 2% 30w LR

CARACTERIZACAO DA EXCITAGAO

Fig. 2.2

3. Excitagdo estaciondria - cd]culo da variancia

No caso de sistemas lineares cem parametros constantes, a relagao
entre as densidades espectrais de poténcia da excitagdo u (t) e da res-
posta x (t) vem dada por [4 - 6]:

G @ = |1 @]° G W (3.1)

onde H (@) € a fungdo de admitancia complexa do sistema. Tem-se:

1

@=L 2
[T = (i——JZ]2 + 4 (f—l—-}z
n n

(3.2)
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Finalmente, o valor quadratico médio "xz da resposta pode ser cal-
culado através da expressado:

y 2

% o
x =TT Io Gx (W) d w (3.3)

Sendo aqui o valor médio nulo, o valor quadratico médio ¥ xz coinci
de com a variancia cxz.

Para o amortecimento & = 0.025 e o periodo basico da excitagdo
To = 1 seg o valor de ¥ ? foi obtido introduzindo-se as Eq. (2.6), (3.1)
e (3.2) na Eq. (3.3) a qual foi avaliada niméricamente para as frequén-
cias naturais indicadas na Tabela 3.1, onde se apresenta o desvio padrao
resultante.

Tab, 3.1

Frequéncia do sistema e desvio padrdo da resposta

w, (cps)  0.25 1.0 1.5 3.0 10

ox/a  1.439 0.0306 0.0244 0.00333 . 0.285 x 107>

4, Aplicag@o do método de Monte-Carlo

Uma amostra aleatoria da onda foi gerada determinando-se o seu si-
nal dentro de cada intervalo com ajuda de uma moeda, até um total L=600
seg, o qual foi considerado suficiente para o sistema atingir um regime
estaciondrio. A resposta x (t) foi calculada mediante integracdo numéri-
ca por meio do método de Newmark [7] com um intervalo de integragio
4t = 0,01 seg. Para as mesmas frequeémcias indicadas na Tabela 3.1 obte-
ve-se os valores de cxz mostradc_s na Tabela 4.1.

Tab. 4.1
Frequéncia do sistema e desvio padrio da resposta

wp(cps) 0.25 1.0 1.5 3.0 10

9/a 1.564 0.0307 0.0241 0.00333 0,293 x 10>

Nas Fig. 4.1 e 4,2 estdo representadas as fungoes densidade p (x)
e distribuigdo P (x) para as frequéngias consideradas.
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Fig. 4.2

Note-se que a resposta de sistemas com baixa frequéncia apresenta
para niveis de probabilidade menores de 0.9 uma distribuigdo praticamen-
te coincidente com a de Gauss. Pode-se considerar que essa aproximagao
€ razoavel até 3 ay- Por outro lado, a distribuicdo da resposta de siste
mas de alta frequéncia tende a distribuigao da excitagdo. Consequentemen
te, a hipdtese de que a resposta € Cmussiana conduz, neste caso, a uma
sobre-estimagao da resposta para x > 1.5 Ty

S. Conclusces

Os limitados resultados apresentados confirmam a validade da hipG-
tese da distribuigao Gaussiana da resposta, no caso de sistemas com um
grau de liberdade e frequéncia natural dentro da banda de frequéncia pre
dominante da excitagdo. Em sistemas de frequéncia elevada com respeito a
frequencia da excitagdo, confirmou-se a conclusdc intuitiva de que
a distribuigao da resposta deve tender, a medida que w, Cresce, a
distribuigao da excitagdo. Espera-se que desenvolvimentos adicionais per
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mitam obter fatores de corregdo da distribuigdo de Gauss para estes Glti
mos casos. Finalmente, compete advertir que para niveis de probabilidade
altos, isto €, para x > 2 gy O erro cometido ao admitir que a distribui
gdo da resposta € de Gauss pode ser considerdvel, ainda no caso de siste
mas em ressonancia.
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SOBRE A DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE DA RESPOSTA DE SISTEMAS

DINAMICOS SOB EXCITACAO ALEATORIA NAO-GAUSSIANA

Sumario

Neste trabalho aplica-se ¢ método de Monte-Carlo para determinar a
distribuigdo de probabilidade da resposta de um oscilador linear sob ex-
citagdo nao-Gaussiana.

Os resultados obtidos mostram que a dlstrlbu1(;ao de Gauss para va-
lores moderados da variancia, constitui uma aproximagao razodvel da dis-
tribuigdo da resposta em sistemas com frequéncia natural dentro da banda
de frequéncias predominantes da excitagdo. Verifica-se que no caso de sis
temas de alta frequenua a distribuigao da resposta tende uniformemente
a distribuigdo da excitagio.

.

ON THE PROBABILITY DISTRIBUTION OF THE RESPONSE OF DYNAMIC

SYSTEMS UNDER NON-GAUSSIAN RANIOM EXCITAT ION

Sumpary

The probability distribution of the response of a linear oscillator
under non-gaussian random excitation is determined using the Monte Carlo
Method. The results obtained show thaet, for moderate values of the
variance, the Gauss distribution constitutes a rasonable approximation
to the response distribution in systems with natural frequency within
the range of predominant frequencies of the input. It was also verified
that as the frequency of the oscillator increases, the response
distribution tends to the distribution of the excitation.
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1. Introdugao

0 estudo do comportamento dos sistemas mecanicos pode ser desenvol
vido por métodos teoricos ou por procedimentos experimentais, sendo es-
tas duas formas mutuamente complementares. Sistemas reais, muitas vezes
complexos, podem ser simulados por outros equivalentes mais simples que
reproduzem os efeitos principais que se pretende estudar e sobre 08
quais se possa ter um controle adequado.

O presente trabalho apresenta uma analise experimental do comporta
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mento de um pendulo constituido por um recipiente leve contendo uma mas-
sa 1iquida, em fungao da quantidade de liquido nele contido, submetido a
uma excitagao externa. Imagina-se que este pendulo possa se constituir
em modelo fisico jue represente o comportamento de reservatorios fixos
ou moveis (carros-tanque, vagoes tamque) sujeitos a oscilagoes.

Espera-se ainda que o exame dos resultados obtidos permita estabe-
lecer um modelo matematico simplifieado, com poucos graus de liberdade e
que, com a identificagao dos valores dos parﬁmetros envolvidos, descreva
adequadamente o comportamento do modelo fisico estabelecido.

Esta simplificagdo matematica ja foi aplicada em trabalhos analiti

cos |11 onde se estuda um modelo de vagao ferroviario contendo liquido.

2. Montagem Experimental

Para a realizagao dos ensaios foi construido e montado o pendulo
esquematizado na Fig. 1. O reservatorio a foi construido com um tubo
cilindrico e placas laterais de acrilico visando-se qua tivesse pouco
peso e permitisse a observagdo do 1iquido em seu interior. Foi reforgado
com placas de aluminio no seu engaste com a haste b, constituida de uma
barra cilindrica de ago que se engasta na sua extremidade superior a um
suporte ¢ com dois tirantes curtos. Estes se prendem a um cutelo d su-
portado pelo apoio e que se fixa a uma estrutura rigida.

O sistema consta ainda de uma mola h de constante K = 18,5 gf/em
e e excitado por um vibrador indutivo E que aplica uma forga P  pro-
porcional & corrente de alimentagao, fornecida por um gerador de sinal G
e controlada por um amperimetro digital A. O movimento do pendulo €
medido por um captador indutivo de deslocamento C acoplado a uma ponte
amplificadora W. Tanto o sinal da excitagao como o da resposta podem

ser observados num osciloscopio 5 de dois canais.

3. Ensaios, Resultados e Discussao

Excitando-se o pendulo com uma quantidade determinada de liquido
(no caso foi utilizado agua) contida no reservatorio, observam-se duas
frequéncias de ressonancia, correspondentes a dois modos de vibrar dis-

tintos: na primeira, de valor f ; mais baixo, o 1iquido e o pendulo es-

1
tao em fase, o que se pode verificar por observagao visual, assim como
os sinais de excitag@o e resposta observados no osciloscopio; na segun—
da, £ ,, 0 liquido e o pendulo estao em oposigao de fase e o movimento

do 1liquido se torna mais notavel, embora a amplitude do pendulo seja me-
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Fig. 1 - Esquema de montagem do pendulo

e aparelhagem utilizados.

nor e os sinais de excitagao e respasta se mostrem tambem em coinciden-

cia de fase.
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Variando-se a quantidade de liquido contida no reservatorio veri-
fica-se que a variagao dessas duas frequencias tem um comportamento co-

mo o mostrado na Fig. 2, onde se observa que, com quantidades decres-

centes, frl1 e fnz convergem para um limite comum fmj =1,70 Hz que &

a frequencia de ressonancia do pendulo totalmente vazio. Aumentando-se

a quantidade de liquido, f“1 decresce segundo uma curva de aspecto ex-—
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Fig. 2 - Frequencias de ressonancia em fungao do

volume de liquido.
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ponencial desde o recipiente totalmemte vazio ate totalmente cheio, en-
quanto fl_l2 cresce monotonicamente, conforme indicado na Fig. 2. O au-
mento de fn2 e bastante pronunciada para pequenos volumes, diminuindo
na regiao em torno da metade da capacidade do recipiente e tornando a
acentuar-se quando se aproxima do recipiente totalmente cheio.

Para uma amplitude fixada da excitagao, a amplitude da respusta na
segunda frequéncia de ressonancia varia com a quantidade de liquido, di-
minuindo quando se aproxima do volume total do reservatorio, ja nao se a
distinguindo mais para 957 desse volume. A amplitude da resposta na pri-
meira frequencia de ressonancia pouco se altera com a variagao da quanti
dade de liquido. A Fig. 3 mostra as curvas de ressonancia levantadas pa
Ta tres quantidades de 1iquido: curva a para metade da capacidade, b

para um volume intermedidrio e ¢ para o reservatorio totalmente cheio.

0,8 T» A[mm]
05
04 r
o2t ! .,-'\'\-
>
F A%
i i —1 ¥ = P
o Lo 15 20 25 1) 35 40

Fig. 3 - Curvas de ressonancia para tres niveis de liquido.

4. Conclusoes

Examinando-se os resultados obtidos conclui-se que o sistema pode-
Ta ser representado por um modelo matematico de dois graus de liberdade,
pois apresenta sempre duas frequencias de ressonancia e dois modos de
vibrar caracteristicos, na faixa de frequencias examinada. Observa-se
também que o comportamento da primeira frequencia de ressonancia, de as~

. pecto exponencial, talvez possa ser representado por um pEnduIn composto
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onde se acrescente massa na regiao pouco abaixo do seu centro de gravi-
dade. Finalmente, a influéncia maior do volume nas regioces extremas (qua
se vazio e quase cheio) talvez possa ser atribuida a maior variagao da
superficie livre do liquido nessas regioes.

Procura-se atualmente estabelecer um modelo matematico adequado e
identificar os parametros convenientemente para descrever os efeitos -
principais observados, ou seja: a) convergencia das frequencias de res-
sonancia para o valor fno correspondente ao pendulo vazio (sistema de um
grau de liberdade); b) comportamento de aspecto exponencial da primeira
frequencia de ressonancia; e c) influéncia da variagao de volume nas re-
gioes extremas (abaixo de 1/4 e acima de 3/4 da capacidade do reservato-

rio).
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ANALISE EXPERIMENTAL DE UM PENDULO CONTENDO LIQUIDO

Sumario

Estuda-se o comportamento de um pendulo constituido por um reser—
vatorio contendo liquido. O pendulo & excitado por um ponto intermedia-
rio da haste e dotado de duas molas de restituig@o. Os ensaios sao rea-
lizados variando-se a amplitude e a frequéncia da excitagao, assim como
o volume de liquido contido no resenmvatorio, verificando-se a influen

cia desses paramerros.

EXPERIMENTAL ANALYSIS OF A PENDULUM CONTAINING A LIQUID MASS

Summary

The dynamical behavior of a pemdulum wich consists of a box
containing a liquid mass is studied. The pendulum is excited by an
intermediate point of the rod and has two restitution springs.
Experiences are made by changing amplitude and frequency excitation,
as well as the liquid quantity contained in the box, with regard to

the influence of each of the parameters.
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1. Introduction
Limit cycles are quite often encountered in practice.

, The most familiar one is the Van der Pol electronic
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oscillator. This class of 1imit cycles is easy to synthesize
and analyse. Mechanical systems, under certain conditions
of operation, exhibit limit cycles which are triggered by
dry friction or by anomalies in the hydrodynamic character-
istics of the moving body [1] to [5]. A typical example
of a mechanical 1limit cycle is found in the phenomenon of
""galloping of transmission limes'.

The objective of this paper is to study a set up which
utilizes dry friction to trigger a mechanical limit cycle.
It is also intended to explore the possibility of using the
set up as an instrument to measure the dynamic friction
coefficient between moving bodies.

2. The set up and the mathematical model

Fig. 1 shows a rod restimg on two pulleys which are
driven in opposite directions by an angular velocity w.
The pulleys are of equal radii r, and they are 2% apart.
The left and right contact points are labelled 0, and 0,

respectively.

et et —

Fig. 1 - Forces on the oscillating rod

The origin of the stationary system of axes is taken
at Ul. In the analysis that follows, we shall consider the
motor as a "stiff" source of power, i.e. as capable of

meeting the torque demands at all times. The static and
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dynamic coefficients of friction are denoted by By and My

respectively.

a)

b)

c)

The right and left reactlons are given by:

R.=mg f% and R 2%;*

T - Rk

L

The rod can have any of the following modes:

MODE-I: (left rolling and right slipping)
In this mode, rolling motion occurs at Dl and slipping
occurs at 02. This mode starts when
X = Tw
and prevails until the following inequality is violated:

% 20~
Mg 8 7g < ugm 8 ST

The governing equations in this mode are given by:
X=0 and X = Tw

where dots indicate differentiation with respect to
time t.

MODE-II. (right rolling and left slipping)
In this mode, rolling motion occurs at 02 and slipping

occurs at 01. This mode starts when

X = -r1w
and prevails until the following inequality is violated:
28-x X
L R T L T
The governing equations in this mode are given by:

X =0 and X = -Tw

MODE-III: (left and right slipping)
In this mode, slipping motion occurs at Ul and 02
simultaneously. The rod can be moving from left to

right or vice versa. The governing equation in both
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cases 1is given by:

m X + Hgm

K.,
g 77 = W4 8

The rod enters this mode when MODE-I terminates and in

this case it stays until x

The

and

rod can also
in this case
The dead centers
at ZE~XO respectively

determined later. The

-TW.
enter MODE-I11 when
it stays until X

are assumed to be 1lo
where X, is an unkno

following dimensionl

arc introduced to simplify the analysis.

MODE-II terminates

Tw.

cated at X, and
wn quantity to be

ess quantities

X
X o TW
;R L g s Vi it
248 o 25 /7E_§E§
(1)
AT g = ld s = L-8
2 ' Mg ’ 1+8
The equations that govern the oscillating rod are summerized
in Table 1.
. — - - CONDITION | CONDITION
MODE GOVERNING EQUATIONS | o™ pvgen |10 STAY
o . F s 1
1 X" =10 X' =V X' =V xl(l"'B
"o (1= - , B
11 " =0 X' ==V X' ==V X > 6
[11 A = 2% + 1 X> g | X' 2=V
; B !
X2 T X' <V
Table 1 - Modes and transitions

where primes indicate

dimensionless time Tt.

3. Estimation of

differentiation with

periodi¢ time and ra

respect to the

dius of the

limit cycle
Fig. 2 shows the

phase plane trajecto

ry of an idealized




limit cycle.

x.f
® MODE-1 ' " @) wobe-ii
| | I
- ! 1
V | |
Xo I b T+ - | 1-X,
/ ! \_1 - x
| i0-5 | 1-0
: ! :
; I l
i . -
MODE-III ] MODE-II @

Fig. 2 - Phase plane of idealized limit cycle.
The time T, required to move from point 1 to point Z on the

trajectory is given by:

Ty =

(2)

The motion from point 2 to_point 3 on the trajectory is ‘_
governed by:

<lo

X'+ 2X = 1
with the following conditions at point 2:

= 1 L
X 1+8 and X A

Solving and applying the initial and final values of X', one
can show that:

Ay, f?‘.tan‘I _/?_6! (3)
and
%, =3~ § VB ()

where 1, is the time required to move from point 2 to point
3 on the trajectory. Using relations (2), (3) and (4) one
can obtain expressions for the dimensionless periodic time
TL and the dimensionless radius RL of the limit cycle of
the oscillating rod. These are given by:
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.. LB -1 ¥2'V
T, =F *2/2 tan  ——
(5)
R, =1 /2vZ+s?
Al

The previous analysis also reveals that the condition for
the existence of a limit cycle is given by:

-§* .
v o< /2 i
The periodic time t, in seconds and the radius r in

L
appropriate units are given by:

I LTIy L re A
t. = 4 t—— d + tan . ————-—-J

L

L pdg Tw a/wdg'\
(6)
2 .2
= 9 2 T w
Ty NG+ iudg

The condition for the existence of limit cycles is given by:
Trw < ffudg

For very small values of §, i.e. when the difference between
the dynamic and static coefficients of friction is negligible,
the dimensionless relations simplify to:

& - = ———V
T, = VT and Ry &)
which yield:

£ = 2l and r, = ro/t (8)

L b8 L Mg

4. Experimental verification of the phenomenon

An experimental set up was prepared to examine the
phenomenon. A close-up photograph of the set up is shown
in Fig. 3.
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Fig. 3 - Experimental set up

A variable speed 1/6 horsepower A.C. motor was used to drive
the pulleys through a 1:80 reduction gear box. The pulleys
were machined from Aluminum stock to a radius of 3.50 cm.
each. An almost semi-circular groove was machined on the
rim of each pulley to receive the rods. The pulleys were
mounted in such a way to allow the use of different distances
between their centers. A tension pulley was used to take off
the slack in the driving belt when the distance between the
pulleys is varied. A stroboscope was used to measure the
angular velocity of the pulleys. The rods themselves were
used to drive the recording pens directly on a strip-chart
recorder.

Rods of different materials (steel, Aluminum and brass)
were tried. Different weights were attached to each rod.
The phenomenon was observed and recorded. In almost every
combination of materials, the rod was found to exhibit a
limit cycle. It was also round that changing the weight of

the rod has no effect on the periodic time and the radius
of the limit cycle.
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A drift and a cyclic wandering of the limit cycle was
noticed to occur around the geometric center of the setup.
Repeatability was poor. This is attributed to the possible
misallignments of the pulleys and to the extreme sensitivity
of the setup to extraneous inputs: variations in motor's
speed due to load and line voltage, variations in the
ambient conditions such as humidity, .dust,etc.

Fig. 4 shows a typical record for a brass rod on the
Aluminum pulleys. The pulleys were rotating at 30 R.P.M.
and the distance between their centers was 30.6cm. The
record shows that the periodic time is 1.80 seconds which,
when using relation (8), yields a value for Mg equal to
0.19 which looks reasonable.

Fig. 4 - Experimental results

5. Conclusions

A mechanical limit cycle, induced by Coulomb friction
was studied analytically and experimentally. The preliminary
studies showed that, under controlled conditions of drive
and surface conditions, one can use the setup to evaluate
the dynamic coefficient of friction. For low values of V,
and for special alloys which exhibit a marked difference
between the static and dynamioc coefficients of friction,
equations (6) suggest that the setup can be used as a

S 20
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a mechanical frequency-transformer.

(1]

(2]

(3]

[4]

(s]
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MECHANICAL LIMIT CYCLES INDUCED

BY COULOMB FRICTION

Sumpar

An analytical-experimental study is presented for a
mechanical limit cycle. A rod resting on two equal pulleys
which are driven with the same angular speed in inward-
opposite directions was found to exhibit sustained
oscillations. Under controlled conditions of drive and
surface finish, the measured periodic time can be used to
evaluate the dynamic coefficient of friction between two
surfaces. For low driving speeds, the setup can be used
as a mechanical frequency-tramsformer.

CICLOS LIMITES MECANICOS INDUZIDOS

POR ATRITO TIPO COULOMB

Sumario

Un estudo analitico-experimental é apresentado para um
ciclo limite mecanico. Uma barra apoiada em duas polias iguais
acionadas com velocidades angulares iguais e opostas, diri-
gidas para dentro, apresenta oqc1lagces auto-sustentadas.

Sob condigoes controladas de acionamento e de acabamentos su
perficiais, o periodo de oscilagao pode ser usado para ava-
liar o coeficiente de atrito dindmico entre duas superficies.
Para baixas velocidades de acionamento, o dispositivo pode
ser empregado como um transformador mecanico de frequencia.
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1. Introduction

Considerable interest was shown in sliding motion and
the complications introduced by relaxation oscillations,or
“stick-slip. This phenomenon has been studied by Rabinowicz
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[1], sampson [2], Matsuzuki [3] and Kato [4]. The investi-
gations were made from a viewpoint of lubrication and
friction in order to define the conditions for preventing
the stick-slip.

The apparent reduction of friction by applying a
vibration in the normal direction is well known. For
example, a stationary object on an inclined plane will
move down the plane when the plane-is excited normally.
Earlier work in this area was concisely summarized by
Godfrey [5], who concluded that friction was apparently
reduced when the acceleration of the slider approached and
exceeded the value of acceleration due to gravity. It was
observed experimentally by Humt [6] that at low sliding
speeds stick-slip amplitudes were reduced by imposing
vibratory forces normally to the contact surfaces at one
of the structural resonant frequencies.

The purpose of this research is to examine the
possibility of preventing stick-slip motion by application
of a periodic acceleration in a direction normal to the
contact surfaces.

2. Experiment
A simple experimental set-up was constructed to observe

the phenomenon. The schematics of the set-up are shown in
Figure 1. A constant low velocity is imparted to a slider
by an accurate driving mechanism through a linear spring.
The slider itself is composed of two parts connected by
leaf springs. The upper part has a coil driven by an
oscillator through an amplifier to impart a periodic
acceleration to the slider in the vertical direction. The
dynamic behavior of the slider in the sliding direction
was recorded using a strain gauge transducer which detects
the deflection of the spring. The natural frequency of the
spring was chosen to be much higher than the frequency of
the periodic stick-slip motion to ensure a minimum inter-
ference between the linear spring and the slider.

Provision was made for connecting or disconnecting
the oscillator during the motion of the slider.



oscillator recorder
power amplifier
amplifier
1
i linear spring

‘, sin wt

composite slider W

coil y
W////// f‘/é///.,*‘ 7777777 }J: mechanism

force transducer

Fig. 1. Experimental set-up

0 50 100 150 200 sec.

Fig. 2. Experimental records of stick-slip motion
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The following parameters and values were used:

- driving speed V = 0,0446mm/sec

- stiffness of the linear spring K = 0,038kg/mm

- weight of the composite slider W = 0,73kg

A number of experiments were conducted with and with-
out exitation in the vertical direction. Fig. 2 shows two
records of the stick-slip motion. The first parts of the
graphs denoted by "A" were obtained without applying the
excitation and they correspond to typical stick-slip motion
encountered in practice. When the excitation was applied,
part "B" of the graphs, the stick-slip motion almost vanish
ed. Part A of the graphs presented in Fig. 2 is qualitative
ly similar to the graphs presented by Kato [4] which were
conducted using the following values: V = 0,02mm/sec ;

K = 86,9kg/mm; W = 36,0kg.

The experiment show that at low sliding speeds stick-
slip amplitudes were reduced to negligible values by imposing
excitation in the vertical direction.

3. Mathematical Model

The mathematical model of the stick-slip motion was
developed by Bowden [7]. A simple model can be obtained by
considering a solid body of weight W which is pulled along
a slide-way by a spring. One end of the spring is attached
to the body and the other end is moved with a constant
velocity V. The motion of W will be intermittent. The
equation governing the dynamic behavior of the stick-slip
motion without exitation of the body W is given by:

X ==X X8 .y g (1)

for the slip-condition where Mg is the coefficient of
kinetic friction.

The system will stay in this model if the following
inequality is satisfied

X <V (2)

4
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where V is the driving speed.
The condition of stick is given by

X=V (3)

For this model the following inequality must be
satisfied:

X.k < us.w (4)

where My is the coefficient of static friction.
After application of the periodical acceleration in
the vertical direction (1) takes the following form:

X = -x k&« uy(g+a sin wt) (5)
and condition (4) takes the form:
Xok < u W (1 + %sin wt) (6)

where
a = amplitude of the acceleration (a < g)

The frequency of the periodic acceleration w is
chosen to be much higher than frequency of stick-slip motiom.

4. The Analog Circuit

Figure 3 shows the analog circuit for the mathematical
model. The circuit was sinulated using an EAI-TR48 analog
computer. The conditions of the stick and aslip are
controlled by switch S. The logical signal is produced by
two comparators C, and CZ, Comparator C, is a latched
comparator which receives the latching signal from comparator
Cl' The application of a periodic acceleration is realized
by using a manual swith Sm.

The stick-slip dynamic system was chosen for similation
with the following parameters: V=0.02;—%f~ = 2,05 ug=0,3;

My = 0,2; g = 50 ( for simulation purposes).
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Sm

Fig. 3. Analeg Circuit

Note: The swith inverts sign in EAI-TR48 analog computer

Fig. 4. Records of Analog Simulation
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The results of analog simulation are shown in Figure 4.
Graphs a, b, ¢, d correspond to different amplitudes of
acceleration in the vertical direction a = 1.0, 0.8, 0.6
and 0.4g respectively. The segment 1-2 in Fig. 4a corresponds
to the period during which the slider is not moving. The
force in the linear spring K builds up from 1 to 2. 'e
segment 2-3 corresponds to the period during which the
slider moves. The first parts of the graphs denoted by "A"
were obtained without applying the excitation and they
correspond to the first parts of the graphs shown in Fig.2.
The part B of the graphs were obtained with excitation similar
like part B of the graphs in Fig. 2. At the point P the
periodic acceleration was imparted.

From the graphs of Fig. 4 it is easy to see that the
periodic acceleration in the vertical direction minimizes
the stick-slip amplitude. For the amplitudes of acceleration
a > 0.7 the stick-slip instability disappears completely Fig.
4a and 4b. For smaller amplitudes of acceleration, i.e. as
a get smaller, the graphs show that the normal excitation
is not as effective in minimizing the stick-slip amplitudes.
A small amount of oscillations is noticed in Fig. 4c and
4d.

5. Conclusion

The experiment and analog computer simulation showed
that it is possible to minimize stick-slip motion by
introducing a periodical acceleration in the normal direct-
ion of motion. The way to prevent stick-slip motion present
ed above can find applications in situations where it is
necessary to move or to place very heavy elements or
structures with high accuracy such as is encountered in
machines and positioning serves.
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ATTENUATION OF THE §TICK-SLIP PHENOMENA

BY MEANS OF EXTERNAL VIBRATION

Summary

Experimental observation showed that the stick-slip
phenomenon is attenuated by the action of external
vibration. An experimental set up prepared to assess the
role played by external vibration in minimizing the stick-
slip motion. A mathematical model was developed and simulated
using an analog computer. The results were compared with
the experimentally measure time-history of the stick-
slip movement. Good qualitive agreement was obtained. The
influence of amplitude of vibration on stability of the
movement was investigated.

ATENUACXO DO FENOMENO DE "STICK-SLIP" POR
MEIO DE UMA VIBRACAO EXTERNA

Sumério

A observa;ao experimental mostrou que o fenomeno de
"stick-slip" (oscilagao de relaxagdo devido ao atrito de
Coublom) & atenuado pela agao de uma vibragdo externa. Uma
montagem experimental fol preparada para esclarecer o papel
da vibragdo externa na _atenuagdo do movimento do tipo stick-
slip". Um modelo matematico foi desenvolvido e simulado em
computador analogico. Os resultados foram comparados com o0s
graficos no tempo do movimento do tipo'stick-slip" obtidos
experimentalmente. Uma boa comcordancia qualitativa foi ob-
tida. A influéncia da amplitude de vibragdo na estabilidade
do movimento foi investigada.
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1. Introdugao

A importancia da teoria de vibragdes aleatdrias em aplicagdes de dinamica
estrutural a problemas de excitagao sismica, explosoes e impacto em Cen-
trais Nucleares, e a problemas relativos a agao do vento e das ondas so-

bre plataformas maritimas, € amplamente reconhecida.

Em casos onde a hidtese de estacionaridade € admissivel, a solugao
do problema no dominio da freqUéncia usualmente apresenta vantagens. 0 en
foque € bem conhecido [4-6] e foi aplicado intensivamente na dltima déca-

. da na analise de estruturas sob cargas sismicas, do vento ou das ondas.

Por outro lado, em casos de excitagao nao estaciondria e sobretu-
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de, quando o sistema apresenta parametros variaveis ou qualquer tipo de

mao-linearidade, uma solugao no dominio do tempo constitui a escolha ldgi
ca. Este enfoque foi explorado por numerosos autores em relagao a proble-
mas de excitagao sismica. Uma discussao das contribuigoes neste drea cai
fora dos objetivos do presente trabalho. Deve-se destacar, porém, que ape
sar de que os fundamentos da teoria das variaveis de estado saoc conheci-
dos [1—2] e extensivamente empregados em outros campos, tais como teo-
ria de comunicagoes, o autor nao tem conhecimento de desenvolvimentos si

milares na area de dinamica estrutural.

As vantagens do método sao evidentes. Os resultados de Caughey &
Stumpf [71, Barnoski & Maurer [31, Hasselman [lﬂ] e Buchiarelli & Kuo
[9], por exemplo, podem ser facilmente generalizados para sistemas com

multigraus de liberdade.

Apresenta-se a seguir um breve resumo dos elementos basicos necessd
rios para compreender a subseqUente dedugao das equagoes que definem a
propagagao da média, do valor quadritico médio e da variancia de siste-
mas dinamicos sob diferentes tipos de excitagao. 0 trabalho inclui solu-
goes fechadas aplicaveis a sistemas aom parametros constantes e, em parti

cular, as correspondentes ao problema estacionario.

2. Aplicagao das varidveis de estado a sistemas dinamicos continuos

Considera-se a classe de sistemas dinamicos continuos, no sentidodo
sempo, cujo comportamento € descrito pelo seguinte sistema de equagoes di

ferenciais parciais de primeira ordem:

+ -+ -+

x(t) =F(t) x(t) + &(t) ult) (2:1]

+ +

onde x(t) representa o vetor de deslocamentos, x(t) o vetor de veloci-
dades, ambos de dimensdo N, u(t) o vetor de carga, de dimensdo R, F(t) a
matriz do sistema, de dimensao NxN, e G(t) a matriz de carga, de dimen-
sao NxR. Admite-se que F(t) e G(t) sdo fungoes seccionalmente continuas
do tempo e que U(t) constitui um processo aleatdrio nao estaciondrio, cu-

ja média ;; e covariancia v, sao conhecidas e dadas pelas equagoes:
(1) = E (G(0)) (2.2)

Vv, (£, t,) 2 cov {ilt)), U (g0} =¥, () &,(t, - ¢,) (2.3)
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onde E denota ''valor esperado'' e SD[EI - tz) a fungao delta simétrica de

Dirac, definida como:

0 set<aout>h
b fla)/2 se t =a
Ja flx) 8plx - t) dr = 4 cihy)o se t=b
f(t) sea<t<b

f(t) & qualquer fungdo continua no intervalo fechado [a, b].

0 problema consiste na determinagao da média ;x{t) e da variancia
‘ux(tl, tzl da resposta ;(t). Se o sistema tem parametros constantes e
U(t) apresenta uma distribuigdo gaussiana de probabilidade, o conhecimen-
to da média e da variancia da resposta x(t) permite a definicdo estatis-
tica completa da mesma. No caso de excitagao nao-gaussiana, e de sistemas
com parametros variaveis, os dois primeiros momentos nao sao suficientes
para definir completamente a distribuigdo da resposta. Porém, em numero-
sas aplicagoes, admite-se 'a priori' que a distribuigao de probabilidade
da resposta € aproximadamente gaussiana, e conseqllentemente s6 sao reque-

2 -+
ridos Hy © Vx.

Finalmente, deve-se sublinhar que a forma (2.3) da covariancia V
nao constitui uma restrigao importante. Com efeito, se a excitagao nao
for um ruido branco, o problema pode ser tratado pelo método da '"amplia.
gao'' do vetor de estado. Na segdo 4 aplica-se este enfoque a um problema
de excitagdo sismica.

A seguir resume-se a dedugao das equagdes para propagagao da média,
do valor quadrdtico médio e da varidncia apresentadas na Ref. [1]. 0s as-
pectos fundamentais da teoria podem também ser estudados na Ref. [2], p.
150.

A solugao da eq. (2.1) é:
X(t) = o(t, t)) X(t) + i @(t, 1) 6(x) W) dr (2.4)
o

na qual a matriz de transigao do estado @(t, to) € uma solugao da equagao

diferencial homogénea:
@(t, t) =Flt) oft, t ) (2.5)
com condigoes iniciais:

¢{t0, ta) = (2.6)
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A equagao de propagagdo da média pode ser obtida de forma direta
calculando o valor esperado de ambos os membros da eq. (2.1), resultando:

B (0 =F(1) & (0) + &(0) u (1) (2.7)

Eq. (2.7) indica que a obtengdo da média ;K(t) exige uma analise dinamica
equivalente a obtengao da resposta do sistema sob uma excitagao ''deter
minTstica' igual a média ;ﬁ(t} de u(t). Alternativamente, pode-se demons-

trar que:

W (1) = eft, £) ¥ () + .FEO o(t, t) &(r) i (x) dr (2.8)

Eq. (2.8) também mostra que a solugdo para ﬁx{t) é idéntica a solugao pa
ra x(t), exceto que as varidveis estocasticas sdo substituidas por  seus
valores esperados na expressao ax(t)_ Em geral, a eq. (2.8) naoc é adequa-
da para a avaliagao numérica de Kx(t), sendo consideravelmente mais facil

a integragao numérica direta da eq. (2.7).

Obter-se-3 a seguir uma expressdo para a propagagac do valoer quadra
tico médio Px(t) das variaveis de estado do sistema da eq. (2.1). Px(t)

€ uma matriz simétrica definida pela equagdo:
P (D) =€ (R(1) X (1)) (2.9)
Diferenciando a eq. (2.9) em relacdo ao tempo:
P (1) = E (k(t) X' (0)+Ex(t) X' (0)) (2.10)

Introduzindo a eq. (2.1) na equagdp precedente; levando em conta a defini
gao (2.9) e adotando a notagao:

P (0 =E @1 X (1) 2.1
P (1) =P T (1) (2.12)
a eq. (2.10) fica:

P (1) =F() P (1) +P () FT (t) + €(t) P (1) +B (1) 6 (1) (2.13)

$ubstituindo agora na eq. (2.12) o valor de *(t) segundo a eq. (2.4) e ad
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mitindo para t > t correlacao nula entre u(t) e x(to), obtém-se:

P () =elt, t) B (t) u (0)+ f, o 0 60 [0 by (0 +

£ ¥ (1) splt - )] dr (2.14)

A avaliagdo da integral na eq. (2.14) conduz a:

P, (0 =i (1) 5T (6 + 3 &) “;u(t] (2.15)
Similarmente:
P (0 =i, 5T (0 s a6 8 (0 (2.16)

Finalmente, aeq. (2.13) resulta em:
P (t) = F(1) P (1) +P (6) FT(0) + 6(t) ¥ (1) 67(0)
® o WY > T T
+ 6(t) w (0) ' (1) +u (0) u (1) 6(t) (2.17)

Eq. (2.17) permite a determinagao do valor quadratico médio da  resposta

para qualquer t > to com a condigao inicial:
) = (e) w ! (t) +V (t) (2.18)
P lr) = g led i L ysn (b, X

A relagdo entre a variancia Vx(t) e o valor quadratico médio Px(t) é:

=% + T
Ux(t) = Px(tJ = uxft) My (t) (2.19)
Calculando a derivada em relagao a t de ambos os membros da eq.
(2.19) e introduzindo (2.17) na expressao resultante, obtém-se a equagdo

para a propagagao da variancia:
V (6) = F(t) V. (8) +V (6) F{0) + &(t) ¥ (1) 6" (1) (2.20)
x X x u

a qual define a variancia do sistema para t > t,s seo estado inicial

UXO -'Vx (to) for conhecido.
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3. Determinagao da equagso fundamentpl do sistema

As equagoes de movimento do sistema sao:

Malt) + € g(t) +Kaqlt) =q (t) (3.1)

onde M, € e K representam matrizes quadradas de ordem NL, q, q e a deno-
tam os vetores de deslocamentos, de velocidades e de aceleragoes genera-
lizadas, respectivamente, sendo G(t) o vetor de cargas generalizadas. A-
través de uma equagdo da forma da eq. (3.1) pode-se descrever o comporta
mento de sistemas excitados por forgas externas ou por deslocamentos de
seus apoios, segundo descreve-se na Begao 4. Os coeficientes das matri-
zes da eq. (3.1) podem, em geral, ser fungoes do tempo t. Porém, admite-
-se a sequir que M e K sao positivas-definidas para todo t > ta' introdu

zindo-se as novas varidveis:

4 [}
y = e Ve (3.2 - 3)
% 8

o sistema de N equagoes diferenciais de sequnda ordem pode ser reduzi-

do ae seguinte sistema de ZNL equacees éiferenciais acopladas de primei-=

ra ordem:
-1 =1 -1
I T Y i Y M Q(e)
y = ——————;—---w--~ y + ——— - (3.%)
1 i 0 [}

Para obter um sistema com dimensoes homogéneas, € conveniente introduzir

as coordenadas definidas pela transformagao:

]
I

r g U . - (3.5)
I

onde w, denota uma frequéncia constante [rad/seg] de referéncia.Todos os

componentes de * tem dimensao [comprimentcﬂ. Eq. (3.4) fica ent3o:

A8 = e e T R T~ oo (3.6)

- W 1 | 0 \ [1]

1
5
4
E
i
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0 vetor das agaes externas Q(t) pode ser exprimido da seqguinte forma:

3(t) =D u(t) (3.7)

onde D é uma matriz que define a distribuicdo "‘espacial'' da excitagao,ou
seja, tem coeficientes constantes com dimensao Eor;a/ccmprimentcj. A eqg
(3.6) fica entao:

> -+ +
x(t) = F x(t) + & u(t) (3.8)
onde:
Ful oo loLlwlk zikow} o]
F = i . - - C I U (3.9 - 10)
L, 1] 0 Lo
Eqs. (3.8 - 10) definem completamente o comportamento do sistema estrutu

ral e permitem a utilizagdo direta dos resultados da Segao 2,

L. Consideracado de diferentes tipos de excitagao

Serd discutida nesta Seccao a forma que adota a equagao de movimen-

to (3.1) nos casos de maior interesse pratico.

8. Sistema excitado por cargas extermas. Aplica-se a eq. (3.1), resultan

do em consequéncia as matrizes definidas pelas eqs. (3.9) e (3.10).

b. Sistema excitado por movimento da base como corpo rigido.  Admite-se

que os apoios do sistema em estudo apresentam pequenos deslocamentos co-
mo parte de um corpo rigido. 0 movimento da base € especificado pelo ve-
tor #(t). 0s componentes do vetor 2(t) representam os tres deslocamentos
e os tres giros da base em elagdao a um sistema fixo de coordenadas. Pode
-se demonstrar que a eq. (3.1) € ainda vdlida se E, S e Y sio considera-
dos como deslocamentos, velocidades ¢ aceleragoes relativas a base, res-

pectivamente. 0 vetor de cargas resulta igual a:
ae) = - M b3 (4.1)

- - & .
onde o vetor D %(t) contém as componentes das aceleragoes da base na di-
regao de cada coordenada generalizada q. Porém, torna-se necessario mo-

dificar a matriz & para manter a homogeneidade dimensional da eq. (2.1).

Tem-se:
= - w_ 0]
de) = - mrz M Di‘-)z-; Ult) = &)2- @l (4.2 - 1)

il!r wl_
0
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As equagoes precedentes simplificam-se para movimento unidirecional z(t)

da base, hipotese esta empregada com frequéncia na anilise sismica de es

o d
. 2 r
u(t) = z(t)/wr e = (4.5 - 6)
g

c. Sistema excitado por movimento sismico unidirecional da base. Na Se-

truturas. Neste caso tem-se:

¢ao 2 foi antecipado que quando a excitagao-nao € um ‘'ruido branco', o

problema pode ser resolvido pelo método da ampliagao do estado do siste-

ma. 0 procedimento serd ilustrado para o caso de excitagao sismica unidi
recional. Nesta aplicagao, a densidade espectral de poténcia (f.d.e.p.)

da resposta de um oscilador linear amortecido submetido a uma aceleragao
(ruido branco) da base constitui uma boa aproximagao para a f.d.e.p. da
aceleragao do solo medida durante sismos com distancias epicentrais in-
termediarias e grandes. Consequentemente, a excitagao ;(t), que na deri-
vagao das equagoes fundamentais da Segdo 2 foi considerada um ruido bran
co, sera filtrada através de um oscilador com parametros (ts, wsl‘ As ma
trizes de massa, amortecimento e rigidez do sistema original serao iden-

tificadas a seguir mediante o sub-indice o, A equagao de movimento fica:

i T TE | * 3 ), > -
HOL 3 ﬂo l:OI g 40 * E(O: 0| 9% _ 5 0 s
el i e i 2 N Ronnge Bech gl e ok === g = =T ¥(¢ o
i Ti T zJ
o'y 1lz) lo'i2ee ] {2 8" | u, & l
-+ -+
N | S Pl s
sendo: r=ncﬁ; q ={-2- ; G =-4--) Z(t) (4.8 - 10)
V2, 1

o sistema (4.7) pode ser exprimido na forma basica (3.1). A ordem das ma

trizes M, € e K é agora (NL + 1), e a da matriz F é Z(NL + 1),

5. Solugao do problema estaciondrio via varidveis de estado

Nos sistemas com pardmetros constantes submetidos a excitagdes esta
cionarias, as matrizes F e & n3o variam com o tempo e ¥ = constante = ¢°
para t > 0. Se o sistema € estdvel, para valores de t suficientemente gmn
des a variancia v, pode ser obtida da equagdo (2.23) fazendo ka- 0. Re-

sulta entao:
f . owd o
FV +V F +6Y € =0 (5.1)
Introduzindo a notagao:

>
A=8 To 6

(5.2)
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obtém-se o seguinte sistema de equagoes algébricas:
T
FV. +V F +A=10 (5.3)
que permite calcular os coeficientes da matriz de variancia UK. ta solu-

;50 de eq. (5.3) é conveniente levar em conta a forma das matrizes F e G

e a simetria de V_. Com efeito, particionando a eq. (5.3):
T
'F Vv (VRRY) ¥y, 'o'l
izt Vi Yiz) ViV o i ) [ oy K (5.4)
) T T Ty
Fa1: © | Miz Va2 Mz Waz] [Frz; © °!°J

Sistema excitado por cargas externas. Neste caso as matrizes Ffj e All

530 também simétricas. Serd apresentada a seguir a solucgdo completa das

equagdes precedentes para o caso em gue as equagoes de movimento  (3.1)

tenham sido previamente diagonalizadas. Ter-se-a entao:

M=1
¢=[ L2z w
; o : (5.6 a-d)
K=[o o
Qn(t] a r{t)
A"

onde wn e Cn representam a frequéncis (rad/seg) e a razao de amor tecimen
to eritico correspondente ao modo de vibragdo En . T(t) s3o as cargas no
sistema original (acoplado) de coordenadas e Hn a n-ésima massa generali
zada. A transformagio precedente € possivel quando a matriz de coeficien
tes de amortecimento satisfaz o critério de Coughey e, em particular quan
do ela & uma combinagao linear das matrizes de massa e de rigidez [3]

[4].. A hipétese de estacionaridade da excitagdo exige que

?(z)_- ?o u(t) (5.7)

onde os coeficientes de ?o sao constantes com dimensao [for;a/deslocameg
to] e u(t) constitui um processo aleatéria estacionario com dimensao
[deslocamento] caracterizado pela fungao de autocorrelagdo ¥(t)=¥ 8, (1),
Segundo as eqs. (3.7) e (3.10), obtém-se para a matriz nWl’ os coeficien
tes:

-v T -r ) (+ T -0
Apy(m, n) «-_‘I (5.8)

W Hm Hn
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Pode-se obter sem dificuldade:

A, (m, n) Wo

. L L (5.9
Z{Cm w4 z, wn)

Depois de algumas manipulagoes algébricas obtém-se a correspondente ex-

pressao para as variancias dos deslocamentos:
Ayp(m, ) ¥ w?
11 0 r
Uzz(m, n) = . —g 3
T w +C w w S ruw
mom nn r r

(5.10)

0s termos diagonais sao:

A {n,n) ¥ w 2
L 1 CH R (5.11)

Vaglen W= g e
non n

A solugao precedente & completa e permite logo calcular as variancias

das coordenadas acopladas,

6. Sistema linear com um grau de libgrdade

Sera determinada a sequir a propagagao da variancia num oscilador
linear com amortecimento viscoso sob a agao de uma forga aleatdria  com
covariancia ¥ = ?O SD(T). Adotando a frequéncia de referénciatur igual a

frequéncia natural do sistema W, 2 €q. (2.23) toma a forma:

Vi iz 2w, "“n] Vi V2] Vi iz rr“z‘;“n “n
g il | g vl I '
VigVoal L ey 00 WVya Vool WVyp Vool Lhw, 0
-Eunz g
* Wo F(t) (6.1)
Lo o

onde denota a razao de amortecimento crftico do oscilador., A eq., (6.1)

pode ser submetida ao seguinte rearranjo:

v - 2
-ll -h;wn -2 w, 0 ”11 W,
Vigh=[w, -2 = (VL ) 0Ly f(t) (6.2)
“22 0 2 Wy 0 UZZ 0

Aplicando a ambos os membros da eq. (6.2) a transformagdo de Laplace, ob

tém-se para variancia inicial nula:

ol
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V]I(s) -h:mn 2w 0 U]l(s] mnz
s vlz(s} = w, -2gw, -0 Vlzfs} +4 0 . 8 f(s) (6.3)
véz(s) 0 Zm" 0 Uzzfs) 0

sendo Vjl(s) e T(s) as transformadas de Laplace de Vjl(t) e f(t), respec
tivamente. Interessa particularmente a variancia do deslocamento x(t),
isto €, sz(t). Sua transformada de _aplace sz(s} é, da eq. (6.3)

2u.lnh L0 Tls)

(6.4)

V,,(s) =
4 53 + ﬁcw" ¢+ L1 + ZCZ) m&z s + Bgmn3

A transformada inversa da eq. (6.4) resulta:

W
zz(t) = 20 :2} f exp [ 2Lw (t - !X] D - cos 2p_ (t - T)] f(t)dt(6.5)

A eq.(6.5) descreve a propagagao da variancia do deslocamento com o tem-

po, para qualquer evolugdo f(t) da covaridncia da excitagdo. Se f(t) coms
titui uma fungdo salto unitario na origem a avaliagdo da integral (6.5)

por partes conduz a:

¥ w
vzzlt) = 22 - exp(- 2cwnt} [l - c cos 2pt + LV 1 - £° sen Zp t]}
15 (6.6}

A eq. (6.6) mostra claramente o crescimento da variancia da resposta com
o tempo, até atingir no limite o valor correspondente ao problema esta-
cionario, isto &, ?o wn/ﬁc. Este valor coincide logicamente com a conhe-
cida solugdo do problema estaciondrio no dominio da freqUéncia [5], [6].

Observe-se que, nas referéncias citadas, as constantes em lugar de ?o re
referem-se a amplitude da fungao de densidade espectral de poténcia de-
finida entre o e += (one-sided power spectral density function), sendo
WO a amplitude da fungdo definida entre - e +© (two-sided power spectral
density function). Uma aplicagao imediata da eq. (6.7) € a determinagao
do tempo 4 necessario para que a resposta atinja uma porcentagem dada
do valor correspondente ao problema estacionario, questao de importancia,
no caso de excitagao sismica. A eq. (6.7) coincide com resultados »bti-
dos por Caughey e Stumpf [?J e por Barnoski e Maurer [3], para sist:mas

com um s6 grau de liberdade. Estes procedimentos porém, requerem a ava-
liagao de integrais no plano complexe e possivelmente nao permitar a ex-

tensao dos resultados a sistemas com muitos graus de liberdade.

. 7. Integragdo numérica da equagao de propagagdo da variancia

Nos problemas com parametros varidveis, solugdes do tipo apresenta-
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do ndo sao em geral possiveis e devem ser empregados entac métodos de in
tegragao numérica direta das eqs. fundamentais (2.7), (2.20) e (2.23). E
xistem numercosos procedimentos de integragao da equagao de propagagao da
média, problema que nao oferece dificuldades especiais. Por outro lado,
a integragao das eqs. (2.20) ou (2.28) n3o pode ser realizada de maneira
direta com base nos procedimentos usuais. Por razoes de espago este tema

nao sera discutido neste trabalho.

8. Conclusoces

0 método das variadveis de estado foi empregado para determinar equa
goes de propagagao da média, do valor quadrdtico médio e da variancia de
sistemas estruturais sob diferentes tipos de excitagao dinamica. Varias
solugbes das equagbes resultantes foram obtidas para sistemas com parame
tros constantes, em particular aquelass correspondentes a excitagoes esta
cionarias.

E sugerida uma forma de aplicagBo do método ao problema de excita -
gdo sismica. Aspectos relacionados a integragao numérica direta das equa
¢oes de propagagao ndo sdo discutidos por razoes de espago, porém deve -
-se salientar que este & um ponto fundamental no desenvolvimento do méto
do. Uma segunda area onde serdoc necessarios trabalhos adicionais refere-
-se a dedugao das equagoes de sistema adjuntos para aplicar o método de

ampliagao das variaveis de estado.

.
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APLICACAD DO METODO DAS VARIAVEIS DE ESTADO A0 ESTUDO DE

SISTEMAS DINAMICOS SOB EXCITACOES ALEATORIAS NAO-ESTAC IONARIAS

Sumario

0 método das variaveis de estado foi empregado para determinar equa
g¢oes de propagagao da média, do valor quadratico médio e da variancia de
sistemas estruturais sob diferentes tipos de excitagao dinamica. Varias

- = ; i - i
solugoes das equagoes resultantes foram obtidas para sistemas com parame =

tros constantes, em particular aguelas correspondentes a excitagoes esta
cionarias.

APPLICATION OF THE STATE VARIABLE METHOD TO DYNAMIC SYSTEMS

UNDER NONSTATIONARY RANDOM EXCITATION

Summary

The method of state variables was employed in the derivation of e-
guations for the propagation of the mean, the mean square value and the
variance of structural systems under different types of dynamic excitati
on. Some closed form solutions are obtained for constant-parameter sys-

tems, in particular those corresponding to stationary inputs.
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1. Introduction

Several investigations [1,2,3,“] have been reported
recently on the dynamic stability of articulated and
continuous pipes conveying pulsating fluid. These studies
were motivated by recent industrial concern about the
response of cylindrical components to flow disturbances
typical with heat exchangers, nuclear reactor internals,
. piping in process plants and others.

All of the aforementioned investigations were
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restricted to cases of idealized end support conditions of
the pipes. The need to study the more realistic case of
pipe supports, possessing some degree of flexibility,
motivated the work reported here. Furthermore, since
previous studies (see [3] for comprehensive review)
demonstrated the close dependance of the pipe's dynamic
behavior on its support conditions, this investigation
provides an opportunity to examine that dependence as related
to the parametric and combination resonances of the pipe
conveying pulsating fluid. Within the context of the subject
of dynamic stability of parametrically excited elastic
systems, this study may assist in gaining more insight into
the role of end supports in the behavior of such systems.

2. The System

Consider a uniform flexible pipe of lenght L,

flexural rigidity EI and mass per unit lenght m_, conveying

-t’

incompressible fluid of mass per unit lenght m, which is

flowing with a periodically varying velocity UEUO(1+€ cos wt), |
where U0 is the mean velocity and € is a small parameter.
The pipe is built-in at one erd and elastically supported at
the other with both translational and rotational springs of
stiffnesses Kl and K2 respectively. The initial straight
axis of the pipe coincides with the x-axis while the
transverse motion of the pipe, y(x,t), where t is the time,
is measured in the direction of the y-axis perpendicular to
X. The clamped end of the pipe is taken at x = 0.

The nondimensional equation of small motions for the

pipe can be shown to be given by [5]

L g 2
i—% + Y LE N +[u2(1+z cos QT)Z-(I-U)EQuoBlXESinQT] %U%
av v BT 2

2 2
1/2 3 n — an i n _
+ 28 u0(1+9cosﬂr) soETE M = ;;- =0 (1)

with the boundary conditions

n = E% =0 at v = 0, and




2 3
a. n . arl _ a n - - o
vz TR S P UL U R *l

The dimensionless parameters in equations (1) and (2)

are
m m s IR
_ X -y i Ea kf2 _ f EI t
v = o=on = & u (55 UL B2 —, 1 (——) =
L L EI ? mt+mf mf+mt LE ¥
3
m.+m K.L
P i 1T T e 1 148 9 .
- A oo ] IR SR - ol
KQL 1/2

. - 5 I
K, =575 ¥ ~[E——(—ﬂmf+mt i—g , (3)

where p is the coefficient of external viscous damping and y
is the coefficient of internal dissipation of the assumed
Kelvin-Voigt type for the pipe's material.

In order to investigate the stability of the continuous
pipe, utilizing the methods described in following sections,
it is necessary to reduce the system to a discrete one. Let

m
nlv,t) = E ¢ _(v).q (1) , (4)
r=1 2 2

where qr(T) is generalized coordinates,@r(VJ are the eigen-
functiobs of the abbreviated pipe-fluid system (usy=pu= 0)

and m is the retained number of terms in the assumed solution
(4). Substituting (%) into (1) and applying the Galerkin's
method yields,

Q) + (YH + 2qpl/2(l + € cos Q1) D + iE}é(T)

+ {H + uf(l+£cosﬂt)2 A+ Enqﬁl/%§in an(B-A)} Q(1) = 0, (5)

where Q is the vector {ql, Qgs woes qm}, H is a diagonal
matrix with elements ag, oo being the s th dimensionless
eigenvalue of the abbreviated problem, E is the unit matrix
and A, B and D are m x m square matrices whose elements are
respectively

- - 11 =
a. - Mr[3¢r¢5 dv b= '%{; ve 8 dv ,
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1 P e P 2
d,. = ﬁ; L ¢, dv , where M = é (6,)° dv (8)
In the above, capital letters are used there and throughout
the paper to denote matrices and vectors. A dot and a prime
denote differentiation with raspect to 1 and v respectively.
A new method for the stability analysis based on an

extension of the method of Hill's infinite determinants is
briefly outlined in the following section.

3. The Generalized Hill'g Method
The system of equations (5) can be written in the form

& 2 g W 2 . -
Q+ ) e*1TF  + z e’'g g = 0 , i® = -1, (7)
q:_2 Q q='2 q

(q)
rs_
matrices and T = Q1. A solution vector of (7) may be

where F_ = f and 6 = g (q) are constant m x m
q q ra

written as

inT
g eihr
n

R

n=-wm

Q(T) = " (8)
where 3 is a characteristic constant and Cn are constant
column matrices of m rows. Substitution of (8) into (7) with
a shift_in indices and collecting the like powers of

e(k+1n)r _ islds

2
Osim? ¢+ § [O+it-@)} F

+ G L =0, (9)
q:-—2 q q] =

q

Each of the equations (9) is multiplied by a constant
matrix [—an + dia G_-(dia F0/2)2]_1 without altering the
solution if the cases where any of the ggr— (fir/ﬂ2 are
equal to n2 are excluded. This altered system will be
represented by the matrix equation

Z.C =0 (10)

where Z is the infinite square matrix composed of the sub-

matrices Zn , C is the infinite column matrix of submatricies
Cp and p = n-q.
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The diagonal and off diagonal elements of the matrix 2

may be shown to be respectively

O+in) 24 (rind £ Ceg ©
zi‘lﬂ I I ne , (11)

rr
2 o o 2
-n +grr_(frr/2)

26 (A+ip)£ [ "P+g 27P
z oz = 2 (12)
Y8 nteg Ou(: Oy
Epp™trp
where f?:P = ggzp = 0 when |n-p|> 2, and n,p = ..., =-2,-1,0,
152 wee While v, S 142, o, fis

A necessary condition for the existence of a nontrivial
solution of (10) is that det. Z=0. The det Z which will be
denoted as A(}) may be written as

m ko Orimd e Owind £ Ovp ©
A = A & lim T ———r T, (13)
r=1 k+e nz-k -n +grr—(frrf2)

or using the product expansion for the sine function it can

be shown, after some manipulation, that

sin M[i(a+f °/2)-/g ®=(£ °/2)%)
T rr 4 o

m
ACA) = (-1D™A (0 1 .
* r:l( sinQ[H/érg-(fr2/2)2]
5 3 o [5) O i
sin N[iOwf 0/2) + Vg O-(f O/2) ]) (14)

The elements of Ql(l), formed by factoring out of each row

of A(A) the element on the principal diagonal, are

nn

g = 1 (15)
(A+ip)f NPy 7P
oP = ————— (16)
e (A+in) +(x+indf__+g
rr re

In [6], the convergence of Al(l) was shown by proving a

theorem on the convergence of infinite determinants belonging

'to the class of A,(1). The convergence of A(}) follows from
e

tne fact that it is equal to the product of Al(l) and a
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finite number of sine terms. Since its convergence is
established, the determinant A()) may be expressed in a
closed form as follows. A(X) is analytic everywhere in 1 as
may be seen from its elements (11) and (12). However, hl(l)
has simple poles at

r ~ ] ; o o 2

11,2 = N REL J@rr—(frrfz) ! (17
Constants K{ and Kg may be chosen so that the function
- Trr T r r
ECX) = altx)-rgfkl cot i M(A-x))-K; cot i M(A-2,)] (18)

will have no simple poles at the points Rr, or k;. Since it
may be seen that Al(x) and the terms in brackets in (18) are
periodic functions of the same period i, it follows that
B()) is also periodic of perind i. Since A(X) has no poles
at AE or Ag , it has no poles at Ai + in or l; + in.
Furthermore, A()) is obviously bounded as Re ())++= (Re
stands for real part) and sinece it is analytic, A()N) is
constant according to Liouville's theorem [7]. This

constant may be shown to be equal to unity so that

I
y (KI = Kg) =0 , and (19)

m
- r . r r p r
al(a) = l+p§l[K1 cot i H(A-Al)— K, cot i H(X—Az)] (20)

It is of interest to note that if the }i‘s and A;‘s are
complex, then A(2Y) and Ki are the conjugates of ﬁ(l;) and
L
Kg respectively. Substitutior of (20) into (1l4) yields
amosin i BO-ADsin i TO-AD)
alx) = (-1)" 1

L sin2£RJg O—If“6j53?]
rr rr

m
{1+ } [] cot i mO-A])- Kj cot i MOA-A]D]} (21)
r=1

Expression (21) is the closed form representation

sought for the generalized Hill's determinant A(X), its
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roots determine the nature of the solution for system (5).
It remains now to determine the constants K;,z in (21).
To this end, equation (20) is written as

m

1 c =
;21 AT e L R
rr grr

Kisin i H(X—R;)ccs i n(x-x{)-xgcos i HCX—A?)sin i n(x-x{)

m
!
r=1

sin i n(A~A‘l')sin i n(x-xg)

(22)

where af(x) is formed by multiplying the m rows of the
central submatrices (n=0) in ﬂl(A} by the corresponding

Conseguently, the elements of ai(x) will be the same as
those of nl(l) except where n = 0, and ﬂi(A) will have no
peles at the li‘s and Ag's. The constants Ki and Kg may be
determined by successively multiplying (22) by

{sin i H(l—li).sin i H(}—Ag}} and letting A=) and A*hg for

i}
s = 1,2, ... m, yielding
&gl 104 5 n L (23)
1,2 % 5780597592 ri1 (8 TR b
gss_ ss’ ;S 1,2 1, at rr *pr

L. Determination of the Characteristic Exponents

The characteristic equation, A(A) = 0, is transcendental
in the complex variable ). In order to determine its roots,
a method on the Argument Principle in Complex variables
analysis of analytic functions is adopted. The Argument
Principle [8] gives the following relation (increase in arg
4(}2) on path Cw) = 2l n_, inside C, , where C, is a simple

.closed path in A-plane, C is the corresponding path in A(X)
plane and ng is the number of roots. Relation above was
conveniently utilized to locate the roots as follows.

A rectangle CA is selected with the proper extent for
‘the fluid-tube systems studied here. TFor each point A on Cyo
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the corresponding A(X) is calculated from (21). As the path
CA is traced by increments of 1, Cw is also traced and the
change in arg A()X) is calculated for each increment of A. As
a demonstration of the method consider the case shown in Fig,
1 where only one root is located within the selected domain.
Upon tracing CA once {(a,b,c,d in Fig.l (a)), Cw is also
traced once (Fig.l (b)) resulting in a 20 change in arg A(A)..
The rectangle (a,b,c,d) is then divided into four equal
rectangles whose boundaries are traced in turn. A change of
211 in arg 4()) around a rectangle (say e,f,g,h) indicates

existence of the root within that rectangle. That rectangle

Im (N ImAMNE 4
1& h

<, g
I arc ANDY |

A a \

e o

. Flre N i <9

Re AN
f
a ’C) b
Cy

@) »-plane b (b} A(\)-plane

Fig.l - Locating the roots of A(A)

is further divided and the proucess is continued till the

root is located within a rectangle whose size depends on the

i
I
1
|

desired accuracy.

It should be noted that since the purpose is to
investigate stability, the search for possible roots is
confined to the right half of the A-plane, where Re (}) is
positive. Thus, if the initial tracing of C, points to at
least one root, the system is unstable otherwise it is

stable. However, if the nature of the instability is alsoc a
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concern, the search should cortinue till the wvalues of all
roots with positive Re (A) are determined. If some of the
roots are complex conjugates, the instability is of the
combination resonance type other wise it is of the parametric

resonance type.

5. Computations, Results and Discussion

Two computer programs were utilized for the stability
analysis. The first program, based on the extended Hill's
metnod, calculates the values of ﬁi(k{,z), KE,E from (23)
and exponents A from (21). Sufficient number of submatrices
is taken to approximate the infinite banded square matrix
(band width 3m-1) whose determinant ﬂi(l) is sought. The
second program utilizes a "Numerical Floquet analysis" [2,U4,
5], where the m equations (5) are reduced to 2m first order
equations and then integrated over one period of the
coefficients. The solution vectors obtained with 2m initial
conditions make up the mondromy matrix of which the
logarithims of its eigenvalues are proportional to the i's.

For selected values of the fluid-pipe -parameters, ug s
B, ¥ and Y, the second program described above was first
used to obtain the pipe's frequencies Qj (imaginary parts of
A) under steady flow conditiomns. The A's in this case are
the eigenvalues of the constant coefficients matrix of the
first order equations of (5), with € = 0. TFor assigned
values of spring constants Ki and X,, the program was also
used to determine the steady flow velocity at which the pipe
first loses stability by buckling or flutter. The values of
a. and ¢j and the integrals of (6) were evaluated for the
selected values of Ky and R? wtilizing the results given in
|5] for the abbreviated problem.

For a cantilevered pipe with steady flow, the introduc-
tion of linear or torsional springs at the free end was
found to be stabilizing or destabilizing depending on the
value of B. The pipe first loses stability by flutter if
Kl or K2 are below a certain wvalue and buckles for higher
values, as shown in [9] for translational springs, and in
[5] for both kinds of springs.

For a pipe with periodic flow, results were obtained
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using, for the most part, the Hill's program and by the
Floquet's program. A stability map in the - plane is
presented here for the selected parameters, uOZH.S, B=0.125,
¥=0.001 and w=0. For the same parameters, Table 1 shows the
calculated frequencies of the pipe and the critical flow
velocities at steady flow conditions.

Table 1 - Results with steady flow

Kl I(2 Yeritical R1 92 Q3
0. 0. 5. , flutter 5.60 15.07 53.83
25. 0. 6.25, flutter 5.04 19.33 54.93
100. 0. 4.7 , Buckling 3.54 27.09 58.46

100, 10. 5.8 , Buckling 7.80 27.80 6£5.02

Figure 2 shows the resonance regions for 2 in the range

0-20. :
20 = e
—— KanRf-O‘ c/_?_ '112 ;
- —+—Kj25Ks0. | 3
2| == === Rg00K=0.
M —o — Rfmﬂj(z:"jo_ °\
RESONANCE ?
5 COMBINATION -
i
| 1 PARAMETRIC >~
f”
10— ,/'
/,’
= //
£
2.9,! 4
_";“--“\-u-
Lea ’f -
_ﬁi :\
0 | |
00 0.l 0.2

Fig.2 - Stability diagram for the pipes (uo= 4.5,
B = w125, = 0013
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As in [3,4] no parametric resonance (Q near Zﬂj/K ; where j
and K are integers), either primary (odd j) or secondary
(even j) was observed which is associated with the first
mode of cantilevered pipes. Both first mode primary and
secondary parametric instabilities appeared when a stiffness
of Kl = 25 is introduced at the free end. With further
increase of stiffness (Kl = 100) the instability regions
moved significantly closer to Q-axis while further addition
of a rotational stiffness (Kz = 10) caused the regions to
move back to the right. This is consistent with conclusions
in [2,3] of the instability regions being closer to Q-axis
for higher ratios of mean velocity of periodic flow to that
of critical steady flow (consult Table 1). The regions of
combination resonance in Fig.2 (2 near (Qitnj)/K)show the
cantilevered pipe with a relatively extensive area of the
difference type involving the first two modes, the region
almost vanishes with K, = 25 and changes to a small area of

L
the sum type with K, = 100. This is contrary to the belief

that combination reéions are more pronounced with mean
velocities of periodic flow approaching the critical steady
velocity.

The stability map for higher wvalues of Q(20-60) is shown
in Tig.3. It may be observed that the principal primary
region of parametric resonance (Q near 292) for a cantileveres
pipe lies nearest to the f-axis although the critical steady
flow velocity of that pipe is not as close as that of some
other cases of support to the mean velocity of the periodic
flow considered. It is interesting to notice with KI = 100,
the favorable condition of second and third primary
instabilities sharing the same region, reducing the likelihoo
of instability.

Some final remarks are in order. Contrary to statements
in [3,4] about parametric instabilities being unlikely to
occur below u, = 4 for cantilevered pipes this author has
obtained results of parametric resonances occuring for
B = 0.125 and 0.325 with flow velocities as low as 1.25 for
€ greater than 0.4. As pointed out in [2], the double role
played by the coriolis forces, being both stabilizing and
destabilizing to the pipe, calls for more study to assess
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6. Conclusions

(1) While for cantilevered pipes parametric resonances
are selectively associated with only some of the modes of
the system, existence of some stiffness at the free end
increases the number of modes with which resonance may occur.
This may be attributed to reductions in the "dragging" motion
of the pipe by introduction of the springs.

(2) Due to the above and to other observations of this
study it appears that a classification of the pipe systems
conveying pulsating fluid according to whether they first
lose stability by divergence or flutter under steady flow
conditions may not be wvalid.

(3) The method of infinite determinants utilized here
proved superior, in most cases studied , to the numerical
integration scheme with regards to computer time and
accuracy. More study is needad however before the two
methods are fully assessed in comparison to each other.

(4) Although no new information concerning the effects
of damping and fluid to tube mass ratio B were noted in
connection with this study, it is recommended that some
cases be examined for values of B8 > 0.3 where the springs
have destabilizing effect and damping might play a

significant role.
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NOUH, S.

DYNAMICS AND STABILITY OF ELASTIC

PIPES CONVEYING PULSATILE FLOW

Summary

This investigation concarns the dynamic stability of
clamped-elastically supported pipes conveying pulsating
fluid. The resonance behavior of pipe systems with pulsatile
flow was not expected to be directly characterized by the
manner of which the systems lose stability under steady flow
conditions. This was observed by carrying out a stability
analysis utilizing an extension of Hill's method of infinite
determinants as well as a numerical Floquet analysis.

Regions of parametric and combination resonances are presented
for pipes with different amount of flexibilities at the
supports.

DINAMICA E ESTABILIDADE DE TUBULACOLS

SUJEITAS A ESCOAMENTOS PULSANTES

Sumgrio

Esta investigagao analisa a estabilidade dinamica de
tubulagdes elasticamente engaatadas sujeitas a escoamentos
pulsantes. O comportamento de ressonancia de tubulagOes com
escoamentos pulsadOS nac era asperado que fosse diretamente
caracterizado pela maneira con que estes sistemas perdem
estabilidade em condigoes de regime permanente. Isto foi
observado executando-se uma analise de estabilidade utlllzan
do-se uma extensao do metodo de ilill de determinantes 1nf1n1
tos assim como uma andlise nunérica de Floquet. Regides de
ressonancias paramétricas e cambinadas s3o apresentadas para
tubulagdes com diferentes flexibilidades nos suportes.
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1. Introduction
In this paper a method is proposed in order to
assess the dynamical behavior of autonomous systems near
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a bifurcation condition. The method is direct in the sense
that no integration or "a priori" knowledge of the form
of the solution is needed.

The main idea consists in bringing the differential
system to a normal form which is simpler than the original
form. The remainder of the analysis is based on existing
theoretical results [1] to [5] .

The normal form is obtained numerically by using
essentially the results of [6] . The computer program is
of simple implementation and this is an important aspect of
this paper.

Many problems of pratical interest can be treated by
the proposed method e.g., nonlinear flutter of structures

[8], resonance phenomena in satellite motions [9] . the
three-body problem and the buckling of structures.

In order to give an idea of the progress accomplished in
this paper reference is made to the recent paper [8] on
nonlinear flutter. The present method contains the results
of [8] as a particular case.

2. Basic Notation

X,z , etc... or X ., {Z.tetc... : vectors;
Xz (b Az

b [\"lv Uz- ey ul'.l.] g M= {F.‘.' "‘20 ey """2) ’
Vis # > 0 are integers; |v|= 2 Voo, |a | = 2 ”j s

i j

A=(Apahgseeady) An.u=§ AjHg Ao..u- Aj. ,\Hj;
E ca. = (# such that Auj=0) :
Xuj=0 |]=2,3,...,

v _ V3 v . - )
X XXt e ™ 8 delta of Kronecker ;

{
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~(v)
6 = . = 3
1 {GI,I B A 6:['“) L] Iz:] J;l n L]
I=1,...,n; v #0

*
denotes '"conjugate" Z = E ;
P.d 9=p,...,n

poly el
= : : H =1! ; p<q<r
P.q,T r=q,...,N 3 =2!' : n=qg< =
q=P,«-.,0 pqr B e i
p=1,...,n =3 ; p=q=r
3. The Normal Form:
Let us consider the system
dx/dt = A{a) x + f(x,a) , £(0,a) =0 (1)
where x, f € R , A is a nxn real matrix, o is a
parameter, f is analytical in its arguments and contains

only terms of degree not lower than two in x.

Let us suppose that for a =agthe matrix A( q)=A,
is critical, i.e., some of its roots have zero real parts
whereas the others have negative real parts. The roots on
the imaginary axis are supposed to be distinct ( or , more
generally, simple).

The following notation is adopted:

£ ={Z ¢‘,’[u)5"} j = L Zeium (2)

lvj=2

(1) By means of a linear change of variables (see
Appendix I) (1) with o = ap, can be reduced to the form:

o

dzjdt = Az + { Z 7 () {z.zl‘} 4
: b2 T LS 3
dy/de = Ky, (a0dy + { IZ W(ao) (_z_.xJ"} (3)
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where EE:Cz ; xg:cm. m=n-£ , £ = number of roots of A, with
zero real parts, j=1,2,...,£; k=1,2,...,m and Ao is  the
£ x £ diagonal matrix:

Av= diag (A;) . Re Oy =0 (4)

(1I) Then, following Malkin's procedure [{] for critical
stability problems we perform the substitution y — p

= + Z
RS

where the coefficients ME are found by requiring that no

Mp (Gn)iu} (5)

second order terms independent of 1 appear in the right
hand side of dn/dt. This leads to the following linear
algebraic systems (E is the £ x £ identity matrix):

(Rpp o) - B) bl b1 ful=2, ve(u0..0000 (6

Since all roots of izx[an) have negative real parts
the systems (6) have always unique solutions for {ME} 5

NOTE: From now on all expressions are written for
a = ag , in this section.

It should be noticed that in the new system:

dz -
a..::Ani-i Z

dn _
Y] v Y] v
. (z,n) %; n+ Z. v, (z,n) } (7
jvlj=2z 3 Tz iv]=2 4
one has {&? }- {5;} for |v|=2 whereas {¢¥}=g for |v|=2

and v=(u1,u2....,v 0,0 54450}

Iz
(III) We now seek for the elimination of the terms of the
second order, independent of n , in the first set of

equations (7) by means of the substitution 2z — E:

E=z * 3 B¥z2X Y j o= 1,...,2 (8)
luf=27

By similar procedure as in [ﬂ] we get

u:‘— _u = =
Bj ¢j / Auj y mi=2, v ("1'“2""'“£'”""'D] (9)
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0Of course terms such that A .=0 cannot be eliminated unless
they are zero from the beginning (eq.(7)). These terms are
called resonant and play an important role in the stability
problem. Since these terms are invariant under (8) we can
set BY=0 when Apu-i.=0

Actually steps (II) and (III) can be replaced by one
single step consisting of the substitution (z,y) —(£.n):

z E -
= R = % Z R g 5( (10)
Y n luj=2
where
B‘; (j = 1,2....,£) is given by (9);
T S5 S S A ol
By=0(j=1.2,...,8 X .=0) 5 BY =M (j=£+1,....n). (11

The new coefficients of the third order terms are
given by [6}

(v) v-6
v . . -5 _+8§ 1 ) N
Pi . NEWT 12 ;179 By (1+4; )i |v[=3, (12)
for, u={vl.v2....,v£,0,...,0} S (2 . A

The steps (I1) and (III) can be repeated for the new
system with a substitution of type (10) by only changing
lu|=2 to |u|=3. The resulting system is of the form (3)
where the second set of equations has no terms independent
of y wup to the third order and in the first set, the only
terms of the second and third order independent of y are
those satisfying the condition Ag.p=2.=0 (|nl=2,3).

The same procedure could be carried out indefinitely
but for the present purposes we rTestrict ourselves to
examining second and third order terms only.

The system (3) is said to be in Normal form if it
can be written as:

dz/dt= Acz +;Z c“ ¥ %,, 2(z,y): dy/dt=RK,,y + ¥(z.y) (13)
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where Z(z,0) = 0 and Y(z,0) = 0 and both Z and Y
contain only terms of a higher order than one.

In the above a formal procedure for trans forming
any system (3) into the normal form (13) has been presented.
Of course the computations become quickly awkward as higher
order terms of the normal form(1l3) are to be obtained. In
practice, at least for the preoblems which are here in view,
we only have to find the G's for |} = 2,3. These quantities
are given explicity by:

H_ v - . H_ gk + -
Gj ¢j(Fu| 2 Gj ¢},NEW{|“|=3) 5 Al U, viie s 00 (14)

4. Numerical Aspects
For calculating the G's(j=1,2,...,8) with |x|=2,3
the following procedure has been used:
(a) Computation of the ¢'s and ¥'s of the equations
(3) by using Appendix I (@ =a,).
(b) Computation of the M's of the transformation (5) by
solving the linear algebraic equations (6).
(c) Computation of the B's of (10) from (11) and (9).
(d) Computation of the G's (|#]=3) from (14) and (12).
This procedure is of easy implementation in a

digital computer.

5. Critical Stability problems
As a consequence of a theorem by Malkin 1] [2] if
the reduced system of (1):

dz/dt= Az +; L G; zh % (15)
Anj-o.]al-z.s

is asymptotically stable (or unstable) according to the third

approximation, then the complete system (1) is also

asymptotically stable (or unstable) for a =qa, .

Thus if the stability of (15) is defined by the
terms of a lower degree than 4, then the critical stability
problem («=a,) related with (1) is solved by only
finding the G's for |u| =2,3.

The stability in the critical case @=q,is important




291
for the concept of practical stability and the concept of
dangerous and non-dangerous frontier of stability (Bautin)
[10] .

This will be discussed later in Sec. 6.

Internal resonance of canonical systems can be
studied by the proposed approach. In this case one generally
has &= n(even}‘for any o contained in a certain interval of
interest. Internal resonance can happen if K.\ =0 for some
non trivial K={k1.kz.....kn). ki integer. The application
of the normal form approach te the study of resonance
phenomena of canonical systems can be found in many
references (see Ref. of [6] ). Here a numerical method
is given for obtaining the coefficients G (|u]|=2,3) of the
normal form. Therefore the usual cumbersome analytical
expressions appearing in such kind of problems are avoided

6] .

6. Post critical behavior and flutter problems
In this section we suppose a= q, + fa, + 00" )

where ¢ is a sufficiently small (real) parameter.

Let us first consider the case such that fore=o(a=a)
£=2 and ll= -A,=jw, #0 and such that for ¢ >0 two roots of
A(2«) have non-zero real parts whereas the n-£ remaining
roots have strictly negative real parts.

Ifinstead of the variables x we use €x then the
equations (3) take the form

dz/dt=A z {3 6. (e) (z.y) + ’L P (a)(z.y) +...
= Fower i feer }

T +4{ E _.v o I’1‘ & v’ o . +
ay/dt=Ry, @)y +| Iz:l‘-z P (2.) ela:::kg Yz )

where (16)
A=A, +A, + 0(e") ( A diagonal);

i iy aan
(=B (@) + 0(?) PR () =Ty(a) « 0().

We can easily show that:



292
1{ v 0 ) (2" T
i 2 (2)
Az' @) > §1 = Az v A = ve Ay me (18)
0 X2

where AZ-aA/Beal 2o and vuT,uu are respectively the left
and right eigenvectors of A(a,) corresponding to A as

definined in Appendix I ( vel . ue =1}.

The following results can be shown:
I- In (13) all the G's (|g|=2) are zero.
II- The reduced system (15) takes the form:

(2) 2 » -
dz, /de=(A v e )z + 26 0D (@y) 2y 2+ 0(€); 27z, (19)
Note: we are using ¢z instead of gz .
o T (2,1, (a)_
Let us use the notation Glﬁ%) ' and A1 b.

I[11- If Re| I } <0 then for a=a, (critical case), the
solution x(t}=0 is asymptotically stable [1] [ZJ 3

IV-  If Re{T | <0 and Re{b}>0 a stable limit
eycle exists for (1) around the unstable equilibrium x=0 ,
for sufficiently small ¢ [3] .

V- The limit cycle is given within an error of the

3

order e (in the variables (z.y) ) by:

2 ()= {T B ea)Z (0} (1°1,2);

k=2
(z0)
K
T meoiiol w1
[k]=2
where Z (t) is a non trivial periodic solution of
o 2 2 , - *
dzlldt (ll+ € b)21+ €5 T ., 202, 3 % 2y (21)
In the order to find the non trivial periodic
solution eof (21) we write (from (21)):
2 2
z,(dz /dt)=(A 1 +e? blzyz, + €T . 2z, z,
L * 2 2
z;(dz,/dt)=(-A +e2b) z,z, + €2 T. 2] 2 (22)

y . T—

-
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Denoting the positive quantity 2,2, by a
one gets from (22)

da =¢?Re{ b ja+ e? Re{ I | a°® (23)
dt

In fact we can write :1=22'=aeJa . Then from (21)
and dﬂldt=i]/zl - izlzz comes :

dé = Im{ \; |+ ¢*Inf{b + T a?} (24)
dt

The non trivial solution 2z is thus given by
El = E; = a, exp(j Qot) where

ap =\ -Re{b }/Re{l'} . 0 =ta{a;} + 2Im{ be T as } (29)

The result V has been obtained taking into account
the expressions (17) and the fact that all the G's(|u|=4)
from the normal form (13) are zero.

VI- I1f Re{r } >0 then for a =a, (critical case) the
solution x(t})=0 1is unstable [1} [ﬂ.

VII- If Re{T | >0 and Re{b}<0 then an unstable limit
cycle exists for (1), around the asymptotically stable

equilibrium, for sufficiently small ¢ [3] .

We now discuss the above problem in connection with
the non linear flutter phenomena which are characterized by
the crossing of two roots of the linear part matrix A(a )
through the imaginary axis (from the left).

If the hypothesis of III is satisfied then we have
benign flutter, that is, a=a, is a non-dangerous frontier

of stability. From V and the correlated literature one
concludes that even if the boundary of stability is crossed,
motions of (1), starting in a sufficiently small

neighborhood of zero will tend asymptotically to the limit
cycle. If the amplitude of this limit cycle is small one
has practical stability. However, this amplitude should be
known in order to study the fatigue of elastic structures
for instance [11] .

Explosive flutter occurs when the hypothesis of VI
is satisfied. The crossing of the boundary of stability
leads to relatively unbounded motions which in practice
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grow until the failure of the structure. The boundary of
stability is dangerous because even if all the roots of
A(a) have negative real parts {linear stability) from VII
one may arrive to the conclusion of practical instability.
This results from the fact that the limit cycle mentioned
in VII may be very near the equilibrium which has therefore
a very "small" domain of stability.

More general problems concerning the crossing of the
imaginary axis by more than two roots (from the left) can
also be investigated by the proposed method [12] .

Buckling is generally related with the crossing of
the imaginary axis by one real root, through zero. This
problem can also be investigated in a similar way as in the
first problem of this section.

7. Example
To illustrate the proposed method we use the example

of BS] (Fig.1) with a follower force of the type u(1+ﬁ¢c)

% £ xk=1,2. If x=1 dratic
o[1+885] or quadra

‘f;/ terms appear in the differential
equations of the system., If «=2
only "odd" terms (i.e, linear,

cubic,fifth order, etc...) are

present. The case x=2 leads to

similar results as those of [}{l

°Bﬁ‘¢d+hﬂ§b'$d The case «=1 is also included here
m=2m For equation (1) we have set

X = 0 xpmdy, x5=D, , x,=dy

¥, ‘
. The linearity of Re(G:!) xp in
I Cbprbhy 5 : :
P case k=2 is quite predictable ;
MODEL WITH TWO DEGREES in ¢ase «=1 a corresponding
OF FREEDOM. . . 4 5
FiG.1 quadratic characteristic is also

predictable.
The following expression has been obtained from the
computer results and the properties just mentioned (F is

the parameter corresponding to the system (1)):

F=Fy + (Eo + E, B°%) 4 a2 x=1,2 (26)
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where Eg= +6.41019 ; E.= +162.803 ; E.= -44.6912 3
1 2
= 2 = = - = . = -
Fo = 2.08573 (B,=10 B,=0.1 ; F=al/c ; B;=b,/Lyfcm ; the
time scale has been multiplied by .Jc/mE?).
I1f the coefficient of a? in (26) is positive
{negative) the limit cycle is stable (unstable).

8. Conclusion

A very general method for the dynamical analysis of
a nonlinear system near a bifurcation condition  has been
elaborated. Many important mechanical problems can be
treated thereby; to mention a few of them: satellite motions

[9], three-body problem, pannel and airfoil flutter in a
supersonic stream [8] [iﬂ , rotor dynamics, etc...

It is worth mentioning that the present method leads
to the same results as those derived by classical averaging
methods such as the Krilov-Bogoliubov method, in a pure
algebric manner. This point deserves further investigation

[5]

its adequacy for numerical implementation in a computer.Thus

One main advantage of the normal form approach is

the writing of awkward analytical expressions ( which may
also be derived by the above method) is avoided [6]

Extensions of this work might be oriented towards
systems with periodic excitation (parametric excitation).
Some basic ideas for such an extention are contained in [il
When the excitation is "small" simplifications are probably
available.

Appendix I: Suppose that £ is even and all Ais in (4)
are pure imaginary. Let A ==}, ., ; (X35 sad=1) ( the
extension to other cases is straightforward). We define the
linear change of variables x — (z,y) as follows:

2 5 S
(—)= Sx  where 8= 1 12} . (Sij) and
Y

Y21 g
S(n x n), 511(£ x 2}, Szz{m x m) are complex matrices. The
i-th line of S(i=1,...£) is the left-eigenvector (transposed)
of A(wo) corresponding to A; . Let sl « s1 and



296

51y,

: B : The mxm identy matrix

21 mxm

o

The i-th column of S (i=1,...,2 ) is the right -

eigenvector of A(a ) corresponding to A Furthermore let

T

vV u= 1 where ( ) and u( 1) are “thie 1eft and right
elgenvectors of A(«x)) respectively, corresponding to A
![1)= 1[1+1) and: H(l} = 2(1*1}'{i=1.3.....,£-l) ; then:
S307°8139 S51 v Spp™Fesa ~ S5 %3
Y BT Roi®hoy = Ay Bo18

12 1171z ° 22 722 21 11 12

=1

Note: S;] can be supposed to be defined. If this is not
true with variables x then a reordering of the components
of x 1is possible such that 5;1 exists (this reordering
can be made automatically in the computer program).

The coefficients @& , ¢ of (3) are obtained as
follows:

Let us write (1) as ( see Sec. 2 for the notation)

dx/dt=Ax +{ ZQ- % X * Z C. XX X * ya.
fq P TP pair LpaTPQT }

If the linear substitution x-—»Xx is given by X = Sx then

the new system is:

dg/dt=SAS-1 X +{ E;% ai,p.q XoXa? p?%;r Eﬁ.p.q.r XXX p*e o
where

j.'ﬂdi.p.qs ) Saé—i,p-qg : 1Ei‘p.q.r % -9 }Ei,p.q.r '

B s ™ LZJ % i & EPZ.EU nip g AL
Ei.p.q,r B L.JZ.K CiLak ¢ it st SJq SKr ) /‘5pqr

The inner sums in @ and C are pertormed over all
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permutations of (p,q) and (p,q.r) respectively.

(1]

(2]

[3)

[4]

[s]
(6]

(7]

(8]

(2]
(10]

(11]

(12]

(13]
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HSU L., e TAVARES G.A.

A DIRECT METHOD FOR THE ANALYSIS OF CRITICAL AND POST-

-CRITICAL BEHAVIOR OF NONLINEAR MECHANICAL SYSTEMS

Summary

A method is proposed for studying the dynamic
behavior in the vicinity of an equilibrium state, supposed
to be near a bifurcation condition (e.g. buckling, nonlinear
flutter, resonance, etc...).

The method consists essentially in bringing the
differential equations of the system to a Normal Form. An
algorithm is given for the obtention of the Normal Form
since formal computations are cumbersome.

Generally, the Normal Form leads to the determination
of the amplitude and frequency of post-critical oscillations,
the stability in the critical case, internal resonances,etc.

The application of the method is illustrated by a
concrete example.

UM METODO DIRETO PARA O ESTUDO DO COMPORTAMENTO CRITICO

E POS-CRITICO DE SISTEMAS MECANICOS NAO LINEARES

Sumario

Propoe-se um método para a determlnagao do comporta-

mento dinamico em torno de um estado de equlllbrlo , Suposto

proximo de uma _bifurcagao (por ex. flambagem, ' "flutter" nio
linear, ressonancia, etc...).

0 metodo baseia-se na obtengao de uma forma normal
para as equagoes diferenciais do sistema. Um esquema numéri
co e elaborado para se chegar a forma normal pois os calcu
los formais envolvidos sao extremamente complexos.

Geralmente a forma normal permite determinar: a am-
plitude e frequencia de oscxlagoes no estado pds-critico, a
estabilidade no caso CrlthO. as ressonancias internas, etc

A aplicagdo do método & ilustrada por um exemplo con
creto.

o e
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1. Introdugao

No desenvolvimento de métodos gerais de andlise de estruturas sub-
metidas a agdo do vento, a possibilidade de instabilidade aeroelastica
por galope deve ser levada em conta por duas razoes: (a) fortes oscila-
goes laterais auto-induzidas podem se apresentar para velocidades do ven
to maiores que uma certa velocidade '"critica" - '‘onset velocity'" na lite
ratura de lingua inglesa - e (b) o comportamento da estrutura sob a agao
do vento com velocidades inferiores a critica também € influenciado pelo
referido fenomeno, que introduz um amortecimento aerodinamico negativo.

As oscilagoes por galope, devidas a instabilidade aerodinamica da
secao transversal do corpo, foram descritas inicialmente por Den Hartog
[1]. O problema, com relagdc as vibragGes de linhas de transmissao elé-

tricas foi estudado, entre outros, por Richardson [2] e Richards [3].

Scruton [4] e Parkinson [5 - 9] estudaram as vibracdes em prismas
de segdo transversal retangular e quadrada a partir do enfoque ''quase-es
tdatico”. A validade desta hipotese foi confirmada por numerosos traba-
lhos experimentais. Desenvolvimentos posteriores, devidos principalmente
a Novak, permitiram a andlise do fenbmeno em estruturas prismiticas, con
siderando inclusive o efeito da turbuléncia (10 - 16].

Estes resultados, porém, sao dificilmente aplicdaveis a determina-
gdo da velocidade critica no caso de estruturas complexas, nao prismati-
cas ou assimétricas. Por outro lado, freqléntemente estruturas sensiveis
a agdo dinamica do vento apresentam carater misto - por exemplo, torres
em concreto providas de uma agulha de ago - Neste casp, além da forma
nao-prismatica aparece o problema do amortecimento nao-proporcional, ou
seja a nao-existéncia de modos de vibragdo no sentido classico, fato es-
te que invalida o procedimento energ€tico empregado nas Refs. [10 - 11 -
14 - 15] para sistemas continuos.

Neste trabalho apresenta-se um método para determinar a instabili-
dade aeroeldstica por galope, em estruturas de barras, de forma e amorte
cimento arbitrario. Além da determinagdo da velocidade critica, o proce-
dimento permitird a adequada consideragdo do amortecimento aerodinamico
negativo a ser levado em conta nos mEtodos gerais de andlise dinamica de
estruturas excitadas por desprendimento de vortices e/ou pela energia de
rajadas, atualmente em desenvolvimento no Laboratdrio de Aerodinamica
das Construgoes, Universidade Federal do Rio Grande do Sul.

2. As forgas do vento e o fenomeno de galope

Se um obstdculo € colocado na trajetdria do vento de maneira que o
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ar em movimento € parcialmente detido ou desviado de sua trajetdria ori-
ginal, parte da energia cinftica da massa de ar € transformada em ener-
gia potencial de pressao que, atuando sobre a superficie do obstdculo,
resulta em uma forca aerodinamica. Esta forga global €, no caso de flu-
xo bidimensional, decomposta em duas componentes, uma na diregac da cor-
rente, dita forga de arrasto F_, e outra na diregdo normal a mesr:, dita

forca lateral Fﬁ'

F,=C,a A (2.1)
Ft = C‘3 q A (2.2)

onde Ca e C£ sao coeficientes adimensionais dezermigéveis experimental-
mente, q  a pressio dinamica do vento igual a > o V7, sendo p a densida-
de do ar, e V a velocidade do fluxo nao perturbade, e A a drea de uma su
perficie de referéncia. Os coeficientes C, e CE sao fungoes do Numero de
Reynolds, da forma do corpo, do angulo de incidéncia do vento e  também
das caracteristicas da turbuléncia do fluxo.

Se um corpo, imerso em um {luxc bidimensional, com velocidade nao-
-perturbada V, se desloca com velocidade y na diregdo normal 4 diregdo
do fluxo, a forca aerodinimica que age sobre ele serd funcio da velocida
de relativa entre o fluxo e o corpo, Vrel

FL‘ F

o
i V' ; 7&‘51:74 Fo i S
yqﬂ?’ h ] ° X
rel !
+
Y
A

Fig. 2.1 Forgas do Vento
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Segundo Fig. 2.1, o angulo de ataque da velocidade relativa Vrel

a = arc tan y/V (2.3)

No procedimento "quase-estatico'' aceita-se que durante as  vibra-

¢des a forga aerodinamica € a mesma a que estaria sujeito o corpo duran-

te um ensaio estdtico com o mesmo angulo de ataque o. A forga total atu
ante sobre o corpo pode ser agora decomposta nas diregoes Ox e Oy:

F_= Cx 4, A (2.4)

F.=C A 25

vy = % 9% (2.5)

Em vista de (2.1 - 2) tem-se:

I i .
Fy RS ) \rel A (Ca Sen o + C£ cos a) (2.6)
Sendo:
Vrel =V sec a (2.7)
obtém-se finalmente:
Cy = - ((12 sec a + Ca tan o« sec «) (2.8)

A eq. (2.8) indica que C, € uma funcdo de y/V, e pode portants ser
desenvolvido por uma série de poténcias da [orma:
C, = iy G " (2.9)
y nZl ™n :
A seguir se considera apenas o caso em que Cl > 0, no qual o siste
ma passa a ser instavel a partir da posigdo inicial nido deformada.

As equagoes de movimento do sistema sao:

- >

-+ -+
My+6y+Ky=Y (3.1)

i
)
i
£

i a2
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onde ; € o vetor de deslocamentos generalizados, M, € e K sao as matri-
zes de massa, de amortecimento e de vigidez, respectivamente, € Yo ve-
tor de forgas generalizadas, cujos componentes Yj estdo dados por:
1 2 5
Xiu= V. A, C_ cos 8, 3.2
A e ¢ % (3:2)
Na eq. (3.2) V. representa a velocidade da corrente ndo-perturbada,
Aj a area de referencia do elemento j, Cy_ o correspondente coeficiente
aerodinamico e . o angulo compreendido J entre a coordenada generaliza
da y. e a diregdo do fluxo. Quando s6 o termo linear € retido na  série
(2.9), a eq. (3.2) fica:

- ,
Y. = V. X; cos g; Ty ¥ 3.3
ITER YT R Y %)

Introduzindo a eq. (3.3) na eq. (3.1) obtém-se:
o - -+ -+
My+ [€C-B]y+Ky=0 (3.4)
onde B € uma matriz diagonal cujos elementos diagonais sdo os coe-

ficientes de yj na eq. (3.3).
Com a troca de variaveis:

y
% = s (3.5)
b

a eq. (3.4) pode ser expressa na fomna:

=Fx (3.6)

et

onde:

-mc-8B: -MK
T POOUUR SOUR (5.
I ] 0

0 sistema (3.6) € estdvel se as partes reais de todos os autovalo-
res da matriz real F sdo negativas [17].
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Se os termos nao-lineares de eq. (2.9) sdo mantidos na  expressao

de ¥, a eq. (3.6) toma a forma:

+ + -+

& -+
)'c=Fx+g(x1,x2,...xn) . g (0,0, ...00 =0 (3.8)
na qual as componentes gj do vetor g sdo séries de potenciais expandidas
ao redor da origem das varidveis Xy, X3, +ss, X, comegando com os  ter-
mos de segundo grau. Diz-se entao que (3.6) £ a ''primeira aproximagdo"
ou "parte linear" de (3.8). O seguinte teorema, devido a Liapunov [19],
permite extender a4 (3.8) a condigdo de estabilidade de (3.6): "Se a eq.
(3.6) € assintGticamente estavel na origem, também (3.8) & estivel. Se
(3.6) € instavel, isto €, se F tem pelo menos uma raiz caracteristicacam
parte real positiva, entdo (3.8) € instavel" [18, 19].

Em consequéncia, para estabelecer o estado do sistema basta calcu-
lar o espectro da matriz F. No caso de sistemas com imitos graus de li-
berdade, a determinagdo da velocidade critica exige a reiteracio do pro-
cesso para diferentes nivels da excitagao.

4, Determinacdo dos autovalores

A equagao (3.6) pode ser resolvida, por meio de um processo itera-
tivo de maneira a fornecer os autovalores e autovetores complexos do sis
tema amortecido. Utiliza-se para estabelecer a convergéncia um teste so-
bre o quadrado da amplitude e sobre a parte real do autovalor [20]. A
convergéncia deste método se dd primeiramente para o autovetor correspon
dente ao autovalor de maior valor absoluto e os consecutivos autovalores
e autovetores sao obtidos a partir da condigdo de ortogonalidade dos au-
tovetores.

5. Exemplos

Foi considerada uma barra reta de aluminio, engastada-livre (exem-
plo A) e bi-rotulada (exemplo B) com as propriedades:
. 5 2 _ 4
E =7,2 x 10" kgf/cm 1 = 1427,14 cm
y = 2,7 x 1073 kgf/an® A=19,84 af

Cl = coeficiente do primeiro termo da série (2.9) = 1,91

e com as dimensoes:
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30 cm A ‘ 8m B

by Jr
20em

Fig. 5.1

E PR———1

A matriz de amortecimento € proporcional a matriz de massa resul-
tando um coeficiente de amortecimento critico para o 1° modo de 1%. No e

xemplo A foi admitida uma variagao da velocidade com a altura segundo a
lei:

v. = v (EP

nde Vo € a velocidade a altura de referéncia Zg» igual a 10 m, z. deno-

ta a altura do elemento sobre o terreno e p o coeficiente de variag@o da
velocidade com a altura, tomado igual a 0,28,

As cargas consideradas foram:

E i +4m Tém
= ! .
%

Al A2 A3 Bl B2

Fig. 5.2

A fig. 5.3 mostra a variagdo da parte real dos autovalores nos E-
xemplos Al - 3 em fungdo da velocidade basica do vento V. permitindo a
imediata determinagdo da velocidade critica.
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Na Tabela 5.1 comparam-se velocidades criticas obtidas com base no
presente trabalho com os valores que resultam da aplicagdo das equagdes
13, 69, 70, 71, 75 e 76 da referéncia [14].

TABELA 5.1
Segundo método de Novak [14] Presente trabalho )
Ay v = 12,7 i=1 Vo= 124 o= 1
A, Vi =155 j=1 v, =150 j=1
B Vi = 30,6 j=le V; = 30,5 j=1,8
LB, v, = 61,2 j= 1 Vi = 61,3 j=1,
L j

6. Conclusdes

Foi apresentado um procedimento para a obtengao da velocidade cri-
tica (on_set velocity) por golope de estruturas lineares arbitrdrias sob
a agao do vento. A comparacao dos resultados obtidos em exemplos simples
com os correspondentes ao enfoque de Novak [14] demonstram a aplicabili-
dade do método que pode ser empregado em estruturas complexas € com amor
tecimento nao proporcional sem nenhuma dificuldade,
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DENARDIN, M.L., NASCIMENTO, J.A. e RIERA J.D.

DETERMINAGAO DA VELOCIDADE CRTTICA POR GALOPE

DE ESTRUTURAS COM AMORTECIMENTO ARBITRARIO

Sumario

Neste trabalho apresenta-se um método para a determinacao da insta
bilidade aeroeldstica por galope em estruturas de barras de forma arbi=
traria e amortecimento nao proporcional que além do estabelecimento da
velocidade critica permite a adequada consideragdo do amortecimento aero
dindmico negativo na andlise dinamica de estruturas excitadas por des=
prendimento de vortices e/ou pela energia de rajadas. Inclui-se uma com-
paracao dos resultados para exemplos simples com os baseados no procedi-
-mento energético empregado anteriormente por Novak e outros autores.

DETERMINATION OF THE ONSET WIND VELOCITY DUE TO GALLOPING COF

LINEAR STRUCTURES OF ARBITRAY SHAPE AND NON-PROPORTIONAL DAMPING.

Summary

A procedure for studying the aeroelastic instability due to
galloping of linear structures of arbitrary shape and non-proportional
damping under wind action is described. In addition to the determination
of the onset wind velocity the approach is directed at the corret
evaluation of the negative aerodynamic damping in the analysis of
structures subjected to vortex shedding and/or turbulent wind forces.

A comparison of results cbtained for simple examples with those

based on the energetic procedure proposed by Novak "et al" is also given,
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1. Introduction

Accurate knowledge about the mechanics of human bal-
ance is of interest in the field of rehabilitation medicine
since such knowledge can lead to better equipment and tech-
niques for the treatment of a wide variety of neurological,
muscular, or skeletal disorders. The static equilibrium
portion of balance may be treated in terms of the location
of the center of gravity for a standing human subject. In
' this context a standing subject may be considered to be in
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equilibrium when the vertical projection of his center of
gravity passes through the floor area bounded by his feet
and any other supporting members such as a cane, crutch, or
walker. As the human subject leans or is subjected to exter-
nal loads, the location of the center of gravity can move.
The task of maintaining equilibrium is the process whereby
the subject adjusts his configuration to keep the center of
gravity projection within the support area. The adjusting
process may be accomplished by a variety of means including
a change in the static configuration of the head, upper
body, and arms or by repositioning the feet to enlarge the
support area. Regardless of what means are utilized, each
adjusting technique has its physical limitations. Inasmuch
as the use (or lack of use) of the arms can be a signifi-
cant factor in balance compensation, it is the objective
of this paper to present an analytical derivation of the
center of mass locus provided by the normal configurations
of one or two arms. This analytical model is applied to
anthropometric data for a 50 percentile male subject and
the significant conclusions provided by the analytical
results will be discussed.

2. Background

The neurological basis for maintaining balance may
be viewed as a feedback control system having multiple
feedback paths. The physiological basis for the standing pro-
cess has been well documented in the physiology literature
(Mountcastle [6]). The vertical orientation of a stand-
ing body is maintained by the interplay of a group of muscle
reflexes in the body segments (Hellebrandt § Franseen [4]).
The sensations that regulate postural tone are automatic.
The mind is seldom conscious of the postural compensation
process. It has been demonstrated (Wiggers [9]) that the
reflex circuits for postural tone are well protected since
the system has mutliple reflex paths. A deficiency in one
reflex circuit may be compensated for with those remainings;
however, a deficiency in more than one postural rcflex usu-
ally abolishes normal stance. The ability to maintain
equilibrium while standing erect is accepted as a clinical
procedure in testing for the integrity of the nervous system.

Since the location of the center of gravity is of
prime importance to the process of human balance, it is not
surprising that this topic has received considerable atten-
tion in the rehabilitation literature. Brown [1] has
studied the correlation between body type and static pos-
ture. Murray and Peterson [7] have studied the weight dis-
tribution between the feet during normal standing. Cureton
and Wickens [2] have discussed the relationship between cen-
ter of gravity location and physical fitness., Skoagland [8]
has discussed the phenomenon of postural sway and its rela-
tionship to the position of the feet.

Several investigators have undertaken the mathematical
modeling of the human body as a structurc. Huston and
Passerello [5] have developed a practical mathematical
model of the human body in terms of simple geometric shapes.
The parts of the body are assumed to be connected by hinges
and ball and socket joints. Hanavan [3] has used a model
similar to the one provided by luston and Passcrello [5],
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although this model is presented in the form of a computer
program capable of calculating the center of gravity and
mass moment of inertia for various configurations of the

human form.

Hanavans model is personalized since it is

based on anthropometric measurements.,

3. Analysis

The human model to be considered in this analysis is
shown in Figure 1. The assumptions are as follows:

1.
2

£ L

An additional
6.

The mass of each of the two arms is equal.
The human body is symmetrical in shape
(from left to right) and the two arms are
of equal physical dimensions. .

The arms do not bend at the elbow.

The shoulder joints can be modeled

as ideal ball and socket joints.

The center of mass of the body (exclusive
of the arms) remains fixed in space.

assumption is employed for the one-arm case:

The inactive arm hangs in a vertical
position.

With these assumptions in mind, simplified models may be

derived.

CENTER OF
MASS LOCUS

Figure 1 The standing subject with

moveable arms,
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The Mass Locus Provided by Two Aams

1f the standing subject pictured in Figure 1 is per-
mitted to move only his arms, the location of the overall
center of mass of his body will be determined from the con-
tribution of the two moving arms and from the f{ixed contri-
bution of the remaining portion of his body. As the arms
move to all possible positions, the locus of all correspon-
ding mass centers will occupy a bounded volume in space.
This mass center locus will now be described analytically
in terms of its position in space and in terms of its
boundaries. The simplified model for this case is shown in
Figure 2. Here a threc-dimensional coordinate system has
been drawn with its origin at the mass center for the

armless body. This coordinate system has its vertical axis
aligned with the vertical axis of the body, and the y axis
is parallel to a line through the shoulders. The toal mass

of the body will be denoted as "M" and the mass of cach arm
will be denoted as "m". The mass center of the left arm
will be the point (xi, ¥1» 21) and the mass center of the
right arm will be the point %xz, ¥2, 23). The left
shoulder will be at the point (c, b, a) and the right
shoulder will be at (c, -b, a). Since the shoulder joint
is assumed to act as a ball and socket joint, the arm
masses will be on sphercs of radius R having their centcers
at the shoulders. These spheres will be:

7

(x, - &) + by - D2+ (2 - a)2 = R (1)

RIGHT ARM LEFT ARM

MASS CENTER FOR
ARMLESS BODY

Figure 2 An analytical model of the standing
body with two moveable arms.
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for the left arm, and

(x, - )%+ (y, + 0)2v (z, - @)% = R (2)
for the right arm. The coordinates of the center of mass
for the total body (X,y,z) can be determined from the appli-
cation of the general formula:

L '21 (u;m;)

For the model shown in Figure 2, the coordinates will be:

X = %(x] + ¥p) (3)
- _m

Yy = ﬁ(yl + y2) and (4)
7 = %{zl + gal (5)

For purposes of simplification, the ratio "m/M" will be
denoted as "d".
Equation (1) can be rewritten as:

(d(x* €) - 2ed)?+ (d(y,- b))+ (d(zy+ a) - 2ad)? - R%a% (6)

Equations (3), (4) and (5) can_be_used to find expressions
for x,, ¥y, and z, in terms of x, y, z, X,, ¥,, and z,.

z Z 2 1 1 1
These“are®

Xy = 3 - xg (7
YZ = %’I = yl! and (8)
5y w5 4y (9

Substituting these into equation (2) gives:

_— 7 — =

(X - dlxp* €2+ (7 - dlyy- b (T - dizg+ an? = R%? (10)
This expression indicates that the coordinates of the cen-

ter of mass will be on a sphere of radius "Rd". The center
of this sphere will be at the point:

(d(xl * CJ’ d(yl - b}v d{zl * 33}*
Equation (6) indicates that the locus of all of these
sphere centers is another sphere with radius "Rd" and

center at the point:

(2cd, 0, 2ad).
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SPHERE
EQUATION(6) !

SPHERE
EQUATION (10)

CENTER OF MASS LOCUS
(SPHERICAL BOUNDARY)

X

Figure 3 The mass center locus provided
by two moving arms.

The geometry of this situation is illustrated in Figure 3.
If one considers the locus of all points on a sphere (10)
as 1ts center moves on another sphere (6) it becomes
obvious that the mass locus is bounded by a third sphere
having radius "2ZRd" and center at the point:

(2cd, 0, 2ad).

Since the radii of sphere (10 and 6) are the same, every
point inside the outer spherical boundary is an achievable
mass center. It should be noted that both the boundary
center and boundary radius are dependent on the ratio

d = m/M.

The Mass Locus Provided by One Anm

If the standing subject pictured in Figure 1 is per- |
mitted to move only one of his arms, the location of the |
overall center of mass of his body will be determined from |
the contribution of the movable arm and from the fixed
contribution of the remaining portions of his body. As the
single arm moves to all possible positions, the locus of
all corresponding mass centers will occupy a surface in
space rather than a bounded volume. It is the purpose of
this section to describe analytically the mass center locus
in terms of its shape and position in space. For this
situation, the simplified model shown in Figure 4 will be
used. Here a three-dimensional coordinate system has been
drawn with its origin at the mass center for the armless
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RIGHT ARM LEFT ARM
(INACTIVE)

V<

MASS CENTER FOR
ARMLESS BODY

Figure 4 An analytical model of the standing
body with one moveable arm.

body. As before, this coordinate system has its vertical
axis aligned with the vertical axis of the body, and the y
axis is parallel to a line through the shoulders.

The mass center of the moving left arm will be the
point (x > ) and the mass center of the right arm will
be at ths fited point (c, -b, a-R). The left shoulder will
be at the point (c, b, a). Since the shoulder joint is
assumed to act as a ball and socket joint, the left arm mass
center will move on a sphere of radius R of the form:

(x;- % (y;- B)2+ (2, a)? = R (11)

The coordinates of the center of mass for the total body
(X, ¥, z) can be found using the expressions:

X = d(x; +¢) (12)
y = d(y; - b) (13)
z = d(z; + a-R) (14)

I1f the coordinates (x ) are written in terms of the
(x, ¥y, z) values by uélng equitions (12), (13) and (14) they
- may be substituted into equatlon (11) to give:
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(% - 2¢)%2 + M2 + (T - 2ad + RA)? = R%a?

(15)

This expression indicates that the center of mass locus is
a spherical surface with center at:

(2cd, 0, Zad-Rd)

and a radius of Rd. Unlike the situation for two arms, here
only points on the surface of the mass locus sphere are
achievable mass centers. It should again be noted that both
the sphere radius and sphere center are dependent on the
ratio d = m/M. ’

Even though this formulation has been based on the
movement of the left arm, the overall CG locus result would
be the same if the roles of the two arms were reversed.

4. Discussion

Although the three-dimensional axis system used in
the foregoing derivations was ideal for demonstrating the
shape of the body CG locus, it is not well suited for clin-
ical practice owing to the fact that all measurements must
be made from an origin located somewhere within the body.
Thus a new, external coordinate system will be defined for
convenience. The new system is illustrated in Figure 5,
and has its Y-Z plane as the plane of the human back. The
X-Z plane corresponds to the plane of symmetry for the
standing body, and the Z-coordinates are measured downward

X Y

—
-

Figure 5 The external coordinate system.
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from the top of the head. This new coordinate system is
similar to the one utilized by Hanavan (1964) and allows
Hanavan's computer method to be used as an independent
check on the validity of the previous mathematical develop-
ment .,

Since the vertical preojection of the center of grav-
ity is the information of importance in balance, the top
view of the center of mass locus is of most interest in
this investigation. The maximum horizontal location of the
center of mass locus will define a boundary indicating the
limits of the compensation ability of the arms. Clearly,
the maximum horizontal coentribution of two arms will exist
when the arms remain parallel and move in a horizontal
plane at the shoulders. The maximum horizontal contribution
of one arm will exist when that arm moves in a horizontal
plane at the shoulders. Utilizing anthropometric data for
the 50 percentile male (Hanavan [3]) and the computer
technique of Hanavan, the top view of the human center of
mass locus has been generated for the one and two arm
cases, This information is presented in Figure 6. Just
as the theory predicts, the locus boundary in each case
is a sphere, the top view of which is a circle. The radius
of the boundary is 3.15 cm for the "two arm” case and
1.57 cm for the "one arm" case. Since the radius of the
"two arm" locus 1s twice that of the one arm locus, the
balance compensation area is reduced by a factor of four
whenever one of the arms is inactive.

In a rehabilitation situation it may be desirable to
modify the balance compensation ability of the arms. Such

Y
(cm)
€6 LOCUS
{TWO ARMS) GG EOES
(ONE ARM)

FRONT

Figure 6 The top view of the mass center locus for
the 50 percentile male subject.
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~ modification might take the form of a movement in space
of the location of the mass lecus sphere or it might take
the form of a change in diameter of the mass locus sphere.
The previous analytical models for one and two arm compen-
sation illustrate how the parameter "R" contributes to the
size of the sphere and how the parameter "d" contributes to
both the size and location of the sphere. Thus, additional
arm compensation could be achieved by attaching additional
masses to the arms to provide an increase of both "d" and
"R"™. The application of this principle is illustrated by
the tightrope walker who uses a long pole to assist in the
balance process. A creative adaptation of this scheme could
prove useful in rehabilitation therapy.

5. Conclusions

The mass center locus for the human body has been
demonstrated to be a spherically bounded volume when two
arms are being used to compensate for a change in balance.
The mass center locus of the human body with one arm immobi-
lized has been shown to be a spherical surface in space.
The dimensional size of the "two arm" boundary has been
demonstrated to be twice the size of the boundary for the
"one arm" case. Anthropomorphic data has been applied to
the computer model of Hanavan to illustrate the top view of
the center of mass locus for the two cases considered.

Although it is beyond the scope of this investigation,
this study suggests the need for further investigation of
the static significance of other body segments in maintain-
ing balance. In addition, future studies of the combined
static and dynamic "D'Alembert" contributions to human
balance would prove useful,
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SHOUP, T. E., VARGA, R., AND FLETCHER, L. S.

THE STATIC SIGNIFICANCE OPFP HUMAN ARM CONFIGURATION

IN MAINTAINING BALANCE

S ummary

The importance of the center of mass location to the
process of human postural balance is discussed. The mass
center locus provided by the repositioning of the human arms
is discussed within the context of static stability. An
analytical derivation of the ocenter of mass locus provided
by the normal configurations of one and/or two arms is
presented. Anthropometric data of the 50 percentile male
is utilized to illustrate a typical mass center locus.

The conclusions provided by the analytical model are dis- di
cussed with a view toward their significance to rehabili-
tation physioclogy.

LA SIGNIFICATION STATIQUE DE LA CONFIGURATION DU BRAS HUMAIN
DANS LE MAINTIEN DE L'EQUILIBRE
RESUME

Discussion de 1'importance de la situation du centre de la masse
dans le maintien de 1'é&quilibre postural humain. La situation du
centre de la masse résultant de la memise en position des bras humains
est discutée dans le contexte de la stabilité statique. La dérivation
analytique du centre de la masse fournie par les configurations norma-
les de 1'un ou des deux bras est prdsentée. La situation générale du
centre de la masse est illustrée par des données anthropométriques pro-
Venantld'une proportion 507 mdle. Les conclusions dérivées du modéle
analytique sont discutées du point de vue de leur signification dans
le domaine de la physioclogie de réhabilitation.
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1. Introdugao
0 presente trabalho tem por objetivo ilustrar as téc

nicas e modificagOes necessarias a serem introduzidas num
programa de computador, desenvolvido para a analise dinami
ca linear de estruturas, a fim de permitir efetuar anali-
ses de sistemas de controle e retroagao em estruturas fle-
xiveis. O ponto de vista apresentado consiste em conside-
rar o sistema de controle como um acessdrio da estrutura e

nao o contrario. Deste modo as propriedades dos mesmos sao
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expressas no formato Ms® + Bs + K (s = d/dt) da analise
dinamica, sendo as varidveis adicionais (voltagens, posi-
goes de valvulas, etc.) consideradas como varidveis extras
e reunidas ao vetor dos deslocamentos da estrutura.

2. Definigoes e Conceitos Fundamentais

Para a finalidade deste trabalho, um "sistema de con
trole" [1, 2] pode ser considerado como um conjunto de
componentes fisicos, conectados ou relacionados de manei-
ra a comandar, dirigir ou regular a si mesmos ou a outros
sistemas. Um sistema de controle & dito de "malha fecha-
da" quando a agao de controle depende, de algum modo, da
saida do mesmo. Entende-se por "retroagdo'" a propriedade
do sistema de controle de malha fechada que permite a sai
da (ou alguma outra variavel controlada pelo sistema) ser
comparada com a entrada para o sistema (ou para outro com
ponente situado internamente ou subsistema) de modo que a
agdo apropriada de controle possa ser formada como uma fun
cao da saida e da entrada.

A essencia da engenharia de sistemas de controle &
a consideragao de dois problemas: a analise e o projeto.
A analise € a investigacao das propriedades de um sistema
existente. O problema do projeto € a escolha e disposi-
¢ao dos componentes dos sistemas de controle para desempe
nharem uma tarefa especifica.

0 presente trabalho restringe-se ao problema da and
lise. A ilustragdo das diversas técnicas propostas sera
feita através do exemplo apresentado na Figura (1), que
mostra uma versao, bastante simplificada, de um sistema de
controle remoto para um brago mecanico (repetidor). O bra
go & representado, simplesmente, por uma haste flexivel
com uma massa concentrada numa extremidade e acionada por
um servo-motor na outra. O servo-motor € comandado por
um circuito controlador, de tal forma que a sua  posigao
angular © corresponde sempre a posigao angular 84 de
uma referéncia, situada a distancia e existindo apenas
conexdes elétricas entre ambos.




FIGURA 1 - SISTEMA DE CONTROLE DE UM REPETIDOR

As perdas elétricas nos diversos circuitos da Figu-
ra 1 sao desprezadas, bem como os efeitos da forga gravi-
tacional sobre os diversos componentes. Os amplificado-
res utilizados no circuito controlador sao do tipo "ampli
ficador de voltagem', projetados para produzir uma volta-
gem de saida v proporcional a voltagem dec entrada Vi

isto é
v =Kuv (1)
0 modelo fisico, correspondente ao sistema de con -

trole apresentado na Figura 1, ficard, portanto, com o as

pecto indicado na Figura 2.

=

FIGURA 2 - SISTEMA DE CONTROLE - MODELO FISICO
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No modelo fisico do servo-motor (SM) R e L Te-
presentam a resistencia e a indutancia dos seus enrolamen
tos. A constante de proporcionalidade K, permite esta-
belecer as relagoes entre o torque do mesmo e a corrente
elétrica e entre a queda de voltagem (forga contra-eletro
motriz) e a velocidade angular do rotor, isto é€:

T =K i e v.=K a (2)

Observa-se que K sera numericamente igual nas duas re-
lagbes anteriores, caso sejam utilizadas unidades apropria
das, por exemplo, o sistema MKS.

As equacgoes diferenciais do movimento do servo - mo-
tor sdo obtidas, aplicando-se a lei das voltagens de Kir-
chhof na malha do circuito elétrico e através de uma equa
¢do de equilibrio de momentos para o sistema mecdnico, re
sultando:

L%%+Ri+l(m&=v (3)
Kmi-J;-b&=Mm (4)

onde J e b representam a inércia e o amortecimento do
rotor e Mm € o torque (liquido) fornecido pelo servo-mo-
tor.

0 angulo 6 , que caracteriza a posigao da haste em
relagdo a origem das coordenadas angulares (eixo y na Fi
gura 2), & calculado a partir da relagao:

B = UG/E (5)

onde U6 € o deslocamento da extremidade da haste, supos-
ta dividida em 6 elementos, e L € o comprimento da mes-
ma. As escalas dos potenciometros foram feitas iguais a
1 volt/rad para o potencidometro da referéncia e - 1 volt/
rad para o potenciometro do servo-motor.

De acordo com a Figura 2, observa-se que a represen-

tagdo matemdtica do sistema de controle € obtida adicionan
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do-se, ao sistema de equagoes diferenciais do movimento da
estrutura (haste), o conjunte de equagoes:

Ly s B IRR - o Gb) = g; vy (6)
LY +Ri+k §=v )
dt m -1
v =Ko, (8)
V=B, =0y =D (9)

onde 8, representa a rotagdo do no 1 da haste e 06 € de
finido em (5). O torque M, , produzido pelc motor, & apli
cado em @, , ou seja:

M =K §-08; ~b& (10)

0 modelo matematico serda formado, portanto, pela adi
¢ao das relagoes (6) a (10) nas equagoes diferenciais do
movimento da haste flexivel, resultando o sistema de equa-
goes expandido:

@nn 1t‘nle yn ?nn ?ne yn ]511]1 gne [.jn El'Tl
+ + =
yen yEE e gen gee ge E81"1 Kee ye Ee

(11)

=

onde 0. € o vetor dos deslocamentos da estrutura. No ve
tor ye estao reunidas as duas varidveis extras que foram
criadas para representar a corrente elétrica i e a volta
gem vy da salda da rede de compensacao em avango da Figu
ra 2, ou seja:

U, =i e U, =v (12)
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Desta forma, (6) a (10) podem ser escritos como:

1.681+Ru61+rmel—xuez=o (13)
“FUrCR RO R R U _E_R_},:f}_ Us =

=RB; +CR R, éd : (14)

Jiil+bé1—1(mue1:-um (15)

Os dados correspondentes aos primeiros membros de (13)
e (14) podem ser fornecidos ao programa de modo sistemdtico
através do formato:

N
(b, * bys + bzsz) u; o+ El (a, + a;s + azsz] Uj =0 (16)
que representa uma equagao diferencial de segunda ordem on-

de os coeficientes b b ¢ b2 sao, respectivamente,os

)
termos diagonal das mgtrizés K, B e M na linha corres-
pondente a Ui e os coeficientes a, , a2y e a, sdo os
termos situados na intercessae da linha correspondente a
U; e da coluna Uj nas mesmas matrizes. Desta forma po-
der3o ser fornecidos os valores numéricos para os elementos
das matrizes expandidas da equacao (11). O segundo membro
de (14) & equivalente a uma carga transiente composta de
duas parcelas e aplicada em Pe

Observa-se que as equagﬁeg (13) a (15) provocam a per
da de simetria das matrizes em (l1). Neste caso, em deter-
minada etapa do calculo da resposta dinamica, serd necessa-

rio resolver um sistema de equagdes do tipo:

5nn ~ ?n
an
5en = ge

A e A sao  os
onde os elementos das matrizes Ane » Ben Ace

responsaveis pela falta de simetria da matriz A . A solu-
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cao de (17) & obtida, entdo, efetuando-se o produto matri-
cial indicado:

Mo B * éne Yo 5y (4
A B * 5ee Ue ™ L& 4

A seguir, resolvendo-se o sistema de equagoes (18) em rela-
gdoa U , obtém-se:

Un = Pn - Ghe Ve )
onde gne e P sao obtidos a partir de:
Ann Cne = Ane (21
e
Ann Pg = By (22)

Observa-se que a matriz A € simétrica, podendo ser re-
solvido, por exemplo, pelo método de eliminagao de Gauss pa
ra matrizes simétricas. Levando-se (20) em (19), resulta :

Sas T " 2o 23)
onde
Ase ™ Bee = 2on Sne (24)
e
Pa ™ 2o ™ Bon I (2%)

0 sistema de equagoes (23) & resolvido pelo método de
eliminagao de Gauss para matrizes ndo-simétricas, devido a
falta de simetria da matriz A . DObserva-se que,na maior

-ee
parte das vezes, o numero. de graus de liberdade em u, e
bastante superior aos de Ue . Nestes casos o procedimento
adotado torna-se muito eficiente, pelo fato de explorar a
simetria da matriz 5nn .

3. Exemplo Numérico

Voltando-se ao problema da andlise do sistema de con-
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trole da Figura 2, supoe-se que as caracteristicas do cir-
cuito controlador e do servo-motor sao dadas por:
=5

R1 = 5000 , RZ = 2000 , C =10 , K = 2300

R=106 , L =2 , K, =31,4325 ,b=2 e J=0,25
Para a haste sao adotades os seguintes valores para o
seu comprimento, drea e momento de inércia da segdo trans-
versal, modulo de elasticidade e massa concentrada na extre
midade da mesma:

£ =5, ,A=1. ,1=0,083 , E = 210000. , m = 0,03

A resposta dinamica do sistema de controle (Figura 2)
a uma variagdo subita de 8° para a varidvel 84 » ou seja

p, =8 , 8,=0 (29)

foi calculada com o auxilio da linguagem LORANE DINA [4, 5]
que & uma linguagem orientada para a andlise dinamica de es
truturas. O LORANE DINA emprega o método dos elementos fi-
nitos como principal ferramenta de discretizagao do meio con
tinuo, permitindo a analise da resposta dinamica linear de
estruturas submetidas a solicitagao de carater deterministi
co ou aleatorio e colocando a disposigdo do usudrio uma sé-
rie de facilidades tais como, entrada de dados orientada e
em formato livre, calculo de frequéncias naturais e modos de
vibragdo, condensagao de graus de liberdade, a possibilida-
de de expressar certas propriedades dos sistema dinamicos
através de fungdes de transferéncia, o uso de restrigdes ge
neralizadas, a representagao de partes componentes de uma
estrutura pelos seus modos de vibragao, etc.

Na anialise do presente problema utilizou-se o método
de Newmark [3] para a integragdo do sistema de equagbes di-
ferenciais. A estrutura, propriamente dita (haste), foi
discretizada pelo método dos elementos finitos. As varia-
veis adicionais (12) (voltagens e correntes) foram declara-

dip A
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das como variaveis extras e as equacoes (13) e (14) foram
fornecidas ao programa através do comando '"Fungoes de trans
feréencia”, cujo formato estd indicado em (16). Os resulta-
dos obtidos estao indicados na Figura 3, que representa a
variagao do angulo 8, definido em (5), com o tempo.

T T T ™

Li
.. 2 t(s)

T T
2 A

FIGURA 3 - VARIAGAO DO ANGULO 6 COM O TEMPO

4. Conclusoes

No trabalho apresentado, procurou-se ilustrar as téc-
nicas e adaptagoes que devem ser feitas num programa, desen
volvido para analise dinamica de estruturas, a fim de permi
tir efetuar anilises de sistemas de controle e retroagao de
estruturas flexiveis. E importante salientar que o exemplo
apresentado restringiu-se apenas a analise da resposta no
dominio do tempo e nd@o ao projeto, propriamente dito, <cujo
objetivo € determinar as caracteristicas mecanicas e elétri
cas do mesmo, a fim de satisfazer as "especificagoes de de-
sempenho', que relnem as propriedades desejadas para o sis-
tema, em termos da velocidade da resposta, estabilidade re-
lativa e erro permissivel.

Estas técnicas encontram-se incorporadas a linguagenm
LORANE DINA, que foi utilizade para obtengao dos resultados
numéricos do presente trabalhe.
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ANALISE DE SISTEMAS DE CONTROLE E

RETROACAQ EM ESTRUTURAS FLEXIVEIS

Sumdrio

0 objetivo do trabalhe € ilustrar as técnicas e modi-
ficagdes necessarias a serem introduzidas num programa de
computador, desenvolvido para a andlise dindmica linear de
estruturas, a fim de permitir efetuar analises de sistemas
de controle e retroagao em estruturas flexiveis. O ponto
de vista apresentado consiste em considerar o sistema de con
trole como um acessorio da estrutura e n3o o contrdario. Des
te modo as propriedades dos mesmos sao expressas no formato
Ms? + Bs + K (s = d/dt) , sendo as varidveis adicionais (vol
tagens posigdes de valvulas, etc.) consideradas como varii
veis extras e reunidas ao vetor de deslocamentos da estrutu
ra. Para a obtengao dos resultados numéricos utilizou-se a
Linguagem Orientada LORANE DINA.

Summary
FEEDBACK AND CONTROL ANALYSIS OF

FLEXIBLE STRUCTURES

The purpose of this paper is to present the techniques
and modifications to be made in a dynamic analysis computer
for the control analysis of flexible structures.

The general viewpoint is taken that the control sys-
tem is an adjunct of the structure, rather than vice-versa.
Thus, the properties of the control system are expressed in
the quadratic format Ms? + Bs + K (s = d/dt) of dynamic
structural analysis. ~The aditional variables (voltages,vol
ve positions, etc.) are assigned degrees of freedom, that
are called extra points, and merged with the degrees of fre
edom at structural gridpoints, For the numerical resuls was
used the Problem Oriented Language LORANE DINA.
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1. Introdugao
0 aspecto da fadiga de metais € um campo onde muita

pesquisa ja foi feita, mas ainda exige um certo grau de em-
pirismo na resolugdo de problemas praticos. Com o surgimen-

to da mecanica da fratura, passou-se a dar mais atengao a



336

certos aspectos até entao relegados quase que totalmente. E
o caso da trinca de fadiga, em termos da nucleagao e da sua
propagacao. O objetivo do trabalho € aplicar a mecanica da
fratura a um dado material e levantar os dados de propaga-
¢do da trinca. Foram ensaiados varios corpos de prova em ca
da nivel de forma a obter-se alguma informagao da disper-
sao.

2. Mecanica da fratura e propagacao de trincas

Na mecanica da fratura linear, um modo de definir 0
estado de tensdes no extremo de uma trinca solicitada, &€ o
€

fator de intensidade de tensoas, que de uma forma geral
dado por

onde Y - fator geométrico
B = tensao nominal
a - dimensao caracteristica da fissura
Para os objetivos deste trabalho, ha mais interesse
no fator de intensidade de deformagoes, dado por

K =Y L /ma (2)

£

Em solicitagoes dinamicas, o modo usual de falha ¢
por fadiga do material. Se o corpo contiver alguma trinca
inicial, a totalidade da vida de fadiga sera usada para a
propagagao., No caso de um matgrial isento de defeitos, boa
parte da vida € usada na nucleagao da trinca e apds entao,
no crescimento.

A velocidade de propagagao da trinca e correlacionada
com a faixa de variagao do fator de intensidade de tensoes,
&KG, sendo a funcdo normalmente da forma

. m
a=2aC ﬂKa (3)

com C e m constantes determinadas experimentalmente.

Neste estudo, o teste ¢ feito com um nivel de deforma
gdo constante ao longo do ensaio, sendo interessante  usar
KE e nao Ky- Isto tambem se baseia no fato de que K, se a-
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plica para um comportamento elastico do material, o que nio
ocorre na maioria dos testes efetuados, onde foram permiti-
das deformagdes plasticas apreciaveis.

3. Plano dos ensaios

Para ensaiar os corpos de prova sob deformagio cons-
tante, foi adaptada uma maquina de ensaio de fadiga em fle-
xdo plana, pela substituigdo da mola dinamométrica por um e
lemento rigido. Desta forma o deslocamento do excentrico
produz uma deformagao angular entre os extremos do corpo de
prova, constante ao longo de todo o ensaio, independente
das caracteristicas de encruamento ciclico do material.

Foram programados quatre grupos de teste, com nove
corpos de prova cada. Estas séries foram ensaiadas para qua
tro valores diferentes de defermagao. A deformagao que atua
na zona central do corpo de prova foi determinada experimen
talmente através de strain-gauges de 3 mm de comprimento a-
tivo, apds dez ciclos de carga, de forma a haver uma respos
ta essencialmente constante. A tabela abaixo resume os da-

dos, onde h € a espessura da chapa

Série 1 2 3 4
h mm 2,5 g8 2,4 7,5
Ae.10° 2,4 4,4 6.9

4., Material e equipamento

0 material usado nos testes foi um ago carbono, do ti
po SAE 1020, normalizado a 900°C durante dez minutos. Para
fornecer um ponto de inicio da trinca os corpos de prova fo
ram furados no centro, de modo que a trinca se propague a
partir do furo.

A dimensao da trinca foi obtida por observagao direta
através de uma lupa de 24x de aumento, dotada de uma escala
calibrada. Desta forma, o tamanho da trinca usado na obten-
¢do dos dados € o tamanho superficial. Como critério de fa-
lha, foi adotado o de que ao menos um dos ramos da trinca
tenha atingido a superficie lateral. A maquina de ensaio u-
-sada foi uma Shenck modelo PWO.
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Fig. 1 - Corpo de prova utilizado nos ensaios.

As principais propriedades mecanicas do material usa-

o estado normalizado, sao:

Tensao de ruptura
Tensao de escoamento

Dureza

5. Resultados

330 M
251 M
52 H

As curvas de crescimento da trinca,

Pa
Pa
RB

ao longo da vida,

estao na fig. 2. Os dados foram sintetizados em termos

da

média e do desvio padrao, sendo representada a curva média

e as curvas que definem o intervalo de mais ou menos um des

vio padrao.

8

SERKE-4

8

5 2o (mm)

SERIE-3 SERIE-2

SERIE-|

)
LS = | ==

L i L L " % 1
]

510 . 0

Fig. 2 - Curvas de crescimento da trinca.

Os resultados finais devem ser expressos em termos de
a = f(AK_ ) e assim € necessario calcular K. para varios ta-
"manhos da trinca. O fator geométrico € o Unico parametro da
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equagdo (2) que necessita ser obtido. O método usado na sua
‘determinacgdo foi a superposigdo de duas solugdes que exis-
tem. A geometria pertinente ao problema esta definida na fi

gura 3.
R |
L L ~i
\-Il'l 2p 2a I-'t.’r \-h/
\ ] Y
N r ”

Fig. 3 - Geometria da trinca de fadiga.

Para o caso de uma placa infinita sob flexao, Roberts
e Rich [7] apresentaram os valores de Y para uma trinca ema
nando de um orificio circular, em fungao de L/r. Para v =
1/3, uma aproximacdo razodvel € dada por

Y, = 1,369(L/r) 0119 - ()

Por outro lado, uma trinca em uma placa de largura fi

nita, sob tracdo, o efeito do contorno & dado por
Yt - { 2 £y T All/2
oA 2

onde » = a/b.
0 fator geométrico para uma placa finita sob flexao

foi considerado como sendo, numa boa aproximagdao, o produto’

Y=Y Y (6)

b 't

Jom esta expressao de Y, entdao AK_ foi calculado por
AK_ = Y be Vra (7

e trabalhando com as curvas dada pela figura, os dados refe
rentes a fungao (2) foram obtidos. A figura 4 mostra os re-
sultados dos testes, em termos de a e de AKE.E.

A fungao de a na forma (3) se justifica plenamente,
pois os coeficientes ajustados para as linhas médias, bem

(5).
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S 7 2 2 .
como o coeficiente de correlagao r~, sao

Serie 1 2 3 4
c.1012 1,88 216 154 0,0135
m 4,285 3,382 3,307 4,934
rl 0,9971  0,9939 0,9919 0,9967
0 1000
500
AKsE | TENDENCIA
[MPotm ]| ©0OS DADOS SERIE 3
10? {100
Ao boce TRacRo-compressio 1%
SERIE | {-- ZONA PLASTICA) (8]
@ 10

107® o* 107 0 10" (mm/ocio)
a
Fig. 4 - Velocidade de crescimento da trinca fungao do K-

6. Conclusdes

Os resultados atualmente disponiveis fornecem uma in-
dicacao de que o conceito do fator de intensidade de ten-
soes pode ser generalizado para deformagOes e aplicado mes-
mo no caso de que o corpo de prova tenha se deformado plas-
ticamente. Tal se baseia no fato de que a velocidade de pro
pagagao da trinca se correlaciona bem com AK  apenas quando
a zona deformada plasticamente¢ esta restrita as proximida-
des do extremo da fissura. Como houve uma 6tima correlagio,
de a com QKE, o conceito do fator de intensidade de deforma
goes parece ser adequado mesme para altos niveis de deforma
¢ao plastica.

Uma possivel justificativa deste efeito ¢ de que a
distribuigao de deformagoes ndo & substancialmente alterada
com o escoamento. Ja a distribuigdo de tensdes fica comple
tamente desfigurada tornando sem efeito o conceito de inten
sidade de tensoes.

De forma a obter mais informagdes, € conveniente es-
tender a solicitacao mais para dentro do regime elastico,
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de modo a verificar se existe alguma transig¢ao no comporta-

mento de a, ao passar do regime eldstico para o regime plids

tico. Com os dados disponiveis esta transigdo parece nao o-

correr, ja que a série 1 foi solicitada elasticamente e as

3 séries restantes, plasticamente.

r
L

(1]

2]

(3]

[4]

(5]

(6]

[7]

(8]

[o]

[10]
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ALGUNS RESULTADOS $O0BRE A PROPAGACAO

DE TRINCAS DE FADIGA, EM FLEXAO PLANA

Sumirio

Foram obtidos experimentalmente curvas de crescimento
da fissura de fadiga, em ago $AE 1020 normalizado, para qua
tro niveis de solicitagao, em termos de deformagao. A curva
da velocidade de propagagao da trinca fungac do fator de in
tensidade de deformagdes parece indicar ser este um parame-
tro adequado para analisar o comportamento do material. Is-
to se aplica mesmo quando a deformagao plastica € predomi-
nante, ao contrario do fator de intensidade de tensoes, que
€ valido apenas para um meio elastico.

SOME RESULTS ABOUT THE FATIGUE CRACK PROPAGATION,

UNDER PLANE BENDING

Sumpary

Curves of the crack propagation was obtained from
tests of a carbon steel, type SAE 1020, normalized, for
four strain levels of deformation. The crack propagation
rate curve, as a function of the strain intensity factor,
give some indication that this factor is a valid parameter
for the analysis of the material behaviour under cyclic
loading. This is true also if the strain is essentially
plastic, opposite to the stress intensity factor, which is
valid only if the continum is elastic.
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1. EIntrodugdo

Na montagem de dois cilindros com interferéncia ha uma
concentragdo de tensdes nas extremidades. A teoria de Lamé '
[6) possibilita o calculo da distribuigao de tensdes em ci-
lindros sob pressdo interna, supde o cilindro de comprimento
infinito, o que a torna utilizdvel na pratica somente para
regides afastadas das extremidades.

Neste trabalho foi determinado um "Fator de Concentragao
de Tensdes", que multiplicado pelo valor da tens3ao nominal de
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Lamé dara o valor da tensdo mixima no cilindro externo.

VILCHEZ (1] determinou a distribuigao de tensdes na re
gido proxima das extremidades do modelo, para uma relagio de
diametros igual a 2,64 e diferentes posigdes do cilindro in-
terno. Utilizando a mesma técnica experimental, determinou -
se a distribuigdo de tensdes para outras relagoes de diame-
tros.

0 modelo estudado foi um cilindro oco, feito de mater -
rial fotoelastico. Este material possui a propriedade de po-
der congelar as tensdes, quando carregado acima da temperatu
ra critica (2] [3).

0 material fotoelastico utilizado, bem como o método de
preparagao, & o indicado por GOMIDE ([4) sob a formulagio CY-
205-21PA-25MA.

A pressdo interna foi provocada pela interferéncia obti
da pela diferenga entre os diametros do furo e do cilindro '
interno, sendo este introduzido até uma distancia Z, da  ex-
tremidade do cilindro externo. Esta montagem provoca o apa -
recimento de uma concentragdo de tensées no cilindro oco prp
ximo a posigao Z,,» enquanto que em pontos mais afastados das
extremidades, as tensdes tendem para os valores previstos pe
la teoria de Lamé. A figura 1 mostra a disposigdo dos cilin-
dros e a regiao de estudo.

‘-/——-—azclio OE ESTUDO
FIG. 1 DISPOSICAO DO®S CILINDROS E REGIAO DE ESTUDO.
Foi usado o método da diferenga das tensoes cisalhantes
{2},(3) [5) para determinagac do estado de tensoes.
Para se ter parametros adimensionais, os valores das '
tensoes foram divididos pela pressao interna P, provocada pe-
la interferéncia.
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2. Resultados Experimentais
Foram analisadas as relagoes de diametros D/d = 1,7 ,
D/d = 2 e D/d = 3 e em cada uma delas diversas posigoes do

cilindro interno. Para cada um destes casos, foram levanta-
das as curvas de tensdes no contorno interno, do cilindro '
externo, onde ocorrem maximas tensoes. A partir destas cur-
vas foram obtidas as tensdes miximas e a concentragao de

em cada modelo.

tensoes

L il

13 15
Zo(mm)—=

FIG.3 - MAX.TENSOES TANGENCIAIS,

1 a3 5 1T 9 ™n 18 1 3 5 T 9

13
_ Zo (m m )=t
FIG.2-MAX. TENSOES RADIAIS,

Os fatores de concentragdo de tensao sao definidos co
mo sendo a relagdo entre as maximas tensGes que ocorrem no
modelo e as tensdes nominais obtidas pela teoria de Lamé '

(7]

FIG. 4~ FATORES DE CONCENTRACAO
DE TENSOES RADIAIS.

Portanto:
OR
Qp = max (1)
OR
nom
(2)
16 ]
14
b’u L O/,
1op 7 o
osf” g
= . u
i L '} J9 '} A 1!5 e 4 L AL L - ' 4
1 3 5 7 T 1 3 7 8 M 1
Zo (mm)—p= B Zn{l!\am‘-i—.-.-

FIG.5~ FATORES DE CONCENTRAGAO
DE TENSOES TANGENCIAIS.
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3. Conclusges

A analise dos resultados encontrados para os casos es-
tudados, permitem fazer algumas observacgdes.

Os valores do fator de concentragao de tensoes radiais
ap C€rescem inversamente a rclagdo de diametros, e  pode-se
supor que para relacoes D/d muito grandes (tubo de paredes'
muito grossas) ap tende para valores proximos de 1.

Os valores de apcrescem com a distancia 2, em que foi
efetuado o carregamento, atingindo um valor maximo, para de
pois diminuirem até, provavelnmente, estabilizarem-se.

Os valores de ape agtendem para 1 ne regido proxima a
extremidade do cilindro externo, isto €, para a distancia '
Ly se aproximando de zero.

Os valores de apgsao mais baixos que ap

0 fator de concentragao de tensocs tangenciaisog pas-
sa por valores maximos entre D/d = 3 e D/d = 1,7. Isto ocor
re devido ao comportamento ndo linear da tensdo tangencial'

nominal, dada pela equagdo de lame.
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CONCENTRACAO DE TENSOE$ NA EXTREMIDADE DE

CILINDROS 0OCOS MONTADOS COM INTERFERENCIA

Sumario

A concentragao de tens&es nas extremidades de cilin-
dros montados em interferéncia @ muito pouco conhecida. Nes
te trabalho estudou-se a concentragdo de tensdes na extremi
dade do cilindro oco. Foram amalisadas varias relagdes de
diametros e diferentes posigdes do cilindro interno, utili-
zando o método fotoeldstico tri-dimensional. Os modelos fo-
ram construidos usando resina epoxi e anidridos ftalico e
maleico como endurecedores. Apos o congelamento das tensaes
retirou-se fatias para analise no polariscopio. Para o cal-
culo das tensdes foi usado o metodo da diferenga das ten-
sdes cizalhantes.

STRESS CONCENTRATION AT END OF TRICKWALL

CYLINDERS WITH INTERFERENCE ASSEMBLAGE

The stress concentration at end of thickwall cylinders
with interference assemblage 1s unknow yet. In present work
the stress concentration has been analysed for several
diametral relations and differents positions of inner cylin-
der. The photoelastic method has been used, the models was
constructed with epoxy resin using phthalic and maleic anhy-
dride as curing agent. After stress freezing prodedure the
model was sliced to polariscope analysis. For stress calcu-
lations the shear difference method was used.
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1 - Introdugdo
Ha diversas causas que caracterizam a problemdtica de '
falhas mecanicas destacando-se, como de grande significado

a concentraciao de tensdes, a qual &, geralmente,um fendme-

no superficial. Testando um modelo de projeto proposto, a'
fotoelasticidade dard as tensdes superficiais e elas podem
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auxiliar nas evidencias de como a superficie poderd ser al-

terada para dar uma distribui¢do de tensfes mais uniforme e
adequada.,

Devido a grande importancia de se obter os fatores de'
concentragao de tensdes com emtalhes de placas, mediu-se '
neste trabalho, os fatores de concentragido de tensdes,para’
entalhes em U, com carregamentos de tragao simples e flexdo
pura aplicados separadamente a placas como a da figura 1.Na
figura, D € a maior largura das placas; d a menor largura '
das placas, ou largura das placas na segdo de entalhe inter
medidrio e r o raio do entalhe intcnnediérioruﬂgiqﬂﬁ

e | /

AN g

't Relr)
762 + 76,2 __I
124 ; 2032 - 1124
Fig, 1 - Placas P-1 a P-4, com um iunico entalhe em U '

sendo variavel, entrec elas a dimensao d.

Para a obtengao do alivio de tensoes foram considerados
os trabalhos de Durelli, Lake e Phillips |5] que demonstra-
ram a importincia de entalhes adjacentes na diminuigdo do !
fator de concentragio de tensfes (Ktj e os trabalhos de Fro
cht |1]| onde r' = 2r obtido ks custas de uma diminuigdo de
d (d' < d) produzindo uma elevagio de rclagdo D/d ocasionan
do uma variacdo para mais no valor de L

Apds estas observagoes, procurou-sc entdo como solugdo’
manter o novo d' aproximadamente igual ao d(d' = d + 2Zmm) e
aumentar o novo r' de um valor igual ao dobro do valor de '
r (r' = 2r), conforme a figura 2, scndo d' = largura das '
placas na segdo dos entalhes extremos e r' = o raio dos en-
talhes extremos.

0 presente trabalho analisa a inlluencia de entalhes ad
jacentes na concentracio de tensées em placas, com entalhes
de diferentes diametros, submetidas a tlexio pura e tragio'
simples separadamente,
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124 2032 _ 12,4

Fig, 2 - Placas P-5 a P-8, com os 3 (trés) entalhes adjacen-
tes.
2 - Resultados e Comparacoes

A motivacgdo deste trabalho proveio de um estudo reali-
zado por Frocht |1| que, trabalhando com método de congela-
mento de tensdes, estudou a 1nfluéncia de entalhes adjacen-
tes no alivio de tensdes de eixo submetidos a tragdo pura.
Utilizou para os entalhes extremos r' = 2r e d' = d. Face '
aos resultados dos testes, considerados incompletos e incon
clusivos, PFrocht sugeriu maiores estudos na .area.

Para placas com um nimero finito de entalhes de mesmo’

didmetro, a concentragio de tensdes devida aos entalhes mé-
dios, isto ¢ intermediarios, € consideravelmente reduzida.A
mixima concentragio de tensdes ocorre nos entalhes extremos

segundo trabalheos de Durelli, Lake e Phillips [5]. Entretan
to, embora a concentracio de tensdes no entalhe intermedia-
rio seja reduzida, no seu todo a placa ainda possui nos en-
talhes extremos fatores de concentragao de tensdes com valo
res proximos aqueles obtidos nas placas com um so entalhe.
Foram obtidos fatores de concentragio de tensdes para'
os modelos P-1 a P-8. Para cada um destes modelos obtiveram
sc os fatores de concentragdo de tensOes relativas aos car-
regamentos de tragido simples e flexdo pura, Nas figuras 3,4

5, e 6, encontram-se em graficos os resultados obtidos.

Com os resultados obtidos, observa-se a diminuicdo do'
fator de concentrag¢io de tenstes no entalhe intermediirio e
ao mesmo tempo menores fatores de concentragdo de tensdes '

nos entalhes extremos.
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3. - Lonclusdes

Pelo que foi apresentado neste trabalho, pode-se con-'
cluir que os resultados obtidos com valores de r' > r para
entalhes adjacentes em placas bidimensionais provocam ali-
vio de tensfes considerdvel constituindo-se em uma justifi
cativa para os mesmos, complementando os trabalhos realiza
dos por Frocht e considerados entdo inacabados e inconclu-
sivos.

Nos entalhes intermediarios isto &, nas regiodes de '
maior concentragao de tensoes foram obtidas redugOes de '
21% para tracao e 17,5% para flexdo. Isto mostra que no '
projeto de elementos com entalhes em U, sujeitos a tracido’
e tlexdo, o uso de entalhes adjacentes com raio superior '
ao existente diminuird sensivelmente a concentragio de ten
sdes. Nota-se que foi dado um pequeno passo na melhoria do
projeto e portanto uma contribuigio para o melhor desempe-
nho de placas com entalhes em U, sujeitas a tracio simples
e tlexdo pura.

BIBLIOGRAVIA

|1| Frocht, M.M - Photoelasticity, Vol. I,IL
John Wiley { sons. Inc, 1965.

l2| Peterson, R.E, - Stress Concentration Design Factors,'
John wiley § Sons, 1965

|3| Peterson, R.E - Stress Concentracion Factors,
John Wiley § Sons, 1974

[4] ¥lynn, ¢.D. and Roil, A.A.- A Ke-examination of Stres-
" ses in a Tension Bar with Symetrical U - Shaped Groo-'
ves.

In: Experaimental Mechanics - Fevereiro - 1960

|5| Durelii, A.J.;Lake, R.L.: and Phillips, E.- Stress Con
centration Produced by Multiple Semi-Circular Notches'
in Infinite Plates. In: Proc., SESA, Vol.10, n® 1, 1952.



354
SMITH NETO, P. e FERNANDES, 0. C.

ALIVIO DE TENSOES EM PLACAS COM ENTALHES
EM U, SUBMETIDAS A TRACAO SIMPLES E FLEXAO PURA.

Sumayio

Neste trabalho, determinou-se primeiro o fator de con
centragao de tensoes em placas com entalhes em U, submeti =
das a tragdo e flexdo, separadamente. Os resultados experi-
mentais obtidos comprovam a eficiéncia da técnica fotoelas-
tica empregada bem como da instrumentagdo utilizada. Novos
modelos com entalhes adjacentes, sao sugeridos para_ alivio
das tensdes. Uma consideravel redugao na concentragao de
tensoes obtidas demonstra um notavel aperfeicoamento em pro
jetos estruturais na engenharia mecadnica e uma valiosa con-
tribuigdo em métodos de fabrlcagao

RELIEVE STRESS IN PLATES WITH U NOTCHES
SUBMITED TO SIMPLE TENSION AND PURE BENDING.
Sumnar

Stress concentration factors were determined on plates
with U notches, submitted to tension first an then bending.
The results obtained from the experiments showed efficiency
of the photoelastic tecnique which was used, as well as the
instrumentation utilized. New models with adjacent notches
are suggested to relieve stress. The considerable reduction
of stress concentration obtained, demonstrated a notable
improvement for structural design in applied mechanical

engineering and a valuable contribution in  manufacturing
me thods.
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1. Introduction

One hardly needs to emphasize the importance of under-
standing the behavior of composite materials under varying
temperature conditions inasmuch as the composite materials
are inherently heterogeneous materials. The components of
a composite will, in general, have different a's, different
-modulus of elasticity and different propensity for slip etc.

i
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Thus, they are very likely to suffer thermal stresses during
fabrication and/or during service conditions (1-5).

2. Experimental
Various composite systems (metal matrix as well as

polymer matrix) were subjected to thermal cycling. The
thermal cycling procedure involved heating the sample to

a peak temperature, holding there for about 15 minutes and
then cooling by means of a fan. .

Scanning electron microscopic observations were made,
before and after a pre-determined number of cycles, to
examine the microstructural changes occrring in the compo- Y
site due to thermal fatigue.

3. Results and Discussion

On thermal cycling a composite, both the components,
the fiber and the matrix, experience thermal stresses.
However, as a result of these thermal stresses a number of
changes in microstructure may result. The microstructural
changes observed in the various systems are described below:

1. The weaker component (generally the matrix) may
deform plastically and thus relax the thermal stresses.

The plastic deformation will be indicated by the appearance
of slip lines on the pre-polished surface of the matrix. €
This was observed in systems like Al/B, Cu/W, Mg/B etc.

S1lip markings in the matrix indicating occurence of plastic ?
deformation, i.e., the yielding of the matrix, appeared |
after only a few cycles. In the case of Mg/B, there also
occured mechanical twinning which is a well known mode of
plastic deformation in H.C.P. metals like Mg. If cycled

long enough, the continued plastic deformation will lead

to cracking in the matrix as shown in Fig.1l, which shows

slip markings and cracks in Mg after 2000 cycles and a
AT=240°C.
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Fig.l: Slip markings in Mg matrix of Mg/B. 2000 cycles, 280
o
to 40°C.

2. If the matrix lacks the ability to deform plasti-
cally in response to the thermal stresses generated on cy-
cling then two things can happen, viz.:

(a) the interface fibre matrix fails and there occurs
sliding of one component past the other. Note that this
can occur in the case 1 above provided the interface

%

Sum

30um

2ta) 2(b)
Fig.2: (a) Interface decohesion and pushing out of the B fi-

ber in Polyester/B. 200 cycles, 115° to 25°C.
(b) Interface decohesion in Polyester/Glass. 200
cycles, 115° to 25°C.
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strength is less than the matrix yield strength. An example
of this mode of thermal stress relaxation in polyester boron
is shown in Fig.2(a) after 200 cycles between 115°C and
ambient. The boron fiber has pushed out of the surface
after the separation of polyester and boron at the interface.
Fig.2(b) shows this phenomenon for the system polyester/
glass. Notice the interface decohesion.

(b) if the interface is reasonably strong then a part
of the thermal stresses can go toward introducing a micro
crack or even fracturing the brittle matrix. This is shown
inFig.3 which is from the system polyester/tungsten after
100 cycles between 115°C and 25°c.

Fig.3: Cracks in the polyester matrix. Polyester/tungsten
100 cycles, 115 to 25°C.

3. In the case of metal matrix composites the thermal
stresses can also be relaxed by grain boundary sliding (GBS).
The GBS can, in addition to cause plastic deformation, lead
to the formation of cavities at the grain boundaries which in
turn can coalesce by means of further grain boundary sliding
and/or Nabarro-Herring type diffusion: thus, forming
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microcracks (3,4,6,7). On thermal cycling to high peak
temperatures, there will occur grain boundary migration
(GBM) and the migrating boundary sweeps away all the
defects (dislocations, vacancies etc.) produced by plastic
deformation; leaving in its wake the virgin metal capable
of undergoing more plastic deformation on further cycling.
Which is to say that GBM would lead to an improved thermal
fatigue life and this has been corroborated experimentally
in A1/B (4), Cu/ steel (6), and Cu/W (7).

5. Conclusions

In composite materials, which are by definition hete-
rogeneous materials, one cannot avoid thermal stresses
under changing temperature conditions. The metal matrix
systems have the advantage that the ductile metallic matrix
can undergo plastic deformation in response to the thermal
stresses generated while a brittle polymer or ceramic matrix
will crack under the same circumstances.
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THERMAL FATIGUE DAMAGE IN COMPOSITE MATERIALS

Summar

Composite materials, consisting as they do of materials
having different elastic constants and different coeffi-
cients of thermal expansion, are inherently heterogeneous.
Therefore, when such materials are submetted to a tempera-
ture change, even in the absence of temperature gradients,
one would expect them to experience thermal stresses.
These thermal stresses can attain 'a sufficiently high
magnitude to deform plastically one of the two components;
and, in the case of a lack of plasticity in the components
these thermal stresses can even cause cracking. Examples
are given of the various composite systems that demons-
trate this phenomenon of thermal fatigue damage.

DANOS POR FADIGA TERMICA BM MATERIAIS CONJUGADOS

Sumario
Os materiais conjugados, consistindo de materiais com

dlferentes constantes elastxcas e diferentes coeficientes

de expansao térmica, sao inerentemente heterogéneos.Assim,

quando submetidos a uma varlagao de temperatura, mesmo na

ausencia de gradientes, e de_se esperar que experimentem

tensoes térmicas. Tais tensoes podem atingir um nivel su-

ficiente para deformar plasticamente um dos componentes ou,
no caso de falta de plasticidade em um dos componentes, ate
trincamento. Sao dados exemplos em varios sistemas que de-
monstram a ocorréncia deste fenomeno.
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1. Introdugdo

No presente trabalho se descreve o trabalho de medi-
¢do das deformagdes especificas por meio de  extensometros
de resisténcia em reservatdrios de plastico reforgado com
fibra de vidro. Essa tarefa foi efetuada sob encomenda e em
condigdes de campo.

No total mediram-se deformagdes especificas em 128
pontos distribuidos em trés tanques diferentes.
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A seguir sera descrito, basicamente, o procedimento
da medigdo no tanque maior, tendo 16 metros de altura e 2
metros de diametro e capacidade de quase 45000 litros, com
fundos abaulados e com um total de dezesseis flanges.

Foram efetuadas medigbes em 74 pontos, a grande maio-
ria dos quais se encontrava na superficie externa do tan-
que. 0 esquema do tanque & dado na figura 1.

0 trabalho a efetuar apresentava limitagoes de nature
za economica e pratica:

- Toda a preparagao dos pontos de medigdao, inclusive do fi-
lamento, foi efetuada na posigao horizontal do tanque,
dentro da fabrica, mas, para o teste com pressao hidrauli
ca interna (com medigao simultanea), o tanque tinha que
ser colocado fora do prédio e erguido d posigdo vertical
de trabalho.

- Os guindastes proprios para o erguimento do tanque faoram
trazidos de uma distancia de 200 km e tinham que esperar
o fim da medigao (para colocar o tanque, horizontalmente,
sobre os reboques de transporte), pagando-se uma taxa ele
vada de prontidao.

- Face aos perigos e dificuldades de erguimento, a repeti-
gdo do mesmo ou quaisquer manipulagoes adicionais com o
tanque tornaram-se inviaveis.

- Erguido o tanque, o acesso aos pontos de medigao para e-
ventuais consertos, ficou praticamente impedido pela altu
ra do tanque.

2. Preparacgido da medigio

Durante a preparagdo, o tanque repousava horizontal-
mente sobre dois apoios com roletes que permitiam um giro
limitado. Prevendo-se as influéncias externas e do tempo(in
solagdo, vento, etc.), os pontos de medigao foram agrupados
em seis grupos, denominados de A até F, de tal maneira que
pontos de medig¢do de um mesmo grupo sofressem influéncias
comparaveis.

Dadas as grandes dimensdes do tanque e a experiencia
prévia dos autores, optou-se para cada grupo de extensome-

tros, pela fiacdo econdmica "em paralelo” cujo esquema tipi
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co encontra-se na figura 2.

Como se observa, cada gru-
po tinha um compensador proprio
de temperatura (''dummy gage'},co
lado numa chapa a parte do mesmo
material do tanque, e fixada,sem
solicitagdo mecanica, perto do
grupo de extensometros correspon
dente.

Tendo em vista a maior se-
guran¢a, colocou-se para alguns
grupos, um compensador avulso co
mo garantia e, além disso, algu-
mas ligacgdes chaves foram dupli-
cadas deixando-se uma delas como
reserva.

Procurou-se manter, para
cada grupo, e para todos os ex-
tensometros do mesmo grupo, o
mesmo comprimento dos condutores
entre oS extensometros e o Tes-
pectivo ndé por um lado e dos ex-
tensometros e no até a chave se-
letora de canais pelo outro. Ex-
cluiram-se, deste modo, 0S5 erros
relativos aos diferentes compri-
mentos dos condutores.

0 equipamento de medigao
foi colocado sobre um andaime a

.5 m de altura do solo; apesar

disso, o comprimento dos conduto
res era da ordem de 12 m. 0 fio
usado era de cobre, rigido, de
didmetro 1 mm, simplesmente re-
vestido, sem blindagem.

Os condutores foram bem i-
mobilizados sobre a parede do
tanque com fita adesiva especial.
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Nos pontos de medi-
Extens8metros Nddo = -
Ativos Grupo %:ﬂ;:m::“ gao preparou-se a superf}

cie por lixamento grossei

ro e dois lixamentos sub-
sequentes, mais finos.Nos

i

pontos de medigdo inter-

il nos foi permitido apenas

HBM
o lixamento fino e leve,
[4 _J../j\coimdo . = -
IS o Bok to Ja que toda a superficie

8 o B do tanque € revestida por

uma camada especial.

. Numa posigao conve-

niente ‘dentro de cada a-
FIG.2 - ESQUEMA DAS LIGAGOES te¥ Jilxude Lowan coledas

terminais para extensome-
tros e em seguida soldados neles os condutores. Nesta fase
do trabalho foi verificada, também, eletricamente, a quali-
dade das soldas e conexdes. Os extensometros foram colados
ao final de todas as operagdes preparatorias para se evitar
uma eventual danificag@o mecanica. Colados os extensometros
os mesmo, bem como todas as juntas, foram protegidas contra
intempéries, usando-se sempre, pelo menos dois processos di
ferentes. Ao todo foram usados: verniz especial contra a u-
midade, massa protetora mole, placas de borracha autovulca-
nizavel e dois tipos de vedantes a base de silicone. Os me-
lhores resultados, mesmo em situagdo de imersao direta, fo-
ram obtidos com os primeiros dos materiais acima listados ,
(verniz e massa), de fabricagdo Hottinger Baldwin.

Os extensometros usados foram do modelo SR-4, tipo
FAE-50-12S 36EL de fabricagdo BLH (USA) (Baldwin Lima Hamil-
ton) destinados ao uso com materiais plasticos (com coefici
ente de dilatagao térmica a = 36.10_6/°C). Foram colados
com cola tipo rapido Eastman 910.

A posigdo dos extensOmetros depois da colagem foi me-
dida com precis@o de *5 mm, sobre a superficie do tanque, o
que, dadas as dimensdes do tanque, pode ser considerado al-
tamente satisfatdrio. Para isto usou-se o método de 'mapea-
mento". Sobre a superficie do tanque marcaram-se linhas de
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referéncia, por meio de corddes finos esticados. Por cima
destas linhas e por cima dos extensometros colados coloca-
ram-se, em seguida, folhas de papel vegetal de tamanho ade-
quado a copiaram-se nestas as referencias bem como os con-
tornos dos extensometros. Posteriormente, na sala de dese-
nho, foram medidas as cotas dos extensometros, a partir das
referéncias. Em alguns casos exigiu-se a medigdo em certos

pontos externos e nos pontos correspondentes na superficie
interna do tanque. Colaram-se pois, extensometros externos

e a posigao correspondente foi projetada através da parede,
por intermédio de um feixe de luz forte, concentrado, apro-
veitando-se a semitransparéncia do material da parede.

3. Medigao
Erguido o tanque, e ligados e zerados os aparelhos,

procedeu-se ao enchimento do reservatorio com agua, durante
o qual ja se efetuaram leituras prévias.

O carregamento do tanque por pressao interna efetuou-
se varias vezes por intermédio de uma bomba manual, lendo-
se a pressao interna num manometro. Um ciclo . de carregamen-
to a partir da pressdo hidrostatica até a pressdo maxima,
com 3 leituras intermedidrias e a volta subsequente ao esta
do inicial, também com 3 leituras intermediarias levou apro
ximadamente quatro horas.

Uma parte do ensaio foi prejudicada em face das condi
goes atmosféricas bastante variaveis em que o mesmo se rea-
lizou: houve alternativamente instantes de sol intensivo a-
tuando diretamente sobre alguns grupos de extensometros,ins
tantes nublados, com chuvas e fortes rajadas de vento. Ape-
sar de cientes das condigOes extremamente adversas continu-
ou-se a tomada de dados, dada a premencia absoluta de efetu
ar-se as medigOes ao abrigo ou em tempo mais favoravel. Os
melhores resultados foram obtidos por volta da meia-noite
do primeiro dia, quando a temperatura do ar se mantinha em
239¢ B 4 temperatura da agua usada no bombeamento variava
entre 20 e 23°C.

Dadas as caracteristicas do material do tanque, to-
mou-se cuidado de manter a razao do carregamento constante
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no tempo. Pequenos problemas mecanicos com a bomba prejudi-
caram duas vezes o desenrolar uniforme do teste o que se
fez notar imediatamente nos valores lidos.

Além disso a baixa condutibilidade térmica do mate-
rial do tanque contribuia para o fato de que o sistema da
compensagdo térmica (por intermédio do "dummy gage') nao
conseguiu compensar eficientemente as variagoes locais de
temperatura.

Mais ainda, a equagdo para o erro provocado pela tem-
peratura (deformagdo aparente em fungio da temperatura) que
o fabricante oferece na forma

22 Bcd

g, = “52:38 + 1.887T - 2,61.10 T2
- 4,98.10°87% (T em CFahrenheit)

T + 7,90.10°

mostra a influencia acentuada da temperatura sobre as leitu
ras. Infelizmente era impossivel aproveitar eficientemente
os dados do fabricante dos extensometros, ja que era invia-
vel medir no momento da leitura também a temperatura real
no local de cada extensometro; modiu-se apenas a temperatu-
ra média da parede do tanque e do ar.

4, Processamento de dadgs e resultados

No local de medigao foram anotados, em planilhas pre-
viamente preparadas, os valores brutos lidos, processando-
se imediatamente apenas uma amostra pequena dos mesmos, cO
mo lembrado acima.

No escritorio calcularam-se diferengas de deformagdo
correspondentes aos estagios crescentes de carga, bem como
descrescentes, e foram calculadas as médias de diferengas,
que foram representadas graficamente e interpoladas, também
graficamente, por retas.

Na interpolagdo, levou-se em consideragao também a re
presentagao grafica exata das leituras em cada ponto de me-
digao a fim de se avaliar as tendéncias dos acréscimos.

Os resultados assim obtidos, foram considerados como
muito satisfatdrios pelo cliemte que, no entanto, nao os
liberou para publicagao.
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MEDICAQ DAS DEFORMACOES ESPECTFICAS (&)

EM RESERVATORIOS DE PLASTICO REFORCADO COM FIBRA DE VIDRO

Sumirio

E descrita a sequencia de operagdo no levantamento da
variagdo do estado de deformagoes, durante o carregamento
e o descarregamento em um grande reservatorio de plastlco :
reforcado com fibra de vidro. Todo o trabalho preparatorio,

também e minuciosamente descrito.

MEASUREMENT OF SPECIFIC STRAINS IN FIBRE-REINFORCED

PLASTIC RESERVEOIRS

Summary

The sequence of operatiovn is described in the measure
ments of the changes in the state of strain during loadlng
and unloading of a large fibre-reinforced plastic reservoir.
The preparatory work is also minutely described.
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1. Introdugdo
A investigagdo de modelos fotoeldsticos com modulo de e
lasticidade varidvel tem larga aplicagdo na simulagao do com

portamento mecanico de elemenios estruturais e de maquinas.



370

Em geral a solugdo de problemas de analise de tensdes & sim-
plificada quando sao utilizados modelos fundidos porque nao
simulam os processos de conformagac a que foi sujeito o ele-
mento a analisar - recentes trabalhos tem sido desenvolvidos
neste sentido. Spooner e Mc Connel |10| simularam o compor-
tamento da pa (aluminio) e rotor (ago) de um compressor uti-
lizando Bakelite (BT 61-893) a Araldite, conseguindo razao
de médulos de elasticidade prdxima do real. A andlise fotoe
lastica foi feita a temperatura ambiente. Dixon |2] utili-
zando-se de Araldite (CT-200) com diferentes partes em peso
de endurecedores estudou o comportamento mecanico da biela,
pistao e pino de um motor de combustao interna. Para evitar
os efeitos de temperatura no "congelamento de tensoes" obte-
ve as curvas de dilatagdo térmica, verificando ndo serem li-
neares. Durelli, Miller e Jomes [4| utilizando borracha de
poliuretano desenvolveram um material com médule de elastici
dade variavel, mas de uso restrito a fotoelasticidade plana.

No presente trabalho foi utilizada a resina epoxi como
material basico  |7|. Pela sobreposigdo dos nomogramas de
temperatura critica e coeficiente de dilatagao térmico a es-
ta temperatura foram obtidos materiais, construido um modelo |
fotoeldstico e analisando seu comportamento durante o aqueci
mento até a temperatura critica. Este trabalho visa o desen
volvimento de modelos fotoelasticos com médulos de elastici-
dade variavel para andlise e "congelamento das tensdes" por-

tanto, com aplicagdo a fotoelasticidade tri-dimensional.

2. Obtengac do Modelo

A variacaoc das quantidades em peso (p.p.) dos endurece-
dores anidrido ftdlico (PA) e anidrido maleico (MA) junto a
resina epoxi (ARALDITE CY-205) modificam as propriedades fi-

sicas do material fotoelastico [7]|. Assim, pode-se constru-
ir um modelo composto a partir da colagem de dois ou mais ma
teriais com modulos de elasticidade diferentes e, para tanto
foram obtidas as constantes fisicas temperatura critica (Te)
coeficiente de dilatagao térmico (a) e médulo de elasticida-
de (E) ambos & temperatura critica, para cada material [1].

A técnica de "congelamento das tensces" consiste em a-
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quecer o modelo até uma determinada temperatura (temperatura
critica), carregar o modelo e resfrii-lo lentamente até a
temperatura ambiente quando sao fixadas as deformagdes (ani-
sotropia 6tica). No presente trabalho, por tratar-se de um
modelo composto, além das tenasdes causadas pelos esforgos ex
ternos surgiriam tensdes térmicas devidas aos diferentes com
portamentos dos materiais a dilatagao térmica. Com objetive
de eliminar ou minimizar estes diferentes comportamentos e o
bter o "congelamento das tensoes" no material composto devi-
do apenas a solicitagoes externas, os materiais que compordo
o modelo devem possuir mesma temperatura critica e mesmo coe
ficiente de dilatacdo térmico 3 temperatura critica. A so-
breposigdo dos nomogramas de temperatura critica e coeficien
te de dilatagao térmico, apresentados a lig.l, fornece as
composigdes dos materiais que possuam as caracteristicas pa-
ra formagao de um modelo composto.

COEF. DIL. TERMICO
=~~~ TEMP CRITICA({14CPC)
354
-
=
2
< 304
a
254
201
154
104
-] T X y, y 5 y
5 10 I8 20 25 s N
p-p. de PA

Fig.l - Sobreposicac dos Nomogramas de temperatura
critica (140°C) @ coeficiente de dilatagio
térmico a 140°¢C
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Experimentalmente verificou-se que a temperatura criti-
ca de 140°C & a que fornece maior nimero de intersegdes |1],
A curva correspondente a a = 3.0 x lu_sloc € a que possui

maior nimero de intersegdes - 6 pontos - mostrando a possibi

lidade tedrica de obter-se um modelo composto por 6 diferen-
tes materiais fotoeldsticos. A Tabela I sdo apresentadas as

composigSes desses materiais e seus respectivos modulos de e
lasticidade.

PONTOS MATERIAL E(Kg/cm?)
A 25.0PA - 22.4MA 485
B 29.4PA - 27.1MA 400
& 8.BPA - 32.5MA 450
D 8.3PA - 34,3MA 450
E 33.3PA - 19.5MA 418
E 32.0PA - 23.5MA 4oo

Tabela I - Composigao e Modulo de Elasticidade dos
Materiais com Tc = 140° e o = 9.0x107°/%¢C

2.1 - Colagem dos Materjais

Além de alta rigidez, a cola para modelos fotoeldsti-
cos deve ser capaz de transmitir tensoes de forma a ndo mu-
dar a diregdo das franjas na regiao de transicdo entre os ma
teriais. Espessura da cola, pressao entre as partes a colar
condigdes de acabamento e geometria das superficies sdoc os
principais fatores envolvidos na escolha da cola |8].

No método de "congelamerto das tensoces" os modelos sao
cortados e analisados a temperatura ambiente, o que torna in
vidvel o uso de um dos materiais fotoeldsticos como cola.
Dentre a grande quantidade de cimentos citada pela literatu-
ra especializada |6,8| foi utilizado o composto por 100 par-
tes em peso de resina epoxi (Araldite CY-205) e de 10 partes
em peso de Trietileno-tetramima (HN-951) por apresentar ca-
racteristicas de ndo reagir quimicamente com o3 materiais e
endurecimento em espago de tempo relativamente curto (14 ho-
ras) a temperatura ambiente (15°0).
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2.2 - 0 Modelo Composto

Para construgao do modelo fotoeldstico com multi-modu-
los de elasticidade, foram escolhidos os materiais correspon
dentes aos pontos A e B da Fig.l por apresentarem a maior di
ferenga nos modulos de elasticidade dentre os apresentados a
Tabela I. Apds a colagem dos materiais e, para que fosse ob
servado o comportamento dos materiais e da cola, foram usina
dos dois discos; um deles composto pelos materiais A e B
(disco AB) e outro formado por duas partes do material B
(disco BB). A comparagao entre os valores dos nomogramas e
experimentais para os materiais A e B € apresentada & Tabela
LI

Material Nomograma Experimental Dispersao
Temp. A 140%¢ 142% 1,5%
Critica B 140°¢ 137% 2.5%
MEdulo A ATE. Kgfen® 487 kg/em’ 2,5%
de LClast. B 390 kg/cm’ 4O4 kg/cm? 3,6%
Coef.Dil. A g.0x10"°/% 9.22x10"°/°¢C 2,44
Térmico B 9.0x107%/% 8.65x10"°/%¢ y,6%

Tabela II - Comparagao entre valores dos nomogramas

e experimentais

Durante o processo de aquecimento foi observado o com-
portamento dos dois discos atd uma temperatura pouco superi-
or 3 critica (145°C) e o aspeoto dos discos i temperatura am
biente, apés o resfriamento. Inicialmente a 25°C, o nivel
de tensoes nos materiais apresentou-se baixo (0.15-0.25 fran
ja) causado ou pela usinagem dos modelos ou pela pressac
exercida sobre os modelos no processo de colagem dos materi-
ais. A temperatura de 95°C o modelo AB ainda ndo apresenta-
va nivel significativo de tenades porque a diferenca dos coe
ficientes de dilatagdo térmico era pequena bem como a esta
temperatura, os materiais nao encontravam-se ainda na zona
critica - alto "creep" |7|. Ouando os modelos estavam a tem
peratura de 125°C o nivel de tensdes ji se tornavam maiores
(0.7-0.9 franjas) no modelo AP, enquanto que no modelo BB

as tensdes apresentavam valores praticamente nulos. A esta
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temperatura os materiais ja encontravam-se na zona critica.
Durante todo o processo o nivel de tensdes apresentou-se
mais alto 3 temperatura de 138°C com ordens de franjas 1.4.
A temperatura de 145°C o nivel de tensdes no modelo AB bai-
xou para 0.4 franja justificado pelas diferengas de tempera
tura e coeficiente de expansdao térmico entre os valores ex-
perimentais - Tabela II. Quando resfriado lentamente e a
temperatura ambiente observou-se no modelo AB que no materi
al A ficaram "congelados" tensées - 0.5 franja enquanto
que no material B elas eram praticamente nulas. A existen-
cia de franjas a temperatura ambiente € devida ao fato do ;
"congelamento das tensdes" ocorrer para uma faixa de tempera
turas - zona critica - e ndo para um QOnico valor de tempera
tura onde oy = og. 0 excelente comportamento da cola pode
ser constatado durante todo o processo no modelo BB, onde

o nivel de tensdes apresentou-se nulo.

3. Conclusges :

A resina epoxi como utilizada no presente trabalho a- |
presenta séria limitagdc na razao entre os modulos de elas-
ticidade dos materiais para fermagao do modelo composto.
Tendo em vista que 3 temperatura critica a razdo maxima foi
de apenas 1:1.2, pode-se aumenta-la com o emprego de triace
tato de gliceril como elemente plastificante, durante a pre
paragdo do material [6].

Do comportamento do modelo composto durante o processo
de aquecimento e posterior resfriamento verificou-se que o
método empregado ndo eliminou o efeito das tensdes térmicas

' se processa em uma fai-

jd que o "congelamento das tensodes'
xa de temperaturas. As condigoes para escolha dos materi-
ais e formagdo do material visam portanto a minimizar as
tensces provocadas pelos diferentes comportamentos dos mate

riais a expansao termica durante o processo de fixagao das

tensoes.
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COM MULTI-MODULOS DE ELASTICIDADE

Sumario

0 desenvolvimento de um modelo fotoeldstico com médulo
de elaﬂt101dade varidvel é objeto deste trabalho. Destina-
se a fotoelasticidade tri-dimensuonal para analise e congela
mento de tensoes em modelos, minimizando-se os efeltoa causa
dos por diferencas de coeficientes de dllatagao térmico. 0
material utilizado foi obtido a partir da resina epoxi (CY-
205-CIBA) com a comhinagdo dos endurecedores anidrido ftali-
co e anidrido maleico.

Obtidas as curvas de nival do modulo de ela5t101dade.
temperatura critica e coeficiaente de dilatag3o térmico para
materiais com diferentes partes_em peso dos endurecedores,
pode-se escolher por superpOSJgao desoas curvas materiais
com mesma temperatura critica e expansac térmica a essa tem-
peratura. Feita a colagem dog materiais, foi analisado o e-
feito das tensdes térmicas durante o aquecimento até alcanga
rem a "temperatura de congelamento" (critica) e discutidos
os resultados.

DEVELOPMENT OF A PHOTOELASTIC MATERIAL

WITH MULTI-MODULUS OF ELASTICITY

Summar

The present work deals with the development of the
photoelastic model with variable modulus of elasticity. It
is intended for three-dimensicnal experiment with analysis
and "frozen stress" in photoelastic model, to minimize the
different thermal expansion effects. The experiment material
was prepared from an epoxi resin (CY-205) with the hardeners
phtalic anhydride and maleic anhydride.

The nomograms of the moduvlus of elasticity, critical
temperature and thermal expansion coefficient were obtained
for different parts by weight of hardeners and, by
superposition of these curves, were selected materials with
the same critical temperature and corresponding thermal
expansion coefficient. These materials were bound together
and the effects of thermal stresses was analised during the
heating till they reach the "freezing temperature", and the
‘results are subsequently discussed.
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1. Introduccién

Es bien sabido que la informacién obtenida en un ensayo fotoelds
tico se brinda en forma de dos familias de curvas: las isoclinas y
las isocromdticas, o curvas de igual diferencia de tensiones princi-
pales. Entre los métodos que permiten completar dicha informacién se
encuentra el interferométrico [1], mediante el cual se miden las alte
raciones, en direccién del espesor, de una superficie plana mediante
produccidn de franjas de interferencia. Como éstas son proporcionales
a la suma (o, + 0,) de las tensiones principales, combinando a ellas,
que se denominan isopdquicas, con las isocromiticas, permite la sepa-
racién de ambas. Aplicando dicha metodologia pueden determinarse fac-

tores de concentracidn de tensiones, que es el objeto de este trabajo.

2. Aplicaciones

Se estudid el efecto de un agujero cuadrado practicado en uma vi
ga simplemente apoyada, sometida a flexifn pura y dispuestos de dos
maneras distintas: la viga A,con wma diagonal perpendicular al eje
neutro y otra coincidente con €1, y la viga B, con dos lados parale-
los al eje neutro.

En cada caso el eje del agujero es perpendicular al eje longitu-
dinal de la viga y paralelo al eje del vector momento aplicado y sus
dimensiones se consideran pequefias comparadas con la altura de la vi-
ga, siendo la relacidn entre el lado del cuadrado y la altura de la
viga igual a 1/6 y la relacién entre el radio de curvatura de los vér
tices y el lado del cuadrado (p/d) igual a 0.25. La Figura 1 muestra
los diagramas de las franjas de igual espesor -obtenidas de las foto-
grafias correspondientes- de los medelos descargados y cargados sobre
cada lado del cuadrado y también los diagramas de isopiquicas, los
que a su vez son diagramas de tensiones en el borde libre (constante
del modelo b = 8,1954 Kg/cm’.6rd.).

3. Conclusiones

Los valores obtenidos presentan una buena aproximacién con los
analiticos [2], especialmente en el primer caso, evidenciando asf la
eficacia de la técnica utilizada en los casos propuestos.
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FIGRA 1: DIAGRAMAS DE TENSIONES
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DETERMINACION DE FACTORES DE CONCENTRACION DE TENSIONES

MEDIANTE FOTOELASTICIDAD INTERFERENCIAL

Sumario

El anilisis del efecto de agujeros sobre la distribucién de ten-
siones en vigas es un problema cldsico, y.sus diversos perfecciona-
mientos han recibido una especial atencién en razén del gran nimero
de aplicaciones pricticas que posce.

Fs bien conocida también la aplicacién de la fotoelasticidad en
el andlisis experimental de tensiones en este tipo de problemas, as{
como la determinacién de la suma de las tensiones principales median-
te métodos dpticos es otra técnica aplicable a la resolucién de los
mismos.

En el presente trabajo se aplica esta metodologia para determi-
nar los factores de concentracién de tensiones en agujeros practica-
dos sobre el eje neutro de vigas sometidas a flexion pura, de acuer-
do al método propuesto por Pirard y colaboradores.

Sommaire

L"analyse de 17action des trous sur la distribution des tensions
dans les poutres cést un probleme clasique, et ses divers perfection-
nement ont regu une atention remarquable en raison du grand nombre
d applications practiques qu’clle posséde.

On connait aussi 17application de la photoélasticité dans 1 ana-
lyse experimental des tensions sur ces probltmes. La determination de
la somme des tensions principales au moyen des méthodes optiques cést
une autre technique applicable a la résolution de cet tipe de proble-
mes.

On a fait 17application de cet méthodologie pour déterminer les
facteurs de concentration de tensions dans des trous practiqué sur la
ligne neutre des poutres soumis a flexion pure, d”accord a la méthode
proposé par Pirard et colaborateurs.
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1. Conclusdes e Comentarios

0 calculo foi empregado ao desenho (projeto) de uma a
leta de turbina de 72 (cm) de comprimento e fortemente de
formada. As caracteristicas da aleta estdo representados na
tabela I. A integragdo numérica foi efetuada com um passo
de 0,125, interpolando graficamente as caracteristicas das
secoes dadas na tabela I.




TABELA I

Aleta 3E 1= 71,65 cn
E = 2050000 Kg/cm® - G = 800000 Kg/cm® - Y = 0,00774 Kg/cm®
1] 1 2 3 4 5 6 7 ]

A cm? 28,37 22 16,47 11,84 8,689 7,018 | 5.884 5,018 4,258
- ent 48,27 | 31,47 18,12 9,468 4,626 2,175 | 0,876 |o0,3054 |0,0934
i cn 470,8 | 299,3 189,0 113,2 74,77 55,45 | 44,88 37.86 34,15
¥(3000t./min)rad | 0,0145 |0,1548 |0,3243 |o0.4837 | o0,6528 | 0,8046 [0,9354 1,064 1,179
Iy en? 30,64 | 17,31 8,772 4,373 2,152 1,237 |0.8033 |0,4988  |0,2743
% em -0,073 |0,1033 0,573 |o0,4212 {0,5218 | 0,7091 [0,7803 0.76  |0,6812
"1.1. cm 1,863 1,67 1,462 1,329 1,012 0,7728 0,5170 0,2404 0,129
Jge cm® 19750 | 10530 5697 2975 1764 1145 | 857,3 665,6 600
- cn® -623 | -368,8 | -199,9 | -102,z | -52,76 | -28,93 | -15,29 | -7.18 -2,586
g cn® -163,8|-227,9 -253,5 | -187.4 | -133,5 | -89,86 | -96,28 | -46,94 | -36,59

i8¢
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Os valodores dados pelo fabricante (experimentais) sio compa
rados, ao resultado na tabela II. A Gltima coluna desta ta
bela, permite de se ter em conta da influéncia do acoplamen
to, introduzido pelo centro de torgao, e a coluna correspon
dente ao cdlculo V=0, nos informa sobre a influéncia do for

mato.

TABELA 11

Aleta 3E - Frequéncias naturais da aleta

Frequéncia | valores do | valores |calculo |calculo sem
[Hz] fabricante | calculados| com V=0 | acoplamento
Fl B34 80,3 93,45 93,58
F2 184,.8 185,5 203,6 206,90
Fy 344,3 356,3 | 299.4 | 303,5 (%)
Fy 399,7 410,3 | 443,38 | 441,22
Fg 500 535,7 | 606,1 | 621,7
Fﬁ 655 724.3 618,2 626,7 (*)
F? B840 847.1 BB3 .3 928,8 (*)
(*) torgao

Em regra geral, podemos dizer, que no caso das duas
primeiras frequéncias proprias, o calculo efetuado, sem ter
em conta o farmato da valdres muito otimistas, ao inves que
para o modo a torgdo correspondente (terceira frequéncia),o
calculo com V = 0 & pessimista.
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VIBRAGCOES ACOPLADAS DE FLEXAQ

E TORCAO DE UMA ALETA HELICOIDAL

Sumario

Calculam-se as frequéncias e modos naturais de vibra
gao de uma pa de turbina de grandes dimensdes, cuja caracte
ristica principal & a forte torgao inicial,

Para levar _em conta esse parametro, foi necessario com
pletar as equagbes classicas de flexdo e de torgdao de uma
viga, fazendo aparecer termos corretivos, que introduzem um
acoplamento flexao-torgao nao desprezivel. 2

A procura das frequenc:as e modos naturais, e feita
por integragio numérica, pelo método de Runge-Kutta, com au
xilio do computador.

Finalmente o método de calculo & aplicado a uma pa de
72 (cm) de comprimento e os resultados do calculo sao compa
rados aos valdres experimentais fornecidos pelo fabricante,
tanto parada como em rotagao.

VIBRATIONS COUPLEES DE FLEXION ET

TORSION D'UNE AUBE VRILLEE EN ROTATION

Summaire

On calcule les frequénces et formes propres de
vibration d'une ailette de turbine de grandes dimensions,
dont la caracteristique de plus marquarete est le fort
vrillage inicial. Pour tenir compte de ce parametré, il a
€té nécessaire de completer les equations classiques de
flexionet le torsion d'une poutre en faisant apparaitre des
termes correctifes qui introduisent un couplage flexion
torsion non négligeable.

La recherche des fréquences et formes propres dans le
cas des vibrations est fait suivant la méthode d'intégrati-
on numérique de Runge-Kutta a 1'aide d'un ordinateur
eélectronique. _

Finalement, la méthod de calcul est appliquée a une
ailette de turbine de 72 (cm} de long, et les resultats du
calcul sont compares aux valeurs experimentales aussi bren
a l'arrét qu'en rotation.
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